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RESUMO

Este trabalho visa introduzir o modelo epidémico SIR incorporando o conceito de “tempo
de infec¢ao” dos individuos na classe de infectados. Para isso, inicialmente seré exposto o
modelo classico utilizando equagoes diferenciais ordinarias (EDOs). Posteriormente, serao
realizadas modificagoes necessarias no sistema para integrar o tempo de infecgao, resul-
tando em um sistema com EDOs juntamente de uma equagao diferencial parcial (EDP).
Discutiremos entao a forma da solucao desse novo sistema e estabeleceremos a existéncia
e unicidade dessa solucao. Além disso, serd proposto um modelo numérico de primeira
ordem para simular o sistema modificado, juntamente com uma anéalise do comporta-
mento de erro numérico de tal algoritmo. Por fim, serao apresentadas simulagoes com a

finalidade de oferecer uma compreensao pratica do funcionamento do modelo proposto.

Palavras-Chave: Modelo epidémico SIR, Tempo de infecgao, Equagoes Diferenciais Or-

dinarias, Equagoes Diferenciais Parciais, Modelo numérico.



ABSTRACT

This work aims to introduce the SIR epidemic model by incorporating the concept of
“infection time” of individuals in the infected class. As to achieve this, we will first
present the classical model using ordinary differential equations (ODEs). Subsequently,
necessary modifications will be made to the system to incorporate the infection time,
resulting in a system with ODEs along with a partial differential equation (PDE). Then,
we will discuss the form of the solution to this new system and establish the existence and
uniqueness of this solution. Additionally, a first-order numerical model will be proposed
to simulate the modified system, along with an analysis of the numerical error’s behavior.
Finally, simulations will be presented to provide a practical understanding of the proposed

model’s functioning.

Keywords: SIR epidemic model, Infection time, Ordinary Differential Equations, Partial

Differential Equations, Numerical model.
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1 INTRODUCAO

O modelo SIR é fundamental na compreensao matematica de como as doengas se
propagam em uma populacao. Normalmente, durante o tempo em que ocorre a epidemia,
este modelo descreve a dinamica de trés classes principais, Suscetiveis (S),que sdo os
individuos da populac¢do que podem ser infectados pela doenga, os Infectados (1), aqueles
que estao com a doenga ativa em seu organismo e sao os iinicos que podem ou nao infectar
outros individuos, e os Removidos (R), aqueles que ficaram imune a doenga ou vieram a
6bito. No entanto, para capturar nuances adicionais do processo de recuperacao e infeccao,
como o tempo médio em que um individuo se recupera, entao, da mesma forma de como
foi proposta por Kermack e McKendrick [KM27| em 1927 nos primeiros prototipos do
modelo, é necessario incorporar um elemento temporal adicional, que seria o tempo de
infecgao dos individuos.

Inicialmente, seré apresentado o modelo SIR em sua forma mais simples, que consiste
em um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) que dependem do tempo da
epidemia, mas sem considerar o tempo de infeccao. Este sistema descreve como as taxas
de mudanca no ntimero de individuos em cada grupo dependem das interagoes entre eles e
de parametros especificos, como a taxa de transmissao da doenca e a taxa de recuperacao.
A analise inicial focara na formulagao dessas equacoes.

A etapa seguinte envolve a modificagao do modelo, incluindo-se o tempo de infec-
¢ao. Tal modificagao utiliza uma estrutura mais complexa, a equagao diferencial parcial
(EDP), a qual tera a fungao de descrever a densidade de infectados em relagdo ao tempo
da epidemia e de infeccao. Esse desenvolvimento teérico torna mais realista a descri¢ao
da dindmica das epidemias, onde os individuos podem ter diferentes duracgoes de recu-
peracao e de infectividade. Para evitar qualquer divida sobre o modelo em questao,
denominaremos o modelo modificado como “modelo SIR estruturado”.

Apobs estabelecer o modelo estruturado, sob uma perspectiva matemética, faremos
suposicoes iniciais sobre os termos do modelo e utilizaremos essas premissas para encontrar
uma solucgao e identificar condigoes adicionais aplicaveis ao sistema. Em seguida, faremos
usos de técnicas de anélise, como: limites, sequéncias, séries, o lema de Gronwall e a

formula de Leibniz, com a finalidade de demonstrar a existéncia e unicidade da solucao.
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E apresentado um método numérico de primeira ordem para simular o modelo estru-
turado, este método seré feito a partir de técnicas como o uso da soma de Rieman para
aproximar os valores de integrais e o método de Euler para aproximacao de derivadas.
Apos apresentar o método, uma analise sobre o seu erro sera essencial para validar a pre-
cisao das simulacoes e sua capacidade de reproduzir os resultados esperados do modelo
tedrico.

No final de nossa pesquisa, incluimos algumas simulagoes. Explicando a motivacao
por tras da escolha dos valores iniciais e propondo uma perspectiva sobre a distribuicao
de probabilidade associada & taxa em quais os individuos infectados se tornam removidos.
Essas simulagoes servem para ilustrar como o modelo extendido com o tempo de infeccao
funciona na pratica.

Nesta dissertacao, a apresentacao do modelo SIR e sua estruturagao foram baseadas
nas de [MI17]. Além disso, para o desenvolvimento do método numérico, foram utiliza-
das as contribui¢oes em [MP99]. No contexto da introdugao de ideias sobre o modelo
epidémico, destacam-se as abordagens de [Marl5|, [Nis07] e [Het00], que sdo de grande
importancia para o entendimento abrangente deste estudo. Por fim, os conceitos so-
bre analise real e sobre EDOs e EDPs podem ser encontrados em [Lim20], [eAOL16] e
|[Eval0]. Esses trabalhos fornecem bases tedricas solidas e perspectivas complementares

que enriquecem a analise proposta.
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2 MODELO SIR

Assumindo que a populagao esteja dividida nas trés classes: suscetiveis (S), infectados
(I) e removidos (R) . Para observar as alteracoes da quantidade de individuos nesses

grupos durante um instante de tempo (t) da epidemia, usaremos a notagao:

N(t) = Quantidade de individuos da populagao no tempo t,

S(t) = Quantidade de individuos suscetiveis no tempo t, -
I(t) = Quantidade de individuos infectados no tempo t, 2
R(t) = Quantidade de individuos removidos no tempo t.

Mesmo a quantidade de individuos sendo um valor em Z* U {0}, iremos considerar
que as fungoes N, S, I e R sao definidas tendo dominio e contradominio em Rt U {0}.

Para algumas doengas pode ser necessario utilizar outras classes além dessas, como
por exemplo em doengas onde os infectados nao se tornam imediatamente infectados. En-
tretanto o modelo SIR, apesar de simples, se tornou em um paradigma para a modelagem
de doagas infecciosas.

Para formalizar o modelo defina A(t) e y(t) como a taxa per capta com que suscetiveis
se tornam infectados e a taxa per capta com que infectados se tornam removidos res-
pectivamente. A fungao A(¢) sera chamado de for¢a de infec¢ao e descreve o mecanismo
de contagio que depende da forma em que os individuos se misturam e do mecanismo
de propagagao da doenga; por outro lado 7(f) que sera chamada de taza de remogao é
intrinseco & doenca e descreve a taxa com que os individuos se curam ou morrem.

Na Figura[l| é apresentado um fluxograma, o qual descreve a interacao das classes do

modelo com seus parametros.

Figura 1: Esquema do modelo SIR

S(t) [ I(t) [ R(Y)

Fonte: Autor
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A forga de infecgao sera descrita como em [MI17]:

At) = I(t 2.2
0 = 510, 22)
onde
¢ = quantidade média de contatos com individuos por unidade de tempo,
x = infecciosidade de contato com infectado,

N(t) = S(t) + I(t) + R(t) = populagao total.

Por “infecciosidade de um contato” entendemos a probabilidade de transmissao por contato
entre um suscetivel e um infectado. A forma de A(t) vem de vérias suposigoes, entre
as quais, que a populacao se mistura de forma homogénea, que toda populacao é ativa
(dizemos que a parte ativa da populagao é aquela que pode ser considerada nos dados), que
a taxa de contato seja independente do tamanho da populagao ativa, e que todos contatos
sdo igualmente infecciosos. Notamos ainda que o fator I(t)/N(t) em (2.2)) representa a
propor¢ao de um individuo qualquer ser um infectado.

Ja a taxa de remoc¢ao ~y(t) ¢ normalmente assumida ser uma constante,

(2.3)

onde 7 é o periodo médio de infecccao, ou seja, o tempo médio que um individuo fica na
classe dos infectados. A suposicao (2.3 significa que a progressao da doenga é a mesma
para qualquer individuo e que v é o valor da fracao média de individuos recuperados por
instante de tempo.

Em doengas como gripes ou sarampo por exemplo, o surto epidémico ocorre num
periodo curto quando comparado ao tempo mecessario para que haja mudancas demo-
graficas significativas (como nascimentos e mortes por outras causas). Assim, para essas
doengas, podemos assumir que o valor da populagao total permanece constante durante o
surto de forma que a quantidade de novos individuos que entram na populacao e a quan-
tidade que sai, por causas nao relacionadas a epidemia, sao despreziveis ou nulas durante
esse periodo.

Uma versao simplificada e amplamente popularizada do modelo SIR como proposto
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em [KM27| ¢ descrita pelo seguinte sistemas de EDO’s:

(

S'(t) = =) S(t), S(0) = S,
I't) = Mt)S(@) — ~I(t), I10) = I, (2.4)
R(t) = vI(1), R(0) = Ry.

\

Onde Sy, Iy e Ry sao os valores iniciais de cada classe e \(t) e v sdo aqueles propostos
em (2.2) e (2.3). Nota-se que neste modelo a populagdo total ¢ uma constante pois
assumimos que as mudancas demograficas sao despreziveis. Assim, somando as equagoes

do modelo obtemos:
N(t) = S(t) + I(t) + R(t) = N Yt > 0 (2.5)

que continuaré a ser um parametro do modelo incluso na for¢a de infecgao (2.2). O modelo
acima foi amplamente estudado e o comportamento qualitativo de suas solugoes depende

de um parametro conhecido como nimero reprodutivo basico (Ry), dado por

C
ROZ_XJ

v

e que pode ser interpretado como a quantidade média de casos secunddrios causados
por um unico infectado introduzido numa populagcio completamente suscetivel (Sy ~ N )
durante todo periodo da sua infeccao. Simplificadamente, existem duas possibilidades de

comportamento para as solugdes de (2.4). Sao elas:

e Se a quantidade de infectados ir4 aumentar no inicio:

r'o) > o, Vit

v
o

S ocex >, vVt > 0.

e Se ird diminuir:

r'o) <0, Vt>0
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De forma a se ter um surto, o nimero de casos secundarios a partir de um tnico
infectado tem que ser maior que um, coincidindo com a idéia intuitiva de que, para um
surto ocorrer, cada infectado precisa ser substituido no inicio da epidemia por mais de um
novo infectado, nos fornecendo a seguinte condigao (pois a derivada ser positiva implica
no crescimento local da fun¢ao):

Ro > 1.
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3 MODELO SIR ESTRUTURADO COM TEMPO DE
INFECCAO

O modelo inicial do SIR, como o proposto em [KM27], considera o tempo de infec¢ao
dos individuos que entraram na classe dos infectados. Esse tempo de infeccao pode ser
chamado de idade de infecgao ou classe-idade e seré denotado pela variavel “a”. Em outros
termos, é o tempo passado desde que o individuo se infectou. Dessa forma definiremos
I(a,t) como sendo a quantidade de infectados no instante t que tem tempo de infec¢ao
entre 0 e a. Tomando ay como sendo o tempo méaximo possivel que um infectado leva
para se tornar um removido, vamos considerar sempre que a € [0, as] e podemos observar
que I(ay,t) = I(t) é o nimero total de infectados no instante ¢.

Definindo i(a,t) como sendo a a-densidade (derivada em relagao & a) de individuos

infectados no instante ¢,

Hat) = /Oaz'(y,t)dy, (3.1)
dai,
[ = I(ay.t) = /O i(a,t)da.

Logo, podemos reescrever a igualdade (2.5 da forma:
af
S(t) + / i(a,t)da + R(t) = N, Yt > 0. (3.2)
0

Vamos redefinir os parametros que relacionam as classes, ja que agora alguns virao a

depender da classe-idade.

v(a) = taxa de remogao classe-idade especifica

A(t) = taxa de infecgao (forga da infecgao) per capta no tempo t

Assim, o termo

v(a)i(a,t)dadt

denota o numero de infectados com tempo de infecgao entre [a, a+da] que foram removidos
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da clase dos infectados no periodo de tempo [t,t + dt]. O termo
At)S(t),

como no modelo (2.4)), seré a taza de incidéncia, isto é, a quantidade média de suscetiveis
que se tornam infectados por unidade de tempo. A forga de infecgao A(t) agora devera ser

expressa em uma forma que descreva como o mecanismo de contagio depende de i(a,t):

At) = /Oaf No(a)i(a, 1) da.

onde

o) = 409 ”

Agora, assume-se que tanto a taxa de contato como a taxa de infecciosidade dependem

da progressao da doenca,

c(a) = média de contatos de um individuo com idade de infecgao a, (3.4)
3.4
x(a) = infecciosidade do contato com um individuo de idade de infecgao a .

Em [Marl15| é dito que a motivagao de Kermack e McKendrick da inclusao do tempo
de infeccao é de que nao apenas a infectividade mude com a idade de infec¢ao, mas
que também a possibilidade de recuperagao ou morte possa depender do tempo passado
desde a infeccao. E que no modelo nao estruturado com as EDOs, ¢ implicitamente
assumido que o tempo de remocao é exponencialmente distribuido, e essa suposi¢ao pode
ser enfraquecida com o tempo de infec¢ao sendo incorporado no modelo.

Na Figura[2] é apresentado um fluxograma que representa a interagao das classes desse

modelo mais estruturado com seus parametros.
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Figura 2: Esquema do modelo SIR estruturado

Q (t) At)

i(a,t)

|
B B A

)

V@it da
R@y | e |

A

Fonte: Autor

Este modelo foi a forma originalmente adotada por Kermack e McKendrick [KM27]
em sua formulagao do modelo SIR.

Assim, para S(t) e I(t) temos que

S'(t) = =At)S(t), 5(0) = S,

af (3.5)
R'(t) = /0 v(a)i(a,t)da,  R(0) = Rg,

com Sy e Ry constantes para os valores iniciais.
A equacao para I(a,t) é obtida a partir das seguintes observagdes. Seja h > 0 e

considere as seguintes igualdades:

a+h
I(a+h,t+h) —/ i(y,t+h)dy
0

a t+h h a+s
= / iy, t)dy + / AMz) S(z)dx — / / v(y)i(y,t+ s)dyds.
0 ¢ o Jo (3.6)
Aqui, I(a+h,t+h) representa a quantidade de individuos infectados no momento t+h
com idade de infecgao entre 0 e a + h. Os termos da igualdade podem ser compreendidos

da seguinte forma:

e A integral de i(y,t) de 0 até a, que representa a quantidade de infectados no mo-
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mento t com idade de infecgao entre 0 e a.

e A integral de A\(x)S(x) de t até t + h, que corresponde a quantidade de novos

infectados entre ¢ e ¢t 4 h.

e A subtracao da integral dupla foh Oa+s v(y)i(y,t + s) dyds, que representa a quan-

tidade de individuos com idade de infec¢ao menor que a + h que foram removidos

entre os tempos t e t + h.

A expressao (3.6) descreve a dinamica temporal da propagagao da infec¢ao, detalhando
como a quantidade de infectados em um instante futuro, t + h, é afetada pela idade de
infeccao dos individuos ao longo do intervalo considerado.
Pela regra da cadeia, derivando I(a + h,t + h) em rela¢éo a h, temos:
d[a+ h) ol d [t + hl

d ol
—_—7 = _— L - .
o (a+ h,t+h) 8a(a+h,t+h) T 8t(a+h’t+h) P

ondewzle%zl. Dai,

d
%[(a—i-h,thh) = L(a+h,t+h) + L(a+h,t+h).

Onde I, e I, sao notacgoes para as derivadas parciais de I em relacao & sua primeira e
segunda variaveis.

Agora, derivando (3.6) em relagdo a h, obtemos:

o (/Oai(y,t) dy + /:Jrh)\(x) S(z)dz — /Oh /0a+57(y)i(y,t—l—s) dyds)

— A+ h)S(t+R) —/0 V() ily,t +h) dy.
Assim,

a+h
I(a+h,t+h) + Li{a+ht+h) = XNt+h)S{Et+h) — / Yy)i(y,t+h)dy.
0

Fazendo h — 0,

La.t) + T(at) = A(B)S(t) - / )iy ) dy.
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Por (3.1)):
I(a,t) = i(a,t),
uwwzfmww,
0
dai

Mﬁ+42mmw=www—lﬂwmww

Assim, tomando a = 0, obtemos:
i(0,t) = A(t)S(t),
e derivando em relagao a a, obtemos
iala,t) + ila,t) = —(a)i(a,1),

ou seja,

io(a,t) + i(a,t) + ~vy(a)i(a,t) = 0.

Definimos a densidade inicial ig(a) = i(a,0) de forma que:

(3.7)

Usando os resultados obtidos até este ponto, somos capazes de descrever o modelo SIR

estruturado:

1. S'(t) = —A1)S(t),

2. ifa,t) + iu(a,t) + y(a)i(a,t) = 0,
3. i(0,t) = A¢)S(H),

(4 R(t) = [V y(a)i(a.t)da.

Com as condigoes iniciais

S(O) = So, Z(CL,O) = io(a), R(O) = Ro.

A equacao .2) descreve a evolucao da doenga e a condigao de fronteira 3) modela
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a entrada de novos infectados na classe-idade a = 0.

Observe que as equacdes (3.8/1), (3.8/2) e (3-8]3) sao independentes de (3.8/4). Assim,
para estudar o sistema, é suficiente considerar as trés primeiras equagcoes.

Considerando [0,af] C R como o dominio em relagdo a variavel classe-idade “a” das
equagoes, e [0,00) C R como o dominio sobre a variavel tempo “t”, listaremos a seguir as

hipoteses de regularidade sobre as fungoes \g(a) e y(a) (ver [MI17| para mais detalhes):

0 <igla), 0<~(a), FINJ€RTcom0 < Ng(a) < A7, q.t.p. em [0,as]; (3.9)
ay
veha), [ o= +oo; (3.10
0
Xo € L=(0,ay), Xo(a) >0 q.t.p. em [ar,as] C [0,af]; (3.11)
io € L'(0,ay). (3.12)

O termo “q.t.p.” significa quase todo ponto, indicando que uma propriedade é ver-
dadeira para todos os pontos de um conjunto, exceto para um subconjunto de medida
nula.

Seja

B(a) = e Jorwdy (3.13)

a probabilidade de um individuo nao ter se recuperado até o instante “a” apds a infec¢ao, ou
seja, a probabilidade de um individuo ainda estar infectado no instante “a” apds a infecgao.
No capitulo 5, em ([5.5) veremos melhor como essa equagao é obtida. A condigao é
necessaria e suficiente para que

lim B(a) = 0,

a—a,
f

isto significa que todo infectado eventualmente entra na classe de removido.

3.1 REDUCAO DO SISTEMA

Inicialmente, tentaremos obter uma solugao sobre i(a,t) do modelo estruturado (3.8)).

Definindo
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Temos que
Jg . o . a
at) = dala )Y L ifa,t)(a) el 70,
%(a,t) = iy(a,t) el "W

e

9(0,8) = i(0,8) el W = j(0,1),
i(a,0)

_ Jorwdy _
9(a.0) = i(a.0)c R

Assim, pelas equagoes (3.82) e (3.83) e o valor inicial i(a,0) = ip(a), obtemos o seguinte

sistema )

gt(a7t> + ga(a,t) = 07 t e [0700)7 a € [Ovaf]v

9(0,t) = i(0,2), ¢ € [0,00); (3.14)
g(a,0) = %, a € [0,ay].

Esta equag@o ¢ uma EDP (Equagao Diferencial Parcial) linear e homogénea de primeira
ordem com um problema de valores iniciais. Para esse tipo de equacao, utilizando o
método das caracteristicas, a solu¢ao g(a,t) pode ser expressa como g(a,t) = ®(a — t),
onde ® : R — R ¢é uma funcao adequada.

Seja k € R, para quaisquer (a,t) € [0,ar]x[0,00) com k = a—t temos que ®(k) = ®(a—1),

vamos observar os seguintes casos:

e Caso1: £ >0
Temosque k>0 < a—t>0 < a>t.
Comot>0,a=k+t>kdai,0<k<a<ay, ousecja, k € [0,ay].

Tomando ay = k e tg = 0, por ag > ty e ag — tg = k entao:

gla,t) = ®la—t) = (k) = P(ag —to)

_ ’Lo(k) _ Zo(a—t)
B(k) Bla—1t)’

e Caso 2: k<0

Temos que k<0 & a—t<0 & a<t.
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Como k<0 & 0< —k dai, —k € RT.

Tomando ay = 0 e tg = —k, por ag < tg e ag — to = k entao:

gla,t) = ®la—t) = (k) = P(ag —to)
= g<a07t0) = g(O, _k) = 2(07 _k) = Z(Ovt - a) :
Assim, temos que a solucao de (3.14]) é da forma

ig(a—t)
B(a—t)

sea > t,
gla,t) =
i(0,t —a) sea < t.

Logo, temos que a solugao de i(a,t) em (3.8) é da forma

io(a —t) Bé‘i) sea > t,
i(a,t) = Bla=t) (3.15)

i(0,t — a) B(a) sea < t.

Considerando a incidéncia (o nimero de novos infectados por unidade de tempo) como

a conveniente varidvel escalar:
o(t) = Mt)S(t) = i(0,t).

Extendendo em R as fungdes Ao, B, ip para 0 quando fora do intervalo [0, 6], usando

(3.15) podemos reescrever o(t) da seguinte forma:

ot) = A#)S(t) = [ /O " o(a)ila, 1) da] S(t)

_ [/0 No(a) B(a) o(t — a)da + /tmxo(a)%

Tomando

F(t) = /too/\o(a)%io(a—t)da

A(t) = Xo(t) B(1),

I
O\
3
>
&
—
I
_|_
~
S~—
&
—~
N
_I._
~
N—
o~ .
S
~~
N
SN
I

B(z) (3.16)
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temos

Ft) + /0 tA(t—z)a(z)dz] S(). (3.17)

Assim, podemos substituir (3.8 pelo seguinte sistema equivalente:

S'(t) = —oa(t),
, (3.18)
ot) = | [ Alt—2)o(z)dz+ F(t)| S(t),
com a condi¢ao inicial
S(0) = Sy > 0. (3.19)

Pode-se observar que, em (3.17)), o(t) é escrita de forma implicita, o que introduz uma
complexidade adicional a busca por sua solucao. Embora a obtencao de um resultado
explicito seja inviavel, é possivel encontrar uma aproximacgao por meio de uma sequéncia
que converge para uma solucao potencial. Esta sequéncia sera apresentada posteriormente
na demonstragao do Teorema 3.2} onde mostraremos que, além de convergir para a solugao

do problema, tal solucao seré tnica.

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO

Antes de ir para o teorema principal desta se¢ao, precisaremos entender mais sobre as

fungoes em (3.16)), o que nos leva a seguinte proposicao:
Proposigao 3.2.1. Sejam as premissas (@)— satisfeitas, entao

o A funcio A em estd em L>®(RT) e

0 < A(t) < N qtp., Alt) =0 se t > ay. (3.20)

o A funcao F em é continua em RY e

0 < Ft) < X liolls, F(t) = 0 se t > ay. (3.21)

Demonstracao:
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Temos
1

B(t) = — Joy~(a) da - -
) = e ot +(a) da

Considerando que a funcao e® ¢ crescente e €? = 1, dado que 0 < fg v(a)da < oo para
todo t € Rt concluimos que 0 < B(t) < 1 para todo ¢t € RT.

Assim, por 0 < M\o(t) < A\ q.t.p. entdao 0 < N\o(t) B(t) < A\ - 1 q.t.p., ou seja,
0 < A(t) < )\(J{ q.t.p..

Logo, |A(t)] é limitada entao A(t) € L>*(R™).
Se t > ay, como extendemos Ay, temos A\o(t) = 0 dai, A(t) = 0 se t > ay, assim, ({3.20)

esta provado.

Para (3.21)), da mesma forma que provamos 0 < B(t) < 1 temos que B

e~ I Wy < 1

Logo, por 0 < A\o(t) < Af eig(t) > 0 temos que:

(z+1) .

0 < F(t):/oo)\o(z+t)B io(2) dz

B(z)

/OOO Xo(z +1) % io(2) dz‘

< /Ooouo(zﬂ)w%\lio(@ldz

A / (=) d=
0

00 0
Ag/ lio(2)|dz + Ag/ lio(2)| d=
0 —00
<[l d:

oo

IN

IN

IN

< Ag lliols -

Ou seja, 0 < F(t) < AJ [liol]1-
Por defini¢ao temos A\o(t) = 0 se t > ay, entdo se t > ay como F(t) é uma integral que
leva o termo 2z de 0 a oo temos que o termo z + ¢ serd maior que ay nessa integral, logo

teremos \o(z +t) = 0 dai, F'(t) = 0.
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Agora, para checar a continuidade de F', seja ty > 0 vamos escrever F' da forma:

F(t) = /too)\o(a)%io(a—t)da - /too)\o(a)%io(a—to)da

+ /too Xo(a) %ig(a —to) da

Tomando

Vamos observar G(t),

|G

IN

/too ‘)\o(a) % [io(a —t) — idgla— to)} ‘ da

< Ag/ lioa— ) — iola— to)| da
t
t

S )\a_/ |Zo(a—t) — io(a—to)‘da + )\8_/ |Zo<a—t) - io(a—to)‘da
t

N > _
S )\3_/ ‘Zo(a—t) - io(a—to)}da.
Onde, por ig(t) > 0 Vt € RT temos
lio(a —1t) — do(a—to)| = do(a—1t) — igla—to) (3.22)
ou
‘Zo(a—t) — ’io(&—to)‘ = io(&—to) — Zo(a—t) (323)

Antes de fazer a extensdo, tinhamos ig € L'(0,ay) entdo agora temos ig € L'(R), dai

[e.9]

lim iola —t)da = ||iglh
t—to oo
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/ io(a —to)da — |lioll:

oo

Entao independentemente se for da forma (3.22)) ou (3.23)), temos

oo

lim |20(a—t) — io((l—t[))‘da = 0.

t—to J_

Logo

t—to t—to

lim [G(#)] < lim Ag/ lig(a— ) — iola—to)|da = 0.

Dai G(t) — 0 ao t — t.

Assim, podemos notar que

lim F(t) = lim (G(t) + H(t)) = lim H(t).

t—to t—to t—to
Como B(a) é continua mesmo apoés ser extendida (pois B(0) = B(ay) = 0), temos
lim _Blg _ lim e~ Joer(@da = Joy v(@)da _ B(a) '
t—to B(a —t) t—to B(a — ty)

Assim,

tlLI% H(t) = /t:o /\O(a)%io(a—to) da = F(to)

Em outras palavras, temos que

lim F(t) = F(ty),

t—to

o que implica que F' & uma funcao continua para todo t € RT.
[ |
Agora, a fim de observar a existéncia e unicidade da solugao global de (3.18)) vamos

olhar para a solugao da seguinte forma:

Definicao 3.2.1. Uma solugao para o sistema ¢ um par (0,5) € C(RT) x C'(R)
tal que seja satisfeita.

Lema 3.1. [Cor08] Generalizagio da desigualdade de Gronwall-Bellman para integrais.

Suponha que «o(t), q(t) e u(t) sejam fungdes continuas em [ty,T), 0 < T < oo, com
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q(t) > 0. Se u(t) satisfaz

entao

Além disso, se a(t) é nao decrescente, entao

u(t) < Oz(t) e(ftto q(s) ds) .

Teorema 3.2. Sejam as premissas - vdlidas. Entao o problema -

tem uma unica solucao.

Demonstracao:

Escrevendo (3.18)) da forma

temos:

50 [aastoi + o)

= (S() = —(/:A(t—s)a(s)ds + F(t))

N /Ot(lnS(s))'ds - —/Ot(/OSA(s—z)U(z)dz + F(s)> ds
~ WmSE) — WS0) = (/O A=) o) s + /OtF(s)ds>

= (/ /SA(S—Z dzds+/0tF(s)ds>

o S(t) = Spe (B A0 dzds + [{F()ds)

Portanto, definindo
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podemos observar que, pela féormula de Leibniz em integrais,

%(/0 A1(t—s)a(s)ds> = A1(0)o(t) + /OAll(t_S)U(S)dS
= /0 A(t — s)o(s)ds.

Assim, pelo teorema fundamental do calculo na igualdade acima, temos que a solugao da

EDO pode ser escrita como
S(t) = S o~ L Art=s)o()ds + Fa(0)] ’ (3.24)
portanto ¢é equivalente a equacao integral
o(t) = S [ / tA(t —s)o(s)ds + F(t) oLl as=s)ords + m0)]
0

Como F' é nao-negativo e continuo entao F} também é nao-negativo e continuo e por A
ser nao-negativo q.t.p., teremos que A; é nao-negativo q.t.p. dai podemos conluir que o
€ nao-negativo.

Além disso, temos a seguinte desigualdade com o,

o(t) = Sy [ /0 At = s)o(s)ds + F(t)] e~ LI Ar=9)o9)ds + Fi(o)]
< S UOtA(t—s)a(s) ds + F(t)]
< Sy /OtA(t—s)a(s) ds + So F(t)

t
< SollFlle + soHAHoo/ o(s)ds,
0

daf, por o ser ndo negativo e pelo Lema [3.1], temos

0 < o(t) < So||F||se®Ml=t vt e RY, (3.25)

De forma anéloga,

t
0 < /A(t—s)a(s)ds 4 F(t) < [[Flleel=t Vi e R (3.26)
0
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Outra forma de representar S(t) é aplicando o teorema fundamental do célculo na primeira

equagao em (3.18)), dai,
t ¢
/ S'(s)ds = / (—o(s))ds
0 0

S S() - S = - /0 o(s) ds (3.27)

= S{t) = Sy — /Ota(s)ds.

Portanto,

o(t) = ( /0 tA(t—s)a(s) ds + F(t)) (SO - /0 ta(s) ds>. (3.28)

Assim, como o(t) > 0, temos
t
So > / o(s)ds VYVt e R*'.
0

Agora, vamos mostrar que existe um tnico o que resolve (3.28) provando a convergéncia

das iteracoes de Picard. Tomando
t t
O_k+1(t) _ </ A(t o 8) O'k(S) ds + F(t)) So 67<f0 Aq(t—s)o*(s)ds + F1(t))
0

inicializado por ¢ = 0 em R*.
A existéncia e unicidade do o seguira da convergéncia dessa sequéncia.

A menos de uma mudanca de variavel nas integrais, temos
t
Jk+l(t) _ </ A(S) Uk(lf _ S) ds + F(t)) So e—(fJ Ax(s) ok (t—s)ds + F1(t)) '
0

Assim, por F' ser continua e nao-negativa, A ser limitada e nao-negativa e as funcoes
integrais também serem continuas além de que F; e A; sdo ndo-negativas, entdo o**! vai
ser continua e nao-negativa se o também seja. Como o = 0 é continua e nao-negativa,

k+

entao de forma indutiva pode ser visto que o**! sera continua e nao-negativa.

Definindo

t . 3
)\k+1<t> — / A(t _ S) O'k(s) ds + F(t), Sk+1(t) — SO e—(fo A1(s)o"(t—s)ds + F1(t)) .
0
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Como ¢f > 0 para quaisquer k temos que

e (B tt-—sa + 1) < | ype N,

Assim

S*t) < S  Vk € N.

Além disso, podemos observar que

0 < A+ = /tA(t—s)Uk(s) ds + F(t)

IN

t
4]l / o*(s)ds + ||F]le

0 < O.k-‘rl

IN

(/OtA(t —s)o"(s)ds + F(t)) So

IN

t
So 14/l / o*(s)ds + Sol|F||
0

recursivamente, podemos obter

t S
A0 < SollAlle | (so||A||oo [ o snas + so||F||oo) ds + S|Pl
0 0

t S
< (SollAlle)? [ ( / gk—1<31)d51) ds + SollFlle (1 + SollAllo)
0 0
t S1 S92 Sk—1
< (SO||A||OO)k+1// / / 0" (sg) dsy, - - - dsydsids
0 0 0 0
k
(So [l Al £)"
T SollFll (ZT

< 50||F||OOeSoHAHoot‘

Assim,

ot (t) < Sol|Flle®™ =t vk e N,
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de forma analoga, temos
MHL < ||F||o e M=t v e N.

Podemos também observar que

t t
Jk+1(t) — </ A(t _ 8) Uk(S) ds + F(t)) SO 6_(f0 A (t—s)oF(s)ds + Fl(t))
0

- %(— Sy e (5 A=) ot (s)ds + F1<t>)) _

Pelo Teorema Fundamental do Calculo,

t
/ o (s)ds = — S, e_(fot Ai(t—s)o*(s)ds + Fi(t)) + S, e—(f(? Ai(=s)o*(s)ds + F1(0))
0

_ —(fot A (t—s)oF(s)ds + Fl(t))
SO € + So .

Ou seja,
t
Soe—(fotAﬂt—s)ak(s)ds—i-F1(t)) = S, — /0k+1(8)d8.
0
Assim,
t t
of () = (/ At —s)o*(s)ds + F(t)) (SO — /0’”1(3) ds)
0 0
e

t
SH() = S — / oA (s) ds
0

Para t = 0 podemos observar que
o*T1(0) = F(0)Sy = o(0) Vk >0

Para um o solucao qualquer de (3.18|).

Considerando ¢ € (0,7] para algum T > 0 qualquer, temos o* € C([0,7T]). Vamos
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buscar uma desigualdade com |o**! — o*| onde
Jk:-i-l _ Uk — )\k-i-l Sk-i—l _ )\k Sk
— /\k:-i—l Sk—i—l o )\ksk—i—l + )\ksk—i—l o )\ksk
_ (/\k—i-l . Ak) Sk+1 + /\k (Sk-‘rl . Sk)
entao
I B DU T I DU T s
< AL AF|S 4 [SE - SkH|FHOO€So||A||OOT
t
< / At —s) (o"(s) — o"7'(s)) ds| So
0
¢
+ / (o"(s) — o™ 1(s)) ds| || F||o 0 14ll=T
0
t
< SoHAHoo/ 0" (s) — " '(s)| ds
0
t
+ ||F||ooeS°A°°T/ "t (s) — o"(s)| ds.
0
Tomando C; = maz{Sy||Al|sc, ||F||ec % MAll=TY,

¢ ¢
ot — of < C of(s) — " (s)|ds + C o"(s) — of(s)|ds.
‘ < O 1
0 0
Assim, como a fungao
¢
at) = C’l/ ‘ak(s) - ak_l(s)‘ds
0
¢ nao-decrescente (pois a derivada é nao negativa), pelo Lema ,
¢ t
o™t — oF| < (Cl/ lo*(s) — Uk_l(s)‘ds) eC1 Jolds
0

Ou seja,

t
ot — ot < (Cl/ o (s) — ak_l(s)‘ds) T,
0
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Tomando C' = C, e 7,
t
o™t — of| < C/ 0" (s) — " 1(s)| ds.
0
Recursivamente, como o'(t) = F(t) Sye " < Sy||F||s, entdo

() — oh ()] < C / t (c / ot (sy) - 0*2(59)| s ) dis

0 0
t s1 52 Sk—1
Ck / / / {0-1<Sk) —O'O(Sk)‘dsk ngdSQdSl
0 0 0 0

t S1 S92 Sk—1
ck// / / So | Flloe dsi -+ - dss dsy dsy
0 Jo 0 0

< L m
>~ k" 0 fe'e)

Tk
C* 7 S0l Flloo

IN

IA

IA

Onde, pelo critério de D’Alembert (teste da razao),
> C" 7 SollF |l
k=0

converge absolutamente.

Logo, pelo teste da comparacao,
Z |0k+1(t) _ Uk(t)}
k=0

converge absolutamente.

Assim, a sequéncia

converge.

Tomando a;, = C* Tk—f ||F||oc temos que ar — 0 ao k — oo (pois o termo geral de
toda série convergente tende a 0), logo temos |o¥*1(t) — o¥(t)] — 0 ao k — oo assim
podemos observar que para todo ¢, temos que para k muito grande o**P(t) e o*4(t) ficam
muito proximos para quaisquer p, ¢ € N. Logo ao tomar o limite n — oo temos que o™ (t)

converge uniformemente em [0, 7] para uma func¢do o(t) que é nao negativa e continua,

aléem disso, o também ird satisfazer (3.18) no intervalo [0, T7.
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Agora vamos checar a unicidade de ¢ como a tnica fungao continua definida em [0, 7]
satisfazendo (3.18]).

Seja & uma funcao continua qualquer satisfazendo (3.18]) em [0, 7. Entao ambos o e

& obedecem (3.25)) e , assim, tomando

At) = /OA(t—s)a(s)ds + F(t), S(t) = Sy — /Oa(s)ds,
) = /OA(t—s)&(s)ds + F@), St = S — /06(s)ds,
temos
o(t) = &(1)] < [AB)SE) — AB)S(t)]
< M) S(t) — At S(t) + At)S(t) — ) S()]
< [(S(t) = SH)AE) + (AE) — A®) S(1)]
< |S(t) — SO]IAD] + M) = AB)]IS@®)]
< |)\(t)|/0 ’5(3) — a(s)’ds + |§(t)|/0 |A(t—s)|’0(s) — 6(s)|ds
< (||F||OOeSOHAHoot + ||AHooSO> /0 ‘U(S) — 6(5)‘(15
Tomando Cy = ||F||e 50 14lleT 4 || A||o So.

Para todo t € [0,7] temos

lo(t) —a(@)] < Co [ |o(s)—a(s)|ds,

- 0

ou seja,

Pelo lema [3.1]
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ou seja,

9
—~
~
N~—
|
Qe
~~ ~~

~
-
IN
)

Logo, por T ser arbitrario, podemos sempre encontrar uma tunica solugao de (3.18]) num

seguimento de R*.

3.3 EXTINCAO DA EPIDEMIA

O modelo estruturado de Kermack e McKendrick, embora mais complexo do que o
modelo baseado em EDOs, fornece um comportamento qualitativamente semelhante do

surto epidémico. O que nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 3.3. Seja (0,5) a solugio para fornecida pelo Teorema . Entao

lim o(t) = 0 e lim S(t) = S«

t—4o00 t—400

Onde Sy satisfaz

Soo = SO 6[(500 = 80) [y A(s)ds + [5° F(s) ds] .

Demonstracao:

Da mesma forma que observamos em (|3.27)),

S(t) = Sy — /ta(s)ds > 0,

dai,
/ o(s)ds < Sy, (3.29)
0
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Além disso, pelas extengoes que tomamos das fungoes \g e i,

F(t) = 0 para t > a
! (3.30)
A(t) = 0 para t > ay.

Vamos observar o seguinte limite:

t

lim At —s)o(s)ds.

t—4o00 0

Parat >> ay suficientemente grande, podemos separar a integral da seguinte forma:

/OtA(t —s)o(s)ds = /Ot—af At — s)o(s)ds + /ttaf Alt—s)o(s)ds),

na integral a esqueda da soma, temos que t — s € [ay,t] entao por (3.30) ela é 0, ja na
integral a direita, como pela Proposicao temos que A é limitada e nao negativa,

como ¢ também ¢é nao negativa, entao

t t
0 < / At — 5)o(s) ds < HAHOO/ o(s)ds.
t—ay t—ay

Por (3.29) temos o € L*(0, +00), dai, para ¢ muito grande a influéncia sobre o(s) se torna
menos significante, logo, ao tomarmos ¢ indo ao infinito, teremos que a integral mais a
direta na desigualdade ira para 0, assim, pelo Teorema do Confronto, temos que a integral

no meio da desigualdade zera. Assim,

t

lim At —s)o(s)ds = 0.

t——+00 0

Portanto, tomando o limite na equagao (3.28]) e usando de (3.30)),

Jlim o(t) = lim_ (/OtA(t—s)a(s) ds + F(t)) <so - /Ota(s) ds) ~ 0.

Supondo,
lim S(t) = S,

t—+00

onde S, é uma constante.



39

Para encontrar o valor final de S(t), podemos usar da igualdade (3.24)), assim,

lim S(t) — lim SO e(fg Aq(t—s)S'(s)ds + Fl(t))
t——+o00 t——+o00
i (A SE=s)ds — so i) + Fuo)
t—+o00 '
Logo,
lim S(t) _ SO e((SOO—SO)fOOOA(S)ds + fOOOF(s)dS) _ Soo (331)

t—+00

[ |
Esse teorema apresenta dois resultados bastante relevantes: primeiro, a classe dos sus-
cetiveis nao é completamente esgotada pela epidemia, pois, conforme a igualdade (3.31)),

temos S, > 0; segundo, a infeccao eventualmente se extingue, uma vez que

af o0

lim I(t) = lim i(a,t)da = lim o(t—a)B(a)da = 0.

t——+o0 t——+o0 0 t——+o0 0

Por consequéncia, também temos

lim R(t) = lim (N — S(t) — I(t)) = N — Sx = Rw.

t—+o0 t——+o0

Podemos consider R, como o total de individuos que foram infectados ao longo de toda
a epidemia. Isto se deve ao fato de que, ao sairem da classe de infectados, assumimos que
esses individuos sao imediatamente transferidos para a classe de removidos. Além disso, é
importante notar que, neste modelo, nao estamos considerando outras possiveis maneiras
pelas quais um individuo poderia ser incluido nesta classe.

Outro aspecto crucial na dindmica é a necessidade de uma limitagao para que a infec¢ao
se mantenha. O nimero reprodutivo bdsico (Rg) pode ser visto como o ntimero esperado
de novos casos secundarios causados por um tnico individuo infectado durante todo o seu
periodo de infecciosidade em uma populagao totalmente suscetivel [DHM90].

Assim como em |[MI17], neste caso do modelo SIR estruturado, define-se:

af o ayf ar
Ry = / c(a) x(a) e Jo 1) ds gq — / N X\o(a) B(a)da = N/ A(a)da.
0 0 0

A variacao dos parametros em relagao a classe-idade é levada em consideragao. O valor

de Ry ird ter um papel central na condicao de limitagao sobre o surto da doenca.
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4 METODO NUMERICO

A metodologia utilizada neste capitulo é um caso particular do apresentado em [MP99]
e é aplicada a um problema similar no capitulo 3 de [MI17]. No entanto, com o objetivo
de tornar este trabalho mais abrangente e completo, apresentaremos detalhadamente a
metodologia e verificaremos sua convergéncia.

Na busca de uma modelagem numérica para o sistema de EDP’s em podemos
considerar apenas as trés primeiras equagcoes e seus valores iniciais, assim temos o seguinte

sistema:

(

1. S'(t) = =A(t)S(t), S(0) = Sy > 0,

2. da,t) + ig(a,t) + y(a)i(a,t) = 0, i(a,0) = ig(a) > 0 Va,
3. i(0,t) = A#¢)S(¢),

LOAE) = /Oaf)\o(a)i(a,t)da.

\

Denotamos J(;,1y o operador derivada direcional na dire¢ao do vetor (1, 1), escrevemos

. i o1
dunilat) = Z(at) + -(at). (4.2)

O operador difernecial J(1,1y ¢ de primeira ordem com coeficientes constantes, assim,
iremos discretizar tempo e idade com o mesmo parametro.

Seja T' > 0 o tempo final até o qual planejamos acompanhar a evolucao da epidemia
no contexto da aproximacao que sera realizada, e seja K € Z* o ntumero total de passos
discretos que utilizaremos para alcancar o instante 7. Seja h = T/K o parametro de
passos (idade-tempo), e seja M = [%f}, onde representamos [x] como a parte inteira
do ntimero real x. Para quaisquer inteiros j,n nao negativos, denotamos a; = j - h,
t" = n - h. Para quaisquer funcéo f dependente de a, denotamos f(a;) = f;, quaisquer

funcdo g dependente de ¢, denotamos ¢(t") = ¢g" e quaisquer fungao ¥ dependente de a

e t denotamos ¢ (a;, t") = Y7, Apos estabelecido estes parametros, iremos discretizar as
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derivadas do sistema usando o método implicito de Euler,

d . S +h) — S
Es(t ) = hlgl}o h
oy S =) = S
h—10 —h
n—I1 n
_ iy S0 = S)
- o 4.3
s - s 43
= lim
h—+0 h
~ Sn_sn—l
- h
Sn Sn—l

= -\"5" =

8(171)7L(aj,t") = lim

h—10 _h (44)

Q

o
Também faremos uso da féormula da quadratura para aproximacao de integrais,

M
A") = by w;(h);d (4.5)
§=0
Onde w; sao pesos que define a formula e sua ordem de aproximagao.
Por fim, iremos assumir que as condi¢oes béasicas - sao satisfeitas e para
a convergéncia do método, iremos supor que algumas condigoes de regularidade sobre
i(a,t).
No entanto, havera uma complicacao que aparece com a taxa de remocao vy que em (|3.10)
assumimos ir ao infinito na sua integral em (0, af), pois ao tentar modelar numericamente
sua integral durante todo o periodo de 0 & af, o crescimento ilimitado trard erros com-

putacionais. Mas, observando Ay pelo ponto de vista biolégico, temos que a partir de um
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certo tempo a doenga passa de seu periodo infeccioso, entdo podemos assumir que:
Existe a* < ay tal que \o(a) = 0 para todo a > a* . (4.6)

Essa suposigao significa que apenas as classe-idades dentro do intervalo [0,a*] C [0, ay)
sao responsaveis pelo processo de trazer novos infectados, entao podemos ignorar classe-
idades acima desse periodo, assim contornando as dificuldades relacionadas a v, ja que

apenas iremos interagir com o dominio em (0, a*) onde a fungao é limitada.

41 METODO DE EULER-RIEMANN

Passaremos a utilizar as notacoes ur, vte A™ para representar as aproximacoes das
fungoes ¢, S™ e A", respectivamente. Portanto, as fungoes i, S e A" referem-se a seus
valores exatos, enquanto UJ', V™ e A" serdo os valores obtidos usando o método numérico.

Consideraremos o método Implicito de Euler-Riemann (IER) que sera aplicado a partir
da aproximacao das equagoes .1) e .2) pelo método de Euler, conforme definido em
e , além de utilizar a soma de Riemann a direita para a féormula da quadratura
em , isto ¢, considerar wg = 0 e w; = 1 para j > 1, assim, podemos obter uma
aproximagao para (4.1]4).

Assumindo que (4.6)) é satisfeito, denotando M* = [%] , podemos encontrar o seguinte

sistema para 1 <7< M*el <n<K:

( Vr — Vn—l
1. — = —A"VT VO = Sy,
ur —urt ,
2. jT]l = = U]n> UJO = ZO(aj>7

(4.7)
3. UM = A"V,

L

M* afr
A" = b)Y (o) U A = /0 Xo(a)ig(a) da .
j=1

\

Pela suposigao (4.6) podemos tomar o j apenas entre 0 e M* e podemos desprezar U}'
quando j > M*, pois, de fato os termos de da soma em (4.7}4) zeram para j > M*.

Podemos resolver .1) e .2) para V" e U} de forma explicita:
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Vn—l
n_— L 1<ji<M.1<n<K 4.
1% R <j<MT,1<n< (4.8)
(§]
ur!
Ur = 3L 1<i<M,1<n<K. 4.9
P Wy SIS s o

A substituigao de U}' da definigao em 1} por U;-l_l na soma em @.4), ¢ motivada
pelo fato de que, para valores suficientemente grandes de K, U f‘l e U' tornam-se valores
proximos, além disso, A" nao depende de U] = A" V" gragas a escolha da soma de
Riemann nos pontos finais (ver Figura , logo, essa troca nao altera significativamente o

comportamento da aproximagao.

Figura 3: Na soma de Riemann nos pontos finais a direita podemos ignorar o termo inicial
da particao.

ag aj as as af

Fonte: Autor

Também poderiamos simplesmente usar da forma:
M*
A" = hY () UF,
j=1

mas, nesta forma terfamos uma certa dificuldade adicional nas demonstragoes presentes

neste capitulo.
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Por fim, para 1 <n < K e 1 < j < M* podemos reescrever (4.7) da forma:

rl Vn B Vn—l VO B S
' (1 +hAn)’ o
ur!
n o __ Jj—1 0 _ .
2. U = et U; = io(ay),
Vn—l (410)
M* af
LA = Y o), A = / No(a) io(a) da.
j=1

\

42 CONVERGENCIA DO METODO

Agora vamos mostar que, sobre algumas condig¢oes de regularidade na solugao de (3.8)),
as aproximagoes em (4.10)) de fato convergem uniformemente com h — 0.

Inicialmente, vamos observar o seguinte resultado auxiliar,

Proposicao 4.2.1. Seja f : R — R uma fun¢ad duas vezes diferencidvel e tomando
h > 0, entao

f0) = £0) = hf©) + [ (=) ) da.
Demonstracao:

Tomando a integral

/0 fle)de = f(h) — f(0).

A resolvendo por partes, tomando u = f'(z), dv = dz, e du = f"(x)dx e v = x, temos

f(h) — F(0) = / fa)de = [zf@)]" - / © f'(z) de
— Wf'(h) + W) — hP(O) — / © f'(z) de

0

h h
= hf'(0) + h | [f"(x)dx — / x f"(z) dx
0 0
h

= hf'(0) + /0 (hf"(z)dz — x f"(z)) dx

= hf'(0) + / (h—x) f"(x)dx.

0
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Seja f uma funcao sob as hipdteses da Proposicao 4.2.1. Logo, em —h podemos obter
—h
F-h) = 50) = <hf© + [ (heo) .
0
Fazendo uma mudanca de varidvel y = —x na intregral, obtemos

f(=h) — F(0) = —hf'(0) + / (—h+9) () (~1)dy

— J(0) — f(—h) = hF(0) + / (v —h) " (—y) dy.

assim, alcancamos a igualdade:

Entao, para f(z) =i(a+ z,t + z),

, i i ,
() = a(a,t) + %(a,t) = On,ni(a,t),

assim, podemos escrever

. i(a,t) —i(a— h,t —h 1 [ ,
dayila,t) = (@.9) (h ) + E/o (h—y) Ry pyila—y,t —y)dy.

Logo, por (4.112), como 0p 1yt = iq + iy = —7 1, temos

—(a)i(a,t) = i(a,t)—@'(o;l— ht=h + %/0 (h—y)0i yila —y,t —y)dy
— M ZEZR N @itan = —5 [ =)0l -t - )y,

h

Assim, para 1 < j < M*el<n<K,

?:a',tn —Z’a,'_ ’tnfl . " 1 h . n
el h(] : ) + i(a;, t")v(a;) = E/ (y = h) O pyila; —y. " —y)dy,
0

ou seja,
(4.11)
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De forma analoga, podemos encontrar a seguinte equagao para S(t):

Sn Sn—l 1 h
— + 5"\ = —/ (y—h)S"(t" —y)dy. (4.12)
I A

Definimos os erros de i, S e X por ¢, £ e ( respectivamente. Estes sao da forma:

ey =1y — U?,
gnzsn_vn7
"= A" — A"

Definimos algumas normas associadas a estes erros,

M*
= Yl Mellen = maz i, llellese = maz el
J=0 0<j<M*
— n _ n
[Elleo = maz "], lclloo = maz |¢"].

Verificamos a convergéncia no seguinte sentido: se ao tomarmos um valor de h muito
proximo de 0 queremos que o erro também vire um valor muito proximo de 0, para isso,

vamos primeiro provar os Lemas [4.114.4}

Lema 4.1. Temos a sequinte desigualdade sobre o valor de A(t),
0 < At) < AN YVt >0.

Demonstracao:

Por (52),
af
0 < / i(a,t)da < N vVt >0.
0

Logo, Vt > 0,

af af ar
At) = / No(a)ila,t) da < / Mia,t)da < Ag/ i(a,t)da< NN
0 0 0

0 < A\Nt) < AN Vt>0.
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Lema 4.2. Se a solugdo de i em ¢ tal que iy € L*((0,a*) x (0,T)) para algum
T € R entio a derivada sequnda de S existe e temos S” € L>(0,T).

Demonstracao:

Temos que

S"(t) = (= A1) (@)
= —A\)S'(t) — N(t)S(t)

~ MBS — S /0 7 zo(a)in(a, ) da.

Pelo Lema (4.1)), e pela desigualdade triangular, segue:

[S"OF < OPISO] + IS(t)|/0af [Ao(@)] [[ir]|oo da

afr
((AJN)? e / Hitl\ooda>\So|

(N2 + Afasllidll)IS0] Vvt € RY,

IN

IA

Dai, ||S"]]oc < 00 .

Lema 4.3. Sejam,
M*
Y" = hY U 0<n<K 0<j<M*
j=1
Entao

VP 4+ Y < Sy 4+ 1, 0<n<K 0<j<M*,

onde Iy > 1(0) ¢ uma constante.

Demonstracao:

Como as fungoes ig, v e A\g sdo nao negativas, entao as aproximagoes em (4.10]) sao

nao negativas, dai,

1<1+4+hy = 1>— 1<j<M e

1<14+hA" = 1> 1<n<K,
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Portanto, podemos observar que
Vi yr < vt 4 yr 1 <n< K.

Paral < n < K, temos
M*
Vil Yt = Vvl 4 RUY + R YUY

Jj=2

Como 0 < hUy.', por (4.10) e as desigualdades vistas, assim, para 2 < n < K temos

M*
VPl YT < VT 4 RUT + h Y UR A+ h U
j=2
M*
< VP4 hUT 4 R DY UM+ WU
§=2
an2 Vn72 M*—1
< 4+ AN ————— 4 S UM 4 hU!
1 + h A 1 + hA™! j:1]

Vi (1 + AP <A
= 1 + hA"? o ;Ui

S Vn—2 + Yn—l‘

Nessa desigualdade,

se n = 2, entao Vi 4+ vy? VO 4+ vl

IN

se n =3, entio VP 4+ Y <V 4 Y2 <V 4y
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Para h M* < a*, temos

M* M* M*—1
1 1 0 0
Y = b U < B U, < h Y U
j=1 j=1 Jj=0
M*—1
< h Z (40);
§=0

M*—1
Como ig € L'(0,a5) e h Y. (ig); ¢ a soma de Riemann a esquerda de i, entao ela é
j=0

uma boa aproximacao de

Logo, iremos tomar que Iy é uma constante tal que

M*—1

h Z (i0); ~ I(0) < I.

IN

Portanto, como V° = S, recursivamente, para 2 < n < K podemos alcancar
Vel 4y < Sy + I,

dai, paral < n < K,
VP 4+ Y < Sy + .

Onde,
M*
YO =Y U < Io.
j=1
Entao,
Nota-se que V" é nao negativo. Dali,
M~ .
hY Ur < S +1 0<n<K

j=1
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Lema 4.4. Paral < n < K, temos
A" < A (So + Do)

Demonstracao:

Podemos observar que

M M *
A" = R () U < AR Y UM,
i=1 j=1

assim, pelo Lema [4.3]

Teorema 4.5. Assumindo que a condi¢do @ € satisfeita e que a solugcdo de i em
€ suficientemente regqular tal que as deriadas iy, i,, 8(21 1t € O (i(a,t) Mo(a)) estdo

em L*((0,a*) x (0,T)). Entao o erro na aproximacao IER satisfaz:

lelloor S Chy lelloooo < Chy [[Elle < Chy |I[Clloe < Ch. (4.13)

Onde C é independente de h, mas depende de T, a*, ||it||so, |7a|]c0s ||8(2171)i]|oo, e [IA6]]oo-

Demonstracao:
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ay M
_ / No(a)i(a, 1) da — hY (o), UM
0 =

*
a* M

= / Xo(a)i(a,t™)da — hZ()‘O)j an—1
0 —
= / Ao(a)i(a,t") da — / Mo(a)i(a,t" ") da + / No(a)i(a,t" 1) da
0 0 ;
M A e
B hz()‘o)j G+ hZ(Ao% it - hZO‘O)j Uy
7=0 j=0 =
a* . ny n—1 o
= / )\o(a)hZ(CL,t) hl(ayt )dCL + /\O(a)i(a,tnfl)da
0 0
M M
— A+ B S ) (=T,
j=0 =0

Assim, usando o Teorema do Valor Médio dentro da primeira integral da igualdade, po-

demos obter a seguinte desigualdade,

i < pia, ) — i(a, i) a* o L -
"l < [ Abh ; da + Mo(a)i(a,t" ") da — h Y (Xo); 1]
0 0 §=0

.
+ Y AT
j=0

IN

B il a® +

0

a* M* M*
| l@ita e tda = w3000 g |
j:o j:()

Pela de estimativa de erro padao para a regra de pontos finais (a direita) em quadraturas

de integrais, temos a seguinte desigualdade,

< Coh[[fl]oe -

| t@de = 03 fia)

Onde Cy > 0 é uma constante que nao depende de h ou f.
Dai,

¢ < RAY Jidl]oo a® 4+ R Co|0a(ia, t" ) Ao(@) || + A lle" -

o0
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Assim, tomando Cy = maz{A\{ |ic||sc a* + Co||0a(i(a, ") Ao(a))||., AJ} temos
1" < hCy + ||IE"HL O

Ao subtrair a equagao (4.10(1) de (4.12)), obtemos

gn _gn—l n Qn ny{/n 1 " 1"
S TS st AV = | (=) S —y) dy
h L/

fn_fnfl n Qn ny/n ny/n ny/mn 1 " ey
= ——— + \'S" = A"V + A"V - AV = — [ (y—=h)S"(t" —y)dy
0

h h
é’n_gnfl n ¢n ny/mn 1 " 1"(gn
— S8 e v ov = 2 [yem sy
0
h nvn n—1
e I +
A+ T armm T o

= (" =

h
) /0 (h—xz)S"(t" + ) dz,

comol+hAN*">1Vne V" <S5, Vn entao

T Yoo S U LN
1 = e e, S =

h
— e < et = RV +/ ly — 111" |oe dy
0
h
e < e eV ||S"||oo/ h -yl dy
0
SII||OO

— el < 17+ hSolcr) + he 12l

Tomando Cy = max{||S"||s /2, So},

€7 < 1€ + RICMCy + RO

Vamos tentar fazer algo parecido para e. Subtraindo (4.10}2) de (4.11)) obtemos

er—el ) S ) n
T + vie; = ﬁ/o (y = ) O ayila; — y, 1" —y) dy
n 87__11 1 h 2 . n

7S T T3y, 1—|—h'}’j/0 =R Guytlas =t~ y)dy,

assim, temos a seguinte desigualdade

[1001) #lloo

—1 2
lefl < lejoil + h 5
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Tomando Cy = |07, 1y ille / 2,
1 < ]+ n G,
Vamos observar £} quando n =0,
) = ig(a;) — iola;)) =0 0<j< M.
Agora, para j = 0, como S’(t) < 0 entdo S ¢ decrescente e S(t") < S(t"71)), dai

o= ATST — ATV

Vn—l
— A" 9" _ An
ATS (1 + hA")
anl
< n gn—1 A"
S (1 + hA")
1 1 1 Vet
< \r gl o \nyme DY VAt S
= A8 ATy (1 + hA")
1
< )\ n—1 n—1 n—1 AP — A"
< XET V) v TENIOL
) . Vn—l
< N (gn-1 _ n— (1 hA™Y) — A"
< A" (Sn—l _ Vn—l) + Vn—l (/\n (1 + hAn) _ An)
< P (Snfl . anl) + anl ()\n . An) 4 anl A h AP

< ATNETE 4 S + hAS N SyA™.
Onde, pelo corolério [4.4

o] < ATNIEH + Sol¢"| + hAG N Sp|A"
S ATNIET + Sol¢"l + RPN So(So + o)

Ao considerarmos C; = maz{\J N, Sy, NSO(SO + fo)}, obtemos
legl < Cal€"H + CulC"| + hCy.

Assim, tomando C5 = mazx{C;, Cy, Cs, C4} temos o seguinte sistema de desigual-
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dades,

\

1" < hC5 + H€n_1H105>
€"]

€5

€7 + K[ Cs + R Cs,

IN

(4.14)

IN

|€;L__11| + h2 05,

leo] < 1€ Cs 4+ |¢€"|C5 + hCs.

Com isso, vamos observar ||¢"||1, onde, por M*h < a,

el = ) lef]

< &G + R|CCs + B2Cs + Ry (I8 + hPCs) + |Ehs
j=1

< h|E"THCs +

IN

IA

Além disso,

RIETH Cs +
hIEH Cs +

€ <

IN

Portanto, tomando Cg

desigualdades:

1" ][

M*
= nlegl + Yl
j=1

M*

-
R2Cs + h|le M1 (Cs)* + h*Cs + b Y || + WP M*Cs

J=0

R2Cs + h|le" Y1 (Cs)2 + R2Cs + ||lE" Y, + h2a” Cs

"y (h(C5)* + 1) + h*(2C5 + a*Cs) .

€Y + hICM Cs + h2Cs
1€"7Y + h(hCs + ||e" Y1 C5) Cs + h*Cs
€7+ R]le" M1 (C5)® + h*20s.

= mazx{Cs, (Cs5)?, 2C5 + a*C5, 2Cs}, obtemos as seguintes

Hé‘nilHl (1 + hC@) + |fn71’h06 + h206

€' < 1€ + [le" HhhCs + R*Cs.
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Somando essas desigualdades, obtemos

el + 1€ < [lE" (1 + hCe) + |€hCs + h*Cs
+ &7 + [l hCs + R C

< e M (1 + h2Cs) + |7 (1 + hCs) + h*2Cs.
Portanto, tomando C; = maxz{Cs, 2Cs},

el + 1€ < le" (1 + hCr) + |€7 (1 + hCr) + K2 Co
< (e M + €)1 + hCr) + B2 Cr.

Definindo ¢ = ||e"||; 4 |£"], obtemos

¢ = I’ + 1" =0

" < ¢" (1 + hCy) + R2C;  1<n<K.

Vamos examinar os casosem quen =1, n=2,en =3

n=1, ¢!

IA

" (1 + hCy) + K2 C,

IN

h*Cs .

3
Il
DO
ASS

[\
INA

o' (1 + hCy) + K Co

IA

W2Cr (1 + hCr) + W20,

S
I
w
ASS

w0
(VAN

¢* (1 + hC7) + R*Cy
2

W20 > (1 + hey),

k=0

IN

Por indugao, vamos provar que

n—1

o" < 20> (1 + hey).

k=0
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Iremos supor que seja verdade para n = 1,...,1 e vamos observar para [ + 1

Pt < ¢ (1 + hCr) + BPCq
-1

(e Y (1 + hC)) (1 + hCr) + h2Co

k=0
-1

<C(Y (U + he)T) + e
k=0

IN

I—
< i2C(1+ 3 (1 + hen)™)
0

—_

il

l
< RCY (1 + hey)t

k=0

O que conclui a demonstragao por indugao.

Assim, por 1 < (1+hC7),em 1 <n <K,

(1 +nCy)" — 1

(1 + hCr) — 1

(1 + hCr)"
hCy

h(l + hCr)".

an h2 07

IN

IN

h? Cy

IN

Portanto, como ¢° = 0 e 1 < n < K, podemos generalizar da forma:

¢" < h(1 + hey)"

N

T K
h(1+?07) 0<n<K.

Vamos observar a funcao g : Z+ — R*,

onde b € RT.

Como z In(1 + b/z) é uma func@o crescente entdo g também seré crescente, dai

g(z) < lim g(z) = €.

zZ— 00
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Entao, voltando para ¢", temos

Dai,
€™y < heT“™  0<n<K, (4.15)
€"] < he 0<n<K. (4.16)
Logo, observando ("™ em (4.14)),
"] < nCr + ("L Cr
< hC7; + het“7 ¢y 1<n<K.
Como ¢ = 0, podemos generalizar da forma
" < hC7 (1 + ') 0<n<K. (4.17)

Agora, observando €f em ({4.14]),

IN

leo ] " Cr + [("Cr 4+ hCr

IN

|£n|C7 + (hC7 + Hé‘nilHl C7) C7 + hC7
< € Cr + "M (CR)* + h(Cr)?

Tomando Cy = maz{C,;, C; + (C7)?, (C7)?}, pela desigualdade encontrada anterior-

mente, obtemos

el < hel“Cy + hCy  0<n<K.

Agora, vamos novamente observar 7. A partir de (4.14)),
e? < |et=| + h*Cs.
il = 15i-1 8

Assim, vamos separar essa desigualdade em dois casos, observando quando 7 >nen > j

e Casol: M*>j>n>1.
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Vamos observar alguns casos especificos para 7 >n = 1, 2, 3.
n =1, leil < le)y] + h*Cs.
n=2, |8 < e + WG
< lelioyal + h*Cs + h?Cy

< el + h*2Cs.

S
Il
w
w
Sk
A

-~ |€§71| + h208

N

€9, + h?2Cs + h2Cs

S |€?_3| + h2308.
assim, podemos tentar checar a seguinte desigualdade

el < Je9_, | + h*nCs.

Por indugao, vamos supor que seja verdade paraj > n = 1, ---, [. Checaremos
para [ + 1,
\5§+1| < ]53-,1] + h?Cy

< &gl + B2 +1)Cs.

O que conclui nossa inducao.

Assim, como M* > j > n, obtemos
0 2
el < lej_,| + " M*Cy,
dai, por M*h > a*,

e < b, + ha'Cs  M*>j>n>1.
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Portanto, por €? = ¢ — UY = (iy); — (i9); = 0 para qualquer j > 0, entdo
J J

J J J

e Caso2: K>n>j5>1.

De forma anéloga ao anterior, como K h = T, podemos alcancar
|€?!§|6g_j\+hTC’g K>n>j>1.
portanto,

€] < he"™Cs + hCs + hTCy  K>n>j>1.

Assim, tomando Cy = max{Cs, a*Cs, eF' % Cy + Cg + T Cg}

" < hCy  K>n>0 M*>j>0.

Logo, pelas desigualdades (4.15)), (4.16)), (4.17) e (4.18)), obtemos

€™, < hel @ 0<n<K,
€7 < hel@ 0<n<K,
(" < hCy(1 + ') 0<n<K,
e < hG 0<n<K 0<j<M".
Tomando C' = maz{Cy, e, Cy(1 + €T)}, obtemos o seguinte sistema:

e[l < nC 0<n<K,
£ < hC 0<n<K,
" < hC 0<n<K,
\ il < hC 0<n<K 0<j<M*.

(4.18)

Logo, como as desigualdades se mantém paratodonejdaforma<n < K e (0<j < M*



entao

HEHLOO < hC, ]l £ RC, [l < AC, H‘gHoo,oo < hC.
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5 SIMULACOES

Aplicaremos os conceitos abordados no Capituloda um conjunto de dados selecionado
especificamente para analisar o comportamento do modelo (4.10]). Para garantir a validade
da nossa analise, é fundamental escolhermos valores e fungoes que satisfacam todas as
premissas estabelecidas para os dados iniciais.

As “fungoes iniciais” y(a), A\(a) e ig(a) tem uma maior complexidade para suas escolhas,
entao iremos comecar fazendo algumas observagoes sobre elas.

Inicialmente, abordaremos a fungao 7(a), definida como a “taxa de remocgao classe-
idade especifica” que foi introduzida no Capitulo [3] Para isso, vamos primeiro observar o
que ¢ distribuicao de probabildade de um individuo infectado com tempo de infecgao “a”
se tornar removido.

Vamos definir P[X < a] como a probabilidade de um individuo infectado se recuperar
no instante de classe-idade “a”. Como definimos que ay ¢ o tempo méaximo que um

individuo esteja infectado entao precisamos que:
PX <af] = 1. (5.1)

Supondo que g : [0,00) — [0,1] seja uma fun¢do densidade de probabilidade, para ser
possivel considerar ela como a fun¢ao densidade da distribui¢ao P precisamos normalizar

a fungao de forma que ela obedega (j5.1]). Assim, definindo a seguinte constante:

ay
G :/ g(x)dx,
0

podemos definir a funcgao:

102}
@
=)
IN
Q
AN
IS
~

flay={ G (5.2)

dai, definindo
F(a) = /o f(z)dzx, (5.3)

temos F(ay) = 1. Além disso, como f(a) > 0 Va € R*, concluimos que f(a) é a funcao
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densidade de probabilidade associada a P.

A fungao de risco [KMO3|, também conhecida como func¢éo hazard ou taxa de falha
instantanea ou taxa de remocao instantanea, descreve a taza na qual um evento ocorre em
um dado momento. Neste contexto, a funcao de risco da probabilidade de um individuo
infectado com tempo de infeccao a se recuperar sera a taxa de um individuo infectado
com tempo de infeccao a se recuperar, ou seja, podemos supor que a funcao de risco da

probabilidade ¢ igual & funcdo v(a) que procuramos. Dai, podemos definir:

(a) = ,{E%%P[CLSXSaJrMagX]
_ oy LPles X <a+ i)
~ w0k Pla<X]
e DL @) de
R [T @) dr
o iU f @) de — [ () da)
e [ F () de

lim 3 (5" f(x)de — [ (o) da)
o f@)de — [ f(x)do
lim 3 (5" f(2) de — [ (o) da)
1— [ f(x)dx ’

ou seja,
f(a)

T ra (5.4)

v(a) =

Podemos observar que essa funcao obedece a premissa pois y(a) > 0 para quais-
quer a e quando a — ay temos y(a) — oo entdo a integral de 0 a ay de gamma vai ao
infinito.

Temos também que 1 — F'(a) pode ser definida como a fung¢ao sobrevivéncia da probabi-
lidade, e no contexto atual pode ser vista como a probabilidade de um individuo ainda
nao ter se recuperado apds a unidades de tempo da infecgao, a igualdade de B(a) apren-

sentada em (3.13)) com 1 — F'(a) pode ser checado da seguinte forma:
Por (5.4) e (5.3) temos
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assim,

/

Bla) = ¢ Kb _ (m@ - F(s)) ds
eln (1 = F(a)) — In(1)

_ eln (1 = F(a))

=1 — F(a).

Vamos discutir a fungao Ap(a) definida em ({3.3|) considerando . Iremos estabelecer
a quantidade média de contatos, ¢(a), como uma fungao nao-negativa limitada, supondo
que nao ha isolamento de um individuo infectado. Tomando a* < a; como o tempo
méaximo que um individuo é infeccioso, para a > a* temos x(a) = 0. Podemos tomar y
como sendo uma funcao nao-negativa limitada, que seja nao-decrescente e depois se torne
nao-crescente, atingindo 0.

Assim, para fins de testar o modelo apresentado, focando na observagao mais profunda
da “taxa de remog¢ao” y(a), podemos simplesmente tomar Ay como uma fungao constante
e que ¢ 0 para a > a*.

Queremos que ig(a) seja uma funcao cuja a integral de 0 a ay nos proporciona o valor
inicial de infectados no modelo. Assim, supondo a quantidade de individuos infectados
inicialmente como sendo uma constante Iy (1(0) = I), tomando h como o tamanho do
passo na partigao, como estamos supondos que ig ¢ L'(0,ar) e pela forma que definimos
I(a,t) no modelo estruturado, no momento ¢ = 0, para valores de a acima de uma
vizinhanga pequena de ay = 0, teremos que a quantidade de infectados com tempo de
infecgao menor que a no momento ¢t = 0 se tornaré constante, assim, podemos supor que
ig(a) & mais denso em valores de a muito proximo de 0, logo iremos usar a fungao Delta

de Dirac para representar ig(a) nas simulagoes, da forma:

1
Iy— se0 < a<h,
iola) =4 N (5.6)
0 seh <a<ay.

Seja g.(a) a func¢ao densidade de uma variavel aleatoria que tem distribuigdo exponen-
cial. Logo,

gela) = ae % com « > 0

onde « é dito ser o parametro de taxa da distribui¢do. Definimos a normalizagao de f.(a)

da mesma forma que fizemos em ([5.2]), nos possibilitando encontrar a fungao de risco
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Ye(a), a qual é da forma:
a

Yela) = 1 _ eala—ap) "

Pode-se notar, no caso em que nao temos uma limitacao para o tempo de infeccao, ou
seja, ay vai para oo, teremos que 7.(a) = «, fazendo assim que 7. seja uma constante
como no modelo SIR nao estruturado que foi visto no Capitulo [2l Em consequéncia destas
observagoes, se removermos o limite ay do tempo de infeccao, considerar a fungao Ay como
uma constante e usarnos da distribuicao exponencial para modelar a probabilidade de um

individuo infectado se tornar removido, entao o sistema (3.8) do modelo estruturado ¢

equivalente ao sistema (2.4) do modelo nao estruturado:

(

i) S = —S(t) /0 " Nilat) da,
i) It = S /OOO)\Oi(a,t)da - /Oooai(a,t)da,
iii) R'(t) = /Oooozz'(a,t) da .

\

Onde, a segunda igualdade do sistema é valida, pois
S'(t) + I'(t) + R(t) = 0,

e por defini¢cao, temos
() = / i(a, ) da.
0

Assim temos a igualdade com o sistema do modelo nao estruturado.

5.1 RESULTADOS

Utilizando a linguagem de programacao Python, é possivel implementar simulagoes
do modelo empregando o algoritmo desenvolvido no Capitulo . Para isso, esco-
lheremos valores iniciais que atendam as premissas estabelecidas em —.

Para as simulagoes apresentadas, por motivos apenas de testar o modelo, utilizaremos
os seguintes parametros: N = 100000 representando a populagao total de individuos,
T = 50 como o tempo final da simulacao, e a* = 20 como o tempo méximo durante o

qual os individuos infectados sao infecciosos, conforme definido em (4.6). Suponhamos
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ainda que ay = 30, garantindo assim um tempo maximo de infeccao que seré diretamente
relacionado a suposicao de y(a), como discutido anteriormente. Consideraremos K = 3000
como o namero de passos de iteracao de 0 a 7. Portanto, conforme visto no Capitulo []
temos h =T/K e M = [a*/h]. Além disso, definimos Iy =1, Sy = N — Iy ¢ Ry = 0 como
as quantidades iniciais de individuos infectados, suscetiveis e removidos, respectivamente.

Com os valores iniciais definidos, vamos agora nos concentrar nas fungoes para ig(a),
Xo(a) e y(a).

Tomando i como em (5.6) sendo h = T'/ K. Sob as consideragoes feitas até este ponto,
iremos aplicar o codigo 1 (ver apéndice .

Neste estudo, optamos por adotar Ay = 0.7/N como uma constante. Essa escolha foi
motivada pelo interesse em estudar mais diretamente a relagao da taxa de remogao com
o sistema, decidindo assim manter a taxa de infecgao constante.

Uma variavel aleatéria continua, X, com distribuigao lognormal, tem sua fun¢ao den-

sidade:

1 (n(z) — w)?
g@) = ——=e (5.7)

ToV2m
onde p e o sao parametros da distribuigao que podemos tomar eles como dependentes dos
valores da média e da varidncia da distribuicao.

Supondo que a variavel aleatéria X indica se um dado individuo infectado da populagao
torne-se removido num periodo de tempo apos ser infectado. Logo, P(X € [ay, as]) indica
a probabilidade de um individuo infectado se tornar removido com tempo de infeccao
entre a; e as. Assim, Podemos definir v(a) de forma adequada usando , e .
Com essas defini¢oes, iremos aplicar o codigo .2 (ver apéndice .

Fazendo uso do sistema apresentado em , podemos aplicar o codigo .3 (ver
apéndice para realizar uma simulacao do modelo, assim, para realizar testes, usando
dos valores de média e variancia iguais a 10 na férmula da distribuicao de probabilidade

que esta associada a funcao y(a), apresentamos o resultado na Figura .
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Figura 4: Exemplo de dados SIR alcancado a partir da simulacao

Aproximacao do Modelo SIR Estruturado
Média = 10 e Variancia = 10

Suscetiveis Infectados Removidos
100k
80k A
o)
S 60k
NS
=
T 40k A
=
20k
0
| | 1 | |
0 10 20 30 40 50
Tempo (t)

Fonte: Autor

Repetindo a simulagao, alterando o tempo maximo para 7' = 150 e variando os valores
da média e da variancia, desenvolvemos as Figuras [f] e [f] Nestas figuras, observamos
diversos pontos cruciais. Inicialmente, notamos que a variancia exerce pouca influéncia
nos valores de infectados quando a média é grande, como observado nos graficos em
que a média ¢ 3.8 e 4.2. Por outro lado, ha uma clara relacao direta entre os valores
da média e a quantidade méxima de infectados: ao aumentar a média, observa-se um
incremento correspondente nos picos de infectados. Identificamos um intervalo entre 1.4 e
1.8, onde deve existir um valor limitante para o sistema. Abaixo de 1.4, o sistema tende ao
declinio, enquanto acima de 1.8, apresenta crescimento, indicando uma correlagao direta
entre a média da distribuicao e o nimero reprodutivo béasico. Além disso, observamos que
aumentar os valores da média resulta em uma maior estabilidade em relacao as variancias,

levando os valores de infectados a se aproximarem mais uns dos outros.
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Figura 5: Representacao dos infectados em relacao a variancia com médias fixadas

|Variéncias: —02 — 16 — 3.0 — 44 —— 58 — 7.2
Média: 1.0 Média: 1.4 Média: 1.8
S S S
= = 1.5 = 3000
8 8 8
° - 1 < 2000
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L 2L L
S 0 S 0 = (o]
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
Tempo (t) Tempo (t) Tempo (t)
Média: 2.2 Média: 2.6 Média: 3.0
S S S
= 10k = 20k = 0k
8 8 1ok 8 20k
T 5k © 10k ]
k] k] T 10k
|53 |53 Sk O
[ [ GJ
L L L
S 0 S 0 S 0
= = 5
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo (t) Tempo (t) Tempo (t)
Média: 3.4 Média: 3.8 Média: 4.2
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Fonte: Autor

Figura 6: Representagao dos infectados em relacao a média com variancia fixadas

|Médias: — 1.0 —— 22 —— 34 —— 4.6 —— 58 —— 7.0
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0 0 9
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|53 |53 O
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Fonte: Autor
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Definindo t* € [0,T] como sendo o ponto em que hd a maior quantidade de infectados
no sistema, ou seja, I(t*) > I(t) para todo t € [0,7], as Figuras 7| e [8 sugerem que
para variancias menores, os valores de t* sao mais proximos entre si, enquanto que ao
aumentar as médias, independentemente da variancia, eles tendem a convergir para um
valor proximo de t = 20. Além disso, nota-se que para valores da média proximos ao
intervalo [1.4,1.8], ha uma significativa variagdo nos tracos, onde o valor de t* transita
rapidamente de 0 para ', enquanto para valores acima de 1.8, ele comeca a se estabilizar

e convergir.

Figura 7: Representacao de t* em relagao a variacao das variancias com diversas médias
fixadas

1004 Médias:
— 1.0
80 —_—1.4
— 1.8
—2.2
2.6
3.0
3.4
3.8
20 4.2
4.6

604

40

|

Variancias

Fonte: Autor

Figura 8: Representacao de t* em relagao a variagao das médias com diversas variancias
fixadas

1504 Variancias:
—0.2
— 14
— 26
—— 3.8
5.0
6.2
7.4

100+

+

504

Médias

Fonte: Autor
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Nas Figuras[9]e[I0] Podemos observar que ao aumentar a variancia, ocorre uma redugao
na quantidade maxima de infectados, enquanto o aumento das médias reforca a clara

relacao entre a média e os infectados.

Figura 9: Representagao de I(t*) em relagao a variacao das variancias com diversas médias
fixadas

I(t*)

70k A —
Médias:
60k — 1.0
—_— 1.6
50k —_—2.2

wn —
S 40k 28
=) 3.4

> I
= 30k A 4.0
S — 4.6
20k 52

10k{ ————

Variancias

Fonte: Autor

Figura 10: Representacgao de I(t*) em relagao a variacao das médias com diversas varian-
cias fixadas

I(tY)
100k~ Varidncias:
— 0.2
80k —_1.2
—_—2.2
4] [
S 60k- 3.2
S 4.2
% — 5.2
g 40k A s
20k
0
1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14
Médias

Fonte: Autor
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Por fim, tomando R, = R(T) como a quantidade final de removidos durante a simu-
lacao, ou melhor, a quantidade total de infectados durante todo o periodo da simulacao,
nas Figuras|[l1]e|12| observa-se que, para médias superiores a 1.8, a varidncia exerce pouca
influéncia, no entanto, ha uma ligeira diminui¢cao no valor total ao aumenta-la. Além

disso, ao aumentar a média, o crescimento é simultaneo, evidenciando a forte relagao

entre a média e os valores observados.

Figura 11: Representagao de R, em relagao a variagao das variancias com diversas médias
fixadas

R
80k Médias:
— 1.4
70k — 16
60k — 1.8
2 — 2.0
o

50k
° 2.2
> 40k 2.4

o

S 30k 2.6
2.8

20k
3.0
10k_—\ 3.2

0
1 I 1 1 1 I 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
Variancias

Fonte: Autor

Figura 12: Representagao de R, em relacao a variagao das médias com diversas variancias
fixadas
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Fonte: Autor
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho analisou um caso particular do modelo SIR (Suscetiveis, Infectados e
Removidos) estruturado pela inclusdo do “tempo de infecgao” dos individuos na classe
de infectados, enriquecendo o modelo ao adaptar as taxas de infec¢ao e remoc¢ao como
fungoes dependentes do tempo de infeccao. Essa abordagem oferece uma representagao
mais realista da dindmica presente nas epidemias. Além disso, utilizando a metodologia
apresentada em [MP99], apresentamos um método numérico de primeira ordem baseado
na soma de Riemann e no método de Euler para simular este modelo. Demonstrando
o significativo impacto do tempo de infeccao na dindmica epidémica e reforcando sua
importancia para o controle e modelagem de doencas. A escolha criteriosa dos valores
iniciais e das funcoes envolvidas foi importante para desenvolver as simulagoes.

Os resultados das simulagoes destacam a influéncia da taxa de remocao no modelo.
Variacoes na média e na variancia da distribuigao que descreve o processo de saida da
classe de infectados podem provocar mudancas significativas nos padroes epidémicos ob-
servados, evidenciando a sensibilidade desses parametros na modelagem e previsao de
epidemias.

Para estudos futuros, ha a necessidade de explorar diversos aspectos. Um estudo
mais detalhado do numero reprodutivo bésico (Ry) ¢ fundamental para uma compreen-
sao precisa dos padroes de transmissao. Além disso, investigar diferentes distribuicoes
de probabilidade para o parametro y(a), que representa a taxa de recuperagao, permitira
capturar melhor a variabilidade na duracao da infecgdo entre os individuos. A explo-
racao de modelos como o SEIR estruturado com o tempo de infec¢ao pode enriquecer
ainda mais a analise ao incorporar o estagio de exposicao antes da infec¢ao. Por fim,
a inclusao de parametros demograficos no modelo ajudard a contextualizar efeitos como
migracao, nascimentos e mortalidade nao relacionada & doencga, proporcionando uma vi-
sao mais abrangente e aplicavel as condic¢oes reais de diferentes populagoes. Essas areas
representam promissoras diregoes para futuras pesquisas, visando aprimorar a precisao e

aplicabilidade dos modelos epidemiolégicos.
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A APENDICE: CODIGOS

import numpy as np
import math

from scipy.integrate import quad

a_s = 20 # (float, >0) Tempo maximo de infeccao considerado.
a_f = a_s + 10 # Supondo tempo maximo a_f de infeccao seja: a_s + 5.
T = 50 # (float, >0) Tempo final da aproximacao.

N = 100000 # Populacao total.

K = 3000 # (integer) Numero de passos para alcancar o tempo T.

# Definindo valores iniciais que depende das constantes

h = T/K # Parametro de discretizacao (passo tempo-idade).

M = int(a_s/h) # Passos para aproximadamente alcancar a_s

t = np.array([ i*h for i in range(K+1)]) # Array com todos valores de
tempo

a = np.array([ i*h for i in range(M+1)]) # Array com todos valores de
classe-idade

I_.0 =1 # Valor imnicial de I

S_.0 = N - I_0 # Valor inicial de S

i_0 = np.array([I_0/h] + [0]*(M)) # i_0 sendo calculado com delta de

Dirac

U = np.full ((K+1,M+1) ,np.nan) # 0 U n_j e a aproximacao do i~n_j

3 U[0O] = i_0 # Adicionando o valor inicial
V = np.full (K+1,np.nan) # 0 V°'n e a aproximacao do S°n
25 V[O] = S_O0 # Adicionando o valor inicial

Code A.1: Definindo valores iniciais

# As funcoes lambda_0O e gamma, juntamente com a distribuicao escolhida e

seus valores de sigma (desvio padrao) e mi (valor esperado)

def sigma_value(media, variancia):

return math.log(l + variancia/(mediax*2)) x*xx*x (1/2)
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def mi_value(media, variancia):

return math.log(media) - (sigma_value(media, variancia) **2) /2

def Lambda_0(a):
# Vou deixar como uma constante para teste

return 0.7/N

def f(a, sig, m):
if a == 0:
return O
else:
return ( 1 / (a * sig *( (2 * math.pi)**(1/2)) ) ) * ( math.e
**x( ((math.log(a) - m)**2) /(-2 * (sig ** 2) ) ) )

def Gamma(a, sig, m):
f_norm = quad(f, 0, a_f, args = (sig, m) ) [0]

return f(a, sig, m)/ (f_norm - quad(f, 0, a, args = (sig, m))[0] )

media = 10
variancia = 10
# Escolher esses se quiser que mi = 0 e sigma = 1:

# media = math.exp(1/2)

# variancia = (math.e -1) * math.e

sigma = sigma_value(media, variancia)

mi = mi_value(media, variancia)

gamma = np.array ([Gamma(i,sigma_value(media, variancia), mi_value (media,
variancia)) for i in a]) # Deixando todos valores de gamma num
array

lambda_O0 = np.array([Lambda_0(i) for i in al) # Deixando todos valores

de lambda_0O num array

LAMBDA = np.full(K+1,np.nan) # Criando um array que ira guardar o
valor de cada aproximacao de Lambda”n

LAMBDA[O] = O # Adicionando o valor inicial, LAMBDA[O] nao e usado no
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programa, mas estou o definindo como O para nao deixar vazio.

Code A.2: Definindo as fungoes que serao usadas no programa

i for n in range (K):

2 for j in range(M):

3 Uln+1][j+1]

5 LAMBDA [n+1] = h =

7 V[n+1] = V[n] / (1 + h * LAMBDA[n+1])
8 U[n+1] [0] = LAMBDA [n+1]

0 I = np.array([I_0] + [sum(h*U[n][1:]) for n in range (1,

Ulnl[jl] / (1 + h * gammal[j+1])

sum([lambda_0[i+1]

* U[n][i+1] for i in range(M)])

K+1)1) #

Aproximacao de I alcancada usando a soma de Riemann a direita em U

w0
I

2R =N -1 - S # Aproximacao de R

plt.plot(t, I, color
plt.plot(t, S, color

plt.plot(t, R, color

=
H O H O H OH OH O H

plt.show ()

V # Aproximacao de S

# Plot simples para o resultado:

import matplotlib.pyplot as plt

plt.title ("Modelo SIR

Code A.3: Iteragoes para encontrar as aproximacoes de [ e S
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