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RESUMO

Nesta tese, tratamos de aprimoramentos de testes de hipoteses em modelos de regressao
nao lineares generalizados superdispersados e no modelo de regressao linear beta prime.
Duas linhas de pesquisa sao abordadas. A primeira, referente aos Capitulos 1 e 2, trata da
obtenc¢ao do ajuste proposto por Skovgaard para a estatistica da razao de verossimilhan-
cas, assim como o ajuste para a funcao de verossimilhanga perfilada modificada proposta
por Cox e Reid nos modelos de regressao nao lineares generalizados superdispersados.
A segunda linha de pesquisa, referente ao Capitulo 3, trata da obtencao de uma corre-
¢ao de Bartlett para o teste da razao de verossimilhangas no modelo de regressao beta
prime. Adicionalmente, consideramos o teste da razao de verossimilhancas bootstrap. Os
desempenhos dos testes de hipoteses baseados nos refinamentos propostos foram avali-
ados numericamente e comparados as suas contrapartidas usuais através de estudos de
simulagao de Monte Carlo. Por fim, a utilidade dos refinamentos foi ilustrada através de

aplicagoes a conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Modelos de regressao. Parametro de dispersao. Funcgao de ligagao. Teste

da razao de verossimilhangas. Verossimilhanga perfilada. Correcao de Bartlett.



ABSTRACT

In this thesis, we deal with improvements for hypothesis tests in the overdispersed gener-
alized nonlinear regression models and the beta prime linear regression model. Two lines
of research are addressed. The first, referring to Chapters 1 and 2, deals with obtaining
the adjustment proposed by Skovgaard for the likelihood ratio statistic, as well as the
adjustment for the modified profile likelihood function proposed by Cox and Reid in the
overdispersed generalized nonlinear regression models. The second line of research, refer-
ring to Chapter 3, deals with obtaining a Bartlett correction for the likelihood ratio test
in the beta prime regression model. Additionally, we considered the bootstrap likelihood
ratio test. The performances of hypothesis tests based on the proposed refinements were
numerically evaluated and compared to their usual counterparts through Monte Carlo
simulation studies. Finally, the usefulness of the refinements was illustrated through ap-

plications to real data sets.

Keywords: Regression models. Dispersion parameter. Link function. Likelihood ratio

test. Profile likelihood. Bartlett correction.
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1 AJUSTE DE SKOVGAARD PARA O TESTE DA RAZAO DE VEROS-
SIMILHANCAS EM MODELOS DE REGRESSAO NAO LINEARES
GENERALIZADOS SUPERDISPERSADOS

1.1 INTRODUCAO

Quando a variancia observada nos dados é maior do que a variancia nominal predita
pelo modelo linear generalizado padrao (MCCULLAGH; NELDER, 1989), dizemos que
os dados apresentam superdispersao. Esse fenomeno da superdispersao ocorre principal-
mente em dados de contagem e proporcoes, tipicamente analisados usando os modelos de
Poisson e binomial, respectivamente. Nao considerar a superdispersao pode resultar em
uma subestimagao de erros-padrao e inferéncia enganosa para os parametros de regressao,
ver Hinde e Demétrio (1998). Consequentemente, varios modelos foram propostos para
lidar com dados desse tipo. Dey et al. (1997) introduziram a classe de modelos lineares
generalizados superdispersados (MLGS). Essa classe assume uma estrutura de regressao
adicional para um parametro de escala que é incorporado na funcao de varidncia, tor-
nando mais flexivel a modelagem da variancia e, portanto, da superdispersao. Além disso,
abrange modelos importantes, como a familia exponencial dupla de Efron (1986).

No que segue, apresentamos alguns estudos envolvendo os modelos lineares generaliza-
dos superdispersados. Cordeiro e Botter (2001) obtiveram estimadores de maxima veros-
similhanga melhorados. Cordeiro et al. (2006) derivaram um fator de corre¢ao de Bartlett
para o teste da razao de verossimilhancas considerando o teste conjunto de parametros
da média e da dispersdo. Andrade (2013) obteve corregoes semelhantes para um teste
baseado em verossimilhanga perfilada modificada. Rodrigues (2013) desenvolveu técnicas
de diagnostico. Campos (2014) derivou uma correcao tipo-Bartlett para testar efeitos da
dispersao. Santos (2019) derivou ajustes semelhantes, porém, para testar efeitos da média
e da dispersao simultaneamente, generalizando os resultados de Campos. Cordeiro et al.
(2008) introduziram os modelos nao lineares generalizados superdispersados (MNLGS),
uma extensao dos MLGS, e obtiveram estimadores de maxima verossimilhanca melho-
rados para o modelo proposto. Terra (2013) derivou testes corrigidos e também propos
técnicas de diagnostico para MNLGS.

O teste da razao de verossimilhangas é comumente usado para realizar inferéncias

sobre os parametros dos MNLGS. No entanto, esse teste utiliza uma aproximacgao qui-
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quadrado para a distribuicdo nula! desconhecida da estatistica de teste; o erro dessa
aproximacio ¢ O(n™1)% em que n é o tamanho da amostra. Como uma consequéncia, é
provavel que o teste apresente distor¢oes de tamanho em pequenas amostras. Skovgaard
(2001) propos um ajuste para a estatistica da razao de verossimilhangas que visa melhorar
seu desempenho em amostras de tamanho pequeno. A estatistica ajustada tem distribuicao
qui-quadrado com alto grau de acuracia, ver Skovgaard (2001). Para obter tal ajuste sao
necessarias, além das matrizes de informagao observada e esperada, duas quantidades de
complexidade andloga a informacao de Fisher. Isso tem atraido varios pesquisadores que se
concentraram em obter expressoes para o ajuste de Skovgaard em problemas especificos.
Ferrari e Cysneiros (2008) derivaram uma expressao geral para a corregdo de Skovgaard
nos modelos nao lineares da familia exponencial. Corre¢oes semelhantes foram obtidas por
Ferrari e Pinheiro (2011) em regressao beta. Melo et al. (2014) desenvolveram testes da
razao de verossimilhangas ajustados de Skovgaard nos modelos de regressao multivariados
heteroscedasticos com erros nas variaveis. Rauber et al. (2020) obtiveram a correcao de
Skovgaard no modelo de regressao beta com funcao de ligacdo média paramétrica. Guedes
et al. (2020) propuseram estatisticas da razao de verossimilhangas ajustadas no modelo
de regressao gama unitaria. Melo et al. (2022) obtiveram refinamentos para a estatistica
da razao de verossimilhancas nos modelos de regressao multivariados Dirichlet.

Neste capitulo, nosso objetivo principal é derivar o ajuste de Skovgaard para o teste
da razao de verossimilhancas na classe dos modelos nao lineares generalizados superdis-
persados. O capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 1.2, apresentamos os
MNLGS. Na Secao 1.3, derivamos uma expressao do ajuste de Skovgaard para a esta-
tistica da razao de verossimilhancas nos MNLGS. Estes ajustes sao bastante gerais, pois
sao validos para testar qualquer hipotese de interesse. Também apresentamos um teste
corrigido alternativo e sua versao bootstrap. Os resultados de simulacao de Monte Carlo
comparando o desempenho de amostra finita dos quatro testes, a saber, teste da razao de
verossimilhangas usual, teste corrigido de Skovgaard, e os dois testes alternativos, sao for-
necidos na Sec¢ao 1.4. Na Secao 1.5, apresentamos e discutimos duas aplicagdes empiricas.

Finalmente, algumas consideragoes finais sdo dadas na Secao 1.6.

A distribuicdo nula é a distribuicdo da estatistica de teste obtida sob a hipdtese nula.

Sejam {a, } e {b,} sequéncias de ntimeros reais. Dizemos que a,, tem ordem no maximo b,, e escrevemos
an, = O(by), se a razdo |a,/b,| é limitada para todo n suficientemente grande, isto é, se existirem
k> 0 e ng tal que |a,/b,| < k, ¥n > ng.

2
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1.2 OS MODELOS NAO LINEARES GENERALIZADOS SUPERDISPERSADOS

Seja Y uma variavel aleatéria tendo uma fungao densidade na familia exponencial de

dois parametros da forma

m(y; 11, 6) = A(y) exp [(y — ) (1, 0) + 6T (y) + (1, 6)], (1.1)

em que A(-), T(-), ¢(-,-) sao fungoes conhecidas e ¢ > 0 é um pardmetro de dispersao.
Em (1.1), seja ™) = 9"+ (u, ¢) /O™ 0¢° (r,s > 0). Aqui, E(Y) = p e Var(Y) =
»O7 Temos também que, E[T(Y)] = —©Y, Var[T(Y)] = ¢3RO — 502) ¢
E[(Y — )T(Y)] = —pDg@0 ™"

Um caso especial da familia (1.1) é a distribuicdo passeio aleatério (WISE, 1966;
WASAN, 1968). Esta é a distribui¢ao do reciproco de uma varidvel aleatéria tendo uma
distribuigdo Gaussiana inversa (JOHNSON et al., 1994). Se Y tem distribuigdo passeio
aleatério P.A(6,0), sua fungao densidade é dada por

5\ Sy & 6
:0,0) = — —Z - 0 ) )
m(y;0,0) (27@) eXp( T 2023/)’ y>0,60>0,0>0

O valor esperado e a variancia de Y sdao u = 1/0 +1/6 e 1/(09) + 2/6?, respectivamente.
Definindo ¢ = —§/(26?) e escrevendo a densidade acima na forma da Equacio (1.1),
através de uma parametrizacdo em termos da média, Cordeiro et al. (2006) mostraram

que

U1, 9) = 2-6) {2 — 8)7 — (~0)"?} " + L log2
“log {(2u— )2 — (=)} — u{ 2u— 9)"2 = (—0)2} "

Outro caso especial é a distribuigdo Poisson dupla proposta por Efron (1986). A dis-
tribuicado Poisson dupla, denotada por Y ~ PD(u, ¢), tem funcao de probabilidade dada
por

w(y; 1, ) = clp, )P <€_y,yy> <€N> ¢y, y=0,1,2,..., (1.2)

Y: Y
em que j, ¢ > 0 e c(u, @) é uma constante de normalizagdo que garante que (1.2) soma 1.
Efron (1986) mostrou que essa constante é quase igual a 1. Essa distribui¢do tem média
aproximadamente p e varidncia aproximadamente p/¢. O modelo Poisson duplo permite

superdispersao (0 < ¢ < 1), bem como subdispersdo (¢ > 1) e reduz-se ao modelo de
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Poisson se ¢ = 1. Aqui,

g¢

Y(p, @) = pglog p+ —— 5

Um outro modelo de superdispersao que também pertence a familia (1.1) é a dis-
tribuicdo binomial dupla, ver Efron (1986). Suponha que Y representa a proporgao de
sucessos em m tentativas. Entao, Y segue distribui¢ao binomial dupla (escalonada), isto

é, Y ~ BD(u, ¢)/m, se sua fungao de probabilidade é dada por

myg (1 _ ,\m(l-y)¢
) _ 12 M p™e (1 — p)
W(yv K, ¢) - C(,LL, ¢)¢ <my> y_my(1_¢)<1 _ y)—m(l—y)(l—(b)’ 0< y < ]-7

sendo 0 < u < 1 e ¢ > 0. Novamente, c¢(u,¢) é uma constante de normaliza¢iao apro-
ximadamente igual a 1. A média e variancia dessa distribui¢do sdo aproximadamente u
e pu(l — pu)/(me), respectivamente. A distribuicdo serd superdispersada se 0 < ¢ < 1.

Quando ¢ = 1, obtemos o modelo binomial. Adicionalmente,

log ¢

Y(n, @) = mglulogu+ (1 — p)log(l — p)] + ——.
Sejam Y7,...,Y, varidveis aleatérias independentes, cada Y, tendo uma densidade na
familia (1.1) com pardmetros p; (média) e ¢; (dispersao), [ = 1,...,n. Os modelos de

regressao nao lineares generalizados superdispersados sao definidos como

g(m) =m = filzi;8) e h(d) =71 = fals;;7),

em que B = (B1,....8,) ey = (7,...,7,)" sdo vetores de parametros desconhecidos
a serem estimados (p+¢q < n), & = (x,...,2p)" (b<p)es = (su,...,5)" (c<q)
sao os respectivos vetores de covariaveis da média e da dispersao. Além disso, g e h sdo
fungoes de ligacao estritamente crescentes e duas vezes diferenciaveis. As fungoes fi e fo
sao continuamente diferenciaveis e possivelmente nao lineares, de modo que as matrizes
de derivadas X* = X*(8) = dn/0B" e §* = S*(y) = 01/0y", comn = (n1,...,m)"
T =(7,...,7) ", tém postos completos para todo B3 e 7, respectivamente.

O logaritmo da funcao de verossimilhancga (log-verossimilhanga) para um dado MNLGS

[N

(B, y) =X | — m) ™ (i, 60) + ST () + (i, &) + log A(yy))- (1.3)

=1
Agora, vamos introduzir algumas notacgoes. Denotamos por m; = d'y/dn} e ¢y =

di¢y/d7] as i-ésimas derivadas das fungdes de ligacao inversas = g~ (n) e ¢ = h=*(7),
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parat=1,2el=1,...,n. Definimos as seguintes matrizes diagonais de dimensao n x n:
M; = diag{ma, ..., mi}, ®; = diag{ds1, ..., o} e T = diag{ey\"* . 9},
A funcdo escore é dada por U = U(B,7) = (Ugz,U; )", em que

Uy = 28 _ xrgeonsy - py o v, = 2P g7y,

B oy

sendo (y — p) = (g1 = oa,- -y — )T €0 = (01,0, 0) T, com o = oy — ) +
T(y) +wl(0’1). A matriz de informacao observada, isto é, o negativo da matriz de segundas
derivadas da log-verossimilhanca, ¢ dada por

Jop Jpy

J=J(B,v) = , (1.4)
Jvﬁ J‘Y‘Y

em que

Jps = X" [ WO (M} — MyN) — WEOMIN| X" — |(y — p) " WEOM, | [ X,
Jw _ & T [(‘Il(l,Q)N + \11(072))c1>% + V<I>2} S* _ [UTQ)J [S**L

Jgy=J 5 =—-X"TEIM B NS*,

com N = diag{y: — 1, ,Yn — ttn} ¢ V. = diag{vy,...,v,}. Além disso, X** =
0’°1/0BOBT e S = 9’100~ sdo arrays n X p X p e n X q X g, respectivamente.
Aqui, o simbolo [-][-] denota o produto colchete de uma matriz e um array, conforme
definido em Wei (1998, p. 188). Por exemplo, sejam A uma matriz m X n e B um array
n X p x ¢, entdo C = [A][B] é um array m X p X ¢ com elementos Cy; = .1, AuByij,
parat=1,....m,i=1,...,pej=1,...,q.

A matriz de informacao esperada de Fisher K = K (8,~) = diag{ Kgg, K~} ¢ bloco-
diagonal, em que Kgg = X* T W2OM2X* e K., = —S*TWO2H28* 530 as matrizes
de informagao esperada para B e =, respectivamente. Consequentemente, os parametros
B e v sao ortogonais (COX; REID, 1987) e suas estimativas de méxima verossimilhanga
(E.M.V.) B e 4 sdo assintoticamente independentes. Essas estimativas satisfazem as equa-
¢oes nao lineares U(ﬁ ,4) = 0. E possivel usar o método escore de Fisher para estimar 8

e 7 iterativamente solucionando as seguintes equacoes:

X *m)Ty(2,0) Ml( )2X( )(Ig( +1)_B( )) — X *m) T (2,0) Ml( )2 g )

( _ S*(m)T\II(OQ)(m)(I)gm)QS*(m)> (,7(m+1) . ,Y(m)) _ S*(m)T( _ q,(o,Q)(m)(I)gm)z) ém)

?
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em que & = My (y —p) e & = —(¥ODP)~'v sdo vetores n x 1. Ou seja, podemos
obter B e 4 as E.M.V. de B e =, respectivamente, por minimos quadrados reponderados

iterativamente.

1.3 AJUSTE DE SKOVGAARD

Seja @ = (B7,4")" o vetor de pardmetros k-dimensional para um dado MNLGS.
Particionando-o como @ = (v, AT)", em que v = (vy,...,1,)" e A = (A,..., \) " sdo,
respectivamente, os parametros de interesse e de perturbacao, desejamos testar a hipdtese

0)

nula Ho : v = v contra a hipdtese alternativa H; : v # v, em que v é um vetor

especificado r-dimensional. A estatistica da razao de verossimilhancas é
w =2{((6) — £(0)},

em que 8 = (BT AT)T e 8 = WOT,AT)T sdo as EM.V. irrestrita e restrita de 6,
respectivamente. Sob a hipétese nula Hy, w ¢é assintoticamente distribuida como x?, em
que r é o numero de restrigoes impostas sob Hy. Uma vez que essa aproximacao pela
distribuicao qui-quadrado se da em grandes amostras, ¢ provavel que ocorram distor¢oes
de tamanho em pequenas amostras. Skovgaard (2001) propos, para pequenas amostras, a

seguinte estatistica da razao de verossimilhancas ajustada:
ws =w — 2logé,

em que a expressao geral para a quantidade £ é dada por

LT S o PNV Lo S0 @ e ¥ - V4
B |[KT_1.]/:K_1T})V\|1/2 wT/2—10TT_1ﬁ )

com p e Y obtidos a partir de
p = Eq,[U(60)(£(60) — £(0))] e Y =Eq,[U(6)U'(6)],

substituindo 6, por 0cb por @ depois que os valores esperados sdo calculados. Note
que p é um vetor k-dimensional e Y é uma matriz k£ x k. Em (1.5), a notagdo |A|
denota o determinante da matriz A, enquanto [A]xx denota a submatriz obtida de A
correspondente a A. Além disso, Jy) representa a matriz de informacao observada para o
parametro de perturbacio A. Adicionalmente, usamos abreviacoes: U = U (), J=J (@)7

j)\)\ = J)\)\(é), K = K(é) e K = K(é)
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A estatistica ajustada w, é aproximadamente distribuida como x? com alto grau de pre-
cisao, ver Skovgaard (2001). Essa estatistica corrigida é uma generalizagdo da estatistica
R* de Barndorff-Nielsen (1986, 1991). R* é restrita ao teste de uma hipé6tese unidimensi-
onal, enquanto wy pode ser utilizada para testar uma hipotese multidimensional.

Nosso objetivo aqui é derivar expressoes gerais para as quantidades p e Y nos MNLGS.
E assim obter um teste da razao de verossimilhancas ajustado para essa classe de modelos
de superdispersao. Entao, a partir da log-verossimilhanga e da fun¢ao escore definidas na

Secdo 1.2, obtivemos, apés longa algebra (ver Apéndice B), que p e Y tém a forma

p- (1.6)

e
B X*TMI\:I,(Q,O)MIX* X*TM {\I,(l 1) \Il(l,l)} @15*
T = , (1.7)
0 —S*T(i)l\i’(O’Z)(PlS*
em que 1 denota um vetor n-dimensional de uns e ® = diag{¢1, ..., ¢, }. Adicionalmente,

as matrizes com circunflexo sao avaliadas em 6, enquanto que aquelas com til sdo avaliadas
em 0. E importante ressaltar que a estatistica corrigida w, também pode ser utilizada com
os MLGS; nesse caso, basta notar que 1, = « 8 e 7, = 8]y, [ = 1,...,n, e substituir
X*por X = (xy1,...,2,)" e S* por S = (s1,...,8,)" nas quantidades em (1.5). Além
disso, X** e §** sao arrays de zeros, de modo que ha uma simplificacdo da matriz de
informacao observada (1.4).

Agora, discutimos o teste da razdo de verossimilhangas corrigido via Bartlett (1937)
para a classe dos MNLGS obtido por Terra (2013), bem como sua versao bootstrap; ver
Rocke (1989).

Inicialmente, considere uma particio dos parametros como 8 = (B],8;)" e v =

(71T>72T)Ta em que 31 = (51, e 76p1)T (p1 < P), B = (5p1+1a e 76p)T77l = (71, e ﬁql)T

(1 < q) ey = (Yyt1,---,7)" - O interesse consiste em testar a hipétese nula Hy :
B1 = B%O),'yl = 'yfo) contra a hipotese alternativa H; : violacdo de pelo menos uma
igualdade, ,8 e v (0 sendo vetores especificados de dimensoes p; e ¢1, respectivamente.
A particdo dos pardmetros 8 e « induz parti¢des correspondentes das matrizes modelo

como X* = [X] X3] e §* = [STS;]. A estatistica da razao de verossimilhangas é w =

2{0(8,%) = (B, A)}, em que B = (B, B8]) e ¥ = (4”7, 4]) sdo as estimativas de
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maxima verossimilhanca restritas de B e 7y, respectivamente. A estatistica corrigida é

Wy = )

w
C1
em que ¢; = 1+ (€prq = €p—pi4q—a1)/(P1+q1) € o fator de corregao de Bartlett. Em grandes
amostras, a distribui¢ao nula de w, é aproximadamente x2 , . com erro de ordem O(n?).
Os termos €,44 € €p—p,+q—q, dependem de cumulantes de derivadas da log-verossimilhanca
até quarta ordem. As expressoes gerais para esses termos sao dadas em Lawley (1956) e
Cordeiro e Cribari-Neto (2014). Antes de apresentar as expressoes para os €’s nos MNLGS

obtidas por Terra (2013), é necessario definir algumas matrizes. Temos

Zﬂ — X*(X*T\I’(ZO)MIZX*)_IX*T’ Zﬁg — X; (X;T‘II(Q’O)MIQX;)_IX;T,

Z, =8 (-STweis" )15 T Z, = 8;(—8; wVesr) 1S
Adicionalmente,

Dﬂ = diag{dﬂl, e ,dﬁn}, Dﬂ2 = diag{d/m, e ,dﬂQH},

D, = diag{d,...,dyw}, D., =diag{d,1,...,dyn},
em que

A = tr{ (X TRCOMIX) XY, dy = e (X3 WOOMIX) 7 X7,
di= (-8 ROIBIS) IS,y = tr{(— 83T WO BES3) T S37),

com X;* = 0%y, /0BOBT, X3 = 0% /0B20B , S = 01 /0v0y" e Sk = 0%11/ 07207, .
Terra (2013) mostrou entao que €,1, = €,(8) + €,(7) + €,4(8,7), em que

1
ep(B) = ZlT(‘I’M’O)Mf + 40O MM, + ‘IJ(Q’O)MQQ)Z[(an)l

1
- §1T\Il(3’0)Mf’Z[§3)(M13\IJ(3’O) + 3M, My w201

1
- ZIT\II(Q’O)MlMQQZS) — ZpaZpZgq) M M, 01

1
- ZlT(N(ZO)MlM?Zﬂd + UEOMIDy)

x (ZgDsM7¥*Y + D)1, (1.8)
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1
€(7) = [1T(TOV @]+ 200 Bl@, — 1OV B3) z%1

1
+ Eﬂql(ﬂﬁ)qﬁ(zzﬁ) + 32442, Z.q) @30 031

1
— 11“1'(072)@1@2(22,53) — 2002, Z.)®, @, 0P 1

1
+-1"w2®,®,(D, 2, 2,829 + 7,2, 2.,,539*))1

— N

+2172eedz , + 82D, )(Z, D, 829 + D)1

+-1"9%99,$,7 ,D,1 (1.9)

DO | = s

1
6a(B,7) = 21T (WD ®? L $EVD,) M Z3,2Z.41

2
1

B ZlTlI](Q’l)Mlzq)l(QZg) © Zy — ZpaZy Zpa) M7 >D1
1

+ §1T‘I’(2’1)M12(I)1ZﬁdZ»yZ»yd(‘I)?‘I’(O’g) + @1@2\11(0,2))1

1
+ 51T\11(2’1)M12<I>1D7Z7Z5d<1>f\11(0’2)1

1
— Z1Tx11<2»1>qu>zzﬂdD,,1. (1.10)

Como antes, 1 denota um vetor n-dimensional de uns. O simbolo ® representa o produto
de Hadamard de duas matrizes (RAO, 1973, p. 30), ZB =Z 0 Z e Z®) = Z@ © Z, em
que Z é uma matriz dada. Além disso, o subscrito d indica que uma matriz diagonal foi
formada a partir da matriz original. Adicionalmente, €,_p, +q—q, = €p—p, (B2) + €4—q, (Y2) +
€p—pr.a—a (B2,7Y2), em que as quantidades €,_p, (B2), €5-q (72) € €p—py.g—a1 (B2, Y2) seguem
de (1.8)—(1.10), com Zg, Z.,, Zgq, Z.q, Dg e D., substituidos por Zg,, Z.,, Zg,d, Z-,4,
Dg, e D.,, respectivamente. Os termos €,14 € €p—p,+4—q, devem ser avaliados na estimativa
de maxima verossimilhanga restrita (BEO), B, %0), 2).

Para testar restrigoes sobre os parametros da média, isto é, Hg : f1 = 5§°> contra

Hq: B # 6{0), o fator de correcao de Bartlett é

c2 =1+ {e(B) = €p-p (B2) + €4(B,7) — €p—p1.a(B2,7)} /D1,

em que €,_p, (B2,7) é obtido de (1.10) com Zz e Zg, substituidos por Zg, e Zg,q,

respectivamente. O fator de correcao ¢y deve ser avaliado na E.M.V. restrita (,350), B, ).
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Finalmente, se o interesse estd em testar parametros que modelam a dispersao, H :

Y= %0) contra Hq : y1 # %O), entao o fator de correcao de Bartlett é dado por

c3 =1+ {e(V) = €-0: (V2) + €.4(B5Y) = €pg—ar (B 72) }/ a1,

em que €, 4—q, (8, 72) segue de (1.10) com Z., Z.,4 e D, substituidos por Z.,, Z.,4 ¢ D,,,
respectivamente. O fator c3 deve ser avaliado na E.M.V. restrita (B , %0)’ 2).
Alternativamente, Rocke (1989) propds o fator de corregao de Bartlett bootstrap. Sua
abordagem difere da abordagem usual na qual o método bootstrap de Efron (1979) é
utilizado para estimar a distribuicao nula da estatistica de teste, computando a partir
dela um valor critico bootstrap. A estatistica da razao de verossimilhancas corrigida pode
ser expressa como w/c, em que ¢ = E(w)/m, m sendo o ntimero de restrigdes impostas
pela hipétese nula. A ideia de Rocke (1989) é estimar ¢ usando bootstrap paramétrico.
Especificamente, B amostras bootstrap sao geradas utilizando o bootstrap paramétrico e

impondo a hipdtese nula e, para cada pseudo-amostra, é calculada a estatistica da razao

de verossimilhangas (w*). A estatistica corrigida bootstrap é dada por

wm

Wy = —,
w*

em que W* é a média das estatisticas bootstrap, isto é,

B

L

W=z W
b=1

wy sendo a estatistica da razao de verossimilhangas calculada a partir da b-ésima amostra

artificial, b=1,..., B.

1.4 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secao, apresentamos resultados de simulagoes comparando o desempenho de
amostra finita do teste da razao de verossimilhangas (w), teste da razao de verossimilhan-
cas ajustado via Skovgaard (wy), teste da razao de verossimilhangas corrigido (w,) e teste
corrigido bootstrap (w,) na classe de MNLGS. Os resultados sao baseados no modelo de
regressao nao linear passeio aleatorio com

p q
log = B + exp{Bamiz} + Zﬁixu e loggr =71 + exp{yesi} + Z’Vjslja
=3 j=3
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I =1,...,n. A distribuicao passeio aleatério com média p e pardametro de dispersao ¢

pode ser gerada a partir da distribuicdo x? como Y = 4(u/Z¢~ + /217 + 4u) 72,
em que Z ~ x3; ver Cordeiro et al. (2006). As derivadas da fungao 1 (u, ¢) no modelo
passeio aleatério sao dadas no Apéndice A.

As hipdteses nulas consideradas sao: (i) Ho: 05 =0 (p=5,q=4), (ii) Ho : fs = f5 =
0(p=5q=4),(iil) Ho: 5 =0(p=>5¢g=>5)e(iv)Ho: B =7 =0(p=>54q=4)
Os parametros nao fixados na hipotese nula sao iguais a 1, exceto o intercepto do sub-
modelo da média que é igual a —1. Os valores das covariaveis foram obtidos como uma
amostra aleatéria da distribuigao uniforme U(—0,5, 0,5), e mantidos constantes ao longo
das simulagoes. Para cada tamanho de amostra n = 30,40, 50, 60, 70, 80, 90, computamos
as taxas de rejeicao nulas dos testes nos niveis de significAncia o = 10%, 5%, 1%. As si-
mulagoes foram realizadas usando a linguagem de programagao matricial Ox (DOORNIK,
2007). A maximizagao da log-verossimilhanca foi realizada utilizando o algoritmo BFGS.
Utilizamos 10000 réplicas de Monte Carlo e B = 400 réplicas bootstrap. Os resultados
sao apresentados nas Tabelas 1-4; todas as entradas das tabelas sao porcentagens.

A Tabela 1 contém os resultados de simulacao correspondentes a hipotese nula Hy :
b5 = 0, com p = 5,q = 4. Notamos que o teste da razao de verossimilhancas usual w é
consideravelmente liberal, isto é, o teste rejeita a hipotese nula com mais frequéncia do
que se espera com base nos niveis de significancia, especialmente quando n é pequeno.
Por exemplo, para n = 30 e a = 10% a taxa de rejeicdo nula do teste w é 24,4%,
ou seja, maior do que duas vezes o nivel de significincia. No entanto, a medida que o
tamanho da amostra n aumenta, as taxas de rejeicao do teste se aproximam dos niveis de
significancia considerados. A correcao de Bartlett atenua as distor¢des de tamanho do teste
da razao de verossimilhancas, no entanto o teste corrigido w, ainda tem comportamento
liberal em pequenas amostras. Por exemplo, no mesmo caso anterior, isto é, n = 30
e a = 10%, a taxa de rejeicao nula do teste wy é igual a 17,6%. O teste da razao de
verossimilhancas ajustado ws tem desempenho muito melhor que os dos testes original e
corrigido de Bartlett. Ainda para n = 30 e a = 10%, a taxa de rejeicao nula do teste w,
¢ 11,9%. O teste corrigido bootstrap w,., por sua vez, também apresenta taxas de rejeicao
nulas muito proximas aos niveis de significancia. Porém, diferente do teste ajustado wy, w,
¢é ligeiramente conservativo em pequenas amostras. Por exemplo, quando n = 30, a taxa
de rejeicao nula do teste w, em o = 10% é 9,0%. O teste w, tem um desempenho melhor

que o teste w, em pequenas amostras, no entanto, possui um maior custo computacional.
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A Figura 1 apresenta graficos quantil-quantil das diferentes estatisticas de teste. Con-
sideramos o primeiro cendrio, isto é, a hipotese nula Hg : 5 = 0, com tamanhos amostrais
n = 30,40, 50. Plotamos os quantis exatos das estatisticas de teste contra os respectivos
quantis assintéticos obtidos da distribui¢do limite x3. A linha sélida indica concordancia
perfeita entre as distribui¢oes nulas exata e assintética. Note que as linhas corresponden-
tes as estatisticas corrigidas, especialmente aquelas para w, e w;, estao mais proximas da
linha sélida que a da razao de verossimilhangas padrao w. Isso ocorre nos trés graficos
e sugere que as distribui¢coes nulas das estatisticas corrigidas, principalmente w, e w,,
sao melhor aproximadas pela distribuicao qui-quadrado em comparacao com a razao de

verossimilhancas usual.

Tabela 1 — Taxas de rejeigdo nulas (%) dos testes da razdo de verossimilhancas (w), razdo de verossimi-
lhangas corrigido (wy), razao de verossimilhancas ajustado (ws) e razdo de verossimilhancas
corrigido bootstrap (w;): Ho : 85 = 0.

a=10% a=5% a=1%
noow W, Ws W W oWy W Wy woowy Ws Wy
30 244 176 11,9 9,0 16,7 10,8 6,5 4,2 6,7 32 1,9 0,7
40 181 133 110 94 111 7.6 57 46 38 21 16 08
50 16,6 12,6 10,8 9.8 97 70 6,0 5,0 28 1,8 1,3 1,2
60 14,5 11,5 10,3 94 82 59 50 4,6 21 1,2 09 07
70 14,1 11,5 10,7 10,2 77 58 54 49 1,9 1,1 1,0 09
8 131 108 102 97 71 57 55 51 18 12 1.1 10
90 123 104 100 96 67 54 51 48 16 11 11 09

A Tabela 2 contém os resultados de simulacao associados a hipotese nula Hy : By =
b5 =0, com p =5, q = 4. Nesse caso, testamos duas restri¢oes sobre o vetor de parametros
de regressao da média. Como antes, o teste da razao de verossimilhancas ajustado de
Skovgaard e o teste corrigido bootstrap tiveram os melhores desempenhos. Por exemplo,
quando n = 50, as distor¢oes de tamanho (isto é, tamanho empirico menos nivel de
significAncia) absolutas dos testes w,., w,, wy € w em o = 5% sao 0,2%, 0,5%, 1,6%, 5,3%,
respectivamente.

Consideramos agora o teste dos parametros do submodelo da dispersao. Os resultados
relacionados a hipétese nula Hy : 75 = 0, com p = 5,¢ = 5, sdo fornecidos na Tabela 3.
Notamos que o teste da razao de verossimilhangas também apresenta distor¢oes de tama-

nho consideraveis, quando utilizado para testar parametros da dispersao. Por exemplo,
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Figura 1 — Gréficos quantil-quantil das estatisticas da razdao de verossimilhangas (w), razao de verossimi-
lhangas corrigida (wp), razdo de verossimilhancas ajustada (ws) e razdo de verossimilhangas
corrigida bootstrap (w;), Ho : 85 = 0.
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2 — Taxas de rejei¢do nulas (%) dos testes da razdo de verossimilhangas (w), razdo de verossimi-
lhangas corrigido (wy), razao de verossimilhancas ajustado (ws) e razdo de verossimilhancas
corrigido bootstrap (w;): Ho : B4 = B5 = 0.

a=10% a=5% a=1%
noow Wy Wy Wy w Wy  Ws Wy woowy Ws Wy
30 276 18,5 125 9,7 18,9 112 74 49 77 3,6 21 09
10 200 139 114 98 125 80 63 49 41 22 16 10
50 17,5 12,8 10,9 9,7 10,3 6,6 5,5 438 29 14 1.3 09
60 152 11,1 104 93 84 57 54 46 22 13 12 1,0
70 144 11,3 10,4 98 80 58 52 48 21 1,2 1,0 0,9
80 140 112 109 99 77 60 57 53 21 13 13 11
90 127 103 100 95 69 52 50 47 17 10 09 09

quando n = 40 e a = 5%, o teste rejeita a hipotese nula em 11,0% dos casos, mais que o

dobro do nivel de significancia. Aqui, a corre¢ao de Bartlett também melhora o desempe-

nho do teste original em pequenas amostras, porém nao o suficiente. Por exemplo, para

n =40 e a = 5%, a taxa de rejeicao nula do teste wy, é 7,5%. O teste ajustado, por outro

lado, exibe um bom controle da frequéncia do erro tipo I, superando os testes usual e

corrigido. Por exemplo, no mesmo caso anterior, n = 40 e a = 5%, a taxa de rejeicao

nula do teste w, ¢ 5,9%. O teste de corrigido bootstrap foi ligeiramente melhor que o teste

ajustado. Ainda para n = 40 e a = 5%, a taxa de rejeicao nula para o teste w, é 5,2%.

Também consideramos o teste simultaneo de parametros dos submodelos da média e

da dispersao. A hipdtese nula sob teste é Hy : 85 = 74 = 0, com p = 5, ¢ = 4. As taxas de
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Tabela 3 — Taxas de rejeicao nulas (%) dos testes da razao de verossimilhangas (w), razao de verossimi-
lhangas corrigido (wy), razdo de verossimilhancas ajustado (ws) e razdo de verossimilhancas
corrigido bootstrap (w;): Ho : 75 = 0.

a=10% a=5% a=1%
noow o Wy  Ws Wy W oWy Ws Wy woowy Ws Wy
30 243 172 13,3 11,1 16,1 10,2 8,2 5,7 6,2 35 31 1,3
40 180 134 111 104 11,0 75 59 52 35 19 14 11
5 162 121 102 101 92 63 50 49 22 13 1.1 10
60 14,3 11,1 9,8 10,0 80 55 49 49 21 1,1 1,0 09
70 13,6 10,7 9,7 10,3 75 55 50 5,1 1,9 1,1 1,1 1,1
80 12,9 10,5 9,7 10,3 72 55 51 53 1,9 1,1 10 1.2
90 128 10,7 101 104 71 56 53 55 17 11 10 11

rejeicao nulas dos testes sao fornecidas na Tabela 4. Os testes da razao de verossimilhangas

ajustado e corrigido bootstrap apresentam desempenhos semelhantes e ambos superam

os demais teste.

Tabela 4 — Taxas de rejeicao nulas (%) dos testes da razao de verossimilhangas (w), razao de verossimi-
lhangas corrigido (wy), razdo de verossimilhancas ajustado (ws) e razao de verossimilhancas
corrigido bootstrap (w;): Ho : 85 =74 = 0.

a=10% a=5% a=1%
now Wy  Ws Wy W oWy, Ws Wy woowy Ws Wy
30 245 152 11,3 10,0 16,2 88 6,4 5,3 6,1 26 2,1 1,0
40 199 13,5 10,3 95 121 73 52 48 39 18 1,2 1,0
50 174 121 100 99 101 61 52 47 30 16 12 12
60 156 116 99 99 87 54 48 46 22 12 09 09
70 14,1 106 9,8 9,6 78 55 49 49 21 1.3 1,1 1,1
80 13,8 10,5 9,7 98 75 55 5,0 48 20 1,3 1,1 1,1
90 135 107 99 100 73 55 47 50 19 12 10 11

Investigamos ainda o impacto do nimero de parametros de perturbacao no desempe-

nho dos testes. Para isso, fixamos o tamanho da amostra n = 40 e o nimero de covariaveis

de dispersao ¢ = 3, entao testamos a hipdtese nula Hy : f3 = 0, para p = 4,5,6,7,8. Os

resultados sao dados na Tabela 5. Note que as distor¢oes de tamanho do teste da razao de

verossimilhancas ficam mais evidentes conforme o niimero de parametros de perturbacao

aumenta. Por exemplo, para o = 5% as taxas de rejeigao nulas do teste sao 8,2% (p = 4)

e 123% (p = 8). Esse efeito também pode ser observado no teste corrigido, porém de



28

forma menos marcante. O teste ajustado, em contrapartida, é muito menos sensivel ao
numero de parametros de perturbacao. Note que suas taxas de rejeicao nulas continuam
muito proximas dos niveis de significancia quando aumentamos o niimero de parametros
de perturbacao. O teste corrigido bootstrap também é pouco afetado pelos parametros

de perturbacao, e apresenta um comportamento conservativo nos cenarios considerados.

Tabela 5 — Taxas de rejeigdo nulas (%) dos testes da razdo de verossimilhangas (w), razdo de verossimi-
lhangas corrigido (wy), razdo de verossimilhancas ajustado (ws) e razao de verossimilhancas
corrigido bootstrap (w;): Ho : 83 = 0, n = 40 e diferentes valores para p.

a=10% a=5% a=1%
wooowy Wy Wy wooowy Ws Wy Woowy, Ws Wy
14,3 11,3 10,6 9,3 82 5,6 5,5 44 21 1,3 1,1 09
16,1 12,3 10,2 94 96 6,7 53 47 30 1.7 1,2 1,0
17,2 129 10,6 9,6 104 75 5,7 49 36 21 15 1,2
169 122 100 95 104 67 53 48 35 17 13 09
19,0 13,8 10,8 9,9 123 7,8 59 49 44 20 1,6 1,0

0o g O Ul o3

Adicionalmente, realizamos simulagoes comparando os poderes dos diferentes testes.
A hipétese nula sob teste é Hg : B5 = 0, com p = 5,q = 4, que corresponde ao primeiro
cenario. Na geragdo da resposta, assumimos que 5 = §, com ¢ diferente de zero. Logo, a

hipotese nula é falsa. Uma vez que alguns testes tiveram comportamento liberal, utilizamos

Tabela 6 — Taxas de rejeigdo ndo nulas (%) dos testes da razao de verossimilhancas (w), razéo de verossi-
milhancas corrigido (wy), razdo de verossimilhangas ajustado (ws) e razdo de verossimilhangas
corrigido bootstrap (w;): Ho : f5 = 0 e n = 40.

a=10% a = 5%

) w Wy Wg Wy w W Wy Wy
-1,3 100,0 99,9 100,0 100,0 99,9 99,8 100,0 99,9
-1,1 99,6 99,5 99,7 99,5 99,3 99,1 99,4 99,1
-0,9 98,0 97,7 98,2 97,8 95,8 95,5 96,7 95,1
—0,7 89,4 89,4 90,2 88,8 82,3 81,9 84,4 81,0
-0,5 67,3 67,6 68,0 67,2 54,7 54,4 56,2 53,3

0,5 68,7 69,0 69,6 68,6 55,8 55,5 57,3 54,5

0,7 90,2 90,2 90,8 89,9 83,4 83,0 84,2 82,0

0,9 97,9 97,8 98,2 97,7 96,0 95,6 96,6 95,4

1,1 99,7 99,6 99,9 99,7 99,3 99,0 99,5 99,1

1,3 100,0 99,7 100,0 100,0 99,9 99,6 100,0 99,9
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valores criticos exatos (simulados). Usamos n = 40 e a = 10%,5%. A Tabela 6 fornece
os poderes estimados dos testes para diferentes valores de §. Notamos que os poderes
estimados dos testes foram bastante semelhantes. Além disso, ndao houve perda de poder

devido ao uso do ajuste de Skovgaard para a estatistica da razao de verossimilhancgas.

1.5 APLICACOES

1.5.1 Primeira Aplicacao

McCullagh e Nelder (1989, p. 204) consideram um conjunto de dados em que a varigvel
resposta (V') é o ntimero de incidentes com danos causados por ondas a navios de carga.
Para cada um dos n = 34 navios foram registrados o periodo total de meses em servico,
bem como o nimero de incidentes com danos nesse periodo. Os regressores qualitativos
sdo: tipo de navio (A, B, C, D e E), ano de construcao (AC1, AC2, AC3 e AC4) e periodo
de operagao (PO1 e PO2). Os dados sao fornecidos no Apéndice E, Tabela 19. O ntimero
médio de incidentes é igual a 10,47 e a variancia é 247,59. Ou seja, a variancia amostral
das contagens de incidentes ¢ substancialmente maior que a média, indicando a presenca
de superdispersao.

McCullagh e Nelder (1989) realizam uma andlise desses dados usando um modelo de

regressao de Poisson com ligacao candnica dado por

log 1 =log(ntimero de meses em servigo) + 31 + efeito devido ao tipo de navio

+ efeito devido ao ano de construcao + efeito devido ao periodo de operacao,

(1.11)

em que p é o nimero esperado de incidentes com danos, a média da distribui¢ao de Poisson.
O termo anterior ao intercepto (; é uma variavel quantitativa cujo coeficiente é fixado em
1, esse termo é conhecido como offset. Para cada variavel qualitativa, a categoria-base é
tomada como sendo o primeiro nivel. As estimativas dos parametros e erros-padrao para
o modelo (1.11) sao dados na primeira coluna da Tabela 7.

Aqui vamos assumir uma distribui¢do Poisson dupla para o niimero de incidentes, uma
vez que essa distribuicao é tutil na modelagem de contagens superdispersas. Sendo assim,
consideramos a mesma especificacao dada na Equacao (1.11) para a média da distribui¢ao

Poisson dupla e, seguindo Dey et al. (1997), modelamos o parametro de dispersao como
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¢ = 71 +72 log(nimero de meses em servigo) e usamos a funcao 7T'(y) = (y+1) log(y+1).
As estimativas dos pardmetros e erros-padrao para esse modelo sao dados na segunda

coluna da Tabela 7.

Tabela 7 — Estimativas dos pardmetros, dados de incidentes com danos em navios.

Parametro Modelo de Poisson Modelo Poisson duplo

Intercepto —6,406 (0,217) —6,408 (0,623)
B 0,543 (0,178) 0,528 (0,439)
C 0,687 (0,329) 0,622 (0,717)
D 0,076 (0,291) 0,071 (0,650)
E 0,326 (0,236) 0,371 (0,531)
AC2 0,697 (0,150) 0,717 (0,512)
AC3 0,818 (0,170) 0,844 (0,526)
AC4 0,453 (0,233) 0,446 (0,657)
PO2 0,384 (0,118) 0,348 (0,341)
" - 0,501 (0,188)
Y - 0,042 (0,021)

Nota: Erros-padrao sdao dados entre parénteses.

A partir da especificacao do pardmetro de dispersao em Dey et al. (1997), nota-se que
os autores sugerem que a superdispersao varia com o numero total de meses em servico.
Nosso interesse consiste em testar a hipétese nula H, : 72 = 0 (dispersao constante) contra
a hipdtese alternativa H;p : vo # 0 (dispersao variavel). As derivadas de 1 (u, ¢) no modelo
Poisson duplo sao dadas no Apéndice A. Os valores das estatisticas, com p-valores entre
parénteses, sao: w = 3,5094 (0,0610), ws, = 5,5246 (0,0188) e w, = 1,8051 (0,1791). Note
que, o teste da razao de verossimilhancas usual w e o teste corrigido wp nao rejeitam a
hipétese nula de dispersdao constante no nivel de significAncia 5%. Por outro lado, o teste
ajustado wy toma uma decisao diferente, a saber, rejeicdo da hipotese nula de dispersao
constante no nivel 5%. E importante ressaltar que a decisdo do teste ws estd de acordo
com os resultados de Dey et al. (1997), que concluiram que a superdispersao presente nos

dados varia com o nimero de meses em servigo.
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1.5.2 Segunda Aplicacao

Ribeiro et al. (2013) conduziram um experimento para avaliar a atividade inseticida de
extratos de Annona mucosa (Annonaceae) sobre o gorgulho Sitophilus zeamais, que é uma
das principais pragas de cereais armazenados em condic¢oes tropicais. No ensaio, placas
de Petri contendo 10g de milho foram tratadas com extratos preparados com diferentes
partes da planta (folhas, ramos e sementes) em uma concentragdo de 1500mg/kg ou
somente agua (controle), com 10 repeti¢des. Entao, cada placa de Petri foi infestada
com 20 insetos, e, apés 60 dias, contou-se o nimero (Y;;) de insetos emergidos (progénie).
Os dados sao apresentados no Apéndice E, Tabela 20. A média e variancia do nimero
de insetos emergidos sao 23,45 e 228,15, respectivamente. Temos portanto uma variancia
amostral consideravelmente maior que a média, sugerindo a existéncia de superdispersao
nas contagens de gorgulhos emergidos.

Vamos analisar esses dados usando um modelo de regressao Poisson duplo com

log pi; = B1 + B,

log ¢ij =M,

em que fy; é o efeito do i-ésimo extrato, i = 1,...,4. As estimativas dos parametros, erros-
padrao e valores de AIC e BIC para esse modelo sao dados na Tabela 8. Testamos entao o
modelo de Poisson contra o modelo Poisson duplo, ou seja, testamos Hy : 71 = 0(¢p = 1)
contra Hy : 71 # 0(¢ # 1). Os valores das estatisticas, com p-valores entre parénteses,
sdo: w = 17,4339 (0,0001), ws = 21,2416 (0,0001) e w;, = 13,3253 (0,0003). Todos os trés
testes w, w,s e wy rejeitam o modelo de Poisson em favor do modelo Poisson duplo nos
niveis de significancia usuais.

Note que os critérios de selecao de modelos AIC e BIC também favorecem o modelo
Poisson duplo (ver Tabela 8); uma vez que tal modelo apresenta os menores valores
para ambos os critérios. A Figura 2 mostra o grafico half-normal residual com envelopes
simulados para o modelo Poisson duplo. Uma vez que apenas um residuo ficou fora dos

envelopes, concluimos que o modelo apresenta um ajuste adequado aos dados.
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Tabela 8 — Estimativas dos pardmetros e valores de AIC e BIC, dados de progénie de Sitophilus zeamais.

Parametro Modelo de Poisson Modelo Poisson duplo

B 3,450 (0,056) 3,450 (0,084)
Bas —0,006 (0,080) —0,006 (0,120)
Bas —0,052 (0,081) —0,052 (0,121)
Boa —3,355 (0,307) —3,355 (0,460)
m — —0,808 (0,224)
AIC 269,166 253,732

BIC 275,921 262,176

Nota: Erros-padrao sdo dados entre parénteses.

Figura 2 — Grafico half-normal residual com envelopes simulados para o modelo Poisson duplo, dados de
progénie de Sitophilus zeamais.
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1.6 CONCLUSAO

Os modelos nao lineares generalizados superdispersados sao uteis para analise de da-
dos com superdispersao, isto é, dados em que a variancia da resposta é maior do que a

variancia predita pelo modelo linear generalizado padrao. A superdispersao é comumente
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observada em dados na forma de contagem e de proporcao, que sao tipicamente modelados
usando as distribui¢oes de Poisson e binomial, respectivamente. Os MNLGS incluem um
parametro de dispersao que pode ser especificado como uma funcao das covariaveis. Esse
parametro é incorporado a fungao de varidncia, e isso da maior flexibilidade a modelagem
da variancia e, portanto, da superdispersao. O teste da razao de verossimilhancas é comu-
mente utilizado para realizar inferéncias sobre os parametros de regressao nos MNLGS.
Uma vez que esse teste usa uma aproximagao qui-quadrado de primeira ordem, e que
esta aproximacao pode nao ser precisa em amostras de tamanho pequeno ou moderado,
¢é provavel que o teste apresente distor¢oes de tamanho.

Neste capitulo, derivamos um ajuste para a estatistica da razao de verossimilhancas
nos MNLGS, usando a proposta de Skovgaard (2001). Os resultados de simulac¢ao de
Monte Carlo mostram que o teste ajustado é muito superior ao teste da razao de ve-
rossimilhancas usual no controle da frequéncia do erro tipo I em amostras de tamanho
pequeno. Além disso, o teste ajustado que propomos também superou o teste corrigido
de Bartlett e teve um desempenho tao bom quanto aquele do teste corrigido bootstrap.

Por fim, apresentamos e discutimos duas aplicacoes empiricas.
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2 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS PERFILADAS MODI-
FICADAS CORRIGIDO EM MODELOS DE REGRESSAO NAO LINE-
ARES GENERALIZADOS SUPERDISPERSADOS

2.1 INTRODUCAO

A funcao de verossimilhanca perfilada é comumente utilizada quando a inferéncia de
interesse envolve parametros de perturbacao. Tal funcao é obtida maximizando a verossi-
milhancga usual com respeito ao parametro de perturbacao, para dado valor do parametro
de interesse. Contudo, a verossimilhanca perfilada ndo se comporta como uma funcao
de verossimilhanca verdadeira, por exemplo, ela pode apresentar vicios na func¢ao escore
e na informagao; ver Ferrari et al. (2005). Consequentemente, varios ajustes foram pro-
postos para a func¢ao de verossimilhanca perfilada. Barndorff-Nielsen (1983) prop6s uma
verossimilhanga perfilada modificada que pode ser dificil de obter em modelos gerais, pois
depende da especificacao de uma estatistica ancilar e envolve derivadas com respeito ao
espago amostral. Cox e Reid (1987) propuseram um ajuste simples para a fungao de ve-
rossimilhanca perfilada, mas que requer ortogonalidade entre os parametros de interesse e
de perturbacao. Outras modificagoes para a funcao de verossimilhanca perfilada também
estao disponiveis; ver, por exemplo, McCullagh e Tibshirani (1990), Cox e Reid (1993)
e Stern (1997). Uma consequéncia importante do uso dessas versoes ajustadas é o fato
de que a esperanga da funcio escore obtida com base nelas é de ordem O(n™'), isto ¢,
aproximadamente igual a zero, sendo n o tamanho da amostra. Uma revisao detalhada
sobre fungoes de verossimilhancas perfiladas modificadas pode ser encontrada em Severini
(2000, Capitulo 9), ver também Fraser e Reid (1989).

A estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas, assim como a estatis-
tica da razao de verossimilhancas original, tem uma distribuicao assintotica qui-quadrado
(x?) até um erro de ordem O(n~'). Contudo, espera-se que ela fornega inferéncias mais
precisas do que a estatistica original, uma vez que atenua o efeito dos pardmetros de
perturbagdo. Além disso, DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de corregao de
Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas que reduz
o erro da aproximagao pela distribuicao x? para ordem O(n~?). Tal abordagem tem sido
empregada em diversos estudos na literatura. Ferrari e Cribari-Neto (2002) desenvolve-

ram um teste da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido no modelo



35

de regressao normal linear valido somente quando o parametro que define o comporta-
mento da heteroscedasticidade é escalar. Ferrari et al. (2004) generalizaram esse resultado
considerando um vetor de parametros na estrutura de heteroscedasticidade. Ferrari et al.
(2005) obtiveram um teste da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas corrigido
para os modelos lineares generalizados. Cysneiros e Ferrari (2006) derivaram a corregao
de Bartlett para um teste de dispersao variavel na classe dos modelos nao lineares da
familia exponencial. Araijo et al. (2020) derivaram ajustes semelhantes, porém na classe
dos modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos.

Neste capitulo, nosso objetivo é derivar uma correcao de Bartlett para a estatistica
da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas de Cox e Reid (1987) nos modelos
nao lineares generalizados superdispersados. No que segue, o capitulo esta estruturado da
seguinte forma. Na Secao 2.2, apresentamos o teste da razao de verossimilhancas perfiladas
modificadas através da metodologia de Cox e Reid (1987). Na Secao 2.3, derivamos a
correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas
de Cox e Reid para testar os efeitos da dispersao nos MNLGS. Na Secdo 2.4, apresentamos
resultados de simulacao de Monte Carlo comparando os desempenhos do teste da razao de
verossimilhangas perfiladas modificadas e sua versao corrigida. Uma aplicacdo empirica é

discutida na Sec¢ao 2.5. Por fim, algumas consideracoes finais sao fornecidas na Se¢ao 2.6.

2.2 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS PERFILADAS MODIFICADAS

Seja Y = (Yi,...,Y,)" um vetor aleatério tendo uma funcdo densidade que de-
pende do pardmetro 6 = (0y,...,60,.,) . Denotamos a fungdo de verossimilhanca para
0 por L(0), e o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca (log-verossimilhanga) por ¢ =
{(0) = log L(0). Considere uma particio do pardmetro como 8 = (a',¢")", em que
a = (a,...,a,)" éo parAmetro de interesse e ¢ = ((,...,(,)" é o parAmetro de per-

turbacao. A funcao de log-verossimilhanga perfilada é

(o) = (e, Ca), (2.1)

em que (o ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca (E.M.V.) restrita de ¢, dado o valor

de . A funcao escore perfilada é dada por
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A E.M.V. de «, denotada por é&;, é obtida solucionando U,(a) = 0. A estatistica da razao

0) 4

de verossimilhancas usual para testar Hg : o = a(® contra H; : a # ¥, em que a® é

um vetor g-dimensional especificado, é dada por
w = 2{£,(&) — ()},

Em grandes amostras, a distribui¢ao nula da estatistica w é aproximadamente xi com um
erro de ordem O(n™!).

Cox e Reid (1987) introduziram a fungao de log-verossimilhanca perfilada modificada
1 .
) = fyfe) — 5 log et {Teelev, Ca)}, 2.2

em que J¢¢ é o bloco da matriz de informacao observada que corresponde ao parametro
de perturbagao ¢ avaliado em (aT,faT)T. Aqui, o parametro de interesse a deve ser
ortogonal ao parametro de perturbacao (.

A estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas de Cox e Reid para

testar Hy contra H; é dada por
Wi = 2{lp (&) — € (D)}, (2.3)

em que & é o ponto em que /,,(c) é maximizada. Em grandes amostras, a distribuigdo
nula da estatistica w,, ¢ aproximadamente y; com um erro de ordem O(n~"'). Uma vez
que o teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas atenua o impacto dos
pardmetros de perturbagao, espera-se que este forneca inferéncias mais precisas do que
o teste da razdo de verossimilhancas usual. Além disso, é possivel melhorar ainda mais
o desempenho da estatistica modificada de Cox e Reid usando um fator de correcao de

Bartlett. Essa questao sera abordada na proxima secao.

2.3 FATOR DE CORRECAO DE BARTLETT

DiCiccio e Stern (1994) mostraram que a estatistica da razao de verossimilhangas per-
filadas modificadas é corrigivel por um fator de ajuste de Bartlett. A estatistica corrigida
¢é dada por

* wm

Wi =—"
" 1+ en/q

Aqui, temos P(w}, > z5) = § + O(n™?), enquanto P(w,, > 25) = § + O(n™'), em que z;

¢é tal que P(X?I > z5) = 0. Ou seja, a inferéncia baseada na estatistica corrigida w;, tem
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erro de ordem O(n™2) sob a hip6tese nula, enquanto que testes baseados em w,, tem erro
de ordem O(n™'). Antes de definir o termo c¢,,, é necesséario introduzir algumas notagoes.
Os indices r, s,t, ... variam sobre 1,..., g+ p; a,b,c, ... variam sobre 1,...,q e 1,7, k, ...
variam sobre ¢ + 1,...,q + p. Seja 6, denotando o r-ésimo elemento de @ = (a',{7)7.
Adotamos a seguinte notacao para os cumulantes de derivadas da log-verossimilhanca:
Ns = E(020/00,00,), A\t = E(030)00,00,00;) e assim por diante. As derivadas dos
cumulantes sao denotadas por (M) = ONs/30;, (Ars)ew = 0*A\ps/00,:00,, etc. A matriz
(g +p) x (¢+ p) inversa de (\.5) é representada por (A"*). O elemento (r, s) da matriz de
informacao de Fisher é dado por —\,; e 0 elemento correspondente de sua inversa é —\"*.
Definimos 1" = \™ — 77 em que 7" = \"%\*®0;,, com (04) sendo a inversa da matriz
(M%) (¢ x q). Note que as entradas da matriz (v"*) sdo todas zero exceto para a submatriz
p X p inferior direita, que é a inversa da matriz (\;;). Qualquer indice repetido como um
sobrescrito e um subscrito indica uma soma implicita sobre todos os valores desse indice.

A expressao para o termo ¢, definido em DiCiccio e Stern (1994, p. 404) pode ser
escrita como

1
Cm :ZTTUTSt)\Tstu - )\TUTSt()\Tst)u + ()\Tu)\St - l/ruVSt)()\TS)tu

1 1 1
. (4)\ru7_st7_vw + 5)\1"11,7_511)7_7511 _ 37_ru7_5w,7_tv> )\rst)\uvw
+ ()\ruTst)\vw + )\ru)\sw)\tv o VTU)\SU} Vtv))\rst ()\uv)w

_ ()\ru)\st}\vw _ Vruystva + )\TU)\sw)\tv _ Vruyswytv)(Ars)t(/\uv)w~

Uma vez que assumimos a ortogonalidade dos parametros a e ¢, é possivel mostrar que,
ver Ferrari et al. (2004) para mais detalhes,

1 .
Cm :Z)\ab)\Cd)\abcd - )\ab)\Cd()\acd)b + Aab}\ad(/\ac)db — A\ )\ab()\iab>j

1 1 1
. (4)\ab)\cd)\ef + 5)\otb)\cf)\de . 3)\ab)\cf>\de) )\acd)\bef

+ ()\ab)\cd)\ef + Aab}\af)\de))\acd()\be)f . ()\ab)\cd)\ef + /\ab)\cf)\de)()\ac>d<)\be)f
1

1. .. - .
- <4wvacd 4 2)\”>\“d)\bc> NiabAsed + AIAPAA L ()i (2.4)
No que segue, derivamos uma expressao matricial para o ajuste ¢, considerando o teste
dos efeitos da dispersao nos modelos nao lineares generalizados superdispersados, definidos
na Secao 1.2. Nosso interesse consiste em testar a hipotese nula Hy : v = v contra a

hipétese alternativa Hy : v # 4@, em que 4@ é um vetor ¢-dimensional especificado. A
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estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas (2.3) para testar H, contra
H1 pode ser facilmente computada a partir da log-verossimilhanca (1.3) e da matriz de
informagao observada (1.4), conforme descrito na se¢ao anterior. Note que, de acordo com
a notagao utilizada, temos 0 = (e, ) = (v, B).

Uma vez que os cumulantes \jqp € (Aigp); s@0 iguais a zero para a classe de MNLGS,

segue que G, = Cp1 — Cma — Cp3 COM

1
Cm1 = /\ab)\cd (Aabcd - (Aacd>b + (Aac)db> )

4
1
Cma = NN\ </\acd {4>\bef - ()\be)f} + ()\ac)d()\be)f> ,

1
Cm3 = /\ab)\cf/\de </\acd {6>\bef - ()‘be)f} + ()\ac)d(Abe)f> .

Substituindo as expressoes para os cumulantes nas equacoes acima, obtivemos, apds al-

gebra tediosa (ver Apéndice C),

1 1
e = tr{(POVT - WOV 70} 4 S0 { WOV DD, 2, + @1 D) Zs}

1 1
— itr{\Il(o’2)<I>1<I>2(2Cd —~DZy)} + Ztr{\lrm)cb%(z)? —2B,)}, (2.5)

1
Cmz = — Z1T\1r<°f’><1>§’ZdZ(quf{’\I:(Of’) +2D®2 w01
1

— 11T\11(0’2)<I>1<I>2ZdZ(Zd<I>1<I>2\II(O’2) +2D®? w01
1 1
— 51T\1:<0¢’>><b§>zdzqu>1<1>2\11<0’2>1 — ZIT\II(O’Q)cI)fDZD@f\II(O’Q)l (2.6)
(&
Cm3 = — élT\p<073>q>§Z<3>q>§\1’<073>1 + ;1T@<Ov2>q>1q>gz<3>q>1q>2w<072>1
1
+ tr{ ¥V, ®,CT P27} + §tr{lIl(0’2)<I>fB\IJ(O’2)<I>fZ}, (2.7)
em que 1 é um vetor n x 1 de uns, Z = S*(—=S*T¥O2P28*)718*T ¢ uma matriz

n x n com elementos 2, = s; ' (—S*TWODP28*)~1s* = s* sendo a [-ésima linha de S*,
Z; = diag{z11,.. ., Zum} € D = diag{dy,...,d,}, d; = tr{S;(—S*TWO2P28*)~1} & ¢
uma matriz ¢ x ¢ com elementos 9%7;/07,0v, = (ab);. Além disso, Z®) = {2} }, B =
{bim}, by = tr{S;(—S*TWOAP26*)71 8% (~S*TWONPH28*)~11 C é uma matriz n x n
com elemento (I, m) dado por a” = s (—=S*TWOP26%)-16* (— G T PO H26*)~1 "

By = diag{bi1, ..., bun} € Cy = diag{al), ..., a™m}.

r o 'nn
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Utilizando as expressoes acima podemos reescrever ¢, como a soma de duas compo-
nentes, ¢,, = c& + V¥ com

1 1
ck :Ef\y(ovi”)@i(?)zdzzd +2Z3) 3w 01 ¢ 51T\11<073>@izdzzd@@\p(ov?)1
1
+ ZITIII(O’Q)Qch)Q(ZdZZd —2ZN®,®, 001

1
+ Ztr{(\Il(oA)‘Ifll +2092p, — w022 Z2

1 1
NE :§1T\Il(0’3)<1>i”ZdZD<I>f\II(O’2)1 + Z1T\1:<0’2><I>1(2q>22dz +®,DZ)D®*w 21

1
— Ztr{\Il(O’Q)Ql[(IJQ(ZLCd —2DZ,) + ® (2B, — D] - 29")®3DZ,}
1
— 5mf{\11<072>(«1>§B +28,9,C)¥ 2927},
Quando o ajuste ¢,, envolve parametros desconhecidos, eles devem ser substituidos por

suas estimativas de méxima verossimilhancga sob a hipdtese nula.

2.4 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secao, apresentamos resultados de simula¢oes comparando os desempenhos de
amostra finita dos testes da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas (w,,), razao
de verossimilhangas perfiladas modificadas corrigido (w?,), razao de verossimilhangas usual
(w) e suas versoes corrigidas (ws e wp). Consideramos o modelo de regressao nao linear

Poisson duplo com
p
log 1y = B2 + €™ + 3" Biay;,
i=3

q
log ¢l =y + ensun Zf)/jslja

j=3
Il =1,...,n. Testamos a hipdtese nula Hy : 1 = 1,72 = - - - = 7, = 0 contra uma hipotese
alternativa bilateral. Na geracao da resposta, assumimos que 3; = - -- = 3, = 1. Os valores

das covariaveis foram obtidos como uma amostra aleatéria da distribui¢do uniforme no
intervalo (—0,5,0,5). Os niveis de significAncia sdo a = 10%, 5%, 1%. J4 os tamanhos
de amostra sao n = 20, 30,40, 50, 60. Todas as simulacoes foram realizadas utilizando a
linguagem de programagao matricial Ox (DOORNIK, 2007). Os resultados sdo baseados
em 10000 réplicas de Monte Carlo.
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A Tabela 9 apresenta as taxas de rejeicao nulas dos testes para o caso em que n = 40,
qg=2ep=3,4,5,6. Variamos p para avaliar o efeito dos pardmetros de perturbagao sobre
os testes. O teste da razao de verossimilhancas usual w é bastante afetado pelo nimero de
parametros de perturbagdo no modelo. Notamos que o comportamento liberal do teste w
torna-se mais evidente conforme o nimero de pardmetros de perturbacdo aumenta. Por
exemplo, para p = 3 e p = 6 as taxas de rejeicao estimadas do teste w em a = 5% sdo
8,2% e 20,0%, respectivamente. O teste da razao de verossimilhancas corrigido w;, é melhor
que o teste usual, mas ainda é afetado pelo nimero de pardmetros de perturbacao. Por
exemplo, para p = 3 e p = 6, as taxas de rejeicao estimadas do teste w, em a = 5% sdo
4,2% e 8,6%, respectivamente. O teste w, supera os testes w e w,. Na mesma situacio
anterior, as taxas de rejeicao estimadas do teste w, sao 5,5% e 4,8%. Por sua vez, o teste
da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas w,, atenua o impacto do nimero de
parametros de perturbagao. Notamos que suas taxas de rejeicao estao apenas ligeiramente
acima dos niveis de significincia considerados. Por exemplo, para p = 3 e p = 6, as taxas
de rejeicao estimadas do teste w,, em a = 10% sao 10,7% e 10,9%, respectivamente. A
correcao de Bartlett para o teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas traz
suas taxas de rejeicdo para ainda mais proximo dos niveis de significincia. Na mesma
situagao anterior, as taxas de rejeicao estimadas do teste da razao de verossimilhancas
perfiladas modificadas corrigido w, sao 10,2% e 9,9%.

A Tabela 10 contém as taxas de rejeicao nulas dos testes para o caso em que n = 40,
p=4eq=23,4,5 Note que, embora o teste da razdo de verossimilhancas tenha um
comportamento liberal, suas taxas de rejeicdo nao variam muito com o aumento do nu-
mero de parametros de interesse. Analogamente, os testes da razao de verossimilhancas
corrigidos apresentam taxas de rejeicao estaveis conforme o ntimero de parametros de
interesse aumenta. O mesmo vale para o teste da razao de verossimilhancas perfiladas
modificadas e sua versao corrigida. Agora, comparando os desempenhos dos testes, nota-
mos que o teste da razao de verossimilhancas ajustado w, tem desempenho semelhante
ao do teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas, e ambos superam o teste
usual w e sua versao corrigida w,. Além disso, esta claro a partir dos resultados que o
teste de melhor desempenho é o teste da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas
corrigido wy,.

Na Tabela 11 apresentamos os resultados para o caso em que p =3, ¢ =2 e n = 20,

30, 50, 60. Notamos que o teste ajustado wy apresentou um comportamento conservativo
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Tabela 9 — Taxas de rejeigao nulas (%) dos testes da razao de verossimilhangas (w), razdo de veros-
similhangas perfiladas modificadas (w,,), razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas
corrigido (w},), razéo de verossimilhangas corrigido (wp) e razdo de verossimilhancas ajustado
(ws): ¢ =2, n =40 e diferentes valores para p.

a=10% a=5% a=1%
P 3 4 5) 6 3 4 5) 6 3 4 5} 6
w 14,0 21,5 254 29,1 82 13,6 17,5 20,0 22 50 84 89
wn 10,7 112 113 109 55 56 60 53 12 11 12 11
Wt 102 104 103 99 51 52 54 48 10 09 09 09
wo, 89 110 140 149 42 60 86 86 08 15 29 28
ws 11,7 11,1 12,5 10,3 55 60 64 48 1.5 1,1 1,0 1,0

Tabela 10 — Taxas de rejeigdo nulas (%) dos testes da razdo de verossimilhancas (w), razdo de veros-
similhancas perfiladas modificadas (wy,), razao de verossimilhangas perfiladas modificadas
corrigido (w3,), razao de verossimilhangas corrigido (wp) e razéo de verossimilhangas ajustado
(ws): p =4, n = 40 e diferentes valores para q.

a=10% a=5% a=1%
q 2 3 4 5 2 3 4 5) 2 3 4 5
215 220 230 241 136 141 148 153 50 53 54 52
wp 11,2 10,6 10,8 11,0 56 55 54 53 1,1 1,2 12 1,0
wr 104 97 96 98 52 49 47 47 09 1,0 0,9 0,9
wp, 11,0 11,3 11,3 11,7 6,0 63 62 6,0 15 15 1,5 16
we 111 95 102 100 60 51 58 58 11 14 16 18

neste cenario, mas suas taxas de rejeicdo tendem rapidamente aos niveis de significancia a
medida que n aumenta. Vale destacar o bom desempenho do teste da razao de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas corrigido em pequenas amostras. Note que suas taxas de
rejeicao estimadas foram ligeiramente distorcidas, mesmo para n pequeno. Por exemplo,
quando n = 20, a taxa de rejeicao estimada do teste w}, em o = 10% é 10,4%.

Também realizamos simulacao de poder para o caso p = 3, ¢ = 2 e n = 30. Na geragao
da resposta, assumimos que 73 = 140 e 72 = d com d # 0. Os poderes estimados dos
testes nos niveis de significancia o = 10% e 5%, para diferentes valores de ¢, sdo dados
na Tabela 12. Notamos que os poderes estimados dos testes nao diferiram muito. Além
disso, o teste da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas apresentou, em geral,

poderes simulados ligeiramente maiores do que sua versao corrigida.
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Tabela 11 — Taxas de rejeicio nulas (%) dos testes da razdo de verossimilhangas (w), razdo de veros-
similhancas perfiladas modificadas (wy,), razado de verossimilhangas perfiladas modificadas
corrigido (wy,), razao de verossimilhangas corrigido (wp) e razdo de verossimilhangas ajustado
(ws):p=3eq=2.

a=10% a = 5% a=1%
n 20 30 50 60 20 30 50 60 20 30 50 60
226 16,7 144 131 144 98 77 7.1 55 29 18 17
wn 11,1 111 112 111 58 57 56 59 11 13 1,1 13
w104 104 108 10,8 52 54 53 57 09 11 1,1 12
w, 112 92 95 95 60 47 47 46 13 11 09 10
W 6,8 &1 98 10,3 3,1 41 49 54 06 09 09 1,2

Tabela 12 — Taxas de rejeicdo ndo nulas (%) dos testes da razao de verossimilhangas (w), razdo de veros-
similhancas perfiladas modificadas (wy,), razao de verossimilhangas perfiladas modificadas
corrigido (w3, ), razao de verossimilhangas corrigido (wp) e razéo de verossimilhangas ajustado
(ws):p=3,qg=2en=230.

a=10% a=5%

) w Wm W W Wa w W Wh W We
—1,1 984 99,1 99,1 972 96,6 97,3 98,5 984 955 950
-0,9 90,4 938 93,6 86,4 88,3 86,4 90,5 90,3 80,1 84,1
-0,7 79,5 857 8.4 719 79,0 72,0 79,6 789 624 72,7
—-0,5 56,1 65,7 650 446 62,0 449 54,8 53,9 33,1 51,7

0,5 70,6 474 464 553 659 57,7 33,1 32,1 388 477

0,7 922 76,2 754 825 96,5 84,4 63,2 61,8 68,9 86,1

0,9 988 939 933 96,0 100,0 96,7 86,2 854 89,4 99,6

1,1 100,0 99,3 99,2 99,6 100,0 99,8 97,7 974 985 100,0

2.5 APLICACAO

Na Secao 1.5.2 analisamos os dados de um experimento realizado para avaliar a ativi-

dade inseticida de extratos de Annona mucosa (Annonaceae) sobre o gorgulho Sitophilus

zeamais em amostras de milho; ver Ribeiro et al. (2013). A varidvel de interesse é o ni-

mero (Y;;) de insetos emergidos (progénie) apés 60 dias. Ajustamos o seguinte modelo de

regressao Poisson

duplo:

log pi; = B1 + B,

log QZ%' =M,
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em que [3y; € o efeito do i-ésimo extrato, ¢ = 1,...,4. A Se¢ao 1.5.2 contém detalhes sobre a
estimacao e avaliacao da bondade de ajuste desse modelo. Aqui, também realizamos o teste
da hipétese nula Hy : 71 = 0(¢ = 1) contra a hipétese alternativa Hy : 1 # 0(¢ # 1).
Ou seja, testamos o modelo de Poisson contra o modelo Poisson duplo. Os valores das
estatisticas de teste (p-valores entre parénteses) sdo: w = 17,4339 (0,0001), w,, = 20,6673
(0,0001), w*, = 20,4965 (0,0001), ws = 21,2416 (0,0001) e w;, = 13,3253 (0,0003). Todos os
cinco testes rejeitam a hipdtese nula nos niveis de significancia usuais. Em outras palavras,

os testes considerados favorecem fortemente o modelo Poisson duplo.

2.6 CONCLUSAO

A superdispersao é caracterizada por uma variabilidade extra observada nos dados e
nao capturada pelo modelo padrao. Esse problema esta mais relacionado aos modelos de
Poisson e binomial, pois a heterogeneidade presente nos dados tende a violar a suposicao
subjacente de que a varidncia é uma funcao especifica da média. Neste capitulo, conside-
ramos os modelos nao lineares generalizados superdispersados para analise de dados com
superdispersao, e abordamos o problema de realizar inferéncias na presenca de parame-
tros de perturbacgao. Derivamos uma correcao de Bartlett para um teste de dispersao de
verossimilhanga perfilada modificada de Cox e Reid (1987) nos MNLGS, usando a abor-
dagem de DiCiccio e Stern (1994). Nossos resultados numéricos mostram que o nimero
de parametros de perturbacao afeta o desempenho do teste da razao de verossimilhan-
¢as usual, no sentido de que seu comportamento liberal torna-se mais evidente a medida
que o numero de parametros de perturbacao aumenta. O teste da razao de verossimi-
lhancas perfiladas modificadas é muito menos afetado pelos parametros de perturbacao,
superando o teste padrao, e sendo superado por sua versao corrigida que apresentou um
excelente desempenho com taxas de rejeicao muito proximas dos niveis de significancia.

Uma aplicacao empirica também é apresentada e discutida.
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3 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS APRIMORADO NO
MODELO DE REGRESSAO BETA PRIME COM PRECISAO VARIA-
VEL

3.1 INTRODUCAO

O modelo de regressao beta prime, introduzido por Bourguignon et al. (2021), é util
para a analise de variaveis respostas positivas. Ele é baseado na suposicao de que a resposta
tem distribuicao beta prime indexada pelos parametros de média e de precisao. E ambos
os parametros podem ser especificados como fungoes das variaveis explicativas.

Keeping (1962) discutiu algumas propriedades da distribui¢ao beta prime; ver também
McDonald (1984) e McDonald (1987). Essa distribuigao tem sido considerada em vérias
pesquisas recentemente desenvolvidas. Biazatti et al. (2022) definiram uma generaliza¢ao
do modelo beta prime considerando também a modelagem de regressao. Freitas et al.
(2022) propuseram uma abordagem para andlise de varidveis aleatdrias positivas com
medidas repetidas baseada na distribui¢do beta prime. Outros trabalhos envolvendo tal
distribuicao sao Leao et al. (2021), Kamyari et al. (2022), Medeiros et al. (2023) e Santos
et al. (2023).

O método de maxima verossimilhanca é empregado para estimacao dos parametros
nos submodelos da média e da precisao na regressao beta prime; e o teste da razao
de verossimilhancas é tipicamente usado para realizar inferéncias quanto a significancia
estatistica de tais parametros. No entanto, o teste da razao de verossimilhancas usa valores
criticos assintéticos obtidos da distribuigdo limite qui-quadrado (x?) da estatistica de
teste. E essa aproximacao qui-quadrado pode ser pobre em pequenas amostras, de modo
que o teste pode apresentar distorcoes de tamanho consideraveis. Em particular, nossos
resultados de simulagdo mostram que o teste tem comportamento liberal em pequenas
amostras, isto é, ele rejeita excessivamente hipoteses nulas verdadeiras.

Uma estratégia amplamente utilizada na literatura para melhorar o desempenho de
amostra finita do teste em problemas especificos consiste na obtenc¢ao do fator de correcao
de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas (BARTLETT, 1937). A cor-
recao de Bartlett reduz o erro na aproximacgao qui-quadrado para a distribui¢ao nula da
estatistica da razdo de verossimilhangas de ordem O(n™!) para ordem O(n~?), de forma

que o teste corrigido tende a apresentar comportamento superior em pequenas amostras.
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Varias pesquisas tém focado na obtencao de tais corre¢cdoes em modelos de regressao es-
pecificos. Botter e Cordeiro (1997) derivaram um fator de corre¢do de Bartlett para a
estatistica da razao de verossimilhancas nos modelos lineares generalizados com covaria-
veis de dispersao. Cordeiro et al. (2006) obtiveram resultados semelhantes para uma classe
de modelos de superdispersao. Aratjo et al. (2020) derivaram corregoes de Bartlett para
modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos. Guedes et al. (2021) desenvolveram um
fator de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhangas no modelo
de regressao beta com precisao variavel. Uma introdugao ao tema pode ser encontrada
em Cordeiro e Cribari-Neto (2014).

Neste capitulo, nosso objetivo é obter uma expressao para o fator de correcdo de Bar-
tlett a estatistica da razao de verossimilhangas no modelo de regressao beta prime com
precisao variavel. A partir desse resultado, vamos definir trés testes baseados nas estatis-
ticas da razao de verossimilhangas corrigidas para a classe de regressao beta prime. Os
testes baseados nas estatisticas corrigidas podem ser utilizados para testar conjuntamente
os parametros dos submodelos da média e da precisao.

O capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secdo 3.2, apresentamos o modelo
de regressao beta prime com precisao variavel. Na Secao 3.3, derivamos a correcao de
Bartlett para o teste da razao de verossimilhancas no modelo de regressao beta prime.
Os resultados de simulagdo comparando os comportamentos de amostra finita do teste
da razao de verossimilhancas usual e suas versdes corrigidas sao apresentados na Secao
3.4. Uma aplicagdo empirica é discutida na Secao 3.5. Finalmente, a Secdo 3.6 contém

algumas consideracoes finais.

3.2 O MODELO DE REGRESSAO BETA PRIME

Seja Y uma variavel aleatéria que tem distribuicao beta prime com parametros p > 0
(média) e ¢ > 0 (precisdo). A fungao densidade de Y é
yHIF0)=1(1 4 yy)~(H(+E)+o+2)

B(u(1+4¢),¢+2)

em que B(a,b) = T'(a)T'(b)/T(a + b) é a fungao beta e T'(a) = [§°t*te~dt é a fungao

[y, ¢) = y >0, (3.1)

gama. A varidncia de Y ¢é dada por p(1l + p)/¢. A parametrizacao alternativa em (3.1)

para a distribui¢ao beta prime foi proposta por Bourguignon et al. (2021).
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Sejam Yi,...,Y, varidveis aleatorias independentes, em que Y;, [ = 1,...,n, é beta
prime distribuido com média y; e precisao ¢;. O modelo de regressao beta prime é definido

pelos submodelos da média e da precisao
)=m= Zﬁz% e h(¢)=7= Z%Slg,

em que B = (B1,...,8,)" ey = (71,...,7,) " sdo vetores de pardmetros de regressio
desconhecidos a serem estimados (p +q < n), & = (z1,..., 7)€ 8 = (S1,--.,514) "
sao as respectivas covaridveis da média e da precisdao, x;; = s;; = 1VI. Adicionalmente,
g: Ry — Reh: Ry — R sao fungoes de ligacao estritamente crescentes e diferenciaveis.

A funcio de log-verossimilhanca para @ = (87,47)T, o vetor de parametros da re-
gressao beta prime, ¢ dada por

n

U8) = ((B,) = >_ L, &),

=1

em que £(py, o) = (1 + ¢r) — 1) logyr — (1 + ¢1) + & + 2) log(1 + yi) — log I'(pu (1 +
¢1)) —log I'(¢r + 2) +log I'(pu (1 + é1) + ¢ + 2).

Diferenciando a funcao de log-verossimilhanca com respeito aos parametros de regres-

sao obtivemos a fungdo escore U(B,v) = (Us(B,v)",U5(B,~)")", com

(B, R oL(B, N
Us = b.3) =X'(2+DDi(y" —p") e U, = kel = S'Dy(y" — p),
0B Oy
em que X = (x1,...,%,) (nxp)eS = (s1,...,8,)" (n X q) sdo as matrizes de

covariaveis da média e da precisao, I é a matriz identidade n xn, ®, D, e D, sao matrizes

diagonais n x n com elementos ¢, 1/¢' (1) e 1/h/(¢y), respectivamente, y* = (yi,...,y5)",

*

yo= ) et = () e = (s ) T com g = logy —log(1+ ),
yi = mlogy — (14 ) log(1 + ), gy = ¢ OGu(1 + ¢1)) = vO(u(1 + @) + ¢+ 2) e
i = pp; = 0O 1+ @) + ¢+ 2) + 0O (¢y +2), sendo () = dlogI'(z) /dz a fungdo
digama.

Os estimadores de maxima verossimilhanga (E.M.V.) dos pardmetros 3 e 7, denotados
por B e 4, nao possuem forma fechada, as estimativas sao obtidas por meio da maximi-
zagao da log-verossimilhanca usando um algoritmo de otimizagao nao linear, como, por
exemplo, o algoritmo BFGS; ver Nocedal e Wright (2006). Os E.M.V. de B e 7y solucionam

o sistema de equagbes nao lineares U(8,v) = 0.
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A matriz de informacao de Fisher é

K(B,7v) = oo Ko 7
Kyp Koy
em que Kgg = X"H, X, Kg, = K‘TB = X"H,S e K, = STH;S., com H, =
diag{hu, ... hn}, hu = al(1+é1) /g'())?, Ho = diag{haor, ... han}, hoy = bi/(g' () (1)),
e Hs = diag{hsy, ..., hsn}, hat = ¢/ (W (é))?. As quantidades a;, b; e ¢; sdo definidas no
Apéndice D.

3.3 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS CORRIGIDO

Em geral, o interesse consiste em testar restrigcoes sobre um subconjunto dos compo-
nentes do vetor de parametros k-dimensional @ = (87,4 ")T. Entdo, particionamos 6 na
forma @ = AT, ¢T) T, emque A= (\y,..., \n) e =({1,...,¢ )T sdo, respectivamente,
os parametros de interesse e de perturbacao, com m + r = p + ¢q. Logo, desejamos testar
a hip6tese nula Hg : A = A© contra a hipdtese alternativa Hq : XA # A, em que A© é

um vetor m-dimensional especificado. A estatistica da razao de verossimilhancas é
W= 2{6(5‘7 é) - E(A(O)a é)}a

em que 0 = (S\T, éT)T e = (AOT ¢NT sdo, respectivamente, os estimadores de maxima
verossimilhanca irrestrito e restrito (sob Hg) de @ = (AT,¢")T. Sob a hipdtese nula, w ¢
assintoticamente distribuido como y?2,, em que m é o nimero de restrigdes impostas por
Ho. Os valores criticos para o teste da razao de verossimilhancas sdo, portanto, obtidos
dessa distribuicao limite qui-quadrado. Como uma consequéncia, o teste pode apresentar
distor¢oes de tamanho em pequenas amostras.

Uma abordagem tipicamente utilizada para melhorar o desempenho de amostra finita
do teste em problemas especificos é a obtencao da correcao de Bartlett para a estatistica
da razao de verossimilhangas. A estatistica corrigida é wy = w/c, em que ¢ = 1+ b/m
tornou-se conhecido como o fator de corregdo de Bartlett. Aqui, a constante b = b(8),
de ordem O(n™'), segue da seguinte expansio para o valor esperado de w sob a hip6tese
nula obtida por Bartlett (1937): E(w) = m + b+ O(n~?). Adicionalmente, b(@) deve
ser avaliado na estimativa restrita 8. A estatistica ajustada wy ¢ melhor aproximada

pela distribuigao x2, do que a estatistica usual w, ji que a correcio de Bartlett reduz o
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erro na aproximagao qui-quadrado para ordem n~2. Lawley (1956) obteve uma férmula
geral para o ajuste de Bartlett como uma func¢do de cumulantes de derivadas da log-
verossimilhanga. Ele mostrou que E(w) = m + ¢, — g4 + O(n™?), em que ambos &,
e €r_m sa0 de ordem n~!. Consequentemente, o fator de correcio de Bartlett pode ser

escrito como ¢ = 1+ (e — €4—m)/m, em que

&k = Z(lrstu - lrstuvw)a (32)

[
com
1 u u
lrstu - /frs’fm{zj:’irstu - f’w(»sz + ’11(; )}7 (33)
1 1
lrstm}'w - firsfftuﬁvw{fs"irtvﬂsuw + Zﬁ'rtu"isvw - "i'rtvfigz;) - "f'rtu/iglg + ’iv("z) Iiglzi;)
SO } (3.4)

Os cumulantes (x’s) acima sao definidos no Apéndice D. No somatoério em (3.2) os indices
r, s, t,u,v,w variam de 1 a k. Além disso, —k" é o elemento (7, s) da matriz inversa da
informacao de Fisher K(8,+)~!. O termo &;_,, também é obtido das Equagoes (3.2)-(3.4),
entretanto o somatoério varia somente sobre os kK — m parametros de perturbagcao.

Lawley (1956) demonstrou ainda que os cumulantes de wy; concordam com os da dis-
tribuigdo x2, até um erro de ordem O(n~2). Uma expansao assintotica para a distribuicao
nula de w foi obtida por Hayakawa (1977). Mais detalhes sobre as corregoes de Bartlett
podem ser encontrados em Cordeiro e Cribari-Neto (2014); ver também Cribari-Neto e
Cordeiro (1996).

No que segue, derivamos o fator de correcao de Bartlett a estatistica da razao de
verossimilhancas no modelo de regressdo beta prime com precisao varidvel. E importante
notar que os parametros 8 e 7 nao sdo ortogonais, isto ¢, a matriz de informacao de
Fisher nao ¢ bloco-diagonal. Isso torna o processo de obtencao da correcao de Bartlett
mais longo e também mais tedioso. Utilizaremos o principal resultado em Cordeiro (1993),
que forneceu uma expressao matricial para o termo de ajuste ¢.

Sejam A P® e Q™ matrizes k x k com elementos (r,s) da forma
]' u Su
A(tu) = {4Krstu - Kw(“sz + Hit )}7 P(t) = {K'rst}a Q(U) = {ng)}a

t,u=1,...,k. Avaliamos as matrizes acima usando os cumulantes que derivamos para o

modelo de regressao beta prime com precisao variavel (ver Apéndice D). Entao, definimos
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as matrizes L, My, My, Ms, Ny, Ny e N3 cujos elementos (r, s) sao

r,s =1,..., k. A partir desses resultados, segue que, em forma matricial,
Z lrstu = tI‘(K_lL),
)
rs tu vw{ 1 (u) (v) (“)}
Z KK K ~RrtvRsuw — "irtv’isw + Rt Iisw
9 6
1
::_?mkfﬁwn+¢mK*A@)—uu(4mgL
1
Z mrsﬁtuﬁvw{zl’irtumsvw - ’irtu/{gg + /{StL) /{Sg}
)
1
= —itr(K’lNl) +tr(K ' Ny) — tr(K ' N3).
Assim, ¢, pode ser expresso como

ep = tr[K~Y(L — M — N)],

em que M = —%Ml + My, —Mse N = —iNl + Ny — N3. A quantidade ¢;,_,, é obtida

de modo semelhante, todavia considerando somente os parametros de perturbacao.
Consideramos também as seguintes estatisticas corrigidas que sao assintoticamente

equivalentes a wy; até ordem O(n™'): wy = wexp|—(ex — €r_m)/m] € wpz = w[l — (g}, —

sk_m)/m].

3.4 RESULTADOS NUMERICOS

Realizamos simulagoes de Monte Carlo para comparar o desempenho de amostra finita
do teste da razao de verossimilhancas original (w) com os de suas versdes corrigidas de

Bartlett (wp1, wee € wpz) no modelo de regressao beta prime com precisao variavel. Todas
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as simulagbes foram realizadas usando a linguagem de programagao matricial 0x (DO-
ORNIK, 2007). A maximizacao da func¢ao de log-verossimilhanga foi realizada utilizando
o algoritmo BFGS. Todos os resultados sao baseados no modelo de regressao beta prime
com log p; = B+ Bazin+- - -+ Bpxip € log oy = y1+Y2s12+ - +7gS14, L = 1, ..., n. Os valores
das covaridveis foram obtidos como amostras aleatérias da distribuigao U(0,1). Conside-
ramos quatro hipéteses nulas distintas. Testamos (i) Ho : f2 = 0 com (p = 4,q = 2),
(p=06g=2)e(p=49=4), i) Ho: B2=0=0(p=14,g=4), (iil) Ho: 72 =0
(p=4,g=4),e(iv) Ho: fo = B3 =7 =0 (p =4,q = 4). No primeiro caso, os corres-
pondentes valores dos parametros sao 8 = (1,0, 0,0, 1,8, 2,5) e v = (3,0, 1,5), B = (1,0,
0,0,1,8,25,09, 14) ey = (3,0, 1,5), 8=(1,0,0,0, 1,8, 25) e vy = (3,0, 1,5, 0,7, —1,1).
No segundo, configuramos 8 = (1,0, 0,0, 0,0, 2,5) e v = (3,0, 1,5, 0,7, —1,1). No terceiro,
temos B = (1,0, 0,3, 1,8, 2,5) e v = (3,0, 1,5, 0,7, 0,0). No quarto, B = (1,0, 0,0, 0,0,
25) ey = (3,0, 1,5, 0,7, 0,0). Computamos as taxas de rejeigdo nulas dos testes, para
cada valor de n = 20, 30, 40, 50, 60, 80, nos niveis de significancia o = 10%, 5%, 1%. O
numero de réplicas é 10000. Os resultados sao apresentados nas Tabelas 13-16; entradas
sao porcentagens.

A Tabela 13 contém os resultados de simulacao para a hipdtese nula Hg : 2 = 0. Nesse
caso, um unico parametro de regressao da média é fixado na hipdétese nula. Notamos que
o teste da razao de verossimilhangas original w tem comportamento nao confiavel em
pequenas amostras. Por exemplo, quando n = 20, p = 4, ¢ = 2 e a = 5%, a taxa de
rejeicao nula do teste w é 10,7%, ou seja, mais que o dobro do nivel de significAncia.
Além disso, o desempenho pobre do teste da razao de verossimilhancas em amostras
de tamanho pequeno fica mais evidente com o aumento do nimero de parametros de
perturbacao. Por exemplo, quando n = 20, p = 4 e a = 10%, as taxas de rejeicao nulas
do teste w para ¢ = 2 e ¢ = 4 sdo, respectivamente, 17,6% e 27,1%. Com respeito aos
testes da razao de verossimilhancas ajustados de Bartlett, é facil ver que todos os trés
testes tém desempenho superior ao do teste original, especialmente quando n é pequeno.
Por exemplo, para n = 40, p = 4, ¢ = 4 e a = 5%, as correspondentes taxas de rejeicao
nulas dos testes w, wy1, Wy € wyz 530 9,3%, 6,1%, 5,6% e 5,2%. Também verificamos que o
impacto dos parametros de perturbacao sobre o desempenho dos testes corrigidos ¢ menos
pronunciado em relagao ao teste nao modificado, especialmente no caso do teste wyz. Por
exemplo, quando n = 20, p = 4 e a = 10%, o teste wp3 apresenta taxas de rejeicao nulas

para ¢ = 2 e ¢ = 4 iguais a 11,0% e 10,7%, respectivamente. Claramente, o teste com
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melhor desempenho é o teste wys.

Tabela 13 — Taxas de rejeicdo nulas (%) do teste da razdo de verossimilhancas (w) e dos trés testes da
razao de verossimilhangas corrigidos (wp1, we2 € wps): Ho : P2 = 0.

a=10% a=5% a=1%

n w Wh1 W2 Wh3 w Wp1  Wh2  Wp3 W Wpr Wp2 Wh3

p=4,q=2

20 17,6 12,7 11,9 110 10,7 68 6,3 56 33 1,7 15 12
30 14,0 10,8 10,5 10,1 79 55 53 50 20 1,1 1,1 1,0
40 12,9 104 10,3 10,1 71 54 53 52 1,7 1,1 1,0 09
50 126 10,8 10,6 10,5 69 56 55 5,5 1,8 12 12 1.2
60 11,7 10,3 10,3 10,2 62 50 50 50 14 10 10 1,0
80 108 95 95 95 55 50 49 49 10 08 08 08
p=06,g=2

20 18,7 12,7 11,8 103 119 71 62 51 40 16 14 1.1
30 164 12,0 11,6 11,0 99 66 62 57 31 16 15 1,3
40 14,1 10,8 10,5 10,2 78 57 55 53 20 1,2 1,1 11
50 12,9 102 10,1 9.8 70 52 51 50 18 1,2 1,1 1.1
60 12,5 104 10,3 10,1 68 55 54 52 18 12 12 11
80 12,0 10,2 10,1 10,1 62 52 51 51 14 1,0 1,0 1,0
p=4,q=4

20 27,1 172 150 10,7 187 10,1 84 49 79 26 20 09
30 18,7 12,8 11,9 10,7 114 72 6,6 5,8 39 1,7 15 1,2
40 156 11,7 11,2 105 93 6,1 56 52 25 12 12 10
50 14,1 10,7 104 10,1 79 54 52 49 22 12 12 11
60 13,1 10,5 10,3 10,0 72 52 51 49 19 1,1 1,0 09
80 12,3 10,2 10,1 10,0 6,6 52 51 5,0 1.6 1.0 09 09

A Figura 3 mostra graficos quantil-quantil das estatisticas da razao de verossimilhangas
w e razao de verossimilhangas corrigida wyz. Tais graficos estao associados ao primeiro
cenario, isto é, a hipdtese nula Hy : S = 0. Plotamos os quantis exatos das estatisticas de
teste contra os quantis assintéticos correspondentes obtidos da distribuicao limite x2. A
linha so6lida indica que as distribui¢oes nulas exata e assintotica concordam perfeitamente.
Note que a distribuicao nula da estatistica da razao de verossimilhancas é pobremente
aproximada pela distribuicdo qui-quadrado de referéncia, uma vez que, em todos os seis
graficos, a linha associada a w estd afastada da linha sélida. Em contrapartida, a linha
correspondente a wp3 estd muito proxima da linha sélida, sugerindo, portanto, que a

distribuicao nula dessa estatistica de teste é bem aproximada pela distribuicao assintotica
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qui-quadrado.

Figura 3 — Graficos quantil-quantil das estatisticas da razdo de verossimilhangas (w) e razao de verossi-
milhancas corrigida (wps3), Ho : B2 = 0.
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A Tabela 14 contém os resultados de simulagao para a hipotese nula Hg : o = 3 =10
(p = 4,q = 4). Aqui, também consideramos o fator de correcdo de Bartlett bootstrap
proposto por Rocke (1989). Podemos computé-lo da seguinte forma. Usando o método
bootstrap paramétrico e impondo a hipdtese nula obtemos B amostras artificiais. Para
cada uma das B amostras bootstrap, calculamos a estatistica da razao de verossimi-
lhangas, cujo valor denotamos por w, j = 1,..., B. Seja @* a média dos valores w}, a

estatistica da razao de verossimilhangas corrigida bootstrap é entao dada por

wm

—x )

W

Wy =

em que m ¢ o numero de restri¢coes sob a hipétese nula. Note que aqui m = 2. Utilizamos
B = 1000 réplicas bootstrap. Os resultados para os testes w, wy, wya € wpz sao semelhantes
aos apresentados na Tabela 13 para o caso p = 4,q = 4; o teste w3 tendo o melhor
desempenho. Com relacao ao teste corrigido bootstrap w,, notamos que ele é conservativo

em pequenas amostras. Seu desempenho ¢ ligeiramente melhor que o do teste corrigido
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wpz. Todavia, tendo em vista o maior custo computacional envolvido no computo de w,,
e que seu desempenho nao é significativamente superior ao de w3, recomendamos o uso

do teste ajustado wy3 em andlises empiricas baseadas no modelo de regressao beta prime.
Tabela 14 — Taxas de rejeicao nulas (%) do teste da razdo de verossimilhancas (w), dos trés testes da

razao de verossimilhangas corrigidos (wp1, wpa € wps) € do teste da razao de verossimilhangas
corrigido bootstrap (w,): Ho : B2 = 83 = 0.

n W Wh Wh2  Wh3 Wy
a=10%

20 326 19,1 164 11,6 9,5
30 21,5 134 123 11,0 98
40 179 12,1 11,6 10,8 10,3
50 15,6 11,1 10,8 104 99
60 15,2 10,9 10,7 10,4 10,1
80 13,6 10,5 10,4 10,3 10,2
a=5%

20 229 11,2 91 58 44
30 13,5 72 6,5 54 456
40 10,8 6,7 6,3 5,7 52
50 90 58 55 51 50
60 82 55 53 5H1 50
80 75 54 53 52 52
a=1%

20 10,1 33 23 12 09
30 45 1,8 15 12 09
40 34 15 14 1,1 1,0
50 25 12 1,1 1,0 09
60 21 1,1 10 09 09
80 20 1,3 1,3 12 1,2

Agora, estamos interessados em considerar testes para os coeficientes de regressao da
precisao. A Tabela 15 contém os resultados de simulacao correspondentes a hipétese nula
Ho : 74 =0 (p = 4,9 = 4). Como antes, a frequéncia com que o teste da razao de
verossimilhancas rejeita a hipétese nula é muito maior que o esperado com base nos niveis
de significancia selecionados. Os testes corrigidos controlam muito melhor a frequéncia
do erro tipo I relativamente ao teste padrao. Por exemplo, quando n = 30, as taxas de
rejeicao nulas dos testes wyi, wyo € wpz em a = 1% sao 1,8%, 1,7% e 1,5%, respectivamente,

enquanto que a do teste w é 3,1%.
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Tabela 15 — Taxas de rejei¢ao nulas (%) do teste da razdao de verossimilhancas (w) e dos trés testes da
razdo de verossimilhangas corrigidos (wp1, wea € wpz): Ho : y4 = 0.

a = 10% a=5% a=1%
n w Wh1 Wh2 Wh3 W Wpr W2 Wh3 W Wpr W2 Wh3
20 243 16,8 153 13,1 16,4 9,9 88 7,0 6,4 27 23 15
30 174 13,1 124 11,7 10,8 6,8 6,4 5.8 3,1 1,8 1,7 15
40 15,1 11,8 11,5 11,1 8,8 6,3 6,0 57 26 14 14 1,3
50 13,9 11,1 10,8 10,5 7,7 58 5,7 5,5 20 1,3 1,3 12
60 12,8 10,6 10,5 10,3 6,9 5,1 5,1 5,0 1,7 1,1 1,1 1,0
80 11,7 10,0 99 97 5,8 4.8 4.8 47 14 10 1,0 1,0

Também abordamos o teste simultaneo de parametros dos submodelos da média e da
precisao. A Tabela 16 apresenta as taxas de rejeicao nulas para o teste da hipotese nula
Ho: Py =03 =79 =0 (p=4,qg=4). Os resultados nao diferem muito daqueles nas
tabelas acima. O teste da razao de verossimilhancas tem comportamento destacadamente
liberal. Os testes corrigidos apresentam taxas de rejeicao nulas muito mais préximas dos
niveis de significancia que as do teste padrao, de modo que este é superado por todos os

testes corrigidos.

Tabela 16 — Taxas de rejeicdo nulas (%) do teste da razdo de verossimilhancas (w) e dos trés testes da
razao de verossimilhancas corrigidos (wp1, we2 € wez): Ho : P2 = Pz =74 = 0.

a = 10% a = 5% a=1%
n W Wh Wh2  Wh3 W W Wh2  Wh3 W Wh  Wh2  We3
20 31,8 18,5 164 13,1 220 10,9 9,0 6,8 89 29 23 15
30 20,3 127 11,8 10,7 12,3 6,6 6,2 54 40 1,7 14 1.2
40 172 11,6 11,2 10,7 10,1 6,2 58 5,6 29 15 14 12
50 15,3 11,2 10,8 10,5 87 5,7 55 5,3 22 1,0 1,0 09
60 14,5 11,1 10,8 10,6 8,0 5,6 5,5 5,3 19 1,1 1,1 1,1
80 12,3 96 95 94 6,6 50 49 49 1,5 1,0 1,0 0,9

Por fim, realizamos algumas simulagoes sob a hipdtese alternativa para avaliar o de-
sempenho de poder dos testes. Consideramos a mesma hipotese nula do primeiro cenario,
Ho: P2 =0, comp=06eq=2 A geracao dos dados foi realizada usando 5 = ¢ # 0.
Como alguns testes apresentaram um comportamento liberal, usamos valores criticos exa-
tos obtidos da simulacdo de tamanho. Utilizamos n = 20 e a = 10%,5%. Os poderes

estimados dos testes para diferentes valores de 0 sdo dados na Tabela 17. Notamos que
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nao houve perda de poder dos testes baseados nas estatisticas corrigidas via correcao de

Bartlett.

Tabela 17 — Taxas de rejeigdo nao nulas (%) do teste da razdo de verossimilhancas (w) e dos trés testes
da razdo de verossimilhangas corrigidos (wp1, we2 € wpz): Ho : B2 = 0 e n = 20.

a=10% a=5%
d WoooWp W W3 Wooowp W W3
—0,6 928 924 921 91,7 88,0 87,0 86,6 85,7
—-0,4 74,1 73,5 73,3 72,7 61,6 60,6 60,2 59,6
—0,2 31,3 314 31,3 31,1 20,9 20,6 20,4 20,5
—0,1 15,3 15,2 15,2 15,2 88 &7 87 88
0,1 14,8 14,9 148 149 85 85 84 85
02 288 289 288 288 183 181 181 18,1
0,4 69,9 69,8 69,6 694 56,7 56,1 56,0 56,1
0,6 93,1 93,0 92,9 927 87,6 87,3 87,0 86,8

3.5 APLICACAO

Consideramos os dados de um estudo sobre a predi¢cao do contetido de gordura cor-
poral a partir de medidas antropométricas comuns usando modelos de regressao linear
(GARCIA et al., 2005). Essas medidas antropométricas, bem como a estimativa (Y') de
massa gorda corporal (kg) por DXA (Dual-Energy X-Ray Absorptiometry), foram obti-
das para n = 71 mulheres alemas saudéaveis. O modelo de regressao linear final ajustado
por Garcia et al. (2005) contém os seguintes regressores: circunferéncia do quadril (x3),
largura do joelho (x4), e uma variavel (x3) definida como a soma do log da dobra cuténea
do queixo, do triceps e do subescapular.

Aqui, vamos analisar esses dados usando o modelo de regressdo beta prime. Inicial-

mente, consideramos o seguinte modelo:

log p; = 1 + Bawiz + B33 + Bata,
log ¢ = 11 + Y5,
em que x5 ¢ a soma do logaritmo de trés medidas antropométricas. Esse modelo sera

chamado de Modelo 1. Primeiro, testamos a hipétese nula Hy : 75 = 0 (precisdo cons-

tante). Os valores das estatisticas da razao de verossimilhangas e suas versoes corrigidas,
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com p-valores entre parénteses, sao: w = 4,7365 (0,0295), wy = 4,2243 (0,0398), wpy =
4,1956 (0,0405) e wps = 4,1622 (0,0413). Logo, tanto o teste ndo modificado como os tes-
tes corrigidos rejeitam a hipdtese nula de precisao fixa no nivel de significAncia 5%. Em
seguida, testamos a exclusao da covariavel x4, isto é, testamos Hy : S5 = 0. Os valores
das estatisticas sao: w = 2,8854 (0,0894), wy; = 2,6700 (0,1023), wpy = 2,6618 (0,1028) e
wps = 2,6526 (0,1034). Ou seja, os quatro testes nao rejeitam a hip6tese nula no nivel de

significdncia 5%. Assim, consideramos um modelo sem o regressor x4, a saber:

log 1y = B + Baxiz + Baas,

log &1 = 11 + Y2mi5.

Esse modelo sera chamado de Modelo 2. Testamos entao a hipotese nula Hg : 72 = 0 no
Modelo 2. Os valores das estatisticas sao: w = 4,1080 (0,0427), wy; = 3,7032 (0,0543), wp
= 3,6826 (0,0550) e wyz = 3,6589 (0,0558). Note que o teste da razao de verossimilhangas
produz rejeicao, enquanto que os testes corrigidos produzem nao rejei¢ao, isso no nivel
5%. Seguindo a inferéncia dos testes corrigidos chegamos ao nosso modelo final, chamado

de Modelo 3:

log = B1 + Baiz + Baxis,

log ¢y = 71.

Vale ressaltar que testamos exclusoes individuais dos regressores x5 e x3 do Modelo 3, isto
é, testamos Ho : B2 =0 e Ho : f3 = 0. Em ambos os casos, os p-valores dos testes w, w1,
wpo € wpz sao menores que 0,0001. As estimativas dos parametros, erros-padrao e valores
de AIC e BIC para o Modelo 3 sao dados na Tabela 18.

A Figura 4 apresenta o grafico half-normal com envelopes simulados para os residuos
quantilicos do Modelo 3. Todos os residuos estao dentro dos envelopes. Dessa forma,
concluimos que o modelo representa adequadamente os dados.

Ajustamos ainda um modelo de regressao gama (MCCULLAGH; NELDER, 1989)
usando a mesma especificagdo para a média e precisao como no Modelo 3; esse modelo é
chamado de Modelo 3b (ver Tabela 18). E interessante notar que os critérios de informacao
AIC e BIC favorecem o Modelo 3, uma vez que os valores desses critérios sao menores

para este modelo.
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Tabela 18 — Estimativas dos pardmetros e valores de AIC e BIC para os Modelos 3 (beta prime) e 3b
(gama), dados de gordura corporal.

Parametro Modelo 3 Modelo 3b
51 —0,0641 (0,1412) —0,0589 (0,1424)
Ba 0,0168 (0,0019) 0,0172 (0,0019)
B3 0,4287 (0,0436) 0,4182 (0,0437)
" 4,2402 (0,1723) 4,2121 (0,1674)
AIC 386,4081 387,8469
BIC 395,4589 396,8977

Nota: Erros-padrao sao dados entre paréntesis.

Figura 4 — Grafico half-normal residual com envelopes simulados para o Modelo 3, dados de gordura
corporal.
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3.6 CONCLUSAO

O modelo de regressao beta prime com precisao variavel, introduzido por Bourguignon
et al. (2021), é 1til para analise de varidveis respostas que assumem valores positivos. A

estimacao dos parametros de regressao nos submodelos da média e da precisao é realizada
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usando o método de méaxima verossimilhanga, e o teste da razao de verossimilhancas é
comumente empregado para realizar inferéncias sobre tais parametros. No entanto, as
inferéncias do teste da razao de verossimilhancas podem ser enganosas quando o tamanho
da amostra é pequeno. Isso ocorre porque a qualidade da aproximacao qui-quadrado para
a estatistica de teste pode ser pobre em pequenas amostras. Neste capitulo, obtivemos
uma correcao de Bartlett para o teste da razao de verossimilhancas no modelo de regressao
beta prime com precisao variavel. Com base nesse resultado definimos trés testes corrigidos
para uso em analises de regressao beta prime. Os resultados de simulagao de Monte Carlo
mostram que o teste da razao de verossimilhancas é consideravelmente liberal, rejeitando
excessivamente hipéteses nulas verdadeiras; que os trés testes corrigidos superam o teste
padrao; e que um dos trés testes corrigidos tem desempenho tdao bom quanto o do teste
corrigido bootstrap, sendo que este tltimo tem um custo computacional consideravelmente

maior. Por fim, apresentamos e discutimos uma aplicacao empirica.
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APENDICE A - DERIVADAS DA FUNGAO v(u, ¢)

o Modelo passeio aleatério
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e Modelo binomial duplo
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APENDICE B - OBTENCAO DAS QUANTIDADES PROPOSTAS POR
SKOVGAARD

Este apéndice contém detalhes sobre a derivacio das expressoes para p e Y nos
MNLGS. Lembre-se que 8 = (B87,4")". Comegamos, calculando as seguintes quanti-

dades:

p = Eg, [U(0)(£(6,) — £(0))]

| B0 [Us(00)0(60)] — Eaa[Up(80)€(O)] | _ (P | (B.1)

o, [U(00)£(80)] — Eq, [Uy(60)¢(0)] P

Y = By, [U(6,)U ' (6)]
_ Eg, [Us(00)Ug (8)] Eg,[Us(60)U, (0)] (B.2)
Eg, [U,(60)Ug (8)]  Eqg,[U,(60)U, (6)]

Em (B.1), o i-ésimo componente do vetor p; (p x 1) é

p1, = Egy[Us, (00)€(60)] — g, [Up, (60)£(0)]

= By, [Uﬁ (80) > {(¥i = p)"° + )T (v7) + —i—logA(Y)}]

=1

3

n

— g, lng (6o) Z{ O L ST (YD) + o+ logA(Y)}]

=3 {Bo,[Us, (00) Vi (w1 = ") + Eg, [Us (0)T D)) — &)}, (B3)
=1
pois Eg,[Us, (60)] = 0.
Por definigao g, (Y') = [y 7(y; €o)dy e Eo, [T(Y)] = J T(y) 7(y; €o)dy, em que 7(y; 6)
é a funcdo densidade de Y. Além disso, sabemos que Eq, (Y) = p° e Eq, [T(Y)] = —p®10

Assim,

/yﬂ- Y; 00 /T ya 00 dy = _w(()l (B4)

Derivando ambos os lados das equagdes em (B.4) com respeito a Y, e permutando as
operagoes de diferenciacao e de integracao, obtivemos, respectivamente,

o Onf
ll 8/60 .

sz on; _ o O
dnp 0B} i e

Ego[Us, (60)Yi] = e Egy[Us(80)T(Y)] = =i "m (B.5)
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Substituindo as expressoes em (B.5) na Equacao (B.3), segue que

"0
o1, = Zaglﬂ im0 {wlu,o)o L0 _ a0 40 _¢l)}. (B.6)

=1

Ainda em (B.1), considere o vetor py (¢ X 1). Seu j-ésimo elemento é dado por

pa; = Eoy[Us;(60)0(60)] — Eo, [Us,(60)(6)]

= {Ea,[U;, 00V (01" = ") + Eg [U,, (B) TV — 3)} . (B.T)

=1

~

pois Eg, [U,,(60)] = 0. Derivando as equacoes em (B.4) em relagdo a 77, obtivemos

B 02049} 010 02)0 0 0T
Eg, (U, (60)Y1] =0 e Eqy[U,,(00)T(Y1)] = =1 090 4, 1150 (B.8)
Agora, substituindo as expressdes em (B.8) na Equacao (B.7), temos
"o
P2; = Z 8710 it 5(072)0(@ — &) (B.9)
1=1 97j

Entéao, usando (B.6), (B.9), e notagao matricial, obtivemos

X*TOpf0 {\I,(I,O)O — g0 _ gLno(Ho CIJ)} 1
p= : (B.10)

S*TO(I)(l)\I,(O,Q) 0((I) . @0)1

Agora vamos considerar (B.2). O elemento (7, j) da matriz B, [Ug(00)Ug (8)] é dado

por
877; 20)
Eq, Uﬂi(eo)zaﬁ mu” (Y — )
1=1 YMj
- (9771 (2,0) = 3771 (2,0) ony

parai,j7=1,...,p
J& o elemento (a,b) da matriz Eg, (U, (6o)U., (8)] de dimensdo ¢ x ¢ é

B U1 60) 3= 57 o {010 = ) + 7030 + 4" }]
=3 S U (B)T00)] = = 3 Tt (a2
Usando o fato de que Eg,[U,(6,)Y] = 0, é possivel mostrar que
Eq,[U,(60)Uy (8)] = 0, (B.13)

cuja dimensao é g X p.
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Ainda temos que o elemento (i, a) da matriz Eg,[Ug(6,)U, (8)] é dado por

Eg, lUﬁi (6o) Z

parat=1,....pea=1,...

877

U ) + 70 + )

= 1

o7
Z : { U1 By [Us, (60)Yi] + By [Us, (80)T(Y1)]}
a”h 0 1,1) on
Z 860 11{% — g }¢1l 9, (B.14)
»q-
Assim, a partir de (B.11)—(B.14) e usando notagao matricial, obtivemos
X*TOMI()\I,(Z,O)Mlx* X*TOMIO {\I’(l’l) _ \I,(l,l)O} (PlS*
(B.15)

T:

Finalmente, em (B.10) e

irrestrita e as demais na

0 _S*TO@&)\IJ(OQ)O@lS*

(B.15), avaliamos as quantidades com sobrescrito zero na E.M.V.

E.M.V. restrita. Isso conduz as expressoes (1.6) e (1.7).
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APENDICE C - OBTENCAO DA CORRECAO DE BARTLETT PARA
O TESTE DE VEROSSIMILHANCA PERFILADA MODIFICADA

Este apéndice fornece alguns detalhes sobre a derivacao da expressao para c¢, nos
MNLGS. O interesse consiste no teste da hipétese nula Hy : v = v contra a hipdtese

alternativa H; : v # 4. Os cumulantes necessarios sao

ab—zw((ngbll )

hase = 32 [(407 6% + 302 6u6m) (@ (D1

=1

+ 926t { (be(a) + (ach(b) + (ablule)i }],

= 3 [(06% + 2602 6ugm ) (@n(h() + 6063 { (bl + (aeh(®)}].

=1

Mt = 3 [(#09 68, + 669 82,6 + 302 62, + 40 16 ) (@ BN()(d)y

=1

+ ("0 + 301" g ) { (cd)u(a)i(b): + (bd)i(@)u(e) + (be)i(a)u(d),
+ (ad)i(b)i(c)r + (ac)i(b)(d) + (ab)i(c)i(d). |

+ P @3, { (bed)i(a); + (acd)(b); + (abd)i(c); + (abe)i(d); + (ab)i(cd),
+ (ac)i(bd); + (ad)i(be) }],

Ohased = 3 [(006 + 6009 626m + 300763 + 3002 bu) (D () (@)

=1

+ (80960 + 30 dutm ) { (e (aD (Bl + (b)) () + (ad)u(B)(c):)
+( 03) 43 4 90 ¢”¢2,){( )i(a )l(d)l+(ac)l(b)z(d)z+(ab)l(c)l(d)l}
+ P63 { (bed)i(a) + (acd)u(b)i + (abd)i(c): + (ab)i(cd); + (ac)(bd),
+ (beh(ad) ],
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em que (a); = 011/07a, (ab); = 8?71/ 07,0 e (abc); = 037,/ 07a0Vp07e-
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Uma vez que ¢, = Cpni — Cm2 — Cm3, Precisamos calcular as quantidades c,,;, para

7 =1,2,3. Temos que

Cl = >\ab)\cd (1

4)\abcd - (Aacd>b + (>\ac>db> . (Cl)

Note que, a expressao acima possui um somatorio implicito sobre os indices a,b,c,d =
1,...,¢. E mais conveniente comegar calculando o termo entre parénteses em (C.1), isto
e,

1
*)\abcd (Aacd)b + (Nac)ab

= D (U6 + 20 G0 — w2 64) (D)

1=

=

+ 02 @3] (bd)i(a)i (o) + (beh(a)(d) + (ablu(e)i(d)s + (cd)i(a)(b);
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— 3(ad)i(c)u(b): + 5(ac)(b)i(d). |
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Substituindo (C.2) em (C.1), e rearranjando os somatérios, obtivemos, depois da simpli-

ficacao de alguns termos,

o
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NE

1
2l1

e %m( 3 <a>mb<bcw<d>l)

a,b,c,d=1

\E

o~
Il

1
q

o2 (S ) + 3 u e
=1

a,b,c,d=1

|
DN | —
Mz

Il
—

q 2
(ab)l)\“b> .
l a,b=1

Notamos que, Zibzl(a)l)\ab(b)l = —Z, Zg’b:1<ab)l)\ab = —dl, Zg’b@d:l(ad)l)\dc(cb)l/\b“ =

bu € 3 peger (@) A (be) A (d); = al(ll). Desse modo, segue que
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el

Cm1

N (04) 0,3) L SN (02
Z z( ¢1l nts Z@D( ¢1z¢2lzz2z 1 Zwl( )¢%lzl2l
1 n
5 Z Sdizu + = Z O brdadizy

1 n
- Zl/)z ’ ¢1z¢2lal(ll) - Z@/J(O ?) ¢1bu + 1 Z%(O’Q)(ﬁ%zd?-
=1 =1

Escrevendo a expressdo acima em notagao matricial, encontramos (2.5).

A quantidade ¢,,2 é dada por
abycdyef 1
Cm2 = APPACN )\acd ZAbef - ()\be)f + (/\ac)d()\be)f . (Cg>
Temos que
1
)\acd(4>\bef - ()\be)f> + ()\ac>d<)\be)f

Z ("D 30261, + 30" 302 dimdom — 0" bua

l_1

X OIS+ U Sudat? drnbom ) (@ ()i (B)m () (i

OV 0D6 (@AUD (B + B F (O + B

0%, ¢Ql¢<o,2>¢gm<a)l(c>l<d>l{<ef>m<b>m + (6 (€ = 3£}

+ 0D g2 (08) {(cd) (a), + (ad),(c); — 3(a0)l(d)z}(b)m(€)m(f)m

+ 00D G0 b, bana {3 (@) + Blad)i(e) — 5(ae)(d): } () () )rm

+ " 20262, (cd)i(a) + (ad)i () H{(e£)mB)m + (bF Jm(€)m + (b)m(F)m |
— 200D, (ac)(d){3(ef)mB)m + 30f m(€)m — (b} (Fm} |-

Substituindo a expressao acima em (C.3), rearranjando os somatorios e simplificando

alguns termos, obtivemos

Co :i S {86, + 20"V G D Simdam + U bt S Simdom b
I,m=1
>< ( 5 <a>mab<b>m) ( S <c>mcd<d>l)( S <e>mxef<f>m>
a,b=1 c,d=1 e, f=1
+; > {1/);(073) L6, +¢l(0’2)¢1l¢21¢§2’2)¢§m}
l,m=1
q q q
« ( Z ( )\ab >< Z )\cd )( Z (6f)m/\€f>
a,b=1 c,d=1 e, f=1
+411 n 02 ¢1l,¢}(02 ¢1m i )\ab m) ( i Cd )\Cd> < i (ef)m)\ef>
l,m: a,b=1 c,d=1 e, f=1
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Notamos que, 3¢ ;1 (@) A’ (D)im = —Zim. Assim,
Cm2 = — ZZ %03 zw 0-9) 1lelZlmme - ZZ %03 z¢$’2)¢1m¢2mzllzzmzmm
m=1 m=1
- iél P sl o~ 5 3 UG
— *ZZ U 0160 8P 2 2z, — ‘1112 DD 20D G2 dy 2.
m=1 m=1

Expressando o resultado acima em nota¢do matricial, encontramos (2.6).

A dltima quantidade é
__yabycfyde 1
Cm3 = APAYTN >\acd 6>\bef - ()\be)f + ()\ac)d(Abe)f . (C4>
Temos que

1
)\acd<6/\bef - ()\be)f> + (Aac)a(Ave) 7
= Z (0P80 8%, + 30 G380 Grmdam — 30" P G

lml

x PV = 30D 6100 G1mdam ) (@) () d)i(B)m(€)m (F)m

+ " 3082, () ()] () m (B + (BF (€ + (0€)m () }

= 30" 61620 0P 6%, ()1 () d)i{ (eI (B)m + (B F ) (€)m — (b€} (Fm |
+ " 0963 { (cd)i(a) + (ad)i(e) — 5(ac)(d) f (B)m(€)m(f)m

+ U 0D b1 dam {3(cd)i(a)s + B(ad)i(c): — 9(ac)i(d); b (0)m(€)m(f)m
+ 400D 67, { (cd)i(a) + (ad)i(e)i (e )m(B)m + (BF hm(E)m

+ (0€)m(f)m }

= U S0 62 () () {5 (e f )m (B)m + 5B Jm(€)m — (be)m (Fm }].

Agora, substituindo a expressdao acima em (C.4), obtivemos

1
Cm3 :6 Z { ©03) l¢ (0,3) - Swfo’z)¢1l¢2lw7(roz’2)¢lm¢2m}

I,m=1

( > (@A )( 5 <c>mcf<f>m) ( 3 <d>,ve<e>m)
a,b=1 c,f=1 d,e=1
n q
- > ¢1072)¢1l¢25¢$’2)¢%m< > (@) A*(b >< Z
I,m=1 a,b=1 c,d,e
iy @w}o’”qbilwﬁ,?’”as%m( 3 (@A) )( i (cd) X (ef) Afc).
c,d,

2 I,m=1 a,b=1 e, f=1

NN (fe) )\ed(d)l>

=1
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Notamos que, Y7, ()XY (fe)nX(d), = al™ e S ge et (Cd) A (ef )M = bim.

Dessa forma, temos

1 & I & 02
Cm3 == = D @Z’z(o’g) WY iz + 2 > wl( 7 )¢1l¢25w$72)¢1m¢2mzfm

6 I,m=1 I,m=1
- m 1 & 0,2
+ 32 U ousat§O Gt ama” + 5 3 0GP 6 b,
l7m:1 l,m:l

Em notagao matricial, resulta em (2.7).
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APENDICE D - CUMULANTES NO MODELO DE REGRESSAO
BETA PRIME

Neste apéndice, apresentamos os cumulantes para o modelo de regressao beta prime
com precisao variavel. Utilizamos a notacao padrao para os cumulantes de derivadas da
log-verossimilhanca com respeito aos componentes de 8 e v, com indices mintsculos e
maitisculos denotando elementos de 8 e =, respectivamente: r,, = E(9*((8,~)/05,00;),
krs = E(0*U(B,7)/07rDVs), kirs = E(O*U(B,7)/08:07s), kirsr = B(D*U(B,~)/05,08:07r),
krstu = B(OY(B,7)/0B,08,0vr0vy), etc. Adicionalmente, denotamos as derivadas dos
cumulantes por: k) = Ok,,/0;, /{RS = 8/{RS/87T, rs 6/@5/65,:, rs = 0?Kk,5/0B:0Vy,

TST = Okys1 /00, etc.

Aqui, definimos algumas quantidades que foram utilizadas na obten¢ao dos cumulan-

tes. Sejam

ar =PV + )] — D1+ ér) + ¢ + 2],
b= (14 ¢){mar — W (1 + ¢1) + ¢ + 2]},
a = pi D1+ é)] = U+ w) V(L + én) + du + 2] + 0V (e + 2),

di = VP + &) — P {1+ é) + ¢ + 2],

—(1+¢) l2al +(1+ ¢l)aal]

o,
Também utilizamos as seguintes derivadas: da,/dp = (1 + ¢,)d,,
e = w1+ 0] = (L ) n(1+ 60 + 6 +2,
ok — s Olpa(1 4+ 00)] = (1 )V (1 + 1) + 61+ 2,
= (L ) {01+ 0] = 9 ¥pulL + 60 + 1+ 21,
gj = 1@ [ (1+ 6] — (14 )o@ (1 + )+ + 2,
o = 1+ 0]~ (4 01+ 0 + 62,
%2(;; = P (L + o)) = (1+ )@ (1 + &) + é + 2,
Sy = W gt =25+ (o)
SZ = 2% +(1+ gzsl)fg, gjf?l = 28?;5; +(1+ abz)%,
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3, %
68513'[ = P (1 + @] = (L + )@ (1 + &) + o + 2],
8261 . a2lu2‘ 83#? % B 8/” 82lu*
oue =2 TG 5 =g T T W e
g;ll — P14+ 6] = (1 + 1) 0Pl + &) + i+ 2] + @ (1 + 2),
2
;fl; — 1O+ 6] — (1 + ) P (1 + &) + dn + 2] + D (& + 2),
oa, vu o o
Omdepr @+ (1 (bl)&zﬁz o (1+¢1) [2(9 " +(1+ (bl)aﬂlaﬁbl}’
SZ =(1+ ¢l){al + ulgm — (L4 )@ (1 + ¢r) + ¢ + 2]}
861 o a a
2o — 2= (1 )15+ (1 ) T ]
P B % 9% 02b, B aQM 33#1

Os cumulantes da log-verossimilhanga para o modelo de regressao beta prime sao

dados por

dpuy dey

a2
= Z + ¢)%a (d'uml> TirZls,  Krs Zbd dll’wsls,

2 3
“ d dpy d?
i 2 i Ha @ty
K :_E:C —— | SiRrSiS, /{rs:_E 1+ 1+ di| — + 3a;—
e =1 l<dTl> e t e {( B l<d77l> dm dn; }

=1

= dpu Py | doy
rLlsllt, rsT — 5 b réls s
X XpXisTiy,  KrsT Z {el<dm> }d Ty TisSiT

=1 d771

" [ oe (de\? | B | dw
T = - a | 5 b s 9
KRyST ; {am <d7'1> + dTl d liL‘l Si1sSiT

n 96[ ”l 3 ]lil ]l2$
- 3
KRsT ;1 { 2 l( / l) + I, l 5 (SIRSISSIT,

ady (dp\" i \* g P\’
6d,( — | =L ] el
( dny > o dm d7712 T d7712

n

Rrsty = — Z(l + ¢l)2{(1 + ¢ )

=1

d &y

}xlrxlsxltxlua

dn, dn}
" ody | (dp\’ dpy dpu oy d*
=— 1 2 1 — | —3e——L+(1
KrstU ;{( + ¢1)” | 3dr + ( +¢l)5¢l]<dm> 3€d d2+( +¢)8¢ld3
d
X ﬂlﬂlrl’zs%zﬁw,

dTl



e (duz>2 dcr &’ <d¢l>2 P (duz> >y
Rrs = - S o | 75— + — - + bj— 5
o ; { _8/;12 dn, Oy dn? |\ dm ! dn? dn, drf

X TirL1sSITSIU

| P (do) & Ocy dy ¢y | d
{ a <¢l> —|—bz¢l] +3Cl¢l¢’} MlIL’lTSZSSZTSIUa

RyrsTU = —

NE

=1 8/“8@ dTl dTl3 8ul dTl dTl d

e dgy Oc; ¢y | (doy ¢ doy d* ¢y
wnee =S4 (5 () ot (i) w o) o

X SIRSI1SSITSIU-

As derivadas dos cumulantes sdo dadas por

diu P | dpy
1 d 2 ' S b
(1+¢r) l(dm> + ldTh dn —— X Ty

n

Y == "(1+¢)?

=1

n d d
’fg) = Z€l< Mz) d(m T T1sSIT
Tl

=1 dny
n * 2 2
) 9 (dm> Oui d Ml dcbz
Kpg = 1+ — | + = xTx 518,
n Lok (dé\® | d2y | du
(T) ] I ! 1
Krs 223 [5¢l (dn) + b ir? ] dn ——T1rSISSIT,
RO = Jo dy <d¢z> it
s & Opy dny \ dry ’
" | Oc (dy ¢y | doy
2
g [39251 (dn> + 20— a2 | d ISIRSZSSITa
n ad, dpu 2 Oa; \ d i
di +2—
; + 1) {[ ¢l) <d7h> —i—(( + ¢)d; + o >d771

dpu d Py (P
5 2 5 9 rels u
<d ) + 2q {dm d771 + (dThQ LTy Ty

K U) — _zn:(l + ¢z){(1 + )| 3di+ (1 + ¢l)§i] (Z‘;;) v

=1

21 + (1 + @)gz ]

d - 5 TprTsTsiv,
77z

&y | dp doy
d’f]l d
" N dey (do\? By | (dw\’
(TU) _ l 1 a @y apy
Rps Z [a¢l (dTl ) te dTZQ dnl LirLisSITSIU

=1
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NI ST a?’ul (duz>2+3 Pt Pp| dpn O dpu
=1 Opiog \ dm Oud¢y dnf | dm — O¢y dnp

do;
X ==X T X1y SIS,

dTl
n N 2 (dw\® O d? d2¢ <d¢ )2
(tU My I Mz H ! !
+ =L 1+ + {0
B2 { [ama@ (dm> Iy dn? } ( gbl) dm

=1
83Ml il 2+82Mf@ d¢r : T X1 S15S
Opu0d; \ dny O dn? | drm rZiSISSIvU,

+ (1 + )

n 2 2 3
(TU) _ 07y (dey Oby d°¢y | dgn d> ¢y
3— b—= ” ’
frs | = =2 { [(%l (dn 00 drt dn d s
n | 2 2 2
() d>c dﬂz) Oy d°pu <d¢z>
Kps = — + — | TpZiSIRSIS,
RS ; 8#1 ( i o dn |\ | Tietsinsis
n [ a2
tU) _ 0 @] d¢l 8cl d (bl d,ul d¢l
KRs ; O, <dTl> e O dri | dny dr, letsmslssw’

n 2 2
(TU) 07c ((dey de, oy | (don
= h—— | | == 2
Kes | = =2 { [a@ (dn> 80 drp |\ ) T
X SIRSISSITSIU,

n 2 2

doy oy (o)
dm dTl + diTl2

o (CM) gl
O \ dmy d7712

=1 Oy \ dmy d’?l dm

dpy Py L\
+ (dnl i + <d7712 T T1s 1Ty,

n 2 2
) 2 ody | (duy d”py | dpy doy
=— E 1+ 3d; + (1 /=1 -3 T s ,
Kyt 2 {( &) 1+ (1+ ¢l)8¢l] <d771> e—= @ (dm dn L1 T1s L1 SIU

Ocy (dul>3 + | 2¢; — % @@ —b— P d¢lxz TisTluSIT
O \ dny O | dny dnj dnp | dm =TT

6<du>_8bdu <d¢>+ (du) ] o
Aoy \ dny d¢y dn? |\ dr "\ dn, dn? | dr?

X Xy L1sSITSIU,

n 2 2 2 2
L) débz) b, d? d ¢y (duz> dg <d¢z> | d*p
Kpop = — + — — ) + | =) +b—
5T 2 { 2 (dn o dr2 |\ dn, o \ dm dr? | dn?

=1

=2

=1

) z{

n

=1

X Tip L1y SISSIT

n [ 2 2 2
w) _ O (doy Joc  Ob\ &\ doy &y | du
st Z{ Juelon (dTl> * ( Oy * Py dTl dmn s dTl dm,

=1

X Ty S1SSITSIU,
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(u) =
K —
RSt ; [3M13¢z

“ ?c
o= 24 |

=1

X SIRSI1SSITSIU-

[

(

di
dTl

o\’
—_ 3
dTl> +

2
) o

diu
—— LwSIRSISSIT,

a/u dTl dTZQ d?]l

der 2y | (dey\” depy dp,
|| 5| +3a|"——7%
Py de dm dm dTl3

i

d*¢y

de

'

7
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APENDICE E - CONJUNTOS DE DADOS

o Incidentes com danos em navios de carga

Tabela 19 — Ntimero de incidentes com danos (y) e total de meses em servigo por tipo de navio (A-E), ano
de construgdo (1:1960-64, 2:1965-69, 3:1970-74 e 4:1975-79) e periodo de operagdo (1:1960-74
e 2:1975-79).

Tipode  Anode  Periodo de Meses em Numero de

navio  construcao operacao servigo incidentes

A 1 1 127

A 1 2 63 0
A 2 1 1095 3
A 2 2 1095 4
A 3 1 1512 6
A 3 2 3353 18
A 4 2 2244 11
B 1 1 44882 39
B 1 2 17176 29
B 2 1 28609 58
B 2 2 20370 23
B 3 1 7064 12
B 3 2 13099 44
B 4 2 7117 18
C 1 1 1179 1
C 1 2 552 1
C 2 1 781 0
C 2 2 676 1
C 3 1 783 6
C 3 2 1948 2
C 4 2 274 1
D 1 1 251 0
D 1 2 105 0
D 2 1 288 0
D 2 2 192 0
D 3 1 349 2
D 3 2 1208 11
D 4 2 2051 4
E 1 1 45 0
E 2 1 789 7




Tipo de Ano de Periodo de Meses em Numero de
navio  construcao operacao servico incidentes
E 2 2 437 7
E 3 1 1157 )
E 3 2 2161 12
E 4 2 542 1

o Progénie de Sitophilus zeamais
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Tabela 20 — Niimero de insetos emergidos (y) em placas de Petri contendo 10g de milho tratadas com ex-
tratos produzidos a partir de diferentes partes de Annona mucosa (folhas, ramos e sementes)
ou apenas dgua (controle).

Extrato y  Extrato vy
Folha 19 Semente 4
Folha 20 Semente 0
Folha 36 Semente 1
Folha 32 Semente 1
Folha 18 Semente 1
Folha 47 Semente 0
Folha 38 Semente 2
Folha 31 Semente 0
Folha 32 Semente 2
Folha 40 Semente 0
Ramo 20 Controle 35
Ramo 34 Controle 26
Ramo 41 Controle 41
Ramo 29 Controle 34
Ramo 31 Controle 23
Ramo 15 Controle 29
Ramo 31 Controle 39
Ramo 33 Controle 34
Ramo 45 Controle 16
Ramo 20 Controle 38




« Conteudo de gordura corporal
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Tabela 21 — Massa gorda corporal (y) em kg estimada por DXA, circunferéncia do quadril (z5), largura
do joelho (z4), soma (z3) do log da dobra cutédnea do queixo, do triceps e do subescapular, e
soma do logaritmo de trés medidas antropométricas (z5), para 71 mulheres alemas sauddveis.

T2 T3 Ty L5 Yy
1120 442 94 450 41,68
116,5 4,63 89 448 43,29
108,5 4,12 89 4,60 3541

96,5 4,03 9,2 391 22,79
100,56 4,24 10,0 4,15 36,42

97,0 3,55 88 3,64 24,13
103,0 4,14 89 431 29,83
105,0 4,04 8,5 447 35,96

97,0 391 88 347 23,69

93,0 3,66 88 3,60 2271

99,0 3,70 8,6 3,67 23,42

94,0 4,14 87 3,85 23,24

95,0 4,00 82 385 26,25

90,0 3,72 8,2 348 21,94
107,5 4,01 86 3,89 30,13
109,0 4,42 9,6 4,33 36,31
101,5 3,78 94 397 27,72
116,0 4,14 10,7 4,04 46,99
1120 4,25 94 4,28 4201

91,0 3,90 8,8 3,28 18,63
107,5 4,15 8,6 4,056 38,65

96,0 3,70 8,6 3,26 21,20
101,0 3,73 9,2 427 35,40

99,5 3,89 81 427 29,63

99,0 3,16 8,6 3,45 25,16
102,0 4,16 10,8 4,40 31,75
110,3 3,95 9,5 3,60 40,58

97,0 3,51 88 3,54 21,69
124,0 4,30 11,2 4,51 46,60
102,0 3,88 8,3 4,21 27,62
1225 4,24 10,8 4,35 41,30
125,0 4,24 11,1 4,34 42,76
100,0 3,97 9,7 4,18 28,84




T2 3 Ty L5 Y
113,0 4,33 9,6 4,32 36,88
101,2 3,12 9,3 3,47 25,09
104,3 3,77 8,1 443 29,73
106,0 3,53 10,0 3,48 28,92
118,5 3,99 10,6 4,05 43,80

99,0 3,82 98 3,77 26,74
109,0 4,14 9,8 437 33,79
126,0 4,64 11,4 4,61 62,02
1170 4,12 10,6 4,35 40,01
109,0 4,42 9,9 457 4272
108,0 4,01 9,8 4,38 32,49
132,0 445 9,8 441 4592
1270 434 11,0 4,19 42723
1285 4,44 10,0 4,62 4748
125,0 4,68 11,8 4,45 60,72
109,0 4,08 9,6 3,71 32,74
103,6 3,58 9,2 3,96 27,04

99,3 3,53 84 3,17 21,07
109,5 4,46 10,0 4,46 37,49
116,3 3,92 9,5 4,15 38,08
122,0 4,11 10,0 3,99 40,83

94,0 3,26 9.0 3,48 18,51
107,7 4,04 9,0 3,78 26,36

95,0 3,36 9,0 3,28 20,08
1225 4,19 10,0 4,51 43,71
109,0 4,13 9,5 4,20 31,61
102,3 3,92 9,2 410 28,98

92,0 3,35 85 3,34 18,62

93,0 342 72 3,39 18,64

88,0 3,39 82 3,16 13,70

945 3,29 8,8 287 14,88

95,0 2,99 9,1 3,38 16,46

92,2 240 85 2,05 11,21

92,2 240 85 2,05 11,21

93,2 3,10 8,1 2,76 14,18
100,0 3,50 8,5 3,76 20,84
103,0 3,33 8,5 3,21 19,00

88,3 3,48 89 345 18,07
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