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Resumo

A Teoria de Novas distribuicbes foi amplamente explorada nas Gltimas décadas com o
intuito de se propor modelos mais flexiveis e que cujos ajustes ofertados fossem superiores
aos obtidos através de distribuicbes estabelecidas na literatura. Dessa forma, com o
intuito de trazer alguma contribuicdo para a area de novas distribui¢Ges aplicada a séries
temporais, 0 presente trabalho propde um novo processo autorregressivo de ordem um
com marginal Lindley Generalizada. Para o0 modelo aqui apresentado, € provado que a
distribuicdo dos erros aleatorios é dada por uma mistura de duas distribuicdes Gama.
Algumas medidas estatisticas do processo proposto sdo estudadas: esperanca e variancia
condicional, distribuicdo conjunta, densidade espectral e funcbes de autocorrelacdo e
autocorrelacdo parcial. Os parametros do processo sdo estimados através dos métodos de
estimacdo Gaussiano e de minimos quadrados condicionais. Simula¢Bes de Monte Carlo
sdo realizadas em cinco diferentes cenarios com o objetivo de avaliar o0 comportamento
dos estimadores encontrados. Enfim, uma aplicacdo a dados reais € realizada, na qual o
ajuste do processo autorregressivo aqui proposto € comparado com 0s ajustes obtidos para
outros seis modelos autorregressivos nao-Gaussianos de ordem um.

Palavras-chave: Processo autorregressivo de primeira ordem; série temporal; simulacéo de
Monte Carlo; teoria de novas distribuicdes.



Abstract

The theory of new distributions have been widly used in the last decades with the intention
of proposing more flexible models whose fitted values to real data are superior to other
ones previously established in the literature. Therefore, in order to bring some contribution
to the area of new distributions applied to time series, the present work proposes a new
first-order autorgressive process with marginal distribution Generalized Lindley. For the
model presented here, it is proven that the distribution of the random errors is given by
a mixture of two Gamma distributions. Some statistical measurements of the proposed
process are studied: conditional mean, conditional variance, joint distribution, spectral
density and the functions of autocorrelation and partial autocorrelation. The parameters of
the process are estimated through the Gaussian method and the conditional least squares
method. Monte Carlo simulations are implemented in five different scenarios with the
aim of evaluating the behavior of the estimators found. Finally, a real data application is
carried out, in which the fit of the autoregressive process here proposed is compared with
the fit obtained for six other non-Gaussians autoregressive models of order one.

Key-words: First-order autoregressive process; Monte Carlo simulation; theory of new
distributions; time series.
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1 Introducao

A distribuicao Lindley, proposta por Lindley 1 em 1958, ¢ amplamente utilizada
na area da Teoria de Novas Distribuicoes como baseline. Isso se da em grande parte gragas
a sua simplicidade na representacao, uma vez que suas fungoes densidade e acumulada nao
sao expressas em funcao de quantidades de dificil computagao. Além disso, esta distribuicao
¢é indexada por apenas um parametro, o que simplifica bastante o processo de estimacao e
simulacao. Seja X uma variavel aleatoria continua definida nos reais positivos. Dizemos
que X tem distribuicao uniparamétrica Lindley se sua funcao densidade de probabilidade

(fdp) e funcao distribuicao acumulada (fda) sdo dadas, respectivamente, por:

02(1 + x)e b

fol:9) = 1+6

o Ox b
FL(I‘,Q)—I <1—|—1+9>6 s

em que x > 0 e >0 é um pardmetro de escala.

Apesar de ter sido proposta em 1958, suas principais caracteristicas s6 vieram
a ser estudadas em 2007 por Ghitany, Atieh e Nadarajah[z}. Dentre as propriedades da
distribuicao Lindley examinadas pelos autores, podem-se destacar funcao caracteristica,
funcao taxa de falha, momentos, curva de Lorenz, distribui¢des de somas, produtos e razoes
e uma formula fechada para o estimador de maxima verossimilhanca do tinico parametro

indexador na distribuigao.

Além disso, visto que nao se pode gerar dados diretamente da distribuicao Lindley
através do método da inversa, os autores em questao utilizaram-se do fato que a distribuicao
Lindley pode ser vista como uma mistura das distribuigoes Exponencial(f) e Gama(2, )
para propor uma forma de gerar dados da Lindley(#). Por fim, os autores mostraram
que a distribuicao Lindley pode oferecer melhores ajustes que a distribuicao Exponencial
para dados de tempo de espera através de uma aplicacao a dados reais na qual a Lindley

apresentou performance superior.

Como mencionado anteriormente, a distribui¢ao Lindley é bastante utilizada como
parte constituinte de novas distribui¢des. Um bom exemplo ¢é a distribui¢do Binomial
Negativa-Lindley proposta por Zamani e Ismail® em 2010 e obtida através da mistura
das distribui¢oes Binomial Negativa e Lindley. Os autores apresentaram a forma fechada
na nova distribuicao, seu momento fatorial e os estimadores dos parametros através dos
métodos dos momentos e por maxima verossimilhanca. Duas aplicacoes a dados reais

foram realizadas em dados de contagem em que a probabilidade em zero é alta, em ambos
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os casos a distribuicao proposta ofereceu melhor ajuste que as distribui¢des Poisson e

Binomial Negativa.

Com o intuito de se melhor trabalhar com dados de sobrevivéncia na presenca de
riscos competitivos, Mazucheli e Achcar!® (2011) propuseram um modelo com base na
distribuicao Lindley. Em tais dados, estuda-se a distribuicao do tempo até a falha, levando-
se em consideracao que os individuos podem chegar a falha através de mais de uma causa
e o mesmo individuo nao pode chegar a falha por mais de um fator. No modelo proposto
pelos autores, os riscos tém distribuicao Lindley e sao nao correlacionados. Os autores
apresentaram a funcao densidade de probabilidade e a fungdo de log-verossimilhanca com
suas derivadas parciais de primeira ordem. Uma aplicacao a dados reais foi realizada com
um conjunto de dados do tempo de vida de pacientes com carcinoma de células escamosas.
Os autores compararam o ajuste oferecido pelo modelo de riscos competitivos Lindley
com o de outras duas distribuigoes muito competitivas, a saber, Exponencial e Weibull e

observaram que o modelo proposto gerou melhores resultados.

Uma extensdo da distribuicdo Lindley foi proposta por Bakouch e colaboradores
em 2012, a qual foi chamada de Lindley estendida. Os autores desenvolveram a funcao den-
sidade de probabilidade, funcao taxa de falha, momentos, estatisticas de ordem e curvas de
Bonferroni e Lorenz e estudaram os estimadores de maxima verossimilhanca. Ademais, foi
executada uma aplicagdo a dados reais na qual a distribuicao Lindley estendida apresentou
melhor ajuste que as distribuicoes Weibull, Gama, Exponencial Exponencializada, Geomé-
trica Exponencial complementar e Weibull modificada de acordo com quatro diferentes

critérios de comparacao.

Em 2013, Ghitany et al.% propuseram a distribuicdo Power Lindley. Os autores
mostraram que a nova distribuicao é mais flexivel que a Lindley e realizaram uma aplicacao
a dados reais de resisténcia a tragao de fibras de carbono, na qual a Power Lindley

apresentou um melhor ajuste que outras distribui¢oes biparamétricas como Gama e
Weibull.

No mesmo ano, Shankar, Sharma e Shanker!”) propuseram a Lindley biparamétrica.
A distribuicao foi ajustada a trés bancos de dados de tempo de espera e de sobrevivéncia, os
quais ja haviam sido previamente utilizados na literatura com a distribuicao Lindley. Nos
trés cenarios abordados, a Lindley biparamétrica ofertou melhores ajustes que a Lindley

uniparamétrica.

Ainda em 2013, Shanker e Mishra!® desenvolveram a distribuicio Quasi Lindley.
A nova distribuicao é indexada por um vetor bidimensional de parametros e possui a
distribuicao Lindley como caso particular. Os momentos, fun¢ao taxa de falha, funcao
de vida residual média e estimadores dos parametros pelos métodos dos momentos e
maxima verossimilhanca foram estudados para a distribuicdo proposta. A distribuicao

Quasi Lindley foi ajustada a dois bancos de dados previamente utilizados na literatura para
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demonstrar bondade de ajuste da distribuicao Lindley e, em ambos os casos, a distribuicao

Quasi Lindley apresentou melhores resultados.

Cakmakyapan e Kadilar”) propuseram a Kumaraswamy-Lindley. As autoras nao
realizaram aplicagdo a dados reais, mas apresentaram as divergéncias encontradas ao usar
duas distintas fungoes de otimizacao, multiroot e nlm, disponiveis no software R para
estimar os parametros da distribuicao. As autoras utilizaram a funcao multiroot para
resolver o sistema de equacoes nao lineares formado pelas derivadas parciais da funcao de
log-verossimilhanca da distribuicao proposta, mas alguns dos parametros nao foram bem
estimados. Como alternativa, elas aplicaram um algoritmo tipo Newton-Raphson através
da func¢ado nlm, o que levou a estimativas muito melhores que as obtidas pelo primeiro
método. Apesar disso, a melhoria obtida com o segundo método de estimacao pode ser
explicada pelo fato de que a funcao nlm estima apenas um parametro por vez e supoe-se
que os demais sao conhecidos.

Uma outra extensio da Lindley é a Beta-Lindley proposta por Merovci e Sharmal'”!

(2014). Os autores em questao fizeram duas aplicagoes a dados reais para avaliar o ajuste
fornecido pelo modelo proposto. O primeiro conjunto de dados utilizado diz respeito ao
tempo de remissao de cancer de bexiga com dados nao censurados, enquanto o segundo
banco representa o tempo de sobrevivéncia de porquinhos da india infectados com virus.
Em ambos os casos, a distribuicao proposta ofereceu melhor ajuste que as distribuigoes

Lindley e Beta-Exponencial.

Ainda em 2014, Gui, Zhang e Lul™Y apresentaram a Lindley Poisson. Os autores
realizaram duas aplica¢oes a dados reais. A primeira analisa o intervalo de tempo entre
tremores de terra sucessivos na Universidade de Bosphoros. Ja a segunda, trata de porqui-
nhos da india infectados com virus. Em ambos os casos, a distribuicao proposta forneceu
melhor performance que as distribui¢oes Lindley, Power Lindley e Lindley Generalizada.

A distribuicdo Lindley Exponencial foi proposta por Bhati, Malik e Vaman!'?

em 2015. Tal distribuicao é biparamétrica e foi obtida quando os autores aplicaram a
funcao de distribuicao acumulada de uma distribuicdo Exponencial na féormula da familia
de distribui¢des Gama-G, proposta por Zografos e Balakrishnan!'®! (2009). Os autores
realizaram duas aplicagdes a dados reais, uma com relagao ao tempo de remissao e a
outra com relagao ao tempo de espera. Em ambos os casos a distribui¢ao proposta gerou

melhores ajustes que as distribui¢goes Power Lindley, Nova Lindley Generalizada e Lindley.

No mesmo ano, Limal"! desenvolveu a distribuicdo Gama Lindley, a qual tem a
distribuicao Lindley como baseline. Para encontrar a nova distribuicao, a autora aplicou as
funcoes densidade de probabilidade e acumulada da distribuicao Lindley nas respectivas
fdp e fda da familia de distribuicoes Gama-G. Além disso, a autora fez duas aplicagoes a
dados reais para testar a bondade de ajuste do modelo proposto. Em ambas as aplicagoes,

uma com tempo entre falhas e outra com imagens de radar, a distribuicdo Gama Lindley
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apresentou melhores ajustes que as distribui¢oes Weibull, Lindley e Exponencial Geométrica

complementar.

Em 2016, Popovic e Bakouch!*” propuseram um processo estaciondrio autorregres-
sivo de primeira ordem com distribui¢cdo marginal Lindley. Os autores estudaram algumas
propriedades do novo processo, tais como, densidade espectral, medidas condicionais, run
probabilities e ergodicidade e estimaram os parametros do processo através de minimos qua-
drados condicionais, estimagao nao paramétrica e pelo método Gaussiano. Ademais, duas
aplicacoes a dados reais foram realizadas, nas quais o modelo proposto ofereceu melhores

resultados que outros modelos autorregressivos de primeira ordem nao Gaussianos.

Barco, Mazucheli e Janeirol'? (2016) apresentaram a distribui¢ao power Lindley
inversa, a qual foi obtida a partir de duas generalizagoes da distribuicao Lindley, mais
especificamente, das distribuigoes power Lindley (Ghitany et al., 2013)[6] e Lindley inversa
(Sharma et al., 2015)!7. Os autores estudaram o comportamento das funcoes densidade
de probabilidade, taxa de falha e quantil da distribuicdo proposta. Além disso, um
estudo de simulacao foi realizado para avaliar a performance dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros, os quais se mostraram assintoticamente nao viesados.
Foram realizadas duas aplicagoes a conjuntos de dados conhecidos na literatura. Para o
primeiro conjunto de dados observado, a distribuicao power Lindley inversa apresentou
melhor ajuste que as distribui¢oes power Lindley, Lindley inversa, Lindley generalizada e
Lindley. Enquanto que no segundo caso, a distribuicao power Lindley inversa foi comparada
com as distribui¢oes power Lindley, Lindley inversa, Lindley e Fréchet transmutada. As
distribui¢oes power Lindley inversa e Fréchet transmutada apresentaram os melhores
resultados, variando qual distribuicao oferece melhor ajuste a depender do critério de

comparacao utilizado.

A distribuicdo Poisson Lindley foi proposta por Ozel e Cakmakyapan™® em 2017.
Tal distribuicao pode ser obtida ao se aplicar a distribuicao Lindley como baseline na familia
Poisson-X. Devido a sua grande flexibilidade, pode-se utilizar a distribuicdo Poisson Lindley
para modelar dados em diversas areas do conhecimento como na economia, engenharia
e analise sobrevivéncia. Os autores ajustaram a distribui¢do proposta a um conjunto de
dados e os resultados mostraram que a Poisson Lindley ofereceu melhores ajustes que os

outros 12 modelos com os quais a distribuicao em questao foi comparada.

A distribuicdo Lindley discreta, proposta por Abebe e Shanker!'! (2018), é anéloga
a distribuicao Lindley continua e é obtida utilizando o método de discretizagao de séries
infinitas. Além de mostrar que o método dos momentos e de maxima verossimilhanca
geram os mesmos estimadores, os autores estudaram diversas propriedades da distribuicao
proposta, dentre as quais pode-se destacar a funcao geradora de momentos e os coeficientes
de variagao, assimetria e curtose. Por fim, duas aplicagoes a dados reais das ciéncias

biolégicas foram feitas e em ambos os casos a distribuicao Lindley discreta apresentou
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melhores ajustes que as distribuicoes Poisson e Poisson-Lindley.

Em 2019, Pena-Ramirez, Guerra e Cordeiro?”)

propuseram a distribuicao Nadarajah-
Haghighi Lindley, a qual é obtida através da composicao das distribui¢oes Nadarajah-
Haghighi e Lindley, é indexada por um vetor de trés parametros e possui as distribui¢oes
Lindley, Nadarajah-Haghighi e Exponencial como casos especiais. Os autores realizaram
duas aplicagoes e em ambos os casos a distribuicao proposta ofereceu melhores ajustes
que as distribui¢oes Exponencial Nadarajah-Haghighi, Exponencial Weibull, Weibull,

Nadarajah-Haghighi, Lindley e Exponencial.

Além disso, unir a area de novas distribui¢oes com a de séries temporais possibilitou
aos pesquisadores o desenvolvimento de novos processos autorregressivos muito importantes,

dentre os quais podemos destacar as contribui¢oes a seguir.

Em 1980, Gaver e Lewis?!l propuseram um processo autorregressivo Exponencial de
ordem um (EAR(1)), o qual possui distribuigdo marginal Exponencial()\). Seja a sequéncia
de inovagoes {g;} composta por varidveis independentes e identicamente distribuidas, entao
o processo EAR(1) é dado por

Xy = pXi_1 + &y,

emque p€e[0,1)et=0,4+1,£2---.

O processo em questao é indexado por dois parametros, um advindo da distribuicao
marginal (A) e o outro da prépria estrutura do modelo (p). Além disso, ele possui algumas
propriedades muito atraentes, tais como a facilidade na realizacao de simulac¢oes e no
tratamento analitico e o fato de levar a uma extensao cuja distribuicao marginal segue
uma exponencial e cuja correlagao tem a estrutura de um processo autorregressivo com

médias moveis.

Sua equacao diferenca é dada por
X = pXy1 + LBy,

em que [; é uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias com distribuigao Bernoulli(1 — p) e
{E;} é uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

com distribuigdo Exponencial(\).

No mesmo trabalho, os autores apresentaram o processo Gama autorregressivo
de primeira ordem (GAR(1))®Y. O modelo em questdo possui distribuicdo marginal
Gama(\, k) e é indexado por uma triade de pardmetros, um proveniente da estrutura
autorregressiva (p) e os demais da distribuigdo marginal (A, k). Assim como o modelo
anterior, o processo GAR(1) é obtido através da Equagao (3.1) para o caso em que p € [0, 1)
ex > 0.

Abraham e Balakrishnal??! (1999) propuseram o processo autorregressivo de primeira

ordem com distribuicdo marginal Gaussiana inversa (IGAR(1)). Seja xy uma variavel
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aleatdria com distribuicdo Gaussiana inversa independente de ¢;, em que {&;} é uma
sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. ndo negativas. O processo IGAR(1) é obtido através
da equacao

Xi = pXi1 + &y,

emquepel0,l)et=1,2,---.9S

O processo autorregressivo de ordemum Laplace generalizada (GLAR(1)) foi pro-

23] em 2011. O modelo em questao segue a estrutura aditiva usual

posto por Jose e Thomas
dos processos autorregressivos de primeira ordem dada na Equagao (3.1) condicionada
ao caso em que {X;,t =0,4+1,£2 ---} e tem distribuigdo marginal estaciondria Laplace
generalizada com vetor paramétrico (6, k, o, 7).

Anos depois, em 2016, Popovic e Bakouch!"”!

propuseram um novo processo autor-
regressivo de primeira ordem Lindley (LAR(1)). O processo em questao tem distribuigao
marginal Lindley e é indexado por um vetor biparamétrico, a saber, p advindo da estrutura
autorregressiva e A da distribuicao marginal. Os autores abordaram diversas propriedades
do novo modelo, tais como, densidade espectral, medidas condicionais e run probabilities.
Os parametros do modelo foram estimados através dos métodos de minimos quadrados
condicionais, Gaussiano, e estatistica ndo paramétrica. Além disso, duas aplicacoes a dados
reais foram realizadas e o processo proposto apresentou resultados superiores a outros 6
modelos autorregressivos de primeira ordem Nao Gaussianos conhecidos na literatura.

O processo autorregressivo Poisson-Lindley de ordem um (PLINAR(1)) foi proposto

24 em 2018. O processo entdo apresentado

por Mohammadpour, Bakouch e Shirozhan
consiste de um modelo estaciondrio autorregressivo de primeira ordem de valores inteiros
com distribui¢cdo marginal discreta Poisson-Lindley. Considere o processo autorregressivo

de primeira ordem de valores inteiros INAR(1) definido pela equacao
Xt :pOXt,1+€t, (11)

em que t > 1, po é o operador binomial thinning operator e {¢} é uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Dessa forma, o modelo
PLINAR(1) é definido pela Equagao (1.1) em que se assume que {X;} tem distribuicao

Poisson-Lindley de parametro 6.

Além disso, também podemos destacar o processo Gama-Lindley autorregressivo de
primeira ordem (GaLAR(1)) proposto por Mello, Lima e Nascimento® (2021). O processo
em questao é obtido através da Equacao (3.1), possui distribui¢ao marginal Gamma-Lindley
e é indexado por trés parametros, um proveniente da estrutura autorregressiva (p) e os
demais da distribuigao marginal (), 5). Os autores estimaram os parametros desconhecidos
do processo através do método Gaussiano e de minimos quadrados condicionais, além de
realizarem uma aplicagao a dados hidrolégicos, na qual o modelo proposto apresentou

resultados superiores a outros 6 processos autorregressivos de primeira ordem.
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Dessa forma, é notavel a importancia e a diversidade das possiveis aplica¢des nao
sO da distribuicao Lindley como principalmente das distribui¢oes que a tém como baseline
e/ou caso particular. Assim, este trabalho de dissertagao dara énfase ao uso da distribuicao

Lindley Generalizada, proposta por Zakerzadeh e Dolatil?

(2009) e que seré discutida
em mais detalhes no capitulo a seguir, como marginal de um processo autorregressivo de

ordem 1.

1.1 Objetivos

Ao se propor uma nova distribui¢ao, tem-se como foco principal encontrar um
modelo mais flexivel e que apresente ajustes superiores a determinados tipos de dados

reais quando comparado a outras distribui¢oes conhecidas na literatura.

Nesse sentido, o presente trabalho busca unir a Teoria de Novas Distribuigoes
a area de Séries Temporais ao propor um novo processo autorregressivo de primeira
ordem cuja marginal segue uma distribuicao Lindley Generalizadal?® ao tomar como base
trabalhos como os de Popovic e Bakouch™ (2016) e Mello, Lima e Nascimento®® (2021)
0s quais propuseram processos autorregressivos de ordem um com marginais Lindley e
Gama-Lindley, respectivamente. A motivacao para a escolha de tal baseline encontra-se no

Capitulo 2, o qual é dedicado & distribuicdo Lindley Generalizada?®.

Os objetivos especificos sao destacados a seguir:

e Propor um novo processo autorregressivo de primeira ordem com marginal Lindley

Generalizada;

o Desenvolver a distribuicao dos erros do modelo proposto levando em consideragao a

marginal mencionada previamente;

o Estudar algumas medidas estatisticas condicionais do processo, a saber, esperanca,

variancia e transformada de Laplace;

o Avaliar as funcgoes de autocorrelacao e autocorrelacao parcial com o intuito de

confirmar a ordem do processo;

o Estimar os parametros do modelo através dos métodos Gaussiano e de Minimos

Quadrados Condicionais;

o Desenvolver simula¢oes de Monte Carlo a fim de avaliar o desempenho dos estimadores

Gaussianos e de Minimos Quadrados Condicionais e

o Através de aplicacoes a dados reais, comparar os ajustes ofertados pelo modelo aqui
proposto com os ajustes obtidos para outros modelos autorregressivos de ordem um

encontrados na literatura.
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1.2 Plataforma Computacional

O presente trabalho foi redigido utilizando o software livre IXTEXatravés do editor de
texto online Overleaf. O software em questao foi desenvolvido pelo cientista da computagao
Leslie B. Lamport em 1983 e desde entao tem sido amplamente empregado na produgao

de literatura cientifica.

O software R (Ross Thaka e Robert Gentleman), através da IDE RStudio, foi
utilizado na construcao de graficos, no desenvolvimento de simulagoes e nas aplicagoes
a dados reais computadas. As principais bibliotecas empregadas foram: base, graphics e

stats.

Dentre todas as fungoes computadas, vale ressaltar as fungoes ts(), usada para
transformar um dataframe em um objeto do tipo série temporal; acf() e pacf(), usadas
para desenvolver os graficos da fungao de autocorrelacao (acf) e fungao de autocorrelagao
parcial (pacf), respectivamente e a fungao optim(), empregada nas simulagoes apresentadas

no Capitulo 4.

1.3 Organizacao do trabalho

A presente dissertacao estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2, a distri-
buicao Lindley Generalizada utilizada como marginal do processo proposto é estudada. No
capitulo 3, o processo autorregressivo de primeira ordem com distribuicao marginal Lindley
Generalizada (LGAR(1)) é apresentado e algumas de suas propriedades estatisticas sao
investigadas, a saber: medidas estatisticas condicionais, distribuicao conjunta, fungoes de
autocorrelagao e autocorrelacao parcial e densidade espectral. No capitulo 4, os parametros
do processo proposto sao estimados através dos métodos Gaussiano e de minimos quadrados
condicionais e simulagoes de Monte Carlo sao desenvolvidas para avaliar a performance
dos estimadores obtidos. No capitulo 5, trés aplicagoes a dados reais sao realizadas e a
performance do modelo proposto é compara a de outros 7 processos autorregressivos de

primeira ordem. Por fim, no capitulo 6, as conclusoes finais sdo apresentadas.

Note que, ao longo do trabalho algumas defini¢oes e resultados sao destacados.
As contribui¢oes da autora sdo apresentadas majoritariamente através de proposicoes,
enquanto que as previamente existentes na literatura sao anunciadas em ambiente de

definicao.
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2 A distribuicao Lindley Generalizada

Resumo

Neste capitulo é apresentada a distribuicao Lindley Generalizada, proposta por Zakerzadeh
¢ Dolati® (2009). Os autores estudaram diversas propriedades da nova distribuigao,
além de avaliar a flexibilidade do modelo através de duas aplicagoes a dados reais. O
primeiro exemplo numérico abordou o tempo, em minutos, até a falha de uma amostra de
componentes eletronicos, enquanto o segundo conjunto de dados retratou o ntimero de
ciclos até a falha de diferentes tipos de fios de igual tamanho, testados sob determinado
nivel de tensao. Algumas das propriedades mencionadas sao abordadas ao longo deste e

dos demais capitulos.

Palavras-chave: Distribuicao Lindley Generalizada. Propriedades estatisticas. Transfor-

mada de Laplace.

2.1 Introducao

Extensoes da distribuicao Lindley foram amplamente desenvolvidas e estudadas
nas duas ultimas décadas. Tais distribui¢oes se mostraram muito eficientes para modelar

dados das mais diversas areas, como biologia, sociologia e engenharia.

Por outro lado, pouco progresso foi feito na construcdo de novos modelos autor-
regressivos cuja distribuicdo marginal seja uma extensao da Lindley. Apesar disso, os
escassos trabalhos com o intuito mencionado mostraram que tais processos apresentam

ajustes superiores a outros modelos autorregressivos (AR) estabelecidos na literatura.

Uma outra distribuicio momentaneamente preterida pela academia é a Lindley
Generalizada proposta por Zakerzadeh e Dolati?® em 2009. Dentre tantas outras de igual
nomenclatura, pouco se encontra sobre a distribuicao em questao o que vai de encontro
com a sua alta flexibilidade e com o fato de que ela se mostrou competitiva com modelos

muito populares, a saber, Gama, Weibull e Lognormal.

Desse modo, a distribuicao Lindley Generalizada ¢ estudada na secao a seguir, com
o intuito de reparar as duas lacunas mencionadas acima e de se construir a base necessaria

para se utilizar tal distribuicao como marginal de um novo processo autorregressivo.
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2.2 A distribuicao Lindley Generalizada

Diversos geradores de novas distribui¢des foram propostos nas tultimas décadas,
tais como a familia Exponencializada-G, que foi um dos primeiros geradores a ser proposto

(Lehmann, 1953 apud Cordeiro, Ortega e da Cunhal?™, 2013); a familia Kumaraswamy-G

8] em 1980, a qual traz ajustes superiores quando comparada

29]

proposta por Kumaraswamy

a outras familias na literatura; o proposto por Marshall e Olkin
(30]

em 1997; a familia
Beta-G introduzida em 2002 por Eugene, Lee e Famoye'”™, que apesar de fornecer melhores
ajustes que muitos dos demais geradores conhecidos na literatura, tem-se certa dificuldade
na obtencao de resultados inerentes a simulacao e estimagao dos parametros tendo em vista
a complexidade existente em sua estrutura; a familia Gama-G (Zografos e Balakrishnan!'®,
2009) o gerador de familias T-X (Alzaatreh, Lee e FamoyeP!, 2013) e o cléssico método
de misturas. Este ultimo gera uma nova fungao de distribui¢ao acumulada, F'(z), a partir
de outras n fdas, digam-se G(z), Ga(z), ..., G,(z), previamente definidas. Para tanto, a
cada distribuicao individual, denominada componente da mistura, é associado um peso w;

e a distribui¢do de mistura ¢ dada por:

F(zx) = i w;Gi(z),

n
em que Zwi =1.
i=1

Sejam g1(x), g2(x), ..., gn(x) as respectivas fungoes densidade de probabilidade

associadas a cada componente da mistura; a densidade da mistura é obtida através de:
n
f(x) = Zwlg,(x)
i=1

Consequentemente, se cada componente da mistura representar uma variavel
aleatéria continua, entdo a variavel resultante também sera continua. Note que, apesar de
nao se abordar neste trabalho, ha a possibilidade do conjunto dos componentes da mistura

ser infinito enumeravel, ou seja, n = 0o, ou infinito nao enumeravel.

O método em questao gera modelos com grande capacidade de se ajustar a conjuntos
de dados heterogéneos e cujas populagoes possuem distribui¢oes mais complexas. O que faz
com que o método de misturas tenha uma adesao cada vez maior e com que as distribuigoes
geradas através dele possam ser aplicadas nas mais diversas areas do conhecimento.

Nesse sentido, Zakerzadeh e Dolatil®!

(2009) propuseram a varidvel aleatéria X
com densidade Lindley Generalizada como sendo uma mistura de duas distribuicoes Gama.
Sejam X; ~ Gama(a, ) e Xy ~ Gama(a + 1,0); assuma que X = X; com probabilidade

6/(0 +v) e X = X, com probabilidade v/(6 + 7), para 7 > 0. Dessa forma, a fungao
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densidade de probabilidade de X é dada por:

) = [P T 6(fm)e
fro(z;a,0,7) = [ (0 +~)T(e) ] [(9 + 7)o+ 1)]
_ GP(02)* M (a + ya)e ™

@+ (a+1)

(2.1)

em que o, 0,z > 0 e~y > 0. Esta distribuicao possui como casos particulares as distribui¢oes
Lindley, quando o = v = 1; Gama com parametros « e ¢, quando v = 0 e Exponencial com
parametro 0, quando («, ) = (1,0). Ao longo do texto, a distribui¢ao Lindley Generalizada
serd representada por LG ou LG(a, 6,7).

Os autores supracitados apresentaram uma expressao para a func¢ao geradora de

momentos, M (t), da distribui¢do LG, a qual é dada por:

M(t) = B(eX) = (9_”7) (0 i )aH. (2.2)

0+~ —t

Dessa forma, partindo da Equagao (2.2), torna-se trivial a obtengao das expressoes

da esperanca e variancia da LG, as quais sao dadas, respectivamente, por:

B(X) = M(0) = D

V(X) = B(X?) = [BQX)) = M"(0) — [M'(0)]"

0oy +ba+2y)+ 2 (P +a+1) 2.3)
B 0%(0 + v)? ' '

E importante salientar que hd uma outra distribui¢do de mesma nomenclatura
proposta por Nadarajah, Bakouch e Tahmasbi®? em 2011. Os autores em questdo propuse-
ram uma nova distribuicao biparamétrica como alternativa as distribui¢oes Gama, Weibull
e Lognormal na modelagem de dados de tempo de vida e chamaram tal distribuicao de
Lindley Generalizada. O presente trabalho nao ird abordar esta distribuicao, mas sim a

proposta por Zakerzadeh e Dolati.

Ademais, com o intuito de viabilizar calculos futuros, obteve-se a transformada de
Laplace de uma variavel aleatéria com distribui¢ao Lindley Generalizada. A transformada
de Laplace é uma transformada integral cujo nome foi dado em homenagem ao matematico
Pierre-Simon Laplace, o qual empregou uma transformada similar em seus estudos. Ela foi
desenvolvida de forma mais profunda entre os séculos XIX e XX por Matyas Lerch, Oliver

Heaviside e Thomas John I’Anson Bromwich.

A transformada de Laplace apresenta uma vasta aplicabilidade em diversas areas

como Matematica, Estatistica, Fisica e Engenharias, pois através dela ¢ possivel diminuir
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a complexidade do sistema que se esta analisando. Dessa forma, seja X uma variavel
aleatoria e ¢x a transformada de Laplace referente a X. Tem-se que a representacao da

forma pura da transformada de Laplace é dada por:

dx(s) = L e f(z)dx
=E[e™*]. (2.4)
Proposicao 1. A transformada de Laplace de uma varidavel aleatoria X com distribuicao

Lindley Generalizada € dada por:

6ot (0 + v + 5)
(0 +7)(0 + s)t1

Px(s) = (2.5)

Demonstrag¢ao. Aplicando a fdp da distribuigdo Lindley Generalizada presente em (2.1)

na equagao (2.4), tem-se que

dx

_ o 0*0r) Ha+yx)e
— E ST — ST
ox(s) =Bl = [ e @+ +1)
a+1 0o
_ gt / Q1o OH)T | a0+ g
@+ (a+1) Jo
go+l al(a)  Al(a+1)
O +y)l(a+1) [(O+s)> (04 s)*H
6t (0 + s+ )
(6 +7)(0 + s)+t

]

Com base nas defini¢oes apresentadas, sera desenvolvido um processo autorregres-
sivo de primeira ordem com distribuicio marginal Lindley Generalizada® no capitulo a

seguir.
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3 Novo processo autorregressivo de primeira

ordem

Resumo

Neste capitulo, um novo processo autorregressivo de primeira ordem é construido utili-
zando a Lindley Generalizada como distribuicao das variaveis de saida. Para tal processo,
sao estudadas suas medidas estatisticas condicionais, distribuicao conjunta e fungoes de

autocorrelagao, autocorrelacao parcial e densidade espectral.

Palavras-chave: Distribuicao Lindley Generalizada. Processo autorregressivo. Propriedades

estatisticas.

3.1 Introducao

Uma série temporal pode ser descrita como um conjunto de observagoes referentes
a uma determinada variavel que foram coletadas e ordenadas ao longo do tempo. O tempo
de coleta dos dados pode evoluir de forma discreta ou continua. Nesse sentido, o tempo é
visto como uma variavel independente da variavel de interesse e, tendo em vista que as
observagoes sao coletadas em momentos igualmente espagados, hd uma provavel correlagao

entre as realizacoes da variavel aleatéria observada.

Tal correlacao viola muitas das suposicoes estatisticas necessarias para a utilizagdo
dos métodos tradicionais empregados na analise de dados. Por essa razao, é preciso fazer
uso de técnicas desenvolvidas especificamente para tratar amostras deste formato. Alguns
dos mecanismos mais utilizados sao representagao grafica das observagoes e das fungoes
amostrais de autocorrelacao e autocorrelacao parcial, andlise da presenca de possiveis
tendéncia e sazonalidades, além de averiguar o mecanismo gerador dos dados com o intuito

de efetuar previsoes a partir da amostra.

Dois conceitos muito importantes ao lidar com séries temporais sao os de estaciona-
ridade fraca, ou simplesmente estacionaridade, e estacionaridade forte, também chamada

de estacionaridade estrita, os quais sao apresentados a seguir.

Definicao 1. Uma série temporal {X (t);t € T} é dita ser fracamente estaciondria se:

1. E[X(t)] = u(t) = u, vVt €T,

2. E[X%(t)] < oo,Vt €T,
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3. 7x(t1,t2) = ”yx(tl + 7,1 —i—T),th,tQ,T I~ T,

em que Yx(t1,t2) € a fungio de autocovariincia de X nos instantes tq e ts.

Defini¢ao 2. Uma série temporal {X (t);t € T} é dita ser fortemente (estritamente)
estaciondria se as fungoes de distribuicio conjuntas de {Yy,,..., Y, } e {Yo4n,- -, Yi,+n}
sdo idénticas Vn € N* eVty, ... t,, ti+h, ... t,+h € T. Dessa forma, todos os momentos

finitos sdo constantes ao longo do tempo.

Ao fazer uma andlise de séries temporais, é interessante que a série temporal

estudada seja estacionaria.

As se¢bes a seguir buscam construir um processo autorregressivo de primeira ordem

com a Lindley Generalizada como distribuicdo marginal.

3.2 Construcio do processo AR(1) proposto

Sejam ¢; e X; respectivamente as variaveis de entrada e saida do modelo no instante

t. Um processo autorregressivo de ordem 1 é representado por X; ~ AR(1) e segue a
estrutura dada a seguir

Xy = pXi_1+ ey, (3.1)

em que p, X;, &, € R, p é o pardmetro autorregressivo e {e;} é uma sequéncia de variaveis
aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) e independentes de X;_p, ¥V h >

1. Note que, de (3.1) tem-se que x; = p°x;_5 + pe;_o + &;.

Assim, ao substituir recursivamente a variavel de saida presente no termo a direita
da igualdade, obtém-se uma expressao para o t-ésimo instante de X que depende apenas
do seu valor inicial (z_;), do coeficiente autorregressivo e dos valores de £; em todos os

instantes de tempo até t. Tal expressao é dada por:

zy=p e+ pleg+p e+ e

A equagdo acima é preferivel a (3.1), visto que depende da varidvel de saida
apenas num valor supostamente conhecido e os termos desconhecidos (p e {g;}) possuem

propriedades mais trataveis que a variavel de saida.

Ademais, para fins futuros, é importante ressaltar que o processo apresentado
em (3.1) é estaciondrio se e s6 se |p| < 1 devido a natureza autorregressiva do processo.

Uma outra informagao que serd necessaria é a distribuicao dos erros ({&;}). Para tanto, a
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transformada de Laplace da distribuicao de X; serd analisada. Dessa forma,

¢x,(s) = E[exp(—spXy)]
D E [exp(—spX;_1)] E [exp(—se,)]
©6x,(5) 2 6, (p5)e, (5). (3:2)
em que (1) e (2) representam, respectivamente, a utilizagdo da independéncia das varidveis
aleatorias e a definicao da transformada de Laplace.

A transformada de Laplace da sequéncia de erros aleatérios é apresentada a seguir.

Proposicao 2. A transformada de Laplace do erro é dada por:

¢st(8):<9+7+8><9+p3>a+1' (33

0+~ + ps 0+ s

Demonstragio. Como consequéncia direta de (3.2), tem-se que a transformada de Laplace

dos erros ({&;}) pode ser obtida através de

o ¢Xt(8)
¢€t(8) - ¢Xt_1 (pS)
_ Efexp(—spXy)]

E [exp(—spX,—1)]

Pela estacionaridade do processo,

E [exp(—spX)]
72%) = Efexp(=sp )]
_ ox(s)
ox(ps)’
O+ + )0t (0+7)(0+ ps)>™
(0 +79)(0+s)ett (0 +~+ ps)fot!

(0 s (0+ps\ T
S \O+y+ps)\ O+ '

A seguir, serd apresentada a funcao densidade de probabilidade dos erros.

Proposicao 3. A sequéncia de erros aleatorios {e;} possui funcao densidade de proba-

bilidade dada por f.,(x), a qual é uma fungio absolutamente continua obtida através da
0
mistura de trés distribuicoes conhecidas, a saber, Exponencial(ﬂ> , Exponencial(0) e
p
Gama(a + 1,0). Dessa forma, a densidade dos erros aleatdrios é dada por

—(0+v)z

_ 4B t+r)e bu
fe(x)=A P + BOe 7 + C NEESR

€a+1$a679x




em que
_ (D) (p— 1)
(Op—0 —v)tt 7
o= =p)e
0+~—0p’
€
B=1-A-C
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A demonstracao da Proposicdo 3 encontra-se no Apéndice A e o processo em

questao serd denotado por X; ~ LGAR(1).

3.3 Propriedades estatisticas do processo

Nesta segao, algumas propriedades estatisticas do processo LGAR(1) sao estudadas,

a saber: esperancga, variancia e transformada de Laplace condicionais, distribui¢ao conjunta,

run probabilities, funcdes de autocorrelacao, autocovariancia e autocorrelagdo parcial,

densidade espectral e a previsao do processo.

3.3.1 Medidas estatisticas condicionais

Com o intuito de obter expressoes para a esperanca, variancia e transformada de

Laplace condicionais de X, x| X;_1 = x;_1, pode-se reescrever X, através de substituigao

recursiva como

Xy = P X1+ pler + " e + -+ perio1 + ek

Aplicando o valor esperado na equacao acima, obtem-se

B( Xk Xeo1 = 2e1) = p"rae ) + p"E(er) + p ' E(ern) + -+ - + pE(erin1) + E(ers).

Mas, como {&;} é uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d.,

k

E(Xek|Xer = 21) = p oy + Eler) Y pf
=0

k+1 1
— k+l E P
P Ty + (5,5)[ p—l ]

Assim, pela estacionariedade do processo,

L karl - 1
E(XostlXot = 21) = oy + E(X)(1 = p) []

p—1

_ kel
=p Tt

(1—p"™) (O + oy +7)

60+ )
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Note que, como p € [0,1), entao klim "1 = 0. Portando, quando k — oo tem-se
—00

que
0a+a’y+7_E
660 +)

Dessa forma, quando k tende a valores muito altos a esperanca condicional do processo

E(Xix|Xio1 = 200) = (Xt).

k + 1 passos a frente regressa a esperanca da distribuigao marginal. Ou seja, conforme
k aumenta, a esperanca condicional depende cada vez menos do valor observado k£ + 1

passos anteriores.

Analogamente ao que foi feito para a esperanca, a variancia condicional de

Xk Xi—1 = 241 é calculada como mostra a seguir

Var(X; 1| X;-1 = 24-1) = Var (p'““xt_l +pFer 4+ pF e - peror + 5t—k;>

1) _
@ p**Var(e,) + p* 1)Var(5t+1) + -4 p?Var(ey 1) + Var(e,_p)

(2) i 2
= Var(g;) Z p

=0
2k+2
p —1
— Vi £ -
ar(e;) ( P )
@ (1= 072 [0Q207 + o+ 29) + 97 (0® + a + 1)]

- 02(6 + )> ’ (35)

em que (1), (2) e (3) indicam, respectivamente, independéncia dos erros, os € sao identi-

camente distribuidos e a estacionariedade do processo juntamente com a independéncia

entre X;_; e & o que implica em Var(g;) = (1 — p?)Var(X,).
Além disso, note que quando £ — oo temos que

0(2ay + O+ 27) + ¥ (> + a+ 1)

Var( X k| Xe—1 = x421) = 02(60 + )

= Var(Xy).

Ou seja, quando k tende a valores muito altos a variancia condicional do processo k + 1

passos a frente retorna a variancia da distribuigdo marginal Lindley Generalizada.
Além disso, é possivel mostrar que

(Batay+9)(p "D 1)
E(X, 1| Xisp = 7) = -
( t 1| t+k .ZU) pk+1 9(9 + ,y)

# E(Xp x| X1 = 7)

020y + O 4 29) + 72 (a® + a + 1)] (p2*FD — 1)

Var(X;_1| X = 2) = 02(0 + ~)?

7é Var(Xt+k|Xt_1 = .ZC)
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Ou seja, a esperanga e variancia condicionais de Xyyx|X;—1 = x sdo assimétricas.

Corolario 1. A transformada de Laplace condicional de Xy dado X,y € dada por:

¢Xt+k‘Xt—1:zt—1(S) = k1 atl .
(v + 6+ spFt1)(0 + s)

A demonstracao do corolario acima encontra-se no Apéndice C. Ademais, note
que quando k assume valores muito altos a transformada de Laplace condicional de k + 1

passos a frente se iguala a transformada de Laplace de X.

3.3.2 Distribuicao conjunta
E sabido que a transformada de Laplace conjunta de (X;_1, X;) é dada por
Ox, 1.x,(51,82) = Efexp(—s1X—1 — 52X1)] .
De (3.1), tem-se que
Ox, 1.x,(51,82) = Elexp(—s1X¢—1 — s2(Xi—1 +&1))] -
Mas, pela independéncia entre X; | e &
Ox,-1,%. (51, 82) = B [exp(—(s1 + 52) Xi—1)] E [exp(—s22¢)]
= ¢x(s1+ ps2)d:(s2).
Portanto, de (2.5) e (3.3), é facil mostrar que

(047 + 51+ psa) (0 +7 + 52) [0(0 + psa)] ™+
0+ 7)(0 +v+ p82)[(9 + s1 + p32)(9 + 52)]a+1 :

ngtflth (817 SZ) - (

Por fim, note que ¢y, , x,(0,0) = 1 e que a transformada de Laplace conjunta néo
é simétrica em X; e X;_1. Consequentemente, tem-se que o processo em questao nao é

reversivel no tempo.

3.4 Funcoes de autocorrelacao e autocorrelacao parcial

Ao realizar uma andlise de séries temporais, trabalha-se com um conjunto de dados
ordenados ao longo do tempo associados a uma determinada variavel que usualmente
possui dependéncia temporal. Nesse sentido, dada a necessidade de se estudar as relagoes
de dependéncia da variavel investigada, algumas fungoes de grande importancia na analise

de séries temporais sao abordadas nesta secao.

A funcao de autocovariancia mensura a covariancia entre a variavel de saida no

instante atual, X;, e a propria variavel até [ instantes de atraso, X; ;. Analogamente, a
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acf mede a correlagao entre X; e os valores da variavel de saida defasados até X;_;, ou
seja, a acf estabelece a influéncia que os [ valores anteriores da varidvel de saida tém sobre

a mesma no instante ¢.

No caso abordado por este trabalho, isto é, processos autorregressivos de primeira

ordem, tem-se que a fungao de autocorrelagdo para um atraso [ é dada por

ube (l) = pm
Consequentemente, e gragas a estacionaridade do modelo, a funcao de autocovari-

dncia de um processo AR(1) é dada por
vx, (1) = pl'Var(Xy). (3.6)

Note que tanto a funcao de autocovariancia quanto a fun¢ao de autocorrelacao do
modelo nao dependem do instante observado, o que ja era esperado visto que o processo

estudado é estacionério.

Com o intuito de avaliar o comportamento do processo proposto, a Figura 1
apresenta os gréficos da fungao de autocorrelacao do processo LGAR(1) em amostras de

tamanho 100 para trés diferentes valores de p.

Note que conforme o lag aumenta, o valor da acf decresce exponencialmente para
0. Ou seja, quanto maior for a distancia no tempo entre uma determinada observacao e o

valor atual, menor sera a influéncia que tal observagao tem sobre a observacao atual.

Além disso, conforme o valor de p aumenta e se aproxima de 1, o decaimento da
acf torna-se mais lento. Tais caracteristicas ja eram esperadas, visto que se trata de um

processo autorregressivo de ordem 1.

ACF

02 00 02 04 06 08 10
I
ACF

02 00 02 04 086 08 10
I
ACF

02 00 02 04 08 08 10

(a)p=01,a=160=2e¢ (b)p=05,a=1,0=2e¢ (c)p=08 a=1,0=2e¢
v=0.8 v=0.8 v=0.8

Figura 1 — Func¢ao de autocorrelagdo do processo proposto em trés cenarios diferentes.

Outra funcao de grande importancia na andalise de séries temporais é a func¢ao de
autocorrelagao parcial. Ela mensura a influéncia direta que uma dada observacao, X,
tem sobre uma observacao [ passos a frente, X;;, desconsiderando possiveis interferén-

cias exercidas pelas varidveis intermediarias X; 1, X;i0, -+, Xy1;-1. Consequentemente,
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a funcdo de autocorrelagao parcial funciona como uma func¢ao de correlagao condicional:
COT(Xt+l7 Xt|Xt+1a Xiyo, - 7Xt+l—1)-

Grande parte de sua relevancia e utilizacao reside no fato de que a pacf é amplamente
empregada na identificacdo da ordem de um modelo autorregressivo. Neste sentido, a
ordem do modelo é dada pelo atraso associado ao maior valor da pacf. Ou seja, os valores

de pico indicam o lag de maior influéncia sobre as demais observacoes da série.

A Figura 2 apresenta trés graficos da fungdo de autocorrelagao parcial do processo
LGAR(1) sob as mesmas condigoes e cendrios descritos previamente para a funcao de

autocorrelagao.

A figura em questao mostra que em todos os cenarios abordados o ponto de pico
ocorre no lag 1, o que ja era esperado, uma vez que o processo explorado é autorregressivo
de ordem 1. Além disso, conforme o valor de p se aproxima de 1, o pico no lag 1 torna-se

cada vez mais evidente.

04
L
04
L

Partial ACF
Partial ACF

02

0.0
0.2 0.0

02

o T T T T T ' T T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

(a)p=01l,a=1,0=2e (b)p=05,a=1,60=2e (c)p=08 a=1,0=2e
v=038 7=038 v=038

Figura 2 — Funcao de autocorrelacao parcial do processo proposto em trés cenarios dife-
rentes.

3.5 Densidade espectral

A densidade espectral é uma outra func¢do muito 1util na anélise de séries temporais.
O power spectrum, ou densidade espectral, é obtido no dominio das frequéncias e pode ser

visto como andlogo ao que a fungao de autocovariancia é para o dominio temporal.

Qualquer processo estacionario possui uma representacao no dominio do tempo
e uma no dominio das frequéncias, sendo que cada caracteristica dos dados que pode
ser descrita por uma dessas representacoes pode ser igualmente bem descrita pela outra

representacao (Hamilton[%], 1994).

O power spectrum pode ser obtido em fun¢ao da funcao de autocovariancia como
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mostrado a seguir
oo
Z v( X, Xeg)e ™

i 3
—zw

fxx(w

1
" or,
1
©or,

em que w € (—m, 7).
Proposicao 4. A densidade espectral do processo LGAR(1) é dada por

[0(2va + Oa+ 27) + v (@ + a + 1)] (1 — p?) |

Fxx(w) = 27m62(0 + 7)2(1 + p2 — 2 cos(w))

Demonstra¢io. Dada a definigdo da fun¢ao de densidade espectral e a Equacao (3.6),

tem-se que

frxlw) = 5= 3 (e

l=—o00

1
_ = |l|v X twl
5 lzz_:oo p"Var(X;)e
Var Xy) Ciw
t Z p|l| L
l=—o00
1—p?

—iwl —

oo
Uma vez que p,w € R, entao Z p”'e

l=—oc0

p? —2cos(w) + 1

Dessa forma, da Equacao (2.3), tem-se que a densidade espectral do processo

LGAR(1) é dada por

~ Var(Xy) 1—p?

fxx(w) = o <p2 ~2cos(w) + 1)

- [0(2ya + 0+ 27) + 92 (@ + a + 1)] (1 — p?)
2m0%(0 4 v)2(1 + p? — 2 cos(w)) .

]

Tendo em vista o processo autorregressivo desenvolvido, estimadores para os seus
parametros serao estudados no capitulo a seguir tomando como base duas abordagens

distintas.
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4 Estimacdo do Processo LGAR(1)

Resumo

Neste capitulo, os estimadores de minimos quadrados condicionais dos parametros do pro-
cesso autorregressivo de primeira ordem com distribuigdo marginal Lindley Generalizada
sao desenvolvidos. Simulagdes de Monte Carlo sdo realizadas para avaliar o comportamento

de tais estimadores e mostrar a sua consisténcia.

Palavras-chave: Estimagdo. Método de minimos quadrados condicionais. Método de Monte

Carlo.

4.1 Introducao

Tendo em vista o processo autorregressivo de primeira ordem proposto neste
trabalho, e suas propriedades previamente abordadas, ¢ inegavel a necessidade de se estudar
os estimadores de seus parametros. Para tanto, é preciso nao sé escolher um método de
estimacao como principalmente definir uma forma de se avaliar os estimadores encontrados.
Nesse sentido, o método de Monte Carlo foi empregado para avaliar o comportamento dos
estimadores obtidos através do método de minimos quadrados condicionais (mqc) e do

método Gaussiano.

O mecanismo de Monte Carlo (Metropolis e UlamP3, 1949) é um procedimento nao
deterministico que tem vasta aplicacao na avaliagdo da performance de técnicas inferenciais
em amostras finitas. Tal ferramenta foi citada pela primeira vez durante a Segunda Guerra

e seu nome vem do Cassino de Monte Carlo, em Monaco.

O que garante a confiabilidade dos resultados obtidos através das simulagoes de
Monte Carlo é a Lei Fraca dos Grandes Numeros, que afirma que, para um dado conjunto
de dados com variancia finita e esperanca constante, a média amostral converge em

probabilidade para a média populacional.

Dessa forma, o procedimento de Monte Carlo consiste basicamente de se especificar
o método de geragao dos dados, gerar um ntimero n de amostras, aplicar a ferramenta
inferencial sem levar em consideragdo o mecanismo gerador dos dados e, por fim, avaliar o

desempenho de tal ferramenta em relagdo aos pressupostos determinados inicialmente.

A quantidade escolhida para avaliar as estimativas obtidas nas simulagdes implemen-
tadas foi o erro quadratico médio (EQM). O EQMde um estimador 7 de um pardmetro 7
¢ a medida dada por EQM (1) = E {(ﬁ — 77)2}, a qual é amplamente utilizada na literatura
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na avaliagado e comparacao de estimadores.

4.2 Meétodo dos Minimos Quadrados Condicionais

O método de estimagdo dos minimos quadrados condicionais para processos es-

34 em 1978. Os autores mostraram que

tocasticos foi proposto por Klimko e Nelson
os estimadores produzidos sao consistentes, assintoticamente normais e com taxa de

convergéncia de {log[log(n)] /n}% .

Tal método ja foi utilizado na estimacao dos parametros de diversos outros processos
autorregressivos, tais como, a classe de modelos autorregressivos para dados de contagem
Binomial proposta por WeiB!*’! (2009), o processo autorregressivo de primeira ordem
Lindley apresentado por Popovic e Bakouch!™! (2016), o processo autorregressivo de
ordem um Poisson-Lindley (Mohammadpour, Bakouch e Shirozhan, 2018)[24] € 0 Processo
autorregressivo de primeira ordem Gama-Lindley proposto por Mello, Lima e Nascimento!?’!
em 2021.

Seja X; um processo estocastico com t = 1,2,.... O procedimento em questao
consiste de minimizar a soma do quadrado dos desvios entre o processo no instante ¢ e
o valor esperado do processo em ¢ condicionado ao seu valor no instante anterior. Dessa
forma, minimiza-se a Equacao dada por

n
Q P&, 97’7 :Z Xt|Xt 1)] )
t=2

com relacdo ao vetor paramétrico (p, o, 8, v)".

Ao aplicar a equagao acima no processo LGAR(1), obtém-se

n

Qu(pya,0,7) =S (X —E(pXi1 + &)
2

t

(X — pXio — E(Xy)(1 - P)]2

I
NE

-+
[|
I\

(p—1)(ba+av+y)]’
00+ )

I
M=

Xi— pXi1 +

t

||
I\

Portanto, os estimadores sao encontrados ao se resolver o sistema das seguintes

equacoes:
8Qn(p,a,9,7) — O
op ’
aQﬂ(p’a79a7) — 0
O ’
8Qn(p’a7 0’7) _
50 =0e
0@n(p: 2, 0,7) _

oy
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em que os valores das derivadas parciais encontram-se no Apéndice B.

Dessa forma, resolvendo o sistema de equacoes acima, tem-se que

n (Ba+63+9) | | (Ba+6949)
P 1= { [X’f ~06+9) 6(6+4) “]}
— A . :

n _ (Ba+ady+79)
Zt=2 [Xt—l é(é-l-’?)i

4— (P — 1) Xho(Xe — pXi1) . A(p— 1)

O(n—1) 02(0+74)

5 —02yp o Xy + P02 0, Xy — Ba(p— D(n — 1)

B éZ?:2 X — ﬁéZ?:2 Xia+(p-1@E+1)(n—-1)

Note que nao foi possivel isolar o # na equagao acima.

4.3 Método Gaussiano

O método de estimacao Gaussiano foi proposto por Whittle em 1961 e é empregado
para se obter estimadores aproximados dos parametros desconhecidos do modelo estudado.
Tal aproximacao ¢ realizada através da verossimilhanga Gaussiana, mas sem que haja a

suposicao de normalidade dos dados.

Esse método foi estudado por Crowder® (1985) com aplicacio a dados binarios
correlacionados. Em seu trabalho, o autor mostrou que, até mesmo para observacoes com
distribuicao tao distante da curva Gaussiana quanto dados binarios, o método Gaussiano

apresentou bons resultados.

A ferramenta em questao também ja foi utilizada na estimacao dos parametros
desconhecidos de alguns processos autorregressivos de primeira ordem, dentre os quais
pode-se destacar o modelo Lindley autorregressivo proposto por Popovic e Bakouch!™”

(2016) e o processo Gama-Lindley autorregressivo desenvolvido por 5] em 2021.

Dessa forma, com o intuito de se obter estimadores dos parametros do processo atra-
vés do método de estimacao Gaussiano, considere a fungao de verossimilhanga condicional

do modelo proposto
n

L(pa a7977) = H f($t|$t—l>'

t=2
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Substituindo f(x;|z;—;) pela densidade da distribui¢do normal, tem-se que

Logo, a fun¢ao de log-verossimilhanga serda dada por:
-n 13N [(2y — phay )?
l(pv «, 077) = TIOg(2W> - 5 Z [W + log(ng)] )
t=2 O'm

em que, por definicdo do método, as quantidades p,, = E(X{|X;—1 = z;1) e ait =
Var(X;|X;_1 = x;_1) sdo respectivamente obtidas a partir das Equagoes (3.4) e (3.5) ao se

tomar k£ = 0.

Dessa forma, os estimadores sao obtidos como solucao do sistema de equagoes

Ollp,.0,7) _
o)) -
al<p7a7977) _ 0
o -
l(p,a,0,v)
— 0 Oe
Ollp, . 0.7) _
oy -
em que
13 (1—p)(la+ ay+7) ?
l(p7a707/y) IOg 27T 2 Z; [xt PTt—1 0(0 +’Y)

y [ 62(0 + 7)? ]
(1= p?)[02ay + 0o+ 27) +42(a? + a + 1)]
n—1. {(1 — P)02ay + 0a +27) +9*(@® +a + 1)]}
2 8 62(0 + )2 '

Dada a alta extensao das derivadas parciais presentes no sistema apresentado, as

mesmas nao serao expostas no presente trabalho.

4.4 Resultados das Estimacdes

O método de Monte Carlo foi utilizado para avaliar a performance dos estimadores
obtidos através dos métodos de minimos quadrados condicionais e Gaussiano do processo
autorregressivo de ordem 1 com distribuicao marginal Lindley Generalizada. Para tanto,

foram realizadas 1000 réplicas de Monte Carlo, para trés diferentes tamanhos amostrais
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n = {100, 250, 500} e cinco diferentes cendrios, em que tanto os tamanhos amostrais quanto

os cendrios escolhidos foram definidos de maneira arbitraria.

Em cada um dos cenarios abordados, os valores dos parametros «, 6 e v foram
mantidos constantes enquanto p assumiu os valores 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9, para que se
possa avaliar a influéncia da variagao de p ao manter os demais parametros constantes. Os

resultados obtidos encontram-se resumidos nas Tabelas 1 e 2.

No que diz respeito as estimativas encontradas através do método de mqc, é notorio
que o p foi subestimado em todos os cenarios avaliados, ou seja, as estimativas médias do
p foram inferiores ao seu valor real. Apesar disso, seu erro quadratico médio foi inferior a

0.01 em todos os casos observados e decai conforme o tamanho amostral aumenta.

Em oposigdo ao que se verifica em p, os demais parametros (a, 0 e ) tém viés
médio positivo, ou seja, suas estimativas médias sao superestimadas em todos os cendrios.
Além disso, o erro quadratico médio dos pardmetros «, 6 e v tende a diminuir conforme o
tamanho amostral aumenta. Em dois casos especificos, o EQM do 6 aumenta juntamente
com o n, mas é um aumento notado apenas na terceira casa decimal. Algo similar ocorre
com o -, sendo dois leves aumentos na terceira casa decimal do seu erro quadratico médio

e um na quarta.

Ja com relagao aos resultados obtidos por meio do método Gaussiano, tem-se que,
similarmente ao que foi observado para o método de minimos quadrados condicionais,
o valor de p foi subestimado em todas as simulagbes desenvolvidas. Ademais, seu erro
quadratico médio diminui a medida que o tamanho amostral aumenta, de forma tal que o
maior EQM observado (0.0205) ocorre em n = 100.

Assim como o que se destacou para p, as estimativas médias dos parametros «,
f e v de acordo com o método Gaussiano comportam-se de maneira semelhante aquelas
obtidas por minimos quadrados condicionais. Em que 6 e v sao superestimados em todos
0s cenarios observados enquanto a apresenta viés positivo na maioria das simulagoes

realizadas.

Apesar do erro quadratico médio dos trés ultimos pardmetros apresentar uma
tendéncia a decair ao passo que o tamanho amostral ¢ acrescido de algumas dezenas
de unidades, pode-se notar que tal medida cresce em conjunto com n em alguns casos

especificos.

Nesse sentido, percebe-se que os erros quadraticos médios de « sofre um aumento na
segunda casa decimal, de 6 tem um acréscimo na terceira casa decimal e o de v apresenta
quatro pequenos acréscimos. E importante ressaltar que os valores representados por
"—"indicam os cenarios em que nao se foi possivel obter as estimativas dos parametros

através do método Gaussiano.

Tendo em vista tudo o que foi exposto, o método de estimacao de minimos quadrados
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condicionais se mostrou mais indicado que o método Gaussiano para a obtencao das
estimativas dos pardmetros do modelo aqui estudado. Uma vez que, além do método
Gaussiano nao apresentar consisténcia para trés dos quatro parametros do processo, seu
tempo de execucgao para valores de p superiores a 0.5 foi tao elevado que impossibilitou
a obtencao de resultados para quase todos os cendrios em que p > 0.5. Apesar disso, é
valido ressaltar que ambos os métodos apresentaram alguns erros quadraticos médios um

pouco elevados.
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Tabela 1 — Estimativa e Erro Quadratico Médio dos parametros do modelo LGAR sob o

método de Minimos Quadrados Condicionais

Cenarios n 0 & 6 4
100 0.0853 3.3167 2.6260 1.0596
(0.0094) (1.7405) (0.4009) (0.3134)
250 0.0935 3.3122 2.6261 1.0589
(0.1,2,2,0.5)
(0.0042) (1.7245) (0.3960) (0.3124)
500 0.096 3.3104 2.6293 1.0585
(0.002) (1.7185) (0.3978) (0.3119)
100 0.2832 2.8850 3.1275 0.9785
(0.0094) (0.8002) (1.2922) (0.2296)
250 0.2933 2.8832 3.1321 0.9781
(0.3,2,2,0.5)
(0.0036) (0.7869) (1.2903) (0.2289)
500 0.2977 2.8789 3.1365 0.9773
(0.0017) (0.7760) (1.2959) (0.2279)
100 0.4767 2.4051 3.5929 0.8906
(0.0076) (0.2126) (2.5754) (0.1541)
250 0.4919 2.4254 3.5922 0.8938
(0.5,2,2,0.5)
(0.0031) (0.1977) (2.5500) (0.1556)
500 0.4961 2.4184 3.5873 0.8928
(0.0015) (0.1845) (2.5274) (0.1546)
100 0.6684 2.0397 3.9071 0.8243
(0.005) (0.1025) (3.7293) (0.1085)
250 0.6849 2.0657 3.8833 0.8292
(0.7,2,2,0.5)
(0.0021) (0.0438) (3.5833) (0.1097)
500 0.6925 2.0702 3.8591 0.8305
(0.001) (0.0260) (3.4710) (0.1098)
100 0.8289 2.1999 3.7778 0.8529
(0.0066) (0.2657) (3.3768) (0.1322)
250 0.8599 2.1886 3.7938 0.8508
(0.9,2,2,0.5)
(0.0022) (0.1745) (3.3474) (0.1277)
500 0.8724 2.1837 3.7883 0.8503
(0.0011) (0.0948) (3.2459) (0.1247)
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Tabela 2 — Estimativa e Erro Quadratico Médio dos parametros do modelo GLAR sob o

método Gaussiano

Cenérios n D & 6 o
100 0.0869 3.5774 2.7627 0.7746

(0.0090) (2.5883) (0.6085) (0.1579)

250 0.0942 3.5596 2.7562 0.7871

01,2,2,05) (0.0041) (2.4867) (0.5842) (0.1299)
U 500 0.0956 3.5546 2.7626 0.7974
(0.0018) (2.4426) (0.5883) (0.1102)

100 0.2530 2.6157 2.8803 1.2023

(0.0085) (0.5751) (0.8542) (0.5792)

250 0.2789 2.5579 2.8644 1.2571

(03,2,2,05) (0.0034) (0.3853) (0.7749) (0.6072)
R 500 0.2892 2.5104 2.8334 1.2896
(0.0016) (0.3021) (0.7123) (0.6423)

100 0.3819 1.8846 3.0321 1.2477

(0.0205) (0.2552) (1.2745) (0.6423)

250 0.4241 1.8665 2.9753 1.29678

(05.2,2,05) (0.0076) (0.1138) (1.0396) (0.6706)
R 500 0.4783 1.6572 2.7579 1.4364
(0.0029) (0.1659) (0.6227) (0.8948)

100 0.6094 1.8594 3.4496 1.0432

(0.0122) (0.2614) (2.4323) (0.3983)

250 - - - _

(0.7,2,2,0.5) - a a a
500 - - — —

100 — - - -

250 - - - -

(0.9,2,2,0.5) a B a B

500
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5 Aplicacao a dados reais

Resumo

Neste capitulo, uma aplicacao a dados reais foi realizada para avaliar o desempenho do
processo proposto quando comparado a outros seis processos de caracteristicas semelhantes
conhecidos na literatura. Os modelos candidatos e os critério de comparacao sao apresen-
tados. Por fim, levando-se em consideracao o critério de informacao de Akaike e o critério
de informacao Bayesiano, o modelo aqui proposto obteve resultados superiores aos demais

modelos.

Palavras-chave: Aplicagao a dados reais, critério de informacao de Akaike, critério de

informacgao Bayesiano.

5.1 Introducao

Ao propor um novo modelo, é indispensavel avaliar o seu desempenho em aplicagoes
a dados reais com relagao a outros modelos previamente estabelecidos na literatura, com
o intuito de mostrar a sua relevancia na area. Desse modo, trés aplicacoes a dados reais
foram realizadas e o ajuste ofertado pelo modelo proposto foi comparado ao ajuste obtido

através de outros 7 processos autorregressivos de primeira ordem.

Na escolha do melhor modelo, levou-se em consideracao tanto a qualidade dos
ajustes quanto a complexidade dos processos avaliados. Por complexidade, entenda a
quantidade de parametros presente no processo, ou seja, quanto maior o tamanho do
vetor paramétrico, maior a complexidade do modelo. Dessa forma, o objetivo é escolher
o processo que com a menor complexidade possivel ofereca o melhor ajuste. Para tanto,
dois critérios de comparacao foram escolhidos de forma tal que a qualidade de ajuste do

modelo em questao sofre penalidades de acordo com o seu nimero de parametros.

5.2 Modelos candidatos

21 em 1980 e cuja funcdo de log-

e Processo EAR(1) proposto por Gaver e Lewis
verossimilhanca gaussiana, necessaria para a estimacao dos parametros na aplicacao

a dados reais, é dada por

n 1 A2 1—p\? 1 — p2
9. = ~Tiog(2m) 33 [ 2 (51— pms ~ 152) 105 (1525
t=2
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2l em 1980 e cuja funcdo de log-

« Processo GAR(1) proposto por Gaver e Lewis
verossimilhancga gaussiana, necessaria para a estimacao dos parametros na aplicacao

a dados reais, é dada por

n " A2 k(1—p)\" k(1 — p?)
lp, N\ k)= —=log(2m)—= —_— —pry — ————= 1 — .
(p, A, k) 9 og(2m) 2; {k(l ey (3715 PTi—1 \ + log \2

22] em 1999 e cuja funcao

Processo IGAR(1) proposto por Abraham e Balakrishna
de log-verossimilhanca gaussiana, necessaria para a estimacao dos parametros na
aplicagao a dados reais, ¢ dada por
Lpupi \) = ~log(2m) 23" [ A (1= pyy + log 1220

= ——log(27m)—= (v — pry1 — (1 — og| ——= || .

2 t=2

Processo GLAR(1) proposto por Jose e Thomas®

em 2011 e cuja funcao de log-
verossimilhanca gaussiana, necessaria para a estimagao dos parametros na aplicacao

a dados reais, é dada por

l(p,0,k,0,7) = ——log (2m)— ;é [ T (fx_tplz)_(izl;gz;y) + log (7‘(1 — )V + 02)” ,

em ueu—a<1—k>

Processo LAR(1) proposto por Popovic e Bakouch!™ em 2016 e cuja funcao de log-
verossimilhancga gaussiana, necessaria para a estimacao dos parametros na aplicacao

a dados reais, é dada por

l(p, A) = — Slog(27)

B 2
i MOFL [ —proa = BEEP) (10 44+ 2)
= (1—p?)(N24+4X+2) A2(A+1)2

l\'”'—‘ 1\3\3

Processo GalLAR(1) proposto por Mello, Lima e Nascimento!?”!

em 2021 e cuja
fungao de log-verossimilhanga gaussiana, necessaria para a estimacao dos parametros

na aplicacao a dados reais, ¢ dada por

l(p, A, B) = — Slog(2r) ;Z (xt O p);;ﬁ(i +>\§\) - A))

" ( A232(1 4+ N) )
[—(=28X+ X)2+262(1 4+ 3X\) — 28(6A — 362 + 2A2)] (1 — p?)
[—(=2BX+ X)2 +282(1 + 3)\) — 28(BX — 3BA2 4+ 2X%)] (1 — p?)
+ (n - 1)10g ( /\252(1 +A)2 ) )
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5.3 Critérios de comparacao

Ao ajustar diferentes modelos a um mesmo banco de dados, é necessario que
haja uma forma previamente definida de se estabelecer qual deles apresentou resultados
superiores. Nesse sentido, diversos critérios de comparacao foram desenvolvidos ao longo
das décadas, em que cada um deles pode levar em consideragao diferentes caracteristicas

dos modelos testados.

Comumente, os critérios de comparagao mais utilizados favorecem modelos mais
parcimoniosos no que diz respeito a qualidade do ajuste e ao seu niimero de parametros.
Dito isso, os critérios aqui empregados foram o critério de informagao de Akaike (AIC)
proposto por Hirotugu Akaike e o critério de informagao Bayesiano (BIC) proposto por

Gideon Schwarz.

Ambos os métodos citados estimam a quantidade de informacao perdida pelo
modelo testado através do valor maximo da funcao de verossimilhanga. Como consequéncia
direta, buscamos pelos menores valores do AIC e BIC pois quanto menor for a parcela de

informacgao perdida melhor serd o modelo em questao.

Apesar disso, como o aumento da verossimilhanca pode ser acarretado apenas
pelo acréscimo de parametros, os dois critérios mencionados penalizam a quantidade de

pardmetros presentes no modelo. Dito isso, o AIC é calculado através de
AIC = 2p — 2log(L),

e o BIC ¢é dado por

BIC = plog(n) — 2log(L),

em que p é o numero de parametros, o L representa o valor maximo da funcao de

verossimilhanca e n é o tamanho amostral.

5.4 Aplicacao a dados reais

O conjunto de dados utilizado na aplicacao diz respeito as medigoes anuais, em
pés, do nivel do Lago Huron entre os anos de 1875 e 1972. Ele é o segundo maior lago
dentre os cinco grandes lagos localizados na américa do norte, entre Canada e Estados
Unidos, sendo que ele tem a maior margem dentre os cinco. Tal lago prové alimentacao,
recreacao e agua para consumo pessoal para aproximadamente 3 milhoes de pessoas na
américa do norte e abriga varias plantas e animais raros e ameagados de extin¢ao. Além
disso, ele é conhecido pela sua agua clara e turquesa e por ter um por do sol que é dito ser

um dos mais bonitos do mundo.

O banco em questao foi extensamente estudado ao longo das tltimas décadas,

dentre outros artigos, pode-se destacar as abordagens feitas por Brockwell e Davis®” em
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1991, Fraccaro, Hyndman e Veevers®! em 2000, Karaman e Altiok®” em 2004, Cheng et.

(25]

al. em 2021 e Mello, Lima e Nascimento em 2021. Tais observagoes sao apresentadas

na Figura 3.

Nivel
578 &79 580 £81 582
| | | | |

577
l

576
l

I I I I I
1880 1900 1920 1940 1960

Ano

Figura 3 — Nivel do Lago Huron entre os anos de 1875 e 1972.

O grafico presente na Figura 4a mostra que a act do nivel do Lago Huron possui
um decaimento lento e exponencial. Ja na Figura 4b, tem-se que apesar da pacf apresentar
um grande corte apo6s o lag 1, o ultimo lag significativo é o 2. Portanto, ha fortes indicios

de que um AR(1) ou AR(2) ofereceriam bons ajustes para a série em questao.
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Figura 4 — Fungoes de autocorrelagao (a) e autocorrelagao parcial (b) dos dados analisados.

A Tabela 3 contém os resultados dos critérios de comparacao escolhidos para cada

um dos modelos ajustados. Nela, é possivel notar que o modelo aqui proposto apresentou
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resultados superiores aos demais concorrentes, uma vez que suas medidas em ambos
critérios de informacao foram inferiores as medidas dos processos restantes. Além disso, o
modelo que obteve desempenho mais préximo do LGAR(1) foi o GaLLAR(1), em que a
diferenca de performance entre o primeiro e o tltimo ocorre na segunda casa decimal tanto
do critério de informacao de Akaike quanto do critério de informagao Bayesiano. Note que,
apesar do modelo GaLLAR(1) possuir um pardmetro a menos que o processo aqui proposto,
o LGAR(1) possui funcao densidade de probabilidade exata enquanto que a densidade do
modelo GaLAR(1) é aproximada, o que pode justificar a escolha do processo LGAR(1)

em detrimento do outro.

Modelo AIC BIC
LGAR(1) 226.054 233.809
EAR(1) 293.432 301.187
GAR(1) 229.435 237.189
IGAR(1) 289.516 297.270
GLAR(1) 255.687 263.442
LAR(1) 234.682 242.437
GaLAR(1) 226.097 233.851

Tabela 3 — Critérios de comparacao para a aplicagao 1
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6 Conclusao

No presente trabalho, um novo processo autorregressivo de primeira ordem foi
proposto, o qual possui como marginal a distribui¢ao Lindley Generalizada. A distribuicao
marginal escolhida, cuja densidade é obtida a partir da mistura das distribui¢des Gama(c, 6)
e Gama(a + 1, 0), foi estudada e suas principais caracteristicas foram apresentadas. Além
disso, a transformada de Laplace de uma variavel aleatoria X com distribuicao Lindley
Generalizada foi desenvolvida para viabilizar a resolucao de outras medidas obtidas ao

longo do trabalho.

Em seguida, o processo LGAR(1) foi apresentado e a fungao densidade de probabi-
lidade para a sequéncia de erros aleatérios associados a tal modelo foi obtida. Algumas
propriedades estatisticas do modelo LGAR(1) foram desenvolvidas. Dessa forma, foram
apresentadas formulas fechadas para esperanca e variancia condicionais k passos a frente,
distribui¢ao conjunta de um vetor aleatério bidimensional do processo e densidade espectral.
Além disso, as func¢oes de autocorrelagao e autocorrelagao parcial foram graficamente

analisadas.

Duas abordagens distintas foram utilizadas na estimagao dos pardmetros do modelo
estudado. Assim, os parametros do processo aqui proposto foram estimados através do
método Gaussiano e do método de minimos quadrados condicionais. Simulacoes de Monte
Carlo foram desenvolvidas para avaliar a qualidade dos estimadores obtidos. O método de
mqc apresentou resultados superiores, ao passo que nao foi possivel obter as estimativas
dos parametros em todos os cenarios avaliados através do método Gaussiano, tendo em

vista o alto tempo computacional exigido.

Por fim, uma aplicacdo a dados reais foi realizada utilizando um conjunto de dados
muito utilizado na literatura, a saber, as medi¢oes do nivel do Lago Huron. Os critérios de
comparacao escolhidos foram o AIC e o BIC. Com relacao a ambos critérios, o modelo

proposto ofereceu ajustes superiores a outros seis processos autorregressivos de ordem um.

6.1 Trabalhos Futuros

Dentre os topicos que nao foram abordados no presente trabalho, mas que seria

interessante estudar, podem-se elencar:

1. Estudar as Run Probabilities;

2. Otimizar o c6digo desenvolvido para as simulagoes com o intuito de diminuir o tempo

de execucao e possibilitar a obten¢do das estimativas nao encontradas no Capitulo 4;
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3. Averiguar outros métodos de estimagao dos pardmetros do processo LGAR(1);

4. Examinar o comportamento do modelo proposto em outros tipos de dados além dos

que foram abordados no Capitulo 5.
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APENDICE A - Proposicio 3

Neste apéndice, consta a demonstracao da Proposicao 3 apresentada no capitulo 3.

Para se obter uma func¢ao que represente a distribuigao dos erros aleatérios, aplicou-
se a transformada inversa de Laplace na fungao ¢, (s) dada pela equacao 3.3. Nesse sentido,
seja L£;'[f(s)](z) a transformada inversa de Laplace de f(s) com relagdo a s. A funcao

densidade de probabilidade dos erros sera dada por

L7 [60(8)] () = £ | U1 H 9O ps)aﬂ] (@)

(0 + v+ ps)(0 + s)o+!
_ 1| OO+ ps)* s(0 + ps)*tt ]()
C O+ )+ )T T (O 4 ps)(6 + 5)
o e e s S S B )
- -(0+7+ps)(9+5)a“]( )+ L [(9+’y+ps)(9+s)““]()

=L [C1] (2) + L7 [Co] (w)

Em seguida, aplica-se o mecanismo de fragoes parciais nos temos C e Cj.

Termo C; :
o = O+ 70+ ps)*
L Oyt ps)(O+ )7
A* B* c*

- 0+ v+ ps + 0+ s + (0 + s)otl
_ A0+ )+ B0+ + ps)(0 +5)* + C*(0 + 4 + ps)
(0 + v+ ps)(0+ s)tt

SO+ ) O+ ps) T = A0+ 5) T+ B0+ + ps)(0 + 5)7 + CT(0 + 7y + ps).

Para s = —6, encontra-se

(0-+7)(0— 0p)"

C* =
0+~ —6p)

—(0+7)

Se s = , tem-se que

. (OF7)(=py)t!

~ (0p— 0 — )t

Considerando s = 0, encontra-se B* em funcao de A* e C* de tal forma que

- Qa+1(9 + ’Y) _ A*0a+1 _ C*(Q + ’7)

B*
0 (0 + )




93

Termo C, :

s(0 + ps)*t!
07+ ps)(0+ )7
D E* F*
B 9+7+ps+9—|—s+ (0 + s)otl
D0+ 5)* T+ EF (04 v+ ps)(0 4 5) 4+ F*(0 + 7 + ps)
B (0 + v + ps)(0 + s)>+1

Cy =

2804 ps)* ™ = DO 4 )T+ EX (0 + ps)(0 + 5)* + F*(0 + v + ps).

Para s = —6, tem-se que
_ pa+2 - a+1
[ 6°2(1 — p)
0+~—06p
—(f
Para s = 0+ 7>’
p
o = (FVTO )y

(6p — 0 — )+
E para s = 0, encontra-se E* em funcao de D* e " como mostrado a seguir

e )
E* = .
02(0 + )

Dessa forma, ¢.(s) pode ser escrita como

A+ D* +B*+E*+ C* + F*
O+ +ps O+s (0 + s)ot+l’

e(s)

Consequentemente, retomando a transformada inversa de Laplace, tem-se que

1
0+ + ps

| @)

£ 6000 (o) =+ D)7 | e

] (@) + (B + E)LC! {

L+ P [1] (2)

(0 + s)ott
e—(9+w)x s Oz
—(A* D* B* E* —0z C* 22 P
(A4 D) (B4 B 4 (O 4+ F)
\ O0+y p 0 gott ) Ala+1)

Renomeando os pesos para simplificar a expressao dada acima, obtém-se que a
funcao densidade de probabilidade aproximada dos erros é dada por

—(0+y)z

_ 4B t+r)e bu
fe(x)=A P + BOe 7 + C NEESR

€a+1$a679x




em que

A* + D*
A:;

0+~

B4+ E

9a+1

)

o4
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APENDICE B — Método de estimacio dos

minimos quadrados condicionais

Para encontrar os estimadores dos pardmetros do processo LGAR(1) pelo mé-

todo dos minimos quadrados condicionais, precisa-se solucionar o sistema de equagoes
!/

<0Qn(p,oz, 0,7) 0Qu(p,a,0,7) 9Qn(p,a,0,7) 3Qn(p,a70,7)> —(0,0,0,0Y em que

op ’ O ’ 00 ’ oy
" (p—1)(0a+ay+7)]"
,0 X . B.1

Dessa forma, as derivadas parciais de primeira ordem da equacao B.1 sao dadas

por:

0Qu(p,a,0.7) [y (p — 1) (0 + ay +7)
o 4 [Xt P T o) ]
y [Qa +ay+y ]
06 +~) e
0Qn(p, v, 0,7) ! (p—D(la+ay+7)| (p—1)
da =22 lXt RSl (0 + ) 1 o
oQn(p,a,0,7) & (p—1D(0a+ay+7)
00l lXt el 00 +7) ]
o o= D0a(0® +07) — (b + ay +7)(20 + 7)] .
02(0 + )
0Qu(p, . 0,7) < 3 (p—1)(fa+ay+7)
TR [Xt P 00 +7) 1
y {(p— D[(a+1)(6* + 0y) — 0(0a + ay +7)J}
02(0 + )2

Igualando a zero a derivada parcial de primeira ordem de Q,(p, a, 0, ) com relacao
a p e resolvendo para p, tem-se que
n _ (fa+ad+d)
S - S
(0a+a4+9) 2

Z?:Q |:th - W

(0a+a4+7)
=) Xt‘l] }

p=

8 n Y 767 4
Fazendo ¢ (paoz 7) = 0, obtém-se que
!

(p—1)Xia(Xe — pXi 1) ﬁ(ﬁ
é2(

& = D
O(n—1) +4)



Ao resolver a quarta equacao do sistema, encontra-se

—2y X 4+ p02 Y, X —Ba(p—1)(n—1)
0> o Xe —poY o Xe i+ (p—1)(a+1)(n—1)

4 =

Para a terceira equacao, tem-se que

0Qn(p, . 0,7) _
00

(000 +7)] 7 [ab?(0 +7)*(p — 1) X,
t=2

=00 +7)(p— 1)(0a + ay +7)(20 + )X

= pat®(0 +7)*(p — 1) X

+p0(0 +7)(p — 1) (0 + ay +7)(20 + 7) Xy
+ad(@+)(p—1)*Oa+ ay+7)

— (20 +7)(p — 1)* (B + ay + )7,

mas nao é possivel isolar 6 em funcao dos demais parametros.

o6



o7

APENDICE C - Transformada de Laplace
condicional de X, dado X; 1

Neste apéndice, consta a demonstracao do Corolario 1 apresentada no capitulo 3.

Primeiramente, sabe-se que

¢Xt+k\Xz—1:xt—1(S) = E[GXP(_SXt+k>|Xt—1 = xt—l]

k
=E [exp (‘3 (10k+1Xt—1 + Zpk_%tﬂ‘)) | X1 = $t—1]

i=0
k
=FE [exp (—spkﬂxt,l) exp <—s > pkiatﬂ-)]
=0
= exp ( o, 1) H E [GXP ( AEt-&-i)}
=0
k
= &Xp ( xt 1) H ¢€
=0
EL Oy spht (64 sphr\ T
:exp< Hag- 1)}:[0 0+~ + sph- z+1<6+8pki)
Y+ 0+s 6+ sph+1\ >
_eXp xtl v 40 + sphtt 0+ s '

Portanto,

¢ (s) = exp(=sp*a 1) (v + 60 + 5)(0 + spF) !
Xern|Xt—1=zt 1 (’}/-i- 0+ Spk'H)(@ + S)a—H )
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