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RESUMO

Os logaritmos desempenham um papel fundamental na Matematica, com aplicacdes
em diversas areas do conhecimento, como em Fisica e Engenharia. No contexto do
ensino, o entendimento profundo desse conceito é essencial para a formacéo de
professores de Matemética. A escolha do tema deste trabalho se justifica pela
necessidade de avaliar o conhecimento sobre logaritmos entre os licenciados em
Matematica, visto que a compreensao inadequada desse tOpico pode impactar a
gualidade do ensino nas escolas. Este trabalho tem como objetivo geral analisar o
nivel de conhecimento sobre logaritmos entre estudantes dos periodos finais do curso
de Licenciatura em Matematica do Centro Académico do Agreste (CAA) da
Universidade Federal de Pernambuco (UFPE). A pesquisa foi conduzida com 15
licenciandos, por meio da aplicacéo de dois questionarios. O primeiro questionario, de
natureza diagndstica, investigou o histérico de estudo dos logaritmos e a
autopercepcao dos estudantes sobre sua capacidade de ensinar o tema. O segundo
guestionario foi pratico, composto por cinco questdes que avaliaram a aplicacdo do
conceito de logaritmos. Os resultados indicaram que, embora 0s estudantes tenham
tido contato com o tema durante sua formacao, muitos ainda enfrentam dificuldades
em resolver questdes basicas sobre logaritmos. Isso revela uma lacuna no processo
de ensino-aprendizagem, destacando a importancia de fortalecer a formacao dos
futuros professores nesse tema relevante da Matematica. Para melhorar a qualidade
do ensino de Matematica nas escolas, este estudo sugere uma abordagem mais
pratica e eficaz no ensino dos logaritmos durante a licenciatura, além de uma maior

énfase na inter-relagé@o entre teoria e pratica.

Palavras-chave: Logaritmos; Formacao de professores; Avaliacdo do conhecimento;

Ensino de Matemaética.



ABSTRACT

Logarithms play a fundamental role in Mathematics, with applications in several areas
of knowledge, such as Physics and Engineering. In the context of teaching, a deep
understanding of this concept is essential for the training of Mathematics teachers. The
choice of the topic of this work is justified by the need to assess the knowledge about
logarithms among Mathematics graduates, since an inadequate understanding of this
topic can impact the quality of teaching in schools. The general objective of this work
is to analyze the level of knowledge about logarithms among students in the final
periods of the Mathematics Degree course at the Agreste Academic Center (CAA) of
the Federal University of Pernambuco (UFPE). The research was conducted with 15
undergraduate students, through the application of two questionnaires. The first
guestionnaire, of a diagnostic nature, investigated the history of study of logarithms
and the students' self-perception of their ability to teach the subject. The second
guestionnaire was practical, consisting of five questions that assessed the application
of the concept of logarithms. The results indicated that, although students have had
contact with the topic during their training, many still face difficulties in solving basic
guestions about logarithms. This reveals a gap in the teaching-learning process,
highlighting the importance of strengthening the training of future teachers in this
relevant topic of Mathematics. To improve the quality of Mathematics teaching in
schools, this study suggests a more practical and effective approach in teaching
logarithms during undergraduate courses, in addition to a greater emphasis on the

interrelationship between theory and practice.

Keywords: Logarithms; Teacher training; Knowledge assessment; Mathematics

education.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos logaritmos possui um papel importante no ensino da Matematica,
dada sua relevancia tanto para éreas cientificas quanto para a formacao de futuros
professores. Apesar de sua importancia, o ensino desse conceito tem se revelado
desafiador, especialmente no contexto da educacdo basica e superior. Muitos
estudantes demonstram dificuldades em compreender e utilizar corretamente 0s
logaritmos, o que levanta questdes sobre a eficAcia das metodologias de ensino
utilizadas. Assim, compreender essas dificuldades é essencial para aprimorar a
formacao de professores de Matemética, preparando-os para ensinar com clareza e
eficiéncia este importante conteddo. Neste trabalho, investigaremos as lacunas no
conhecimento sobre logaritmos entre licenciandos do curso de Matematica da UFPE,
especificamente entre alunos dos periodos finais, a fim de propor solugdes para um
ensino mais eficaz.

Diante desse contexto, este estudo busca responder a seguinte questao: Quais
sdo as principais dificuldades enfrentadas pelos licenciandos do curso de Matemética
do Centro Académico do Agreste (CAA) na compreensado e ensino dos logaritmos?
Esta pesquisa pretende identificar os desafios conceituais e praticos relacionados ao
ensino de logaritmos e como essas dificuldades podem impactar a autopercepc¢éo dos
futuros professores quanto a sua capacidade de ensinar esse conteldo de maneira
eficaz.

Ao iniciar meus estudos no ensino médio, especificamente no segundo ano,
tive meu primeiro contato com o tema dos logaritmos. Na ocasido, o professor
mencionou que se tratava de um assunto previsto para o primeiro ano, e que abordaria
de maneira breve como um complemento. A apresentacdo do conteudo foi
predominantemente aritmética e, de certa forma, exaustiva. Senti que faltava um
contexto historico mais abrangente e uma introdugédo adequada ao tema.

Anos mais tarde, ja tendo concluido o ensino médio, me deparei com o livro
"Matematica: Ciéncia e Aplicacdes” do lezzi et al. (2004). Esse livro apresentou uma
introducdo a histéria dos logaritmos e incluia um apéndice no final do capitulo
explicando como utilizar a tabua de logaritmos de base 10, além de detalhar a
caracteristica e a mantissa de um logaritmo decimal. Foi nesse momento que meu
interesse pela historia dos logaritmos se consolidou, influenciando diretamente a

escolha do tema para meu trabalho de conclusdo de curso, ainda antes de iniciar a
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licenciatura em Matematica. A decisdo de acrescentar uma abordagem historica no
TCC surgiu do desejo de compreender de forma mais aprofundada o contexto e a
relevancia dos logaritmos no periodo em que foram desenvolvidos, além de explorar
suas aplicacdes ao longo do tempo. Essa busca por respostas conferiu um significado
especial ao trabalho, além de proporcionar maior clareza sobre o tema, espero que
esta pesquisa também seja util para outros que compartihem dessas mesmas
davidas. O estudo da historia dos logaritmos ndo apenas amplia o entendimento dessa
ferramenta essencial, mas também contribui para humanizar e contextualizar a
matematica, desafiando percepcdes negativas sobre a disciplina. A histéria da
matematica é essencial para dar contexto e tornar a disciplina mais acessivel,
ajudando a corrigir a percep¢ao negativa que muitos estudantes possuem, conforme

argumenta Maor (2006) em seu livro "e: A Historia de um NUmero".

Como uma pessoa que aprendeu matematica em todos os niveis
universitarios, estou ciente da atitude negativa de muitos estudantes
em relagdo a esta disciplina. Existem varios motivos para isso, sendo
um deles o modo esotérico e seco com que o tema é ensinado. Temos
a propensdo de sobrecarregar nossos estudantes com formulas,
definigcbes, teoremas e demonstra¢des, mas raramente mencionamos
a evolucao histérica desses fatos, deixando a impresséo de que eles
foram entregues a humanidade como os Dez Mandamentos, por
alguma autoridade divina. A histéria da matematica € uma boa
maneira de corrigir essa impressao. (Maor, 2006, p. 14).

Além disso, o conhecimento histérico € fundamental para o professor de
Matematica, pois permite tornar as aulas mais interessantes e engajadoras para 0s
alunos, dando um significado maior e tornando a disciplina mais atrativa, como afirma
Cajori (2007):

Uma outra razéo para o estudo da histéria da Matematica € o valor do
conhecimento histérico para o professor de Matematica. O interesse
dos alunos em seus estudos pode ser significativamente aumentado
se a solugdo dos problemas e a fria l6gica das demonstracdes forem
temperadas com anedotas e notas histdricas. (Cajori, 2007, p.18).

Compreender as dificuldades enfrentadas pelos licenciandos no ensino dos
logaritmos € essencial para aprimorar a formacao docente e, consequentemente, a

aprendizagem dos alunos. Tais dificuldades ndo se restringem apenas a compreensao



18

conceitual, mas também se estendem a capacidade de transmitir o contetudo de forma
eficaz.

No entanto, estudos indicam que muitos estudantes enfrentam dificuldades nao
apenas em compreender plenamente o conteddo, mas também em transmiti-lo de
maneira clara, o que pode impactar diretamente a forma como o tema é abordado em
sala de aula. Para enriquecer essa discussao, € fundamental considerar abordagens
didaticas que possam trazer solucdes para esses obstaculos.

Forest (2014), por exemplo, discute que o ensino tradicional de logaritmos,
focado em definicbes formais e exercicios repetitivos, ndo engaja suficientemente os
alunos e néo contribui para o desenvolvimento de um entendimento profundo do tema.
Em contrapartida, o autor propde o uso da Resolucdo de Problemas como uma
abordagem mais dindmica e eficaz.

Ademais, Andrade (2023) destaca a importancia de explorar o uso de
logaritmos em areas emergentes e contextos praticos, como ciéncia de dados e
fenbmenos naturais, conectando teoria e préatica. Ele ressalta a diferenca entre
escalas logaritmicas e lineares, enfatizando como os logaritmos podem simplificar
grandes volumes de dados, também relata a importancia da Escala Richter. Andrade
sugere que a introducdo desses conceitos em areas modernas, como inteligéncia
artificial e biologia molecular, poderia aumentar o interesse dos estudantes e
proporcionar uma compreensao mais concreta da relevancia dos logaritmos. Além
disso, o autor sugere que futuros estudos explorem a aplicagdo de escalas
logaritmicas em campos emergentes, ampliando ainda mais o potencial dessa
ferramenta para a compreensao e visualizagdo de dados complexos

Estruturamos nossa pesquisa em oito capitulos. O primeiro capitulo, de
introducéo, fornece uma breve contextualizacdo do tema e do problema de pesquisa,
além de oferecer uma visao geral do trabalho. O Capitulo 2 aborda os objetivos gerais
e especificos da pesquisa, destacando as metas centrais que orientaram o
desenvolvimento do estudo.

O Capitulo 3, intitulado "Logaritmos: Uma Jornada Histdrica”, aborda a
evolucao cientifica dos séculos XVI e XVII, destacando a necessidade crescente de
métodos mais eficientes de calculo para areas como astronomia e navegacao. Neste
contexto, o capitulo explora as contribuicbes de John Napier para a Matematica,
incluindo a construcdo da primeira tabela de logaritmos. Também discute os métodos

matematicos anteriores, como a prostaférese, que inspiraram Napier. Ademais, sao
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apresentadas as contribuicdes de Henry Briggs, que colaborou significativamente para
o desenvolvimento dos logaritmos decimais, facilitando seu uso em calculos praticos.

O Capitulo 4, "O Ensino de Logaritmos e Suas Diretrizes Curriculares", analisa
como o0 ensino dos logaritmos € tratado nas diretrizes educacionais atuais,
especialmente nas orientagdes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e do
Curriculo de Pernambuco (2021) para o Ensino Médio, ele também aborda as
propriedades dos logaritmos a partir do livro "Matematica: Ciéncia e Aplicacdes” do
lezzi et al. (2004) e explora suas aplicagbes préaticas, como em terremotos e na
matematica financeira.

No Capitulo 5, "Abordagens Teoéricas em Mateméatica: Representacdes
Semibticas e Resolucdo de Problemas”, sdo discutidas a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (TRRS), com base na obra Semidsis e Pensamento
Humano de Raymond Duval (2009), e a Didatica da Resolucdo de Problemas, a partir
de Dante (2000). A integracdo dessas abordagens foi fundamental para a analise dos
dados e interpretacdo dos resultados da pesquisa.

No Capitulo 6, "Metodologia", descreve-se a abordagem adotada na pesquisa,
com a aplicacdo de dois questionarios: o Questionario 01, denominado “Diagndstico”,
e 0 Questionario 02, focado em logaritmos. O primeiro teve analise qualiquantitativa,
enquanto o segundo foi analisado de forma quantitativa. Esses instrumentos foram
essenciais para a coleta e discusséo dos dados.

No capitulo 7, A andlise e discussao dos resultados, foram realizadas por meio
de graficos e tabelas, com as respostas sendo examinadas a luz das teorias de Duval
e Dante. Houve uma discussdo aprofundada dos dados obtidos nos questionarios
aplicados.

No Capitulo 8, apresentamos as consideracdes finais, sintetizando as
principais conclusdes da pesquisa, suas implicacdes para o ensino de logaritmos e

oferecendo sugestdes para futuras investigacoes.
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2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

Realizar uma analise do conhecimento de logaritmos dos alunos de licenciatura

em matematica do Centro Académico do Agreste/CAA, nos periodos finais.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Identificar as principais dificuldades dos alunos em relacdo aos conceitos de

logaritmos.

e Analisar o uso de linguagem matematica formal pelos alunos ao explicar
conceitos logaritmicos.

e Avaliar a compreenséao dos alunos sobre a aplicacéo pratica dos logaritmos em
situacBes matematicas e cotidianas.

e Analisar a percep¢ado dos alunos sobre sua propria capacidade de ensinar

logaritmos.
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3 LOGARITMOS: UMA JORNADA HISTORICA

O século XVI e o inicio do século XVII testemunharam uma enorme expansao
do conhecimento cientifico em diversas areas, como geografia, fisica e astronomia.
Durante esse periodo, Nicolau Copérnico (1473-1543) prop0s o sistema heliocéntrico,
revolucionando a compreensédo do universo. Em 1521, a circum-navegacéao do globo
por Ferndo de Magalhdes demonstrou que nenhuma parte do mundo permaneceria
inexplorada. Em 1569, Gerhard Mercator publicou seu aclamado mapa do mundo,
facilitando a navegacédo e o comércio. Na Alemanha, Johannes Kepler formulou suas
trés leis do movimento planetario, aprofundando a compreensdo dos movimentos
celestes.

Esses avancos exigiam uma quantidade crescente de dados numéricos, e 0s
cientistas da época passavam boa parte de seu tempo realizando calculos tediosos.
Havia, portanto, uma necessidade urgente de uma ferramenta que aliviasse esse
fardo. Foi nesse contexto que surgiram os logaritmos, uma invencao que simplificou
enormemente 0s complexos calculos necessarios para as pesquisas cientificas da
época, facilitando a vida dos estudiosos (Maor, 2006).

No século XVI, lidar com potenciacfes, extracdes de raizes e divisbes era uma

tarefa recorrente e desafiadora, como observa Lima (1980),

No fim do século XVI, o desenvolvimento da Astronomia da
Navegacéo exigia longos e laboriosos calculos aritméticos. Um auxilio
precioso ja fora obtido com a recente invencéo das fragdes decimais.
Mesmo assim, achar um método que permitisse efetuar com presteza
multiplicagdes, divisdes, potenciacfes e extracdes de raizes era, nos
anos préximos de 1600, um problema fundamental (Lima,1980, p.1).

Existem dois precursores fundamentais na historia dos logaritmos: o escocés
John Napier (1550-1617), Bar&do de Merchiston, que desenvolveu a primeira tabela de
logaritmos em 1614, por meio de seu trabalho em latim intitulado Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (Descricdo do maravilhoso canone dos logaritmos), e o sui¢co Joost
Bilrgi (1552-1632), fabricante de reldgios, que publicou sua tabela de logaritmos em
Praga, em 1620, no livro Arithmetische und Geometrische Progresss Tabulen
(Tabelas de Progressdes Aritméticas e Geométricas).

Embora tenham trabalhado de forma independente e quase simultanea, suas
abordagens foram distintas: Napier baseou-se em nog¢Bes geométricas, enquanto



22

Burgi utilizou conceitos algébricos. Apesar das semelhancas em seus trabalhos, uma
diferenca notavel € que Napier utilizou a "propor¢cdo comum®, referindo-se a (1 — 10-7)
ou 0,9999999, com seu valor ligeiramente menor do que 1, enquanto Blrgi empregou
(1 + 10%) ou 1,0001, que € um ndamero um pouco maior do que 1. Assim, 0S
logaritmos de Napier decrescem conforme as poténcias aumentam, enquanto os de
Burgi crescem (Boyer, 1996; Cajori, 2007; Maor, 2006).

Conforme apresentado no livro John Napier and the Invention of Logarithms,
1614 de Hobson (2019), h& evidéncias de que Napier ja havia concebido a ideia dos
logaritmos em 1594, vinte anos antes da publicacdo do Canon. Em uma carta de
Kepler, menciona-se que, um escocés, provavelmente Thomas Craig, um amigo da
familia Napier, teria informado o astrbnomo Tycho Brahe em 1594 sobre a iminente
descoberta de uma significativa simplificacdo nos processos aritméticos.

Neste trabalho, focaremos exclusivamente na contribuicdo de John Napier
devido a sua maior relevancia histérica e por ter publicado a primeira obra sobre
logaritmos em 1614. Embora Joost Birgi tenha concebido essa invengéo 6 anos antes

de Napier em 1588, conforme destaca Maor (2006):

Existem evidéncias de que Birgi chegou a esta invengéo tdo cedo
guanto em 1588, seis anos antes de Napier comecar a trabalhar na
mesma idéia, mas, por algum motivo, ele s6 a publicou em 1620,
guando sua tabela foi impressa, anonimamente, em Praga. Em
questdes académicas, uma regra de ouro € “publique ou morra”. Ao
atrasar a publicacdo, Burgi perdeu seu direito a prioridade em uma
descoberta histérica. Hoje, seu nome esta quase esquecido, exceto
entre os historiadores da ciéncia. (Maor, 2006, p.28-29).

3.1 JOHN NAPIER (1550-1617)

Figura 01 - John Napier

Fonte: Cajori (2007)”.
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Nesta secdo, para compreender melhor a origem dos logaritmos, é essencial
conhecer o contexto histérico, a vida pessoal e as contribuicbes de John Napier.
Amplamente reconhecido como o responsavel pela criagdo dos logaritmos, sua
trajetoria revela detalhes importantes que ajudam a entender o impacto de seus
estudos. Segundo Maor (2006), € notavel que raramente na historia da ciéncia uma
ideia matematica tenha sido tdo bem recebida pela comunidade cientifica quanto a
dos logaritmos. Além disso, seria dificil imaginar alguém com menos probabilidade de
realizar tal descoberta.

Nascido quando seu pai tinha apenas dezesseis anos, John Napier (1550-
1617) passou a maior parte de sua vida na imponente propriedade de sua familia, o
castelo de Merchiston, proximo a Edimburgo, na Escdcia. Napier dedicou grande parte
de sua energia as controvérsias politicas e religiosas de sua época. Ele era um
fervoroso anticatélico e um defensor das causas de John Knox e Jaime | (EVES,
2004).

Aos treze anos, Napier foi enviado para a Universidade de St. Andrews para
estudar religido. Ap6s um breve periodo no exterior, retornou a Escocia em 1571 e
casou-se com Elizabeth Stirling, com quem teve dois filhos. Apds a morte de Elizabeth
em 1579, casou-se com Agnes Chisholm, com quem teve dez filhos. Conforme
descrito por Maor (2006):

Filho de Sir Archibald Napier e de sua primeira esposa, Janet Bothwell,
John nasceu em 1550 (a data exata é desconhecida) na propriedade
de sua familia, o castelo Merchiston, perto de Edimburgo, na Escécia.
Os detalhes de sua infancia sdo imprecisos. Com treze anos de idade
ele foi mandado para a Universidade de St. Andrews, onde estudou
religido. Apos uma curta permanéncia no exterior, voltou para sua terra
natal em 1571 e casou-se com Elizabeth Stirling, com quem teve dois
filhos. Depois da morte de sua esposa, em 1579, ele se casou com
Agnes Chisholm, e eles tiveram dez filhos. O segundo filho deste
casamento, Robert, mais tarde cuidaria da obra literaria de seu pai.
Apo6s a morte de Sir Archibald, em 1608, John retornou a Merchiston,
onde, como o oitavo senhor do castelo, passou o resto de sua vida.
(Maor, 2006, p.15-16).

Uma curiosidade é que, em 1593, Napier publicou um texto atacando a Igreja
Catdlica, afirmando que o papa era o Anticristo e que o dia do Juizo Final ocorreria
entre 1688 e 1700. Segundo Eves (2004):
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Em 1593 publicou um libelo amargo e amplamente lido contra a Igreja
de Roma intitulado A Plaine Discouery of the Whole Revelation of Saint
John, no qual se propunha a provar que o papa era o Anticristo e que
o Criador tencionava pér fim ao mundo nos anos entre 1688 e 1700.
(Eves, 2004, p.341-342, grifo do autor).

Para se afastar das controvérsias politicas e religiosas, Napier dedicava-se ao
estudo da matematica e das ciéncias. Suas pesquisas resultaram em quatro
importantes contribuicbes que entraram para a histéria da matematica. Essas
invengdes sao: (1) a criacao dos logaritmos; (2) um dispositivo mnemaonico engenhoso
conhecido como "regra das partes circulares”, utilizado para reproduzir férmulas na
resolucao de triangulos esféricos; (3) pelo menos duas formulas trigonométricas de
um grupo de quatro, conhecidas como analogias de Napier, Gteis na resolucdo de
triangulos esféricos obliquangulos; e (4) um instrumento chamado "barras de Napier"
ou "o0ssos de Napier", usado para realizar multiplicacdes, divisdes e extracdo de raizes
guadradas de forma pratica (Eves, 2004).

Napier, no século XVI, com a finalidade de criar métodos que facilitassem os
célculos da sua época, publicou em 1617, no ano de sua morte, seu livro Rabdologiae,
onde descreve sua invencdo conhecida como "barras de Napier" ou "0ssos de Napier".
Esses bastdes possuiam itens de tabuadas de multiplicacdo esculpidos de maneira
pratica, permitindo realizar multiplicacbes de forma eficaz, segundo (Boyer,1996;
Eves, 2004; Mendes 2008).

Figura 02 - Capa de Edi¢éo do Livro Rabdologiae

CERGEDEENENED
RABDOLOGIZE,
SEV' NVMERATIONIS
PER VIRGULAS
LIBRI DVO:

Cum Arrezxpice de expeditifsi-
fimo MyLTIPLICATIONIS
PRONPTVARIO.

Quibus acceffit & ArtTHMETICS
Locaris Lipsx vnvs.

eAuthore ¢ Inventore Toanss
Nerzro, Barone Mer-
2 cHisTONIT , &C,
Scoto,

EDINBVRGT,
Bxcudebas edudieas Hare, 1617.

Fonte: Napier (1617).
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Figura 03 - Barras de Napier

S ——

N

Fonte: Rooney (2012).

3.2 A JORNADA PARA OS LOGARITMOS: METODOS PRECEDENTES

Para um aprofundamento e compreensao da analise conceitual dos logaritmos,
bem como para entender o contexto histérico e epistemoldgico dessa descoberta, €
essencial conhecer as ideias que inspiraram Napier na constru¢cdo dos logaritmos.
Napier foi motivado por algumas ferramentas utilizadas por astrbnomos no século XVI.
Uma dessas ferramentas era a "prostaférese” (palavra grega que significa adigéo e
subtracdo), que permitia substituir o produto de senos e cossenos por uma soma ou
subtracdo de senos e cossenos, sendo uma consequéncia imediata de identidades
trigonométricas. Napier tomou conhecimento do uso da prostaférese através do Dr.
John Craig, médico de James VI da Escécia. Essa informacéo o encorajou a redobrar
seus esfor¢os na criacdo de um método que facilitasse os céalculos da época, levando-
0 posteriormente a publicar, em 1614, o seu livro Mirifici Logaritmorum Canonis
Descriptio (Uma descricdo da maravilhosa regra dos logaritmos). Segundo Boyer
(1996):

[...] o Dr. John Craig, médico de James VI da Escdcia, falou-lhe no uso
da prostaférese na Dinamarca. Presumivelmente Craig tinha sido
parte do grupo que com James VI em 1590 viajara para a Dinamarca
para encontrar a noiva deste, Anne da Dinamarca. O grupo fora
forcado por tempestades a desembarcar ndo longe do observatorio de
Tycho Brahe, onde, enquanto esperavam tempo mais favoravel,
tinham conversado com o astrénomo. Aparentemente foi mencionado
o maravilhoso artificio da prostaférese muito usado em computagdes
no observatorio; e a informacao sobre isto encorajou Napier a redobrar
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seus esforcos e finalmente a publicar em 1614 o Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio (Uma descricdo da maravilhosa
regra dos logaritmos). (Boyer,1996, p. 213-214, grifo do autor).

Abaixo estdo as quatro identidades do método da prostaférese, conhecidas
como formulas de Werner. Johannes Werner (1468-1528), um matematico alemao,
utilizou essas férmulas para simplificar calculos astrondmicos no século XVI, conforme
mencionado por Eves (2004). Vamos considerar a construcdo de uma dessas
identidades:

l. cos(A + B) = cosAcosB —senAsenB
Il. cos(A— B) = cosAcosB +senAsenB

Subtraindo a primeira identidade da segunda, obtemos:
2senAsenB = cos(A— B) — cos(4 + B)

As identidades séo:

e 2cosAcosB =cos(A+ B) + cos(A—B)
e 2senAcosB =sen(4+ B) +sen(A — B)
e 2cosAsenB =sen(4A+ B) —sen(4 — B)
e 2senAsenB = cos(A— B) — cos(A + B)

Um exemplo ilustrativo do método de prostaférese, conforme descrito no livro
de Eves (2004), pode ser observado ao calcular o produto entre 437,64 e 27,327. Para
simplificar, podemos ajustar a posi¢cao das virgulas nesses numeros, transformando-
os em valores entre 0 e 1, e, no final, restaurar a escala original multiplicando o
resultado por 10.000. Nesse processo, a formula de Werner é especialmente Util, pois

permite reduzir o problema a uma simples adicdo, como veremos a segulir.

2 cos A cos B =cos(A + B) + cos(A — B)
2 cos(A) = 0,43764
cos(B) = 0,27327
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A= 7736026°e B = 74,14105°

(0,43764)(0,27327) =cos (A —B) + cos (A + B)
Cos (77,36026° — 74,14105°) + cos (77,36026° + 74,14105°)
Cos (3,21921°) + cos (151,50131°)
= 0,998421992 + (—0,878828022)
= 0,11959397

Multiplicando esses valores com a ajuda de uma calculadora moderna,
obtemos o resultado exato de 0,119593883. Esse resultado é notavelmente preciso,
especialmente considerando o contexto histérico em que matematicos e astrbnomos
do final do século XVII ndo tinham acesso a tecnologia computacional que temos hoje.
Para eles, a aplicacdo do método de prostaférese ndo exigia um grande esfor¢co, mas
sim a habilidade de somar e fazer uso de uma tabela de valores de cossenos que ja
estava disponivel na época, pois, de acordo com Boyer (1996, p. 211, grifo do autor),
“Viéte no Canon mathematicus (1579) preparou extensas tabelas de todas as seis
funcdes de angulos aproximados até minutos”. Esse exemplo demonstra a eficacia do
método e a engenhosidade dos matematicos daquela época. E claro que somar ou
subtrair € muito mais facil do que multiplicar ou dividir. Essas férmulas fornecem um
sistema que transformam operacfes aritméticas complexas em operacdes mais
simples. Possivelmente, foi essa uma das abordagens que inspiraram Napier na
criacao dos logaritmos.

O método da prostaférese também foi mencionado por Elon Lages Lima (1980),

Dados dois niumeros X e Y para multiplicar, mudando seus sinais e a
posicdo das virgulas, podemos supor que X e Y estdo compreendidos
entre 0 e 1. Por meio de uma tabua de funcdes trigonométricas (que
existe desde o tempo de Ptolomeu), achamos nimeros x, y tais que
cos x = X e cos y =Y. Calculamos a soma x + y e adiferengax — y.
Novamente a tdbua nos fornece cos (x + y) e cos (x — y). O produto
X.Y procurado sera simplesmente a metade da soma cos(x + y) +
cos(x — y), (Lima, 1980, p.4)

Uma segunda ideia, mais direta, segundo Maor (2006), envolvia os termos de
uma progressao geometrica, uma série de nimeros com uma proporcao fixa entre os
termos consecutivos. Muito antes da época de Napier, ja havia sido observado que

existe uma relacdo simples entre os termos de uma progressdo geométrica e 0s
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expoentes, ou indices, da razdo comum. O matematico alemao Michael Stifel (1487-
1567), em seu livro Arithmetica integra (1544), explicou essa relacdo da seguinte
maneira: se multiplicarmos quaisquer dois termos da progressao (1, q, g% .. ) O
resultado sera equivalente a soma dos expoentes correspondentes. Por exemplo:
q%q3 = (q.9).(9.9.9) = q.9.q9.q9.q = q°, iSSO € equivalente a somar 0s expoentes 2 e
3.

De forma semelhante, dividir um termo de uma progressdo geométrica por
outro equivale a subtrair seus expoentes:

@ _ (9.9-9-9.9)

_ _ 2 _ 5-3
q3 (9.9.9) 9=4 q

Portanto, temos as regras simples:
qn.qt = g = g

Maor (2006) nos oferece um exemplo pratico da aplicacdo dessas regras. Para
ilustrar como essa ideia funciona, vamos usar como base o nimero 2. A tabela a
seguir exibe as poténcias sucessivas de 2, iniciando em (n = —3) e terminando em
(n=12):

Suponha que queremos multiplicar 128 por 32. Nés procuramos na tabela os
expoentes correspondentes a 128 e 32, que séo, respectivamente, 7 e 5. Somando
esses expoentes, obtemos 12. Agora, revertendo o processo, procuramos 0 humero
cujo expoente correspondente € 12; este nimero € 4096, a resposta desejada.

Como segundo exemplo, suponha que queremos calcular 2048/16.
Encontramos o expoente correspondente a 2048, que é 11, e o correspondente a
16 que é 4, e ao subtrair os expoentes (11 — 4) temos como resultado 7. Entéo,
procuramos na tabela o niamero cujo expoente é 7 e encontramos 128. E de fato:
(2048) / (16) = 128.

Tabela 01 - Poténcias de 2

n|-3 -2 |-1 |(0|1|2(3|4 |5 |6 |7 8 9 10 11 12
2" | 1/8 |1/4 1 1/2|1|2|4|8|16 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 2024 | 2048 | 4096
Fonte: Maor (2006, p,20)

E interessante observar que os elementos desta tabela correspondentes a (27)

(como ...1,2,4,8,16...) formam uma progressao geométrica, enquanto os elementos
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da linha da tabela correspondentes a (n) (como. .., 0, 1, 2, 3, 4. ..) formam uma
progressdo aritmética. Esta relagdo entre termos de uma progressao aritmética e
geomeétrica € a ideia chave por tras dos logaritmos. No entanto, Stifel aplicava isso
apenas a expoentes inteiros. Ao trabalhar com poténcias de numeros inteiros, as
diferencas entre termos sucessivos da progressdao geométrica aumentam
enormemente, o que é um grande inconveniente para calculos praticos como afirma
Boyer (1996, p.213). Por exemplo, ao observar a tabela, ndo € possivel calcular
(71 x 97) diretamente, pois, entre 64 e 128, existem 63 numeros que ndo estdo na
tabela. A medida que o expoente cresce, 0S espagos entre termos sucessivos desta
progressdo geométrica aumentam significativamente.

A originalidade da ideia de Napier estava em estender esses calculos para uma
faixa continua de valores, saindo de uma visdo puramente algébrica para uma
geométrica. Nas secdes seguintes, detalharemos o método que Napier adotou para
criar suas tabelas de logaritmos e como essa inovagdo revolucionou os célculos

matematicos da época.

3.3 LOGARITMO POR NAPIER

Na sessao anterior, vimos que John Napier foi influenciado pelo método da
“prostaférese”, que permitia substituir o produto de senos e cossenos por uma soma
ou subtracdo de senos e cossenos, além de uma relacdo simples entre os termos de
uma progressao geométrica e seus expoentes em progressao aritmética.

As obras de Napier, que foram fundamentais para o desenvolvimento de seus
estudos sobre logaritmos, sdo duas principais, conforme apontam Eves (2004) e
Hobson (2019). A primeira, publicada em 1614, intitulada Mirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio ("Descricdo da Maravilhosa Lei dos Logaritmos"), apresenta uma
tabela contendo os logaritmos dos senos dos angulos para cada minuto de arco
sucessivo, além de explicar como utilizar essa tabela. A segunda obra, Mirifici
Logarithmorum Canonis Constructio ("Construcdo da Maravilhosa Lei dos
Logaritmos"), foi publicada postumamente em 1619 por seu filho, Robert Napier.
Embora a tabela tenha sido apresentada em sua primeira obra, foi nesta segunda que
Napier detalhou a justificativa e a concepc¢ao da ideia dos logaritmos, explicando como
os desenvolveu. Segundo Hobson (2019), essa obra foi escrita anos antes da palavra

"logaritmo” ser inventada. Na introducao, Robert explica que o trabalho foi concluido
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muito antes da publicacdo do “Descriptio", e é interessante notar que, embora a
palavra "logaritmo™ apareca no titulo do "Constructio”, ao longo do texto, Napier refere-
se aos logaritmos como "numeros artificiales" (numeros artificiais).

Robert Napier também menciona que seu pai hdo conseguiu dar os toques
finais ao livro antes de sua morte. Ele escreve: "Nem duvido que esta obra péstuma
teria sido muito mais perfeita e acabada se Deus tivesse concedido uma vida mais
longa ao autor, meu adorado pai". Um dos motivos para o "Constructio” ter sido
publicado apds o "Descriptio" é que Napier preferiu aguardar a opinido do mundo
académico sobre sua tabela de logaritmos antes de divulgar o método de construcao
dos mesmos, porém a obra de Napier foi extremamente bem recebida por cientistas
em toda a Europa Conforme Maor (2006, p. 25), "Raramente, na historia da ciéncia,
uma nova idéia foi recebida de modo mais entusiéstico. [...] a invencao foi adotada
rapidamente por cientistas de toda a Europa e até mesmo da distante China."

Nesse contexto da criagao inicial dos logaritmos por John Napier, surge a
intrigante questéo sobre a linha de raciocinio que o impulsionou a desenvolvé-los. Nos
dias atuais, os logaritmos parecem derivar naturalmente do conceito de expoente. No
entanto, conforme destaca Cajori (2007, p. 215): "Uma das mais interessantes
curiosidades da historia da matematica € o fato de Napier ter construido os logaritmos
antes de ter pensado no uso dos expoentes". Diante disso, uma pergunta fascinante
se apresenta: se 0s logaritmos ndo surgiram inicialmente através do expoente, ja que
Napier ndo pensava no uso de expoentes, qual foi entdo a l6gica do seu processo de
pensamento ao criar os logaritmos?

Como mencionado na secédo 3.2 deste trabalho, ao lidar com tabelas que
envolvem termos de progressao geométrica e progressao aritmética, nos deparamos
com um problema significativo: as diferencas entre termos sucessivos da progresséao
geométrica aumentam de forma drastica, 0 que torna essas tabelas inviaveis para
calculos praticos. Napier dedicou pelo menos vinte anos de sua vida a essa teoria e
encontrou uma solucéo para esse problema, substituindo a abordagem aritmética por
uma abordagem geomeétrica, utilizando o conceito de movimento. A ideia fundamental
de Napier, segundo Eves (2004), foi a seguinte:

Considere um segmento de reta AB e uma semirreta DE, com origem em D,
conforme a Figura 4. Suponha que os pontos C e F se movam simultaneamente a
partir de A e D, respectivamente, ao longo dessas linhas, com a mesma velocidade

inicial. Admitimos que C se mova com uma velocidade numericamente sempre igual
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a distancia CB, enquanto F se move com velocidade constante. Napier entdo definiu
DF como o logaritmo de CB. Ou seja, se DF =xe CB =y, temos: x = Nap log(y),

gue significa que x € o logaritmo de Napier de y.

Figura 04 - Modelo geométrico de Napier

—
——
v

D X F E

Fonte: Eves (2004, p. 344).

Para evitar a complexidade das fracées decimais, Napier, conforme descrito
por Eves (2004), optou por definir o comprimento do segmento AB como 107. Na
época, as melhores tabelas disponiveis, que calculavam senos, utilizavam até sete
casas decimais. Assim, ao escolher esse valor, Napier facilitou os calculos, pois seu
trabalho "Descriptio” (1614) envolvia calcular logaritmos dos senos de angulos para
minutos sucessivos de arco. Essa escolha ajudou a simplificar os calculos e a
utilizacdo das tabelas na pratica.

Napier imaginou dois pontos movendo-se ao longo de duas retas, um de
maneira geomeétrica e outro de maneira aritmética. Essa concepcéo faz com que os
pontos percorram toda a extenséo da reta. Napier resolveu brilhantemente o problema
dos espacos vazios entre termos sucessivos da progressao geomeétrica, visto
anteriormente na se¢do 3.2, ao observar que um ponto em movimento continuo
passaria por todos os pontos na reta. O ponto F se move em movimento retilineo
uniforme, enquanto o ponto € se move ao longo de AB com velocidade variavel e igual
a distancia CB = y. E interessante observar que sua velocidade vai diminuindo ao
longo da trajetoria.

Observagdes Importantes:

1. Velocidade de C ao longo da trajetéria descrita € por CB: A velocidade de C &
dada pela derivada da distancia CB em relacédo ao tempo.

2. Diferenciacdo de ambos os lados em relacéo a t:

d(AC)  d(107 —y)
dt dt
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3. Sabendo que (107) € uma constante, sua derivada é zero:

d(AC) d(y)
Tdr | dt
4. Velocidade de C: A velocidade de C é numericamente igual a y, entdo:
d(AC)
a7
5. Substituindo na equacao derivada:
d(y)
T
dy
6. Rearranjando para encontrar E:
d()
dr -y

Interpretagéo:

A equacéo diferencial %ly_= —y, mostra que a taxa de variacao de y em
t

relacdo ao tempo é proporcional a —y, indicando que y diminui ao longo do tempo.

Vamos separar as variaveis y e t:

2. Integracdo de Ambos os Lados:

Integramos ambos os lados da equacao:
1

f;dy = [—-1dt
3. Resultado das Integracdes:
O resultado das integracdes é: In y = —t + ¢, também temos que t = ¢ — Iny,
onde C é a constante de integracao.
Célculo da Constante de Integracéo C
Para determinar a constante de integracdo C, usamos a condicao inicialt = 0
ey = 107.
Substituindo na solucéo geral da equacéo diferencial:
Iny=—-t+c
Quandot= 0 e y = 107, obtemos:
C =1In107
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Velocidade Inicial dos Pontos (C) e (F)
Dado que a velocidade do ponto (F) € constante e que tanto (C) quanto (F)
tém velocidades iniciais iguais, a velocidade inicial (t = 0) de ambos os pontos é
(107).
Para o ponto (F), podemos escrever a posi¢do como:
x = 107t
Diferenciando em relagcéo ao tempo, obtemos a velocidade:

d(x) _
dt
Relagéo com o Logaritmo de Napier

107

Dado que x = Nap log(y):
Nap logy = x = 107t
Substituindo a solugéo de (y):
107t = 107 (In 107 — Iny)
Simplificando, obtemos:

107
Nap log(y) = 107 In(—)
y

Ou ainda:
y
Nap log(y) = 107 log1 (—
9) 91 (17

Apds um estudo detalhado do processo geométrico proposto por Napier para a
concepcdao dos logaritmos, estabelecemos uma relacéo entre o logaritmo de Napier,

denominado "Nap log", e a concepc¢ao atual dos logaritmos. A relacdo encontrada é:
Nap log(y) = 107 log1 (L)
e ~107

Segundo Eves (2004), afirmar que os logaritmos neperianos sédo equivalentes
aos logaritmos naturais ndo € totalmente preciso. Observa-se que, na relacéo

encontrada, a base do logaritmo de Napier é 1. Isso faz com que os logaritmos

e

neperianos decrescam a medida que 0s numeros crescem, ao contrario do
comportamento dos logaritmos naturais, que crescem com o aumento dos nimeros.
Além disso, notamos que, em uma sucessao de periodos de tempo iguais, (y)
decresce em uma progressdo geomeétrica, enquanto (x) cresce em uma progressao
aritmética. Esta observacdo confirma o principio fundamental do sistema de

logaritmos de Napier, que € a associacdo entre uma progressao geometrica e uma
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progressao aritmética. Esse modelo geométrico proposto por Napier representa uma
abordagem brilhante e inovadora na representacéo de logaritmos.

Assim como Eves (2004) demonstra o modelo geométrico para explicar a ideia
do logaritmo proposta por Napier, Maor (2006) faz uma abordagem semelhante, com
algumas modificagdes na nomenclatura dos pontos. Em Eves (2004), o ponto F se
move em progressao aritmética, enquanto em Maor (2006) esse ponto € denominado
Q. Da mesma forma, o ponto C em Eves (2004), que se move em progressao
geomeétrica, é chamado de P em Maor (2006).

Figura 05 - Modelo geométrico de Napier

1 -
i * fopoo

Fonte: Maor (2006, p. 257).

Para ilustrar como a ideia de logaritmo proposta por Napier funciona,
apresentamos um exemplo numérico com base na explicagdo de Maor (2006).
Conforme descrito por Maor(2006) temos:

Podemos ver, facilmente, que esta definicdo de fato transforma um
produto de dois numeros (representados como distancias ao longo de
AB) em uma soma de dois outros nameros (distancias em relacéo a
C). Supondo que o0 segmento AB representa a unidade de
comprimento, vamos marcar segmentos iguais, de comprimento
arbitrario, ao longo do raio a partir de C; vamos chama-los de 0, 1, 2,3,
e assim por diante. Como Q@ se move com uma velocidade uniforme,
ele vai percorrer estes segmentos em intervalos de tempo iguais.
Quando P comeca a se mover de 4, Q encontra-se em 0 (o ponto C);
guando P chega a metade de AB, Q se encontra em 1; e quando P
cobriu 3/4 de AB, Q chegou em 2, e assim por diante. Como x mede
a distancia que P ainda tem de percorrer para chegar em B, temos a
seguinte tabela: (Maor, 2006, p.258)

Tabela 02 - Tdbua simplificada de logaritmos

X 1 1/2 Ya 1/8 1/16 | 1/32 | 1/64
Y 0 1 2 3 4 5 6
Fonte: Maor (2006, p. 258).
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Esta é, na verdade, uma tabua de logaritmos muito primitiva: cada nimero na
fileira de baixo é o logaritmo (na base 1/2) do numero correspondente na fileira de
cima. De fato, a soma de quaisquer dois numeros na fileira de baixo corresponde ao
produto dos numeros correspondentes na fileira de cima. Note que nesta tabela y
aumenta enquanto x diminui, em contraste com 0s nossos logaritmos modernos (de
base 10 ou base e), que aumentam a medida que os nimeros aumentam.

Para facilitar a compreenséao da relacédo entre o modelo geométrico de Napier
e a tabela numérica apresentada por Maor (2006), é importante detalhar como esses
dois métodos se conectam e evidenciar a importancia da proposta de Napier. O
objetivo é mostrar ao leitor como 0 modelo geométrico de Napier, descrito de maneira
brilhante por Maor (2006), se traduz em uma notacao aritmética moderna, destacando
a inovacao e a sofisticacdo do conceito de Napier.

Vamos analisar como (x) e (y) estdo relacionados:

e Quando (y = 0) temos (x = 1). Isso significa que, no inicio quando y é zero,

x €igual a 1.

e Quando (y= 1)temos que (x = 1/2). Aqui, (x) é igual a 1/2, representando

a subtracdo de (1 — 1/2).

e Quando (y = 2)temos que (x = 1/4). Aqui, (x) é 1/4, resultado da subtracao

de {1 — (1/2 + 1/4)}.

e Quando (y = 3) temos que (x = 1/8). Aqui, (x) é 1/8, resultando da

subtracdo de {1 — (1/2 +1/4 + 1/8)}.

Cada vez que (y) aumentaem 1, (x) diminui pela metade do valor anterior. Isso
cria uma progressao geométrica na linha de (x), onde cada novo valor de (x) € metade
do valor anterior.

No modelo geométrico de Napier:

« Ponto () se move com uma velocidade proporcional a distancia (CB), que

corresponde a (x) no modelo da tabela.

+ Ponto (F) se move com uma velocidade constante, correspondente a (y)

na tabela.

Napier define a distancia (DF) ao longo de (DE) como o logaritmo da distancia
(CB) ao longo de (AB). O conceito fundamental aqui € que (DF) representa o

logaritmo de (CB).
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Comparando os modelos:

A tabela numérica e o modelo geométrico de Napier tém uma relacao direta:

1. Propriedade de Decrescimento:

No modelo numérico, conforme (y) aumenta, (x) diminui. Por exemplo,
quando (y) passa de 0 para 1, (x) muda de 1 para 1/2. A medida que (y) continua a
aumentar, (x) continua a diminuir exponencialmente.

No modelo geométrico, Napier também observou que o logaritmo (a distancia
(DF) de um numero (a distancia CB) aumenta a medida que o numero (CB) diminui.
O conceito é o mesmo: uma mudanca no logaritmo corresponde a uma multiplicacéo
ou divisdo do valor base.

2. Progressdo Geométrica vs Progressao Aritmética:

Na tabela, a relacédo entre (x) e (y) segue uma progressao geométrica, onde
cada novo valor de (x) € metade do valor anterior. Isso reflete a base 1/2, utilizada
para calcular os logaritmos.

No modelo geométrico, a relacdo também pode ser descrita como uma
progressdo geomeétrica, pois a velocidade de (C) (a mudanca no logaritmo) esta
relacionada a distancia (CB) em uma base que faz com que o valor de (DF) diminua
conforme (CB) aumenta.

Tanto a tabela numérica quanto o modelo geométrico de Napier ilustram como
uma base menor do logaritmo (neste caso, 1/2) na tabela e (1/e no modelo de Napier)
leva a um comportamento de decrescimento. Quando (y) aumenta, (x) diminui,
refletindo a caracteristica dos logaritmos de transformar multiplicacdes em adicfes e
mostrando como a base do logaritmo influencia esse comportamento. Ambos 0s
modelos mostram que, independentemente da base utilizada, o conceito fundamental

de logaritmos e o comportamento exponencial decrescente se mantém consistente.

3.3.1 Construcao da primeira tabela de logaritmos

E interessante observar que, na época de Napier, ja existiam tabelas extensas
contendo valores dos senos. Boyer (1996) destaca que Viéte (1540-1603), em seu
Canon Mathematicus, utilizava o "sinus totus"(seno total) ou hipotenusa dividida em
100.000 partes para criar suas tabelas de senos, 0 que ajudava a evitar nimeros

decimais. Em contraste, Napier decidiu dividir o raio do circulo em 10.000.000 partes,
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uma pratica que ja era comum na sua época. Como afirma Maor (2006, p.20-21), "E
como seu principal objetivo era reduzir o enorme trabalho envolvido nos calculos
trigonométricos, ele seguiu a pratica entdo usada na trigonometria de dividir o raio de
um circulo unitario em 10.000.000 partes ou 107 partes.”

Um ponto aspecto importante sobre o célculo do seno na época de Napier é
que ele difere do método atual. Hoje, o seno de um angulo varia entre 0 e 1 (ou seja,
0 < senx < 1). No entanto, como aponta Hobson (2019), na época de Napier e por
muitos anos depois, 0 seno de um angulo nao era visto como fazemos atualmente.
Em vez disso, o0 seno de um angulo era considerado como o comprimento da
semicorda de um circulo com um raio especifico, no caso de Napier ele usou o raio

com 10.000.000 partes, que subtende o angulo no centro.

Figura 06 - Corda AB

A

B

Fonte: Eves (2004, p. 202).

Vou demonstrar, de acordo com Eves (2004), como se calculava o seno na
época de Napier, pois irei apresentar nesta se¢cdo uma pagina da tabua de logaritmos
feita por Napier em seu livro Mirifici logarithmorum canonis descriptio (1614). Nesta
pagina, Napier calcula os senos dos angulos de 9°, de minuto a minuto. Por exemplo,
na primeira linha dessa folha da tabua de logaritmos, temos o seno de 9° e 0 minutos
como sendo 1.564.345, que é o comprimento da semicorda de um circulo com raio de
10.000.000. Portanto, o seno era interpretado como o comprimento da semicorda
correspondente ao angulo central. Assim, ao associar 0 seno ao comprimento de uma
semicorda de valor 1.564.345, seria possivel calcular o angulo correspondente

utilizando uma férmula trigonométrica relacionada a corda na circunferéncia. Como
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resultado, por exemplo, se encontraria que o angulo associado a essa semicorda seria
de 9°, conforme sera detalhado mais adiante nesta secéo.

Conforme explicado por Eves (2004), essa abordagem de medir o0 seno como
o comprimento de uma semicorda era um conceito herdado da Grécia Antiga. Hiparco,
um dos maiores astronomos da antiguidade, é creditado como o primeiro a construir
tabelas de cordas, que mais tarde serviriam como base para as tabelas de senos
trigonométricos. Em sua obra, Hiparco dividia o raio do circulo em 60 partes, e 0s
comprimentos das cordas eram expressos em termos dessas divisdes sexagesimais.
Segundo Eves (2004, p.202-203), a tdbua de cordas atribuida a Hiparco, e
aperfeicoada por Ptolomeu, fornecia os comprimentos das cordas dos angulos
centrais de um circulo, de 1/2° a 180°, com incrementos de 1/2°. Essas tabuas de
cordas correspondiam as tabuas de senos, ja que a férmula para o seno de um angulo,

dado o comprimento da corda AB, pode ser expressa da seguinte maneira:
crd 2 _ 18 _ AM

sen(a) = =

2r  2r 1

Ou seja, 0 seno de um angulo (a) era obtido pela relacdo entre o comprimento
da semicorda correspondente ao angulo (a) e o raio do circulo. Esse conceito de
comparar o0 seno com uma corda na circunferéncia era essencial para os célculos
trigonométricos da época e se diferenciava do conceito moderno, onde o seno €
definido como a razao entre o cateto oposto e a hipotenusa em uma circunferéncia
com raio unitario.

Na secdo anterior, "3.2 A Jornada para os Logaritmos: Métodos e ldeias
Precedentes”, discutimos os meétodos que influenciaram Napier na criacdo dos
logaritmos. Eves (2004) explica que Napier se baseou na ideia de associar termos de
uma progressao geométrica (b, b2, b3, ..., bm, ..., bn) com termos de uma progressao
aritmética (1, 2, 3, 4, ..., m, ..., n). Isso permite que, ao multiplicar dois numeros da
progressdo geométrica (b™m e bv), o resultado seja associado a soma (m + n) dos
termos da progressao aritmética, e esse resultado possa ser encontrado na tabela.

Contudo, como a diferenca entre dois termos sucessivos na progressao
geométrica aumenta rapidamente com o tempo, especialmente quando se trabalha
com numeros inteiros (b), Napier enfrentou o desafio de preencher lacunas na tabela
devido ao aumento da diferenca entre esses termos. Para resolver esse problema,
Napier optou por uma “base” muito proxima de 1, mas ligeiramente menor. Essa

escolha fez com que as poténcias sucessivas diminuissem de maneira gradual e lenta,
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preenchendo assim as lacunas da tabela e resultando em uma tabela muito densa. A

base selecionada, ou "razdo", como Napier a denominava, para a construcédo de sua
" . . , . " . 1 . .
Primeira Tabua de Logaritmos”, foi (1 — —), ou seja, 0,9999999, conforme descrito

por Cajori (2007), e para evitar lidar com numeros decimais, Napier multiplicava cada
poténcia por 107. Assim, ele transformava os céalculos com nimeros pequenos em
calculos com numeros inteiros mais manejaveis, facilitando a construcdo e o uso da
tabela dos logaritmos. Entéo se;
N = 107(1 — 1/107)~

Napier chamava L de "logaritmo” do numero N. Nesse contexto, como
consequéncia, Eves (2004, p. 344) aponta que "Segue-se que o0 Logaritmo de Napier
de 107 € 0 eode 107(1 — 1/107) = 9999999 & 1." E importante destacar a observagéo
de Boyer (1996) onde ele destaca que, ao dividir os numeros (N) e seu logaritmos

(L) por (107), obtemos praticamente um sistema de logaritmos com base (1/e). Isso
1 in
ocorre porque (1 _W)107'é extremamente préoximo de lim (1 —;) , que é igual a
n—oo

(1/e).
De fato, se fizermos a divisdo de (N) por (107) e multiplicar e dividir L por (107),
temos:

N

107

e

(- Ly =
107
Isso significa que:
N
L =107 logi—
e(107)

E equivalente a formula da sess&o 3.3,

Nap log(y) = 107 log1 (37)

Segundo Maor (2006) e Hobson (2019), Napier construiu trés tabelas. A
primeira delas continha 101 elementos utilizava a progressdao geométrica de
elementos da forma 107(1 — 1/107)L, onde (L) variava de 0 a 100. Napier dedicou
vinte anos (de 1594 a 1614) ao arduo trabalho de calcular manualmente os termos
dessa progressao por meio de longas e repetitivas subtragdes, enfrentando um dos
processos mais exaustivos para um cientista de sua época.

A tabela inicial comecava com ( 107 = 10.000.000 ) para (L = 0 ), seguida por
107 (1 -1070-7)=9.999.999 para ( L = 1 ), e continuava até ( 107 (1 — 10-7) 100 =

9.999.900 ), ignorando partes fracionarias pequenas, como 0,0004950.
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Tabela 03 - Primeira tabela de Napier Figura 07 -Primeira tabela de Napier

PG 107(1 — 1/107)L Aproximacao
Lirst Table

107(1—1/107)0 10.000.000

X o
{xo’ <I *;g.;) S Z =0 to xoo}

107(1 — 1/107)t 9.999.999

10000000 0000000

107(1 —1/107)2 9.999.998 > L 000000
9999999 0000000
__"9999999
107(1 —1/107)3 9.999.997 9999998°0000001
~ '9999998
« ” 0003
107(1 —1/107)4 9.999.996 99 )9997-3339931
9999996°0000006

Continua ate Continua ate to be continued up to
107(1 — 1/107)100 9.999.900 9999900 0004959

Fonte: O autor (2024). Fonte: Hobson (2019, p. 29).

Para sua segunda tabela, Napier usou a proporc¢ao (1 — 10-°), resultando em
uma progressao geomeétrica com 51 elementos, onde o dltimo valor era
107 (1 — 10-5) 50 aproximadamente 9.995.001, com (L) variando de 0 a 50.

Tabela 04 - Segunda tabela de Napier Figura 08 - Segunda tabela de Napier
PG (107 (1 — 10-5)¢ Aproximagao
(107¢ ) P ¢ Second Table
— r
(107 (1 — 10-5) 0 10.000.000 {IO7<I —%5)’ ol 50}
(107 (1 — 10-5)* 9.999.900 10000000 ‘000000
) 100000000
(107 (1 — 10-5)2 9.999.800 9999900 000000
29 9090
Continua Continua 9999800001000
to be continued up to
(107 (1 — 10-5) 50 9.995.001 9995001°222Q27
Fonte: O autor (2024). Fonte: Hobson (2019, p. 29).

De acordo com Hobson (2019), a terceira tabela de Napier € composta por
69 colunas, e cada coluna contém 21 nimeros. O primeiro numero de qualquer coluna

€ obtido tomando (1 — __) do primeiro nimero da coluna anterior. Os ndmeros
100
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subsequentes em cada coluna sédo calculados través de multiplicacdes sucessivas

1 ;. . L . . ~
por (1 —___). Portanto, o p-ésimo numero na g-ésima coluna é dado pela expressao
2000

p-1 q-1

1 1
7 _ _
1070 = 3500 @~ 190

Tabela 05 - Terceira tabela de Napier

Primeira coluna Segunda coluna 69° Coluna
10.000.000 9.900.000 5.048.858
9.995.000 9.895.050 5.046.334
9.990.002 9.890.102 5.043.811
9.985.007 9.885.157 5.041.289
Continua até Continua até Continua até
9.900.437 9.801.468 4.998.609

Fonte: O autor (2024).

Figura 09 - Terceira tabela de Napier

Third Table

First column Second column 6gth column
10000000°0000  9QO0000'0000 ... 5048858'89q0
99950000000  9895050°0000 ... 5046334'4605
9990002°5000  9890102°4750 ... 5043811°2932
9985007°4987 98851574237 ... 5041289°3879

continued to continued to continued to

9900473'5780 98014688423 ... 4998609'4034

Fonte: Hobson (2019, p. 29).

Como exemplo, vamos calcular o quarto nimero da segunda coluna usando a

formula para determinar os elementos da terceira tabela de logaritmos:

1 1
107 (1 - 11— a1,
2000 100

Neste caso, (p = 4) e (q = 2). Portanto, substituindo os valores:

1 1
1071 - — " A— 2
2000 100
Ou segja:
107 (0,9995)3 (0,99)! ~ 9.885.157
Para exemplificar o uso préatico da primeira tabela de logaritmos de Napier,

vamos fazer um exemplo. Suponha que queremos calcular o produto de (9.999.997)
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por (9.999.998). Primeiro, procuramos o valor de ( L) correspondente a
(. 9.999.999 ) natabela, e encontramos ( L = 1 ). Em seguida, encontramos o valor
de ( L ) correspondente a ( 9.999.997 ), que é ( L = 3 ). Pela propriedade das
poténcias de mesma base, somamos os expoentes: ( 1 + 3 = 4 ). Ao consultarmos
a tabela novamente para ( L = 4 ), encontramos o valor ( 9.999.996), por fim,
multiplicamos o resultado por 107, obtendo (107) 9.999.996. Foi com o intuito facilitar
esse tipo de calculo que Napier criou suas tabelas. Foi utilizando essa estratégia, que
transformava operac¢des complexas como a multiplicagdo em operagdes mais simples,
como a soma, e localizando os resultados em suas tabelas, que Napier facilitou
significativamente os calculos da época. Ele repetiu esse processo exaustivamente e,
dedicou 20 anos de sua vida a esse trabalho. Em 1614, Napier publicou sua obra
Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio, que continha a primeira tabela de
logaritmos dos senos naturais calculados minuto a minuto, conforme descrito por
Cajori (2007) e Maor (2006). Contudo, o Descriptio ndo explicava como Napier
calculava os logaritmos. Apenas em 1619, foi publicada postumamente por seu filho
Robert a obra Mirifici Logarithmorum Constructio (Construcédo do Maravilhoso Canone
dos Logaritmos), onde Napier exp6s detalhadamente o modelo geométrico e a
estratégia utilizada para calcular os logaritmos dos senos. Para ilustrar, apresentarei
uma péagina do Descriptio, conforme reproduzida no livro de Hobson (2020), que

contém a tabela de logaritmos correspondente ao angulo de 9° de 0 a 30 minutos.

Figura 10 - Taboa do logaritmo do seno
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304033 | 136087
|h::;k. 13713y | | 9N
N2 7| 139404

164 | 839203 )t I
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18fq1214 ) R13221 5] 129001
T8313337 [ 183cyyoq | asogra) |
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Fonte: Hobson (2019, p.19)
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Vamos demonstrar que cada seno dessa tabela criada por Napier pode ser

calculado utilizando a férmula que ele desenvolveu em sua primeira tabela
apresentada nesta sessdo: 107(1 — _ i
p . ( W)L' Como exemplo, vamos calcular o logaritmo

do seno de 9°, que esta localizado na primeira linha desta pagina da obra de Napier

(1614). O seno é representado pelo valor 1.564.346, e seu logaritmo é 18.551.176.
Aplicando a formula 107(1 — 1—07)18-551-176, obtemos o valor de 1.564.345, o que

confirma a preciséo e a utilidade da tabela para o calculo dos logaritmos dos senos.
3.4 HENRY BRIGGS E O LOGARITMOS DECIMAL

A publicacédo do sistema de logaritmos de Napier em 1614 despertou grande
entusiasmo na comunidade cientifica da época, sendo Henry Briggs (1561-1631) um
dos mais admirados pelo trabalho de Napier. Como destacado por Cajori (2007, p.217,
grifo do autor), "Henry Briggs (1556-1631), que na época de Napier era professor de
geometria em Gresham College, Londres, e depois em Oxford, ficou tdo admirado
com o livro de Napier que deixou os seus estudos em Londres para visitar o filésofo
escocés." Em 1615, Briggs fez uma viagem a EscOcia para se encontrar
pessoalmente com Napier, onde discutiram modificacbes no método dos logaritmos
(Boyer, 1996, p.215). Esse encontro foi de grande importancia, pois Briggs prop6s
mudancas fundamentais que tornariam as tabelas de logaritmos mais praticas e
acessiveis.

Durante o desenvolvimento do sistema de logaritmos, Henry Briggs propés
algumas mudancas significativas para simplificar e tornar o uso dos logaritmos mais
pratico. Uma de suas sugestdes foi definir o logaritmo de 1 como sendo zero, em vez
de 107, que era o valor adotado nas tabelas originais criadas por Napier. Além disso,
Briggs também sugeriu que o logaritmo de 10 fosse igual a 1, estabelecendo um
sistema baseado nas poténcias de 10. Essas modifica¢des facilitaram a criagdo do
logaritmo "comum”, ou briggsiano, em que qualquer niumero positivo (N) pode ser
expresso como (N = 10L), onde (L) € o logaritmo de (N) ou seja, (L =
logio N ou log N). Como explica Maor (2006), essas ideias de Briggs ajudaram a
definir o conceito de base para os logaritmos. Embora Napier tenha concordado com

essas propostas, reconhecendo que ja havia considerado abordagens semelhantes,
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mas sua idade avancada e falta de vigor o impediram de implementar essas
modificacdes antes de sua morte.

Briggs, entdo, assumiu essa tarefa e passou a recalcular as tabelas de
logaritmos com base nas novas ideias. Em 1624, ele publicou o livro Arithmetica
Logarithmica, que continha logaritmos de base 10 para todos os inteiros de 1 a 20.000
e de 90.000 a 100.000 com uma precisdo impressionante de quatorze casas decimais
(Maor, 2006). Posteriormente, o matematico holandés Adriaan Vlacq (1600-1667)
completou o intervalo entre 20.000 e 90.000, e seus calculos foram incluidos na
segunda edicdo da obra em 1628. Essas tabelas, com algumas revisdes ao longo do

tempo, permaneceram a base para todos os logaritmos decimais subsequentes.

Figura 11 - Capa da obra Arithmetica Logarithmica de Henry Briggs, publicada em 1624.
ARITHMETICA . o |

LOGARITHMIGA

SIVE

LOGARITHMORVM
CHILIADES TRIGINTA, PRO

numeris naturali ferie crefcentibus ab vnitate ad
10,000 1 €F 2 90,0002d 100,000, Quorum ope mula
. b A

: P
et Geometrica,

HOS NVMEROS PRIMVS
INVENIT CLARISSIMVS VIR lowAxszs
Nerzavs BaroMerchiltonij : cos autem ex eiuldem fententia
matavit, eorumque ortum ex vl illallravic Haxntevs Brrasnvy,
i celeboima Academiz Oxonienfi Geometrix

peobellonr Savizianvs,

DEVS NOBIS USVRAM VITA DEDIT
ET INGENII, TANQVAM PECVNIE,
NVLLA PRESTITVTA DIE.

LONDINI
Excudebat GVLIELM VS
ILONES 1634

Fonte: Briggs (1624).

Para explicar o procedimento criado por Henry Briggs na construcdo da
primeira tabela de logaritmos comuns, € essencial entender sua abordagem
inovadora. Enquanto John Napier usava poténcias sucessivas de nimeros proximos

de 1 para criar sua tabela de logaritmos, Briggs optou por uma estratégia diferente.
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Briggs iniciou seu trabalho definindo que o logaritmo de 10 seria igual a 1. No entanto,
em vez de continuar calculando poténcias com expoentes inteiros de um numero
proximo de dez, como Napier havia feito, ele adotou uma abordagem diferente ao
calcular as raizes sucessivas de 10. Boyer (1996, p. 215) explica que, para calcular
os logaritmos de outros nimeros, Briggs comegou com a raiz quadrada de 10, V10
que é aproximadamente 3,162277. A partir disso, ele concluiu que o logaritmo de
3,162277 seria 0,5000000, ou seja log3,162277 = 0,5000000. Em seguida,

3

calculou 104=1/31,62277= 5,623413, concluindo que log5,623413 = 0,7500000, de

maneira analoga \/ﬁ = 110, é aproximadamente 1,778279, temos que
log 1,778279 = 0,2500000. Utilizando essas raizes sucessivas, Briggs comecou a
construir sua tabela de logaritmos de base 10, conhecidos como logaritmos decimais
ou logaritmos comuns.

Esse método permitiu a Briggs obter logaritmos de uma vasta gama de
nameros sem precisar realizar multiplicacdes complexas repetidamente. Em vez
disso, ele utilizava essas raizes para realizar varias iteracdes e preencher a tabela. A
ideia de usar raizes foi brilhante, pois facilitou o calculo de logaritmos para numeros
gue ndo eram multiplos ou poténcias exatas de 10. Com esse método, Briggs pbde
calcular os logaritmos de diversos niumeros, construindo, assim, uma tabela pratica e
funcional.

Este trecho do estudo aborda uma questdo central que motivou a realizacao
deste trabalho. Desde o ensino médio, uma duvida persistia sem uma explicacéo
satisfatéria: como o numero 2 pode ser expresso como uma poténcia de base 10, ou
seja, 1003010 = 27 E mais importante, como se chega a esse valor? A duvida vai além,
levantando a questédo de como é possivel elevar a base 10 a uma poténcia fracionaria,
como 0,3010, algo que, a primeira vista, ndo é de facil compreensao.

Para elucidar essa questao, este estudo segue a metodologia desenvolvida por
Henry Briggs. Primeiramente, sera construida uma tabela que apresenta a sequéncia
das raizes quadradas de 10, em que cada termo é obtido como a raiz quadrada do
termo anterior. A partir dessa construcdo, sera demonstrado, de maneira clara e
didatica, o processo utilizado por Briggs para calcular logaritmos com precisédo para
nameros inteiros. O foco sera dado ao calculo do logaritmo decimal de 2, utilizando

essa mesma abordagem sisteméatica para ilustrar o método empregado.
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Tabela 06 - Aproximacdes para logaritmos comuns (base 10)

10x VALOR APROXIMADO log 10%
101 10,0000000000 1.0000000000
10% 3.1622776602 0.5000000000
10% 1.7782794100 0,2500000000
10% 1.3335214322 0,1250000000
10i 1.1547819847 0.0625000000
105 1.0746078283 0.0312500000
1 1.0366329284 0.0156250000
1064
-1 1.0186101701 0.0078125000
10128
-1 1.0090350448 0.0039062500
10256
-1 1.0045076894 0.0019531250
10512
1 1.0022511477 0.0009765625
101024
—L 1.0011249980 0.0004882813
102048
—L 1.0005623120 0.0002441406
104096

Fonte: O autor (2024).

Para calcular o logaritmo de 2 na base 10, Henry Briggs utilizou um método
engenhoso que envolvia multiplicar sucessivamente as raizes de 10 e somar 0s
respectivos expoentes (logaritmos). Esse processo permitiu que ele aproximasse o
valor desejado, utilizando a tabela de logaritmos com grande preciséo.

Vamos demonstrar as etapas de como calcular o logaritmo de 2 na base 10,
utilizando o Método de Briggs e a tabela criada nesta sessao:

1. Comecgando com as raizes de 10: Sabemos que a raiz quadrada de 10 é
aproximadamente 3,1622776602. No entanto, para calcular o logaritmo de 2,
precisamos trabalhar com valores que, quando multiplicados, nos aproximem de 2.
Um bom ponto de partida é a raiz quarta de 10, que é 1,7782794100.

2. Multiplicacdo de raizes sucessivas: Para obter uma aproximacdo mais
préxima de 2, precisamos multiplicar as raizes de 10 de maneira estratégica. Por
exemplo, se multiplicarmos a raiz quarta de 10 (1,7782794100) pela raiz trigésima-
segunda de 10 (1,0746078283), obtemos: (1,7782794100)(1,0746078283) ~
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1,9109529800. Esse resultado ainda ndo é exatamente 2, mas estamos nos
aproximando.
3. Encontrando o fator corretor: Agora, fazemos o calculo de quanto falta para

alcancar 2. Dividimos 2 pelo valor obtido:
2

1,9109529800
Precisamos entdo multiplicar nosso resultado anterior por um valor que seja

~ 1,0465982300

menor ou igual a 1,0465982300. Consultando a tabela, encontramos que a raiz
sexagésima-quarta de 10 € 1,0366329284, 0 que se encaixa bem. Fazendo a
multiplicacdo: (1,7782794100)(1,0746078283)(1,0366329284) ~ 1,9809567800.
Agora estamos ainda mais proximos de 2.

4. Refinando a aproximagao: Continuando com o processo, calculamos o

guanto ainda falta para 2:
2

1,9809567800
Na tabela, encontramos que a raiz ducentésima-quadragésima-sexta de 10 é

1,0090350448. Multiplicamos novamente:
(1,7782794100)(1,0746078283)(1,0366329284)(1,0090350448) ~ 1,9988548116

~ 1,0096131400

5. Refinando a aproximacado: Continuando com o processo, precisamos calcular

guanto ainda falta para chegar ao valor 2. Dividimos 2 pelo valor obtido:
2

1,9988548116

Consultando a tabela, encontramos que a raiz 1 de 10 é aproximadamente
4096

1,0005623120. Agora, multiplicando 0Ss valores obtemos:
(1,7782794100)(1,0746078283)(1,0366329284)(1.0090350448)(1,0005623120) =
1,9999787916

~ 1,0005729222

Agora temos uma aproximacao excelente de 2.
6. Somando os logaritmos: Para encontrar o logaritmo de 2, somamos 0S

expoentes das raizes que utilizamos:

1 1 1 1 1
1 + 5 + i + 3T + 2096 — 0,3010253906

Esse valor € uma 6tima aproximacao para o logaritmo de 2 na base 10, que
€ aproximadamente 0,3010299956.
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Briggs aplicou seu método de multiplicacéo de raizes sucessivas para calcular
logaritmos de maneira eficiente e precisa. De acordo com Boyer (1996), as tabelas
criadas por Briggs continham até quatorze casas decimais, proporcionando uma
precisao ainda maior. No exemplo do logaritmo de 2 que utilizamos, trabalhamos com
dez casas decimais, e mesmo assim alcangamos uma excelente aproximacao. Essa
construcao foi possivel gracas a exploracdo das poténcias e raizes de 10, com a soma
dos expoentes ao longo do processo, 0 que permitiu a criagéo de tabelas de logaritmos
com uma precisao impressionante.

Esse método brilhante demonstra como, por meio de operacdes simples, é
possivel aproximar os logaritmos que utilizamos até hoje. Mesmo que o processo seja
trabalhoso, como no caso de Napier, que dedicou 20 anos a construcdo de suas
tabelas, ele nos mostra que, sem o auxilio da tecnologia moderna, como é possivel

construir essas tabelas manualmente, assim como Napier e Briggs fizeram.
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4 O ENSINO DE LOGARITMOS E SUAS DIRETRIZES CURRICULARES

Neste capitulo, abordaremos o ensino atual dos logaritmos, explorando as
diretrizes educacionais e os recursos didaticos utilizados. Inicialmente, analisaremos
as orientagbes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e do Curriculo de
Pernambuco (2021), destacando como os logaritmos séo integrados no curriculo do
Ensino Médio. Em seguida, examinaremos as propriedades dos logaritmos com base
no livro Matematica: Ciéncia e Aplicacdes de lezzi et al. (2004). Por fim, dedicaremos
uma secdo as aplicacbes praticas dos logaritmos, como em abalos sismicos e
Matematica Financeira, alinhando-nos as abordagens previstas pela BNCC. Este
capitulo visa conectar aspectos tedricos com contextos praticos e pedagdgicos,

proporcionando uma visdo abrangente do ensino de logaritmos na atualidade.

4.1 DIRETRIZES OFICIAIS PARA O ENSINO DE LOGARITMOS

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), define as diretrizes gerais para o
ensino de Matematica no Ensino Médio. Esse documento normativo busca garantir
gue todos os estudantes do pais tenham acesso a um curriculo basico e comum de
gualidade. No que diz respeito as funcbes logaritmicas, a BNCC especifica duas
competéncias principais que devem ser desenvolvidas ao longo do Ensino Médio:

1. (EM13MAT305): Resolver e elaborar problemas com funcées logaritmicas nos
guais seja necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas
envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade,
Matematica Financeira, entre outros.

2. (EM13MAT403): Analisar e estabelecer relagbes, com ou sem apoio de
tecnologias digitais, entre as representacdes de funcdes exponencial e
logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as

caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada funcao.
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Figura 12 - Um recorte das habilidades previstas na (BNCC)

HABILIDADES

(EMI3MAT305) Resolver e elaborar problemas com funcdes logaritmicas nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
como 0s de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros
(EMI3MAT403) Analisar e estabelecer relacdes, com ou sem apoio de tecnologias
digitais, entre as representacdes de funcoes exponencial e logaritmica expressas em
tabelas e em plan artesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio

imagem, crescimento) ge cada runcac

Fonte: Brasil (2021).

O Curriculo de Pernambuco (2021), que foi elaborado com base nas diretrizes
da BNCC, traz uma organizacdo mais detalhada e especifica para o ensino de
logaritmos. Diferentemente da BNCC, que aborda as fun¢@es logaritmicas de forma
geral para os trés anos do Ensino Médio, o Curriculo de Pernambuco define que o
estudo dessas funcdes deve ser realizado especificamente no 2° ano do Ensino
Médio.

O Curriculo de Pernambuco inclui as seguintes habilidades:

e (EM13MAT305PE21): Resolver e elaborar situacfes-problema envolvendo
funcdes logaritmicas, interpretando a variacdo das grandezas em contextos
diferentes como, por exemplo, o estudo da radioatividade, Matematica
Financeira, entre outros, com e/ou sem o uso de tecnologias digitais.

e (EM13MAT403PE35): Analisar e estabelecer relacdes, com e/ou sem o uso de
tecnologias digitais, entre as representacfes de funcdes exponenciais e
logaritmicas, expressas em tabelas e em planos cartesianos para identificar as
caracteristicas  fundamentais  (dominio, imagem, crescimento  ou
decrescimento, raizes entre outras) de cada funcéo, destacando-as como
fungdes inversas.

Essas habilidades no Curriculo de Pernambuco sédo derivadas das
competéncias da BNCC, porém com uma abordagem mais focada e adaptada ao
contexto local. Essa especificidade ajuda a garantir que os alunos recebam uma
formacdo mais estruturada e adequada ao nivel em que estdo estudando,
promovendo um alinhamento mais preciso com as necessidades educacionais da

regiao.
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Figura 13 - Recorte das Habilidades do Curriculo de Pernambuco

HABILIDADES ESPECIFICAS DO COMPONENTE

(EM13MAT305PE21) Resolver e elaborar situagdes-
problema, envolvendo fungdes logaritmicas,
interpretando a variagdo das grandezas em contextos Fungdes Logaritmicas:
diferentes como, por exemplo, o estudo da variagdo de grandezas
| radioatividade, Matematica Financeira, entre outros,
| com e/ou sem o uso de tecnologias digitais
(EM13MAT403PE35) Analisar e estabelecer relagdes,
(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou com e/ou sem o uso de tecnologias digitais, entre as
sem apoio de tecnologias digitais, entre as representacdes | representacdes de fungdes exponenciais e logaritmicas Fungdes Exponenciais e

HABILIDADES DA AREA BNCC

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com
fungdes logaritmicas nos quais seja necessario
compreender e interpretar a variagdo das grandezas
envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH,
radioatividade, Matematica Financeira, entre outros

de fungdes exponencial e logaritmica expressas em expressas em tabelas e em planos cartesianos para Logaritmicas: relagdes,
tabelas e em plano cartesiano, para identificar as identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, representagdes e
caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, imagem, crescimento ou decrescimento, raizes, entre caracteristicas.
crescimento) de cada fungdo outras) de cada fungdo, destacando-as como fungdes

inversas.

Fonte: Curriculo de Pernambuco, 2021.

4.2 PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS NO LIVRO: MATEMATICA CIENCIA E
APLICACOES (2004)

Nesta secdo, apresentaremos a definicdo de logaritmos e suas principais
propriedades, com o objetivo de fornecer ao leitor o suporte necessario para a
compreensao deste trabalho e facilitar o entendimento da préxima secdo, que
abordara as aplicacbes préaticas dos logaritmos. A referéncia utilizada sera o livro
didatico Matematica: Ciéncia e Aplicacdes de lezzi et al. (2004), que proporcionou o
primeiro contato com a histéria dos logaritmos e foi fundamental para despertar o
interesse pelo tema, servindo como base para a realizagéo desta pesquisa. Esse livro,
utilizado no primeiro ano do Ensino Médio, faz parte de uma colecéo de trés volumes
dedicados ao ensino de matematica e oferece uma base sélida para o entendimento

de conceitos importantes, como os logaritmos.

Figura 14 - Livro Matematica Ciéncia e Aplicacdes

MATEMATICA
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Fonte: Capa extraida do livro "Matematica Ciéncia e aplicacfes" lezzi et al. (2004)
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» Definicdo do Logaritmo
Sendo a e b nimeros reais e positivos, com a# 1, chama-se logaritmo de b na
base a 0 expoente x ao qual se deve elevar a base a de modo que a poténcia a* seja

igual a b.

logsb=xa*=>

Na expressao a* = b, temos:

a € a base do logaritmo

b € o logaritmando;

X € 0 logaritmo

« Consequéncias da Definicao

Decorrem da definicdo do logaritmo as seguintes propriedades:

I. O logaritmo de 1 em qualquer base a € igual a 0.

log,1=0 ,poisa’ =1

II. O logaritmo da base, qualquer que seja ela, é igual a 1.

log,a =1 ,poisal =a

[ll. A poténcia de base a e expoente log, b é igual a b.

alog.b = p

Pois o logaritmo de b na base a € justamente 0 expoente que se deve dar a
base a para que a poténcia fique igual a b.
Se dois logaritmos em uma mesma base séo iguais, entdo os logaritmandos

também sao iguais.

log,b =log,c=>b=c ,poislog, b =log,c = alsa =b=>c=0D>

* Propriedades Operatorias dos Logaritmos
Vamos abordar trés propriedades operatorias dos logaritmos:
Em qualquer base, o logaritmo do produto de dois nimeros reais e positivos é

igual a soma dos logaritmos dos numeros.
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Em simbolos: Se0<a#1,b>0ec>0er €R, entdo:

v' Logaritmo do produto

log,(b.c) =log, b+ log, c

v' Logaritmo do quociente

b
log, e log, b —log, ¢

v' Logaritmo da poténcia

log, bm =r.log, b

« Mudanca de base

Suponhamos que a, b e ¢c sejam nlmeros reais positivos e diferentes de 1.

log b

C

log, b = g

« Sistema de logaritmos

O conjunto formado por todos os logaritmos dos numeros reais positivos em
umabasea (0 < a # 1) é chamado de sistema de logaritmos de base a. Por exemplo,
o conjunto formado por todos os logaritmos de base 2 dos numeros reais positivos é
o sistema de logaritmos de base 2.

Existem dois sistemas de logaritmos que sdo muito utilizados em Matematica,

gue sao o de base “10” e o de base “e”. Indicaremos por logio x ou simplesmente por

log x, 0 logaritmo decimal, e representamos o logaritmo natural de x por log, x, ou In x.

4.3 AS APLICACOES DOS LOGARITMOS

4.3.1 Escala richter

Nesta secdo, continuara a exploracdo da aplicacdo dos logaritmos, com foco
na Escala Richter, que é utilizada para medir a magnitude de terremotos. Este tema é
particularmente relevante, pois esta alinhado a Habilidade EM13MAT305, prevista
pela BNCC, que enfatiza a resolugao e elaboragdo de problemas que envolvem a
variagdo de grandezas em contextos reais, como abalos sismicos, pH, radioatividade
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e matematica financeira. A compreensdo do funcionamento da Escala Richter é
essencial, uma vez que a magnitude dos terremotos € expressa em termos
logaritmicos, refletindo a variacdo exponencial da energia liberada durante esses
eventos. Com base nas discussdes propostas por Youssef (2009), serdo analisadas
as aplicacOes dos logaritmos nesse contexto, ressaltando sua importancia ndo apenas
na compreensao de fendmenos naturais, mas também na sua aplicacao pedagogica,
gue pode enriquecer o ensino em sala de aula. Essa abordagem permite que os
alunos vejam a relevancia dos logaritmos em situacdées do cotidiano, facilitando a
conexdo entre teoria e pratica. A Escala Richter, desenvolvida em 1935 pelo
sismélogo Charles Francis Richter (1900-1985), foi criada para medir a intensidade de
terremotos, inicialmente aplicada no sul da Califérnia. Por ser uma escala logaritmica,
cada aumento de uma unidade na magnitude, corresponde a uma liberacdo de
energia dez vezes maior que a anterior. A escala classifica os terremotos de acordo
com a magnitude das ondas sismicas. Microterremotos, com magnitude inferior a 2,
geralmente passam despercebidos, enquanto tremores entre 4 e 5 ja sao
suficientemente intensos para serem detectados em diversas partes do mundo. Isso
mostra como a escala logaritmica facilita a comparacdo de terremotos com
intensidades variadas.

A férmula mais comum para calcular a magnitude (M) de um terremoto com
base na energia mecanica liberada (E), medida em joules, é:

M = 0,67.log(E) — 3,25

Onde:

(M) é a magnitude do terremoto;

(E) é a energia liberada no epicentro, em joules.

Vamos analisar o caso de um terremoto de magnitude 5. Utilizando a equacéo:

0,67.1og(E) =5+ 3,25
8,25
0,67

log(E) =
Convertendo o valor log(E) para E:
E = 101231 = 2,0.1012 joules

~ 12,31

Isso significa que um terremoto de magnitude 5 libera cerca de 2,0. 1012 joules,
equivalente a energia de uma bomba atémica como a de Hiroshima, conforme mostra

a tabela a seguir (Youssef, 2009, p. 99).
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Tabela 07 - Magnitude e Energia Liberada em Alguns Grandes Terremotos do Século XX

Magnitude | Energia liberada Ocorréncia
em joules
2,0 6,3.107 Praticamente imperceptivel
5,0 2,0.1012 Energia liberada pela bomba atébmica de Hiroshima,
Japéo, 1945
6,7 7,1.1014 Estados Unidos (Los angeles), 1994
6,9 1,4.1015 Arménia (Spitak, na antiga Unido Soviética), 1998
7,0 2,0.1015 Magnitude de referéncia para grandes terremotos
7,2 4,0.1015 Japéao (kobe), 1995
7,4 7,9.1015 Turquia (Duzce), 1999
7,8 1,6.1016 China (Tangshan), 1976
7,9 4,4.1016 Japéo (Toquio e Yokohama), 1923
8,1 8,7.1016 México (Cidade do México), 1985
8,3 1,8.1017 Estados Unidos (Séo Francisco), 1906
8,6 5,0.1017 Chile (entre Concepcién e Aysen), 1960

Fonte: Youssef (2009, p. 99).

Agora, vamos analisar a equacdo da Escala Richter para entender o que
acontece com a magnitude de um terremoto 10 vezes mais intenso que outro.
Suponha que temos um terremoto de magnitude M1, que libera energia E1 , e outro
com magnitude M-, que libera energia 10 vezes maior, 10E1.

M1 =0,67logE1 — 3,25
M, = 0,6710og(10.E;) — 3,25
M, = 0,67 (log10 + logE1) — 3,25
M;=0,67(1+1ogE1) — 3,25
M,= 0,67+ 0,67logE, — 3,25
M2 = 0,67 + M1

Vemos que liberar 10 vezes mais energia resulta em um aumento de apenas

0,67 unidades na escala Richter. Por outro lado, 0 que acontece em termos de energia

liberada ao aumentarmos 1 unidade na magnitude? Veja:
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Portanto, o aumento de uma unidade na magnitude de um terremoto na escala
Richter corresponde a um terremoto cerca de 32 vezes mais intenso em termos de
energia liberada.

My =0,67logE; — 325 (1)

M;+1=0,67logE, — 3,25 (2)
Subtraindo (1) de (2) temos:
1=0,671logE, —0,67logE,

E;

1=0,67log_"

Eq

1 E, E,
=log_"=>log _"=15

0,67 E; E;

E;
—“=105=>E = 32E;
E, 2

Portanto, o aumento de uma unidade na magnitude de um terremoto na escala
Richter corresponde a um terremoto cerca de 32 vezes mais intenso em termos de
energia liberada. Em termos de ordem de grandeza, um aumento de 1 unidade na
magnitude corresponde a um aumento de 10! vezes na intensidade. Da mesma forma,
um acréscimo de 2 unidades equivale a um terremoto 1000 vezes mais intenso, e 3
unidades correspondem a uma intensidade aproximadamente 32.000 vezes maior.

A Escala Richter nos da uma descricdo quantitativa dos terremotos e,
teoricamente, ndo tem limites. No entanto, como cresce exponencialmente, o préprio
Richter afirmou que terremotos acima de magnitude 9,0 seriam impossiveis, pois
liberariam energia suficiente para destruir o planeta. Ele explicou: "Esta é uma

limitacdo da Terra, ndo da escala”.
4.3.2 Juros compostos

Nesta secdo, vamos abordar o conceito de juros compostos e sua relacdo com
os logaritmos, conforme explorado no livro Matemética: Ciéncia e Aplicagbes do lezzi
et al. (2004). A Habilidade (EM13MAT305) da BNCC contempla a matematica
financeira, e é por isso que estamos utilizando essa abordagem para aplicar os
logaritmos no céalculo do tempo necessario para um capital crescer em uma taxa

especifica.
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O regime de juros compostos é amplamente utilizado em transacfes comerciais
e financeiras. O principio basico dos juros compostos € que, ao final de cada periodo,
0s juros gerados sobre o capital inicial sdo incorporados ao montante, formando uma
nova base para o calculo de juros no préximo periodo. Isso significa que 0s juros nao
incidem apenas sobre o valor original, mas sobre o montante acumulado, o que gera
um crescimento exponencial do capital.

A formula geral para calcular o montante M,ap0s ( n) periodos, é dada por:

M,=C(+i)m

Onde:

(M) é o montante final ap6s ( n) periodos.

(C) é o capital inicial.

(i) é ataxa de juros por periodo.

(n) é o numero de periodos.

Agora, vamos ao Exemplo 2 do lezzi et al. (2004, p.319) para entender como
usar logaritmos no célculo do tempo necessario para que um capital atinja
determinado montante. Exemplo 2: Suponha que Joana investiu R$ 400,00 a uma taxa
de 2% ao més e deseja saber em quanto tempo o0 montante sera de R$ 600,00.

Utilizamos a formula dos juros compostos para resolver esse problema.

Dados:

M, = 600, C =400, i =0,02

Substituimos esses valores na formula:

600 = 400(1 + 0,02)"

Dividimos ambos os lados por 400:

1,5 = (1,02)~

Agora, para determinar o valor de ( n), utilizamos logaritmos:

log1,5 = log(1,02)»

Aplicando a propriedade dos logaritmos, temos:

log 1,5 = n.log 1,02
Isolando (n):
log 1,5
n= m

Substituindo os valores dos logaritmos:

0,1761
"= 0,0086

~ 20,47 meses
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Isso significa que, apds aproximadamente 20 meses, Joana ainda néo tera o
valor desejado, mas estard proxima. Veja os detalhes:

Apbs 20 meses, 0 montante sera: M, = 400. 1,0220 = 594,37, ou seja, o valor
serd um pouco abaixo de R$ 600,00. Ja no 212 més, o montante sera: Mz1 =
400.1,0221 = 606,26. Nesse momento, Joana tera o valor desejado.

Este exemplo ilustra como o uso dos logaritmos facilita a determinagdo do
tempo necessario para que um capital atinja um valor especifico, em um regime de

juros compostos.
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5 ABORDAGENS TEORICAS EM MATEMATICA: REPRESENTACOES
SEMIOTICAS E RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo, exploramos abordagens tedricas fundamentais para a
compreensao e ensino da matematica, utilizando as contribuicdes de Raymond Duval
e Luiz Roberto Dante. O objetivo é fornecer uma base tedrica robusta para analisar os
dados dos questionarios aplicados nesta pesquisa, integrando as ideias de ambos os
autores para enriquecer nossa compreensao sobre a aprendizagem matematica e a

resolucao de problemas.

5.1 TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA (TRRS):
CONCEITOS E APLICACOES DE DUVAL (2009)

Para analisar os dados dos questionarios aplicados aos estudantes,
utilizaremos como base teodrica o livro Semiosis e Pensamento Humano do filosofo e
psicologo francés Raymond Duval. Ele desenvolveu a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (TRRS), que sugere que a compreensao efetiva da
matematica esta diretamente relacionada a capacidade de dominar mais de um tipo
de registro de representacdo para o mesmo objeto matematico. Ou seja, para
entender um conceito matematico de forma completa, é necessario ser capaz de
representa-lo de diferentes maneiras.

Duval (2009) argumenta que a aprendizagem da matematica ndo se limita a
operar com numeros ou formulas, mas envolve uma variedade de sistemas de
representacdo, como figuras geométricas, graficos cartesianos, diagramas e
esquemas, além de notagBes simbolicas e algébricas. Ele afirma que “a aprendizagem
das matematicas constitui, em evidéncia, um campo de estudos privilegiado para a
analise de atividades cognitivas fundamentais como a conceitualizacdo, o raciocinio,
a resolugao de problemas e mesmo a compreensao de textos” (Duval, 2009, p. 13).
Esses diferentes sistemas semiéticos sdo essenciais para 0 pensamento matematico,
pois permitem expressar relacdes e operacdes que vao além da linguagem natural.

A distincdo entre um objeto matematico e sua representacao € essencial na
teoria de Duval (2009, p.14), que afirma que "ndo se pode ter compreensao em

matematicas, se nés nao distinguimos um objeto de sua representacdo”. No caso dos
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logaritmos, quando o aluno compreende que o logaritmo indica a poténcia a qual uma
base deve ser elevada para obter um certo nimero, ele consegue reconhecer esse
conceito em diferentes formas, como equacdes algébricas, graficos ou tabelas. Isso
facilita a transicéo entre essas representacdes e ajuda a resolver problemas de forma
mais eficaz.

Duval também enfatiza a importancia de lidar com mudltiplos registros de
representacdo ao trabalhar com um mesmo objeto matematico. Ele destaca que, na
resolucdo de problemas matematicos, € comum a necessidade de converter
representagcdes de um registro para outro. Por exemplo, ao associar uma equagao a
sua representacao grafica, o aluno esta fazendo uma converséao do registro algébrico
para o grafico. A capacidade de realizar essas conversdes é fundamental para uma
visdo abrangente e profunda dos conceitos matematicos.

Duval define as representa¢cdes semibticas como producdes que utilizam regras
de sinais, como enunciados em linguagem natural, formulas algébricas, graficos ou
figuras geométricas. Essas representacfes, segundo Duval (2009, p. 15), séo vistas,
muitas vezes, apenas como "o meio de que o individuo dispbe para exteriorizar suas
representacfes mentais”, ou seja, ferramentas para tornar visiveis ou acessiveis as
ideias que estdo na mente de uma pessoa.

Contudo, para Duval, as representacfes semiodticas sdo essenciais a
compreensao matematica. Ele distingue dois conceitos fundamentais: noésis e
semiosis.

e SEMIOSIS refere-se ao ato de criar ou interpretar uma
representacdo semiética. Em matematica, isso pode envolver
a escrita de uma férmula, o desenho de um gréafico, ou a
construcdo de uma tabela que represente uma ideia
matematica. Por exemplo, no estudo de logaritmos, quando um
estudante constréi uma tabela de logaritmos ou desenha o
grafico de uma funcao logaritmica, ele esté realizando um ato
de semidsis. Esse processo transforma a ideia abstrata do
logaritmo, que pode ser compreendido como o inverso da
exponenciagcdo, em uma representacdo concreta que facilita a
visualizacdo e o entendimento. A criagdo da primeira tabela de
logaritmos por John Napier, por exemplo, € um excelente
exemplo de semidsis na pratica, onde ele transformou céalculos
complexos em uma tabela acessivel.

e NOESIS, por outro lado, envolve o processo cognitivo de
compreensdo de um conceito matemético. Em relagdo aos
logaritmos, a noésis ocorre quando o aluno entende o conceito
de logaritmo como a operacao inversa da exponenciacdo, ou
seja, compreender que o logaritmo € o expoente ao qual a base



61

deve ser elevada para obter um numero. Por exemplo, quando
o estudante compreende que log;o 100 = 2, porque 102=100,

ele esta engajado em um ato de noésis. Esse processo de
compreensdo € fundamental para o dominio da teoria dos
logaritmos, permitindo que o aluno apligue o conceito em
diferentes situacdes e resolva problemas complexos.

Esses dois processos estdo profundamente interligados. Duval (2009, p. 17,
grifo do autor) afirma que "N&o ha noésis sem semidsis”, o que significa que, para
compreender profundamente um conceito mateméatico (noésis), é necessério ser
capaz de representa-lo de alguma forma (semidsis). Por exemplo, para entender o
conceito de funcdo, o aluno precisa ser capaz de representa-la graficamente,
algebricamente, ou de outras maneiras. A semidsis €, portanto, 0 meio através do qual
a noésis ocorre.

Essa interdependéncia entre noésis e semidsis € fundamental no aprendizado
de matematica. Os processos cognitivos ndo ocorrem no vacuo; eles dependem da
manipulacéo de diferentes formas de representacdo. Para Duval (2009, p. 18, grifo do
autor), "ndo ha& noésis sem o0 recurso a uma pluralidade [..] de sistemas
semidticos...]". I1sso significa que entender mateméatica ndo é apenas compreender
conceitos de maneira abstrata, mas também ser capaz de expressa-los e manipula-
los por meio de diferentes representacdes.

Porém, esse processo de transitar entre diferentes sistemas de representacao
nao é algo simples para muitos alunos. Duval (2009, p. 18) observa que, apesar de
ser comum na pratica matematica, essa mudanca de um sistema semiotico para outro
nao é evidente para a maioria dos estudantes. Por exemplo, alunos podem ter
dificuldade em reconhecer que uma equacdo algébrica e seu grafico cartesiano
representam 0 mesmo conceito matematico. Essa falta de coordenacdo entre
representacdes diferentes pode prejudicar a compreensdo e o aprendizado dos
estudantes.

A Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica (TRRS) proposta por
Raymond Duval oferece uma perspectiva essencial para entender como os alunos
compreendem e utilizam a matematica. Duval (2009) destaca a importancia de
dominar multiplos registros de representacdo para alcancar uma compreensao
completa dos conceitos matematicos. No estudo dos logaritmos, a habilidade de
transitar entre diferentes representacdes, como férmulas e expressdes algébricas, é

fundamental para a resolucéo de problemas e a aplicacéo eficaz do conceito.
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Um aspecto fundamental da Teoria dos Registros de Representacédo Semidtica
(TRRS) é a "congruéncia,” que se refere a capacidade de estabelecer uma
correspondéncia clara e consistente entre diferentes formas de expressar um mesmo
conceito matematico. A congruéncia é essencial para que os alunos consigam realizar
a transicao, entre registros de uma expressao algébrica. De acordo com Duval (2009),
essa correspondéncia exige coeréncia entre 0s registros, ou seja, uma sequéncia
l6gica que permite ao estudante compreender o conceito em diferentes formas de
representacao.

Um exemplo classico de congruéncia em logaritmos € a transicdo da expressao
logio 100 = 2 para sua forma exponencial correspondente, 102= 100. Essa mudanca
congruente entre as representacdes logaritmica e exponencial expressa a mesma
ideia, permitindo ao aluno identificar o mesmo conceito em contextos distintos.
Quando o estudante realiza essa transicao sem dificuldades, demonstra que esta
operando de maneira congruente ao trabalhar com o conceito dentro do mesmo
registro algébrico.

A “ndo-congruéncia” se manifesta quando a conversdo entre diferentes
registros nao preserva uma relacdo natural para o estudante. Duval (2009) destaca
que essa falta de congruéncia pode acarretar dificuldades consideraveis. Por
exemplo, ao lidar com um problema pratico em linguagem natural que envolve
logaritmos, um aluno pode ter dificuldades para expressar a situacdo de maneira
adequada, pois a transicao da linguagem cotidiana para a forma algébrica pode néo
ser intuitiva.

A congruéncia nas representacdes impacta de maneira significativa o sucesso
ou fracasso na resolucao de problemas matematicos. De acordo com Duval (2009,
p.19), quando a conversédo entre diferentes formas de representagéo € congruente,
ou seja, mantém uma correspondéncia clara e consistente entre as diversas maneiras
de expressar um conceito, tende a haver uma taxa de sucesso maior. Por outro lado,
guando a conversdo ndo é congruente e a relacdo entre as representacdes nao é
mantida de forma eficaz, a taxa de sucesso pode ser consideravelmente reduzida,
refletindo a dificuldade em transitar entre diferentes sistemas semioticos.

Em resumo, a TRRS de Duval oferece uma estrutura valiosa para entender
como a congruéncia e a nado-congruéncia entre diferentes representacoes

matematicas afetam a aprendizagem. A capacidade de realizar semidsis e noésis
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efetivamente, bem como reconhecer e utilizar a congruéncia entre representacoes,
S&0 aspectos essenciais para dominar conceitos matematicos.

Aplicar esses conceitos ao estudo dos logaritmos destaca a importancia de uma
abordagem ampla para a compreensdo matematica e a aplicacdo préatica do
conhecimento. A congruéncia entre registros assegura que 0s alunos possam transitar
facilmente entre diversas formas de representacdo, promovendo uma compreensao

mais profunda e uma resolucéo mais eficaz de problemas matematicos.

52 A DIDATICA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS EM DANTE (2000):
CONCEITOS E APLICACOES

Para enriguecer a andlise dos dados dos questionarios aplicados aos
participantes desta pesquisa, também utilizaremos o trabalho de Luiz Roberto Dante,
um renomado pesquisador em Educacdo Matematica e autor do livro Didatica da
Resolucado de Problemas. Este livro € um recurso valioso para professores do ensino
basico e aborda a resolucéo de problemas como uma metodologia eficaz de ensino.
Dante classifica os problemas mateméaticos em seis categorias principais: Exercicios
de Reconhecimento, Exercicios de Algoritmos, Problemas-padrdo, Problemas-
processo ou Heuristicos, Problemas de Aplicacao e Problemas de Quebra-Cabeca.

Muitos alunos dominam os algoritmos basicos, como adicdo, subtracao,
multiplicacdo e divisdo, mas ainda encontram dificuldades na resolucéo de problemas,
especialmente ao lidar com as diferentes etapas que envolvem esses algoritmos.

Dante (2000, p. 8) destaca essa questdo ao afirmar:

E muito comum os alunos saberem efetuar todos os algoritmos (as
‘continhas” de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) e nao
conseguirem resolver um problema que envolva um ou mais desses
algoritmos. Ha muitos fatores que agravam essa dificuldade.

Esse entendimento sera determinante para analisar como os alunos aplicam
seus conhecimentos matematicos em diferentes contextos de problemas.

Para Dante (2000), um "problema” é qualquer situagdo que exige pensamento
critico e solucéo por parte do individuo. Dante destaca que um dos principais objetivos
do ensino de Matematica é incentivar o aluno a pensar de forma produtiva. Para

alcancar isso, € fundamental apresentar situacdes-problema que envolvam e
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desafiem o aluno, estimulando-o a encontrar solucdes. Esse processo ajuda a

desenvolver a capacidade de raciocinio l6gico e de criar estratégias eficazes para a

resolucao de problemas. Como Dante (2000, p. 14) afirma: "Para resolver problemas,

precisamos desenvolver determinadas estratégias que, em geral, se aplicam a um

grande numero de situacdes."”

Agora vamos explorar os diferentes tipos de problemas descritos por Dante

(2000). Ele classifica os problemas matematicos em varias categorias, cada uma com

caracteristicas e objetivos especificos. A seguir, apresento um resumo dessas

categorias:

1.

Exercicios de Reconhecimento: Sao projetados para ajudar o aluno a
reconhecer, identificar ou lembrar conceitos, definicbes ou propriedades
especificas.

Exercicios de Algoritmos: Envolvem a aplicacdo passo a passo de algoritmos
basicos, como adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo, com o objetivo de
praticar e reforcar habilidades matematicas.

Problemas-Padréo: Exigem a aplicacéo direta de algoritmos conhecidos e ndo
demandam estratégias complexas. Geralmente, o enunciado ja contém a
solucdo ou uma indicacao clara dos passos necessarios para resolvé-lo.
Problemas-Processo ou Heuristicos: Demandam uma abordagem mais
criativa, pois ndo had uma solucdo diretamente fornecida. O aluno deve
desenvolver um plano de acdo e uma estratégia para resolver o problema,
estimulando a curiosidade e a criatividade.

Problemas de Aplicacéo: Retratam situacdes reais e exigem que o aluno use
conceitos matematicos para resolver problemas do cotidiano, envolvendo
coleta de dados e analise matematica para encontrar solucdes.

Problemas de Quebra-Cabeca: Englobam a Matematica recreativa e desafiam
os alunos com solucdes que muitas vezes dependem de trugues ou insights
criativos, em vez de meétodos tradicionais.

Essas categorias ajudam a entender como diferentes tipos de problemas

podem ser usados para desenvolver habilidades mateméticas e estimular o

pensamento critico dos alunos.
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6 METODOLOGIA

A metodologia desta pesquisa consistiu na aplicacdo de dois questionarios
distintos, com o objetivo de avaliar o nivel de conhecimento em logaritmos dos
estudantes dos periodos finais do curso de Licenciatura em Matematica na
UFPE/CAA. A pesquisa foi conduzida de maneira a combinar abordagens qualitativas
e quantitativas, permitindo uma analise abrangente das percepcfes e competéncias
dos alunos sobre o tema.

O Questionéario 01, intitulado "Diagnéstico”, foi elaborado para investigar o
conhecimento prévio dos alunos sobre logaritmos e funcdes exponenciais, bem como
sua seguranca ao ensinar esses topicos. As respostas abertas foram analisadas
gualitativamente para explorar as percepc¢oes dos participantes, enquanto a atribuicéo
de notas permitiu uma categorizacdo quantitativa das respostas, fornecendo uma
visdo equilibrada sobre a formacao dos alunos ao longo do curso.

O Questionario 02, foi composto por questdes praticas, focando na capacidade
dos alunos de resolver problemas relacionados a logaritmos. A analise desse
guestionario foi exclusivamente quantitativa, avaliando o desempenho dos estudantes
em cada questao para identificar possiveis lacunas no entendimento e na aplicacéo
dos conceitos.

Ambos os questionarios foram aplicados presencialmente na UFPE/CAA,
durante 0 més de novembro de 2023, no periodo noturno e em dias alternados,
contando com a participacdo de 15 estudantes dos periodos finais do curso. A
aplicacdo presencial possibilitou a interacdo direta entre o pesquisador e o0s
participantes, permitindo o esclarecimento de duvidas e assegurando que O0S
guestionarios fossem completados de maneira eficiente. O tempo médio de resposta
foi de 1 hora e 30 minutos, com a aplicacéo organizada para nao interferir nos horarios
de saida dos alunos.

Os patrticipantes foram informados previamente sobre a natureza da pesquisa,
gque fazia parte do Trabalho de Concluséo de Curso (TCC) do pesquisador. Contudo,
o tema especifico, relacionado aos logaritmos, foi revelado apenas apds a aceitagcéo
da participacdo para evitar vieses nas respostas. Todos os participantes foram
informados de que seus nomes seriam mantidos em sigilo, sendo identificados apenas

por codigos (P1 a P15) para garantir a confidencialidade dos dados coletados.
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6.1 SUJEITOS DA PESQUISA

A pesquisa foi conduzida na Universidade Federal de Pernambuco, Centro
Académico do Agreste (UFPE/CAA) em Caruaru, devido ao vinculo do pesquisador
com a instituicio e ao desejo de contribuir para a mesma, demonstrando
reconhecimento e estima. O estudo focou nos alunos dos periodos finais do curso de
Licenciatura em Matematica, abrangendo os estudantes do 6° ao 9° periodo.

Os 15 participantes da pesquisa foram selecionados de forma aleatoria e em
dias alternados, garantindo uma amostra diversificada e representativa. Este método
permitiu incluir alunos de diferentes periodos do curso, refletindo uma variedade de
experiéncias e niveis de maturidade académica. Além disso, o critério de alternancia
na selecdo assegurou que a amostra nao fosse enviesada, proporcionando maior
imparcialidade aos resultados.

A aplicacdo dos questionarios ocorreu em novembro de 2023, durante o
periodo noturno, no horario das 19:30 as 20:30. Cada participante levou, em média,
menos de 1 hora e 30 minutos para responder aos questionarios. Embora nao
houvesse uma limitacdo de tempo especifico, a aplicacdo foi organizada de maneira
a respeitar o horario de saida dos alunos, evitando que as respostas se estendessem
além das 22:00.

Os alunos foram inicialmente informados de que a pesquisa fazia parte do
Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) do pesquisador. No entanto, o tema
especifico foi revelado apenas apdés a aceitacdo da participacéo, para evitar qualquer
influéncia nas respostas. A importancia da pesquisa foi destacada, e 0s participantes
foram incentivados a fazer observacfes adicionais nas respostas, considerando que
esses comentarios poderiam enriquecer a analise dos dados.

Para garantir o anonimato dos participantes, foi assegurado que seus nomes
seriam mantidos em sigilo. No decorrer da analise, os alunos foram identificados
apenas como P1, P2, até P15. A aplicacdo presencial dos questionarios permitiu
interacdo direta, esclarecimento de duvidas e criou um ambiente favoravel para a
coleta de dados precisa e completa.

Por fim, para ilustrar a distribuicdo dos participantes entre os diferentes
periodos do curso, foi elaborado um gréafico que detalha a quantidade de alunos em
cada periodo. Foi criada uma categoria especifica para os alunos que estavam no 9°

periodo ou que, por diversos motivos, ainda ndo haviam concluido o curso e estavam
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além desse periodo. Essa categoria, denominada "9° Periodo ou mais", foi criada para
representar com maior precisdo a realidade dos participantes. A distribuicdo dos
estudantes foi a seguinte:

e 6° periodo: 3 participantes

e 7° periodo: 2 participantes

e 8° periodo: 4 participantes

e 9°periodo ou mais: 6 participantes

Gréfico 01 - Periodos dos participantes da pesquisa

PERIODO

m6° PERIODO = 7°PERIODO = 8°PERIODO m9°PERIODO OU MAIS

Fonte: O autor (2024).
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7 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Neste capitulo, comecaremos com uma analise qualiquantitativa dos resultados
do Questionario 01, que examinara a falta de exposicdo prévia em logaritmos e
exponenciais antes da faculdade, a compreensédo conceitual dos participantes e a
inseguranca deles ao ensinar o tema. Em seguida, com uma analise quantitativa do
Questionario 02, destacando as dificuldades encontradas em problemas-processo ou
heuristicos, exercicios de algoritmo e problemas de aplicacdo relacionados a
logaritmos. Utilizaremos tabelas e comentarios detalhados das respostas dos
participantes para discutir as implicagbes desses resultados para o0 ensino de
logaritmos. A andlise sera enriquecida pela aplicacdo da Teoria dos Registros de
Representacdo semidtica (TRRS) de Duval (2009) e das categorias de problemas
matematicos propostas por Dante (2000), proporcionando uma compreensao
aprofundada das dificuldades enfrentadas pelos participantes.

7.1 ETAPAS DA ELABORACAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo, abordaremos a etapa de elaboracdo de problemas que foi
fundamental para a coleta e analise dos dados da pesquisa. A etapa da elaboracéo
de problemas visa entender profundamente o conhecimento e a percepcéo dos alunos
sobre logaritmos. Para isso, foram elaborados dois questionérios distintos, cada um
com um proposito especifico, e foram aplicados a uma amostra de estudantes da
Licenciatura em Mateméatica da UFPE/CAA.

Na subsecéo 7.2 “Do Questionario 01”, detalharemos o Questionario

Diagnostico, que foi projetado para avaliar o conhecimento prévio dos alunos sobre
logaritmos e suas percepc¢des sobre o tema. Este questionario incluiu perguntas que
exploram a experiéncia anterior dos alunos com logaritmos e fun¢des exponenciais,
bem como a sua capacidade de ensinar o assunto. Analisaremos cada questdao em
termos de seu objetivo especifico e o que se pretendeu investigar com suas respostas.
A sequir, 7.3 “Do Questionéario 02” sera abordado, detalhando o segundo
guestionario aplicado. Este questionario focou em questdes praticas de logaritmos,
com o objetivo de avaliar a capacidade dos alunos de resolver problemas relacionados
ao tema. Serdo discutidos os objetivos de cada questdo e a importancia dessas

guestdes na compreensado do nivel de proficiéncia dos alunos.
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7.2 DO QUESTIONARIO 01 “DIAGNOSTICO”

Objetivo do Questionéario Diagndstico: O propdsito do Questionario Diagndstico
€ avaliar o conhecimento prévio dos alunos sobre logaritmos e sua percep¢ao sobre
0 assunto. As questbes foram elaboradas para explorar diferentes aspectos do
conhecimento dos participantes, incluindo experiéncias passadas, o nivel de
aprendizado percebido, e a capacidade de ensinar logaritmos, considerando que eles
se preparardo para ser futuros professores. A seguir, sdo apresentados os objetivos

de cada questéao.

7.2.1 Questionario diagndstico sobre logaritmos

1. "Se vocé teve contato com fungfes exponenciais no ensino médio ou em algum
outro momento anterior a faculdade, de 0 a 10, o quanto vocé considera que
realmente aprendeu sobre o assunto? Por qué?”

e Objetivo da Questdo: Avaliar a percepcdo do aluno sobre seu préprio
aprendizado em funcbes exponenciais antes da faculdade. Dado que
logaritmos sdo a operacdo inversa das funcdes exponenciais, uma
compreensao inadequada das funcdes exponenciais pode dificultar o
aprendizado de logaritmos.

2. "Vocé ja teve alguma experiéncia anterior com logaritmos antes de ingressar
no curso de Licenciatura em Matemética? Se sim, onde?"

e Objetivo da Questdo: Identificar se os alunos tiveram algum contato com
logaritmos antes do curso de licenciatura e, em caso afirmativo, descrever essa
experiéncia. Esta questdo complementa a primeira, fornecendo um panorama
mais amplo da experiéncia dos alunos com logaritmos.

3. "Em quais disciplinas do curso de licenciatura em mateméatica vocé viu
logaritmos?"

e Objetivo da Questao: Identificar em quais disciplinas do curso de licenciatura
os alunos foram expostos ao estudo de logaritmos. Esse levantamento
permitira compreender como o curriculo aborda o tema dos logaritmos e como

ele é distribuido ao longo do curso de licenciatura na UFPE/CAA. Isso ajudara
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a avaliar se os alunos tiveram uma exposicdo adequada e diversificada ao
conceito ou se ha necessidade de reforco em areas especificas.

4. "Como as func¢des logaritmicas e exponenciais se relacionam?"

e Objetivo da Questao: Avaliar o entendimento dos alunos sobre a relagéo entre
funcdes logaritmicas e exponenciais. A resposta ajudara a identificar a
profundidade do entendimento dos alunos e a clareza de suas concepc¢des
sobre esses conceitos matematicos.

5. "De 0 a 10, o quanto vocé se considera apto a ensinar logaritmos a seus
alunos? Por qué?"

e Objetivo da Questdo: Avaliar a autopercepcdo dos alunos sobre sua
capacidade de ensinar logaritmos. A andlise desta questdo permitira entender

como 0s alunos percebem sua propria preparacao para ensinar logaritmos.

7.3 DO QUESTIONARIO 02 (LOGARITMOS)

O Questionario 02 foi desenvolvido para avaliar a capacidade dos alunos em
resolver problemas préaticos relacionados a logaritmos. Seu objetivo é medir a
aplicacdo do conhecimento sobre logaritmos em contextos probleméticos e a
habilidade de manipular e converter entre diferentes registros semidticos. A seguir,
serdo apresentados os tipos de problemas e os objetivos de cada uma das 5 questdes,

com base nos conceitos discutidos por Dante (2000) sobre categorias de problemas.

7.3.1 Questionario de logaritmos

1. Com suas proprias palavras, descreva e explique o conceito de logaritmos. Se
possivel, forneca exemplos de situacdes praticas em que o0 conceito de
logaritmos é aplicado.

e Tipo de Problema: Problema-processo ou heuristico. Esta questao exige que o
aluno desenvolva uma explicagédo e exemplos praticos, o que envolve a criacdo
de uma estratégia para articular a definicdo e a aplicacédo de logaritmos.

e Objetivo: Avaliar a compreensdo conceitual do aluno e sua capacidade de
aplicar o conhecimento a situagoes reais.

2. Resolva 4*=1/64.
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Tipo de Problema: Exercicio de algoritmos. A questdo requer o uso de um
método especifico para resolver a equacdo exponencial, envolvendo
procedimentos conhecidos e passo a passo.

Objetivo: Testar a capacidade do aluno de aplicar algoritmos para resolver uma
equacao exponencial.

3. Selog(x) = 2, qual € o valor de x?

Tipo de Problema: Exercicio de algoritmos. A questéo requer a aplicacao direta
da definicdo de logaritmo para encontrar o valor de X, utilizando um método
algoritmico especifico.

Objetivo: Avaliar a capacidade de aplicar algoritmos simples para resolver
problemas de logaritmos.

4. Se o logaritmo de 16 em uma base especifica é igual a 2, qual sera o logaritmo

5.

de 32 nessa mesma base?"

Tipo de Problema: Problema-processo ou heuristico. A questédo exige que o
aluno desenvolva uma estratégia para resolver o problema utilizando a
propriedade dos logaritmos e relacionar os valores.

Objetivo: Avaliar a habilidade do aluno em aplicar propriedades dos

logaritmos para resolver problemas relacionados.

"Se a populacdo de uma cidade aumenta 10% a cada ano, qual é a expressao

gue representa 0 numero de anos 't' necessario para dobrar a populacéo?"

Tipo de Problema: Problema de aplicacdo. A questdo busca uma modelagem
matematica de uma situacdo real, envolvendo a aplicacdo de conceitos
matematicos a um problema contextual.

Objetivo: Avaliar a capacidade do aluno de formular uma expressao

matematica para modelar o crescimento populacional.

7.4 ANALISE QUALIQUANTITATIVA DO QUESTIONARIO 01 “DIAGNOSTICO”

A metodologia utilizada para avaliar o questionario diagnostico foi dividida em

trés categorias principais: Falta de Exposicdo Prévia aos Logaritmos e Funcdes

Exponenciais Antes da Faculdade (questbes 1 e 2), Compreensdo Conceitual

(questdo 4) e Inseguranca ao Ensinar (questdo 5). Embora todos os participantes

tenham indicado, na questdo 3, que estudaram logaritmos em alguma disciplina da
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graduacéo, essa questao néo foi incluida nas categorias de analise, mas serviu como
uma confirmacéo de que o tema foi abordado ao longo do curso.

Cada uma dessas categorias sera analisada através de tabelas, graficos e
respostas representativas, conforme descrito a seguir:

1. Falta de Exposicdo Prévia em Logaritmos e Exponenciais Antes da
Faculdade:

Para a pergunta 1 (Se vocé teve contato com fungdes exponenciais no ensino
médio ou em algum outro momento anterior a faculdade, de 0 a 10, o quanto vocé
considera que realmente aprendeu sobre o assunto? Por qué?), sera criada uma
tabela dividindo as notas dos participantes em trés intervalos: [0 a 3], [4 a 5], e [6 a 8].
Isso nos permitira visualizar como os participantes avaliaram seu aprendizado.

Em seguida, uma segunda tabela sera elaborada para a pergunta 2 (Vocé ja
teve alguma experiéncia anterior com logaritmos antes de ingressar no curso de
Licenciatura em Matematica? Se sim, onde?), que indicara a quantidade de
participantes que tiveram ou ndo contato prévio com logaritmos antes da faculdade.
Essas informacdes nos ajudardo a entender o impacto da falta de exposicao prévia a
esses conceitos. Além disso, destacaremos algumas respostas representativas para
ilustrar essas conclusdes.

2. Compreenséo Conceitual:

Para a pergunta 4 (Como as funcbes logaritmicas e exponenciais se
relacionam), faremos uma analise qualitativa das respostas, categorizando-as entre
acertos e erros. Um quadro sera criado para mostrar essa distribuicdo, e respostas
representativas serdo destacadas para exemplificar o nivel de compreensao
conceitual dos participantes.

3. Inseguranca ao Ensinar:

A pergunta 5 (De 0 a 10, o quanto vocé se considera apto a ensinar logaritmos
a seus alunos?) sera analisada através de uma tabela que categorizara as respostas
em trés intervalos: [0 a 4], [5 a 6], e [7 a 8]. Isso nos ajudara a entender o nivel de
seguranca que os futuros professores tém em ensinar logaritmos. Respostas
representativas serdao usadas para destacar a percepgao dos participantes sobre sua

propria aptidao.

7.4.1 Falta de exposicdo prévia em logaritmos e exponénciaisantes da faculdade
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Pergunta 1 (Se vocé teve contato com fungfes exponenciais no ensino médio
ou em algum outro momento anterior a faculdade, de 0 a 10, o quanto vocé considera
gue realmente aprendeu sobre o0 assunto? Por qué?)

Nota (0 a 3): Reflete uma baixa exposi¢cao ou aprendizado limitado das fun¢des
exponenciais no ensino medio.

Nota (4 a 5): Representa uma exposicdo moderada ou aprendizado
intermediario.

Nota (6 a 8): Indica uma exposicao satisfatéria e aprendizado mais sélido das

funcdes exponenciais.

Tabela 08 - Exposicao prévia a fungdes exponenciais antes da faculdade

Categoria de respostas Nota de (0 a 3) Notade (4a5) | Notade (6a8)
Quantidade de participantes 6 3 6
Porcentagem 40% 20% 40%

Fonte: O autor (2024).

Gréfico 02 - Exposicao prévia a fun¢des exponenciais antes da faculdade

EXPOSICAO PREVIA A FUNCOES EXPONENCIAIS ANTES DA
FACULDADE

H[0a3]
B [4a5]
[6a8]

Fonte: O autor (2024).

Resposta de P3 (“3, Ndo tive muitas aulas sobre, mas nunca cheguei a

aprender”)

Figura 15 - Resposta do P3 (“3, ndo tive muitas aulas sobre, mas nunca cheguei a
aprender”)

1) Se voce teve contato com funcdes exponenciais no ensino meédio ou em algum outro
momento anterior &2 faculdade, de 0O a 10, o quanto vocé considera que rezimente
aprendeu sobre o assunto? Por qué?

= ).\/‘vuw" s Seani X

Fonte: O autor (2024).
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Figura 16 - Resposta do P4 (“2, entendo a Teoria, mas a pratica nao me sinto confiavel’)

1) Se voce teve contato com fungdes exponenciais no ensil

momento anterior a faculdade, de 0 a 10, o quanto vocé
¢ 2 T

aprendeu sobre o assunte? Por qué? 2 Alndo o

NGO V2 NSO eo«:\.’iofu.d,

Fonte: O autor (2024).

Os resultados da Pergunta 1 revelam uma diversidade significativa na
exposicao prévia dos participantes ao estudo de funcdes exponenciais. Cerca de 40%
dos patrticipantes indicaram ter aprendido muito pouco sobre o assunto, com notas
entre 0 e 3, sugerindo uma base fraca ou insuficiente antes da faculdade. Além disso,
20% avaliaram seu aprendizado como intermediario, com notas entre 4 e 5, refletindo
uma exposicdo moderada ao tema. Apenas 40% dos participantes classificaram seu
aprendizado como satisfatorio (notas entre 6 e 8), indicando que algum conhecimento
foi adquirido. Portanto, 60% dos participantes demonstram ter tido uma exposi¢ao
limitada ou aprendizado insuficiente das fun¢des exponenciais no ensino médio. Essa
falta de exposicdo adequada pode estar diretamente ligada as dificuldades atuais que
muitos enfrentam no entendimento das fungdes exponenciais.

Pergunta 2 (Vocé ja teve alguma experiéncia anterior com logaritmos antes de

ingressar no curso de Licenciatura em Mateméatica? Se sim, onde?)

Tabela 09- Contato prévio com logaritmos antes da faculdade

Exposi¢éo prévia a logaritmos Quantidade de participantes Porcentagem%
Tiveram contato prévio 11 73,3%
N&o tiveram contato prévio 4 26,7%

Fonte: O autor (2024).

Gréfico 03 - Contato prévio com logaritmos antes da faculdade

CONTATO PREVIO COM LOGARITMOS ANTES DA FACULDADE

B TIVERAM CONTATO PREVIO
= NAO TIVERAM CONTATO PREVIO

Fonte: O autor (2024).
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Figura 17 - Resposta do P1 (“Sim, mas nunca me identifiquei e sempre tive dificuldade”)

Fonte: O autor (2024).

Figura 18 - Resposta do P8 (“N&o. A primeira vez foi na faculdade”)

Fonte: O autor (2024).

A maioria dos participantes (73,3%) teve algum contato prévio com logaritmos
antes de comecar a licenciatura, demonstrando uma exposic¢éo significativa ao tema.
No entanto, 26,7% dos participantes afirmaram néo ter tido qualquer contato anterior
com logaritmos. Essa variacdo na exposicdo prévia pode influenciar diretamente a
capacidade dos participantes em lidar com logaritmos, destacando a importancia de

revisar ou reforcar esse contelido para garantir uma compreensao sélida entre todos.

7.4.2 Compreenséo conceitual

Pergunta 4 (“Como as funcdes logaritmicas e exponenciais se relacionam?”)

A andlise da Pergunta 4 do questionario Diagndstico, visa avaliar a
compreensao conceitual dos participantes sobre a relacdo entre essas fungbes. A
resposta satisfatéria deveria indicar que as funcdes logaritmicas e exponenciais estdo
relacionadas porque uma é o inverso da outra.

Para essa analise, as respostas foram categorizadas em duas opcoes:
"Acertou” ou "Errou" através da tabela seguinte:

Tabela 10 - Percentual de acertos e erros na compreensdao da relacao entre funcdes
logaritmicas e exponenciais

Categoria de Respostas Quantidade de Participantes Porcentagem (%)
Acertou 3 20%
Errou 12 80%

Fonte: O autor (2024).



76

Gréfico 04 - Percentual de acertos e erros na compreensao da relagdo entre fungdes
logaritmicas e exponenciais

PERCENTUAL DE ACERTOS E ERROS NA COMPREENSAO DA
RELACAO ENTRE FUNCOES LOGARITMICAS E EXPONENCIAIS

¥ ACERTOS ™ ERROS

Fonte: O autor (2024).

Figura 19 - Resposta do P5 (“Variancia)

Fonte: O autor (2024).

Figura 20 - Resposta do P8 (“Devido as propriedades de ambas as fungbes, podemos dizer
gue elas séo relacionadas de alguma maneira. Além dos seus graficos que sédo
semelhantes”)

4) Como as fungdes logaritmicas € exponenciais se relacionam?

Ovide on Probusdadinr & avnfon an  JpumCon, Vodirmor
04%, W /(/étﬂ ./)go &&G'GMQD@) 0& Obé“/r\/ia /Vl/:o,h_el_'m'
iy olon st Polcor @ue ndo  Hoibete

Fonte: O autor (2024).
Figura 21 - Resposta do P9 (“Uma é o inverso da outra, uma nunca toca o eixo x e outra

nunca toca o eixo y”)

4) Como as funcoes Ioga‘_‘rlitmicas e exponenciais se relacionam?
oule Mnts; Jocs o LK Y

Fonte: O autor (2024).
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A analise das respostas a Pergunta 4 revela que 80% dos participantes nao
conseguiram explicar corretamente a relacdo entre funcgdes logaritmicas e
exponenciais, revelando uma compreensdo conceitual limitada. Esse dado é
preocupante, pois o curriculo de Pernambuco (2021) define essa habilidade como
uma competéncia a ser desenvolvida (EM13MAT403PE35). Apenas 20% dos
participantes entenderam claramente que essas fun¢des sao inversas, e essa lacuna

pode dificultar a aplicagédo eficaz dos conceitos de logaritmos e exponenciais.

7.4.3 Inseguranga ao ensinar

Para avaliar a confianga dos participantes em ensinar logaritmos, analisaremos
a Pergunta 5 do questionario: ("De 0 a 10, o quanto vocé se considera apto a ensinar
logaritmos a seus alunos?")

As respostas serdo organizadas em trés faixas de notas, cada uma
representando um nivel diferente de confianga:

1. FAIXA [0 a 4]: Esta faixa indica baixa confianca dos participantes em ensinar
logaritmos. Notas nessa faixa sugerem que o0s participantes se sentem
significativamente inseguros sobre seu conhecimento e habilidades para
ensinar o assunto.

2. FAIXA [5 a 6]: Nesta faixa, os participantes tém uma confianca moderada. Eles
podem reconhecer algumas competéncias para ensinar logaritmos, mas
também percebem que precisam melhorar ou revisar alguns conceitos para se
sentirem totalmente preparados.

3. FAIXA [7 a 8]: A faixa mais alta reflete alta confianca. Participantes que
atribuem notas nessa faixa acreditam estar bem preparados para ensinar
logaritmos, possuindo uma compreenséo sélida do contetdo e habilidades para

transmiti-lo aos alunos.

Tabela 11 - Nivel de confian¢a dos participantes ao ensinar: andlise das faixas de notas

Faixa de Notas Quantidade de Participantes Porcentagem (%)
Nota de (0 a 4) 7 46.6%
Nota de (5 a 6) 4 26.7%
Nota de (7 a 8) 4 26.7%

Fonte: O autor (2024).
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Gréfico 05 - Nivel de confianca para ensinar logaritmos

NIVEL DE CONFIANCA PARA ENSINAR LOGARITMOS

m[0a4] m[5a6]

m[7a8]

Fonte: O autor (2024).

Figura 22 - Resposta do P10 (“0, Ndo conhego o bastante do contelido para ensinar a teoria

nem a resolucao de exercicios”).

Fonte: O autor (2024).

Figura 23 - Resposta do P14 (“3, pois, sei utilizar suas fungbes praticas, mas, ndo tenho
dominio dos conceitos.”)

5) De O a 10, o quanto vocé se considera apto a ensinar loleos a,seus alunos?

g
. 2 1 a
17 Jio Jomini0 97 coy el _6'

Fonte: O autor (2024).

Figura 24 - Resposta do P2 (“7, acredito ser um contetdo dificil’

Fonte: O autor (2024).

A analise da Pergunta 5 evidencia um cenario variado em relacdo a confianca
dos participantes em ensinar logaritmos. Quase metade dos participantes (46,6%)



79

relatou sentir-se pouco confiante, atribuindo notas entre 0 e 4, o que indica
insegurancas significativas sobre sua capacidade de ensinar o contetudo. Além disso,
26,7% dos participantes classificaram sua confianga como moderada, com notas entre
5 e 6. No entanto, € importante destacar que apenas 26,7% dos participantes se
consideram realmente preparados para ensinar logaritmos, com uma confianca
relativamente alta, expressa por notas entre 7 e 8. Isso significa que a grande maioria,
73,3%, ndo se sente totalmente segura para ensinar o tema, situando-se nas
categorias de "Pouco Confiante" ou "Confianca Moderada." Esses dados refletem a
necessidade de maior apoio e desenvolvimento para que os futuros professores

possam se sentir mais preparados e confiantes ao abordar logaritmos em sala de aula.

7.5 ANALISE QUANTITATIVA DO QUESTIONARIO 02 “LOGARITMOS”

A metodologia para a andlise do questionario 02 "QUESTIONARIO DE
LOGARITMOS" sera estruturada de forma a proporcionar uma compreensao clara e
organizada dos dados coletados. Para isso, utilizaremos a classificacdo de problemas
proposta por Dante (2000), categorizando as cinco questdes do questionario pratico
de logaritmos em trés tipos distintos: Problemas-Processo ou Heuristicos (associados
as questbes 1 e 4), Exercicios de Algoritmo (relacionados as questbes 2 e 3), e
Problemas de Aplicacao (referentes a questao 5).

Além disso, para enriquecer a analise, iremos elaborar tabelas e gréaficos que
mostrardo os acertos dos participantes em relacéo a cada uma das trés categorias de
problemas, conforme a classificacdo de Dante (2000). Para cada questao,
utilizaremos respostas representativas dos participantes para que possam ser
analisadas de forma detalhada. A maneira como 0s participantes resolveram o0s
céalculos sera examinada a luz da Teoria dos Registros de Representacdo Semiodtica
(TRRS) de Duval (2009). Quando necessario, faremos uma correlagdo entre esses
resultados e os obtidos na analise do questionario diagndstico, discutido no capitulo
7.4 deste trabalho.

7.5.1 Problemas-processo ou heuristicos (questdes 1 e 4):
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QUESTAO 1: "Com suas proprias palavras, descreva e explique o conceito de
logaritmos. Se possivel, forneca exemplos de situacdes praticas em que o conceito
de logaritmos é aplicado."

QUESTAO 4: “Se o logaritmo de 16 em uma base especifica é igual a 2, qual

sera o logaritmo de 32 nessa mesma base?"

Na andlise das questdes de Problema-processo ou Heuristicos, como a
Questdo 1 e a Questéo 4, buscamos avaliar o entendimento dos participantes sobre
0 conceito de logaritmos. Essas questbes exigiam uma compreensdo mais profunda
do conceito e a capacidade de aplicar esse conhecimento de forma pratica. Cinco
participantes, em especial (P3, P6, P8, P9 e P13), tiveram suas respostas destacadas
por representarem diferentes niveis de entendimento.

Das 30 respostas, apenas 11 foram consideradas corretas, resultando em uma
taxa de acerto de 36,66%. Esse resultado evidencia que a maioria enfrentou
dificuldades em lidar com o conceito de logaritmos. A Questdo 1, que pedia uma
explicacdo com palavras proprias e exemplos préticos, teve um nivel de acerto bem
mais baixo, com apenas 3 respostas corretas (P2, P7, P10). Isso sugere que 0s alunos
tiveram maior dificuldade em articular o conceito teérico do que em aplica-lo, como foi
0 caso da Questao 4, na qual 8 participantes responderam corretamente (P2, P5, P6,
P8, P11, P13, P14, P15). Esse contraste destaca a dificuldade dos alunos em
descrever e explicar o conceito de logaritmos de maneira clara, mas uma capacidade

ligeiramente melhor de aplica-lo em situacdes praticas.

Gréfico 06 - Problemas-processo ou heuristicos: erros e acertos

Problemas-processo ou Heuristicos

B ACERTOS B ERROS

Fonte: O autor (2024).
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Figura 25 - Resposta do P8 (“Faz muito tempo que né&o vi o basico de log. Ndo me lembro
do conceito. E também n&o poderia dar um exemplo préatico sobre o assunto)

1) Com suas proprias palavras, descreva e explique o conceito de Logaritmos
Se possivel, forne¢ca exemplos de situagbes praticas em que o conceito de
Logaritmos é aplicado.

o 1A ot rac e L Aef
(2 I - 14 l
o ldro  cle L6 PO (< /c.//m/{pm et f 0.4
; Lol Vi  Aobe @ @hsennSO

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P8 a Questéo 1 indica uma falta de familiaridade com o conceito
de logaritmos. O participante admite ndo lembrar do conceito basico e também
demonstra dificuldades em fornecer exemplos praticos, sugerindo um conhecimento
deficiente e limitado sobre o tema.

Segundo Duval (2009), essa dificuldade pode estar relacionada a incapacidade
de transitar entre diferentes registros semidticos e representacbes matematicas. P8
nao conseguiu transformar a compreenséo tedrica do conceito de logaritmo em uma
explicacdo coerente e pratica, o que € essencial para a resolu¢cdo de problemas
heuristicos. Isso aponta para uma falha em conectar o conhecimento teérico com a
aplicacdo pratica, fundamental para o entendimento profundo de conceitos
matematicos. De acordo com Dante (2000), problemas heuristicos exigem que o aluno
desenvolva um plano de acédo e uma estratégia para encontrar a solucao. No caso de
P8, a auséncia de uma explicagdo e exemplos mostra que o participante néo
conseguiu elaborar um plano de acdo para abordar a questédo, evidenciando uma

limitacdo significativa na compreenséo e aplicagéo dos logaritmos.

Figura 26 - Resposta do P9 (“log, a=x; In a=b= eb=a’)

1) Com suas proprias palavras, descreva e explique o conceito de Logaritmos
Se possivel, forneca exemplos de situagées praticas em que o conceito de
Logaritmos € aplicado.

>

Fonte: O autor (2024).
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O participante P9, inicialmente, utilizou a definicdo algébrica do logaritmo,
‘log, a = x”, mas sem esclarecer seu significado, ou seja, sem mencionar que x
representa o expoente ao qual a base b deve ser elevada para obter o valor a.

Em seguida, o participante apresentou um exemplo de logaritmos naturais
usando a expressédo “In a = b = e = a “, mostrando a relagéo entre o logaritmo
natural de um numero e sua forma exponencial, o que indica certo nivel de
compreensao do conceito. No entanto, ao analisar a estrutura geral da resposta,
observamos que ela estd fragmentada e carece de uma explicacdo completa do
conceito de logaritmos, faltando a conversédo efetiva do registro algébrico para a
linguagem natural.

De acordo com Duval (2009), o sucesso na resolugcdo de problemas
matematicos depende ndo s6 da habilidade de utilizar diferentes registros de
representacfes semidticas, mas também da capacidade de realizar um Tratamento
adequado ao converter essas representacdes de um sistema para outro. Na resposta
a P9, observa-se uma dificuldade ao transitar entre o registro algébrico e a linguagem

natural para explicar o conceito de logaritmo.

e Incompletude na Definicdo: A definicdo “log, a = x” carece de uma explicacéo
mais profunda que permita ao leitor ou ao avaliador entender completamente o
conceito de logaritmo. Isso sugere uma limitacdo na capacidade de P9 de
realizar uma conversdo congruente entre a representacdo algébrica do
logaritmo e a sua representacdo em linguagem natural.

e Fragmentacdo da Resposta: A transicdo do registro logaritmo para o
exponencial “In a = b = e® = a” demonstra que o participante possui algum
entendimento da transicdo entre os registros algébricos, contudo, essa
transicdo nao foi totalmente integrada a definicdo inicial de logaritmo,
resultando em uma resposta fragmentada. Nesse caso, faltou uma explicagao
mais detalhada e coesa, que conectasse as ideias de maneira mais fluida, sem
deixar lacunas no raciocinio. Isso sugere que o participante ainda precisa
desenvolver uma compreensao mais consolidada para conectar conceitos de
maneira completa e clara. Assim, a analise da resposta do participante P9
revela que seu entendimento dos logaritmos é parcial e ainda esta em

construcao.
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Figura 27 - Resposta de P13 (“log, a=x<= a*=b, sendo a- base, b- logaritmando e x —
logaritmo. Situagao préatica: usado quando precisamos calcular o tempo em juros
compostos, pois usamos a propriedade; log, bt = tlog, b”)

1) Com suas proprias palavras, descreva e explique o conceito de Logan‘tmos.
Se possivel, fornega exemplos de situagées praticas em que o conceito de
Logaritmos é aplicado.

oy Ll 4o LY
Slv\«\O(O ) o = A T &K%WTW rv\(>°~\9
SI'KUA(;A/(, PRATICh © Wooduo Ruandg  Riry 1) oo %&-&MQM :
o Timfo gom Jwoo o o orD | (UMD Mipe oD G Proprandeds.
BLO‘O abt AU Jﬂo@ab'
Fonte: O autor (2024).
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A resposta de P13 foi bastante completa, demonstrando um sélido
entendimento do conceito de logaritmos e suas propriedades. Ele apresentou a
definicdo de logaritmo de maneira correta e clara, identificando a base, o logaritmando
e o logaritmo em uma expressao algébrica. P13 foi capaz de realizar a converséo
entre registros semidticos, conforme descrito por Duval (2009), ao transformar a
linguagem simbdlica (equagBes) em uma explicagdo em linguagem natural. Essa
habilidade de alternar entre diferentes registros, como a representacao algébrica e a
descricao verbal, € um indicativo de uma compreenséao robusta do conceito.

Além disso, ao fornecer um exemplo pratico pertinente, P13 destacou o uso de
logaritmos no célculo de tempo em juros compostos, demonstrando um conhecimento
aplicado das propriedades dos logaritmos, especificamente da propriedade que
envolve poténcias. Essa capacidade de conectar o conceito abstrato a uma aplicacao

pratica reflete um dominio avancado do conteddo, o que € indispensavel em
problemas-processo ou heuristicos, segundo Dante (2000).

Figura 28 - Resposta do P3 para a questdo 4). (“log, 16 = 2; log, 32 = ; N sei")

Fonte: O autor (2024).
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A resposta de P3 revela um conhecimento incompleto e fragmentado do
conceito de logaritmos. Inicialmente, o participante demonstra uma compreenséo
parcial ao converter corretamente a linguagem natural do problema para o registro
algébrico, estruturando a equacéao ( log, 16 = 2). Contudo, ao lidar com o segundo
logaritmo, (log, 32), ele expressa sua incapacidade em prosseguir, indicando uma
dificuldade em realizar a conversao necessaria para transformar o registro logaritmico
em exponencial. Esse obstaculo impediu P3 de identificar a base correta e utilizar as
propriedades de logaritmos para concluir a questao.

Segundo Duval (2009), essa dificuldade pode estar relacionada a limitacdo no
manejo de diferentes registros de representacdo semiotica, algo necessario para
resolver a questéao. P3 foi capaz de iniciar o processo, mas esbarrou na transicao para
outro registro, que é fundamental para resolver o problema. De acordo com Dante
(2000), problemas heuristicos exigem do aluno tempo e reflexdo para arquitetar um
plano de acado e estratégia para alcancar a solucdo. P3, ao ndo conseguir avancatr,
evidenciou a necessidade de aprimorar a fluéncia nessa articulagdo entre registros,

algo essencial para a resolucéo de problemas mais complexos como este.

Figura 29 - Resposta do P6 para a questéo 4). (log, 16 = 2;x=4; log, 32; 4x = 32; 22x =
25 x =5/2")

4) Se o logaritmo de 16 em uma base especifica € igual a 2, qual seréd o
ogaritmo de 32 nessa mesma base?
AR G | @ ~nd /\,p,,\} A) Z(y = -g'</
C
7 | 4 ax . P
Tl 56 <= 572

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P6 para a questdo 4 demonstra uma boa compreensao dos
conceitos de logaritmos e equagdes exponenciais. P6 resolveu a equacao log, 16 = 2
identificando corretamente a base (x) é igual a (4), e aplicou essa informacéo para
calcular ( logs 32), convertendo a equacdo logaritmica para sua forma exponencial
4x = 32 e, ap0s manipulacao algébrica, chegou a resposta correta x = 5/2.

Do ponto de vista de Duval (2009), P6 demonstrou um Tratamento algébrico

eficaz entre registros semiéticos, indo do registro logaritmico ao registro exponencial
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de maneira fluida. Esse dominio no tratamento entre representacfes € fundamental
para a resolucdo de problemas matematicos, conforme destacado por Duval. A
resolucdo correta evidencia que P6 consegue operar entre diferentes registros
algébricos de maneira eficiente, mostrando um entendimento soélido dos

procedimentos logaritmicos.

7.5.2 Exercicios de algoritmo (questdes 2 e 3):

QUESTAO 2. “Resolva 4* = 1/64.”

QUESTAO 3. “Se log(x) = 2, qual é o valor de x?”

Nesta se¢do, vamos examinar as respostas dos participantes para entender
como eles resolveram os exercicios de algoritmo. As questdes analisadas foram as
de nimeros 2 e 3, que foram categorizadas como exercicios de algoritmo.

Das 30 respostas obtidas, 21 foram corretas, resultando em uma taxa de acerto
de 70%. Esse resultado indica que a maioria dos participantes conseguiu resolver
corretamente os exercicios de algoritmo, mostrando um bom entendimento geral do
topico.

Para proporcionar uma visdo mais detalhada, vamos destacar as respostas de
alguns participantes especificos, como P1, P2, P7, P11 e P15. As respostas desses
participantes sao representativas da diversidade de compreenséo entre os alunos e
ajudam a ilustrar as diferentes abordagens e niveis de dominio dos conceitos de
algoritmo.

Graéfico 07 - Exercicios de algoritmo: erros e acertos

EXERCICIOS DE ALGORITMO

m ACERTOS ® ERROS

Fonte: O autor (2024).
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Figura 30 - Resposta do P1 para a questado 2. (“Infelizmente, nao sei nem pra onde vai

usando logaritmo. 4*=L =. 4x=1 —1-4x43 = 4x+3=1")
64 43

2) Resolva 4*= 1/64.

INIFE LSmer TE ,4//)2:» gl W EM PRA evoe
4’#?
VAIlUSanlo L CAR) DD . : - i
y* -4 ytyd ~» 4° L
A s e

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P1 evidencia uma dificuldade significativa na resolucdo de
equacdes exponenciais, particularmente na transicdo entre registros de
representacdo necessarios para solucionar o problema. O participante expressa
inicialmente sua inseguranca ao afirmar que ndo sabe como utilizar logaritmos, o que
reflete uma confuséo sobre o método adequado, j& que a questdo exigia a resolucdo
de uma equacédo exponencial, e ndo o uso direto de logaritmos. Esse fato revela uma
fragilidade no tratamento das equacdes exponenciais que, segundo Duval (2009),
deveria ser consistente para o estudante, considerando os tratamentos anteriores
feitos nesse registro exponencial pelo participante P1.

. . 1
Embora P1 tenha dado o primeiro passo corretamente ao reescrever 4x = _
64

1 -pe . -pe - .
como sendo 4~ = -5 » €le demonstra uma dificuldade significativa em prosseguir ao se

deparar com a equacdao,4*+3=1. A falha em reconhecer que o numero (1) pode ser
representado como (49) e, consequentemente, igualar os expoentes para obter a
expressdo, x + 3 = 0 e resolver para x = —3, aponta para uma limitacdo na
manipulacédo dos registros algébricos. Isso demonstra como dificuldades em realizar
operacdes algébricas dentro do mesmo registro de representacdo semiotica pode
resultar em problemas na resolucéo de questdes matematicas, conforme destacado

por Duval.

Figura 31 - Resposta do P2 para a questdo 2. (“4x=2-6; 22x = 2-6; 2x=-6; x=-3")

2) Resolva 4*= 1/64.

. e AKX 2-b
q < 92 D O e
S el

Fonte: O autor (2024).
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A resposta de P2 demonstra uma boa compreensao da resolucao de equacdes
exponenciais, evidenciando uma habilidade clara na manipulacdo dos registros
algébricos. O participante efetuou um tratamento algébrico correto, (4x) como (2%*) e,
logo em seguida, igualou as poténcias de mesma base, simplificando a equacao para
(2x = —6) e chegando ao resultado final (x = —3). Esse procedimento mostra que
P2 conseguiu realizar as conversdes necessarias dentro do mesmo sistema semiotico
sem dificuldade, conforme discutido por Duval (2009).

Essa fluidez na transicdo entre as representacdes algébricas e a capacidade
de lidar com a estrutura da equacao exponencial sdo indicativos de uma boa fluidez
entre 0s registros semioéticos, o que, segundo Duval, é essencial para 0 sucesso em
tarefas matematicas. A resolucéo eficiente por parte de P2 reflete uma compreenséao
sblida dos conceitos subjacentes e a habilidade de aplicar corretamente o0s

procedimentos algébricos necessarios.

Figura 32 - Resposta do P7 a questao 2 ("4x=6_i  4¥=64-1; 4x=4-6, x = —6; )

2) Resolva 4*= 1/64. b2
" - & «

i e iide AL S Sl R /
4z ’

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P7 a Questdo 2 revela uma compreensao parcial da resolugéo
de equagdes exponenciais, mas com um erro na manipulagdo dos expoentes e das

bases. O participante comecgou corretamente ao reescrever a equagédo (4* =-1)como
64

(4* = 64-1), o que é um bom passo inicial. No entanto, ao fatorar 64 em termos de
fatores primos, P7 cometeu um erro ao representar 64-1 como 4-¢, quando deveria
ter sido 4-3. Se tivesse feito a transformacéo correta e igualado as bases, o resultado
seria x = —3.

Segundo Duval (2009), a dificuldade de P7 pode ser atribuida a falta de
habilidade na transformacdo e manipulacdo dos registros exponenciais. P7 nao
conseguiu ajustar os expoentes de maneira adequada apds a conversao para a base

comum. O erro na interpretacdo das bases e na igualacao dos expoentes impediu a
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resolucdo correta do problema. A dificuldade em realizar essas transformacdes e
manipulacbes é indicativa de uma limitacdo na compreensdo do tratamento de

registros exponenciais, essencial para a resolugcao de problemas desse tipo.

Figura 33 - Resposta do P11 a questdo 3. (“log, a = 2; loggx = 2; 102 = x; 100 = x")

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P11 a questdo 3 demonstra uma boa compreenséo do conceito
de logaritmo decimal. Ao reescrever (logio x = 2) como (102 = x), ele aplicou
corretamente o tratamento dentro do mesmo registro, utilizando a propriedade dos
logaritmos, e obteve o resultado correto, (x = 100).

Essa resposta revela que P11 conseguiu realizar as transformacgdes
necessarias dentro do mesmo registro de representacdo, conforme discutido por
Duval (2009). Ele usou a linguagem algébrica para tratar o problema de forma eficaz,

demonstrando que domina o conceito de logaritmos.
Figura 34 - Resposta do P15 para a questdo 3. (“logx=2; x=102 = x = 100”)

3) Se log(x) = 2, qual € o valor de x?

\O x = ¢ —/QO
% T \

e

Fonte: O autor (2024).

P15 demonstrou uma boa compreenséo do conceito de logaritmo decimal ao
resolver corretamente a equacao ( log x = 2), o participante fez a transicdo adequada
do registro logaritmico para o registro exponencial, reescrevendo a equagdo como
(x = 102%) e, em seguida, encontrando o valor correto de (x = 100). Esse processo
reflete um dominio so6lido na manipulacéo dos registros e na aplicagdo do algoritmo

correspondente.
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A resolucéo de P15, conforme discutido por Duval (2009), ilustra uma transicao
adequada entre registros semidticos, um aspecto fundamental para a compreensao e
solugdo de problemas matematicos. Ao tratar o problema como um "exercicio de
algoritmo", o participante demonstrou proficiéncia no uso das regras algébricas

envolvidas, sem apresentar dificuldades na transi¢cao entre representacées.

7.5.3 Problemas de aplicacéo (questao 5):

Questéo 5: “Se a populacdo de uma cidade aumenta 10% a cada ano, qual é a

({7824

expressao que representa 0 numero em anos necessario para dobrar a
populagdo?”

Na secao dedicada aos problemas de aplicagédo, analisamos as respostas dos
participantes a questado que pedia a expressao para calcular o tempo necessario para
dobrar a populacdo de uma cidade com um aumento de 10% ao ano. Esse problema
€ contemplado na BNCC, especificamente na Habilidade (EM13MAT305), e é
classificado como um "Problema de Aplicacao" conforme a definicdo de Dante (2000).
Segundo Dante, esses problemas consistem em situagdes do cotidiano que exigem a
aplicacdo de conceitos matematicos para serem resolvidas, conectando a matematica
ao contexto pratico.

Das 15 respostas, apenas 2 estavam corretas, resultando em uma taxa de
acerto de 13,33%. Esse desempenho insatisfatério revela que a maioria dos
participantes teve dificuldades significativas em aplicar conceitos matematicos,
refletindo um entendimento limitado sobre a conversdo de situagfes reais em
expressbes matematicas. Essa dificuldade é corroborada pela segdo 7.4.3,
"INSEGURANCA AO ENSINAR", que mostrou que 73,3% se sentiram despreparados
para ensinar logaritmos, impactando negativamente sua capacidade de resolver
problemas de aplicagao.

Para uma analise mais detalhada, vamos observar as respostas dos
participantes que erraram, como P2, P5 e P9, bem como aquelas dos participantes
gque acertaram, P13 e P15. Essa questédo, que se enquadra na categoria de Problemas
de Aplicacéo, apresentou o menor indice de acerto entre todos os tipos de problemas
analisados. Segundo Dante (2000), problemas de aplicacdo envolvem a traducao de
uma situacdo real em termos matematicos, utilizando conceitos, técnicas e

procedimentos matematicos para organizar e resolver os dados fornecidos.



90

Gréfico 08 - Problemas de aplicagéo: erros e acertos

PROBLEMAS DE APLICACAO

= ACERTOS ® ERROS

Fonte: O autor (2024).

Figura 35 - Resposta de P2 para a questao 5. (“71-110%; 2-10%*110%; 3-
10%/10%*110%:;4- ,ndo sei como continuar daqui. A experiéncia com log é
pequena’)

Fonte: O autor (2024).

A andlise da resposta de P2 a Questao 5 mostra uma tentativa de estruturar
um raciocinio, mas com dificuldade em aplicar corretamente os conceitos matematicos
necessarios. P2 dividiu o problema em trés etapas, comecando pela soma de 10%,
resultando em 110%. Na segunda etapa, tentou calcular 10% de 110%, e na terceira,
tentou aplicar a multiplicagdo de 10% novamente. No entanto, P2 utilizou os conceitos
de maneira confusa e incorreta, parecendo misturar no¢des incompletas de juros
compostos com a ideia de crescimento populacional exponencial. A resposta indica
que P2 estava tentando seguir um raciocinio, mas, ao final, demonstrou inseguranca
ao declarar que ndo sabia como continuar e mencionou sua falta de experiéncia com
logaritmos.

Esse erro esta alinhado com a analise do questionario diagndstico, que revelou
que 26,7% dos participantes ndo tiveram exposicdo prévia a logaritmos antes da
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faculdade. A auséncia de uma base solida nesse contetdo pode explicar a dificuldade
de P2 em aplicar corretamente o conceito. Além disso, a inseguranca ao lidar com
registros algébricos e ao transformar o problema em uma expressdo matematica
coerente reforgca a lacuna na compreenséo conceitual dos participantes, observada
na analise da questdo 4 do diagnostico, onde 80% dos alunos demonstraram
dificuldade em explicar a relacéo entre funcdes logaritmicas e exponenciais.

Do ponto de vista teorico, segundo Duval (2009), a compreensdo de um
conceito matematico exige a habilidade de traduzir entre diferentes registros de
representacdo sem perder o significado do conceito. No caso de P2, ha uma clara
dificuldade em alternar entre o registro verbal, que descreve o problema, e o registro
algébrico, necessario para formular a expressao correta que representa o tempo
necessario para dobrar a populacdo. A confusdo nos passos intermediarios sugere
gue P2 nao conseguiu realizar adequadamente essa conversdo de registros, o que
comprometeu sua capacidade de resolver o problema.

Figura 36 - Resposta de P5 a questéo 5. (“10+10t)

5) Se a populagao de uma cidade aumenta 10% a cada ano, qual € a expressao
que representa o numero de anos "t" necessario para dobrar a populacao?

')(, ¢ A@l f

L
\

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P5 demonstra uma incompreensdo dos conceitos matematicos
necessarios para resolver o problema de aplicacdo. Ao formular a expressao dessa
maneira, P5 tratou o aumento populacional como um crescimento linear, em vez de
exponencial, o que revela uma falha fundamental na compreenséo do problema. P5
também ndo apresentou uma explicacao ou justificativa para sua resposta, sugerindo
uma falta de confianca no raciocinio desenvolvido.

Essa dificuldade em lidar com o problema pode ser contextualizada pelos
resultados do questionario diagndéstico, onde 26,7% dos participantes relataram nao
ter tido exposicdo prévia ao conteudo de logaritmos e exponenciais antes da
faculdade. Isso pode ter contribuido para a incapacidade de P5 de identificar que o

problema envolve uma fungdo exponencial, e ndo uma funcao linear. A questéao



92

abordava um problema tipico de crescimento exponencial, e a auséncia de uma base
sélida nesse conteudo provavelmente influenciou o desempenho de P5.

Além disso, a resposta de P5 reflete a analise geral da compreenséao conceitual
dos participantes, onde 80% demonstraram dificuldades em explicar a relagao entre
funcbes logaritmicas e exponenciais. Essa lacuna de entendimento € evidente na
resposta de P5, que ndo reconheceu a necessidade de aplicar conceitos de
exponenciais para modelar o crescimento populacional.

Do ponto de vista tedrico, a resposta de P5 ilustra bem o conceito de registros
de representacado discutido por Duval (2009). P5 ndo conseguiu passar do registro
verbal, que descreve o problema em termos de crescimento, para o registro algébrico
correto, que exigiria a formulacdo de uma equacao exponencial para representar o
crescimento de 10% ao ano. A resposta de P5 ("10 + 10t") sugere que houve uma
tentativa de modelar o crescimento, mas sem a compreensao de que o crescimento
acumulado ndo pode ser simplesmente somado ano a ano, como se fosse uma
progressao aritmética. Isso € uma demonstracao clara da dificuldade em alternar entre

registros de representacédo, essencial para a compreensdo matematica adequada.

t

Figura 37 - Resposta de P9 a questdo 5. (‘t.0, 1= 1—10=> tl_Ot = t10 )

5) Se a populagado de uma cidade aumenta 10% a cada ano, qual € a expressao
que representa o numero de anos "t' necessario para dobr‘a(f"a"h%pulagéo?

i
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Teol okl e

i 4 B
o

O 5

Fonte: O autor (2024).

A analise da resposta de P9 a questdo 5 demonstra uma tentativa confusa de

resolver o problema, que envolve um crescimento populacional exponencial. A

" 1 ¢ L, L.
resposta de P9 ("t.0,1= o> ot =t ) revela um raciocinio desconexo, sem uma

compreensao clara do conceito de exponencial ou logaritmo.
P9 parece ter iniciado o processo pensando no crescimento de 10%, ao
multiplicar o tempo por 0,1, (0,1t), 0 que indica uma tentativa de lidar com o aumento

percentual. No entanto, essa abordagem rapidamente se desconecta da légica correta
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ao evoluir para "tl_f)", uma expressao sem relacdo com o problema de crescimento
exponencial que deveria ser resolvido. Isso reflete uma dificuldade significativa em
aplicar os conceitos matematicos corretos ao problema.

Os resultados do questionario 1 (diagnéstico), revelam que 80% dos
participantes ndo conseguiram explicar corretamente a relacdo entre funcbes
logaritmicas e exponenciais. Esse dado reflete uma lacuna conceitual evidente na
resposta de P9, que ndo compreendeu a natureza do problema e tentou resolver de
forma errbnea.

A partir da perspectiva de Duval (2009), a dificuldade de P9 pode ser vista como
uma incapacidade de operar adequadamente com os diferentes registros de
representacdo. P9 ficou preso ao registro algébrico, sem conseguir traduzir o
problema de aplicacdo para uma forma que representasse corretamente o
crescimento exponencial da populacdo. Ao ndo entender a relacdo entre o aumento
percentual e o tempo necessario para dobrar a populacéo, P9 falhou em alternar entre
0s registros, como Duval sugere ser necessario para uma compreensao completa e

adequada de conceitos matematicos.

Figura 38 - Resposta do p13 a questdo 5. (“p(t)=x(1,19); 2x=x(1,1¢t); 1,1t=2x; 1,1:=2. =
log2 ")x
log 1,1

Parap(t) = 2x;logy 1t = log2 =>tlogl,1=log2=>t=

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P13 a questao 5 revela uma compreenséao sélida do conceito de
crescimento exponencial e da aplicacdo correta dos logaritmos. P13 estruturou a
solucao de forma didatica, demonstrando um raciocinio claro ao passar pela resolucéo
do problema. Primeiramente, P13 inicia com a expressdo que representa o
crescimento populacional: p(t) = x(1,1¢); onde (x) € a populacdo inicial e (1,1t);

representa o crescimento a cada ano. Ao igualar a expressdo para o dobro da
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populagédo, 2x = x(1,1t), P13 mostra um entendimento correto da equacdo
exponencial necessaria para resolver o problema.

P13 segue com a transformacao algébrica ao dividir ambos os lados por (x),
resultando em (1,1t = 2). Aqui, P13 converte o problema de um registro exponencial
para um registro logaritmico, aplicando o logaritmo em ambos os lados da equacao, o
gue é um procedimento correto e essencial para isolar a variavel (t). Finalmente, P13
utiliza a propriedade dos logaritmos para encontrar o valor de (t), com a expressao

. log 2 h ~
final t = =" 0 que é a solucgéo correta.
log 1,1

Essa resposta demonstra a habilidade de P13 em realizar a conversao entre a
linguagem natural (descricdo do problema) e a linguagem algébrica (equacéao
exponencial), como sugere Duval (2009). P13 também mostra competéncia na

transformacao de tratamentos dentro do registro algébrico para o registro logaritmico,
o que é fundamental para resolver problemas que envolvem crescimento exponencial.
Comparando com os dados do questionario diagnéstico, onde 80% dos
participantes ndo conseguiram explicar corretamente a relacdo entre funcdes
logaritmicas e exponenciais, P13 se destaca como um dos poucos que possui uma
compreensao conceitual clara. Esse entendimento permitiu a P13 aplicar
corretamente os conceitos de logaritmos e exponenciais para resolver o problema de

aplicacao, algo que a maioria dos outros participantes ndo conseguiu fazer.

Figura 39 - Resposta do P15 a questéo 5. (“2p = p(1,1)52 = 1,15 log1, 2 =t ")

5) Se a populacdao de uma cidade aumenta 10% a cada ano, qual € a expressao
que representa o namero de anos "t" necessario para dobrar a populagao?

b -+
' \ = [?Cil,()
o A 4 l( o~
£ e 5
Tt
‘G’/Z‘l{ -
= = =

Fonte: O autor (2024).

A resposta de P15 a questdo 5 demonstra uma compreensédo adequada do
problema de crescimento exponencial, levando a formulagéo correta da equagéo e a
sua resolucao. P15 inicia corretamente com a equacdo 2p = p(1,1)t, onde (p) € a
populacao inicial e(1,1)t representa o crescimento anual de 10%. Em seguida, P15

simplifica a equacéo para (2 = 1,1t), que € a forma correta de representar o
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crescimento populacional até dobrar. A partir dai, P15 aplica o logaritmo para resolver
a equagéao exponencial, escrevendo corretamente log; ;2 = t.

Essa resposta evidencia uma compreensao clara da relacdo entre fungdes
exponenciais e logaritmicas, e P15 faz a converséo correta da linguagem natural (a
populacdo dobra) para o registro algébrico (equacdo exponencial). Ao aplicar o
logaritmo, P15 demonstra habilidade no tratamento dos registros matematicos,
conforme sugerido por Duval (2009).

Em comparacdo com os dados do questionéario diagnéstico, onde apenas 20%
dos participantes demonstraram uma compreensao correta das fun¢des logaritmicas
e exponenciais, P15 esta entre 0s poucos que conseguiram aplicar esses conceitos

de maneira correta e eficiente.

Tabela 12 - Taxas de acerto por tipo de problema no questionario 02 sobre logaritmos

. Total
Tipo de Questdes Total de q % de
e
Problema envolvidas | Respostas Acertos
Acertos
Problemas-Processo ou
o le4 30 11 36,66%
Heuristicos
Exercicios de Algoritmo 2e3 30 21
70%
Problemas de Aplicacao 5 15 2 13.33%

Fonte: O autor (2024).

Gréfico 09 - Tipos de problemas

TIPOS DE PROBLEMAS

PROBLEMAS DE APLICACAO -

PROBLEMAS-PROCESSO OU HEURISTICOS 36.66%

Fonte: O autor (2024).
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo investigar o nivel de conhecimento dos
licenciandos de Matematica da UFPE sobre logaritmos, além de avaliar sua confianca
ao ensinar esse conteudo nas salas de aula. A pesquisa foi conduzida por dois
guestionarios: um diagnostico, que avaliou a familiaridade dos licenciandos com o
tema logaritmos, e outro pratico, que testou suas habilidades na resolucdo de
guestdes relacionadas ao tema. Os resultados revelaram lacunas significativas tanto
no conhecimento tedrico quanto no pratico, levantando preocupacdes sobre a
preparacao dos futuros professores para lidar com esse conteido em sala de aula.

Os dados demonstram que muitos licenciandos tiveram uma exposic¢ao limitada
ao estudo de fun¢des exponenciais e logaritmos no ensino médio, 0 que resultou em
uma base conceitual insuficiente. Embora todos os participantes tenham relatado
algum contato com logaritmos durante a graduacdo e, ao consultar o Projeto
Pedagdgico do Curso (PPC) de 2016 da Licenciatura em Mateméatica da UFPE/CAA,
tenha sido confirmada a inclusdo do estudo de logaritmos nas disciplinas de
Matematica Basica e Matematica 1, oferecidas nos primeiros periodos do curso, essa
exposicao inicial ndo foi suficiente para suprir as lacunas conceituais dos estudantes.
Essa deficiéncia foi refletida diretamente no desempenho em questées que exigiam
maior compreensao teorica, como as questdes heuristicas do Questionario 2. Por
exemplo, a questdo que pedia a definicdo de logaritmos, em palavras préprias, teve
apenas 20% de acertos, evidenciando a dificuldade dos alunos em articular conceitos
matematicos de forma clara e precisa. Em contrapartida, as questbes de calculo
algoritmico apresentaram um desempenho superior, com 70% de acertos, destacando
um descompasso entre a execucgdo de algoritmos e a compreensao conceitual mais
ampla.

Além disso, a pesquisa revelou uma significativa inseguranca por parte dos
licenciandos quanto a sua capacidade de ensinar logaritmos. Cerca de 73,3% dos
participantes se sentem pouco confiantes ou moderadamente confiantes para abordar
esse conteudo em sala de aula, o que reflete a necessidade de uma formacéo
pedagdgica mais robusta e pratica. Essa inseguranca esta diretamente relacionada
as lacunas de conhecimento conceitual identificadas, sugerindo que a formacéo atual

privilegia a execucédo de algoritmos em detrimento da aplicac&o pratica dos conteudos.
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Esse descompasso entre a execu¢ao mecanica de algoritmos e a compreensao
conceitual ndo € um fendmeno isolado. Como apontado por Dante (2000), muitos
estudantes conseguem realizar opera¢des mateméaticas, mas encontram dificuldades
ao enfrentar problemas que exigem uma abordagem mais reflexiva. Esse ponto é
especialmente relevante no caso dos logaritmos, um tema que exige tanto a
manipulacéo algoritmica quanto a interpretacéo conceitual e a aplicacao pratica.

Diante desses resultados, fica clara a necessidade de uma reviséo curricular
nos cursos de formacao de professores de Matematica, de modo a integrar teoria,
pratica e pedagogia de forma equilibrada. A inclusdo de metodologias ativas,
conforme recomendado pela BNCC, pode fortalecer a formacéo desses licenciandos,
promovendo ndo apenas o dominio técnico, mas também a capacidade de aplicar os
conceitos em contextos diversos. Programas de formacdo continuada e cursos de
aperfeicoamento focados em temas desafiadores, como 0s logaritmos, séo essenciais
para garantir que os futuros professores desenvolvam confianga e competéncia ao
ensinar esse conteudo.

Portanto, este estudo destaca a importancia de uma abordagem educacional
gue va além da mera instru¢do algoritmica, estimulando uma compreensdo mais
profunda dos conceitos matematicos e sua aplicacdo préatica. As dificuldades
identificadas entre os licenciandos, tanto no dominio conceitual quanto na confianga
em ensinar logaritmos, reforcam a necessidade de reformular o processo de formacgéao
docente, proporcionando uma educacao mais integrada, reflexiva e pratica.

Além disso, este trabalho focou nos conceitos basicos de logaritmos, e futuras
pesquisas poderiam expandir esse escopo para incluir o estudo de funcdes
logaritmicas. A investigagdo das habilidades dos licenciandos em representar e
interpretar graficos dessas fung¢des seria uma contribuicdo valiosa para avaliar sua
compreensao conceitual e pratica. Ao desenvolver estratégias pedagodgicas eficazes
para o ensino de fungdes logaritmicas, essas pesquisas poderiam oferecer aos futuros
professores o suporte necessario para lidar com esse conteudo de forma mais

confiante e aplicada em suas carreiras docentes.
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APENDICE A — QUESTIONARIO (01) DIAGNOSTICO
P
- =

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO ACADEMICO DO AGRESTE/CAA
LICENCIATURA EM MATEMATICA
ALUNO PESQUISADOR: HELIO IVANILDO PEREIRA
QUESTIONARIO DIAGNOSTICO SOBRE LOGARITMOS

ALUNO:
ANO.SEMESTRE:

1) Se vocé teve contato com funcbes exponenciais no ensino médio ou em algum
outro momento anterior a faculdade, de 0 a 10, o quanto vocé considera que realmente
aprendeu sobre o assunto? Por qué?

2) Vocé ja teve alguma experiéncia anterior com logaritmos antes de ingressar no
curso de Licenciatura em Matematica? Se sim, onde?

3) Em quais disciplinas do curso de licenciatura em matematica vocé viu logaritmos?

4) Como as funcdes logaritmicas e exponenciais se relacionam?

5) De 0 a 10, o quanto vocé se considera apto a ensinar logaritmos a seus alunos?
Por qué?
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APENDICE B — QUESTIONARIO 02 (LOGARITMOS)

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO ACADEMICO DO AGRESTE/CAA
LICENCIATURA EM MATEMATICA
ALUNO PESQUISADOR: HELIO IVANILDO PEREIRA
QUESTIONARIO DE LOGARITMOS

ALUNO:
ANO.SEMESTRE:

1) Com suas proprias palavras, descreva e explique o conceito de Logaritmos. Se
possivel, forneca exemplos de situacdes praticas em que o conceito de Logaritmos é
aplicado.

2) Resolva 4*= 1/64.

3) Se log(x) = 2, qual é o valor de x?

4) Se o logaritmo de 16 em uma base especifica é igual a 2, qual sera o logaritmo de

32 nessa mesma base?

5) Se a populagédo de uma cidade aumenta 10% a cada ano, qual € a expressao que

representa o numero de anos "t" necessario para dobrar a populacao?



