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RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos detalhadamente os resultados de decaimento assintético
das solugoes do problema MHD para tempo grande, recentemente obtidos em [14]. Mais
precisamente, supondo dados iniciais arbitrdrios em L2, descrevemos o comportamento
das solucdes na norma H™(R?), para cada m > 0 (inteiro). Além disso, propomos uma
prova mais direta (ndo observada pelos autores em [14]) usando uma desigualdade do
tipo Sobolev recentemente descoberta em [5]. Foram incluidos ainda, por conveniéncia,
a demonstracao detalhada dessa desigualdade e outros resultados, tais como: estimativas
auxiliares para equacgao do calor e desigualdades de Sobolev (bem conhecidas na

literatura).

Palavras-chave: Problema de Leray, Taxas de decaimento. Comportamento

assintotico. Desigualdades de Sobolev.



ABSTRACT

In this work we present (in full details) some results on the large-time decay for solutions
to the MHD system, recently obtained in [14]. Precisely, we descriebed the H™(RR?)-
decay for the solutions, under arbitrary data in L?, for each m > 0 (integer). Moreover,
we provide a direct proof (not observed by the authors in [14]) by using a new Sobolev-
type inequality recently stablished in [5]. For convenience and self-containedness, we also
include the proof of this inequality and present additional results, like auxiliary estimates

for the Heat Equation and some well-known Sobolev inequalities.

Keywords: Leray‘s problem. Decay rates. Asymptotic behaviour. Sobolev

inequalities.
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1 Introducao

A magneto-hidrodinamica (MHD) é uma area de estudo da fisica-matemadtica que
estuda a interacao entre os fluidos em movimento e campos magnéticos, esses fluidos
necessitam ter duas propriedades, serem condutores de eletricidade e nao magnéticos,
desta forma nos resta poucas opgoes como metais liquidos e gases ionizados quentes
(plasmas). As equacoes de MHD sao muito presente no dia a dia, seja a natureza ou

por intermédio do ser humano, P.A. Davidson nos diz em [6] que:

Os campos magnéticos influenciam muitos fluxos naturais e artificiais. FEles
sao usados rotineiramente na industria para aquecer, bombear, agitar e elevar
metais liquidos, além do campo magnético terrestre que € mantido pelo

movimento do fluido no nicleo derretido da terra.

O sistema MHD descrito acima é modelado através de um acoplamento das famosas
equagoes de Navier-Stokes da Dinamica dos Fluidos com as equacoes de Maxwell do
Eletromagnetismo. Neste trabalho, estamos supondo que o nosso fluido em questao é

incompressivel. Desta forma, o sistema de equagoes pode ser escrito da seguinte maneira:

;

i+ (u-V)i+ Vp=pAi+ (b-V)b (I)

b+ (u- V)b =vAb+ (b- V)i (I1) m
V-, t) =0 (I11)

(V0 ) =0 (1V).

Onde em (1), @ : R®x [0,T) — R3 é a velocidade do fluido, b : R®¥ x [0,T) — R3 é 0

bt



campo magnético e p : R¥x [0,T) — R é a pressao total do fluido. Os parametros p, v > 0
sao as constantes de viscosidade cinematica e de difusao magnética, respectivamente. A
equagao (IIT) representa a incompressibilidade fluido e, por fim, a equagao (IV) é a
chamada lei de Gauss do magnetismo.

Equacoes advindas da Dinamica dos fluidos (ou de outros modelos fisicos) sao
amplamente estudadas até os dias de hoje e compreender o comportamento qualitativo de
suas solugoes é o primeiro passo para compreender o fenomeno descrito por tais modelos.
Desta forma, em 1934, Leray mostrou no seu popular artigo [12] a existéncia de solugoes
fracas (globais) de energia infinita u(-,t) € L*([0,00), L2(R3)) N C,(][0,0), L?(R?)) N
L*([0,00), H'(R?)) para equagao de Nawier-Stokes em R®. No entanto, infelizmente a
unicidade dessas solugoes e ainda a existéncia global de solugoes classicas sao problemas
em aberto, o que torna a compreensao teérica dessas solugoes incompleta. Além disso, este
problema pertence ao quadro de problemas do milénio, atribuidos pelo Clay Mathematics
Institute. Veja a interessante nota descrita em [8] para maiores detalhes. Ainda em [12],
Leray escreve na tltima pagina (p.248) do seu trabalho a seguinte Nota Bene:

Jignore st W (t) ! tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment.

Em outras palavras, se vale (ou nao) que

lim [[a(-, 1)} 2 as) = 0. (12)

A essa propriedade iremos nos referir de Problema de Leray. Tal problema foi
resolvido (positivamente) por T. Kato [10] e (posteriormente) por Masuda [13] no mesmo
ano, somente cinquenta anos apds a ”conjectura” de Leray! Inclusive, a abordagem de
K. Masuda se aplica a dominios mais gerais. Para maiores detalhes sobre as técnicas
envolvidas nos dois trabalhos supracitados, recomenda-se a excelente revisao [2]. A partir
dai, como ja indicado no trabalho de Masuda, M.E. Schonbek [19] mostrou que para
dados exclusivamente em L2 o decaimento (para tempo grande) sem uma taxa uniforme
é o melhor que pode ser esperado. Além disso, Schonbek [18] mostrou que ao considerar-

se dados iniciais em L' N L2, se obtém um decaimento algébrico da ordem de O(t=3/4).

o

LYW (t) é definido em [12] como quadrado da norma L? da solucio @ das equacdes de Navier-Stokes



O método, hoje conhecido como Fourier Splitting (FS), usado em [18] foi desenvolvido
primeiramente em [17] para se obter taxas algébricas de decaimento para equagoes (leis
de conservacao) parabdlicas.

O método Fourier Splitting se aplica a uma grande classe de sistemas difusivos
e, em particular, ao sistema MHD. Por exemplo, em [1] os autores mostraram (usando
Fourier Splitting) que as solugoes do problema MHD satisfazem o problema de Leray para
dados iniciais em L?. Nesta dissertacao, iremos provar este resultado, usando somente
técnicas conhecidas até 1934 (ano do surgimento do problema de Leray) seguindo uma
linha recentemente desenvolvida em [22] para a equagao de Navier-Stokes. No capitulo 2,
o leitor podera encontrar esse resultado.

H4 ainda diversas aplicacoes de F'S para se estimar o comportamento das derivadas
de ordem mais alta (Problema de Leray em H™), veja e.g. os trabalhos [20] e [21].
Dado o contexto histérico descrito acima, estamos em posi¢ao de enunciar nosso principal
objeto de estudo. O objetivo central do nosso trabalho é mostrar detalhadamente que as
solucoes do sistema MHD satisfazem o problema de Leray em H™, mais precisamente,

iremos mostrar que

t"/2||(D™, D™b)|| 23y — 0, para cada m > 0 (inteiro). (1.3)

ao t — oo. Para mostrar tal resultado se faz necessario tracar o seguinte caminho: no
Capitulo 1, trabalhamos com a equacao do calor afim de mostrar o problema de Leray,
além de relembrar algumas propriedades importantes, como o Teorema de Plancherel
(2.21), a igualdade de energia (2.27) e o decaimento de suas derivadas (2.29).

No Capitulo 2, comegamos a trabalhar com o sistema (MHD) e estendemos as ideias
feitas no capitulo anterior para as solugoes do problema (MHD). Os resultados principais
sao as desigualdade de energia dos Teoremas (3.1) e (3.2) e o resultado de decaimento
para primeira derivada Teorema (3.4). Este ultimo é, inclusive, um ingrediente chave para
provar o problema de Leray, veja o Teorema 3.7.

No Capitulo 3, provamos (detalhadamente) o principal resultado de [14], ou seja,

o problema de Leray em H™ (1.3). Vale ressaltar que, usando uma desigualdade do



tipo Sobolev recentemente obtida em [5], foi possivel dar uma prova direta do problema
de Leray em H™ aparentemente nao observada pelos autores em [14].  Além disso,
é interessante notar que através desta nova ferramenta, o decaimento das derivadas
de ordem superior s6 depende do decaimento da norma L? da solucdes e de sua
primeira derivada, ndo usando o decaimento de outras derivadas como feito em [14].
Tal desigualdade foi provada e anexada no apéndice A (veja o Lema 2.1) por ter sua

demonstracao extensa.

N.B. 1. Como dito anteriormente, apesar de nao se saber se as solu¢oes do problema
(MHD) sao regulares para todo ¢ > 0, pode-se mostrar a existéncia de um tempo de
regularidade ¢, > 1 (dependendo da condigao inicial) tal que (, b ) € C™ (R3 x [t,,0)),
veja [12] (na pagina 245), [14] (na pdgina 14) ou [24] na pagina 655. Portanto, nos nossos

célculos estaremos considerando a regiao R? x [t,, 00) a menos que dito o contrério.

N.B. 2. No nosso trabalho tentamos escrever os detalhes o maximo possivel, nao omitindo
os passos das demonstragoes. Porém, para um leitor experiente, mais familiarizado com
os argumentos aqui apresentados, foram feitas algumas indicagoes nas demonstragoes, o

que poderd, portanto, encurtar a leitura do trabalho.



2 Preliminares e o decaimento H™

para a solucao da equacao do calor

A ideia principal deste capitulo é trazer a tona alguns resultados da literatura
classica sobre o decaimento da solugao e de suas derivadas exclusivamente para equacao
do calor o que, desta forma, nos motiva a atacar o problema em MHD. Além disso,
trouxemos algumas ferramentas preliminares que nos servirao de apoio em todo o texto.
Para todo o desenrolar desse capitulo, vamos considerar @ € L*(R™)N L'(R™) com suporte

compacto, a menos que seja dito o contrario.

2.1 Contexto Historico

Na metade do século XVII, motivados pelo problema de vibracao de cordas,
matematicos debateram sobre a expansao de funcoes arbitraria em séries trigonométricas.
D’Alambert, Euler, Bernoulli e Lagrange desenvolveram a matematica da época e
aproximaram do que é hoje conhecido como Série de Fourier. Utilizando a teoria dos
antecessores, em 1807 Fourier submeteu seu primeiro trabalho a Academia Francesa,
onde formalizou e solucionou o problema da conducao de calor. Seu trabalho nao foi
aceito e um concurso foi feito para premiar quem solucionasse o problema. Em 1811,
Fourier submeteu novamente seu trabalho, mas a banca julgadora mais uma vez resolveu
nao publica-lo, alegando falta de rigor. A publicacao dos seus trabalhos sé ocorreu mais
tarde, quando Fourier tornou-se secretario da Academia. Assim, a teoria de Fourier foi
reconhecida, porém nao finalizada, pois novos problemas surgiram a partir do seu trabalho.

Equacoes diferenciais, Andlise, Integral e teoria dos conjuntos foram alguns dos topicos
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que desenvolveram-se ou aprimoraram-se depois da teoria de Fourier.

2.2 Ferramentas Preliminares e Notacoes

Nesta secao, desenvolvemos parte da teoria da transformada de Fourier, que fornece
ferramentas extremamente poderosas para converter determinadas equagoes diferenciais
parciais lineares em equacoes algébricas, equacoes diferenciais envolvendo menos variaveis
ou até mesmo equacoes diferenciais ordinarias, que é inclusive o que ocorre com a
equacao do Calor, como veremos posteriormente. Para uma abordagem mais completa,
veja [9], [11], [7], [3] e [5].

Notacao. Como nos nossos resultados trabalhamos apenas com o caso tridimensional,

nas nossas defini¢goes vamos definir as notagoes usando n = 3.
o U(x,t) = (ur(z,t), us(z,t), us(x,t)).
o (z,t) = (@,b)(x,1)
o Vi(r,t) = Z?:l Dju;(x,t)é;, denota o gradiente espacial de (z, ).
o V.i(x,t) =30 Diuj(z,t) denota o divergente espacial de u(z, t).

e [2(R3) denota o espaco das fungoes @ € LP(R?), com V - i = 0.

| ||Las), com 1 < ¢ < oo, denota a norma tradicional do espago de Lebesgue

LY(R3) = {u: u é mensurdvel e ([p; |[u’)/? < oo}, entdo podemos definir:

L, 3 1/q
o 70, Ol = {0 Jyo lule, )}
_ 3 La
o 1Dl ) o) = {35, fis IDjuslar D]der |
S 3 . 1/q
o DTl = {5 o 15 Dita e}

Porém se ¢ = oo, entao ficamos com a definicao do chamado supremo essencial de

u(z,t).

—

o |[U(-,t)]|peomsy = max||u;(-,t)||peomsy 1 1 < i <.
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De maneira anédloga podemos denotar || Du(-, )| e (rs), ||[D?*4(-, t)|| 1o (r3), etc.

-

o 1@ B) (D11 % sy = 1 1Ly + 1B D
o (D, DB)( D112 sy = 1DEC D12 sy + DB, ][ g
o (D™, DB (-, )14, ) = [1D™ (-, )|y + 1D, )1

Sempre que 1 < g < 00. Se ¢ = 00
(D™, D 5) (D)l [peqrsy = sl D (e, ) ooy | D™, ) e s

Seja s > 0,

-

o (10, ) (s ). sy = MG DI

He R3 + Hb( )||§{3(R3)7

1.f]

b 1= [ 1€PIFdE

Observe que pelo Teorema de Plancherel (veja Teorema 2.21 abaixo ), tem-se ||D™ f|| 2 =

| £l ym» Para cada m > 0 inteiro.

2.2.1 Teoremas de Analise

Lema 2.1. Se uma fungdo f(-,t) € L*(R") para cada t > t, e / f(-,8)ds < 400 entao
0
liminf f(-,¢) = 0.

t—4o00

Demonstrag¢ao. Suponhamos por contradi¢ao que:

1 FI[72ny > 7.

Para 7 > 0 constante. Assim existe ¢, > 0 suficientemente grande tal que:

+00 +oo
/ \|f||§2(Rn)dsz/ rds = +o0.

to to

O que contradiz a finitude da integral. Logo liminf || f||2 Te@ny = 0 O
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Lema 2.2. Se f € LP(E), para 1 < p < oo, entdo dado € > 0 existe um conjunto K U E

com |k| < oo tal que:

ey < |[flleem) + €
Demonstragao. A demonstragao dessa propriedade pode ser encontrada em [15]. O]

Lema 2.3. Se f € LP(E) para 1 < p < oo entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que se
HCEe

w(H) <(5:>/H\f\pdu<€.

Demonstracao. Suponha por absurdo que existe uma sequencia de conjuntos encaixados

tal que £y C E; C --- C E, com

1
ME»<——e/|ﬂwuza
on B,

Para todo n € N. Seja F,, = U?’_n Ey, logo F,.1 C F,, para todo n € N e

1
u(F,) < 52-1 com |f|Pdi > e. Portanto temos que :
F”l

(ﬂF>—$g F) =0

e como a integral é uma medida, podemos fazer a seguinte manipulacao

c< tw [ Updu= [ 1rpdn—o.
n— o0 F, (nFo

O que por sua vez é um absurdo. n

Teorema 2.4 (Teorema de Fubinni). Seja F € L*(Q; x Q). Entao, para quase todo
(x,y) € (1,Q2) temos:

o F(z,y) € () e [, F(z,y)dy € Ly ()

o Flz,y) € Ly() e [q, F(z,y)de € Ly(Qs).

Além disso:
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/d:c/ F(x,y)dy:/ dy/ F(z,y)dz.
Q1 Qo Qo 91

Teorema 2.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma
sequéncia de fungoes integrdveis, tal que f, — f q.t.p. Se existe uma funcdao integrdvel g

tal que |f,| < g, Yn € N, entao [ ¢é integrdvel e

/f dr = lim | f, dx.

n—oo

Teorema 2.6 (Teorema da Convergéncia Mondétona). Sendo (f,) uma sequéncia

mondtona crescente de fungoes em Mt (X, X) que converge para f, entdo

/fw:gg/nw

Teorema 2.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sendo f,g € L?*(Q), entdo
fr9€ LN (Q) e

11f - glleie < fllzollgllcz @)

Teorema 2.8 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(QQ), g € L9(Q2), com
1<p<o0 e%—l—%:l. Entao, f,g € LP(Q2) e

I[f - gllze@) <N flze@llgll L)

Teorema 2.9 (Desigualdade de Minkovski). Sejam f,g € LP(2), com 1 < p < oc.
Entao, f +g € LP(Q) e

I1f + gller) < | fllr@) + lgllze @)

Teorema 2.10 (Identidades de Green). Seja 2, um conjunto aberto limitado de R?

com fronteira 02 € C*. Se f,g € C*(Q), entdo:

o /(ng—l—Vf-Vg) dV = f(Vg-n)dsS = fVg-dS (IPP),
Q 09 o0
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_ [ 9
/QAfdv_/agan dS
B dg  Of
o [(Fag-gan as- m(fa?‘%%)dg

Onde n, € o vetor unitario exterior normal.

Teorema 2.11 (Teorema Fundamental do Célculo). [Parte 1] Se f for continua em

[a,b], entdo a fung¢ao F definida por:

F(z) = / R dt

¢ continua em |a,b] e diferencidvel em (a,b) e =F(x) = f(x).

[Parte 2] Se f for continua em |a,b], entdo:

/ f(z) de = F(b) — F(a).

Onde LF(z) = f(z).

2.2.2 Teoremas de Interpolacao

Lema 2.12. Se f € L*(R"), com D™ € L*(R") entio f € L*(R") e mais ainda

1 1
11l < Ko 10" 112 e
Demonstragao. A prova desse resultado pode ser encontrado em [16]. O

Lema 2.13. Se f € LP(R™) N L>®(R") para algum 1 < p < oo, entao f € LIY(R"), para

cada p < qg < o0 e, ainda,

_P
q

2 1
11120y < 11|l

Lema 2.14. Se f € LY(R") e g € LP(R") para algum 1 < p < oo, entdo f * g € LP(R")
e, além disso,

1f * gllzr@ny < Il @m || f e ey
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Lema 2.15 (Lema de interpolagao). Sendo f € L*(R™) N H*(R"), com s; > 0, entdo

f € H(R™) para cada 0 < s < s1, com

s

1—
As@®n) S HfHL2(]§n)||f

s
s1

Hs1 (R")

I

Demonstracao. Para mostrar esse lema, que sera util pera demonstragao da préxima
proposicao, vamos usar a desilgualdade de Holder para integrais, assim sendo f € LP,

gelLie é + é = 1 podemos relembrar a desigualdade:

| [ st | < ([ 1spas)” ([ eyar)

note que 2 = % + %; assim pela desigualdade de Holder temos:

i

ey = | PRI = [ ePIFQPIF O

g(é;@%ﬂ&%ﬁé(@ﬂﬂmamoé

s(éﬂﬁ%ﬂ@ﬁf(éyﬂowﬁf

Fazendo sp = s;:

[1£]

ém@s(éﬂﬂamﬁf(45MMM@m);

Podemos observar que pelo fato sp = s, temos que p = 2 = -

1 — 5. iss0 unido
p S1

ao fato de p e ¢ serem conjugados podemos reescrever a expressao:



16

S
s1

Hs1 (Rm)*

A 1-37 A o N
1By < ([ AF©PE) ™ ([ te1i@m) " =171

Mas por Plancherel(teorema 2.21, que serd demonstrado futuramente) temos que

A ()] 2@y = 11 £(€)]]z2(n) € segue o resultado. O

2.2.3 Desigualdades de Sobolev

Nesta segao apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev (bem conhecidas)
que serao uteis no decorrer do trabalho e, em particular, na demonstracao (veja apéndice

A) da desigualdade recentemente obtida em [5] e descrita como segue.

Lema 2.16 (P. Braz e Silva, J. Zingano e P. R Zingano, 2019). Sendo m,l € N tais que

O0<l<m—1em>1, vale a sequinte desigualdade:

1 1
|1D"2]| oo sy || D™ 2l p2sy < |21 72y |1 D2l 2oy | D™ 2l | 2esy, Yz € H™HL (2.1)

Para obteé-la, faremos o uso de outras duas desigualdades descritas nos lemas

abaixo.
Lema 2.17 (Taylor [23], p. 12).

1/4 3/4
12l oo re < N12] fotga | D22l o, V2 € H2. (2.2)
Além disso, usando a transformada de Fourier, pode-se mostrar facilmente o

seguinte lema.

Lema 2.18.

1Dzl 2me) < 2l fogs | D2 fotgs, V2 € HP. (2.3)



2.2.4 Transformada de Fourier

Lema 2.19.

“+oo 1
. 42 T 2 —a2
e dy = (—) e,
oo b

Demonstracao. Facamos a substituigao

2
+oo 1 2 1 2 -5
e p2 _,2_a% _.2 _a [ _,2
/ e"”bxdx:—l/ez 4bdz:—1/eze wdz = — /ezdz.
00 bz Jr bz Jr 2 Jr

Sendo I" = {Im(z) =

1 .
—a/2b? }, note que com isso estamos apenas fazendo uma

~ . . +00 42
translacao da reta real unindo isso ao fato que f_oo e~ dx = 7'/? temos:

»

oo b2 6_% 2 W%G_%b ™ % —a?
/ e dr = — /e_z dz = — = (—) e,
—00 b2 r b2 b
Definigao 2.20 (Transformada de Fourier em L'). .
Seu € L'(R"), ou seja, ||ul[pimny = [ga [uldz € finita, definimos a transformada

de Fourier como sendo:

~ 1 —ixy n
u(y) := i /n e "u(x)dr (y € R") (2.4)
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e a iversa € definida da forma

~ 1 i n
a(y) == CORE /n eu(x)dx (y € R"). (2.5)
Sempre que ||e*|| = 1 essas integrais sio finitas para cada y € R™.

Vamos agora estender as definicoes acima pra quando temos uma funcao u €

L*(R™) para isso é necessdrio o seguinte teorema:

Teorema 2.21 (Teorema de Plancherel). Seu € L*(R")NL*(R™) entdo 4, € L*(R")

e ainda

@] 2mny = [|U]]L2wn) = [[ul|L2@n).-

Demonstracao. Vamos dividir essa demonstragao em duas partes, a primeira é mostrar

que se v,w € L'(R™) entao 0,1 € L=(R") e

/ u(y)i(y)de = / i(a)w(a)de. (2.6)

e a segunda parte serd usar a primeira para mostrar o resultado. Para demostrar a
primeira parte é suficiente que se v € L'(R") entao 0 € L'(R"). Pois se |[0]|1gn ¢ finita
entao o supremo essencial ||0]|p~ = esssup(0) = inf{a € R | p({z € X | ||0]|p~ > a}) =

0}. existe, e com isso 0 € L>(R"). Seja y € R".

16(9)] 12 e :H / e y(z) d
( ) (27-(-)n/2 R™ Ll(Rn)

1 .
—izy

< )7 /Rn lle™ ¥ v(x)|| L1 () do
Holder(2.8)

1 —ix
/ e gy [0 |1y

1
< —_— 1Rrey dx.
< G ) @l d

(“67i1y|‘[‘1(mn)§1)

Como v € L'(R") segue que ||0(y)|| 11 gy < ||v(@)|]11(gn). Para terminar a primeira
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parte vamos mostrar a igualdade [, v(x)w(z)dz = [, 0(z)w(x)dz.

/ v(z)(w(x)) dx

/ / ey (z)w(y) dydx
24) "R
o —izy
= o7 / ) / ) v(x)w(y) dedy

Fubini(2. 4)

_/nw@ (W/ ey (2 )dm) dy
= [

Def(2.4)

Mostrando a segunda parte do resultado. Seja v.(z) := e~1*I” com & > 0 temos:

1 .
Vs = — e "o (x) dx
) = G [ e

Def(2.4
N / e~ veellell® g (2.7)
(2m)"? Jrn '
B 1 (71')”/2 e_uZH? B ( 1 )"/2 6_HZH2
= n/2 — e = —_— e .
Lema(2.19) (27T> c 2

Seja € > 0, podemos fazer a seguinte manipulagao: por (2.6) e (2.7) temos:

/ ve(y)i(y)de

= - Ue(z)w(z)dz
Igualdade(2.6)

1\™? llwli?
= (2—€> /ne = w(x)de.

ITgualdade(2.7)

Agora tomamos u € L'(R")N L?(R") e definimos v(x) := u(—=z). Sejaw := u*v €

LY(R™)NLA(R™), com isso, w(y) = (u*v) = (2r)"/20d. Essa propriedade serd demostrada
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mais abaixo.

w(y) = (2m) 00

1 .
(27r)"/2ﬁ(27r)n/2/ e "u(x) dz

Como w é continua podemos aplicar o limite fazendo ¢ — 0:

1 ol
lim—2/ e w(z) dz
=0 (26)"% Jgn

1
= lim //e_“22w($)(4€)n/2 dz
R

~= =0 (2¢)"?
(z*\/T?)
) 2.8
= lim (2)n/2/ e w(z) dz (28)
e—0 n
_ 1 n/2 n/2
g ()" ()
= (27)"? lim w(x) = (27)"w(0).
e—0

Por fim, sabemos que w = (2m)"?|[@|[*> > 0, fazendo ¢ — 0, temos que W &

integravel, assim:

/ i)y = (2m)" 0 0)

Com isso;

iy =w©) = | uwpo(-a)= [ )

Rn n Rn
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Observagao 2.22 (Transformada de Fourier Para o Espago L*(R")). Agora com
posse do teorema (2.21), podemos definir ou estender a transformada de Fourier para
fungoes do tipo u € L*(R™). Para isso seja definida a sequéncia uy € L*(R™) N L?(R")

onde uj, — u em L*(R™). Pelo teorema (2.21) temos que :

||UA]§ — ﬁ||L2(Rn) = ||Uk . u||L2(Rn) = ||U,k — u||L2(Rn).
Pelo fato de ui, — u temos que up — U e com isso temos a extensao da transforada
de Fourier para o espago L*(R™).

Teorema 2.23 (Propriedades da Transformada de Fourier). Seja as funcoes

u,v € L*(R™). Entdo vale a propriedades:

1. Jgn u(z)o(z)de = [g. @(y)o(y)dy;
2. Dew = (iy)*a;

—

3. (ux*v) = (2m)"2u0;

¢

4. u=

Demonstragdo. Seja u,v € L?(R") e a € C. Entao pelo teorema (2.21) temos:

—_— 2
e 2 gy = Il + 01l gy = 116+ QDI g

Por definicao da norma L?, podemos:
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|]u~|— aUH%Q(Rn) = HIAL—F Oéi)”%2(Rn)
/|u+om|2dx:/ 4+ ad|*dy
/(u+av)(u+av)dx:/ (4 + av)(a + av)dy
n Rn
/(u+au)(a+m)dx:/ (0 + ad) (7 + a0 dy
n Rn
[ Ul oo+ o) + u@))dz = [ (il + alas) + dad) + las] )y
Rn

n

[l g + 00 Zagam + / (a(aw) + u(@w))de

n

1l + 0] + / (fi(aw) + (o)) dy.

Onde fazendo o = 1,4 e novamente pelo teorema 2.21, temos:

/ uvdxr = / tvdy.

O que mostra a propriedade 1, as vezes também chamada de identidade de Parseval.

]

2. Vamos mostrar essa propriedade usando inducao em «. Note que:

—

Douly) = i [ D ule))

Sendo o« = 1 temos:

(27:)”/2 /Rn e~ D(u(x)).

Usando integragdo por partes unido ao fato que a fungao wu(x) possui suporte

compacto, nos resta que:

W — (—iy) /n e u(z)dr = (iy)a(y).
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Supondo por inducao que a igualdade é valida pra a = k resta mostrar que:

DM1u(y) = (iy)"aly).

Seguindo a mesma linha de raciocinio anterior temos:

DFFIuly) = (2;)” e uga)

— —(27-(1)”/2 /8Rn —z:vka /Rn —'Ly wka(U(ZE))d:E
- )(27r1)"/2/ e D" (u(z))dz

= (iy) D*(u(y))

\Z/(iy)(iy)kﬁ(y) = (iy) 1 a(y).

Antes de trazer a demonstragao do item 3, Precisamos da seguinte definigao:

Definigao 2.24 (Convolugao). Sejam u,v: Q2 — R ey € R temos

(u*xv)(x):= /n u(z —y)v(y)dy, z € R".

3. Definida o que seria uma convolucao entre duas fungoes podemos seguir com a

demonstracao da propriedade.

— 1

(uxv)(y) = o /Rn e Y (uxv)(x) do

= 2%/2 / i ( / u(:v—z)v(z)dz) da

Def(2.24)
—izy
27”/2 /n /n u(r — 2)v(z) dzdz
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27T”/2 /R" /]R" e @AW=y (1 — 2)u(2) dzdx
—Z(.Z’ 2)y ,—izy .
27r”/2 /R" /R" u(r — 2)v(z) dzdz

Teorema 2.4)

= e (2 ( i /Rn —He=2ygy (g — z)) dxdz

= i(y) / e (z)dz

=21"%a(y)o(y).
O
4.
< _ 1 Yy (7 d
u(r) = o2 | € (a(y))dy
= L/ ey (L/ eixyu(w)dx) dy = u(x)
- 27Tn/2 R 27.‘_71/2 R Y= '
O

2.3 Equacao do Calor

Com os fatos basicos apresentados anteriormente, vamos finalmente relembrar
alguns resultados da equacao do calor que nos ajudarao a atacar os problemas referentes
ao sistema MHD.

Seja u(x,t) uma fungao que nos diz a temperatura numa posi¢do x em um certo
instante de tempo t numa barra de regiao w. Se U € w é qualquer semi - regiao
com fronteira suave, pelo principio de conservacao de energia, a taxa de variagao da
temperatura em U é igual ao negativo do fluxo para fora da regiao U através da fronteira

oU, ou seja:

d
—/ u(z, t)de = —% F - nds(z),
dt Jy ou
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onde F' é conhecida como a densidade de fluxo. Pelo teorema da divergéncia temos:

4 u(z,t)de = —/ divFdz.

Sendo u(z,t) uma funcdo diferenciavel, temos:

u(z,t) = —divF (z).

Em muitas situacoes, F' é proporcional ao gradiente de u, mas aponta na direcao
oposta (ja que o fluxo é proveniente de regides de maior para menor concentragao),

podemos entao supor que:

F(z) = —=Vu(x,t).

O que nos fornece a conhecida equacao do calor:
ug(z,t) — Au(x,t) = 0. (2.9)

2.3.1 Solucao Fundamental da equacao do Calor

Nesta secao vamos usar as propriedades da transformada de Fourier descritas
anteriormente para encontrar a solucao (explicita) para o problema de Cauchy abaixo.
Tal solugao é chamada de Solugao Fundamental da Equacao do Calor ou Ntcleo do

calor.

w(x,t) — Au(z,t) =0
o(x, 1) (1) (2.10)
u(-,0) = ug € L*(R™)
Supondo que u(z, t) é solugao do problema (2.10), deve-se ter que u(z,t) € L*(R"),

pois, como dito anteriormente, usaremos a transformada de Fourier em L2. O lema abaixo
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garante esta propriedade.
Lema 2.25. Se ug € L*(R") entao u(-,t) € L*(R™) ,Vt > 0.

Demonstra¢ao. A prova desse lema (e de outros resultados fundamentais) pode ser
encontrada em [4].

]

Agora, em posse do Lema 2.25, iremos encontrar a solugao fundamental da equagao
do calor. Para tal, vamos aplicar a transformada de Fourier (formalmente) no problema

(2.10).

—_—

ut(y7 t) - AU(y, t) = 07

—

u(y, 0) =1y € L*(R?).

Usando a transformada inversa de Fourier é possivel "recuperar” a u(z,t), o que

nos leva a seguinte expressao:

w(z,t) = (dge V.

Assim, temos que a solucao fundamental é dada por:

Uo*F

R e R B
Onde F = e ", Entao, basta recuperarmos a funcao F.
) 3

1 )
F— (e—tlyIQ)V _ / 6zxy€—t\y|2dy

27Tn/2
1 .
Rn

Fazendo a = x e b =t no Lema 2.19, temos:
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1 .
F— / ewy—tldey
Rn

opn/2
_ L (E)”ﬂ ol _ L e
27'('”/2 t (2t>n/2
O que recupera a lei da funcao F' . Agora, basta substituirmos na equagao (2.11)

para encontrar a solugao procurada.

1 Ug * 6_‘x|2/4t 1 lz—y|2 /4t
= = e " 2.12
u(x,t) QO gl (dnt)7? /n e ug(y)dy, = €R"t>0. (2.12)

E com isso temos a expressao (2.12) que é chamada de Solugao Fundamental
da Equacgao do Calor. Para provar (rigorosamente) os principais resultados aqui
apresentados, usaremos frequentemente o uso de fungoes de corte, o que introduz o lema

abaixo.

Lema 2.26. Se f.(x) a funcao de corte definida da sequinte forma:

e~V I llel? _675W7 lz|| < R
fe(x) == (2.13)
0, ||z[| = R.

Entao,

Afg(l’) — 8675\/1+H$||2 |: 6||‘T||2 . 1 ] ) (214)

(T l=l1) (U fl][2)*2

Demonstracao. Vamos derivar em relacao a x; duas vezes e depois somar em i. De fato,

O oy e [
gy (@) = ¢ VitlEr)
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i/ 2
4o € 1+]|z|| —¢

—e /T TRIP + 2

2
_ 2 €; _ 2
_ oey/THlal] (52_> N

1+ [[a]” 1+ [[][?

N Kﬂ) . (—8(1+Hx||2)+6xi2 }

L+ [[]? (1 [|[[?)>2

/TP { S S | +xi2}

Tl (14 [l ?)*?

— et /1+{[z[]2 {6@2(1 + H$H2)1/2 —1—||z|]]* + xiQ} |

(1+TlalP)™

Somando em ¢ temos o seguinte resultado.

SR N N N

02 T+[2F) A+ (2]

2.4 Resultados de decaimento para equacao do calor

Vamos apresentar alguns resultados de decaimento bem estabelecidos na literatura

para o ntucleo do calor.

Proposicao 2.27 (Igualdade de Energia para o Nicleo do Calor). Se u(-,t) €

solugdo do problema (2.10), entdo vale a sequinte igualdade de energia.

t
[l )l Z2@ny + 2/ 1 Du(-, )l 2gny = [lul to)l[Fegny, V> to
to
para todo ty > 0.

Demonstragao. Considere a fungdo de corte f.(z) definida como no lema anterior e

multiplicamos ambos os lados do problema (2.10) por 2u(-,t) f-(z) temos:
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2“’('7 t)“t('v t)fa(x) = 2“('7 t)Au('a t)fa(x)

Integrando na regiao R™ x [to, t| temos:

/t: /n 2u(-, T)us (-, 7) fo () dwdr = /t:/n 2u(, T)Au(-, t) fo(x) dodr

) (1)

Vamos resolver as integrais termo a termo separadamente. Para o termo (I) vamos

dividir a integral dentro e fora da bola ||z|| < R ficando assim com a seguinte expressao:

() :/t: </|x||<R2u(-,T)ut(-, o )da:+/|r>R2u( g, 7)o d:z:) ir

= / [ 2l ) ) dad

Def(2.13)

= /leR/ 2u(-, 7)ur (-, 7) fe(x) drdx (2.15)

Teorema(2.4)
t
/ / 8 fe(z) dr dx
[|z]|<R to

= / R (1) =2, ) d
Teorema(2.11) llell <R
Podemos observar que os termos do primeiro membro da expressao sao bem
parecidos com os termos procurados; tendo isso em mente vamos trabalhar com o segundo
membro da expressao usando os mesmos argumentos ao dividir a integral dentro e fora
da bola ||z|| < R e vamos usar o item 2 do Teorema(2.10) que chamamos de integracao

por partes.
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(II) = /t: AEKRQU(-,T)Au(-,T)fE dzdr
= 2 ([ s atn) dse) - /|I<RW"” 7)1 i)

Teorema(2.10)
= _2/ / Val-, PVl 7) L] dedr.
llzf|<R

De f(2 13)

Lembrando que vale a propriedade do produto pra o gradiente, ou seja,

Viu(z)v(z)] = Vu(z)v(z) + u(z)Vo(z). Usando essa propriedade no termo acima temos:

P / /| o VT VUG D) + VL) dods (2.16)

Assim podemos juntar os termos (2.15) e (2.16) ficando com a seguinte expressao

/ fo(u? (-, t) — (-, ) do = —2/t/ Vu[Vuf. +uVf.] dedr
llzl| <R l|z||<R

t
/ u?(-, ) fo dx + 2/ / (Vu, Vu) f. dedr = / u?(-, o) f- dx
[z <R to J|z||<R llzl|<R
t
—/ / (2uVu, V f.) dxdr
to Jlzl|<R
t
[ owtagdes [ [Vl dsar= [ ) do
x| <R to V[|z]|<R llzl|<R
t t
—/ / (Vu?, V) d:EdT/ u2(-,t)fad:p+2/ / ||Vul||*f. dedr
to J|lz|[<R [lz]|<R to JlzlI<R
¢
= u?(-, o) f- dx —/ (/ u?Af. dx —/ uw*(Vf.,n) dS(m)) dr
o~ Axd% to \J|lzl|<R lzl|=R

(2.17)
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t
/ uz(-,t)fa d:v+2/ / ||Vu||2ﬁ3 dxdr
[lz||[<R to J|zl]|[<R

u?(-,to) f- dx

NP
lzl|<R

Lema(2.26)

t > R2
+/ / WA f. dr —/ u?(—ge VITE ,n) dS(z) | dr
to ( llel|<R lel|=FR 1+ R?
¢
/ u?(-, 1) fe da7—|—2/ / |Vul||*f. dedr
llz]|<R to J|lz||<R

u?(-,to) f- dx

llzll<R

(2.18)

N
(n=z/R)

t > T
+/ (/ wWAAf. dx —/ u? (—66_€V1+R ——— dS(x >) dr.
to \J|lel|l<R l2l|=R v1+ R? )

A ideia agora é fazer R — oo, para isso, precisamos ter um certo cuidado com o

termo de fronteira. Pelo Lema 2.25, temos que u € L*(R"), ou seja:

t
/ / u?(z,7) dedr < +o00, para cada t >ty fizo.

Por outro lado, reescrevendo esse termo usando coordenadas polares, podemos

estimar melhor o termo de fronteira.

/ / ) dxdr
+oo
/ / / dS(x) drdr
(Coordenadas Polares) |z||_7"

/ - / /MJ 48 (x)drdr < +o0

Logo pelo Lema 2.1 temos:

Teorema(Z 4)
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t
liminf/ / u?(-,7) dS(x)dr = 0. (2.19)
e Jo Jlfall=r

Agora tomando uma subsequencia R; — oo, tem-se:

lim // 7) dS(z)dr = 0. (2.20)
Rj—o0 m|| Rk

Note que e~*V 1+R? <le HRQ < 1, unindo esse fato a equacao (2.18) temos:

dz +2 v drdr = d
AII<R u? (- t) fry, do + //|x<R| ul* fr, dadr NP /|z|<R (-, to) fr, do

(n=z/R)

+/t: </|:v||<R WA Sr, do Azﬂ v ( o v 1+ R2 ))
<5/ /m () dS (o)

Com isso temos que o termo de fronteira nao vai divergir. Fazendo R, — +00 em

(2.18), ficamos com a seguinte forma:

t
lim (/ (1) fr, dm+2/ / 1Vl o, dxdr) -
Re=400 \J||z||<Ry, to J||z||<Ry,

. R,
lim / / Afpu? dedr + 8/ / Vier? [Tk dS(x) | dr
Ry —o0 [lz]| <Ry i |x\|<Rk 1+ RkQ ( )

+ lim uz(',to)ka dx.

Re=00 J||2||<R,

Como as integrais nao dependem de Ry e pela Definicao (2.13) o Rlim fr, =
k—>+00

e =VIHIZI® hodemos fazer a seguinte manipulacao:
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t
/uz(-,t) lim  fg, da:+2// ||vuy|2 lim _fr, dedr

Rk—H—oo

t t
= / A lim  fpou® dedr + ¢ / / w? lim e TV i dS(z
to JR™ Ry —+oco to " Rp—+o0 1 +Rk

/ o) hm fr, dz
n +
¢
/ uP (-, t)e sV IFIEIR gy 4 2/ || Vu|[2e=sVIHIIP qodr
R

t ¢
= / / A(e=sVIHEPY2 dedr + 5/ / w? lim e =VIHRS
to n to n Ry—+o0 ]_ ‘I‘ Rk

/ —eq/14]|z]|? dr.

Ry?
Como 1+IiR e Rhni e~ sVITR 0, podemos dizer que
k,‘ 100

. —en/ / Rk
n lim e ¢V I+AE’ = (0 e assim simplificar um pouco mais a expressao:
k—>+00

t
/ u?(-,t)e sV IR dx+2/ / ||V [2e=sVIFIIP dpdr
n tO n
/ / L] |2)u dxd7'+/ U3 (-, to)e =V IR gy

n

t
/ u2(~,t)e*€ 1+[|2(|2 dx—l—?/ / HVUH2€75 1212 Jpdr
n t .

2
e/ 14|22 €||$H . 1 2d d
~ // = I+ 2P~ A+ [appe]

Lema(2.26)
+/ u? (-, tg)e =V I g

Note que, sendo 0 < & < 1, temos que [uA (e *V*H#*)| < cu. Fazendo finalmente

e — 0, pelo Teorema(2.5) temos:
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t t
/ Jul (esV )| < / / eu — 0.
to JR™ to n

Por fim usando o Teorema(2.6) nos demais termos e como e’ = 1 segue o resultado.

]

Vamos mostrar o lema abaixo afim de generalizar a proposicao 2.27.

Lema 2.28. Se f,g: R" = R entio (V(g(z))f(z), V(f(z))) = (V(g(z)), V(f(2)) f(z)).

Demonstracao.
lalenf @), T = ( (% st 2 gy ) (G ALY
99, D0 dgla) , OF()
Oy f@) o0xy Tt ox,, f@) ox,,
(% ) (S gy, D)) ) = (D0l ()0
O

Corolario 2.29. Vale também as igualdades para derivada da igualdade de energia para
equacao do calor:

t t
o (t=t)l|Dulc Oz +2 [ (7 =)D DlfEaeey dr = [ 1Du e dr
to

to

t
o (t—t0)2HD2u('7t>||%2(R2) +2/ (7’—t0)2“Du3(.77')||%2(R2) dr

to

t
— [ (7= lIDule ) e .

to
Continuando sucessivamente;

t
o (t—1to)™||D™ul-, t)||3:2(1[@2) + 2/ (t— to)mHDumel(-,T)Hiz(Rz) dr

to

t
_ / (7 — to)™ | D™, 7) By

to
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Demonstracao. Vamos seguir os passos da demonstracao anterior e assim, introduzir uma
fungao de corte, derivar a equagao do calor, multiplicar por 2(t — to) fr(z)D;u(-,t) e por

fim integrar na regiao R" X [to,t]. Seja f(x) € C>°(R") tal que,

(

L, |zl <1

flx) = q o), 1< ||z]| <2

0, ] =y
\

Onde ®(z) : R® — R é um funcao de classe C*(R™). Dada definicao de f(z), seja

R > 0 e com isso definimos a fungao fr(x) da seguinte forma:

fr(z) = f(“x“) (2.21)

Definida a funcao podemos seguir nosso roteiro de demonstracao. Assim:

(DiUJ(’?t))t = A(D,u(, t))
2(t — to) fr(x)Diul(-, t)(Dyu(-, b)), = 2(t — to) fr(x) Dyu(-, ) A(Dju(-, t)) (2.22)
/Rn /tt 2(r —to) frDiu(Dju), drdr = /Rn /tt 2(1 — to) frDsuA(Dyu) drda.

Observe que 2D;u(D;u), = [(D;u)?],. Com isso:

/n /t(T — to) frl(Di)"]; drde = /R /t:2(7 — to) frDauA (D) drds

/ / 7 —to) fr[(Diu)?); drdx / / T —to) frRDuA(D;u) drdx
[|z||<2R De f(2 21) [|lz||<2R Jto

t - e ) ) | |
AMR | = gal(Dar, drds AR / 2r — to) fuDud (D) drde

7

-~ -~

o (I1)

Resolvendo as integrais termo a termo separadamente temos:
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= ™ — to) fa(@)[(Dyu(-, 7)), drda
(1) /mnm/to( to) fa(@)[( Dy, 7))?)
T /|w||<2Rf (z)(t — to)(Diu(-, 1)) /|ZII<2R ) Fr(@)(Dyul-, 7))

(2.23)

(II) = Ax|<2R /to 2(1 — to) fr(x)Dyu(-, 7)A(Dsu(-, 7)) drdx

Teorema(2.4)

> /t: AMQR%—to)fR(x)Diu(-,r)A(Diu(-,T)) dadr
- 2/t:(7 —to) /|z|<2R fr(z)Dyu(-, 7)A(Dju(-, 7)) dzdr.
NP Z/t:(T —to) (szm frDiuV DjudS(z) — AM@R(VURDM’ VDiu>d$) dr

Teorema(2.10)(IPP)

= =2 T — 1t Vifr(x)Du(-, )|, VD;u(-, 7)) drdr
< 2t [ Sl Dat ) YD)

Usando o Lema(2.28) podemos caminhar um pouco mais para o resultado desejado.



37

—Q/t (1 — to)/ (Vfr(x), VDu(-, 7)Du(-, 7)) + fr(z)||VDiu(-, 7)||* dedr

0 |lzl|<2R

—/t (1 — to)/ (V fr(x),2Dju(-, )V Du(-, 7)) + 2fr(2)||V(Dsu(-, 7)) ||* dedr

0 llzl|<2R

= - / (r—to) / (V fr(@), VI(Dsu(-, 7)) + 2@V (Dsu(-, )P dadr

to ||z <2R

=— ) (T —to) /Hx|<23<vf3’v[(Diu)2]> dxdr —2/ (r — to)/ fr||V(Dsu)||?* dwdr.

to of|<2R

(2.24)

(111 = - / (r—to) / (V fal(2), V(Do 7)) didsr

to \|zl|<2R

= Je-w (-]  oariases [ Dwpas) i

Teorema(2.10)(IPP) to

Sabemos que fr € C*(R"), assim V fr = 0 sempre que ||z|| > 2, com isso temos:

VIR ||al|=2r = lim Vfp=0

||z||—2Rt

Assim ficamos com o seguinte resultado:

t

(I1T) = / (7 — 1) / (Diu(-, )2 fu(z) dadr. (2.25)
to [|z||<2R

O fato de fr € C?(R") nos garante que Afr é continua e como a bola ||z|| < 2R

é compacta podemos garantir A fr assume valor maximo dentro da bola. Por outro lado,

a Proposigao(2.27) nos assegura que / |Dsu|? dx é finita. Com esses dois fatos em

||z||<2R
mente é possivel perceber que:
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AT (Dl 7)) < gl Dt )P (2.20)

Pela Proposicao 2.27 e usando o fato que u, ug € L*(R™), teremos que:

(I11) = / (1 — to)/ (Dsu(-, 7)) Afr(z) dovdr

to ||lz||<2R

t
< Je-w [ iDal )P dedr
=~ to el <2r 122
Desigualdade(2.26)

Fazendo R — oo e usando o teorema 2.6 temos:

. M [t
iz [ = 0)l1Dute ) e dr =0 2.27)

R—+o00 to

Por (2.23),(2.24) e (2.27) temos:

— 1o r(2)| Diu(-, 0)* de — tRx Di’LL',T2de.CE
(t t)/ldeRf (2) Dy )] AR [ fatw)Dat )
N _2/ (T—to)/ fr(@) |V Dyu(-,7)[* dwdr.

to ||lz||<2R

Fazendo R — oo na expressao acima temos:

(t—to)/n lim  fa(2) Diu- 1)) d:c+2/ (T—to)/R lim_fo(e)|VDyu(-,7)|? didr

R—+o0 n R—+

1 )| D; 2 drdz.
/Rn/toRgg fa(a) Daul-, )P drda

. |||
Observe que REIEOO fr = hm f ( =f R R

expressao sera reduzida:

) £(0) = 1. Logo a
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t t
(t—to)/ Dy, D)2 dx+2/ / (7 — to)|V Dsu(-, 72 dxdT:// Dy, 7)[2 drda.
R™ to n to n

Por fim usando os Teoremas (2.5) e (2.6), somando em 4 teremos:

t t
(t = to)| | Dul-, )| 72 ) +2/ (1 = to)| | D*u(-, )| 2 g2y dT =/ | Du(-, 7)| |22 g2y dT.
to

to

De maneira recursiva, podemos demonstrar as demais igualdades basta aplicar na

equacao do calor pelo operador:

2fR(.fE)(t — to)mDilDiQ tee DimU(', t)l)“l)l2 tee Dim-

e proceder de maneira analoga acima com isso segue o resultado. O

Teorema 2.30. [Problema de Leray para equagdo do calor/

Dada u(-,t) solu¢ao do problema do calor (2.10) temos:

lim H’LL(',t)HLQ(Rn) =0.

t—+o0

Demonstracao. Para a demonstragao desse teorema vamos usar a transformada de Fourier
pelo simples fato de ser mais elementar e se adequar melhor ao nosso trabalho, mas o leitor
deve ter em mente que essa nao é a unica forma de mostrar tal resultado.

Pelo Lema 2.25 desde que ug € L*(R™) a condigao inicial ug esteja em L*(R™) entao o
Ntcleo do Calor também estd, nesse caso é possivel sem problemas aplicar a transformada

de Fourier no Problema(2.10).

tr(y, ) — Ay, 1) = 0 (2.28)

i(y,0) = 1y € L*(R?)

Usando o Teorema(2.23) na primeira equacao do problema acima temos:
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a(y,t) — (iy)*a(y,t) =0

ﬂt(y7 t) + yQﬂ(yv t) - O

(2.29)

Perceba que a expressao(2.29) é uma Equagao Diferencial Ordindria, que pode ser

reescrita da forma:

) 2.30
S = a0k (2:30)
i (u()) =42

T u(@)

Integrando a expressao(2.30) de no intervalo [0, t], ficamos com a seguinte equagao:

[ttt ar = [ ar.

. v N
g g

(1) (1)

Resolvendo separadamente termos a termo, juntando os termos e aplicando

exponencial em ambos os resultados, temos:
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exp(In(a(y, t))) = c(y) exp(—yt) (2.31)

a(y, t) = c(y) exp(—ty?)

Podemos agora usar a expressao(2.31) no problema(2.28) para encontrar o valor

da constante ¢(y). De fato:

iy, 0) = e(y) exp(=0 - y*) = c(y). (2.32)
Substituindo (2.32) na expressao (2.31).

a(y,t) = o(y) exp(—tlyl*).

Usando o Teorema(2.21) temos:

—tly\2||2
L2(R")

= [t Py = [ piafa)Ple Py = [ Jia(w) ey

[l 2@y = iy, |72y = |ltioe
Dividindo a integral dentro e fora da bola ||y|| < ¢ ficamos com a seguinte expressao:

~ _ 2 R _ 2 . _ 9
/ |u0(y)|2e 2ty dy = / H |u0(y)|26 2ty dy~|—/ |Uo(y)|2€ 2t|y| dy.
" y||<8

llyl|=6

Na primeira integral ||y|| < ¢ assim |e 2I¥°| < 1, para segunda integral como

ly|| > 6 = e 2 < 726 com isso:
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/ |7fo(y)|2€_2t‘y|2dy + / |do(y)|2@_2tly‘2dy
[lyl|<d

llyl|=6

<[ bl e [ )Py
llyll<o

llyll=0

Observe que u € L*(R™) entao podemos aplicar o Lema(2.3) temos que:

Por outro lado, existe ty(g) > 0 tal que:

1

2 QZO 2 . 262
19

Logo sempre que t > to(e), tem-se:

o /| I [tio(y)Pdy < e / o (y)*dy = ™ [Jtio(y)| 72y <
yl|=6 "

DO ™

Dessa forma fica mais simples concluir que:

~ _ “ g g
/ [do(y)Pdy + e~ / o (y)Pdy < = + = =e.
llyll<é 2 2

llyll=>6
O que nos mostra lim ||u(-,?)||z2@n) = 0, como queriamos. O
t——+o0

Agora sabemos que o ntcleo do calor satisfaz o problema de Leray, e com isso
é possivel saber o que acontece com a norma em L?(R") das derivadas da solugio

fundamental(2.12) no infinito.

Proposicao 2.31. Se u(z,t) é o Nicleo do calor entdo vale a expressao:
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Em outras palavras,
im0l gy =0 (2.34)

Onde m > 0 é um inteiro. Lembrando que de acordo com a literatura classica a

norma do espaco de Sobolev homogéneo é definida da sequinte forma :

A 1/2
llamieny = ([ JEPIFEdE) < o0 2.9
Rn
Demonstra¢ao. Como o nucleo do calor satisfaz o problema de Leray, Teorema(2.30),

temos que tliIle ||u(-,t)||L2@ny = 0, pela definicao formal de limites temos:
—+00

lim ||u(-,t)||z2@n) = 0= Ve > 0,3IN > 0;

t—+o00

t> N = ||lu(-,t) = 0| 2@n) < €

A Proposi¢ao(2.27) unida ao resultado acima nos permite escrever a seguinte

expressao:

t t
2 2 2 2
2/ [1Du(, T2 dr < [luls D)2 gy +2/ 1 Du(, T2 (mydr = [[ul-, to) [ 72(pmy < €.
to to

Assim temos:

t ) 82
S IDuC Dl < 5 (2.36)
to

Por outro lado ao usarmos a equagao (i) do Corolario(2.29) temos:
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t
(t = to) || Du( O)l[Z2@2y < (£ = to)l| Dul:, )l 722y + 2/ (m = to)[[Dw? (-, 7)| |22y dT

to

t €2
= [ DUt ey < 5.
to

Logo temos:

2

2 82 t
= Dl )][Laee) < 5 : (2.37)

2 £

t—to)

Com algumas manipulagoes simples podemos notar que se t > 2ty entao t/(t—tg) <
2, agora recursivamente podemos calcular o resultado desejado, fazendo m = 1 devemos
mostrar que limy t%||DU(',t>||L2(Rn), usando a expressao (2.37) desde que t > 2t

podemos mostrar o resultado. De fato:

) g2 t 2%,
tDu(-, )72 @2y < 5 < — =&’ = t2||Du(-, t)||2rn) < €, Ve > 0.
2 \t—1t 2

Assim como ¢ é arbitrario segue que vale o resultado para m = 1. Agora usando
a expressao (2.36) unido ao Corolario(2.29) ¢é possivel rumar ao resultado para m = 2.

Fazendo:

t

t
/ (7 — to) | D2, 7)oy < (& — to)| [ Du-, )| 2y + 2 / (7 — to) | Du2(, 7)o gl

to

to
t ) 82
= [ DU ) g < 5
to

Assim ficamos com a expressao:

t 82
/ (T — t0)||Du2<',T)H%2(R2)dT < ?

to
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Usando novamente o Corolario(2.29) ficamos com a seguinte desigualdade:

t—1o
t

2 2
£
(6= P 1D Doy = (5720 ) D2 e < -

Novamente fazendo algumas manipulagoes simples é possivel mostrar que se

t > /2ty entdo (t/t — to)? < 2, assim:

£\ e2
t2HD2u(’t>H%2(Rn) S (t—to) 5 S 52.

Dessa forma ficamos com a expressao:

t|D*u(-,t)|| p2mny < e

O que mostra o resultado para m = 2, recursivamente segue o resultado.

O

Usando os lemas de interpolacao do inicio do capitulo é possivel mostrar mais uma
proposicao com respeito ao decaimento do nicleo do calor a medida que o tempo passa,
em outra palavras, é possivel analisar o decaimento do nucleo do calor na norma Sobolev

do espago homogéneo.

Proposicao 2.32. Se u(-,t) € nicleo do calor entdo vale a equagao:

t—+o00

Demonstracao. E possivel mostrar esse resultado de maneira bem sucinta, onde s é um
inteiro positivo, usando apenas a Proposicao 2.31 parte a, aliado ao teorema de Plancherel
mas, o lema acima sera de grande importancia para as demonstragoes futuras, assim vamos

trazer uma demonstracao alternativa da proposicao onde é usada o lema. Dado ¢ > 0,
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tome s > 0 arbitrario, entao para todo m > s, existe t* tal que pelo teorema de Leray

temos:
: 1-=
tlg-noo Hu(’ t)||L2(Rn) < \/g (238)
De fato, pelo problema de Leray(2.30) temos:
tEH—Iloo ||u(, t)||L2(R”) = 0.

Assim por definicao formal de limite temos que Ve > 0 tal que 9N > 0 tal que se

t > N entao

(-, t) = O] L2mny < €1
= [[u(-,)|[z2@n) < &1

1—= 1—=
— lul Ol iy <

1_ s
Fazendo /e =&, ™; sendo t > t*.

1— 5
[l )] 2 ny < Ve
Analogamente pela Proposicao 2.31 existe t** tal que sendo t > ¢**

m

tim ¢% [Ju(, )| ey < (VE) % (2.39)

t—+o00

Agora fazendo t = max{t*,t**} teremos que é valida ambas as expressoes, agora
seja A > 0, com isso temos que t* > 0 e podemos observar que t* conserva desigualdade,

logo pelo Lema(2.15) ficamos com a expressao:
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1— S s
[l ) sy < O oy el O o gny
tMfu(-, 1)l

lu(-, 1)]

1—5 s
ey < Pl Dl i [0 1

s

1—i m m
oy < O ey (B Il )l i) ™

Assim fazendo mT’\ = % = A\

3, substituindo acima temos:

3w

t2Ju(-, t)]

1-= m
oy < NG Dl iy (F¥ 1100, iim e )

Agora usando as expressoes (2.39) e (2.38) podemos terminar a demonstracao. De
fato:

3o

El 1-= m m/s\s/m
3 8) | rony < Ny iy (E5 s )y )™ < VEGE™ ) = e

assim por definicao formal de limite segue o resultado.

Proposicao 2.33. Dada u(-,t) nicleo do calor temos que

. m,n
lim 2 74[|[D™u(:, )| oo rny = 0.
t=-+o0
Demonstracao. Seguindo as mesmas ideias até aqui vamos estimar o valor de

2| D™ (-, t)||%oo(Rn), pedir ajuda ao lema anterior e depois dar um valor a A. De fato:

1 1
D™ u(:, )] oo mry < K(n)|[D™ul, )] Fa gy D" D™ ul, )| F2 gy
1D u(e, )] Loo(gny < K (n)*[1D™ul, )] 2@ [[D™ " ul-, )] 2@y

D™ (e, )|y < K 02D (-, 1) 23y || D™ ™0, 1) |2

Para finalizar a demonstragao vamos usar o a Proposi¢ao(2.32) e terminar a prova,

para isso devemos ter 2\ = 7 + m;” onde podemos isolar o A o que implica A = 7 + 7.
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Deste modo:

w3

DD M, )]y < P FTVK ()| D™ ul-, )] L2y [ D™ ™0, 1) 2

m+2 m n m mtn n+m
E DO By < K () 1D (o)Lt 5 D™ (e 1)y

Usando a Proposi¢ao(2.32) e a definigao formal de limites, temos:

D™, )|y < K ()%, Ve > 0

t—+o0

Sabemos que ¢ %[ D™ (-, ) gy = 45| D7ul )|l Logo, segue o

resultado. [
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3 Problema de Leray para as

solucoes do problema MHD

A ideia principal desse capitulo é provar o problema de Leray (decaimento nao

uniforme da norma L?) para as solucoes do problema MHD descrito abaixo.

(

—

U+ (u-V)u+ Vp=pAi+ (b-V)b

by + (u-V)b=vAb+ (b- V)i
e+ (u- V) (b-V) 31)

V(- t) =0

V- b(-,t) =0,

\
com dados iniciais (i, by) € L2(R?) x L2(R3).

Como dito na introdugdo o sistema(3.1) se chama Magneto-hidrodinamico
incompressivel (MHD), onde no nosso trabalho estamos apenas com o caso tridimensional,
ou seja, para todo desenrolar do trabalho vamos tomar n = 3. Denotando Z(-,t) :=
(@(-,1),b(-,t)) uma solugio do sistema(3.1), temos como principal resultado o fato de que
as solugoes Z(-,t) satisfazem o pro de Leray. No entanto, antes de mostrar tal resultado

mostraremos os resultados necessarios abaixo.
t
> 2 > 2 > 2
LIZC, Ol 72 e +2>\/ D2, T)||72msy < 1120 to) | 72(rays
to

t
2. [|DZ(, 1)l 72(es) +277/ 1D22C, )|z es) < 11DZC to)l[ 72 es),
to

para cada to > t,. Aqui, t, denota o tempo de regularidade (suavidade eventual), ou

seja, dada qualquer solugao (fraca, globalmente definida) (-, ¢) do problema MHD (3.1),
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tem-se

i€ C™ (R x [t.,00))

As duas desigualdades descritas acima sao as chamadas desigualdades de energia

—
)

para solugao Z(-,t) e para as suas derivadas de primeira ordem, respectivamente.

Teorema 3.1. [Desigualdade de energia do sistema MHD para n=3] Sejam ty > t. e

(u,0)(+,t) solugao de Leray do problema MHD, tem-se :

t
120 D72 ey +2A/ IDZ(, )72y dT < |12 t0)|[72(gs)-
to
Vit > 1.

Demonstracao. Vamos mostrar esse resultado usando das mesmas ideias vistas
anteriormente, ou seja, definindo uma funcao de corte, vamos reescrever o sistema MHD
incompressivel em coordenadas, logo apds multiplicar as expressoes e por fim integrar nas
regioes adequadas. Para um leitor mais familiarizado com essas contas, recomenda-se ir
direto pra expressao (3.15). Dado R > 0, seja fr(x) uma funcao de corte, fr(z) € C5°(R?)

definida da seguinte forma:

.

Lzl > R;

fr(z) == ¢(x), R < ||z]| < R+ 1; (32)

0,[|z|| < R+ 1.
\

Onde ¢(z) € C*°. Reescrevendo o sistema (3.1) coordenada a coordenada, tem-se

an 3 3 3
ET Z u;Dju; + Dip = p Z D;Dju; + Z b; Db (3.3)
j=1 J=1 j=1
ob. 3 3 3
87: + ; U,ijbi =Vv ; D]D]bl + ; bijui (34)

Multiplicando a expressao (3.3) por (2u;fr) e integrando na regiao R? x [tg, t].
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! O(u;)
/to /Rg<2uifR) [ éti —l—Zuj (u;) + Di(p) | dadr

3

:/t /RS(QUifR> [uZDij(ui)Jerij(bi) dedr

t 3
/ frml “Z / / 2uifr Y u;Dy(u;) / / 2u; fr Dy (p)dadr
JR3 R3 = R3
oD (I11)
t
:// 2fR,uZDD u;) dxd7+// 2u,fRZbD )dxdr
tog JR3 j=1
(av) <7>

Agora vamos trabalhar com cada expressao separadamente, seguindo as mesma

ideia anteriores.

- / Fn()[ (s, 7)2)e drdr

= [t [ deir

Teorema(2.4) to

(3.5)



(1D =3 [ [ 2ut.r)fala)us Dy )) dads

= 2 r(@)u; (-, 7)ui (-, 7)Dj(wi(+, 7)) dwdr
CORD Sy i B (G T G L)

Def(3.2) J=1

= r(2)u;(-, 7)) D;[ui (-, 7)] dadr
= AAMM;UU< D[ (-.7)]

[(u2) =2uw]

3.t
> Jup dS(x) — 2D (frus) de ) d
—~ Z/to </|:z:||=R+1(flw])uZ (x) /m||<R+1 U J(fR“y) $> T

Teorema(2.10)(IPP) j=1
3

= — u? T Dj x))ui(-, T €T Djuj - 7)| dt.
@@);A/le<nam»<>+m> (7))
(II1) :/t /11@3 2u; (-, 7) fr(x)Dip(-, T) dzxdr

ot /to /mIISRH 2u;(-, 7) fr(2) Dip(, 7) ddr

Def(3.2)

_ 2 frp dS(z) — D;(uifr)p dz ) d
~ /to (Aﬂ:R—i—lujRp (@) Ax|<R+1 (wifr)p x) !

Teorema(2.10)(I PP)
t
> _2// Dj(ui(-, 7) fr(z))p(-, 7) dedr
De\f(’;) to J||z||<R+1

= — Dj(u;i(-, 7)) fr(x) + ui(-, 7)D;(fr(x -, T) dxdr.
2A/WM(A(DH>+()(HDME

52

(3.7)
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(V) ZQMi/tt /R i 7) fr() Dy Dy, 7)
= _QMZ/ /x||<R+1 fr(2)D;Dju;(-, 7) dadr

Def32

= U; §Uq ) — G \Us Dj U; dr | dr
S B (L eomm L s

/t/ <D](u2>)2fR dxdr + /t/ UZD](fR)D]('LLl) d.’lﬁd’/’)
[|z||<R+1 to J||z||<R+1

(3.8)

V=23 [ ) @b i) d
= 22 / [ T D ) o

Def(3 2)

¢
= 2 / </ w; frbijb; dS(x) — / D<(uibe-)bid:U) dr
Z to [lz||=R+1 ’ [lz|]|<R+1 ’ ’

= =2 // i(ui) fr + i Dj(fr)|b;b; dadr
De\f(// Z a3||<R+1 !

(3.9)

Apés trabalhar um pouco com as expressoes podemos juntar os termos

(3.5),(3.6),(3.7),(3.8),(3.9) e ficamos com os seguinte resultado:
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/ fr(@)(ui(-,t) —ui(- to))dx — 2/ / (w)?[D;(fr)uj + frD;(u;)]dzdr
[l@]|<R+1 to =1 llel|<R+1

9

(I) (E)
t

—2// (Dj(wi) fr +w;Dj(fr))pdxdr
|z||<R+1 |

(111)

t 3 t 3
—=2 [ [ S D padsdr—2 [ [ S D) Dy () dadr

to /||z||<R+1 = to J|z||[<R+1 ;¢

(1v)

t 3 ¢ 3
—2 / / > " bibiDj(w;) frdwdr — 2 / / > " bibu; Dy( fr)dwdr .
to J||z||<R+1 j=1 to J||z||<R+1 j=1

Fazendo R — —+00 na expressoes anteriores, podemos caminhar para o resultado
desejado. Lembrando que mostramos no capitulo 1 que D;¢pr(r) — 0 a medida que
R cresce indefinidamente, unindo isso ao teorema da convergéncia mondtona, podemos

novamente trabalhar com cada termo separadamente. Fazendo R — +00 temos:

lim (1) = lim fR(a:)(uf(~,t)—u?(~,t0))da::/ u?(«,t)d:c—/Rg (- to)da

R—+00 R—+00 ||lz||<R+1 R3
= 11w (-, )l 72ms — [ (-, o)l 2.
Jim (17) = lim —2 Z / / leRH D;(fr)u; + frD;(u;)|dxdr

— 9 . )dxd
//R32U UJ raT
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lim (/I1) = lim —2// Di(u;) fr +wD;(fr))dxdr
|(EH<R+1

R—+00 R—+o00
t
:—2/ / pD;(u;)dzdr.
tog JR3

3 t
i (V)= 23 i (f [ i) Dy ) Dy o

_ _2’“‘/,:: /Rai;(Dj(ui))zdxdT.

3 t
lim (V)= -2 lim_ [ AxKRH[bjbiDj(u»fR+bjb@-uiDj<fR>]dxdT
-

R—+00 - R—+00 to
3 t
j=1 to JR3

Podemos agora juntar os termos e reescrever de modo a ficar mais parecido com o

resultado a ser mostrado:

[ (-, )7 ops — 2 // Zul i (u; d:ch—Z/ / pD;(w;)dxdr
R3 R3

tog JR3 =1 = to JR3

(3.10)

Vamos seguir com as mesmas ideias vistas previamente. Porém, agora aplicando as
ideias na equagao (3.4). Para um leitor mais familiarizado com essas contas, recomenda-
se ir diretamente para a expressao (3.15). De fato, multiplicando a (3.4) por 2b;fr e

integrando na regiao R3 x [to,t] temos:
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t t 3
/ fr(b?)dadr + / / > Dj(b*)u; frdadr
N to JR3 P to JR3 =1

(1) e
t 3
zzy/ / > " bifr(D;D;(b; d:cd7+22/ frbib;D;(u;)dxdr .
to JR3 j=1
(171) (IV)

Fazendo os cdlculos de maneira mais sucinta pois ja mostramos contas analogas a

essas anteriormente.

= / / Fal) (b3, 7)))drdr

Def(3.2) ||z||<R+1

~~ /I:c||<R+1 fal2) /t:(bf(., m))rdrdz

Teorema(2.4)

(3.11)

1= [ [ Dot fule) dode

j=1
3 t
Def(3.2) j=1 I
3 t

\:’/_ - //mII<R+1 W TIDsea, ) nl) dedr 12

» D;i(b*(-,7))u; (-, 7) fr(x) dedr

0
IR

== /t /| bi (-, 7)[Dj(u; (-, 7)) fr(x) + u;(-, 7) D;(fr(x))] dedr

= —Z [ D (s, 7) () dadr.



111—2VZ//W 2)(D;D;(bi(-,7))) dedr
= QVZ// fr(x)(D;D;(bi(-,7))) dedr

Def (3.2) j=1 xH<R+1

s ~2v Z/ /M+1 (@) (D, (bi(-,7)))? dadr.

57

(3.13)

Agora usando os mesmo argumentos usados pra a expressao(3.3), ficamos com o

seguinte resultado:

¢ 3
[10i (-, )| 72 rsy — Z/ / D;(ui(-,7))bi (-, 7) dxdT+2y/ /R, Z(Djbi(‘ﬂ'))Q drdr
_22/ /R bi(-, )b (-, 7)Dj(wi(-, 7)) dedr = ||bi('7t0)||2LZ(R3)

j=1/to JR?

Somando as expressoes (3.10) e (3.14), temos:

103 (-, D)l Z2 sy + 110G D)L es)

_23: / t [ Dy peen) dxd7+2u23: / t [ (Dbt de
_22/ R da:d¢2//Rg 7)) dadr
+2M;/m/wpu d:cd¢+22//Rg D (il 7))

—2; [ [ntomnytut ) dods

= || (-, to)l| Z2qes) + 1B, o) | L2 es).

(3.14)

(3.15)
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Por fim, somando em ¢, usando o fato de estarmos trabalhando com um sistema
3

incompromissivel, ou seja, Zuz(, t) =V -u(-,t) =0 e tomando A = min(v, u) temos:
i=1

t
120 ) [72ze) +2A/ IDZ(, )| Z2eyd < (1205 t0) |72 rs)-
to

]

Com posse da desigualdade de energia para o sistema MHD, resta apenas mostrar
a desigualdade de energia para a primeira derivada, mostrado esse resultado, sera possivel

mostrar finalmente o Problema de Leray para a solugao MHD.

Teorema 3.2. [Desigualdade de energia para primeira derivada do sistema MHD para

n=3] Dada Z(-,t) solu¢ao de Leray do sistema MHD incompressivel, vale a desigualdade:

¢
|DZ(-, 1)|[72gs) +277/ |D2Z(, )72 msy dT < |IDZ(-,10)[172(gs)-
to
Onde n é uma constante positiva.

Demonstracao. Vamos mostrar o caso tridimensional, mas vale resultar que esse resultado

vale para n = 2 e n = 4. Comegamos derivando a equagao(3.3) em relacdo a z, temos:

(3.16)

Poderiamos mostrar esse resultado seguindo de maneira analoga como feito
anteriormente, isto é, ja seria possivel omitir os passos da funcao de corte. Porém, para fins
didaticos, vamos fazer uso dela novamente, mas vale ressaltar que nos préximos resultados
esse passo serd omitido. De fato, multiplicando a equagao(3.16) por 2fr(x)D.(u;(-, 7)) e

integrando na regiao R3 x [tg, t] onde t > ty > t*, ficamos com a seguinte expressao:
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/ frDe (ui®); dxdT+2Z/ ~frDe(ui) De(u;Dj(w;)) dedr

J/

(I ) (}})

+2 /t 5 frDe(u;)Do(D;(p) dxdT—QuZ / frDe(w;)D;(D;(De(us))) dadr

J

i) (V)

—|—2Z/ fRD Ul e(bjD](bl)) dl’dT

-

V)

(3.17)

Seguindo os passos anteriores vamos trabalhar com cada integral da expressao
(3.17) separadamente, mas vamos fazer R — 400 ao fim de cada termo e com isso reduzir
um pouco mais os calculos. Para um leitor mais experiente no assunto pode ir direto a
expressao(3.21) onde nela ja foi feito todo o desenvolvimento das integrais para ambas as
equacoes de MHD.
De fato, para (/) vamos usar o Teorema de Fubinni unido ao teorema Fundamental do

Calculo, para os demais termos vamos usar Integracao por Partes e apds aplicar o médulo.

(1) = / (@) Do(u2(-, 7)), dadr

/ Do(u?(-, 7))y dvdr
D £(3.2) |:EH<R+1

= /D u?(-,7)),) drde
—~—

Teorema(2.4) \:v||<R+1

Fr(@)[De(ui® (1)) — De(ui (-, to))] dz

[lz]|<R+1

Teorema(2.11)

v/ |D uz 7 ’2 dlE—/ |D uz tO))|2 dx

R—+o00

= |1 De(ui(-, 1))l 72ps — | De (i, to)l[Z2ps-
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(1) =232 [ [ D)D) D7)

\:/ /to /|w|<R+1 i( 7)) De(u; (-, 7)Dj(wi(-; 7)) dwdr

Def(3.2)

= 22/150 /|w|<R+1 fr(@)De(wi(+, 7)) De(u; (-, 7)) Dj(w;(-, 7)) dedr
+2Z/t0 /|z|<R+1 fR(x)De(ui<':7'))Uj(',T)De(Dj(ui(.ﬂ-))) drdr
\:// / /| I ( )De(uj('77—>>Dj(ui(‘77'))) dxdr

PP)(2 to ||z <R+1
_QZ/t /I |<R+1 Dj(fr(@)u;(-, 7)) (De(wil-7)))* dadr

= / /|| D.(u;(-, 7)) DeDy(ui(-, 7)) dedr

/to /|90|<R+1 ) Dju; (-, ) De(ui (-, 7))* dadr
_Qi/to /|$|<R+1 wi(+, ) fr(2) Do(uj (-, 7)) DeD; (wi(-, 7)) dadr

// 2)Dju; (-, 7) De(us(-, 7))? dadr
to \x||<R+1

/t /||<R+1'““ I (@) De(uy (- 7)) DeDj (s, 7))| dadr

<
~—
(Aplicando modulo)

Deszgualdade(? 8) j=1

+QZ/ /|x<R+1|fR o)||Djuy (-, 7)|| Dewi (-, 7)|° dodr

2 22 / /MHHW oo @)Dy ()| DDy -, 7)) | ddr

(V
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(R—>oo

Integrando o termo (/1) por partes temos:

(I1T) = 2 / [ Jule) D 7)DDipte7) dadr

= / / 2)Dou;(-, 7Y D Dip(-, 7) dadr

Def(3.2) xH<R+1

\:/(/ _2/ /|z|<R+1 fR )D uz(, ))Dep('ﬂ') dxdr

= —2/ /|x||<RH[DifR(x)Deui(-,T) + fr(x)D;Deu;(+, 7)|De(p) dxdr

_ _2// 2)DiDyus(-, ) Do (p) dudr
\x||<R+1

Def(3 2)

-, —2 DzDe i\"y De Yy dxdr.
g w;i(+, 7)Dep(-, T) dxdr
R—+o00

Integrando o termo (V') por partes novamente:

(IV) _2“2/ ) Do (-, 7) D D; Do+, 7) dadr
= 2;12/ /| fr(x)Dewi(-,7)D;D;Deu,(-, 7) dadr
_zﬂz/t | D;(fu(@) Dot (7)) Dy Dot (-, 7) dadr
= —2u t A > [D;(fr) De(us) + frDj(De(u)))(Dj(De(us:))) dadr

= —2M//Z|DDU17 ) dxdr.

R—>+oo
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(3.18)



_zz/ ) Dotts (- ) Db (-, ) Dsbi(-, 7) dadr

7:” 22;[ /|z|<m1 fr(2)Detti (-, 7) De(bj (-, 7) Dy (b;(-, 7)) dadr
= —22 / /ﬂ.w D.Jale) Dby, 71Dy 7)) dads
= —QZ//RSUZ, 7)Do Dy (b; (-, 7)D; (bi(-, 7)) dadr

RH*FOO

<2Z// s ) | Dy Dby, Dby - )

Terminado essas manipulagoes ficamos com o seguinte resultado:

3 t
1D e +20 Y [ [ (DDt r)? e
—1 Jto
t
< ||D€ui("t0)||%2(R3) +2/ / DiDeui('7T)Dep('aT) dxdr
tog JR3

3 t
+22/ /R3 Hui(-,7)||L°°(R3)|DjDebi(-’T)||Debj(.’7—)| drdr
j=1 "1

3 t
i Z/ /RS ||Uz(, T>||LOO(R3)|DEUJ('7 T)HDeDjui(', T)l dxdr.
j=1 "t

Somando em [i, e] em (3.19) ficamos com a seguinte expressao:

62

(3.19)
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1DiE(-, )] 2o + 20 / D2, )| 2o dr

< 1D o) Zaga + 2 Z// s, )l [y [ Dby o, DD Dby, 7| ddr (390

i,j,e=1

+2 Z / / ey )| o 5y | Doty (- 7| De Dy, 7)| e
1,7,e=1
Vamos guarda por hora o resultado (3.20) e trabalha com a segunda equagao do
sistema MHD. De fato, derivando a expressao (3.4) em relagdo a z., multiplicando por

2fr(2)D:bi(-,7) e integrando na regiao R3 x [to,t] temos:

\

/t Jr(De(bs) dxdTJrQZ/ frDe(u;jD;(b;)) D, (b;) dwdr
to JR3 .

s

(

~
-

(1)

= 21/2 / frD;(D;(De(biD.(b;)) dmd7+22 / frDe(b;D;(u;)) Do (b;) ddr .

J/
—~ —~

(I11) (V)

Podemos agora estimar essas integrais de forma andloga como foi feito

anteriormente, fazendo:

t
- / (Debi(-, 7))? dadr
R3

t
= / (Deby( dex
S~~~ R

3
Teorema(2.4) to

= [ UDBCOF = Db o)) o

Teorema(2.11)

= [1Debi(-, 1)l Z2qes) — |1 De(bir, o)l Z2es).



(1) = 2Z/t [ 5ule) Dy Db ) Db 7) dade

0> / / ) frl@) Dy () Db 7)) dd

Def (3.2) J=1 :DH<R+1

\):// _22/ /1‘|<R+1 (fR( ) ( j(‘7T)Djbi("T)) ot

(ur

— _22/ /leR+1 fr(2)Deu;(-, 7)D; Doby(-, 7) dadr

Def(32)
= —22/ /RS T)Deu;i(-, 7)D;Deb;(-, ) dedr

RHJroo

—2 // T)Deu,( D;D.b;(-,7) dxdt
Z ) (TP Db,

= 22 [ Il D100 o

Desigualdade(2.8) 7= 1

<

(II1) = 21/2/ 2)D;D;Dob;(-, 7)Debi(-, 7) dadr

— 2VZ// 2)Dbi(-,7)D;D; Debi(-, ) dadr

Def32 =1 x||<R+1

= —u D.b; D;D.bi(-,7) dedr
\)’/10) Z/ /7C||<R+1 ) ( )) ( )

= / / 2)D;D.b;(-, 7)D;Deb;(-, ) dadr
\f"’ Z x||<R+1 ’

= —QVZ/ |D;Dby(-,7)|* drdr.

R—>+oo
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(IV) = 22/7: g fr(@)De(b;(-, 7)Dju; (-, 7)) Debi(-, 7) dadr

\:/ 22/ /x|<R+1 T R@)Deb; (-, ) Dyl 7)) dedr

ef(3.2)

= —22 [ P PLRD D7)
De; 2)_22/ /:c||<R+1 Jr(2)DeD.(b;(-,7)Dju;(-, 7)) dxdr
= —22/ /R ,7)D.Djuy(-,7) dadr

—22/ /R bi(-, 7)Debj (-, 7) Do Djui (-, 7) dadr
= 22//||b )l o) | Deby (- | Ds Do, )| dvdir

Desigualdade(2.8) 7= 1

<

Assim ficamos com a seguinte expressao:

HDeb< ||L2R3)+2VZ// |DDb ‘2 drdr
< |IDebi(-, to)l|72 Rs>+22// 163 (-, ™| oo oy | Dews (-, 7)1 Dy Debi(-, 7)| daedr (3.21)
3. gt
+22/ /R3 |6: (- J)HLOO(R'J)\Debj(.,T)HDjDeui(.’T)‘ dadr.
j=1 "t

Somando (3.21) em [i, ] temos:
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t
DB )22y + 20 / D25, )| Bagus, dicdr
to

< |1DB(, 1) gy + 2 Z// Il e | Dty (D Db ) i 5.9

2,7,e=1

+2Z// b1y ) [oe )| Dby (- 7)1 D, Dtis (-, 7)| .

i,7,e=1

Podemos agora somar as expressoes (3.20) e (3.22) :

1D, )2y + 1DO(- )| sy
+2[L/ ||D2 ||L2 R3) d7+2y/ ||l)2 )||%2(R3) dr

< 1D, to)[Z2rs) + I1DB(-s o) I72(rs)

+2 Z / / b1+ ) [oe )| Doty (-, 7) | Dy Dby (-, 7)| diedr = Iy (1)
bhet (3.23)
+2 Z / / b, ) [oe )| Dby (-, 1) 1Dy Dtis (- 7)| dadr = (-, )

i,7,e=1

+2 Z / /3 HW(w7')”Loo(R3)|Debj(.,7')HDJ~D6bi(.’7—)‘ dwdr = I(-,1)

i,7,e=1

+2 Z / /3 (-, 7)|| oo 2y | Detwj (-, T)|| Dy Dews (-, 7)| dadr := Ly(-,t).

i,7,e=1

Por fim temos que estimar as integrais Iy, I, I3, I, separadamente, vamos fazer I

os demais termos sao analogos. De fato:
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—22// b+ P [oe o) | Dty (-, 7)1 D; Dobi(- 7| dadr

i,7,e=1

<2 Z / /3 ||g(-,7')||L°°(R3)|Deuj(-’7')||DjDebl.<.’7-)| dedr

7,7,e=1
Soy [ HLmRa)/ZrDuJ PNID; Db 7)) drdy
i,e=1 to
1/2 1/2
= QZ/Hb HLm(RS/Z(Z\Du] )\2> (Z\Djpebi(.,f)ﬁ dadr
j=1

Holder(2 8)

1/2 3 1/2
< 22/ ||b 7)|| 2o RS)/ (Z | Deu (- )|2> (Z |D;Dbi(-, 7)? dzxdt

e,j=1 e,j=1
1/2 3 1/2
_2/ 160, 7)|| Lo @) / Z(Z | Do (- )|2> (Z |D; Dby, 7)[? dzdr
e,j=1 e,j=1
. 3 1/2 3 1/2
SQ/ Hb(-,T)HLoo(RS)/ Z |Deuj(-’7-)|2 Z |DjDebi(',T)|2 dxdr
to R \jej=1 ie,j=1
: 3 1/2 3 1/2
— 2/ ||b(-,7’)||Loo(R3) /RS (3 Z |Deuj(',7')|2> ( Z |DjDebi(-a7')|2 dxdr
to e,j=1 iej=1

t
S 2\/5/ ||b(',T)||Lw(R3)||Dﬁ(-,T)|’L2(R3)||D2b(-,T)||L2(R3) dxdr.
to

Estimados os valores vai nos resta o seguinte resultado, usando as notacoes e

defini¢oes dadas no capitulo 1 temos :
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IDE(-, )72 g3y + 1DO(-, )] |72 oy
+2M/ D2, 7)) ages d7+2u/ D25, 7)o, dr
< ||D(-, to)||72 g3y + HDb(',to)Hm(Rs)

+2\/_/ 116(-, T)|| oo sy || DU+, )HLQ(R3)||D25<‘,7_)HL2(R3) dxdr

—|—2\/§/ |’5('7T)HLOO(]R3)HDE<'77-)HL2(R3)||D26<'7T)HLQ(R?’) dxdr
to
t

+2\/§/ ||ﬁ(',T)H[po(ﬂ@)HDb(',T)||L2(R3)||D2b<’,T)||L2(R3) dxdr
to

t
+2\/§/ (-, 7)]] ooy || DEC 7)|| g || D2, 7| 2oy dadr
to

Vale lembrar que ||u(-,t)||g < ||(u, b)(,t)||z onde E é um espago normado. Assim

é possivel melhorar mais o nosso resultado, fazendo:

t
IDZ(, )17 2gay + 2 min(u, V)/ 1D?2(, ) |[Z2gsy dr < |IDZ(s o)1 72 rey
to

+8\/_/ || ||L00(R3 ||DZ( )||L2(R3)||D25(77—)||L2(R3) dl’dT

Usando a desigualdade (2.1) temos:

t
IDZ(-, )] 72 msy + 2 min(p, V)/ 1D?2(, )| [F2gmsy dr < |IDZ(,t0)[1 72 re)
to

¢ 1 1
+8\/§K/ ||5(',7')||22(R3)HDZ<',T>|‘22(R3)||D22(',T)HLQ(RS) dxdr.
to

Pelo teorema 3.1 ficamos com a expressao:
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t
1DZ(-,t)|[72ps + 2 min(p, V)/ 1D*2(, [z gs) dr < [IDZ( t0) |7 2ps
o (3.24)

1 ¢ 1
+8\/§KHZ(-,tO)Hz2(R3)/ HDZ(',T)"zz(R3)|‘D22(‘,7')HL2(]R3) dxdr.
to

Novamente podemos usar o teorema 3.1, porém seguindo os passos de Leray no

artigo [12] podemos tomar to = 0, assim:

. 1Z(-, to) |17 2 ps
. 2 3 ®) 3.25
/0 || DZ( 7T)||L2(R3) ~  2min(y,v) | )

Dessa forma pelo Lema 2.1, temos que:

. . 2 .
I%E}ljjgof IDZ(, t)||L2(]R3) =0.

Com isso, existe t,, > t, suficientemente grande de modo que:

2
o min (s, v)
[|[DZ(-, tes)|| 2rsy < C onde C' := ( — ) : (3.26)
AV/3IZ(, to) | gy

E possivel mostrar que vale nao sé para t,, mas sim para todo s > t,,. Para isso

o
)

suponhamos por absurdo que exista um instante t; > t,, tal que |[|DZz(-, s)||2mrs) < C

para todo s € [t.,t1) com

IDZ(, t)| 2 ey = C.

Fazendo t = t; em (3.24) e sendo ty > t,. temos que :



t1
||Dg('vt1)||%2(R3) + 2min(p, V)/ ||D25('>T)H2L2(R3) dr < ||Dg('vt0)||%2(R3)

to

t1
1/2 — 1/2 —
+8V3K]|Z(, t0)|]L/2(R3/ IDZ(, 7| oty [|D?2(, 7)| | p2esy dadr.
to

Com o resultado acima temos:

t1
C? = ||D2('at1)||%2(]R3) < ||D5('7t1)||%2(m3) + 2min(p, V)/ ||D25('a7)||%2(11@3) dr

to
t1
< ID2Le ) e + 2min(, ) [ 1022, 7) e d

to

O que implica:

C = HDZ('ytl)HL?(H@) < ||D5('at**)||L2(lR3) < C.

70

O que nao pode acontecer. Assim com posse de (3.26) podemos melhorar mais a expressao

(3.24).

t
1DZ(, )| [ sy + 2 min(p, V)/ 1D?22(, )|[72 sy d < |IDZ( to) [ o)
to
1 t 1
FVIRIE e | IDZC D220 ) sy o
<||Dz(, to)HLst)—i—S\/_KHz( to ||L2R3)\/_/ | D?2(, )| L2 (re) dadT

= ||DZ(:, to)[[72(es)

B 1 min(y, v 25
F8VEK |2 10)|? /||D i) dedr
L2(R3) 4\/_H to ||L2 RB)

= ||DZ(, ) [32(ss) + 2min(pe, ) / D22, 7)o (es) drdr.
to
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N
)

Assim, || DZ(-,t)|[72@s) < [[DZ(-, t0)[172(gsy sempre que ¢ > o > t.. por fim usando
essa desigualdade em (3.24) é possivel determinar nossa constante 7 e finalmente terminar

o resultado, fazendo:

t
IDZ(-, 1)]|72 (gs) + 2 min(p, V)/ |D?Z(, 7)|[72gsy dm < ||DZ(:, to)||72(gs)
to
~ 1 Lo 1 5,
FSVBEIIZC x| 11D o 1250l dt
to

<|IDZ(, to)||72ms)

1 1 t
+8\/§KH5’(',t0)||22(R3)HDz(',t0)||22(R3)/ ||D22(-,7—)HL2(R3) dxdr.
to

Podemos agora reorganizar os termos ficando com a seguinte desigualdade:

IDZ(, )2,
1 1 t

+ (2min(p, v) = SVBKNIZC, 10) 172 | DZC, )1 F2(e) / D22, 7)| 22y dr
to

< |IDZ(, 1)l 2gs).

1 1
Seja 1 := min(u, v) — 4V3K||Z(, to)ll72(re) [ DZ(-, to) ]| £2(ms) nOte que pela definigao
da constante C' juntamente com o fato (3.26) é possivel concluir com célculos simples que

n € positivo, concluindo assim a demonstracao do teorema. O

Observagao 3.3. O teorema acima nos garante a norma L* da derivada (além de suave)

¢ decrescente, ou seja, || DZ(-,t)||r2ms) < ||DZ(-,t0)||22(rs) para todot > t,. Esse resultado

serd usado posteriormente e vale aqui a ressalva.

Teorema 3.4. Dada Z(-,t) uma solu¢ao de Leray do problema MHD incompressivel,

temos:

: 1/2 oy
tkinoot / ||DZ(,'[J)||L2(R3) = 0.
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Demonstracao.

t t

IDZ(, )] 72 @e) dT < 2//2 IDZ(, 7)||Z2msy dr-
t
t

> HIDEC Ol <2 | Dl ge d

t/

HIDZ Ol ey =2 [

t/2

t
= 021D Dl ey 2 | 1D 7 e
t

t

Pelo teorema 3.2 temos que a integral 2 ||DZ(',T)||2L2(R3)dT ¢ finita. Fazendo
to
t/2 <ty <t temos [t/2,t9] C [t/2,t], com isso pelo lema anterior:

t t
2 [N dr =2 [ (IDEC0) ey dr <
to t/2

t
Ve > 0. O que garante que 2/ ||DZ(-,t)||%2(R3) dr — 0 a medida que t cresce

t/2
indefinidamente, provando assim o teorema. O

Lema 3.5. Parat > 0, considere

Qi(-,t) = —(u-V)i—Vp+ (b-V)b.

Entao,

Demonstracao. A ideia aqui é usar a primeira equacao do sistema MHD unido com o fato

que estamos trabalhando com um fluido incompressivel. De fato,

@ = pAG + Q1 (-, 1). (3.27)

Aplicando o operador divergente em (3.27) ficamos com a seguinte expressao:

Vil = pV - AT+ V- Q).
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Por linearidade temos:

(V-t)y = pA(V - a) + V- Qu (-, 1)

Agora usando a incompressibilidade do sistema temos:

]
Lema 3.6. Dada u(-,t) solu¢io do problema (2.10), com ug € L*(R") e1 < p < o0

entao, tem-se:

2(1-1)

(-, D) ey < Kn(p)|luolLrnyt ™2

Demonstragao. O resultado é trivial para p = 1, basta usar a desigualdade de Young para

convolugao provado no lema (2.14). Faremos, agora, para p = co. Note que,

—|z—y|?
fu(z, £)] < / 5 Juo(y)] dy < o () |1 &

1
(4mt)2

Resumindo as contas, temos:

_n
2-

u(z, t)]| Lo (rm) < |[uo (Y] 1y

(4m) 2
Agora usando interpolagao, provada no lema (2.13), segue o resultado. O
Com a posse dos lemas 3.5 e 3.6 finalmente podemos mostrar o principal resultado

desse capitulo, para tal vamos usar também o principio de Duhamel. Para um estudo

mais aprofundado do principio, recomendo fortemente [7].

Teorema 3.7 (Propriedade de Leray para MHD). Seja Z(-,t) solu¢ao de Leray do

problema MHD incompressivel, entao:

lim ||Z(7t)||L2(R3) =0.

t——+o0
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Demonstragio. Definindo Qy(-,t) := —(u - V)b(-,t) + (b - V)i(-,t) podemos reescrever o

sistema 3.1 da seguinte forma:

(3.28)
V(- t) =0

-

|V 5 1) = 0.

—
)

Sendo ¢t > t* > 0 suficientemente grande tanto as solucgoes Z(-,t) como suas
derivadas DZ(-,t) sao suaves e estao em L?(R?), com isso podemos usar sem problemas o

principio de Duhamel e escrever:

Vamos estudar a norma L2 do campo (-,t). O campo b(-,t) é analogo.

t
HU(‘J)HH(}R@) — G“A(tto)u(-,to)—l—/ QMA(FT)QK-,T) dr

to LQ(RS)
t
S ||€“A(t—t0)u(-,t0)||L2(R3) —+ ' / eﬂA(t—T)Q1<.’t) dT
) . to L2(R3)
(Desigualdade triangular)

t

< ||e“A(t—t0)u(-,to)||Lz RS +/ ||6MA(t—T)Q1(.7t)||L2 r3y dT.

— (R3) o (R3)

Desigualdade(2.8)

Observe que :

1/2
tkinoo ||6“A(t_t0)U(',tO)HLQ(RS) = tl}grnoo (/RS |6MA(t—t0)u(_’t0)|2 dl’)

1/2
- ( /R Jim [er S, ) ? dx) .
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Agora pelo Teorema2.30 temos:

. A(t—
tLlErnoo |[e#2E=1D (- to) || L2 (gsy = O.

Dessa forma nos resta apenas estimar os termos:

t
@) [ e e dr
to

t
(]I)/ ||€MA(t_T)Q2(',T)||L2(R3) dr.
to

Pelo lema (3.5) temos que V - Qi(-,t) = 0 e temos também pela definicao do

Q1(-,t) que Q1(-,t) + Vp(-,t) = —(u - V)i(-,t) + (b- V)b(-,t), assim podemos observar

—

que Q1(-,t) =Py[—(u- V)u(-,t) + (b- V)b(-,t)] onde Py ¢é o projetor de Leray. Para um

melhor entendimento sobre projetor de Leray, é indicado [25]. Assim:

t
/ 1#2EDQ, (7)) dr
to

t
_ / [# DRy [~ (- V)T, 7) + (b V)b(-, 7)]|| sy dr-
to

Da literatura temos que o projetor de Leray comuta com o nticleo do calor, usando

esse fato na equagao acima:

—

e B 9t )+ (b VB iz d
= [ Il Vit + (- VIO d

S/t 1= (- V)i, 6) + (b V)b(-, )]l p2us) dr

~~
(Desigualdade Triangular

t t
< / ||t A=) (4 - V)u(-, t)|| L2sy dr +/ ||erAE=T) (. VO (-, t)|| 2msy dr.
to to
)
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Assumindo que v(-,t) é solugao do problema de difusao;

v (-, ) = aAwv(-, 1)

v(-,t) = vy € L'(R").

Podemos usar o lema (3.6) e assim :

(- )2 @y < Cllo to)| | @ (at) 5. (3.29)

Portanto, usando a expressao(3.29), obtém-se:

t t
[ e Dyt ) ey dr [ ) e
to to

t q
< Cuif (t—7) 2||(u-V)u(-,t)|| o1 (ms) dT

to

t
st [ = oy I VIOl dr

to

Vamos trabalhar separadamente com a expressao ||[u(-,t) - Vu(-,t)||z1@®s). De fato:



7

I D) Ol = 3 [ |3 ui-0Dul-0)

3 3

D W DS L

(Desigualdade triangular) i=1

= X/ (Dux-,wﬁ)

(Desigualdade de Holder) i=1 J=1

dx

1
2

dx

NI

IA
=
N
B
=
o
=
T
\/
T M T
: 3
:E
=
T
[SIE
QL
=

(Z |Dj(ui(-, 1))

< /Rﬁ(zw,tn?) > IDs(ui ) | da
<Vi [ (;\uj«,t)\?) s | Z:erj(u@-(»t))\?) o

= V3[lu(, )l 2@ || Dul, )| 2.

Para o segundo termo da integral segue de forma andaloga, assim ficamos com a

expressao.

t
Cut [ (0= i D) Ol dr

to

¢
+C;f4/ (t—=7)"1|[(b- V)b]|| L1 (msy dT

to

t

_3 TN .

<V3Cu 4/ (t = 7) 73 |a(, Ol 2 s | [ DU, 0| 22 wsy dr
to

—

t
V30 [ (6= ) B O)llguo || DB, D12 dr

to

t
< \/gclfi/ (t = 7)75 120, Ol 2@y || DEC, )| p2sy dr

to

t
+\/§Cpfi/(t—T)_i||Z(-,t)||Lz(R3)||D5(-,t)||L2(R3) dr

to

; t
:2\/§cﬂi/ (t = 7) 7512, )] 2@y || DZC, 8)]| 2 sy .

to



Pelo Teoremad.4 temos que dado £ > 0 existe ty > t,, tal que:

t2(|DZ(-, )| 2 < &

Assim,

t
< 2ev/30yt / (t = 7) " 3|2, ) oy AT

to
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Usando a observagao3.3 podemos melhorar um pouco mais a expressao. De fato:

t
2230w [ (¢ = r) Hr b E Ol dr

to

. t , )
= 25\/30“‘3‘“5(%750)HL2(R3)/ (t—7)"ir2 dr

to

t
< Kaui/ (t—T)*%T*% dr.

to

Agora supondo que t > 2t.

t 3 1 t/2 3 1 t 3 1
/ (t—71) 41 2dr = / (t—71)"4772 dT—l—/ (t—7) 4772 dr
¢

to to /2

3 t/2 1 1 t 3
< (t/2)_4/ T2 dT + (t/2)_2/ (t—7)71 dr < Kt~ Y4,

to t/2

Com isso em mente, temos que:

t
lim / e*2EDQy (-, 7)| | z2@sy = 0.
t—o0 to

Assim, resta apenas estimar o termo:
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t
/ HeyA(t—T)QZ(-7 7') | |L2(R3) dr.
to

Analogamente, vamos ter que :

t
/ HQVA(t_T)QQ(',’/')HLQ(RB) dr
to

t t
< / 167267 (4 - VB, 7)oy + / €737 (b - )i, 1) pages) dr-
to to

Novamente vamos trabalhar com os termos separadamente de forma analoga feita
para (I). Para um leitor mais experiente com esse tipo de célculo é recomendavel ir para
o préoximo resultado pois a tnica diferenca desse termo para o termo anterior é que nao
temos a pressao e assim nao sera necessario usar o Projetor de Leray, o que vai simplificar

ainda mais as contas. Logo:

t t ) .
/ e 267 (w - )b (-, 7)|| 2y dr < cy-i/ (t—7)72||(u - V)B(-, 7)|| 1 gy dr
to

to

t
< 2\/§CV‘2/ (t — )73 [|@(-, 7)|| 2@ | | DB(-, 7) || L2y dr

to

t
32\/§C’V_i/ (t = ) 120 7)oy || D2, ) e, dr

to

t
< 25\/§cy—i||z(-,t0>||L2R3/ t—7)7ir 2 dr.
= (R9) to( )
(Teorema3.4)

O que vai acarretar finalmente que:

lim HZ(,t)HLQ(RS) =0. (330)

t—o00
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4 Problema de Leray em H" para as

solucoes do problema MHD

O objetivo desse capitulo é estender as desigualdade e decaimentos feitos no

capitulo 2 para qualquer m natural, ou seja, queremos mostrar o seguinte resultado:

.
)

Teorema 4.1. Seja Z(-,t) solugdo de Leray do problema MHD incompressivel, entio para

vale o caso tridimensional para qualqguer m > 1 :
t

1. (t—to)m\l(Dmf)(-,t)lliz(Rs)+Cm/ (= )" (D™ 2) (-, )| L2es) dr

to

t
<m / (7 — o)™ Y|(D™2) (1) [2ages)
to

+o0
2. / (T - tO)mH(Dm+lg)(,t)H%Q(E@) dr < +00;

to

3. lim t2|[(D™2)(-,7)||r2msy = 0.

t——+o0

Para todo t > t, suficientemente grande e C,, > 0.

Demonstracao. Vamos mostrar o resultado usando inducao em m, assim sendo m = 1

devemos verificar as desigualdades:

t

L@—mmwa@wﬁmﬂ+Q/Yr%wmﬂa@ﬂ%maM

to
t
< [ D0 By
to
“+oo

2. / (T - t0>|’(D25>(,t)||%2(R3) dr < +OO7

to

3. lim t2[|(D2)(-,7)||2(es) = 0.

t——+00
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Para verificar esses resultados podemos trabalhar com as mesma ideias ja feitas

anteriormente, como por exemplo no Teoremad.2. Relembrando a equagao:

—

@y t) + (- V)u(-,t) + Vp(-,t) = pAd(-,t) + (b- V)b(-, t). (4.1)

Reescrevendo a equagao (4.1) e diferenciando em relagao a x;, com 1 < [ < 3,

temos:

Dy[(us))(-8) + Y uj(-, 7) Dyui(-, 7) + DyDip(-, 1)
\ = ) (4.2)
= 11> D;D;Dyui(- 1) + > Dy(b; (-, 1) D;bi(-, 1)).

Multiplicando (4.2) por 2(t — to)D;(u;) e integrando em R? X [ty, t] temos:

/tt /RS(T — to)[(Du(wi(- 7)), dxd7+2i/t: /RS(T — to) Dy Difu; Dyuy] dadr

0 -~ ., R i=
(1) (D

J/

+2/t /RB(T—to)Dl(ui(-,T))Dl[Di(p(-,T))] dadr

J/

T
3 t (43)
=2u2/ / (7 — to) Difus(-, 7)) D; D; Difuus(-, 7)) dadr
j=1 to R3
(V)

+22/to /Rs(T_tO)Dl[ui<'7T)]Dl[bj(~77')Djbi<.77—)] dedr .

J/

-~

V)

Podemos seguir as mesmas ideia feitas em resultados passados, ou seja, vamos resolver
separadamente as integrais, deste modo para um leitor ja familiarizado com esses tipo

de calculo pode ir direto para a expressao(4.16), onde nessa expressao ja foi feito os
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calculos para cada expressao do sistema MHD e estamos somando os resultados. Dito
isso, podemos explicar o passo a passo que serd feito, para (I) vamos usar o Teorema de
fubinni e Integragao por Partes na reta, nas expressoes (/1) e (V) aplicamos integracao
por parte unidos a desigualdade de Cauchy-Scharwz e por fim em (/11) e (IV') aplicamos

apenas integracao por partes.

0= [ [ =it )y, doar

Ny /Rg /tt(T — to)[(Dy(wi(-, 7)))?]; drda
) 0

(Teorema2.4

¢ (4.4)
= (t—ty) [ Dt dx—/ /(Dl[ui(-,T)])2 drdx
~ R3 R3 Jtg
(IPP)2.10
t
< ()| Di )| B, / D7) 2 s

(Somando em [i,l])

(I1) = 22[ /RB@ — to) Dyt (v, 7) Dl (-, 7) Dy (us(-, 7))] devdr
= 22_;/to /Rs(T_tO)Dlui(‘,T)[Dluj('aT)DjUi(',T) + u; (-, 7)DyDju (-, 7)) dadr

¢ 3 ¢
=2 Z/ (T — to) DluiDluijui dxdt + 2 Z/ (T — to) DluiuleDjui dxdr
; to R3 =1 to R3

Jj=1

3 t
— —22/ (1 —to) ( . D; Dy Dyuju; drdr + /R3 D;Dyu;u; Dy dx) dr

(Teorema?2.10) j=1 "t

t
< 2 / T—t </ D Dyl | Dyws| | s d:z:d7‘+/ D; Dyu||u; || Dyug diC) dr
> [ =t0) ([ 1030010l e+ [ 10,50

(z<|zl) I=1

t
< 2/ (1 — to)||D*U(-, )| 2y [| DG, 7) || 2oy ||@(, 7) || oo (r3) dT
(Somando em [i,l]) fo

t
+2/ (1 — to)|| D?T(-, )| 2| |@(, )| 2wy || DU, T)| | poo 3y dT

to
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t

< 2 [ (r = to)|[D*a(, 7)l| 2| DZC, 7)| | paqee | |20, 7| oo sy dr
- to
(H’“‘HLZ(RS)SHZHLZ(RS))

¢
+2/ (7 — to)|| DT, )| 2y || ZCo T | 2 ey | D2, ) || oo r3y dT

to

t 1 1
21{3/ (7 — t)|[D?T(, 7|2 e) 1211 2 oy 1D 21 Fo sy |1 D2 | 2 sy

to

<
~~—
Desigualdade(2.1)

¢ 1 1
+2k/ (7 = t)|ID?T(, Tl 2 @) |20 T 2oy 1D ZC T Fa sy 1 D*ZC, )| 2oy dr

to

¢ L i
= 4k‘/ (7 = to)[1D*@(, )| 2@y 120 T 72 sy D20 T 2o sy 1D 2C, ) | 2 sy dr

to

1 t 1

< 4k!!501122(R3)/ (m = to)[| D, )| L2 || DZ(, 7)1 72 oy | D2, 7| 2y
to

(Teorema3d.1)

(4.5)

Analogamente como feito na demonstragao do Teoremad.2, mais precisamente na

expressao(3.25), temos que existe ¢y > t, suficientemente grande, tal que :

1 C
||D5H22 Rr3) < o1 4.6
S PTEN S (46)
Usando (4.6) em (4.5) temos:
¢
C/ (T—t0)||D2ﬁ(~,T)||L2(R3)||D25(-,T>||L2(R3) dr. (47)
to
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(I1T) =2 / t /R (v = t0) Dy, ) DyDyp( ) dd

~—
(IPP)(Teorema2.10)

t
< —2/ T—tO/DZZDu,, YDip(+,7) dedT = 0.

to

t
_2/ (1 —to) | DiDyu(-,7)Dip(-,7) dwdr
to R3 (48)

(Somando em 1)

3 t
(IV) = 2/12/ / (1 —to)Dyu;(-, 7)D; D Dy (-, 7) dedr
j=1 to JR3

—~—
(IPP)(Teorema2.10)

3 t
= —%Z/ (r—to) | DjDuy(-,7)D;Dyus(-, 7) dedr— (4.9)
- R3

t
< o / (7 — to)|| D%, 7)|[22 gy dr-

to
(Somando em [i,l])

V)= 22/; /R3(T — to)Dywi(+, 7)Dy(b;(-, 7)D;bi(-, 7)) dadr

_22// 7 — t0) Dy (+, 7)[Diby (-, T) Dby (-, 7) + b;(+, 7) Dy Dybi (-, 7)] dvdr
R3
3
:22/(T—t0> Dyu; Dib; D;b; d:cdr+22/ T —t) / Dyusb; DyD;b; dvdr
j=1 to R3

3
= —2 / T—1 (/ DDlulebe dxdt +
~— z; to( 0) - J J

(IPP)(Teorema2.10)

3 t
22 T—to) |D; Dy || Dibj||bs| dzdr + | |D; Dyug||b;|| Dibs| dxz ) dr
po e’ J -

t
< 2/ (m = to)|[D*a(:, 7l L2 || DOC, )2y b0+ 7)o ey dr

to

Dleuiblebi dx) dr

R3

I/\<|/\

)

(Somando em [i,l])

t
+2/ (T_tO)HDQﬁ('a7_)||L2(]R3)Hb<'>T)HLQ(R3)HDb('7T)||L°°(R3) dT

to
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t
< 2 / (r = to)1D%(-, ™)l 2oy 1 DZC D)l ey |12 7 oe sy i

(HBHL2(R3)§||E"LQ(R«?))

t
+2/ (7 — to)[|D*G(-, )| 2y || 2(, T)| L2re) | DZ (- 7) || oo ey dT

to

t 1 1
<2k [ = DA e 1 D21 g | D2

t
(Desigualdade(2.1) 0

¢ 1 1
+2k/ (7 — to) || D £2ro) ||21] 22 gy | D12 sy [ 1 D22 2 sy dr

to

t 1 1
=4/€/ (7 — t)|[D?T(, T) | 2@y |20 T 72 oy 1D Z (s I 2 gesy 1 D2, T | L2 sy dr

to

t
< C/ (1 — t0)||D2ﬂ’(-,T)||L2(R3)||D2Z_’(-,7')||L2(R3) dr.
y to

(Termo(4.6))

(4.10)

Assim pelas expressoes (4.4),(4.5),(4.8),(4.9) e (4.10).

t t
(t = to)|| D72 as) +2M/ (1 — to)|| D*@[72me) dadr S/ | Dl]|72gey dr. (4.11)
to

to

Agora relembrando a segunda equacao do sistema MHD.

be(-, 1) + (u- V)b(-, 1) = vAG(-, 1) + (b- V)id(-, 1). (4.12)

Reescrevendo a equagao(4.12) coordenada a coordenada e diferenciando em relagao a x,

com 1 <[ < 3, temos:

)+ Y uDibi(-t) = I/ZD D;Dibi(-,t) + ZDz t)Djui(-,t)). (4.13)

Multiplicando (4.13) por 2(t — to) D;b;(+, t) e integrando em R? x [tg, ] temos:
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/t: /RS (r = to)[(Du(bi(-,7)))?]; dwdr

”Z/w /< = 1) Du(bi(, 7)) Dilus (-, 7) Dy (bil, 7)) dadr
(4.14)

Podemos seguir os passos analogos ao feito na primeira equacao do sistema MHD

e vamos chegar as seguinte resultado:

t t
(¢~ I DBsgen + 20 | (7= DB e dr < [ DBy dr (415)
to

to

Somando as expressoes (4.11) e (4.15) temos:

(t = to) D, )| sy + (6 = )| DB, O] Bages)
t

t
2 / (r — to) | D% (-, 7] [Za(gay dr + 20 / (r = t)ID?BC. ) By AT (4.16)

to to

t t
< [ DA ey dr+ [ 1IDBC, 7y
to to

Usando as defini¢oes e notacoes feitas no capitulo 1 temos:

t t
(¢ =t 1D Dl + Cs [ (7 =)D Dy dr < [ IDE e dr
to

to

Onde C; = 2min(u,v) Mostrando assim o resultado (1) para m = 1. Devemos

mostrar agora que:
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[ = D)oy dr < o (@17

to

Para provar isso podemos usar o Teoremad.1 da seguinte forma

/ (7 — to)|(D22)(, )| Bagus, dr

to

N

t
< 12C, Ol @s) +/ (= t)D*D) (-, [L2@s) dr < 1Z( t0)|[Z2 09

to

Fazendo t crescer indefinidamente temos a seguinte expressao:

/ (7 = ) 1D 7l 2agesy dr < 112, 10) |22z (4.18)

to
Usando (4.18) em (4.16) segue o resultado do item (2), O item (3) ja foi mostrado
no Teoremad.4, agora suponhamos por induc¢ao que o resultado é valido para um m = k
e vamos mostrar que o resultado se mantém proveitoso para um m = k + 1, para tal feito
vamos tomar a equacao(4.2), derivar em relacao xy,, - - -, ay,,,, multiplicar o resultado por

2(t — to)*™ Dy, - -+ Dy, u; e integrar na regidao R* X [to, ¢] e ficamos com as expressao.
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/ / (D, -+~ Dy s, 7)) dadr
RS

-~

(1)

3 ¢
—i—QZ/ /3(7’ - to)k+1Dll .. leﬂ(ui(.’ Dy, - le+1(uj('77—)Djui(‘, 7))dxdr
j=1 to YR

S

g

(1)
t
2 [ [ Dy Dy (e DDy Dy (Dl 7))
R

J/

(111)

- 2”2/ / k+1Dll le+1 (u2(7 T>>Dj‘Dj(Dll T ‘le+1 (uz(,T)))dl‘dT
R3

(1v)

+2 Z/ /R3 k+1Dll le+1 (ui(',T))Dll . le+1 (bj<'7T)Djbi(',T))dCCdT .

J

(V)
(4.19)

Resolvendo as integrais termo a termo separadamente temos:

N / | /RB<T — 1) [(Dyy -+ Dy ui(-, 7)) dvdr
//T_t ) Dy, - Dy, 7)) drda

TeoremaQ 4)

é (t—to)kH /RB(Dh“'leH“'(‘at))z dx
(IPP)(Teorema2.10) (4.20)

—(k+1 //T—to (Dy, -+ Dy, ui(+,7))? drdz
R3 Jtg

< (t = to) " HIDM (- )l[Z2 o)

(Somando em [i,l1, lpy1])

t
(1) [ (= ) D e

to
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3 t
(I]) = 22/ / <T_t0)k+1Dll "'leﬂ(ui('?T))Dll "'le+1(uj('7T)Djui<'77_))dxd7-
j=1 to JR3

3

t
- 22/ (r—to)"™ [ Dy - Dy, (wi(-,7)) %
to R3

J=1

[Dy, -+ Dy (us(-, 7)) Djui (-, 7) + -+ -+ (-, 7) Dy - -+ Dy, Dy (-, 7)]dedr

3 t
=2 Z/ (T - to)k—H - Dll T le+1 (ul<> T))Dll e le+1 (uj<'> T))Djui<'> ’l‘)dl‘dT
j=1 "1
3 t
2 Z/ (T - to)k+1 - Dll T le+1 (ul<7 T))(uj('v T>>Dl1 T le+1Dj<ui<'v T))dIL’dT
j=1 "t
3 t
< —2 Z/ (T - to)k—H Dll Y DlekJ,-l (ui)Dll T le+1 (U])(Ul)dl‘dT
(IPP)(Teorema2.10) =171 R
3 t
—r =2 Z/ (T - to)k+1 - Dlel e le+1 (ui)<uj)Dll T le+1 (uz)dxdr
j=1 "t
3 t
< 2 (=t [ 1Dy DDy llDy - Dyl dedr
(a<fel) I=L7°
3 t
o2 (=t [ DDy Diyllus Dy Dy uslder
j=1"to

t
< 5 / (7 — 1o )| D27 o o || DV | o |1 oo )
= 5 (&) (&%) (&)

(Somando em [i,l1,...,lp+1])

t
+-- 4+ 2/ (1 — to)k+1||Dk+2ﬂ’||Lz(R3)||ﬁ||L2(R3)||Dk+1ﬁ||Loo(R3) dr
to
t

< 2 [ (1 — to)* Y| D* 24| p2msy | | D¥ 2] L2 sy || 2] oo (ray dT
=y \ (%) (R?) (R?)

(1l 2 g2 <1112 g3))

t
+ e+ 2/ (7‘ — to)k+1"Dk+2ﬁ”L2(R3)||ZHL2(R3)HDk+15‘|Loo(R3) dT

to

t 1 1
S [ NS [N [P
(Desigualdade(2.1)) fo

t 1 1
IS 2k/ (1 — to)k+1||Dk+2ﬁ“L2(R3)‘|Z||22(R3)|’DZ||22(R3)||Dk+2z||L2(R3) dr.

to



90

t 1 1
= A/ (1 = t0) D™ | 2oy 1211 2 oy | D21 P2 sy | D22 sy d

to
1 t 1
. 1 k41 k=42 — =195 k42 |
< )\HzOHEQ(Rg) /to (1 —to)" || D" UHL2(R3)HD2||22(R3)HD i Zr2@ey dr (4.21)

(Teorema3.1)

t
< C/ (7 — to)" | DF2a(-, )| | 2wy || DF 220, 7) || L2 sy .
= \ (®?) (®%)

t
=2 [ [ (=)D Dy (w)Dy - Dy (D) dads
to YR

t
< —2 / (r—to)*™" [ Dy Dy, Di(w;)Dy, -~ Dy, p; dadr
A to R3
(IPP)(Teorema(2.10))
t 3
k+1
< -2 /t0 (T —to)"" /RS Z Dy, --- le_HDi(Ui)Dll - Dy pi doedT = 0.
(Somando em 1) =1
(4.22)
3 t
(IV)=2p> / / (7 —to)**'Dy, -+ Dy, (ui)D;D; Dy, - - D, (w;)dwdr
j=1 to R3
3 t
S —2/,L Z/ (T to)k+1 /Rg Dlel s le+1 ('LLZ')Dlel cee le+1 (uz) dxdr
(IPP)(Teorema?2.10) =171
3 t
= —QMZ/ (7 — to)kH/ |D;Dy, - Dy, (u;)|* dadr
j=1 to R3

t
< -2 T — to) | D* (-, 1)|)? dr.
< u/to( D2 1) Bages)

(4.23)



3 t
(V)=2)" / / (1 — o) Dy, -~ Dy (w;) Dy, -~ Dy, (b;D;b;) dadr
j=1 to JR3
3 t
=2 Z / (T — tO)k+1 Dy, --- le+1 (wi) Dy, - - le+1 (b])D](bl) dxdr
j=1 to R3
3 t
+"'+22/ (T_tO)k+1 Dll"'leH(ui)(bj)Dll"'le+1Dj(bi) dxdr
]:1 to R3
3 t
< -2 Z/ (T - to)k+1 Dlel e le+1 (ui>Dl1 T le+1 (bj)(bl) dxdr
\/'/ N to R3
(IPP)(Teorema2.10) j=1
3 t
- -2 Z / (T 13 )k—H Dlel le+1 (ul)(b])Dll le+1 (bl) dxdr
j=1 to R3
t
< 23 [=t [ DDy Dy @)Dy Dy ()] dndr
\/ 1 to R3
(z<|z]) 7
3 t
23 [t [ DDy Dy (w)B1Dy -+ Dy, ()] dadr
j=1 to R3

t
< 2/ (7 — 1o )| D521 g o || DV oo | 1Bl e o)
= 5 (=) (&) D] o= (m)

(Somando em [i,l1, ,lp41])

t
+ e+ 2/ (T — to)k+1||Dk+2ﬁ“L2(R3)Hb|’LQ(RS)HDk+1bHLoo(R3) dT
to
t

< 2 [ (1 — to)* | D" 24| 2 msy | | D¥ 2 L2 sy || 2] oo (rsy dT
< ; (R?) (®?) (=)

(HEHLQ R3 SHEHLQ ]R3)
(R2) (R2)

t

—+--+ 2/ (7' — to)k+1’|Dk+2ﬁ"LQ(RZS)"gHLQ(RB)HDkJrlg"Loo(RB) dT
to

t

1 1
< 2k [ ) D gy 21 o DA | D2 e
) to
Desigualdade(2.1)
t 1 1
+...+2k/ (r — 1) DR 2] s |21 2 g 1 D21 e sy || D2 )

to

¢ 1 1
= )\/ (1 — to)k+1||Dk+2ﬁHL2(R3)||:Z||22(R3)||Dz||22(R3)||Dk+2zl|Lz(R3) dr.

to
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1 t 1
< el [ (= @ 1Dl D21 e 1Dl
~— L2(R3) t L2(R3) (4.24)

(Teorema3.1)

t
S C/ (7' — to)k+1’|Dk+2ﬁ||L2(R3)||Dk+2g||L2(R3) dT.

t,
Desigualdade(3.25) 0

Juntando as expressoes (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) temos o seguinte

resultado:

t
(¢ o) DM, ) By + 20 [ (7= t0) DM, ) By
o (4.25)
< (k1) [ (7= )| DHa 1) g d

to

Agora vamos trabalhar com a segunda expressao do sistema MHD, seguindo os
passos feito anteriormente, ou seja, derivando em relagao a x;,,- - , x;,,, multiplicando o
resultado por 2(t — to)*™ Dy, - -+ Dy, (b;) e por fim integramos na regiago R?® x [to, t] e nos

resta a expressao:

/t: /Rss (7= 10)* " [(Dyy + -+ Dy bi(:, 7)) dad

3 t
+2Z/ /Rg(T )R D, Dy, (bi(-,7))Dyy -+~ Dy, (uj (-, 7) Dby (-, 7))dwdr
=171t

3 t
:21/2/ /S(T_to)k—HDh"'le+1(bi("7_))Dij(Dll "'le+1(bi<'77>))dxd7
j=1 to YR

Ocultando os calculos da expressao porém tendo em mente que sao inteiramente

analogo ao feito na primeira equacgao do sistema MHD, temos:
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t
(t = to)" M ID** b (-, 7)|[ 72 sy + 21// (1 = to)* | D**2b(-, 7)|[72 (a3 dT
to

t (4.26)
< (k1) [ (7= DM Dl gy

to
Somando as expressoes (4.25) e (4.26), podemos usar as definigdes do capitulo 1

ficando assim com o seguinte resultado:

(8 = to) | DF (-, ) Faeey + (= 1) ID B, 7)oy
t t
2#/ (m = o) ID"2a(, 7)o sy dr + 2'// (7 = to) T ID*2b(-, 7)oy dr

to to
t

t
< (k1) [ (7= 1D, ) gy + (k-4 1) [ (7 = ) DI ) g dr

to to

t
(t = o) H[DFZ(, )| [F2 sy + Cm/ (1 — o) HID*22(-, 7)1 72 sy dr
to
t

<+ 1)/ (7 — to) | DM L2, 7)oy

to

(4.27)

Com isso por inducao sobre m temos que o item(1) é valido para todo m € N.

Para mostrar o item(2) vamos usar o item(1) ja demonstrado. De fato:

/ (7 — to) P DM 2 1) s

to

S (k?+ 1)/ (T - to)kHDk—Hg(',T)||%2(R3)d7' < 400

to
Item(1)

Resta mostrar por fim 0

item(3), onde devemos provar que tlim t%HDk-"_lz(-,T)HL%R?,) = 0. Usando a hipdtese
—00

de indugao temos:
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t
/ (7 — to) P DH V2 1)

to

t
< k4 1) [ 7=t IDH 2 ) e < =
to
(Item(1))

Por outro lado usando novamente o item(1), temos:

k1
t—1 .
o1 (TO> ||Dk+15(.’7-)||%2(R3) = (t— to)k+1HDk+1z(-,7')||%2(R3) <e.

Mostrando, desta forma, o resultado desejado.

]

Observacao 4.2. Vale ressaltar que, na prova do decaimento das derivadas superiores,
s6 usamos o decaimento de ||Z]| e ||DZ||, diferentemente do que foi feito em [14], onde os
autores dependiam mostrar o decaimento de outras derivadas de ordem m =2, m = 3 ou

m = 4, por exemplo.



A Prova da desigualdade do tipo
Sobolev (2.1)

Neste apéndice iremos provar a desigualdade do tipo Sobolev (2.1), recentemente
obtida em [5]. Primeiro, observe que aplicando sucessivamente a desigualdade (2.3)

descrita no capitulo 1, obtém-se

1D 2]z < 2l 5 I1D™ 2 5, (A.1a)
|D'2llze < 1Dzl I1D™ 27 (A.1b)
IDM22 2 < 2] D], (A.10)
|D22]|,2 < D2l 1Dz 5 (A1)
1Dl < |l D72 5 (A.1e)
ID™ 2]l < D2l 5 D™+ T (A.1f)

Agora, observe que pela desigualdade (2.2), tem-se

||Dlz||Loo||Dm-lz||L2 < | DD |3 D |
(A.2)

4 3b/4 (1-b)
< D)% HDlzuLz DR D, HLZ [l i
H/—/ ~- -~ ~-

(1) @) ®3) @) () (6)

para certos (a,b,c) € [0,1] x [0,1] x [0,1] a serem escolhidos de forma conveniente. De

fato, substituindo (A.1a) em (1), (A.1b) em (2), (A.1c) em (3), (A.1d) em (4), (A.le) em
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(5) e (A.1f) em (6), na desigualdade (A.2), obtém-se (apds juntar todos os termos):

ID" 2 oo | D™ "2 2

am+l—1_ 3bm—I—-1 1+1
< HZH4 m—+1 +4 m—+1 +C’m+l X

X ||Dz||1TT“’”’Tl“+§(1—b S e ESTES)

I l-a =1 ,3b 142 , 3(1=b) 141 _ -1
X ||Dm+lz||%m7+1+Ta'7+Tm+1+ T m temp t(—0) " .

Deve-se escolher a, b, ¢ € [0, 1], tais que para cada m e [, (sob as hipdteses da desigualdade

(2.1)), se tenha

am+1—-1 3bm-1-1 I+1

=1/2

4 m+1 +4 m+1 +Cm—|—1 /
l—am—-1+1 3 m—1l—1 (1—-¢)(l+1)

—(1—-0b =1/2

4 m +4( ) + m /

a +1—al—1+36l+2 3(1—())[—1—1+ m—l+(1 >m—l—1_1

Adm+1 4 " m 4m+1 4 m Cm—l—l ¢ m+1

Note que, ao mostrarmos a existéncia de a,b e ¢ satisfazendo o sistema acima, a
desigualdade (2.1) estard demonstrada. Porém, é possivel escolher tais constantes para

cada m e [? A resposta é dada no lema a seguir.

Lema A.1. Sejam m >1 e 0 <l <m —1. Entao o sistema

;

m—l+1 3(m—1-1) 41 1

i@ T ) 0T mriC = 2

S 3(m—1—1) I4+1 . _ m+1 A3
4m a+ 4m b+ m C=om ( )

—l+m+1 —3l4+3m—3 1 _ —2l4+3m—1

4m2+4ma + 4m2+4m b+ m—i—lc T 2m24+2m

\

tem solugdo a,b,c € [0,1]>.



Demonstracao. Podemos

escalonamento de matriz a fim de resolver-lo.

escrever
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o sistema acima na forma matricial e usar

—l4+m+1  —3143m—3  I+1 1
Am—+4 Am~+4 m—+1 2
—l+m-+1 —3l4+3m—3 +1 m+1
4m 4m m 2m
—l+m+1  =3l+3m—3 1 —204+3m—1
4m2+4m 4m24+-4m m—+1 2m24-2m
m+1
.« - (—>L1—>L2
m
—l4+m+1  —3l+3m—3  I+1 1
4m—+4 4m—+4 m+1 2
0 0 0 0
—l+m+1 —31+3m—3 1 —2l4+3m—1
4m2+4m 4m2+4m m-+1 2m2-+2m
1
o [3—|— )L — L3
m
—l4+m+1  —31+3m—3 I+1 1
4m+4 4Am+4 m+41 2
0 0 0 0
—l+m—1 —l+m—1
0 0 m2+m m2+m
o [3+ I,
—l+m+1  —31+3m—3 41 1
Am~+4 Am~+4 m—+1 2
—l4m-1 —=l4m-1
0 0 m24+m m2+m
0 0 0 0

Onde por suas vez possui solugao geral.

4l=2m+2 3173m+3b

[—m—1

b
1

l—m—1

Logo o sistema possui solucao para cada m,l dado, isso garante pra gente a

existéncia dos m, [ satisfazendo assim a Desigualdade mostrada anteriormente. O]
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