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RESUMO

Neste trabalho estudamos a recorréncia e transiéncia do passeio aleatério em arvores com
raiz. O passeio aleatério é definido de tal forma que quando uma particula encontra-se em um
vértice de grau n + 1 de uma arvore I', entdo ela escolhe pular para o vértice antecessor com
probabilidade A/(A +n), ou para um dos n vértices sucessores, com probabilidade 1/(\ + n).
Estudamos os argumentos de Lyons (1990) para mostrar que este passeio aleatério é recorrente
se A > br(I") e transiente se A < br(I"). Isto envolve a anélise de propriedades de arvores e da

conexdo entre passeios aleatérios e redes elétricas.

Palavras-chaves: Passeio Aleatério. Arvores. Fluxo. Corrente. Nimero de Ramificacdo. Re-

corréncia.



ABSTRACT

In this work, we study the recurrence and transience the random walk on the rooted trees.
The random walk is defined in such a way that when a particle finds itself in a vertex of degree
n+1 of a tree I, then it chooses to jump to the predecessor vertex with probability A\/(A+n),
or to one of the n successor vertices with probability 1/(\ + n). We studied the arguments of
Lyons (1990) to prove that this random walk is recurrent if A > br[" and transient if A < brI.
This involves analyzing the properties of trees and the connection between random walks and

eletric networks.

Keywords: Random Walk. Tree. Flow. Current. Branching Number. Recurrence.
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1 INTRODUCAO

O conceito de passeio aleatério foi formalizado matematicamente por Karl Pearson em
1905. No artigo , Pearson propds o seguinte: “um homem parte de um ponto 0 e anda 1
passo em linha reta, depois vira qualquer angulo e anda 1 passo em linha reta. Ele repete esse
processo n vezes. Eu gostaria de encontrar a probabilidade de que apds n passos, ele esteja
a uma distancia entre r e r + dr do ponto inicial 0"(PEARSON, |1905)). A teoria dos passeios
aleatérios foi amplamente desenvolvida no século XX, com avancos significativos em processos
estocasticos, teoria da probabilidade, entre outros campos matematicos e se relacionando com
outras areas, como a fisica e a biologia. Um trabalho importante que relaciona a fisica e a
biologia com o passeio aleatério foi o trabalho "Random Walks and the Theory of Brownian
Motion"(KAC, 1947). No ambito matematico, temos a conexdo de passeios aleatdrios e gra-
fos feita por (GOBEL; JAGERS, [1974) que faz um estudo sobre a expectativa de tempos de
recorréncia, tempos de primeira entrada e tempos de deslocamentos.

Dentro da teoria de grafos, temos um grafo especial que sdo as arvores. Uma arvore é
um grafo conectado sem ciclos. Imaginamos a arvore crescendo longe de um vértice fixo que
identificamos como sua raiz. Cada vértice entdo tem galhos que levam aos seus filhos, que
sdo seus vizinhos mais distantes da raiz. Existe uma forma de definir o nimero "médio"de
ramificacdes por vértice, que chamamos de nimero de ramificacao.

Ha uma correspondéncia notavel, mas facilmente estabelecida, entre redes elétricas e pas-
seios aleatérios em grafos. Dado um grafo conectado finito com condutancias (ou seja, ni-
meros positivos) atribuidas as arestas, consideramos o passeio aleatério que pode ir de um
vértice apenas para um vértice adjacente e cujas probabilidades de transicao de um vértice sao
proporcionais as condutancias ao longo das arestas a serem obtidas.

Podemos fazer outra pergunta sobre fluxo nas arvores, esta relativa a corrente elétrica.
Se niimeros positivos, C(o, 7),forem atribuidos as arestas de uma arvore, condutancias, nesse
caso, a energia de um fluxo ¢ é definida como >3 ., 0(c)/C(c, 7). Dizemos que a corrente
elétrica flui da raiz ao infinito se houver uma fluxo diferente de zero com energia finita.

Nosso objetivo é mostrar o qudo é fundamental o nimero de ramificacdo para os proces-
sos probabilisticos associados a uma arvore e a redes elétricas como feito por (LYONS, 1990).
Para explicar o o que fizemos, suponha a seguinte situacao: suponha que facamos um passeio

aleatdrio em uma arvore, comecamos na raiz, por exemplo, e em cada vértice escolha qualquer
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uma das arestas que sai com probabilidade igual e va para o outro lado. Existem duas possi-
bilidades: ou o passeio é transitério (ou seja, o passeio com probabilidade positiva a particula
retorna a raiz apenas um niimero finito de vezes) ou é recorrente (ou seja, quase certamente
retorna a raiz infinitas vezes). A dissertacdo esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo
2 apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre arvores, vendo um pouco dos conceitos
de arvores quase-esféricas e subperiddicas. No Capitulo 3 estudaremos a recorréncia do passeio
aleatério em arvores, fazendo uma breve motivacdo sobre o passeio aleatério em uma arvore,
logo depois relacionaremos o passeio aleatério com as redes elétricas e por fim, provaremos

Teorema o 4.3(LYONS, 1990)).
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2 RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE ARVORES

Usaremos o termo arvore,['(V, E)),em que V' é o conjunto de vértices de I e E' o conjunto
de arestas. Para denotar um grafo conectado contavel com um vértice distinto chamado raiz
que ndo tem loops ou ciclos e que é localmente finito, ou seja, cada vértice pertence apenas
a um numero finito de arestas.

Se 0 € V for um vértice, escrevemos |o| para o nimero de arestas do (nico caminho
conectando 0 a 0. Consistente com a orientacdo, escrevemos da seguinte forma: ¢ < 7 se ¢
estd no caminhode 0 aT,0 <T7seo <Teog #T7,0 >7sec <Tel|r|=|o+1, ou

seja, o e T sdo vizinhos. Se 0 — 7, 7 é dito sucessor de 0. Se o # 0, entdo denotamos oo

inico vértice tal que % — . Denotamos por grau(o) o grau do vértice o, isto é,0 nimero
de vizinhos de 0.

Um corte Il de ' é um conjunto finito de vértices ndo incluindo 0, tal que para cada
vértice 0 € ' ou 0 < 7 para algum 7 € I[I,7 < o paraalgum 7 € I, ou {71 €T :0 <7}
é finito, e tal que n3o existe par 0,7 € Il com o < 7. Denotaremos por praticidade o
conjunto{T € I' : ¢ < 7} por I'?. Um corte especial é a esfera de raion, S,, = {oc € I' : |o| = n}.
Nés escrevemos |II| = min{|o|: 0 € I} e M,, = card S,,, em que card denota a cardinali-

dade do conjunto. Diremos que II, — oo quando |II,| — oo.

2.1 NUMERO DE RAMIFICACAO E CRESCIMENTO DE UMA ARVORE

Definicao 2.1. O ndmero de ramificacdo de uma arvore é definido por:

II—o0

brT = mf{A>o;hmianA—lff| :o}. (2.1)
€ll

Observacao 2.1. O ndmero de ramificacdo pode ser reescrito das seguintes maneiras:

_ i S —lo| _
br ' = sup >\>0.11Hni>1£f§1/\ = 0 (2.2)
br'=inf{A>0:inf Y AI=0}. (2.3)

oell
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Definicao 2.2. O crescimento de uma arvore I' € definido por

1
grT' = inf {)\ >0 : lim inf %; A7lol = o} = lim inf M.
Teorema 2.1. brI' < gr[
Demonstracao: Fixe \ € {)\ > 0 : liminf, 00 Ypeg, A7l = 0} . Ento

lim inf, 00 Ype 5. A7l = 0 0 que significa que 0 é o menor valor de aderéncia de S, A7\,

ou seja,
Ve>03INeEN:n>N= > A">—-cAh (2.4)
oESn
Isso implica que
V5>03N€N:n>N:>L\S"J>—5.)\A (2.5)

Sejam e > 0 e N(e) tais que valha. Considere 1I' = Sy () e note que para todo corte 11

Hl
max |

— |o" | < A. Entdo

tal que |II| > |Sy(e)| e com |o

|S\UH’ || —5.|)\“’rrr[zin| —

/ , —€
S AT > $ Aol > T manl > — > — > 2

= et = Nolel T Mol T A T )\A

Ou seja
Ve>03T: [0 >[I = Y Al > —¢
oell

logo 0 é o menor valor de aderéncia de S, cr; A1 Assim lim infry_,o0 3oy A7 = 0. Logo,

Ae{A>0: liminfy e Xpen A = 0}

T —lo| _ T —lo| _
{)\>O.117;Lr_1>}>rolf2)\ O}Q{)\>O.hnrrilor;f§1)\ O}

O'ESn

portanto, br[’ < grl". OJ

Definicao 2.3. Dizemos que I" é uma arvore esféricamente simétrica com fun¢ao de cresci-
mento f: NU{0} — N se

o grau(0) = £(0)
e grau(o) = f(|o|) + 1 para cada o € V.

Observacao 2.2. Se I é esfericamente simétrica, entdo brl’ = grl.
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Observacao 2.3. Note que se I' é uma arvore esfericamente simétrica, com funcdo de cres-

cimento f, entdo M, = [~ f(i).

Exemplo 2.1. Seja I' uma 3rvore esfericamente simétrica (ver Figura com funcdo de

crescimento:

‘ 2 se i=2k, ke NU{0},
fli) =
3 se 1=2k—1, ke N.

Neste caso, brT' = /6.

%0
N
7

Figura 2.1. Arvore Esfericamente Simétrica

De fato, como grI' = liminf,, ., M}/™ e como M,, =[]}, f(i), temos que

2n—1

Mo =[] 70) = [FO)S)]" = 23" ="

Assim, grI' = liminf,_, M217{2" = 6"1/20) = /6. Como I' é esfericamente simétrica,

brT = /6.

Exemplo 2.2. Seja I' uma drvore esfericamente simétrica (ver Figura com fungdo de
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crescimento dada por

2 se i=3kkeNU{0},
fi)=4 4 se i=3k—2keN,

1 se 1=3k—1keN.

Assim,

3n—1

My =TT 16) = FOS S @) = 4] = 8"

Logo grT" = liminf,,_, MP}T/L‘S” — liminf,,_,. 8"(/3") = /8. Assim, br[" = /8

Figura 2.2. Arvore Esfericamente Simétrica

Definicao 2.4. Seja I' uma arvore. Um fluxo em I' é uma funcdo n3do negativa
0:V — [0,00) tal que para todo o € T’

6(c) = > 0(r). (2.6)

o—T
Um fluxo 6 tal que #(0) = 1 é chamado de fluxo unitario. O conjunto dos fluxos unitérios

é denotado por U(I"). Para um fluxo com 6(0) # 0 definimos a constante de Lipschitz como

lip 6 := lim inf §(c’)~V/I°!

|o]—o00
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e 0 nimero de ramificacdo como

Yoen 0(0)logb(o)
Yoen 0(a)lo]|

brf = exp %@;}f (2.7)
em que 0log0 é interpretado como 0.

Observacao 2.4. Note que lip# < bré.

Usaremos o fato de que para qualquer fluxo 6 e qualquer corte II

S 0(0) = 0(0).

oell

Exemplo 2.3. Seja T’y (ver Figura[2.3). Note que aqui f(0) = 2 e f(o) = 3 para todo o # 0.

0

011 012 021 022 031 032

AN A A

0111 0112 0121 0122 0211 0212 0221 0222 0311 0312 0321 0322

Figura 2.3. Ty Arvore.

Definimos 6(0) = 1. Como 6 é um fluxo unitério, pela equacio (2.6)), >,_,. 0(7) = 1, entdo
1= 9(0’1) + 9(0’2) +9(O’3) = 6(0’1) = 6(0’2) = 9(0'3) = 1/3 Assim, 1/3 = 9(0’11) + 9(0’12) =

1/6 = 6(011) = 6(012) e assim sucessivamente.

Lema 2.1. Seja A > 0. Se S,y A9l > 1, para qualquer corte 11 grande, entdo brI" > .
Demonstracdo: Pela equacio (2.1)), temos que

_ T —lo| _
brI’ 1nf{)\>0.hnrgl£f2)\ 0}.

o€ell

Seja A > 0. Se Y,y A7l > 1 isso implica que liminfry o0 Ypeny A7) > 1 0 que implica
A<brI.OJ
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Proposicao 2.1 ((LYONS, 1990), Proposicdo 2.1). Para qualquer arvore I
brI"= sup lipf = sup bré.
6eU(T) 9eU(T)

Demonstracdo: E suficiente mostrar que:

para todo § € U(I') brf < brT (2.8)

para todo A < brI" existe § € U(I") lip6 > . (2.9)

Iniciemos a prova de (2.8)). Suponha primeiro que # € U(I") e brf > X ent3o para todo II

grande temos que
log br 6 > log A.

Pela equacgdo (2.7)), temos

bré = exp lim inf — >oen (o) log (o) ’
Moo Y en 0(0)|o]
Entdo logbrd é
log br # = lim inf — 3oen (o) log (o) )
Moo Yoenf(o)lo]
como logbr @ > log), isso implica
— Y pen 0(0) log (o)
> log \.
ZG’GH 9(0-> |U|

Dai, temos

—> 0(c)logb(c) >logA > 0(c)|o|.

0ell oell

Reescrevendo A~1?l temos:
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Assim, Y en A7l =3 11 0(0) exp|—log 0(c) — |o|log A].
Pela Desigualdade de Jensen,

ST AT > exp 3 0(0)[~log (o) — |o|log A] > exp0 = 1.

cell cell
Como IT é um corte grande temos que Y, c; A~17 > 1 e pelo Lema, temos que
brI' > X\ implica que brI" > br 6, pois bré > \. Isso conclui a prova de ([2.8]).
Provaremos agora . Seja 0 < A < brI'. Entdo infy Y,y A1l > 0. Se considerarmos
A1l como a capacidade da aresta anterior a o, ent3o segue do Teorema do Maximo-Fluxo,

Minimo-Corte, que existe um fluxo 6 # 0, tal que, V o

(o) < A7l
assim,
Y
logo,
lip6 > .

Assim, concluimos ([2.9)). Temos, entdo, a seguinte cadeia de desigualdade

lipf <brf <brl

sup lipf < sup brf <brl.
0cU(T) 0cU(T)

Precisamos mostrar que supyey ) lip @ = brI'. Suponha por contradicdo que

supgery ipf < brT’, ou seja, existe «v tal que suplipf < o < brI' que é um absurdo, pois

sup lip# é a menor das cotas inferiores. Logo, supgerylip = brI'.

sup lipf = sup brf =brl. O
0cU(T) 0cU(T)

2.2 ARVORES QUASE-ESFERICAS E ARVORES SUBPERIODICAS

Nesta secao, daremos duas condicdes suficientes para quase-esfericidade.

Definicao 2.5. Uma arvore I é chamada quase-esférica se brI' = gr .
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Definicao 2.6. Uma arvore I' é chamada subperiddica se para todo o # 0, existe uma injecdo

preservadora de adjacéncia T : T — T'7(9) com T(o) € S;.

Exemplo 2.4. Seja ' a drvore da Figura (2.4)). Note que aqui grau(0) = 4. Note também

que, por exemplo, se o € "2, entdo grau(o) = 3. Vamos mostrar que I' é subperiédica

| /N AN
| / \f g/\h J_ / /\m /O\p /,\

Figura 2.4. Arvore Subperiédica Figura
Seja T : 19 — I'T(%) dada por
op se o1 €T,
o9 Se o9 € T2,
o3 se o3 €T,

o4 se o4 € T4,

T é uma injecdo, pois cada o; € distinto. E preserva adjacéncia porque se u ~ v ~ w em que
u,v,w € I'. Entdo T'(u) ~ T'(v) ~ T(w). Seja T'(u) = o3, entdo T'(u) ~ i ~ j, em que

i,j €T,
Usaremos a seguinte notagdo, para 0 € I', M7 = card{r € T': 0 <7 e |7| = |o| + n}.

Lema 2.2. B, ., < B, B,, em que B, = max),;—1 M.

o1 o2

Demonstracao: Como B,, ., = max|s—1 M, temos que, B, ., = max { M4, M7,

Fixe 0.

M7 < M7t max {Mpt M2 - M2}

n+m
v, €A

Como T é subperiédica existe T : T'7* — I'T(1)  com T(c0) € S

M7, < M7 max {MZJ, M2 - M}

n-+m m

U Mgfi—m}
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Isso implica que

M

n+m

< M%'.B,,
€ portanto

Exemplo 2.5. Considere I" a arvore do exemplo . Vamos calcular o B, ., By, Bp,.

Para isso, precisamos de M, ., M7 Mg parai € {1,---,4}. Como M denota o nimero
de Vértices que est3o a distancia n de o temos que M7' =1, M7> = 2" M7 =1, M7* = 3".
Logo, B,, = maxq,—y M;* = 3". M7 =1, M7> = 2™ Mp3 = 1, M7+ = 3™. Temos assim
By, = max|,, =1 M7} = 3™. E por fim My, =1, M3, = 2" My, =1, M7, = 3",

Portanto B, i, = maxX|q, =1 M, = 3""™. Temos entdo que B, 1, < B,Bp,.

Proposicao 2.2 ((LYONS, 1990)), Proposicdo 3.1). Seja I' uma drvore subperiédica. Entdo T
€ quase esférica e existe um fluxo unitario @ em I tal que lipf = br6 = brT.

Demonstracao: Dividiremos a demonstracdo em duas partes. Mostraremos que:
1. X\ = lim,, o M}/ existe.

2. inf Y ep A7l =1
Com 1 e 2 mostraremos que I' é quase-esférica e pelo Teorema do Maximo-Fluxo Minimo-
Corte existe um fluxo unitério 0 satisfazendo (c) < A=l
Prova de 1. Do Lema , temos que B, ., < B,B,,. Isso implica que log B,,.,, <
log B,, + log B,,,. Como log B,, é subaditiva, pelo Lema de Fekete

. logB, . .logB,
lim = inf

n—o0 n n

Entao existe

log B,
lim 22" — Jiy log BY/™ = ¢.

n—00 n n—00

Assim, existe

lim BY/" = e =: \.
n—oo

Note que

By < B, (2.10)



21

e que

lim BY" = lim (BY™)" = A" (2.11)

r—00 r—00

Ento de (2.10)) e (2.11]) temos

Mn Z anl Z B(lriil)r — )\nil
quando r — co. Portanto M,, > \"~!. Isso implica que

lim inf M/™ > X, (2.12)

n—oo

Temos também que

M < S VB

Assim,
n—1)/n
limsup M /" < limsup |S;|/*BY" < lim |Sl|1/”(B,1/_nl)( M\
n—00 n—00 n—00
Portanto,
lim sup M/™ < \. (2.13)
n—oo
(2.14)
De (2.12)) e (2.13)), temos
A < lim inf Mé/" < lim sup MTIL/” <A,
n—o0 n—00
concluimos
lim inf MY™ = limsup MY/™ = lim MY/" = \.
n—o00 n—00 n—00
O que conclui a prova da parte 1.
Prova de 2. Queremos mostrar que infy Y ey A1l = 1. Suponha o contrario da nossa

afirmacéo anterior, 3 ,cq A~I°l < 1, para algum corte II.

Entdo, seiaG={cel': Arell,o<Tt)ou(V7Tell,oc £T7e1 L0)} eobserve que

(A (A7) < oo,

oeG n>0
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Seja ' o conjunto de sequéncias t = (01,09, -+ ,00) comn > 0 eo, € Il sek > 1e
0o € G, escreva |t| = |o1| + |oa| + - - + |on| + |00|. A desigualddade acima pode ser reescrita

da seguinte forma,

Z A < .

teF
Porém, como I' é quase-estérica, existe uma injecdo S : F' — I, tal que |S(0)| = |o| e
STATH SN A =N A", > Y Al =00
tel oel’ n>0 n>0

contradicdo! Provamos, de fato, que infy ¥ ey A1 = 1.

Queremos mostrar grI' < brI'. Sabemos que gr' = lim,, Mﬁ/” =)\e

brT = inf {A > 0: liminfy o Xpen A1 = 0}, Se A = grT' e infy Xpen A7 = 1 pelo
Lema(2.1)) temos A < brI. Portanto

grI’ < brl.
Pelo Teorema (2.1)), temos brT" < grT". Assim, concluimos
brI"=grl.

Logo I' é quase-estérica.

Queremos mostrar também que existe um fluxo unitario tal que, lipf# = brf = brI'. Da

Proposicdo ([2.1)), temos
brI' = sup lipf = sup bré.
9eU(T) 0eU(T)
Sabemos também que

lipf <brf <brl.

Devemos mostrar que lip > brI'. Pelo Teorema do Maximo-Fluxo Minimo-Corte (A.3)),

existe 0 € U(T") tal que O(c) < A\71°1'V ¢ € I1. Isso implica
lipd > A=grl
como I' é quase-esférica, \ = grI" = br T, logo
lipf > brI.
Logo,

lipf =brf =brl.
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Agora vamos dar uma condicdo para que uma arvore seja quase-esférica, isso depende do
Lema de Falconer ((LYONS, 1990), Lema 3.2) que iremos enunciar a seguir. Sejam o e 7 € T,
denotamos por o A 7 o vértice mais distante de 0 e que é menor ou igual a o e 7, ou seja,

o AT é ultimo vértice que liga o a 7.

Lema 2.3 ((LYONS| 1990), Lema 3.2). Seja f e g funcées ndo negativas na arvore I tal que

g € estritamente positiva e decrescente no sentido de que o < T = g(o) > g(7). Sejam

an =3, glo A7) f(0)f(7)

o,TESH
e
O'ESn

Se

liminf a,b;,* < 00 (2.15)
entao

inf Y g(o) > 0. (2.16)

I oell

Demonstracao: Omitida, ver (LYONS, |1990), Lema 3.2, pagina 939.

Teorema 2.2 ((LYONS, [1990)), Proposicdo 3.3). Seja I' uma arvore tal que para algum A\ > 1

sup M ' Y (A" MZ)? < o0 (2.17)
k,m>0 g€ESy,
e
limsup A™"M,, > 0. (2.18)
n—oo

Entdo \ = brl" e I' é quase-esférica.

Demonstracdo: Fazendo k =0 em (2.17|), como My = 1, resulta

sup A" M, < oo.
m>0

Isto é, existe c, tal que

A"™M,, < ¢, o que implica, MY™ < \ct/™.
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Assim,
grl’ = lim MY™ <.
m—o0

Devemos mostrar que br I' > \. Para isto, podemos assumir que A > 1. Escolha A € (1, \)
e defina f(o) = A7l e g(0) = Al Se estabelecermos , concluiremos (2.16|) que vai
implicar que brI" > A\ que completara a prova.
Agora seja

an = Y, glo A7) f(0)f(T)

o,TESY
X ()
o,TESy
= 3 A
o,TESy
Defina p :== o A 1. Assim,
a, = Z )\|10|/\—2n
o,TESH
_ Z )\‘1’)‘)\72” Z 1
lpI<n 0,TESR
ONT=p
_on 2 2
v {( S -y (Y 1)}.
lpI<n p<o€S, p—=¢  p<o€Sn

Note que

Sa-(Y (X ) X(x )(x
r;,;\'fﬁz p<o€ESn p<TESH p—  Y<o€Sn, P<a€Sy

Observe que em (Zpgae s, 1) . (ZpSTG s, 1) poderiamos obter pares indesejaveis (o, ), por

exemplo. Por isso, retiramos da nossa contagem 3, ., (Z¢§U€Sn 1) . (Zngaesn 1). Assim
2

temos > s res, 1= { (Zpgaesn 1)2 = Lpsv (Z¢§U€5n 1) }

ONT=p
Entao

an:Z)J{"/\‘%{( S -y (Y 1)2}.
lp|<n p<o€ESy p—=¢  YPp<o€eS,

Observe também que 3- < ,cs, 1 = M5_| ol Reescrevendo a,,, temos

an = SN (g ) = S (M)

lp|<n p—>1
[¥|<n



25

1

an= 0 NNE(ML ) = AN S (M)

lpI<n [p|<n p—
[¥|<n

2

Vamos analisar os casos |p| = 0 e |p| < n na expressdo 1.

lp|<n p=0
a= 3 A (e ) A (0n) - X A S ()
0<|p|<n lp|<n p—
[p|<n
Vamos analisar os casos |p| = n e |p| < n para a expressdo 2.
lpl<n
2 2 2
a,= 3 ANE(Mr_) (M) = S A Y (M) - A,
0<|p|<n 0<]p[<n—1 p—=Y T
[|<n A1
Logo,
2 2 2
a= > NI ) A (M) = Y A Y (M),
0<|pl<n 0<|p|<n—1 |Z}|—><1€1

Agora,vamos mostrar que:

> Y (Mf—|w|)2: > A‘lpl_lx%(va—mOQ'

0<]p|<n—1 p—1 0<|pl<n
[¢|<n

Fixemos |p|, tal que 0 < |p| <n —1.Se |p|=0=p— 1 et € S, entdo

XM )2 = NN (ML, )2 = A MY = AP

n

Selp|=1,=p— v ep €9, entdo

A AT Z (M;fflzl)Q: Z )‘?Afzn(Msfll\)zz Z )‘|1p|_1>‘72n(M£*\1|)2'

p—t 0<|p|<1 0<|p|<1
[¥]<2
Assim, segue que
lpl y—2n (1P 2 _ lpl=1y —2n W 2
SN (M) = X AT T (M)
0<|p|<n 0<|p|<n—1 p—ri)
[¢|<n
Fazendo uma mudanca de indice, temos

o (r,)

0<|pl<n
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Deste modo

a, = Z ()\|P| )\|P| 1))\ 2n(Mp >2+)\,2n(Mn)2

ol

0<|pl<n

= Y a - ) a0
0<|pl<n

= (L=A) X A () (o)

0<|pl<n

Reescrevendo o somatério

M=

a, = (1—/\1_1)

MATH S ()\‘”+kM,’j_k)2} + (0,

k=1 pESk

n k
— 1-AHY (Al) AE Y (A—"“fMgk)Q} + (A7)
k=1 )\ pESK
Precisamos mostar agora que a,, é uniformemente limitada por sup M;,' Y ,cs, <)\_mM;{L)2.
Seja
=) {( ) L3 (a "*kMﬁ_k)z} + (3
k=1 pESK
Fazendom =n — k= —m = —n + k, temos
o= L) S () T s (e )P (hoa)
" \_51_%:1 A e ek
n—1 )\1 n—m (n—m) P n
<cC (A) A S ()t + (v
m=1 PESn—m

Como sup \" "™ M,,_,, < ¢, implica que A== < M1

m

wo< O MY () Z (/A" 4 (A7)
m=1 m=1

PESn—m
n—1
< sup ML, Y ATME Y (/AN (A,
m20 PESn—m m=1

A

< zn:Al/)\ +(xma)’

Temos aqui 37—, (A1 /N)E, porém S0_ (A /A)* < 3502, (A1 /A)k. Como M\ /X < 1, temos uma
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série geométrica convergente. Logo 3% (A /\)F = A’. Ento,

an < A-i(Al/)\)’Ur()ﬁ”Mn)Z

< A'sup MY NTTME + (Aann)Q

k;m>0 oyt
< Asup MU YT NTME + sup MY ATTMY,
k,m>0 pES), km>0 PESK
< (A +1) sup M' > ATME.
k,m>0

PESk
logo, a,, é uniformemente limitada.

Para usarmos o Lema ({2.3)), precisamos mostrar
liminf a,b,* < oo.
n—oo
Sabemos que b, =Y ,c5, A" = M,A"". Pela desigualdade (2.18)), lim sup,,_,,, A™"M,, > 0.

Isso implica

S R P
lim inf b, lim inf o, < o oge it =

Como a,, é uniformemente limitada
. —92
hﬂgf a,b, = < 00.
Logo pelo Lema (2.1))

: —lo|
1%f Z AT >0,

oell

isso ocasiona
brI' > ;.
Para todo A\; € (1, ), vale que brT'\y,
brl' = /\1ng brI" > /\llir_r})\ Al = A

Assim, brI' > \. Desta maneira, I" é quase-esférica. [
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3 RECORRENCIA DO PASSEIO ALEATORIO EM ARVORES

3.1 MOTIVACAO

Seja I' uma arvore com a raiz 0. Fixe A > 1; se estivermos em um vértice, o € I', com
n ramos para fora e uma aresta para trds. Uma particula encontra-se em um vértice de grau
n+1, entao ela escolhe pular para o vértice de tras com probabilidade \/(\ + grau(c) — 1)
e escolhe cada ramificagdo com probabilidade 1/(\ + grau(o) — 1). Observe que se A = n,
ha probabilidade igual de avancar ou retroceder, no entanto, A é uma constante independente
de qual vértice estamos. Matematicamente falando, é a cadeia de Markov (Xn>n>0 com
probabilidades de transicao: )
P(Xpp1 =7IX, =0) = vt % T €O, (3.1)

A

_ =
Atgrau(o)—1 € T=0

paratodon>1leocel.
O proposito deste capitulo é mostrar a recorréncia e transiéncia do passeio aleatério pro-

vando o seguinte teorema.

Teorema 3.1 ((LYONS| 1990), Teorema 4.3). Seja I' uma arvore. Entdo \ < brI' o passeio

associado a \ é transiente e quando A > br1', o passeio é recorrente.

Exemplo 3.1. Quando A = brI' o passeio pode ser transiente ou recorrente. Por exem-
plo, quando 1" é uma n-arvore, o passeio é recorrente. Por outro lado, se I' é uma arvore

esféricamente simétrica tal que M, = 3* para 2% < n < 2¥*1, entdo o passeio é transiente.

3.2 REDES ELETRICAS E PASSEIOS ALEATORIOS

Cadeias de Markov enumeraveis correspondem a passeios aleatérios em grafos direciona-
dos, em que as arestas sao rotuladas com as probabilidades de transicao. Cadeias de Markov
reversiveis correspondem a passeioa aleatérios em grafos nao direcionados ou em redes elétri-
cas, em que as arestas s3o rotuladas com resisténcias (ou condutancias). A probabilidade de

transicao de o para 7 é a condutancia de ¢ para 7 dividida pela soma de todas as condutancias
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que emanam de o. Exigiremos critérios de transiéncia para cadeias reversiveis que decorrem
dessa correspondéncia.

Seja I' um grafo finito ndo direcionado com um conjunto de vértices V' e conjunto de arestas
E CV x V. Consideraremos £/ como um conjunto de pares ordenados tal que (0,7) € E =
(r,0) € E. Seja I*(V) um espaco de Hilbert complexo usual em V e [*(E) o espaco de

funcdes 6 a valores complexos em FE tal que 0(o,7) = —0(7,0) com o produto interno

0,0y =1/2 Z 0(o,7)0' (0, 7).

(o,7)EE
Definimos o operador co-limitado por d : I*(V) — I*(E)
(dP)(o,7) = P(1) — P(0).
Seu operador adjunto é o operador de fronteira
(d0)(o)=— > O(o,7).
(o,7)EE

Lema 3.1. d e d* sdo adjuntos.

Demonstracao: Devemos mostrar que

(dP,0) = (P,d"0) .
Seja

d:13(V) — I*F)

P — dP.
Note que dP : E — C, em que dP(o,7) := P(1) — P(0). Por outro lado,

4 2(E) — 1X(E)
0 — do.

Note também d*0 : V' — C, em que d*0(0) = — ¥ (5.ryep 0(0, 7).
Observe que — 3, yep 0(0,T) = Y(5.r)er 0(T, 0), pois § é antissimétrico. Fixe o, entdo
a soma de cada parcela (o, T) pode ser escrita como
d0(c)= > O(r,0)= > 0(r,0).
(o,7)EE TeV
(o,7)EE

Sejam as seguintes expressées

(dP,6) =1/2 Z dP(o,7)0(o,7) = 1/2 Z (P(1) — P(0))d(o, 1) (3.3)

(o,7)EE (o,T)EE
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(P,d*0) = > P(o)d*0(c)=>_ P(o)|— > b(o,7)]. (3.4)
oeV oeV (;:S)Iév

Observe que usamos na expressdo (3.4]) o produto hermitiano canénico.

Devemos mostrar que (3.3) = (3.4)). Em (3.3) temos

(dP,0) =1/2 Z (P(1) — P(0))d(o, ).

(o,7)EE
Para cada (o,7) € E, temos (1,0) € E, pois o grafo é ndo-direcionado e teremos as duas

seguintes parcelas

[P(1) = P(0)]b(0,7) + [P(o) — P(7)|0(7,0) =

parcela em (o,7) parcela em (T,0)
= [P(0)0(o,7) —P(0)0(c,7)| + [P(0) 0(1,0) —P(7)8(7,0)]

(%) (%)
o,7)— P(1)0(t,0).

I
|
|
=
=
Bl
)
|
E
Q
=
Q
2
|
T
Q
=

Note que temos P(x)0(x,y), em que o elemento de P é primeiro elemento de 6.

Com o o fixado, teremos para o vértice duas parcelas, uma aresta pra cada, (o,7) e (0, ),

entao

P(0)0(o,7) + P(0)0(0,a) = P(0) Zf: 0(o, 0).
(7)€

Se somarmos cada parcela dessa para cada vértice, temos

> Plo) > 6<m>:.
oceV o fizo
(o,7)EE

Por outro lado, vimos que
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logo, somando sobre todas as arestas de E, temos

Z [P(T) — P(0)]0(0,7) = =2 Z P(o) Z 0(o,7)

(o,7)EE oeV o fizro
(o,7)EE

=1/2 > [P(r) = P(o)|f(o,7) = | }_ Plo) = > 6(o7)

(o,7)EE oeV o fizo
e (o,7)EE
13.3)
(3-4)

Logo, (dP,0) = (P,d*6) .00

Observacao 3.1. No Lema ({3.1)) mostramos que (dP,0) = (P, d*0), porém estaremos inte-
ressados em (0,dP) = (d*0, P). Mas sabemos das propriedades de produto hermitiano que

para todos v,u € V (v,u) = (u,v), assim

(dP,0) = (0,dP)

(P,d*0) = (d°0, P).

Como (dP,0) = (P,d*6) concluimos que

(0,dP) = (d*0, P) e portanto (#,dP) = (d*0, P) .

Suponha agora que I seja um grafo conectado enumeravel com condutancias C'(o,7) > 0

atribuidas as arestas que satisfazem

Clo,7)=C(r,0) eYo > Clo,1)<o0.

(o,7)EE

Fixe um vértice 0 € I". Seja

F() = {0 :E—RIOICTV2 e H(E),Vo Y |0(o,7)<oceVa#0,(d0) (o) = 0}

(o,7)EE

(3.5)

o espaco de fluxos em I' de energia finita em que a energia de uma func3o 6 é definida por
E(9) = |[oc7| .

2

O passeio aleatério em (I', C') tem probabilidades de transicdo

Por = C(Ua T)/aa
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em que
a,= > Clo,7).
(o,7)EE
Seja I uma arvore e I';, uma sequéncia finita de subgrafos de I' contendo O tal que I';, C T4
el'=U, . Seja Z o conjunto dos vértices em I' \ I',,. Identificarmos todos os vértice de Z

como um unico vértice, z,.

Definicao 3.1. Dado um grafo G(V, E),definimos o potencial P, (o) : V' — C como uma
funcdo nos vértices tal que
Pn(O') Z C(Uv T) = z C(Ua T)PN(T)

comTt,0€V.
Observacdo 3.2. P,(0) := 1 quando 0 esta em potencial unitario e P,(z,) =0V z, € T\,

Observe que P, (o) é uma funcdo harménica, pois

P, (o) Z: C(o,7) = Z: C(o,7)P,(7) implica que P,(0) = Zg;‘:c;(jggfﬁ;) (3.6)

Definicao 3.2. Dada uma fungdo potencial nés definimos o fluxo de corrente 6,, uma fun¢do

associada as arestas por

Esta definicdo de corrente é usualmente chamada de Lei de Ohm. Seja 0,7 € V' o fluxo

de corrente de o para 7 satisfaz
0n(0,7) = [Py(0) — Po(7)]C(0, 7).
Agora introduziremos alguns conceitos que serdo importantes a seguir. Seja
T, =inf{k > 0: X} = v}

em que T}, é o primeiro tempo aleatério que a cadeia atinge v e X}, é a variavel aleatéria que

indica a posicdo no k-ésimo instante de tempo.

Definicao 3.3. Seja T, := inf{n > 0 : X,, = v} entdo dizemos que o passeio aleatério é

recorrente se
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P(T, < | Xy =v) =1
e o passeio aleatdrio é transiente se
P(T, = 00| Xy =v) > 0.

Considere a probabilidade que a cadeia de Markov visite 0 antes de visitar z, em funcao

do seu ponto de partida z:

F(z) =P(Ty < T.,).

F(z) =P,(Ty < T.,) = > _P,(o primeiro passo é para y)P, (T, < T.,|o primeiro passo é para y).
Yy

z) = puyF(y). (3.7)

Obeserve que P, (7 < T3,) € uma funcdo harménica, pois

F(z) =P, (Ty < T,,) pry

Seja A, = {T., < Ty}, o passeio atinge z, antes de retornar a 0. Estaremos interessados em
calcular a probabilidade do passeio atingir z,, antes de retornar a 0, dado que ele iniciou em

0. Mas, para isso, precisamos da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1.

Fu(x)
Fu(0)

P.(To <T,,) =PA| Xo=2) =

Demostracao: Como F(x) = P(AS| Xy = ) é uma fungdo harménica pela equacdo e
P,(x)/P,(0) também é uma fungdo harménica pela equacio [3.6 Como P(AS| Xy = z) =
P, (z)/P,(0) em {0, z,}, pelo principio da Unicidade(DOYLE; SNELL, 2006)

P(AS| Xy =) = P,(x)/P,(0) V 2z € V.O

Observacdo 3.3. P.(Ty, < T.,,) = P(AS| Xy = z) = P,(z), quando 0 estd em potencial

unitario.

Agora vamos estudar a probabilidade do passeio atingir z, antes de retornar a 0 dado que

iniciou em 0. Defina

T, =inf{k > 1: Xy = v}.
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Seja

Zn

Pelo teorema da probabilidade total, temos

Po(T%, <Ty) = P(A},|Xo=0)
= Y oo P(T,, <Tp)

= Zpox — P, (T} < T.)]

: lé’?l

Pela Lei de Ohm, temos

]P)()(T; <T/ 29 0 x
Oé() -
Em outras palavras
0 (0,
Puf0) = S22

aoPo(T7, < Tj)
Como Y, 6,,(0, z) é a quantidade total de corrente que flui em 0, podemos considerar todo o

circuito de 0 a z,, como um unico condutor. Definimos, assim, a condutancia efetiva

Oeff = CY()ED()(T;” < TOI) = C(O — Zn)

3.3 PROVA DO TEOREMA 4.3,(LYONS, 1990)

Teorema 3.2. (LYONS, |1990, Teorema 4.1) O passeio aleatério em (I',C) é transiente se e
somente se F # {0}

Demonstracao: Podemos assumir que ndo ha loops (de modo que p,, = 0) sem afetar
qualquer condicao.

Seja {T',,} uma sequéncia finita de subgrafos de T contendo o 0 tal que UT',, = T'. Seja P, (o)
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o potencial quando 0 estd no potencial unitario e todos os T ¢ I',, estdo aterrados.

Seja 0(o, T) o fluxo de corrente definido pela Lei de Ohm. Seja

O.(c,7) = P,(0)— P,(1)-C(o,7)
On(0,7) = —C(o,7)[Pa(T) — P(0)]

= —C(o,7)dP,(0,T).

Vamos mostrar que o passeio aleatdrio é recorrente se e somente se

[—d*0,(0)] — 0 quando n — oc.

Seja
—d*0,(0) = Z 0,(0,7)
(0,7)eFE
= Z —C(0,7) - dP,(0,7)
(0,7)eFE
= Y —C(0,7) [Pu(r) — Pa(0)]
(0,7)eFE
= > C(0,7)-[1 = Pu(r)]ao/g
(0,7)eFE
= 1/040 Z Po,r - [1 - Pn(T)]
(0,7)eE
Ou seja,

lim —d"0,(0) = 0 se e somente senli_>n010[1 — P, (7)] =0

Para isso, vamos reescrever d*0(0) da seguinte maneira

1

Q0 (07)eE

em que P(X; =7|Xo=0) =po, e P(A,|Xo=0,X; =) =1— P,(7). Isso implica que

lim (1 — P,(7)) = lim P.(T] < T)

n—00 N—00 z

Como A}, O Al 4,

z z

lim P(T, < Tp) = pT( Ol T < Tg) = P(T) = 00| Xo = 7) = 0.

Logo, o passeio €é recorrente.
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Agora d*0,, =0 em I, \ {0} pela Lei de Kirchoff, de onde

E(0,) = | 6.C7"%|
E(0,) = (0.C7Y2.0,077%)
= 2 (0,,0,072)
= C7V2071249,,0,)
= C'(p,,—CdP,)
= —C1-C(0,,dP,)
= —{0,,dP,) = — (d*0,,, P,) .

Vamos analisar a energiaem 0 eem z, ¢ ',

E2(9n) - _<d*9nvpﬂ>
= —d*60,(0) &@ — %j A0 (2n) - Pu(2n)
= —d*0,(0).

Ou seja, a energia é igual a corrente em 0 quando o potencial unitario é aplicado. Agora,
defina 6,, como um fluxo de corrente quando " \ T',, estd aterrado e 0 esta em um potencial

tal que —d*6,,(0) = 1. Temos que a energia é E*(0,,) = — (d*0,,, P,). Seja z, € T\ T, entdo

E2(0,) = —d"0,(0) Po(0) — 3 d*0n(2,) - Pu(20) = B0 (0).

] ol i
Porém,
P.(0) = >, 0(0,x) _ —d*0,(0) _ 1 .
aoPo(T! <Tp)  ooPo(T, <T8)  aolPo(T% < Tp)
Por isso,

1 1
E*(6,) = = :
( ) Oé()]P)()(Tén < T(I)) C(O — Zn)

Entao, pelo Teorema 2.3(LYONS; PERES, |2017) o passeio é recorrente se e somente se

E(6,,) — oo. Além disso, pelo principio de Thompson(LYONS; PERES, 2017) 6,, é a tnica
funcao de 6 de energia minima que satisfaz —d*0(0) = 1 ed*0 = 0 em I',\ 0. Assim, F(I") #
{0}, existe 0 € F(I') com energia finita e —d*0(0) = 1 que implica E(6,,) < E(f) < co e 0
passeio aleatdrio € transiente.

(<) Por outro lado, se o passeio é transiente, entdo E(0,,) > oo e tomando uma subsequéncia
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0, — 0 pela Proposicdo 6.2.5(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, |2012) implica que E(0) <
liminf F(60,) = lim £(0,) = M < co. Como 0 < P,(c)/P,(0) < 1, isso implica

0< Po(0) < Py(0) = E(6,) < MV o.

Logo0 < P, < M.

Como 0,,(o,7) = [P,(0)—P,(1)|C(0,7), isso implica que 0,,(c,7)/C (0, 7) = [P,(0)—Pn(T)].
Vamos analisar os casos: se P, (o) > P,(t), entdo 0,,(0,7)/C(0,7) > 0. Se P,(0) < P,(7),
isso implica que P, (c)—P,(7) < 0. Mas, como 0,,(c,7) = —0,(7,0), entdo 0,,(1,0)/C (o, T) >
0. Isso implica que |0,,(c,7)|/C(o,7) < M que implica |0,,(c,7)| < MC(o, 7). Vamos mos-
trar que

Z |0(0, 7)| < 0.

(0,7)EE
Seja 0(o,7) = 0(0,7) — 0,,(0,7) + 0,,(0, 7). Pela desigualdade triangular, temos
> e < >0 10(0,7) = Oulo. )+ > [0u(o,7)].
(0,7)EE (0,7)EE (0,7)EE
ComoV 03 (5 1ep 0(0,7) — On(0,7)| = 0 e |0n(0,7)] < MC(0,7), entdo
Yoner (o, T)| < MY, ep Clo,7) < 00, logo X 5er |0(0,T)| < oo. Consequente-

mente 0 # 6 € F(I'). O

Quando T é uma &rvore com condutancias C', escrevemos ® (o) para resisténcia (7, o)~

da aresta que precede o(o # 0). Também serd conveniente escrever
E*(0)= ) 0(0)’®(0)
0#c€l’

para a energia de um fluxo 0 e

Oy — i P
E*() = eérgg)E (0)

para energia do fluxo de corrente unitaria (ou oo se a corrente n3o fluir).

Corolario 3.1 ((LYONS, |1990), Corolério 4.2). Seja I' uma &rvore com resisténcias . Se
(T, ®1) é transiente, entdo
lim Y ®(0)™" = oc. (3.8)

II—o00 oell
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Por outro lado, se houver nimeros positivos w, tal que >, >, w, < oo e
hnrgio%f% Wi, P(0) >0 (3.9)
entdo (I', ®1) é transiente.
Demonstracdo: Se (I, ®~1) é transiente, ent3o existe um fluxo unitdrio 6 de energia
finita.Como 0 é unitario, entdo > .11 0(0) = 1. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
que

1= (X 00)) < (X 8(0) ) (X 00)(0)).

oell o€ell o€ell

Suponha por contradicdo que limp o Y e ®(0)™! < 00 como,(zaen 9(0‘)2(13(0‘)) — 0,
teriamos 1 < 0, que é um absurdo. Por conseguinte,
lim Y ®(0)' =00

II—o00 oell

Por outro lado, se liminfr_,e Y seri )| ®(0)~t > 0. Pelo Teorema do Maximo-Fluxo e

Minimo-Corte, existe um fluxo ndo nulo 6 que satisfaz
0(0) < wp®(0)~" implica que, 6(c)®(0) < wyy

Devemos mostrar que esse fluxo tem energia finita.

Z 0(0)*®(0) = Z Z 0(o)(0(o)P(0)) < an- Z 0(0) <

0#c€l’ n>1o0c€eS, n>1 oESy

Logo, (T', @) é transiente. (]

Teorema 3.3 ((LYONS, 1990), Teorema 4.3). Seja I' uma arvore. Entdo quando A < brT" o
passeio associado a \ é transiente e quando A\ > br I, o passeio é recorrente.
Demonstracao: Se o passeio aleatério associado a \ é transiente, entdo pelo Corolario
(3.1) e equacio (i3.8))
lim » ®(0)™" = oc.

II—oo oell

Escolhendo ®(c) = Al°I=1 em que \ > 0, temos

: lo|-1y-1 _
i, 2 (AT =
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Isso implica em

lim Y (A1) = oo implica que Jim A S (AN = o
oell o€ell

E portanto,

lim E Aol = 0.
IT—o00
oell

Pela equacéo ([2.2)), temos que

_ T —lo| _
brI’ Sup{/\>0.hnni)1£f2/\ oo}

oell

Isso resulta em \ < brI'. Consequentemente se A > br 1", entdo o passeio aleatério é recor-
rente. Para A < br[' escolha \y € (A\,brT") e seja w,, := (A\/X\g)". Claro que >, w, < 0.

Pelo teorema do Maximo-Fluxo Minimo-Corte, existe um fluxo 0 tal que
0< 9(0‘) < )\a|0| = (,U|J|/\_|U| < LU|U|CI>(O')_1.
Isso implica

.. -1
lﬂgf%ww@(a) >0

Pelo Corolario (3.1)), o passeio aleatdrio é transiente.l]
Observacao 3.4. O passeio associado a \ tem de fato as probabilidades da equacdo (3.1)),
de fato

C(o, )

P S Clo)

em que,

3" C(o,7) = C(0,F) + [grau(o) — 1].C(o,T)

T~O

em que, T — o. Entdo
Yoo Clo,7) = A4 [grau(o) — 1].A171
= A7l 4 [grau(o) — 1).A1lelt

= Al 4 grau(o) — 1].A71L



Logo,
Al-lel

poy(E = A=lol4grau(o)—1].A~lel

A
At[grau(c)—1]
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Definicao A.1. Escrevemos a = liminf, .., x, e b = limsup,_,. x, , diremos que a é o

limite inferior e que b é o limite superior da sequéncia x,,. Tem-se evidentemente

lim inf z,, < limsup z,,

n—00 n—00

Teorema A.1 (Teorema 10, pagina 122 (LIMA, [2004)). Seja x,, uma sequéncia limitada. Ent3o

lim inf,,_, x,, é 0 menor valor de aderéncia e limsup,, , . =, é o maior valor de aderéncia de

Teorema A.2 (Teorema 11, pagina 124(LIMA, [2004)). Sejam a = liminf z,, e b = limsup z,,
, onde (x,,) é uma sequéncia limitada. Dado qualquer ¢ > 0, existe nq € N tal que n > nyg =

a—e<x, <b+e. Além disso, a é o maior e b é o menor nimero com esta propriedade.

Corolario A.1 (Corolério 1, pagina 124 (LIMA, 2004))). Se ¢ < lim inf x,, entdo existe n; € N
tal que n > n; = ¢ < x, . Analogamente, se limsup x,, < d entdo existe ny, € N tal que

T, < d para todon > ns.

Teorema A.3 (Méaximo-fluxo Minimo-corte, pagina 75 (LYONS; PERES, 2017))). Sejam A e Z
conjuntos disjuntos de vértices em uma rede finita G (direcionado ou ndo). A forca maxima
de um fluxo admissivel entre A e Z é igual a soma minima das capacidades no conjunto de

cortes. Em outras palavras, no caso direcionado,

max{ Forca(f); 0 fluxo de A para Z satistazendo 0 < 0(o,7) < C(0,7)} =

min{ > C(o,7) II separa A e Z}

o,7ell

enquanto no caso nao direcionado,

max{Forca(0); 0 fluxo de A para Z satisfazendo |0(c,7)| < C(o,7)} =
min{ > C(o,7) 1l separa A e Z }

o,7€ll

Em que Forga(0) := > ¢y d*0(0).

Lema A.1. (Lema de Fekete, pagina 22 (MESQUITA,|2013) ) Seja a,, uma sequéncia subaditiva,

entao existe

. (07% . »0n
lim — = inf —.
n—o0 n n
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Definicao A.2 (Fungdo Harmdnica, pagina 20, (LYONS; PERES| 2017)). Seja f uma funcao.
Dizemos que f é uma funcdo harménica em x se
f@)= D" payf(y):
z,yeV

Ou seja, f(x) é a média dos valores de f nos vizinhos de x.

Observacao: Em geral, a média é tomada como pesos.

Teorema A.4 (Desigualdade de Jensen, pagina 179 (JENSEN, [1906)) ). Seja f(a,b) — R uma
fungdo duas vezes diferencidvel. Se f"(x) > 0 (convexa) em todo intervalo (a,b), entdo para

quaisquer x1xs, -+ ,x, € (a,b) vale

flz1) + flxe) + -+ f(zn) > f(x1+x2+---+xn>.

n n
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