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Resumo

Este Trabalho de Conclusdo de Curso apresenta quatro métodos matemdticos para resolver
problemas de otimiza¢do: mdximos e minimos de fun¢des quadraticas, desigualdade triangular,
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, € maximos e minimos de funcdes por
derivadas. Os problemas abordados sdo do nivel de Ensino Médio e tratam sobre a Matematica
Financeira, o caminho mais curto, as dimensdes 6timas da embalagem de produtos, dentre
outros. Além disso, apresentam-se conceitos geométricos sobre duas situagdes matematicas
envolvendo abelhas: o caminho 6timo para a polinizacdo, pela espécie Bombus terrestris, de
um numero finito de flores e o formato 6timo dos alvéolos de uma colmeia. Utiliza-se o método
da Desigualdade Triangular para investigar algumas caracteristicas de um caminho 6timo de
polinizacdo. Aplica-se os métodos da Desigualdade MA-MG e da derivada para analisar as

dimensdes 6timas de um alvéolo e comparar o seu formato com outras alternativas.

Palavras-chaves: otimizacdo, midximos e minimos, desigualdades, abelhas, polinizacao,

caminho 6timo, alvéolo.



Abstract

This work presents four mathematical methods to solve optimization problems: maxima and
minima of quadratic functions, triangular inequality, inequality of arithmetic and geometric me-
ans, and maxima and minima by derivatives. The problems addressed are at High School level
and deal with Financial Mathematics, shortest path problems, optimal dimensions of product
packaging problems, among others. Furthermore, geometric concepts are presented regarding
two mathematical situations involving bees: the optimal path for pollination of a finite number
of flowers by the species Bombus terrestris and the optimal shape of the cells of a beehive. The
Triangular Inequality method is used to investigate some characteristics of an optimal path of
pollination. The AM-GM Inequality and derivative methods are applied to analyze the optimal

dimensions of a honeycomb cell and compare its shape with other alternatives.

Keywords: optimization, maxima and minima, inequalities, bees, pollination, shortest path,

honeycomb cell.
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1 Introducao

No primeiro ano da pandemia de COVID-19, o professor Eduardo Shirlippe, do Departa-
mento de Matemadtica da UFPE, propds, para os seus orientandos do Programa de Iniciacdo
Cientifica e Mestrado (PICME), a realizacdo de resenhas sobre artigos matematicos que ele
disponibilizou e a apresentacao delas a ele de forma remota enquanto durasse a quarentena ou,
pelo menos, até quando as aulas da universidade retornassem. Um dos artigos que abordei e
que foi inspiragdo para a escolha do tema deste trabalho titula-se A Matemética das Abelhas, de
SARAIVA (1999), encontrado na Revista Eureka! de nimero 6, e trata sobre as caracteristicas
otimas dos alvéolos das colmeias. Esse problema de otimizag¢do € analisado de forma mais pro-
funda neste trabalho, que também investiga uma outra situacdo matemdtica envolvendo abelhas:
o caminho 6timo para a polinizacdo de finitas flores por uma certa espécie de abelhas.

Para compor este trabalho, buscou-se métodos de otimizacdo acessiveis — uns mais do
que outros — aos alunos do Ensino Médio. O primeiro deles, mdximos e minimos de fun¢des
quadraticas, presente no Curriculo do Ensino Médio de Pernambuco, €, provavelmente, o mais
utilizado no ensino bésico. Os demais métodos nao aparecem de forma direta no curriculo,
mas podem ser abordados, acumulativamente com o primeiro, especialmente na trilha Solugdes
Otimas. De fato, essa trilha também foi motivadora para o tema tratado aqui, sobretudo as
disciplinas optativas: O que € otimizar e Prot6tipos de Embalagens.

A escolha de trazer os outros trés métodos tem por causa, em parte, experi€ncias pessoais
como discente da dltima etapa do ensino basico. O primeiro contato com o método das derivadas
que tive ocorreram ainda no Ensino Médio, primeiramente na disciplina O Calculo Diferencial
e suas aplicacdes, com o professor Giovanni, no programa Mentores da OBMEP e, no ano
seguinte, em Matemadtica VII, com o professor André Costa, no Instituto Federal de Pernambuco
(IFPE). Foi inclusive o professor André que me apresentou o método das desigualdades das
médias através do seu excelente trabalho de conclusdo do curso do Mestrado Profissional em
Matematica (Profmat). Dessas, escolhi tratar apenas da Desigualdade MA-MG. Por fim, através
das aulas e materiais da OBMEP e para além do critério de existéncia de um triangulo, aprendi
a aplicar a Desigualdade Triangular para resolver problemas de otimizagao.

O corpo principal deste trabalho pode ser dividido em quatro partes. A Secao 4 apresenta um
pouco da literatura da matemaética das abelhas e da otimizac¢ao no Ensino Médio de Pernambuco,
além de conceitos matematicos preliminares. A Secdo 5 apresenta e aplica os métodos de
otimizacdo a resolu¢do de problemas. A maioria dos problemas resolvidos com o primeiro
método sdo — em coeréncia com uma das suas aplicacdes — da Matemética Financeira. O
segundo e o terceiro método focam em problemas de otimizacdo de caminhos e de embalagens
respectivamente. Alguns desses ultimos dois tipos de problemas foram resolvidos novamente,
mas dessa vez pelo método das derivadas.

As terceira e quarta partes investigam mais profundamente as caracteristicas matematicas

estudadas das abelhas. A Secdo 6 traz mais alguns conceitos preliminares, sobretudo geométri-

11



cos, como defini¢des, proposi¢des e problemas sobre poligonos, caminhos poligonais, regides
convexas € prismas, que sao importantes para a investigacao dos problemas da Se¢ado 7, que tra-
tam sobre o caminho 6timo de polinizacao utilizando a Desigualdade Triangular e do formato
6timo do alvéolo através do método da Desigualdade MA-MG e das derivadas.

Finalmente, indica-se que o leitor tente demonstrar individualmente as proposi¢des e teore-

mas e resolver os problemas apresentados antes de ver as respectivas demonstragdes e solucoes.

12



2 Objetivos

2.1

2.2

Objetivo geral

Apresentar quatro métodos matematicos para resolver problemas de otimizagdo e aplica-
los para a investigacdo de duas situagdes envolvendo abelhas: o caminho 6timo para a
polinizacdo, pela espécie Bombus terrestris, de um nimero finito de flores e o formato

otimo dos alvéolos de uma colmeia.

Objetivos especificos

Apresentar, através de defini¢des, proposi¢des e problemas, conceitos preliminares de
quatro métodos matemadticos para resolver problemas de otimizagdo, a saber: maximos
e minimos de fun¢des quadraticas, desigualdade triangular, desigualdade entre as médias

aritmética e geométrica, e maximos e minimos de fun¢des pelo método das derivadas.

Investigar, através de defini¢des, proposi¢des e problemas, conceitos matematicos preli-

minares por trds das duas situagdes supracitadas.

Apresentar os quatro métodos matematicos estudados para resolver problemas de otimi-

zagao.

Enunciar e resolver problemas de otimiza¢ao envolvendo os quatro métodos matematicos

apresentados.

Aplicar a desigualdade triangular para investigar, através de problemas, as caracteristicas

de um caminho 6timo de polinizagdo de n flores distribuidas de formas especificas.

Aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, além do método das de-
rivadas para calcular méximos e minimos de funcdes, para analisar € comparar o formato

dos alvéolos encontrado na natureza com outras alternativas.
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3 Metodologia

Este trabalho valeu-se de pesquisa bibliogréafica de documentos curriculares da educacao
basica nacional e pernambucana, de livros do Ensino Médio e Superior, de dissertacdes e de
artigos matemadticos para fundamentar os métodos apresentados e as situacdes investigadas. Os
principais trabalhos estudados foram o capitulo 6 — Fungdes Quadraticas do livro A Matematica
do Ensino Médio, volume 1, de LIMA et al. (1997), o capitulo 6 — A Desigualdade Triangular
do livro de problemas olimpicos Circulos Matemdticos: a experiéncia russa, de FOMIN et al.
(2012), de alguns capitulos do livro Geometria Euclidiana Plana, de SANTOS e VIGLIONI
(2011), a dissertacao do mestrado profissional em matematica de COSTA (2013) e o capitulo
4 — Application of Differentiation do livro Calculus: Early Transcendentals, de STEWART
(2015).

Os quatro métodos foram apresentados através de defini¢des, proposi¢des e problemas re-
tirados ou adaptados das obras supracitadas. Depois, aplicou-se-os na resolu¢do de alguns
problemas envolvendo a Matematica Financeira, o caminho mais curto, as dimensdes 6timas da
embalagem de produtos, dentre outros.

Ap6és isso, apresentou-se alguns conceitos matematicos, sobretudo geométricos, sobre os
caminhos de polinizacdo e o formato 6timo dos alvéolos de uma colmeia. Por fim, através
de problemas, investigou-se algumas caracteristicas que os caminhos 6timos de poliniza¢do de
um numero finito de flores, distribuidas de uma certa forma, possuem, e comparou-se algumas
alternativas de formatos para os alvéolos a fim de encontrar melhores solu¢des de estocagem

minimizando o gasto de cera para construi-los.
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4 Fundamentacao teorica

4.1 Polinizacao pela espécie Bombus terrestris

Em 2010, pesquisadores da Queen Mary University, Londres, fizeram uma descoberta ao
estudar abelhas da espécie Bombus terrestris. LIHOREAU et al. investigaram se a espécie, ao
polinizar uma certa quantidade de flores artificiais, simplesmente visitaria as flores na ordem
em que foram descobertas ou se desenvolveria algum tipo de estratégia mais complexa a fim de
otimizar o percurso. O que se constatou foi que, depois de um certo intervalo, as abelhas de
fato alteravam a ordem das visitas, minimizando o comprimento do percurso.

Esse experimento remete ao famoso Problema do Caixeiro Viajante, onde diz que, em uma
de suas diversas variantes, um certo caixeiro viajante tem de visitar um nimero dado de cidades,
comeg¢ando e terminando numa mesma cidade, passando por todas as outras uma tnica vez
e percorrendo a menor distancia possivel. Usando a Teoria de Grafos, o problema pode ser
interpretado como encontrar, em um n-grafo completo ndo orientado cujas arestas t€ém pesos,
um caminho hamiltoniano com a menor soma de pesos. Para um niimero ndo necessariamente
muito grande de cidades, calcular a rota mais curta ja se torna um problema bastante complicado
mesmo para supercomputadores do século XXI.

Obviamente, as abelhas ndo descobriram uma estratégia para encontrar o caminho mais
curto mais rapido que qualquer computador, porém ainda € notdvel e surpreendente ver a capa-

cidade desses animais tao pequenos.

4.2 Formato 6timo dos alvéolos

No artigo A Matemadtica das Abelhas, SARAIVA (1999) mostra como as abelhas economi-
zam na quantidade de cera na producio dos seus alvéolos para estocar uma maior quantidade
de mel. Ele observou que apenas trés poligonos regulares sdo capazes de ladrilhar o plano: o
triangulo equilatero, o quadrado e o hexdgono regular, e que, dentre eles, para um dado perime-
tro fixado, o hexdgono regular é aquele que maximiza a drea. L.ogo, nesse sentido, as abelhas
fizeram uma boa escolha.

HALES (2001) provou que o hexdgono ndo € apenas o poligono regular 6timo para ladrilhar
o plano, mas também €, dentre todas as curvas isoperimétricas simples fechadas, a que tem a
maior drea. Esse problema era conhecido como a conjectura da colmeia e remonta desde a
Antiguidade, comentada por personagens historicos como o romano polimata Marcus Terentius
Varro (116 a. C. — 27 a. C.), em sua Geometria, e o matemdtico Pappus de Alexandria (290 —
350), no Livro 5 da sua Colecao, que trata sobre figuras isoperimétricas (KATZ, 1993).

Provas incompletas para a conjectura da colmeia foram dadas por muito tempo. TOTH
(1943) provou o caso especial para curvas convexas. A hipétese da convexidade forca as curvas

a serem poligonais.
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Sobre a cobertura rdmbica dos alvéolos, TAHAN (1972) observa quao maravilhado o fisico
francés René-Antoine Ferchault de Réaumur (1683 — 1757) ficou ao notar a constancia do an-
gulo agudo dos losangos de fechamento. Réaumur mandou buscar amostras de vdrias partes
da Europa e da América e confirmou que todas tinham o mesmo padrdo. O astrdbnomo fran-
c€s Jean-Dominique Maraidi (1709 — 1788) mediu o angulo com precisdo, descobrindo o valor
de 70°32’. Inquieto pela questao, Réaumur consultou o seu amigo matemadtico franco-alemao

Samuel Konig (1712 — 1757) propondo-lhe a seguinte pergunta:

E dado um prisma hexagonal regular. Esse prisma é fechado em uma de suas extremi-
dades por trés losangos iguais. Pergunta-se: Qual deve ser o angulo desse losango de
modo que se obtenha, para o prisma, um volume maximo com a maior economia de
material? (TAHAN, 1972, p. 109)

Por causa de um defeito na sua tdbua de logaritmos, Konig calculou erroneamente o valor de
70°34’ para o angulo 6timo, uma aproximagao que ja era muito boa e que podia deixar qualquer
um admirado pela aparente inteligéncia das abelhas. Porém o seu erro foi descoberto pelo seu
contemporaneo Collin Mac-Laurin (1698 — 1746), um matemético inglés, que calculou, através

do Calculo Diferencial, o 4ngulo correto precisamente usado pelas abelhas.

4.3 Trilha Solucoes Otimas do Ensino Médio de Pernambuco

A trilha Solugdes Otimas do Ensino Médio de Pernambuco busca tornar os alunos capazes
de "tomar decisdes de forma autdnoma e criativa, contribuindo com a melhoria da qualidade de
vida no que se refere ao desenvolvimento de ’solucdes 6timas’ nos campos da administragdo,
financas, mobilidade, entre outros contextos, a partir das relacdes existentes entre a matema-
tica e as outras dreas do conhecimento", relacionando-se e preparando os discentes para cursos
superiores nas dreas de "Matematica, Fisica, Engenharias, Estatistica, Expressdo Grafica e Ar-
quitetura, Administra¢do, Economia, etc" (PERNAMBUCO, 2021, p. 7).

Dentre todas as unidades curriculares da trilha, duas optativas sdo as mais importantes para
este trabalho: O que € otimizar e Protétipos de Embalagens. As habilidades trabalhadas na
primeira sdo de investigacao e andlise de situacdes-problemas reais e de identificacdo e selecao
de conhecimentos matemaéticos relevantes para encontrar solugdes 6timas para esses problemas
que sejam éticas, estéticas, criativas e inovadoras. Essas habilidades também sdo tratadas na

segunda optativa, porém com o enfoque na eficiéncia da producdo de embalagens.

Investigacdo e andlise de situa¢des-problemas que visem minimizar ou maximizar
uma fun¢do a partir de uma escolha sistemadtica de varidveis na busca de uma ’solu-
¢do 6tima’ como por exemplo, 0 maximo consumo X minimo custo ou MmAximo uso
X minimo tempo, entre outros. Andlise de graficos de fun¢des no desenvolvimento
de diferentes abordagens e estratégias para uma ‘“solugcdo 6tima”. Investigacdo de
situagdes-problemas envolvendo pontos de maximo e de minimo em graficos de uma
funcao. (ementa de O que € otimizar, PERNAMBUCO (2021), p. 48)

Pesquisa e modelizagdo de situagdes-problemas, a partir do pensamento de sus-

tentabilidade (construgcdo de embalagens cada vez mais eficientes e ecologicamente
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corretas), por meio da otimizacao, interpretacao de dados, resultados, valida¢do, maior
volume e menor quantidade de material, entre outros. (ementa de Prototipos de Em-
balagens, PERNAMBUCO (2021), p. 62)

O material de apoio a acdo docente da unidade temdtica Otimizacdo e Automagdo, que per-
tence a Trilha Solugdes Otimas, define otimizagio como "o estudo de problemas nos quais o
objetivo € minimizar ou maximizar uma funcao pela escolha sistemdtica de valores das varia-
veis, dentro de um conjunto possivel" (PERNAMBUCO, 2022, p. 8). Naturalmente, solucdes
Otimas sdo situacOes em que se alcancam os valores extremos — maximos ou minimos —

desejados dessas fungoes.

4.4 Maximos e minimos de fun¢oes quadraticas

A partir desta, as subsecdes que se seguem fundamentam matematicamente os quatro mé-
todos apresentados. O primeiro € provavelmente o mais conhecido e trabalhado no Ensino
Médio: méaximos e minimos de fun¢des quadraticas. O foco serd apenas a investigacido e o
reconhecimento dos pontos extremos dessas fun¢des, ndo sendo de interesse apresentar os de-
mais conceitos e propriedades afins. Para os que desejam um estudo mais amplo de funcdes
quadraticas, consultar o trabalho do ilustre professor LIMA et al. (1997). Doravante, fung¢des
reais de varidvel real serdo chamadas simplesmente de fungdes reais e a notacdo [n] designara o

conjunto {1,2,...,n}, onde n é um nimero natural.

Definicao 4.4.1. Sejam a,b,c € R tal que a # 0. Chama-se de funcdo quadratica ou funcgio

polinomial do segundo grau a funcao

ffR —- R
X = ax*+bx+ec.

A fim de se investigar algumas propriedades, € util escrever a funcio quadratica da seguinte

maneira.

f(x) = ax*+bx+c

2 b C':|
= alx +-—x+-
i a a

+b 2 b2+c
= allx+— ) ——+-
2a 4a’>  a

+b 2+4ac—b2
= allx+— _
2a 4a?

A forma acima é conhecida como a forma canénica do trindmio do segundo grau. Ora,
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observe que, a partir dela, fica claro que

b\? dac—b>
f(x)=0 & a (X+Z) tya ]:O
N L b 2_b2—4ac

o 2¢) 442
b Vb?* —4ac
S x4+ —=4+F—
2a 2a
_ —b+VA
R Y

onde A = b*> — 4ac é chamado de discriminante do trindémio do segundo grau. Como f é uma
fungdo real, nota-se, da terceira equivaléncia, que f(x) = 0 tem solug@o se, e somente se, A > 0.
Note também que essa é exatamente a férmula bastante utilizada tanto no Ensino Fundamental
- Anos Finais quanto no Ensino Médio para encontrar solu¢des de equagdes do segundo grau e
que € erroneamente atribuida a Bhaskara (VIEIRA, 2011).

Além dessa, hd uma outra aplicacdo da forma candnica e que é mais relevante para este

b
trabalho. Perceba que, para a > 0, a medida que x tende a ~5a X+ — tende a zero e, por-

a 2a
2 A
tanto, f(x) =a||x+ =] — - decresce at¢ ——. Ou seja, f é decrescente no intervalo
2a 4a? 4a
. b
—oo, —— |, crescente em | ——,oc | e assume valor minimo quando x = ——. De fato,
2a 2a 2a
2
b b b A A
f <_Z> =a <—% + %) “12| T 1 ¢ o valor minimo que f assume. Normalmente,

esses valores sdo chamados de x e y do vértice, sendo denotados por x, e y,, respectivamente,
pois sdo as coordenadas do vértice da pardbola definida por f. Novamente, para entender me-
lhor como se comporta o grafico de uma funcdo quadrética, ver (LIMA et al., 1997).

Uma pergunta importante a se fazer é se f tem um valor maximo. Suponha que sim. Entao
JkeR:k> f(x),Vx € R. Logo,

k > -I-b A
= 4\, 4a?
k+ A > + b 2>0
a 4a> ~ o 2a -
k A +b
a 4a>2 — o 2a
va4ak+ A b
2a - 2a
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Véaak + A b S Véak + A

Dessa forma, ——— > x4+ — > ————— e, portanto,
2a 2a 2a

—b+\/4ak+A> S —b—+/4ak+ A
x
2a - 2a

Como f estd bem definida para todo elemento de R, segue que este é limitado superior-
mente. Absurdo. Logo, quando a > 0, f ndo tem valor maximo. De fato, diz-se que o conjunto

imagem de f € limitado inferiormente e ilimitado superiormente se a > 0.

A
Agora, seguindo de forma andloga, para a < 0, percebe-se que f(x) cresce até —— a medida

b b b
que x tende a ——. Logo, f cresce no intervalo [ —eo,—— |, decresce em | ——,c | €
2a 2a 2a

assume valor mdximo — 1 quando x = — " Também de forma andloga, conclui-se que f ndo
a

a
admite valor minimo quando a < 0. Nesse caso, diz-se que o conjunto imagem de f € limitado

superiormente e ilimitado inferiormente.

Va

a>0 a <0

Vi

Figura 1: Na imagem, V; e V, sao, respectivamente, o ponto minimo e maximo de duas funcdes
quadréticas distintas.

Comumente, diz-se que a concavidade da pardbola definida pela fungio f(x) = ax® 4+ bx +c
€ para cima quando a > 0 e para baixo quando a < 0.

Resumindo, dada uma fungio quadratica f(x) = ax® + bx+c:

e ftem um valor minimo se a > 0;

* f tem um valor maximo se a < 0;

. . ) A b
* O valor minimo ou maximo de f é sempre igual a ~1a e ocorre apenas quando x = ——
a

2a
Problema 4.4.2. Seja s a soma de dois niimeros. Qual é o produto mdximo que pode resultar

entre eles?

Solucgao. Sejam x e y tais que x+y = 5. Se p = xy, entdo

p=x(s—x) = —x>+sx.
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A 52 52

Logo, o valor mdximode pé p=—— = — = —. Note que isso ocorre quando
4a 4-(-1) 4
s 5 _
2. (-1 2 ”
)

Portanto, o produto méximo que se pode obter entre dois nimeros cuja soma € s é 7 e isso

ocorre apenas quando esses nimeros sao iguais.

4.5 Desigualdade Triangular

O seguinte axioma € necessdrio para a demonstracdo do teorema tratado nesta subsecao.
E um dos axiomas de medic¢io de segmentos. Para conhecer os demais axiomas desse grupo,
consultar (SANTOS e VIGLIONI, 2011).

Axioma 4.5.1. Sejam A, B e C pontos colineares distintos. Se B € AC, entido AC = AB + BC.

o
®
L X!

Figura 2: O ponto B esté entre os pontos A e C.

Em palavras, este axioma afirma que, se B estd entre A e C, entdo a soma das medidas
dos segmentos AB e BC € igual a medida do segmento AC todo. O conceito de "estar entre" €
uma nog¢do primitiva da Geometria, ou seja, ndo possui uma definicdo, mas € intuitivamente
entendida e aceita. A habilidade EFO2MA12 da BNCC (BRASIL, 2018) trata da capacidade
verbal e ndo verbal dos alunos de localizar objetos (ponto B) num espaco (a reta no plano que
contém os trés pontos) utilizando mais de um ponto de referéncia (os pontos A e C) ainda no

Ensino Fundamental - Anos Iniciais.

Proposicao 4.5.2. Se dois dngulos de um tridngulo ndo sdo congruentes entdo os lados que se

opoem a estes tém medidas distintas e o maior lado opde-se ao maior dngulo.

Para uma demonstracao dessa proposi¢ao, ver (SANTOS e VIGLIONI, 2011).
Segue, agora, um dos mais importantes teoremas da Geometria Euclidiana com aplicacdes

em toda a Matematica.

Teorema 4.5.3 (Desigualdade Triangular). Sejam A, B e C pontos distintos quaisquer no plano.
Entdo AC < AB+ BC, valendo a igualdade apenas quando B € AC.

Demonstragcdo. Suponha que A, B e C sdo colineares. Logo, ou A € BC,ou B € AC,ou C € AB.

e Caso1l: A cBC.
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AC+AB = BC
AC < BC
AC < AB+BC
e Caso 2: Bc AC.
Diretamente do axioma, AC = AB + BC.
e Caso 3: C € AB.
AC+BC = AB
AC < AB
AC < AB+BC
C
®
A B D

Figura 3: Demonstracao da desigualdade triangular.

Agora, se A, B e C ndo sao colineares, segue que ABC é um triangulo. Seja D o ponto da
semirreta 1@ tal que BC = BD e B € AD. Entdo BCD é um triAngulo isésceles com base CD.
Logo, BCD = CDB. Como B € AD, segue que, observando o triangulo ACD, ACD = ACB +
BCD > BCD = CDB = CDA. Pela Proposicdo 4.5.2, segue que AC < AD = AB+BD = AB+ BC.

Logo, AC < AB + BC, valendo a igualdade quando B € AC. O

Note que, pela arbitrariedade de A, B e C, tem-se que AB < AC + BC e BC < AB + AC,
valendo a igualdade se C € AB e A € BC, respectivamente.
E comum apresentar a Desigualdade Triangular de uma outra forma. Aqui, essa forma

equivalente € apresentada como um corolédrio do Teorema 4.5.3

Corolario 4.5.4. Sejam A, B e C pontos distintos quaisquer no plano. Entdo |AB — AC| < BC,
valendo a igualdade apenas quando B € AC.

Demonstracdo. Do Teorema da Desigualdade Triangular, segue que

AC
AC —AB

AB+BC AB

<
< BC AB—AC

<
<
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Entdo |AB—AC| < BC. Além disso, B € AC se, e somente se, AC—AB = BC e AB—AC = —BC,
ou seja, vale a igualdade |AB — AC| = BC. O

Uma das aplicagdes mais elementares do Teorema 4.5.3 € a condicdo de existéncia para um

triangulo, mostrada no seguinte corolério.

Corolario 4.5.5. Sejam A, B e C pontos distintos quaisquer no plano. Entdo ABC é um tridngulo

se, e somente se,
AB <AC+BC
AC <AB+BC
BC < AB+AC
Demonstragdo. Lembre que ABC € um triangulo se, e somente se, A, B e C ndo sdo pontos coli-

neares, ou seja, nenhum ponto esta contido entre os outros dois. Pelo Teorema da Desigualdade

Triangular, isso acontece quando
AB < AC+BC
AC < AB+BC
BC < AB+AC
O

Problema 4.5.6 (Jaboatdo dos Guararapes). Considere 5 segmentos de reta com as seguintes

medidas
» segmento I: 5 cm;
* segmento II: 8 cm;
» segmento I11: 10 cm;
e segmento IV: 12 cm;
* segmento V: 15 cm;

Pretende-se construir um triangulo. Para isso, escolher-se-do 3 desses segmentos. Cada
um deles corresponderd a um dos lados desse triangulo, sem sobras ou faltas.

A seguinte escolha ndo viabilizard a construg¢do do tridngulo.
a) LLlleV.

b) I HelV.

o) IL IllelV.

d) I IVeV.
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e) Il IVeV.

Solucdo. De todas as alternativas, apenas a alternativa a) ndo forma um tridngulo, pois 5+ 8 <
15.

Corolario 4.5.7. Seja n > 3 um niimero natural. Prove que a soma das medidas de n — 1 lados

de um n-gono é sempre maior que a medida do n-ésimo lado.

Demonstragdo. Provar-se-a por indugdo em n.

O caso n = 3 é exatamente a Desigualdade Triangular. Suponha, entdo, que vale para um
certo k > 3 natural. Seja V| V;...V, Vi1 um (k+ 1)-gono qualquer. Ligue os vértices Vo e Vi1 e
considere o k-gono V,V3...Vi Vi 1. Pela hipétese de inducdo, segue que

ViVikr1 <VipitVa +V2V3 +VaVy 4.+ Vi Ve

Como V1V < Vi1V + Vi Vs, entdo

ViVier1r <Vieti +ViVa + .+ Vi Vi

Analogamente, prova-se que todo lado de V1 V,...ViVi41 € menor que os outros k.
]

Problema 4.5.8. O ponto C estd dentro de um dngulo reto e os pontos A e B estdo nos lados.
Prove que o perimetro do triangulo ABC é maior do que o dobro da distancia OC, onde O é o

vértice do angulo reto dado.

Soluc¢do. Sejam C' e C" os pontos simétricos de C em relacdo aos lados que contém A e B
respectivamente. E fécil ver que O, C' e C"' sdo colineares.

Considere o quadrildtero AC'C"B. Pelo Coroldrio 4.5.7, segue que C'C" < AC' +AB+ BC".
Como C'C" =20C, AC' = AC e BC" = BC, entdo

20C < AC+AB+BC.

4.6 Definicao de média aritmética e geométrica

Antes de iniciar o estudo da Desigualdade MA-MG, € essencial lembrar a defini¢do dessas
médias.

Definicao 4.6.1. Sejam os nimeros xi,...,x, € Re n € N. O nimero A = ] ¢ cha-
n

mado de média aritmética dos nimeros xi, ..., x;,.
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A média aritmética €, provavelmente, a mais conhecida dentre todas as médias e €, comu-
mente, chamada apenas de média. Um exemplo classico do uso dela € o célculo da nota final dos
alunos de uma escola, que, normalmente, € o resultado da média aritmética das notas obtidas
em cada unidade letiva.

Note também que, numa progressdo aritmética (a,) com razio r, o termo a;, comi > 1, é a

média aritmética dos termos equidistantes a ele em rela¢do a posi¢do. De fato, seja j € [i — 1],

tem-se
aijtaivj _ lat(i—j—1)-r+fai+(i+j—1)-1]
2 2
B 2lay+(i—1) -7
N 2
= a+(@i—1)r
= d;.

Definicao 4.6.2. Sejam os nimeros xi,...,x, € Ry e n € N. O nimero G = /x| -...- x, € cha-

mado de a média geométrica dos nimeros xi, ..., x,.

Um exemplo da apari¢do da média geométrica ocorre nas relacdes métricas de um triangulo
retangulo ABC. Seja h a altura relativa a hipotenusa de ABC e a e b as medidas das projecoes

dos catetos nessa hipotenusa; sabe-se, através de semelhanca de tridngulos, que h = v a - b.

C

A B

Figura 4: A altura h € a média geométrica das medidas a e b das projecdes dos catetos sobre a
hipotenusa.

Além disso, numa progressdo geométrica (a,) com razio r, o médulo do termo a;, ou seja,

|ay|, com i > 1, é a média geométrica dos termos equidistantes a ele em relagdo a posi¢do. De
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fato, seja j € [i — 1], tem-se

Vi@ = ) (ar-rti

4.7 Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

Iniciando o estudo da Desigualdade MA-MG, ¢ interessante apresentar uma proposicao

bastante conhecida e importante para diversos problemas envolvendo desigualdades.

Proposicao 4.7.1 (Desigualdade Basica). Sejam a,b € R. Entdo
(a—b)> >0,

valendo a igualdade se, e somente se, a = b.

Demonstragdo. O resultado segue trivialmente do fato que o quadrado de todo nimero real é
igual ou maior que 0. Além disso, como a raiz quadrada de zero é zero, entio (a —b)> = 0 <
la—b|=0<a=hb. O

A fim de utilizar essa proposi¢do para resolver problemas, deve-se, primeiramente, identi-
ficar quais sdo os termos a € b, o que nem sempre ¢ um trabalho simples, mas vai melhorando
conforme a prética. Depois, aplica-se a Desigualdade Bésica a esses termos e desenvolve-se as

desigualdades até obter-se a expressdo desejada.

Problema 4.7.2. Seja x um niimero real positivo. Prove que

1
x+_>2)

X

valendo a igualdade se, e somente se, x = 1.

o . 1 ) .
Solucao. Uma tentativa dbvia para a escolha dos termos seria x € —. Aplicando a Desigualdade
X

Basica, é obtido:

1 1
K —2.x— = > 0
X X
1
X

que nao é o desejado, mas que sugere duas novas escolhas.
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1
A primeira escolha, os termos y/x ¢ —=. Aplicando a desigualdade, segue

Nz

0

N\
i
%l
SN—
\S]
V

1 1
K2 E el > 0
Vxooxo T
1
x+_ Z 2’
X

1 1 1
desejado. Além disso, -=2& —-— ] =0 /x——==0&x=1.
como desejado. Além disso x+x <\/)_c \/}) NE Ve x

Ja na segunda escolha, sdo considerados os termos x e 1, obtendo

x—1% > 0
2—2x+1 > 0
¥ +1 > 2x
x-l—l > 2,

X

1
valendox+- =2 (x—1)?=0&x=1.
X

]

Analisando o Problema 4.7.2 através do estudo das fungOes reais, nota-se que estd sendo

1 . . . .
afirmado que a fungdo f(x) = x+ —, com dominio igual aos reais positivos, tem valor minimo
X
no ponto x = 1 do dominio e que esse valor € igual a 2. Na Subsecao 4.8, estd disponivel uma

resolucao através do Método das Derivadas para esse mesmo problema.

Problema 4.7.3. Sejam a,b > 0 niimeros reais. Prove que

(a+b) <1+%> >4

a
valendo a igualdade se, e somente se, a = b.

Solucgao. Talvez, para iniciantes, o desenvolvimento para se chegar na expressao desejada ndo

seja tdo claro como no problema anterior, entdo serd usado o pensamento inverso do que foi

1 1
feito, i. e., partir-se-d de (a + D) (— + E) > 4 e, através da equivaléncia das desigualdades,
a
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chegar-se-d em (a — b)? > 0. Como esta é verdadeira, aquela também deve ser.

1 1
nli=+=) > 4
(a+ )(a+b> >
b
424241 > 4
a
a b
Z 242 >0
b +a -
a?—2ab+b* > 0
(a—b)*> > 0

1 1
Por fim, vale a igualdade (a + b) (— + E) =45 (a—b)?=0sa=h.
a

]

Proposicao 4.7.4 (Desigualdade MA-MG para dois termos). Sejam a e b niimeros reais positi-

vos. Entdo

b
a; >Va-b,
valendo a igualdade se, e somente se, a = b.
Demonstragdo. Considere os termos +/a e v/b. Pela Desigualdade Basica, obtém-se

(Va-VB? = 0
a—2Vab+b > 0

v

“;b > Vab.
b
Notequea—; =Vab < (Va—Vb)?=0s Ja=Vb<a=h. O

Note que o Problema 4.7.2 pode ser resolvido utilizando a Proposicao acima. Aplicando-a

1
X+ - 1 1
X>\lx—=leox+->2,
2 X X

1 1
valendox+ - =2 x=-<<x=1.

1
em x € —, tem-se
X

X X
A Proposi¢ao 4.7.4 pode ser provada, também, de forma geométrica.

. L. .. . a+b
Na Figura 5, como MN € raio da semicircunferéncia, ele mede

, pois AB € diametro da

semicircunferéncia. Como & = v/a - b é menor ou igual ao raio, vale a Desigualdade MA-MG.
Na Figura 6, nota-se que a drea do quadrado grande é igual a (a + b)? e é maior ou igual a
soma das dreas dos quatros retdngulos contidos nele. Tomando a raiz quadrada e dividindo por
dois em ambos os lados, obtém-se a Desigualdade MA-MG.
A prova do caso geral € mais complicada, porém nao a um nivel de complexidade tal que im-

pediria a sua apresentacdo numa aula de Ensino Médio para alunos interessados, por exemplo.
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C
h (1,+b
2
a b
A 5 B

Figura 5: Prova geométrica da Desigualdade MA-MG através do triangulo retangulo inscrito
numa semicircunferéncia.

a

a b a b a b

Figura 6: Prova geométrica da Desigualdade MA-MG através de retangulos de lados a e b
internos a um quadrado de lado a + b.

O seguinte lema € necessério para essa demonstragao.

n n

Lema 4.7.5. Sejam n € N e x1,...,x, € R’ tais que Hx,- = 1. Entdo in > n, valendo a
i=1 i=1

igualdade se, e somente se, x; = ... = x, = 1.

Demonstragdo. Este lema serd provado por indu¢do em n. O caso n = 1 é trivial. Além disso,

) 1
note que o caso n = 2 segue do resultado do Problema 4.7.2, pois x, = —.
X1
Suponha, entdo, que o resultado vale para um dado n. Considere os nimeros reais positivos
X1,.--,Xn,Xn+1. Sem perda de generalidade, pode-se reetiqueta-los de tal forma que x; < ... <
n+1
Xn < Xp41. Quer-se provar que Z x;i>n+1.
i=1
Se x; = ... =X, = X,+1, entdo

n+1 n+l
[[ri=x'=1=x=1=Y x=@0+1)x=n+l.
i=1 i=1

Assuma, agora, que pelo menos um x; é diferente dos demais. Note que, se, Vi € [n+ 1],
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n
x; < 1, entdo Hx,- < 1, o que contradiz com a hipétese. De forma andloga, supondo que x; > 1,

=1
n

Vi € [n+ 1], ter-se-ia Hx,- > 1, novamente contradizendo com a hipétese do produto dos n+ 1
i=1
ndmeros ser igual a 1. Por esses motivos, x; < 1 < x,41. Logo,
(1 —xl)(an — 1) > 0
X1+ X1 —Xp X1 —1 > 0

X +Xp1—1 > x1x41.

Aplicando a hipétese de indugdo em (x1x,,41),X2, ..., Xy, SEUE quE

n
(X1xn1) + Y x> n
=2

=
n
(x1+xp41— 1)+ in > n
i=2

n+1
in > n+1
i=1

Finalmente, eis uma prova para o caso geral da Desigualdade MA-MG.

Teorema 4.7.6 (Caso Geral da Desigualdade MA-MG). Sejamn € N e xy,...,x, € R.. Entdo

A:mz X x, =G,
n
valendo a igualdade se, e somente se, x| = ... = x;,.
Demonstra¢do. Como xg - ...-x, = G", entdo % Ce % = 1. Logo, pelo Lema 4.7.5, segue que
X1 Xn
—+.+—= > n
G * G —
X1+ ...+x, > G
n
A > G.
Alémdisso,valeA:G@)%:...:%@xl:...:xn. ]

Observe que o Prolema 4.7.3 pode ser resolvido aplicando o teorema acima nos termos 1,
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b
f’ — e 1 como mostrado abaixo.
b a
a b
I+-+—-+1
b a > 1.9.9.1:1
4 b a
a b
I+-4+-+1 > 4
b a

1 1
b)y(-—+-| > 4
(a+Db) ( »t a) >
Além disso, pode-se provar a generalizacao desse problema.

Problema 4.7.7. Sejam n € N x,...,x,, > O niimeros reais. Prove que

(£4) (£2)==

valendo a igualdade se, e somente se, x| = ... = xy,.

n
Solucdo. Ora, como hd n parcelas em ambos Zx,- e Z —, entdio hd n? parcelas da forma

i=1 i=1%i
1 ! 1 . .
xj-—,ondei,j€ | Z Z . Logo, aplicando a Desigualdade MA-MG nessas
x] i=1 =1
parcelas, tem-se
“ 1
Lo
ij=1 J
>
n? -

™ (ngE

= ™=
M= &
\% | —_ \X |

vV AV

v

1=
| —
vV
S
o
=
[¥%)
=
P

= I=
&
™M= -
Ko
Vv
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1 1 x
Além disso, vale a igualdade quando todos os x; - — sdo iguais entre si. Logo, x;- —= — =1,

Xj Xj Xi
Vi, j € [n], implicando em xj = ... = x;,.

]

1 n
Problema 4.7.8. Prove que a sequéncia de termo geral a,, = (l + —) € estritamente cres-
n

cente.

Soluc¢ao. Quer-se provar que, Vn € N,

1 n 1 n+1
(l-i-—) <(1+ ) .
n n+1

1
Considere os termos x; =1 e x; = x3 = ... = x,41 = 1 + —. Aplicando a Desigualdade
n
MA-MG:

1+§(1+%) ) H\l/l.n( 1)

> [T(1+-
n+1 | n
n
n+1 n

1n+1 1n
() = (1)
n+1 n

Como 1+ — # 1, Vn € N, entdo sempre vale (1 + —> > (1 + —) )
n n+1 n

4.8 Maximos e minimos de fun¢oes pelo método das derivadas

Na subsecao 4.4, viu-se que uma fungdo quadrética sempre tem valor minimo ou méaximo
e chegou-se num método para sempre descobrir quando ocorre e quanto € esse valor. Entre-
tanto, ha outras fungdes reais estudadas no Ensino Médio que também tém valores méximos ou
minimos que ndo podem ser calculados por esse método, como algumas fun¢des modulares, tri-
gonométricas, quocientes, polinomiais, dentre outras. Portanto, algumas ferramentas e técnicas
mais aprimoradas e gerais sa0 necessarias.

Uma delas, provavelmente a mais famosa e utilizada no ensino superior, € o método das
derivadas para encontrar minimos e maximos de funcdes. De fato, o mateméatico alemao e co-
inventor do cdlculo, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), em seu artigo Nova methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur,
et singulare pro illis calculi genus (Novo método para maximos € minimos, € também para

tangentes, que ndo sido impedidos por quantidades fraciondrias nem irracionais, € um cdlculo
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notdvel para eles), que foi a primeira obra publicada sobre o Calculo, mostrou a utilidade da sua
mais nova invencao aplicando-a para o cdlculo dos valores extremos de fungdes.

Ora, embora o Célculo ndo seja um conteudo comum nos curriculos do Ensino Médio brasi-
leiro, algumas de suas aplicagdes estio presentes em objetos do conhecimento da etapa final da
educacdo bdsica, como a cinemdtica. Sabe-se que a funcdo horaria espacial de um objeto com

posicao e velocidade iniciais Sg € v, respectivamente, e aceleracio a é
S(Z‘) =80+ vot + %atz.
A velocidade instantanea, ou seja, a velocidade do objeto num instante ¢ € dada pela fun¢ao
v(t) =vo+at.

Note, entdo, que %S (t) = v(t), i. e., a velocidade do objeto num instante é a derivada da
fun¢do S nesse mesmo instante. Entdo, se um aluno quer encontrar a velocidade instantinea
de um corpo num determinado momento, tendo em maos a func@o hordria espacial S desse
corpo, bastaria calcular a derivada de S nesse ponto. De fato, esse problema — o de encontrar
a velocidade de um corpo em um determinado momento sabendo a posicao dele em qualquer
instante — foi um dos que motivaram Newton (1642 — 1726) a desenvolver, independente e
simultaneamente a Leibniz, as suas ideias sobre o Calculo. Para ler mais sobre isso e outras
curiosidades sobre o surgimento do Calculo, recomenda-se (KATZ, 1993).

Este trabalho ndo se aprofundard nas ideias, defini¢des, propriedades e teoremas iniciais do
Cdlculo Diferencial, limitando-se a apenas apresentar o método das derivadas para encontrar
os maximos e minimos de fun¢des tomando aqueles como j4 conhecidos. Recomenda-se, para
preencher essa lacuna, (STEWART, 2015). Lembra-se que a derivada de uma funcdo f num
ponto ¢ do seu dominio é denotada por f’(c) e que fungdo derivada de f € denotada por f’. Por
fim, disponibiliza-se, em anexo, uma tabela com algumas derivadas fundamentais para auxiliar

na resolugdo dos problemas propostos nesta e nas secoes seguintes.

Definicio 4.8.1. Seja f uma fun¢ido com dominio D C R e ¢ € D. Diz-se que f(c) é
* o minimo absoluto de f se, Vx € D, f(x) > f(c) e
* o maximo absoluto de f se, Vx € D, f(x) < f(c).

Pela defini¢do acima e pelo que foi visto na Subsecdo 4.4, nota-se que o ponto minimo ou

maximo de uma fun¢do quadratica € sempre absoluto.

Defini¢do 4.8.2. Seja f uma fungéio com dominio D C R e ¢ € D. Diz-se que f(c) é
* ominimo local de f se, Ja,b e R:a<bec € (a,b) CDeVxe (a,b), f(x) > f(c);e
* o maximo local de f se, Ja,pcR:a<bece€ (a,b) CDeVxe (a,b), f(x) < f(c).
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Em palavras, diz-se que f(c) € um minimo ou médximo local de f se ele é o menor ou o

maior valor, respectivamente, dentre todos os x suficientemente proximos a c.

Teorema 4.8.3 (Teorema do Valor Médio). Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e
derivdvel em (a,b). Entdo 3c € (a,b) tal que

=10 =I@

Uma demonstracao desse teorema pode ser vista em (STEWART, 2015).

Proposicao 4.8.4. Sejam f uma funcdo e I um intervalo aberto onde f estd definida. Entdo f é
crescente em I se f'(x) > 0, Vx € I, e decrescente em I se f'(x) <0, Vx € I.

Demonstragdo. Suponha que, Vx € I, f/(x) > 0. Sejam x1,x; € [ : x; < x5. Pelo Teorema do
Valor Médio, segue que Jc € (x1,x7) :
f(x2) = f(x

X2 — X1

Como f’(¢) > 0exp; —x; >0, entdo f(xp) — f(x1) > 0. Pela arbitrariedade de x; e x,, segue
que f € crescente em /.
Agora, suponha que, Vx € I, f'(x) < 0. Sejam x1,x; € I : x; < x3. Pelo Teorema do Valor
Médio, segue que Jc € (x1,x7) :
fl)—fla

Xy — X

Como f’(c¢) <0exp; —x; >0, entdo f(xp) — f(x1) < 0. Pela arbitrariedade de x; e x,, segue
que f € decrescente em /.
O

Teste dos intervalos abertos: sejam f uma fun¢do continua num intervalo aberto / e ¢ € I um

ponto do dominio de f.

1. Seda,pel:a<c<be f'(x) <0,Vx € (a,c), e f'(x) >0, Vx € (c,b), entdo f tem um

minimo local em c;

2. Seda,bel:a<c<be f'(x) >0,Vx € (a,c), e f'(x) <0, Vx € (c,b), entdo f tem um

maximo local em c.

Em particular, se, Vx < ¢ do dominio, f'(x) <0 e, Vx > ¢, f'(x) > 0, entdo f tem minimo
absoluto em c. Da mesma forma, f tem maximo absoluto em ¢ se f(x) > 0, Vx < ¢, e f'(x) <0,
Vx > c.

Problema 4.8.5. Resolva o Problema 4.7.2 através do método das derivadas.
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Solucao. Seja
Ry — R

1
X = Xx+-
X

1
Entdo f/(x) =1— - 2>0& 2 >1 <x:>0> x > 1. Isto é, f é decrescente no intervalo (0,1) e
X

crescente em (1,0). Logo, f tem valor minimo no ponto x = 1, ou seja, Vx € R7.

fx) = f(1)
x—l—l > 2 ’
X

valendo a igualdade se, e somente se, x = 1.

-2

Figura 7: f tem valor minimo quando x = 1.

Problema 4.8.6. Prove, pelo método das derivadas, que uma fungcdo quadrdtica
f(x) =ax* +bx+c

tem valor minimo ou mdximo quando x = o sendo minimo se a > 0 e mdximo se a < 0.
a

b b

Solucdo. Note que f'(x) =2ax+b. Entdo 2ax+b =0 x = ~55 Isso é, x = ~3a ¢ o tinico
a a

ponto critico de f.

b
Se a > 0, entdo f’ é crescente, com f'(x) <0 se x € (—00,—2—> e f/(x) >0sexe
a

b . b , b .
——,00 |. Logo, f decresce no intervalo [ —eo, —— | e € crescente em | ——,co |, impli-
2a 2a 2a

cando em f assumir valor minimo apenas quando x = o
a
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) b
Em contrapartida, se a < 0, entdo f’ é decrescente, com f'(x) > 0 se x € (—00, —2—) e
a

b b
fl(x) <0sexe (—2—,00). Logo, f cresce no intervalo (—oo,—2—> e é decrescente em
a a

(—2—, ) , implicando em f assumir valor mdximo apenas quando x = 5
a a

O

H4 um caso especial em que o dominio de uma funcdo € um intervalo fechado. O seguinte

método para encontrar minimos € mdximos absolutos pode ser aplicado nessa situagao.

Método para intervalo fechado como dominio: sejam f uma fung@o continua e o intervalo

fechado [a, b] o seu dominio.

1. Encontre todos os pontos do dominio de f em (a,b) tais que f ndo é derivavel neles ou a

sua derivada se anula;
2. Calcule os valores de f nesses pontos e nas suas extremidades;

3. O menor desses valores sera o minimo absoluto e o maior deles, 0 maximo absoluto.
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S Problemas de otimizacao

Nesta secao, serdo abordados alguns problemas de otimizagdo, como o caminho 6timo a ser
percorrido por uma pessoa, um animal ou um objeto; as dimensdes 6timas de uma certa emba-
lagem com o objetivo de diminuir o custo de material, dentre outros, utilizando as ferramentas

apresentadas.

5.1 Método do minimo ou maximo de funcoes quadraticas

Para resolver problemas de otimizagado através do método do minimo ou maximo de fungdes
quadraticas, deve-se interpreta-los, identificar quais sdo as grandezas a serem otimizadas e as
informacdes disponiveis a fim de escrever as medidas daquelas como fungdes quadraticas destas
e utilizar o método visto na Subsecio 4.4.

Verifique que, se a solugdo 6tima desejada € o minimo de uma grandeza, entdo a funcao
gerada tem coeficiente quadratico positivo. Se a solu¢c@o 6tima € o mdximo de uma grandeza,

entdo o coeficiente quadratico serd negativo.

Problema 5.1.1. Numa vidracaria hd um pedaco de espelho, sob a forma de um triangulo
retdngulo de lados 60 cm, 80 cm e 1 m. Quer-se, a partir dele, recortar um espelho retangular
com a maior drea possivel. A fim de economizar corte, pelo menos um dos lados do retangulo

deve estar sobre um lado do tridngulo.

11 117

As posigoes sugeridas sdo as da figura acima. Em cada caso, determine qual o retangulo

de maior drea e compare os dois resultados.

Solucio. Considere o primeiro caso. Obviamente, como se quer o retangulo com a maior 4rea,
entdo o seu vértice superior a direita deve pertencer a hipotenusa. Sejam b e h as base e altura
do retangulo.

Note que os dois tridngulos menores sdo semelhantes ao triangulo de lados 60 cm, 80 cm e
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1 m. Logo,

b 60—h
80 60
4h
= 80— —.
3

Logo, a drea do retangulo € dada pela fun¢do

4h 4h?
A:wp:@O—g)h:—7;+&m

80

Entdo o retangulo tera area maxima quando h = ————
¢ a 2-(—4/3)

4.
b:80——§9:40mneA:1ﬂmcm%

Considere agora o segundo caso. Analogamente, € ficil ver que os vértices que nao perten-

= 30 cm, implicando em

cem a hipotenusa pertencem aos catetos. Novamente, sejam b e h as base (sobre a hipotenusa)
e altura do retangulo.
Note que os tridngulos 7, I e 111 sdo semelhantes. Além disso, & € igual ao cateto maior de
I e menor de /11, e b é igual a hipotenusa do tridngulo /. Sejam a e ¢ o cateto menor de / e
maior de /] respectivamente. Logo, tem-se
25h

3h 4h

Seja A a drea do retangulo. Logo,

25h 25h%
A_bn_(NO—Tz)h_——E—+HMh

100
Entdo a drea do retdngulo serd maxima quando h = _MTS/IZ)

25.24
embleFw%E—:ﬂmmeAzlemﬁ

= 24 cm, implicando

Portanto, a maior 4rea que se pode obter em ambos o0s casos é a mesma: 1200 cm?.

Problema 5.1.2. Um avido de 100 lugares foi fretado para uma excursdo. A companhia exigiu
de cada passageiro R$ 800,00 mais R$ 10,00 por cada lugar vago. Para que niimero de passa-

geiros a rentabilidade da empresa é mdxima? Quanto a empresa receberd nessa situagcdo?

Solucdo. A rentabilidade da empresa é dada pela fungao
£(x) = 800x+ 10(100 — x)x = —10x> + 1800x,

onde x é o ndmero de passageiros.
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b 1800
Logo, o valor de f é méximo quando x, = i —m =90. Como90 € {0,1,...,100},
a . J—
entdo a rentabilidade da empresa serd maxima quando 90 passageiros irem para a excursao.
A 1800 —4-(—10)-0

da 4-(—10)

A rentabilidade da empresa nessa situacdo serd f(x,) = —

81.000 reais.
Se x, ¢ {0,1,...,100}, entdo bastaria tomar o inteiro de {0, 1,...,100} mais préximo de x,,.

Problema 5.1.3. Jodo tem uma fdbrica de sorvetes. Ele vende, em média, 300 caixas de picolés
por R$ 20,00. Entretanto, percebeu que, cada vez que diminuia R$ 1,00 no preco da caixa,
vendia 40 caixas a mais. Quanto ele deveria cobrar pela caixa para que sua receita fosse

mdxima? Quanto seria essa receita?

Solucio. A receita de Jodo é dada pela funcio
£(x) = (20 —x)(300 + 40x) = —40x* 4 500x 4 6000,

onde x é o quanto Jodo diminuiu, em reais, o preco da caixa.

500
Logo, o valor de f ¢ maximo quando x, = i —m = 6,25, isto é, Jodo deveria
a . J—

cobrar 20 — 6,25 = 13,75 reais por caixa para maximizar a sua receita.
A 500%—4-(—40)-6000
da 4 - (—40)

O valor méximo que ele receberd serd f(x,) = =17.562,50

reais.

Problema 5.1.4. O diretor de uma orquestra percebeu que, com o ingresso a R$ 9,00, em
média 300 pessoas assistem aos concertos e que, para cada redugcdo de R$ 1,00 no preco dos
ingressos, o publico aumenta de 100 espectadores. Qual deve ser o preco do ingresso para que

a receita seja mdaxima? Qual serd o valor dessa receita?

Solucao. A receita da orquestra é dada pela funcao
£(x) = (9 —x)(300 4 100x) = —100x> + 600x + 2700,

onde x € o quanto o diretor diminuiu, em reais, o preco do ingresso.
b 600
2a  2-(—100)
cobrar 9 — 3 = 6 reais por ingresso para maximizar a receita da orquestra.
A 600% — 4 - (—100) - 2700
- = = 3.600 reais.
4a 4-(—100) e

Logo, o valor de f é mdximo quando x, = — = 3, isto é, o diretor deve

A receita maxima serd f(x,) =

Problema 5.1.5. Um restaurante a quilo vende 100 kg de comida por dia, a 12 reais o quilo.
Uma pesquisa de opinido revelou que, por cada real de aumento no preco, o restaurante per-
deria 10 clientes, com um consumo médio de 500 g cada. Qual deve ser o valor do quilo de
comida para que o restaurante tenha a maior receita possivel? Qual é o valor dessa receita

mdxima?
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Solucao. A receita do restaurante é dada pela funcao
f(x) = (124x)(100— 0,5 10x) = —5x% + 40x 4 1200,

onde x é 0 quanto o restaurante aumentou, em reais, o preco do quilo da carne.

Logo, o valor de f é mdximo quando x, = ~5a = — 2-(=5) =4, isto €, o restaurante deve
a . J—

cobrar 12 +4 = 16 reais pelo quilo da carne para maximizar a sua receita.
A 40°—4-(-5)-1200

I = 1.280 reais.
1 1 (=s) reais

A receita mdxima serd f(x,) =

Problema 5.1.6. Um prédio de 1 andar, cujo formato é de um prisma reto retangular, com lados
proporcionais a 3 e 4, vai ser construido. O imposto predial é de 7 reais por metro quadrado,
mais uma taxa fixa de 2.500 reais. A prefeitura concede um desconto de 60 reais por metro
linear do perimetro, como recompensa pela iluminagcdo externa e pela calcada em volta do
prédio. Quais devem ser as medidas dos lados para que o imposto seja o minimo possivel?

Qual o valor desse imposto minimo?

Solucdo. O valor do imposto € dado pela funcdo

3 3 21x%
£(x) :7% -x+2500—60-2 (Zx —I—x) = Tx —210x + 2500,

onde x é o comprimento do lado maior do retangulo.

b —-210
Logo, o valor de f ¢ miximo quando x, = g = —m = 20. Entdo serd pago o
a .

minimo de imposto se as medidas dos lados do prédio forem 20 por 15 metros.

21
A (—210)2 —4-=--2500
- = 4 =400 reais
4a 21 ’
4.2-
4

Problema 5.1.7. Determine dentre os retdngulos isoperimétricos, aquele que tem a maior drea.

O valor do imposto minimo é f(x,) =

Solucdo. Sejam x e y as medidas dos lados de um retangulo qualquer de perimetro 2p. De

2p =2(x+y) segue y = p —x. Logo, a drea do retingulo é dada pela fungio

f(x) =xy=x(p—x) = —x+px.

) b
Logo, a drea do retangulo serd maxima quando x, = —— = — P _ B. Segue que
2a 2-(-1) 2
y=p-— g = g Portanto, o quadrado € o maior dos retangulos isoperimétricos.

5.2 Desigualdade Triangular

Algumas situacdes-problemas do tipo "qual € a menor distancia?", "qual € a menor soma

das distancias?" ou "qual é o menor percurso a ser percorrido?" podem ser resolvidas utilizando
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a Desigualdade Triangular. Para isso, algumas ferramentas matematicas, sobretudo geométri-
cas, adicionais podem ser necessdrias, como no¢des de simetria e de planificacdo de sélidos
geométricos.

Portanto, é recomendével estar familiarizado com essas ideias para se debrugar nos pro-
blemas. Por exemplo, saber que pontos simétricos distam igualmente do ponto ou do eixo de
simetria. [sso resulta diretamente da propria construcao do ponto simétrico. O ponto de simetria
¢ exatamente o ponto médio dos pontos simétricos e o eixo de simetria, a mediatriz deles.

Como € de praxe na matemdtica, a melhor forma para dominar as técnicas e as ideias para
resolver os problemas abaixo € através da pratica. Cada novo exercicio resolvido expande o
leque de ferramentas para resolver problemas mais complexos. Tendo isso em vista, recomenda-
se o Capitulo 6 de (FOMIN et al., 2012), que trata sobre a Desigualdade Triangular e é de onde

os problemas a seguir foram retirados ou adaptados.

Problema 5.2.1. Encontre um ponto no interior de um quadrildtero convexo tal que a soma das

distancias do ponto aos vértices é minima.

Solucdo. Sejam ABCD um quadrildtero convexo qualquer e P um ponto interno seu. Pela
Desigualdade Triangular, tem-se AC < AP+ CP e BD < BP + DP, valendo a igualdade quando
P pertence a diagonal AC e BD, respectivamente.

Logo, AC +BD < AP + BP + CP + DP, valendo a igualdade quando P ¢ a interseciio das
diagonais do quadrilétero.

Portanto, a soma das distancias de P aos vértices de ABCD ¢ minima quando aquele é a

intersecdo das diagonais deste.

Figura 8: A soma das distancias de um ponto interno a um quadrildtero convexo ¢ minima
quando esse ponto € a intersecdo das diagonais.
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Problema 5.2.2. Um colhedor de cogumelos sai da floresta em um determinado ponto. Ele
precisa chegar a uma estrada, que segue uma linha reta, e voltar para a floresta em outro ponto

dado. Como ele deve fazer isso para seguir o menor caminho possivel?

Solucdo. Sejam A e B os pontos de partida e de chegada, respectivamente, do colhedor de
cogumelos e r uma reta que representa a estrada. Quer-se encontrar um ponto P em r tal que a
soma das distincias de P a A e a B seja minima.

Considere, entdo, o ponto B’ que é simétrico a B em relagdo a r. Tome P como a interse¢io
de AB' e r e seja P/ um ponto qualquer de r. Por simetria, BP = B'P ¢ B'P’ = B'P'. Ora, pela
Desigualdade Triangular, segue que

AP +B'P > AB
AP'+BP' > AP+PBP
AP'+BP' > AP+BP
A
B
,
P P,
\\\\“‘BI

Figura 9: Aplica-se a Desigualdade Triangular aos pontos A, B’ e P'.

Ou seja, qualquer caminho possivel que o colhedor pode fazer tem comprimento maior ou
igual a se ele seguir, em linha reta, de A até P e depois para B. Portanto, este tltimo € o caminho

mais curto que ele pode percorrer.

Problema 5.2.3. A cabana de um lenhador fica no interior de uma peninsula que tem a forma
de um dngulo agudo. O lenhador tem que sair de sua cabana, andar até a praia de um dos
lados da peninsula, depois até a praia do outro, depois voltar para casa. Como ele deveria

escolher o caminho mais curto?
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Solug¢iio. Sejam O a ponta da peninsula, A o ponto onde esté o lenhador, r e ¥ semirretas que
representam as bordas da peninsula, B € r ¢ B’ € v/ pontos distintos de O e, por fim, C e C' os
pontos simétricos a A em relac@o a r e ¥/, respectivamente.

Por simetria, COB = BOA e AOB' = B'OC'. Como BOB' ¢ agudo, entdo

COC' = COB+BOA+AOB +B'OC' =2 (BOA+AOB') < 180°

. Logo, CC' intersecta r e s em P e P, respectivamente.
Se B, B, C e C' ndo forem colineares, entdo, pelo Coroldrio 4.5.7, CC' < BC+BB +B/(C'.
Novamente por simetria, CP = AP, C'P' = AP', BC = AB e B'C' = AB’. Como CC' =
CP+ PP + P'C/, entio AP+ PP' + AP’ < AB+ BB’ +AB.

0 o

Figura 10: Os comprimentos dos caminhos poligonais CBB'C’ sdo iguais ao respectivos peri-
metros dos tridngulos APP’.

Portanto, o0 menor caminho que o lenhador pode seguir ocorre quando B=P e B' = P/, ou
seja, o lenhador deve, em linha reta, sair do ponto A para o ponto P, depois seguir para o ponto
P’ e, finalmente, voltar para o ponto A.

Observe que, por construgdo, as retas r e v’ sdo as mediatrizes dos pares A,C e A,C’, respec-
tivamente. Em particular, AO = OC = OC'.

Problema 5.2.4. Resolva o problema anterior supondo que a peninsula do lenhador tem a

forma de um dngulo obtuso.

Solugdo. Sejam O, A, r, ¥, B e B’ definidos como no problema anterior, exceto que r e v’
formam um angulo obtuso menor que 180° — pois ndo formaria uma peninsula se contrario.

Note que pelo menos um dos angulos AOBe B'OA é agudo. Sem perda de generalidade, su-
ponha B'OA < 90°. Seja C o pé da altura do ponto B em relacdo ao prolongamento da semirreta
r'. Como AOC > 90° > OCA, entdo, pela Proposicio 4.5.2, AC > AO.
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Como provado no Problema 4.5.8, segue que AB+AB’+BB' >2-AC > 2-AO.
Pela arbitrariedade de B e B', segue que o menor caminho que o lenhador pode fazer € ir até

a ponta da peninsula e depois voltar para a sua cabana.

Figura 11: O menor caminho para o lenhador € ir, em linha reta, de A até O e depois retornar a
A.

Comparando esse percurso com o Problema 5.2.3, note que, se o lenhador andar até a ponta
da peninsula aguda, pode-se aplicar a Desigualdade Triangular em OCC’, obtendo, junto com
AO = AC :A_C’, 2-A0 > AP+ PP +AP', como esperado.

Problema 5.2.5. Uma formiga estd pousada em um dos vértices de um cubo de madeira. Qual
o menor caminho que ela pode seguir para chegar ao vértice oposto (suponha que ela pode

andar por qualquer face)?

Solucdo. Suponha que a formiga estd no vértice P do cubo e quer chegar no vértice oposto Q.
Considere a planificagdo do cubo.
Pela Desigualdade Triangular, os seis (dois para cada face adjacente a P) melhores caminhos

que a formiga pode percorrer sdo como os da Figura 12.
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Q

Figura 12: Na planificacdo do cubo, o caminho 6timo da formiga é um segmento de reta.

Problema 5.2.6. Uma formiga estd pousada num ponto da superficie externa de um copo ci-
lindrico. Ela precisa andar até outro ponto situado na superficie interna do copo. Encontre o

menor caminho possivel. (Despreze a espessura do copo.)

Solucao. Sejam P e Q o ponto externo onde a formiga repousa e o interno para onde ela precisa
andar respectivamente. Obviamente, seria perda de tempo para a formiga andar para baixo na
superficie externa do copo, entdo o seu fundo pode ser desprezado. Considere a planificacdao da

lateral do copo e sua reflexdo em relacdo a circunferéncia superior planificada.

Q

Figura 13: O retangulo inferior € a planificacdo da superficie externa do copo e o retangulo
superior, da superficie interna.

Pela Desigualdade Triangular, o caminho representado pelo segmento PQ na planificagdo
acima € o que a formiga deve preferir.

44



Compare o problema acima com o Problema 5.2.2. Como a espessura do copo estd sendo

desprezada, pode-se assumir que o ponto Q estd no mesmo retangulo que P. O problema agora

pode ser interpretado como se a formiga quisesse sair do ponto P, ir até a borda do copo e voltar

para o ponto Q na superficie externa.

Problema 5.2.7. Dois vilarejos estdo em margens opostas de um rio. As margens sdo retas

paralelas e vai ser construida uma ponte perpendicular as margens. Onde a ponte deve ser

construida para que o caminho entre os dois vilarejos seja o mais curto possivel?

Solug¢io. Sejam A e B os vilarejos, d a distincia entre as margens do rio, e A’ e B’ pontos que

distam d de A e B, respectivamente, na direcao perpendicular ao rio e em sentido para ele como

mostra a figura.

Figura 14: A ponte PQ € construida através da ligacdo dos pontos de interse¢do dos segmentos

AB' e A’B com as margens do rio.

Se a ponte fosse construida em quaisquer outros pontos P’ ¢ Q' das margens, ter-se-fa, pela

Desigualdade Triangular,

AP +P'Q'+BQ =

>
>
>

AP +PQ+B'P
PO +AB

AP +PQ+B'P
AP+PQ+BQ.

Logo, a ponte deve ser construida conforme a figura.
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5.3 Desigualdade MA-MG

Os seguintes problemas buscam minimizar ou maximizar uma certa grandeza X que estd,
de alguma forma, relacionada com uma outra grandeza ¥ com medida fixada. Para resolver
esses problemas, devemos, primeiramente, identificar varidveis vy, ..., v, pelas quais as medidas
dessas grandezas podem ser escritas na forma de fun¢des. Ou seja, existem funcdes f| e f> tais
que x = f1(vi,...,vn) €y = f2(v1,...,v,) sdo os valores das medidas de X e Y, respectivamente.
O objetivo, entdo, passa a ser encontrar os valores dessas varidveis a fim de que X seja minimo
ou mdximo para um dado valor yg fixado de Y.

O segundo passo € encontrar termos fy,...,f, que envolvam as varidveis vi,...,V,, Cujos
valores numéricos sejam sempre positivos e que exista uma solugdo para o sistema de equacoes
t, = ... = t;. Além disso, essas expressdes devem ser tais que, aplicando a Desigualdade MA-
MG aos termos t1, ...,t,, obtenha-se expressoes que dependam apenas dos valores das medidas

de X e Y nos dois membros da desigualdade. Ou seja, devem existir funcdes g1 € g tais que

ht..+n +...+1
i) =" 2 Vit =20)
se se quer minimizar X e
f1+ .+ "
82(y) = . T2t = g1(x),

se se quer maximizar X. No primeiro caso, diz-se que g>(yo) é cota inferior do conjunto
giofiofy Y(y0), ja no segundo, cota superior.

Por fim, X serd minimo ou maximo quando valer a igualdade g;(x) = g2(yo), que, segundo
o Teorema 4.7.6, ocorre se, € somente se, f] = ... = t,,. A solucdo desse sistema de equagdes
entrega os valores procurados das varidveis vy, ..., v,.

Para mais problemas semelhantes, utilizando ainda outras desigualdades interessantes, ver
(COSTA, 2013) e (OBMEP).

Problema 5.3.1. Quer-se fechar uma certa drea retangular de uma fazenda com uma cerca.
Qual é o perimetro minimo da cerca? Quais sdo as dimensoes que minimizam a quantidade de

cerca a ser utilizada?

Solucdo. Sejam x e y as dimensdes do cercado, A = xy a sua area e 2p = 2(x+y) o perimetro
da cerca.
Aplicando a Desigualdade MA-MG, tem-se

x+y

> /Xy =VA

P _
2

Logo, 2p serd minimo quando x = y.
Portanto, o perfmetro minimo do cercado é 4v/A, que ocorre quando este tem formato qua-
drado.
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Compare a solu¢do acima com a do Problema 5.1.7.

Problema 5.3.2 (ProfMat). Um fazendeiro deseja delimitar uma drea retangular utilizando 40
m de cerca e aproveitando um muro (de mais de 40 m) que jd estd construido. Determine as

dimensoes do retangulo de maior drea que o fazendeiro consegue delimitar.

Solucdo. Sejam x e y as dimensdes do cercado em metros onde x 4+ 2y = 40. Entdo quer se
encontrar os valores de x e y de modo que A = xy seja maximo.

Aplicando a Desigualdade MA-MG em x e y, tem-se

40 2
20=?:x—; yz V2xy =+V2A

Logo, o valor maximo de A é 200 m? e isso ocorre quando x = 2y. Substituindo essa
igualdade em x+ 2y = 40, tem-se x =20 e y = 10.
Portanto, o cercado tem drea mdxima quando as suas dimensdes sao 20 (na dire¢do ortogonal

ao muro) e 40 (na direc¢do paralela ao muro) metros.
Problema 5.3.3. Dentre todos os triangulos isoperimétricos, qual deles tem a maior drea?

Solucdo. Para este problema, utilizaremos o bastante conhecido Teorema de Herdo, que diz

que, em todo tridngulo de perimetro 2p e lados a, b e c, vale

A=+/p(p—a)(p—b)(p—oc).

onde A € a drea do triangulo.

Logo, quer-se encontrar os valores de a, b e ¢ a fim de que A seja mdximo para dado 2p =
a+b+c.

Aplicando a Desigualdade MA-MG nos termos p —a, p —b e p — c, tem-se

33 3

2p 3p—-p (p—a)+(p—b)+(p—c .| A?
2 e R (DT =
Logo, A é maximo quando p—a=p—b=p—c,ouseja,a=b=c.

Portanto, dentre todos os tridngulos isoperimétricos, o equildtero é o que tem a maior drea.

Problema 5.3.4. Dispoe-se de uma quantidade fixa, em drea, de papeldo para se fazer uma
caixa fechada em formato de paralelepipedo. Quais devem ser as dimensoes da caixa a fim de
maximizar o seu volume? A espessura da caixa e quaisquer tipos de desperdicio de papeldo

devem ser desprezados.

Solucao. Sejam x, y e z as dimensdes da caixa, A a sua drea e V o seu volume. Entdo A =

2-(xy+xz+yz) eV =xyz
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Aplicando a Desigualdade MA-MG em xy, xz € yz, tem-se

A xy+xz+yz PN /—
6 >Vl

Logo, V € maximo se vale xy = xz = yz, ou seja, quando x =y = z.

Portanto, a caixa terd volume maximo se ela tiver um formato cubico.

Problema 5.3.5. Resolva agora o problema anterior considerando que a caixa ndo tem tampa

superior.

Solucao. Novamente, sejam x, y e z as dimensdes da caixa, A a sua drea e V o seu volume.
Entdio A = xy+2- (xz+yz) e V = xyz.
Aplicando a Desigualdade MA-MG em xy, 2xz e 2yz, tem-se

g‘ w>¢4x222_¢4w

Logo, V € maximo se vale xy = 2xz = 2yz, ou seja, quando x =y = 2z.
Portanto, a caixa aberta que maximiza o volume fixado sua 4rea tem base quadrada e altura

medindo metade dos lados da sua base.

Compare os dois ultimos problemas e observe como a retirada da tampa da caixa alterou as
suas dimensdes Otimas. Perceba também que a caixa do Problema 5.3.5 € justamente a metade
inferior da caixa do Problema 5.3.4 quando esta tem drea igual a 2A, ou seja, aquela tem o

formato da metade inferior de um cubo.

Problema 5.3.6. Numa folha de cartolina quadrada de lados 2a retira-se quadrados de lado
x < ade cada vértice, dobrando em seguida as abas restantes para formar uma caixa cuja base
é um quadrado de lado 2a — 2x e altura x. Qual deve ser o valor de x para que o volume da

caixa seja mdximo?

x 204 — 2x x

2a — 2x

Solucdio. Note que o volume da caixa é V = x(2a — 2x)>.
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Aplicando a Desigualdade MA-MG nos termos 4x, 2a — 2x e 2a — 2x, tem-se

4 4 2a—12 2a—12
?a: x+ (2 );H—( a=2) > {/4x(2a—2x)2 = V4V

Logo, V é maximo quando 4x = 2a — 2x = 2a — 2x, ou seja, quando x = g.

Compare o Problema 5.3.5 com esse dltimo. Embora ambos procurem as dimensdes de uma
caixa aberta a fim de maximizar o seu volume, ha desperdicio de material na segunda situagao.

Na primeira situagdo, a drea da caixa € constante, diferentemente do que ocorre na segunda.

Problema 5.3.7. Resolva o problema anterior generalizando-o para uma cartolina retangular
de lados 2a e 2b.

Solucio. Note que o volume da caixa é V = x(2a — 2x)(2b — 2x).

Nao € possivel aplicar a Desigualdade MA-MG diretamente em 4x, 2a — 2x e 2b — 2x, pois
ha duas equacdes do 1° grau, 4x = 2a — 2x e 4x = 2b — 2x, e apenas uma incégnita. Logo, é
necessdrio fazer algumas manipula¢des. Considere os reais positivos & e f3.

Aplicando a Desigualdade MA-MG nos termos x, &(2a — 2x) e 3(2b — 2x), obtém-se

x+o(2a—2x)+ B (2b —2x) v/x-a(2a—2x) - B(2b —2x)

3

Como a cota superior independe de x, entdo 1 —2a —2f =0 (x). Além disso, V serd

e2pB = al

méximo quando x = o(2a — 2x) = B(2b — 2x), ou seja, quando 2 = PR
a—x —x

Substituindo isso em (), obtém-se

X X — 0

a—x b—x
x(a—x)+x(b—x)
(a—x)(b—x)
(a+b)x—2x*> = ab—(a+b)x+x*
3x* —2(a+b)x+ab = 0
2(a+b)++\/4(a+b)%—12ab

= 1

X = 6
a+b=+va®—ab+ b?
X =
3
b—+a?—ab+ b?
Como x < a,b, V serd maximo quandoxza+ a3 bt .

Note que, na situacdo especifica em que a cartolina tem um formato quadratico, tem-se

a .
X = 3 como provado no problema anterior.
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Problema 5.3.8. Gostar-se-ia de fabricar uma lata de formato cilindrico com um dado volume.

Quais devem ser as dimensoes dessa lata a fim de minimizar o gasto de material para fabricd-
la?

Solucdo. Sejam r o raio da base da lata, /& a sua altura, V o seu volume e A a sua drea. Entdo
V=nr’heA=2mnr"+2nrh.
Aplicando a Desigualdade MA-MG nos termos 2772, trh e rh, tem-se

A 27
am ”;“’”h > {(@nr?) (rrh) (zrh) = {217y = V2aV?

Logo, A é minimo quando 277> = 7rh = wrh, ou seja, quando 2r = h.
Portanto, a lata cilindrica que menos gasta material para ser produzida € a que tem formato

cilindrico equilétero.

Problema 5.3.9. Resolva agora o problema anterior considerando que a lata ndo tem tampa

superior.

Solucao. Novamente, sejam r o raio da base da lata, & a sua altura, V o seu volume e A a sua
drea. Entdio V = nrih e A = wr? + 2nrh.
Aplicando a Desigualdade MA-MG nos termos nr?, wrh e Trh, tem-se

A B r? + rh+ wrh S
3 3 -

o) (uen) () = 2w (mron)2 = VAV

Logo, A é minimo quando 7r? = mrh = mrh, ou seja, quando r = h.
Portanto, a lata cilindrica sem tampa que menos gasta material para ser produzida é a que

tem altura igual a metade do seu diametro.

Mais uma vez, observe como a retirada da tampa da lata alterou as suas dimensdes 6timas.
A lata obtida no Problema 5.3.9 € a metade inferior da lata do Problema 5.3.8 quando esta tem

volume igual a 2V'.

5.4 Meétodo das Derivadas

Naturalmente, este método de otimiza¢do de uma grandeza consiste em interpretar a medida
dessa grandeza como uma funcao real de uma varidvel e depois aplicar o método estudado na
Subsecio 4.8.

Problema 5.4.1. Resolva através do método das derivadas os problemas abaixo.

a) Problema 5.2.2.
b) Problema 5.2.7.

¢) Problema 5.3.6.
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d) Problema 5.3.7.
e) Problema 5.3.8.

f) Problema 5.3.9.
Solucio.

a) Considere o plano cartesiano e suponha que os pontos iniciais e finais, A = (x4,y4) e B=
(xp,yp) respectivamente, do colhedor de cogumelos estd no primeiro quadrante. Entao
va,¥p > 0. O eixo das abscissas representa a estrada. Logo, quer-se encontrar o ponto
P = (x,0) que minimiza AP + BP.

Seja a fungdo
ffR — R

X \/(xA—x)z—Fyfﬁ- \/(xB—x)2+y129

Note que f(x) = AP+ BP. Entio quer-se encontrar x tal que f(x) seja minimo.

Perceba também que, Vx € R, f(x) > \/O2 +y4+ \/02 +y% = ya + s, onde a igualdade
ocorre apenas se x4 = xg = x. Logo, P ¢ a intersecdo do segmento A’B com o eixo das

abscissas, onde A’ é o ponto simétrico a A em rela¢io a esse mesmo eixo.

X—X X—X
Suponha agora que x4 > xg. Como f’(x) = 4 + 5 , entdo,

(xa—x)24+y2  y/(xg—x)2+y3
Vx > xa, f'(x) > 0 e, portanto, f € crescente em (xa,o0), e ainda, Vx < xp, f'(x) <0,

implicando em f ser decrescente em (—oo,x5). Tome, entdo, x € (xp,x4). Logo,

f/(x): X —XA 4 X—XB Z 0
(xg —x)2+y2 (xg —x)2 +y3
A B
X — XA Z XB—X
(xa —x)2+ 3 \/ (x —x)2 43
(xa—x?  _ _ (xg—x)’
(xa—x)2+y; = (B—x)2+y;
(xa—x)* [(g =x)>+y5] < (—x)?[(xa —2)* +1i]
(a =25 < (xp—x)%3
(xa —x)yg < (x—xp)ya
xaygt+xpya < (ya+yp)x
XAYB + XBYA
x > —
ya+yg
Logo, f'(x) <0sex € (—00, w), implicando em f ser decrescente nesse in-
YATYB

XAYB +XBYA

tervalo, e ainda f’(x) >0sex € (
ya+YB

,oo) , tornando f crescente nesse intervalo.
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b)

Além disso, como f’ ()WB——W) =0, entdo f(x) é minimo nesse ponto.
YA +YB
Ora, note que
. = YayB +XBYA
ya+yg
xAYB+xpya = (ya+yp)x
(xa —x)yp = (x—xB)ya
AoP-BBy = BoP-AAg
AP A
BoP BBy

onde Ag e By sdao os pés das retas perpendiculares ao eixo das abscissas e que passam

pelos pontos A e B respectivamente.

Logo, AAPAy ~ ABPB, em particular, m = ﬁA\o = I%P\B. Portanto, P € A’B, como

era esperado.

O mesmo resultado seguiria supondo que x4 < xp, pois o comprimento do caminho A —

P — Béigualaode B— P — A.

Observe que o caminho mais curto de um vilarejo a qualquer ponto da margem do rio €
sempre uma linha reta. Além disso, o comprimento da ponte € sempre o mesmo indepen-

dente de onde ela esta situada.

E 6bvio ver que, se 0 segmento que passa pelos dois vilarejos € perpendicular as margens
do rio, entdo a ponte deve ser colocada sobre esse segmento. Suponha entao que os vilare-
jos ndo estdo numa reta perpendicular as margens do rio. Pode-se representar as margens
do rio e os dois vilarejos como retas paralelas e pontos distintos no plano cartesiano res-
pectivamente. Sejam y = 1 e y = 0 as equagdes das margens rj e rp do rio, V; = (x1,y;)
e Vo = (0,y,) as coordenadas dos vilarejos, onde y; > 1 e y, < 0 < x; (0 caso em que
x1 < 0 segue por analogia), e P = (x,1) e Q = (x,0) as coordenadas das extremidades da

ponte (onde ela toca as margens). Note, entdo, que a ponte tem comprimento igual a 1.

Logo, se a ponte for colocada num ponto Fy de r; — consequentemente, a outra extremi-
dade estard no ponto Qg de r, que tem mesma abscissa que Fy—, entdo o comprimento

do menor caminho entre os dois vilarejos é Vi Py + V,Q + 1. Entdo, sendo

FO) =ViP4+VR0+ 1=/ (r —x)2 4+ (1 — D242 433+ 1,

quer-se encontrar x tal que f(x) seja minimo.

Ora, f'(x) =

X — X1 +
\/(xl —x)?+(y1 —1)? 1/x2—|—y%

f'(x) > 0. Logo, f decresce no intervalo (—eo,0] € cresce em [xy,00).

. Entdo, se x <0, f/(x) <0, e, se x > x,
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c)

d)

Suponha, entdo, que x € (0,x1). Segue que

X—X1 X

fx)= + > 0
V(x—x)2+ (y1 — 1)? \/x2+y%
(x] —x)? < x?
(1 =x)2+( -1 = 24y}
(1 =2 +y3) < =%+ —1)7]
(=% < P -1)°
(x=x1)y2 < x(yi—1)
2=yi+Dx < xiy
> X1y2
T -+l
Logo, f'(x) <0 sex € (—w,%), implicando em f ser decrescente nesse in-
Y2 =1

. X .
tervalo, e ainda f(x) > 0 se x € ( 1—)’2—“’00)’ tornando f crescente nesse intervalo.
Y2—=MN
p . / X1Y2 x P
Além disso, f (—) =0, entdo f(x) € minimo nesse ponto.
y2=y1+1

Portanto, representando a ponte no mesmo plano cartesiano, a posi¢ao 6tima dela € o

. X1)2 X1)2
segmento que liga os ponto (—,O) e (—, 1) . Ora, note — por seme-
y2=y1+1 y2—=y1+1
lhanca de triangulos, por exemplo — que esses pontos sdo justamente as intersecdes de

r1 com a reta que passa pelos pontos Vi e (0,y,+ 1) e de rp com a reta que passa pelos

pontos V; e (x1,y; — 1), respectivamente, como esperado.

Seja f a fun¢do do volume dessa caixa. Note, entdo, que o dominio de f é o intervalo
(0,a). Logo, f(x) = x(2a — 2x)?. Calculando a derivada de f, tem-se

f'(x) = (2a—2x)* — 8x(a —x) = (4a — 12x)(a —x).

Como a —x > 0, entdo f’ (x) <0seda—12x <0, i. e., quando x > g. Da mesma forma,

a ) a a
fl(x)>0sex< 3 Entdo f cresce no intervalo (O, 5) e decresce em <§,a).
. L. a
Logo, o volume da caixa serd mdximo quando x = 3

Sem perda de generalidade, tome a < b. Mais uma vez, sendo f a fun¢do do volume dessa
caixa, o seu dominio é o intervalo (0,a). Logo, f(x) = x(2a — 2x)(2b — 2x). Calculando

a derivada de f, tem-se

f'(x) = (2a —2x)(2b — 2x) — 2x(2b — 2x) — 2x(2a — 2x) = 12x* — 8(a + b)x + 4ab.

Logo, o gréfico de f’ (tomando como dominio toda a reta real) é uma pardbola com
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e)

concavidade para cima. Note que

flx) =0
8(a+b)++/64(a+b)2—192ab

S 24

_ a+bx/(a+b)*—3ab
T 3
. — a+b++a*—ab+b?

3

a+b—+a?*—ab+b?
3

Como x € (0,a), entdo f é crescente em (0,

<a+b—\/a2—ab+b2 a)

) e decresce em

3

a+b—+a*—ab+b?
3

Portanto, o volume da caixa € miximo quando x = , COMo espe-

rado.

Sejam V o volume da lata, r o raio da sua base, /& a sua altura e f a funcdo da sua drea
em relacdo a » com dominio (0,%). Entdo V = ntr?h e f(r) = 2mr? + 27rh. Dessas duas

equagdes, segue que

2V
f(r)=2mr* +—.
r
Note que
2V
"(rY=4nr—=—= > 0
£ =dmr =3 >
Vv
3
>
o= 2
r> L
2n
Vv Vv
Logo, f decresce em (O, ¥ E) e cresce em (3 ﬁ,oo)

, [V [r2h ,
Portanto, a drea é minima quando r = ’ o - - ou seja, quando 2r = h, como

esperado.

Mais uma vez, sejam V o volume da lata, r o raio da sua base, 4 a sua altura e f a funcio
da sua drea em relagio a r com dominio (0,e0). Entio V = ntr’h e f(r) = nr? +2xrh.
Dessas duas equagdes, segue que

f(r)=nmr*+ ZTV

54



Note que

f(r)=2mr— v

Vv

~

WY,

» Al @
8 <

% %
Logo, f decresce em (O, ¥ E) e cresce em (3 E,oo).

. A% 3 )
Portanto, a drea € minima quando r = ’/ — = v/r2h, ou seja, quando r = h, como espe-
T
rado.

55



6 A Matematica das Abelhas

Nesta secdo, apresentam-se alguns conceitos geométricos presentes na polinizagdo de finitas

flores pela espécie Bombus terrestris e no formato dos alvéolos das colmeias.

6.1 A matematica da polinizacao das abelhas Bombus terrestris

Como ja foi dito na Secdo 4, um estudo de LIHOREAU et al. (2010) descobriu que as
abelhas da espécie Bombus terrestris buscam o melhor caminho para polinizar um conjunto
finito de flores. Esse experimento remete ao classico problema do Caixeiro Viajante, onde quer
se descobrir a rota mais curta que um caixeiro viajante pode percorrer para visitar um certo
ndmero de cidades passando por todas elas exatamente uma tnica vez. Note que, como hd um
nimero finito de cidades (e de flores), entdo hd também um nimero finito de rotas possiveis. Por
consequéncia, de fato existe uma rota minima, como também existe uma rota méxima. Porém,

a unicidade dessa rota ndo é geralmente verdade, como serd observado na Subsec¢ao 7.1.

Definicao 6.1.1. Sejam V1, ..., V,, pontos distintos no plano. O caminho poligonal V...V, € uma

curva composta pelos segmentos V1V, ..., V,_1V,, em sequéncia.

Observe o abuso de notacdo na definicdo acima. De fato, o caminho poligonal V;...V,, é
uma coisa distinta do poligono V;...V,,. Como foi assumido até agora, quando nido houver
especificacdo, V...V, denotard o poligono de vértices Vi, ..., V,.

Como, no plano euclidiano, o menor percurso entre dois pontos € um segmento de reta, se
uma colmeia poliniza n flores, visitando todas uma tnica vez, através de um percurso 6timo,
elas seguem por um caminho poligonal cujos vértices sdo as flores visitadas em sequéncia.

Como as flores sdo distintas, cada vértice € extremidade de, no maximo, dois segmentos.

Definicao 6.1.2. Diz-se que dois ou mais lados de um poligono sdo consecutivos se eles formam

um caminho poligonal. Os vértices desses lados sdo chamados de vértices consecutivos.

Definicao 6.1.3. Um poligono é simples se para quaisquer dois lados ndo consecutivos a inter-

secdo entre eles € vazia.

Supondo que as abelhas comecam e terminam o seu percurso na mesma flor, entdo o cami-
nho poligonal percorrido por elas é dito fechado. Denote por Fj...F;, esse caminho poligonal
fechado, onde F; € a i-ésima flor a ser visitada e F € tanto a flor de partida quanto a de chegada.
Note que a intersec@o de dois segmentos distintos de Fi...F, pode ser um segmento de reta no
caso em que as suas extremidades s@o colineares e que pelo menos uma delas € interior do outro
segmento. Se quaisquer segmentos distintos se intersectam apenas em um unico ponto, entao
Fj...F, é um poligono. Em particular, se todo ponto de intersecao de dois segmentos de Fj...F;,
¢ exatamente o vértice em comum deles, i. e., dois segmentos se intersectam se, € somente se,

eles sdo consecutivos, entdo Fi...F, € um poligono simples.
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Abaixo seguem algumas definicdes e resultados importantes para os problemas sobre a oti-

mizacdo do percurso de polinizagdo das abelhas que serdo tratados na Subsegdo 7.1.

Definicao 6.1.4. A unido de um poligono com o seu interior é chamada de regiao poligonal

definida por esse poligono.

Definicao 6.1.5. Chama-se um poligono de poligono convexo se, para quaisquer dois pontos
distintos seus, o segmento definido por eles estd incluso na regido poligonal determinada por

ele.

Definicao 6.1.6. Diz-se que uma regido qualquer do plano é uma regiao convexa se, para

quaisquer dois pontos distintos seus, o segmento definido por eles estéd incluso na regido.

Note a diferenga das defini¢des de convexidade para um poligono e uma regido qualquer do
plano euclidiano. Todo poligono, inclusive convexo, ndo € uma regido convexa. Basta observar

qualquer segmento cujas extremidades estdo no interior de dois lados distintos seus.

Definicao 6.1.7. O fecho convexo de um conjunto de pontos do plano € a menor regido convexa
que contém esse conjunto, i. e., € a interse¢do de todas as regides convexas que contém o

conjunto.

Proposicao 6.1.8. Sejam n > 3 e Py,..., P, pontos ndo-colineares do plano. Prove que o fe-
cho desses pontos é uma regido poligonal tal que os vértices do poligono que a define sdo
Pe,y.- s Py, onde ki, ....ky € [n].

m

A proposicdo segue por inducio em n.
Da proposi¢ao acima, decorre que o caminho 6timo percorrido pelas abelhas na polinizagao
de n flores est4 contido numa regido poligonal cujos vértices sdo m < n dessas flores. O poligono

que define esse fecho convexo serd chamado doravante de fronteira.

6.2 A matematica dos alvéolos

Como visto na Secao 4, HALES (2001) provou que o hexdgono regular € a curva fechada
com a menor drea dentre as isoperimétricas que conseguem ladrilhar o plano. Essa prova é de-
masiadamente complexa para este trabalho, entdo serd visto aqui uma demonstra¢io incompleta

através de trés problemas intermedidrios.
Problema 6.2.1. Quais poligonos regulares conseguem ladrilhar o plano?

Solucdo. Primeiramente, note que apenas o tridngulo equildtero e o quadrado conseguem ladri-
lhar o plano sem ter necessariamente todos os lados de um poligono coincidentes com os lados
de outros poligonos.

De fato, suponha o contrério, i. e., 3n > 4 tal que o n-gono regular ladrilha o plano sem

ter necessariamente todos os lados de todos os poligonos coincidindo com o lado de outros
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Figura 15: A esquerda, os lados dos poligonos ndo sdo coincidentes com os lados dos outros,
diferentemente do que ocorre no ladrilhamento a direita.

poligonos. Logo, existe um ponto no plano interior a um lado de um n-gono e vértice de outros.
Seja k+ 1 o ndmero de angulos formados nesse ponto. Como ele € interior de um lado de um n-
gono, segue que um desses angulos € raso. Logo, a soma dos demais também € um angulo raso.
Temos, entdo, 180° =k - (’1_2)—1800 >k- (4_2)—1800 =90° -k, implicandoem 2 > k=1¢

n 4
—2)-180° -2
(n=2) = " =1, um absurdo.
n n

Tome agora um n-gono regular qualquer capaz de ladrilhar o plano tal que cada vértice de

ainda em 180° =

um n-gono pertence ao lado de outro se, e somente se, aquele também for vértice deste. Dessa
(n—2)-180°

forma, segue que m - = 360°, onde m é o nimero de n-gonos que compartilham

2 2n—444 2(n—-2)+4
n_ 2n +:(n )+:2+

) o . n—2  n-2 n—2 n—
nimero inteiro positivo, n — 2 deve serigual a 1,2 ou 4, i. e., n € 3,4,6.

um mesmo vértice. Entdo m = . Como m é um

Conclusdo, apenas o tridngulo equildtero, o quadrado e o hexdgono, dentre os poligonos

regulares, conseguem ladrilhar o plano.

Lembre que uma circunferéncia estd inscrita num poligono se todos os lados dele sao tan-
gentes a ela. Além disso, diz-se que uma circunferéncia circunscreve um poligono se ela contém
todos os vértices dele. Embora ndo seja verdade que todos os poligonos sdo inscritos ou cir-
cunscritos em alguma circunferéncia, isso € sempre vdlido quando eles sdo regulares. Nao
apenas isso, mas os centros dessas circunferéncias (chamados de incentro e circuncentro) sao
coincidentes. Por fim, a circunferéncia inscrita num poligono regular o tange nos pontos médios

de seus lados. Para ver esses conceitos com mais detalhes, além de uma demonstracdo para a
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Sect

Figura 16: Pentagonos regulares ndo conseguem ladrilhar o plano. Os angulos marcados tém

medida igual a 36°.

Figura 17: Octégonos deixam espacgos na forma de quadrados na tentativa de ladrilhar o plano.

ultima proposicao, consultar a Aula 6 de (SANTOS e VIGLIONI, 2011).
Essas observagdes foram necessdrias para a apresentacdo de algumas defini¢cdes que serdo

importantes para enunciar e resolver alguns problemas.

Definicao 6.2.2. O centro de um poligono regular é o centro comum das circunferéncias

inscrita e circunscrita nesse poligono.

Definicao 6.2.3. Um apdotema de um poligono regular é um segmento cujas extremidades sdo o

centro do poligono e o ponto médio de um de seus lados.

Observe que os ap6temas sao raios da circunferéncia inscrita no poligono regular. Além
disso, eles coincidem com as alturas dos tridngulos is6sceles congruentes que dividem o poli-

gono.

Problema 6.2.4. Prove que a drea de um n-gono regular é igual ao produto do seu semiperi-

metro e da medida dos seus apotemas.
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Solucao. Sejam P, um n-gono regular, A a sua drea, p o seu semiperimetro e / € a as medidas
dos seus lados e dos seus apdtemas, respectivamente. Logo, 2p = n-[l. Quer-se provar que
A=p-a.

Note que P, pode ser dividido em n tridngulos isOsceles congruentes cujas bases sdo os lados
de P, e o vértice oposto dessas bases € o centro do n-gono. De fato, sdo isdsceles e congruentes,
pois os dois outros lados sdo, por construgdo, raios da circunferéncia que contém os vértices de
P,. Logo, cada um desses n tridngulos tem 4rea igual a A; e a drea de P, € igual a soma das dreas

desses triangulos, i. e., A =n-A;.

Figura 18: E possivel dividir um n-gono regular em »n tridngulos isésceles congruentes.

n-l-a

2

I
Como A; = Ta’ entdo A = =p-a.

]

Como o (bari)centro de qualquer tridngulo divide qualquer uma de suas medianas numa

proporc¢do de 1 : 2 e, no tridngulo equilétero de lado /, os segmentos de suas alturas, que medem

V3 13

— coincidem com as medianas, entdo a medida de seu aptema é — - —— = ——. Calculando

3 2 6
) - o N 31 1V3
a drea do tridngulo equildtero pela expressdao do Problema 6.2.4, tem-se A =p-a= — - — =

2 6
’V3
4+ [ 41 1
Note que o ap6tema de um quadrado de lado / tem medida 7 EntdioA=p.-a= 55" 2.
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De fato, as expressdes obtidas para o cdlculo da drea de um tridngulo equildtero e de um
quadrado, ambos com lado /, sdo as mesmas obtidas pelo produto da base pela altura (metade
do produto para triangulos).

Como o hexdgono regular de lado / pode ser dividido em 6 triangulos equildteros congruen-

PV3  3V3-12 .
2

7] . E interessante notar que é possivel

, 6/ 13 . . :
fatorar a dltima expressao na forma A = — - — onde o primeiro fator € justamente o semi-

perimetro e o segundo, a medida dos apétemas do hexdgono, que coincidem com as alturas dos

tes de lado /, a sua drea é iguala A =6-

triangulos equiléteros que o divide (Figura 18).

) o 2
De modo geral, a medida dos ap6temas de um n-gono regular é a = 3 tg <5> = pT/n .

o (04 . ~ . <
tg (§> _ 7. tg <5>, onde o € a medida dos angulos internos do n-gono. Logo, a drea de um
n
2 2
) o n-l o
n-gono regular também pode ser escrita na forma A = P tg (5) =7 tg (5>
n
De fato, verifique que, dessa forma, obtemos as mesmas expressoes ja encontradas para os

casos do tridngulo equilétero, do quadrado e do hexagono regular.

Problema 6.2.5. Sejam m,n € N :m > n > 3. Considere dois poligonos regulares isoperimé-

tricos: o m-gono e o n-gono. Prove que, dentre os dois, 0 m-gono é o que tem a maior drea.

Solucdo. Sejam A,, e A, pm © pn, € an € a, as areas, os semiperimetros e as medidas dos
apdétemas do m-gono e do n-gono, respectivamente.

Entdo, do Problema 6.2.4, seque que Ay, = py, - am € Ay = pn - a,. Como estd sendo suposto
que os dois poligonos regulares sao isoperimétricos, entdo p = p,, = p,. Logo, a relagdo de A,
e A, depende das medidas de seus respectivos apdtemas.

Como afirmado anteriormente, os apétemas de um k-gono regular de lado / coincidem com

as alturas dos tridngulos isOsceles congruentes que dividem esse poligono. Logo, sendo o4 o

(04
valor dos angulos internos do k-gono, a medida de seus ap6temas € a; = 5 tg (%) Como
a medida dos angulos internos de um poligono regular é sempre menor que 180°, entdo 0° <
(07 -2 -2
7" < 90°, ou seja, Ek estd no primeiro quadrante. Visto que ¢, = M -180° > M .
n

180° = a, e que, no primeiro quadrante, a fungdo tangente é positiva e crescente, segue que

aﬂ’l an .
tg 5 > tg 5 €, por conseguinte, a,, > a.
Finalmente, conclui-se que A,, = p-ay, > p-a, = A,.

]

Dos trés problemas acima, segue que, dentre todos os poligonos regulares isoperimétricos,
o hexdgono € o que tem a maior area.
Sabe-se que os alvéolos t€m inclina¢do de 90°. Abaixo verifica-se que essa é, de fato, a

inclinacdo que maximiza o volume deles.

Problema 6.2.6. Prove que a drea lateral de um prisma reto é o produto do perimetro da sua

base com a sua altura.
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Solucao. Lembre que a as faces laterais de um prisma reto sdo retangulos de altura igual a do
prisma e bases coincidentes com os lados da base do prisma. Sendo, entdo, n o nimero de faces
laterais do prisma, by, ..., b, as medidas dos lados da sua base, & a sua altura, 2p o perimetro da

sua base, A; a sua drea lateral e Ay, ...,A, a drea de cada face lateral, segue que
: (
i=1 i

Problema 6.2.7. Mostre que, dentre todos os prismas com uma dada drea e cuja base seja

I|
||M=.
M:

b-) -h=2ph
1

O

definida por um dado n-gono, o prisma reto é o que possui o maior volume.

Soluc¢ao. Ora, o volume de um prisma depende apenas da 4rea de sua base e a medida de sua
altura, entdo basta provar que a altura de um prisma reto € sempre maior que a de qualquer
prisma obliquo de mesma base.

A area de um prisma P é dada pela férmula
Si(P) = 28,(P) + Si(P)

sendo S, (P) a drea da segdo transversal (base) e S;(P) a soma das dreas das faces laterais de P.
Sejam P, e P,;, um prisma reto e obliquo, respectivamente, tal que eles possuem mesma base

e mesma drea. Logo,
Si(Pr) = Si(Pop) = 2-Sp(Pr) +S1(Pr) = 2-Sp(Pop) + Si(Pop)-

Ora, P, e P, tem mesma secdo transversal, entao

Sp(Pr) = Sp(Pop)=S1(Pr) = Si(Pop)-

Sejam f1, ..., f, as faces laterais de P, 7y, ..., 7, os planos definidos por fi, ..., f,, respectiva-
mente, 7T o plano que contém a base inferior de P e h a altura deste. Além disso, sejam «, ..., 0,
os angulos entre os planos 7, ..., T, respectivamente, e 7.

Logo, cada f; é um paralelogramo, por constru¢do, cujas base e altura medem by e hy =

) ) h
, respectivamente, e, portanto, tem drea igual a Ay = by - hy = by, - .
sen oy sen O,

Aplicando essas informagdes em S;(P,) = S;(P,p), segue que

S v
k=1 k=1
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Como ¢ , = ... = 0, = 90° e P, e P,, tém mesma base, entdo

n n
kgl bk . g sen ak ob

h
— >h,. Logo,
sen Oyp

Note que pelo menos um oy ., € diferente de 90° e, portanto,

Figura 19: Prismas hexagonais regulares reto e obliquo de mesma base e drea. Note que a altura
do segundo prisma é menor e, por isso, o seu volume é menor do que o do primeiro.

Doravante, um prisma reto ou um objeto prismatico reto serd chamado apenas de prisma ou

objeto prismatico.
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7 Otimizacio na matematica das abelhas

Serdo resolvidos e analisados agora alguns problemas de otimizacdo relacionados com a
matematica das abelhas. A primeira subsecdo trata da busca de um caminho 6timo que as
abelhas podem percorrer a fim de polinizarem um certo nimero de flores distribuidas de uma
forma especifica. J4 a segunda trata sobre a otimizacao dos alvéolos, procurando um formato

6timo para maximizar o seu volume diminuindo o custo de cera para fazé-los.

7.1 Otimizacao do caminho de polinizacao

Para os problemas e comentdrios que se seguem, considera-se uma visita a uma flor se as
abelhas de fato polinizarem essa flor. Entdo, havendo trés flores colineares, € possivel que as
abelhas saiam de uma extremidade, voem exatamente por cima da flor intermedidria sem visita-
la, cheguem na flor da outra ponta e depois visitem a segunda flor.

Note que, para 2 flores, s6 existe um caminho possivel que as abelhas podem fazer na
polinizacdo, comecando e terminando numa mesma flor.

Para 3 flores, sejam elas colineares ou nao, existem dois caminhos de mesmo comprimento,
mudando apenas a ordem em que as flores sdo visitadas.

Note que, nos casos acima, o problema de encontrar o caminho 6timo € trivial, pois nao
ha caminhos com diferentes comprimentos. Logo, qualquer um deles é 6timo. Agora, para
mais de trés flores, ja € possivel encontrar rotas com diferentes comprimentos. Os seguintes
problemas abordam o caso em que hd mais de trés flores a serem polinizadas. Para possiveis

indices a ¢ [n], tomar-se-d F, = Fj, onde b € [n] ea=b mod n.

Problema 7.1.1. Uma colmeia de abelhas encontrou um caminho étimo para a polinizagcdo de
n > 3 flores. Elas saem de uma flor, passam por todas as outras uma unica vez e voltam para a

primeira novamente. Mostre que o caminho encontrado por elas é um n-gono simples.

Solucao. Sejam Fi,..., F, as flores visitadas pela colmeia, onde F; € a i-ésima flor visitada.

Quer-se provar que Fj...F, é um poligono simples. Suponha que ndo é. Entdo 3,k € [n] :
FiFi 1NFF=P#0e j+1 <k <n. Note que F;Fj| e FiFi1 ndo sdo consecutivos. Um
dos seguintes casos ocorre.

* Caso 1: P é um ponto interior de ambos segmentos.

Entdo F;F.P e Fj1Fj P sdo tridngulos. Aplicando a Desigualdade Triangular neles, tem-

se FiP+ F.P > FjF e Fj \P+ F P> Fj 1F, respectivamente. Somando essas duas desi-

gualdades, obtém-se

FiFj 1+ FiFiyy > FiFg+ Fi1 Py

Logo, o comprimento de Fi...F;[Fjy1...F¢|Fiy...F,, onde [Fjii...Fi| significa a ordem in-
versa dos vértices Fjy1...Fy, € menor que o comprimento de F...F,. Isso contradiz o fato de

que Fi...F, é o caminho 6timo percorrido pelas abelhas.
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Fi— Fiyo

Figura 20: A trajetdria das abelhas se cruza no ponto P.

* Caso 2: P é uma flor, i. e., ¢ um dos extremos de um dos segmentos.

Como FjFj e FiFj11 ndo sdo segmentos consecutivos, entdo P nio pode ser extremo dos
dois segmentos. Sem perda de generalidade, pois os demais subcasos seguem de forma andloga,

suponha que P = Fj ;.

Aplicando a Desigualdade Triangular no tridngulo F;FiF 1, tem-se F;Fj 1 + FiFj 1 > FiFy.
Novamente se conclui que o comprimento de Fi...F;[Fj...F¢|Fi+1...F, ¢ menor que o compri-

mento de Fi...F,.

P
e Fy o
Ej
Fy P=F; Fios
— L'
————————— Fipo
Fr

Figura 21: A flor F; | estd entre as flores Fj e Fj.

* Caso 3: P é um dos segmentos.

Isso significa que um dos segmentos estd contido no interior do outro. Além disso, como

0s segmentos nao sao consecutivos, entdo o menor segmento estd contido no interior do maior.
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Suponha, sem perda de generalidade, que P = FjFj | C FiFi1 e Fj € FiFj.

subcasos seguem de maneira andloga.

Logo,

FiFir1 = FFj+ FiFj + Fjp1 Fg,

implicando em FiFj 1+ FiFppr > FiF+ FijoFiga. Entdo F; ...Fj[Fj_,.] ...Fk]Fk+1

nor comprimento que Fi...F;,, chegando numa contradicdo mais uma vez.

—e [y

Os demais

...F, tem me-

Figura 22: A flor Fj estd entre as flores F € Fj; 1, € esta, entre Fj e F.

* Caso 4: P ¢ um segmento diferente dos outros dois.

Isso significa que apenas um extremo de cada segmento estd contido no interior do outro.

Suponha, sem perda de generalidade, que Fj € F;F; 1. Os demais subcasos seguem de maneira

analoga.
Logo,

Fjbiy1 = Fili + FiFjp1 + Fjyi Pyt

implicando em Fij+1 + FpFpq1 > Fij +Fj+1Fk+1. Entdo Fl...Fj[Fj+1...Fk]Fk+1

...[F, tem me-

nor comprimento que Fj...F;, contradizendo, mais uma e ultima vez, com o fato deste ser o

caminho 6timo.
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Fji
* Fk'+'|

Figura 23: A flor Fj esta entre as flores Fj e Fj1, € esta, entre Fj € Fj.

Portanto, Fi...F, € um poligono simples.
[

O que o problema acima provou foi que, se uma colmeia descobriu um caminho 6timo para
a poliniza¢do de n flores, entdo ela nunca voou por uma mesma coordenada do plano, i. e., ndo

ha cruzamentos na sua rota.

Problema 7.1.2. Uma colmeia de abelhas encontrou um caminho étimo para a polinizacdo de
n >3 flores: Fy,...,Fy,, onde F; é a i-ésima flor a ser visitada. Elas come¢cam e terminam em Fj.
Seja Fy, Fy,...Fy,, m < n, a fronteira do fecho convexo de {Fy,...,F,}, onde ki < ka,k3,...,kp, e
ky < ky. Mostre que k1 < ko < ... < ky,.

Solucgdo. Suponha que ndo é verdade que k; < kp < ... < k. Logo, Ip,qg € [m] : p+1<
q € kpy1 > kg Note, entdo, que o caminho poligonal aberto F Fy +1---F,—1Fy, separa os
vértices de Fy,...F;, em dois conjuntos ndo vazios: A = {Fkl,...,qu_l,kaH,...,ka} e B=
{Fi,+15 -+ Fi,~1}. Como qualquer caminho estd contido no fecho convexo de {Fi, ..., F, }, entdo
todo caminho que liga um vértice de A a um vértice de B intersecta Fy Fj +1...Fi,—1Fk,. Pelo
problema anterior, segue que Fj...F;, ndo é um caminho 6timo, um absurdo.
Portanto, k| < kp < ... < ky,.
[

Por que a condigdo Fj, < Fy, foi necessdria no enunciado do problema acima? Note que,
num poligono, ha dois possiveis sentidos a percorré-lo. Em particular, num poligono convexo,
como o do problema, os sentidos sdo horario e anti-hordrio. Considerando a Figura 24, as
abelhas visitaram as flores F,,...,Fj, no sentido hordrio da fronteira. Sem a condi¢do men-

cionada, as abelhas podiam percorrer o mesmo caminho, porém na ordem inversa, passando
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Fk, F,

Figura 24: O caminho aberto Fi Fy,+1.--Fy,—1F, divide o fecho convexo em duas partes.

pelas flores da fronteira no sentido anti-horario. Dessa forma, teriamos duas possibilidades
ki <ky < ...<ky (sentido hordrio) e k| < k,;, < k,—1... < kp (sentido anti-horario).

Outra coisa importante a se perceber, é que as flores que pertencem a fronteira, mas que
ndo sdo vértices desta, i. e., ndo sdo nenhumas das Fy , ..., Fj, , também sdo visitadas na ordem
ciclica em que aparecem na fronteira. Novamente, isso decorre diretamente do Problema 7.1.1,
pois, caso contrdrio, haveria uma interse¢ao de segmentos nao consecutivos do caminho.

Em resumo, se uma colmeia percorre um caminho 6timo na polinizacdo de n flores, en-
tdo elas passam pelas flores da fronteira numa das duas ordens ciclicas em que estas estdo na

fronteira.

Problema 7.1.3. Uma colmeia de abelhas encontrou um caminho étimo para a polinizagcdo de
n > 3 flores. Mostre que, se todas as flores pertencem a fronteira do fecho convexo definida por

elas, entdo o caminho étimo é a propria fronteira.

Solucdo. Seja Fy, ...Fy, aordem ciclica em que as n flores aparecem na fronteira, onde {k, ...,k }
[n], ki < ko,k3,....kp € ky < k;. Do problema anterior, decorre que k; < ky < ... < k. Logo,
ki=i,Vie [I’l]
Portanto, a fronteira € um caminho 6timo, podendo as abelhas voarem pelo sentido horario
ou anti-horario.
[

Um caso particular do problema acima € quando as n flores definem um n-gono convexo.
Nesse caso, os caminhos 6timos serdo o proprio poligono percorrido em suas ordens hordria e

anti-horaria.

Problema 7.1.4. Uma colmeia de abelhas encontrou um caminho étimo para a polinizacdo de

n > 3 flores. Seja F...F, esse caminho. Mostre que, se todas as flores, exceto F,, pertencem a
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fronteira de {F\,...,F,}, entdo

FyFy; + FyFi. — FioF

i+1

¢é minimo (ndo necessariamente de forma exclusiva) quando ki = q — 1, onde {ky,....kn—1} =
n\{q} ek < ... <kn_1.

Solucao. Do Problema 7.1.2, segue que as flores

Fi,....Fy1,Fg11, ..., Fy, aparecem na ordem ciclica da fronteira de {F,...,F,}. Seja2p o pe-

rimetro da fronteira. Entdo o comprimento da trajetéria 6tima da colmeia € dado por

2p+ Fqu,1 + Fqu+1 — ququ+1 .

Logo, Vi € [n—1],

2p 4+ Fybiy + FyFip1 — BB 2 2p+FyFg 1+ FoFy — Fy1Fy
FyFy + FyFioq — FoFea 2> FgFy gy — Fyo1 by

Portanto, FyFy, + FyFy,+1 — Fy,Fi,+1 € minimo (ndo necessariamente de forma exclusiva)
quando k; =g — 1.

]

O resultado do problema acima diz que o caminho 6timo de polinizagdo, quando as flores

estiverem distribuidas como no enunciado, terd a forma de um poligono nio convexo.

Figura 25: Caminhos 6timos de polinizacdo de 6 flores onde 5 delas formam um pentagono
regular e a sexta € o seu centro.
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E importante observar que, em alguns casos, o caminho mais curto, mesmo desconsiderando

as ordens inversas, nio € tinico, como mostra a Figura 25.

7.2 Otimizacao dos alvéolos de uma colmeia

Ja foi visto que as abelhas de fato escolheram o melhor formato para a se¢do transversal dos
seus alvéolos: o hexdgono regular. No entanto uma possivel pergunta pode surgir: € o formato
espacial dos alvéolos realmente o que minimiza a sua drea — reduzindo, assim, o gasto de cera
para a sua produ¢cdo — e maximiza o seu volume dentre todos os sélidos que "ladrilham" o
espaco ou, pelo menos, a regido entre dois planos paralelos?

Uma primeira alternativa ao formato real dos alvéolos seria, naturalmente, um prisma regu-

lar hexagonal reto. Seria ele uma opg¢ao melhor para as abelhas?

Problema 7.2.1. Quais sdo as dimensées de um alvéolo de formato prismdtico hexagonal re-

gular a fim de minimizar o custo de cera para fazé-lo dado um certo volume?

Solucdo. Sejam a, p e h o apétema da base, o semiperimetro da base e a altura do alvéolo.

Como a base € hexagonal, entdo

6a 6a
P= (1200) _E_Z\@a'
tg 5

Logo, o volume do alvéolo é
V =A,-h= pah =2\/3d’h,

€ a sua area total,
A =Ap+A; = pa+2ph=2\V3a*+4v3ah.

Aplicando a Desigualdade MA-MG aos termos 2v/3a%, 2+/3ah e 2+/3ah, tem-se

2

Como V € fixado, segue que A serd minimo quando valer a igualdade. Isso ocorre quando
2v/3a* = 2+/3ah = 2+/3ah, ou seja, quando a = h.

Compare a solugdo desse problema com as dos Problemas 5.3.5 € 5.3.9. Nos trés, o formato
6timo ocorre quando a altura € igual ao apdtema ou ao raio da base. De fato, € possivel mostrar,

de forma andloga ao que foi feito acima, que isso vale para todo prisma regular.
O seguinte problema foi adaptado de (STEWART, 2015).

Problema 7.2.2. Numa colmeia, cada alvéolo é um prisma hexagonal regular, aberto numa

das extremidades e fechado por uma cobertura rombica na outra como mostra a Figura 26.
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Sendo h a medida da maior aresta lateral e | a medida dos lados da sua base, entdo, baseado

na geometria do alvéolo, pode-se mostrar que a sua drea é dada por

3 3v/3
A=06lh— 512 cotg () + %_12 cosec (0)

Figura 26: 6 é o angulo entre o eixo central do alvéolo e as faces rdmbicas.

a) Calcule dA/d6.

b) Qual valor do dngulo 0 as abelhas deveriam preferir?

c) Emtermos de | e h, qual é a drea minima de um alvéolo?
d) Escreva h em termos de | a fim de que a drea seja minima.

Solucao.

a) As derivadas das funcdes cotangentes e cossecantes sdo, respectivamente, — cosec?(0) e

— cosec (0) cotg (0) (vide anexo). Entdo

dA
5= %[2 cosec2(9) — —3\2/§12 cosec (0) cotg (0).
s
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b) Como 0 € (0°,90°) e arccos € decrescente, segue que

%lzcosecz(e)—%gl2 cosec(0)cotg(6) > 0
cosec(0) —v/3cotg(8) > 0
1—v3cos(8) > 0
cos(B) < \/T§
6 >

3
arccos (JT_) & 54°44’ .
. V3 V3
Logo, A decresce no intervalo, | —oo,arccos 3 e cresce em | arccos | = | e |.

3
Portanto, a drea do alvéolo serd minima quando 6 = arccos (%) = 54°44/

¢) Do item anterior, segue que a drea minima do alvéolo é

3 3 3V3 3
A = 6lh— 512 cotg o arccos <£> + T\/_lz COSEC 0 arccos <g>

3
3 2 33 6

— 6lh——12-£+—\/_12-£
20 2 2 2
3vV2, 92,

= 6lh———PP+="]

5 g
= 61h+37\/512.

d) Note que o volume do alvéolo € igual ao volume de um prisma com mesma se¢do hexa-

gonal e altura A, ou seja,

3v3-%h
V=Ah= 3V3-Lh
2
2V
Segue, entdo, que h = ————  (*).
g q 35
Substituindo na equagdo obtida no item anterior, tem-se
A% 3V2
A = 6l + V2
3\/§ ]2 2
43V N 3v2 2
-3 2
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24/3-V 23/3.V . 92

2 .
;i ] > [#, tem-se

Aplicando a Desigualdade MA-MG aos termos

2V3-V/I+2V/3-V/I4+9vV2-12/2 _ 3/2/3-V 23/3-V 9V2-1> s
= > . . = V2,
A 3 > z z > 34/2V2-V

2V3-V 23V 92
)
Finalmente, substituindo isso em (), tem-se

2 3\/613_£l
332 4 27

3v6

6
12, ou seja, quando V = Tl3.

Logo, A serd minimo quando

O formato 6timo resultante desse problema € a metade de um dodecaedro rdmbico. Esse
poliedro € convexo e tem 12 faces rombicas congruentes. Ele tem 14 vértices no total, 8 deles
sd@o comuns a 3 faces e os outros 6, a 4 faces. O angulo agudo dos losangos mede, aproximada-
mente, 70°32’. Esse angulo, ndo coincidentemente, ¢ 0 mesmo que aparece entre as diagonais
de um cubo. De fato, pode-se formar um dodecaedro rombico a partir de um cubo, refletindo as
6 piramides contidas nele, onde as bases e os vértices daquelas sdo, respectivamente, as faces e

o centro deste, pelas suas relativas faces.

Figura 27: Um dodecaedro rombico de coordenadas (+1,4+1,+1), (£2,0,0), (0,£2,0) e
(0,0,+2).

Comparando os resultados dos dois problemas acima, percebe-se que, dado um certo vo-
lume V, a drea minima da alternativa prismatica do alvéolo é 3v/2v/3-V2, enquanto a da se-

gunda alternativa é 3v/2v/2- V2. Como 3v/2v/3-V2 > 3v/2v/2- V2, entdo, do ponto de vista
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da otimizagdo, a metade de um dodecaedro rémbico é, de fato, preferivel. Isso responde nega-
tivamente a segunda pergunta feita no inicio desta subsecao.

Porém, como observou TOTH (1964), as abelhas constroem os seus alvéolos com uma altura
maior do que a 6tima. Além disso, ha outros sélidos isovolumétricos com se¢des transversais

capazes de ladrilhar o plano com dreas menores do que a do dodecaedro rombico. Por exemplo,

) ) 33/37430V3
a area da metade de um octaedro truncado é A = > ) 2

Portanto, a resposta a primeira pergunta € ndo, o formato escolhido pelas abelhas ndo é o
que mais minimiza a drea dos alvéolos. No entanto, esse formato 6timo ainda ndo € conhecido

pelo homem, sendo ainda um problema em aberto na matematica.
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8 Consideracoes Finais

Neste trabalho, foram apresentados quatro métodos de otimizagdo: méaximos € minimos
de fungdes quadraticas, Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica, Desigualdade
Triangular e derivadas. Esses métodos foram fundamentados em conceitos matematicos preli-
minares apresentados através de definicdes, proposi¢des e problemas. Aplicou-se essas ferra-
mentas para resolver alguns problemas da Matematica Financeira, de economia de embalagens
e do menor caminho.

Investigou-se os problemas do caminho de polinizag¢do de finitas flores mais curto e o for-
mato 6timo dos alvéolos através da perspectiva matemadtica, sobretudo geométrica, trazendo de-
finicOes, proposicdes e problemas intermedidrios. Aplicou-se a Desigualdade Triangular para
estudar de maneira mais profunda algumas caracteristicas que um caminho 6timo de poliniza-
cdo de n flores distribuidas de certa forma deve ter. Descobriu-se que a rota 6tima de polinizagcdo
ndo se cruza. Além disso, que as flores que estdo na fronteira da regido poligonal definida por
todas as flores sdo visitadas na ordem ciclica em que estdo na fronteira. Em particular, se todas
as flores — com excec¢do de, no maximo, uma — estdo na fronteira, entdo o caminho 6timo €
a propria fronteira — respectivamente, o caminho 6timo € uma parte da fronteira com a adi¢ao
de dois segmentos que ligam a flor interna.

Aplicou-se também a Desigualdade MA-MG e o método das derivadas para descobrir quais
sdo as dimensdes O6timas que um alvéolo deveria ter para maximizar o seu volume e diminuir o
gasto de cera para construi-lo. Constatou-se que, de fato, o formato escolhido pelas abelhas é
mais econdmico do que a alternativa de ser apenas um prisma regular hexagonal reto, porém os
alvéolos construidos ndo sdo metades de um dodecaedro rombico — as suas alturas extrapolam
um pouco —, que seria o formato 6timo nessa situacdo de cobertura rombica. Além disso,
dentre todos os s6lidos que "ladrilham" uma regido entre dois planos paralelos, a metade de um
dodecaedro rombico também ndo € a escolha 6tima, sendo a metade de um octaedro truncado
uma melhor op¢ao.

Vale observar como os problemas de otimiza¢do se mostram atrativos tanto pela contex-
tualizagcdo deles e importincia real em situacdes cotidianas de economia quanto pela relativa
facilidade dos métodos para resolvé-los. Sabendo que € interessante conhecer diferentes méto-
dos para investigar diferentes problemas ou analisd-los por outras perspectivas, recomenda-se,
novamente, (COSTA, 2013) a fim de aprender aplicacOes de outras desigualdades na resolucio
de problemas de otimizacao.

Observa-se também que hd algumas limitacdes nos métodos estudados. Por exemplo, o
método da derivada apresentado neste trabalho ndo pode ser aplicado para resolver o problema
das dimensdes que uma caixa, aberta ou fechada, com érea fixa deve ter para maximizar o seu
volume, pois ndo € possivel escrever o volume como uma fun¢do de uma varidvel real. A fim
de ultrapassar essa barreira, pode-se dispor de mais uma ferramenta do cdlculo diferencial, a

saber, os multiplicadores de Lagrange, que € utilizada para resolver problemas de otimizacao
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envolvendo fun¢des de mais de uma varidvel. Por englobar alguns conceitos mais complexos
e sendo a proposta deste trabalho apresentar métodos acessiveis a alunos do Ensino Médio,
omitiu-se a exposi¢ao dessa ferramenta aqui, porém sem prejuizo de aborda-la em trabalhos
futuros.

Por fim, salienta-se que algumas situagdes que ndo foram tratadas neste trabalho envolvendo
abelhas também podem servir como objetos de estudo para investigar alguns outros conceitos
da Matemadtica, como, por exemplo, o nimero de ouro na genética e na construcao das colmeias

de algumas espécies, além da simetria dos alvéolos.

76



Referéncias

BRASIL. Ministério da Educacdo. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: MEC, 2018.

COSTA, A. Médias, desigualdades e problemas de otimizac¢io. 61 f. Dissertagdo (Mestrado

Profissional em Matematica). Universidade Federal Rural de Pernambuco, Recife, 2013.

FOMIN, D.; GENKIN, S.; ITENBERG, 1. Circulos Matemdticos: A Experiéncia Russa.
AMS/IMPA, Rio de Janeiro, 2012.

HALES, T. C. The honeycomb conjecture. Discrete & Computational Geometry, New York,
v.25,n. 1, p. 1-22, 2001.

KATZ, V.J. A History of Mathematics: An Introduction. HarperCollins, New York, 3? edi¢ao,
1993.

LIHOREAU, M.; CHITTKA, L.; RAINE, N. E. Travel optimization by foraging bumblebees
through readjustments of traplines after discovery of new feeding locations. The American
Naturalist, Chicago, v. 176, n. 6, p. 744-757, 2010.

LIMA, E. L.; CARVALHO, P. C. P, WAGNER, E.; MORGADO, A. C. A Matematica do
Ensino Médio, volume 1. SBM, Rio de Janeiro, 8* edi¢do, 1997.

Programa de Iniciacio Cientifica da OBMEP. Playlist Desigualdades. You-
Tube, 11 de novembro de 2015. <https://youtube.com/playlist?list=
PLrVGp617x0hDWk j51e9mJUMG28TxspB-A>. Acesso em 18 de agosto de 2023.

PERNAMBUCO. Secretaria de Educacio e Esportes. Portfélio: Trilha Solucdes Otimas.
Recife. <https://drive.google.com/file/d/1VcbMf_gV4G3C5WK_TZZHA4bb3koAjaEv/
view?usp=drive_link>, 2021. Acesso em 04 de setembro de 2023.

PERNAMBUCO.  Secretaria de Educacdo e Esportes. Material de apoio a agdo do-
cente: Otimizacdo e Automacio. Recife. <https://drive.google.com/file/d/
1Mh1U433GS-baUlRYzKZ5EOCBIJTMT95Z/view?usp=sharing>, 2022. Acesso em 26 de se-
tembro de 2023.

SANTOS, A. R. S.; VIGLIONI, H. H. B. Geometria Euclidiana Plana. Editora UFS, Sio
Cristovao, 2011.

SARAIVA, J. C. A matemadtica das abelhas. Eureka!, Rio de Janeiro, n. 6, p. 18-22, 1999.
STEWART, J. Calculus: Early Transcendentals. Cengage Learning, [s. L], 8 edicdo, 2015.

TAHAN, M. As Maravilhas da Matematica. Edi¢cdes Bloch, Rio de Janeiro, 2* edi¢do, 1972.

77


https://youtube.com/playlist?list=PLrVGp617x0hDWkj5le9mJUMG28TxspB-A
https://youtube.com/playlist?list=PLrVGp617x0hDWkj5le9mJUMG28TxspB-A
https://drive.google.com/file/d/1VcbMf_gV4G3C5WK_TZZHA4bb3koAjaEv/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1VcbMf_gV4G3C5WK_TZZHA4bb3koAjaEv/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1Mh1U433GS-baUlRYzKZ5EOcBIJTMT95Z/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1Mh1U433GS-baUlRYzKZ5EOcBIJTMT95Z/view?usp=sharing

TOTH, L. L. Uber das kiirzeste kurvennetz das eine kugeloberfliche in flichengleiche konvexe
teil zerlegt. Mat. Term.-tud. Ertesitﬁ, [s. L], v. 62, p. 349-354, 1943.

TOTH, L. L. What the bees know and what they do not know. Bulletin AMS, Providence, v.
70, n. 4, p. 468-481, 1964.

VIEIRA, A. C. Fundamentos de Algebra II. CAED-UFMG, Belo Horizonte, 1* edi¢cdo, 2011.

78



Apéndice — Tabela de Derivadas Fundamentais

y=u"=y ="

y=secu=y =u'secutgu

y=w=y =uv+uw y = cosecu =y = —u' cosecu cotgu
u . uv—uw/ , , ’
y=—=y=—73— y= cotgu =y = —u cosec-u
v v
7
u
/) /U / _ / _ =
y=a"=y =d"(lna)u’,a>0,a # 1 y—arcsenu:>y—\/1__u2
logyu=y = 1 Sy=
=log,u = —log,e = arccosu =
y=log,u=y = log, Y TTie
7
u
y=u" =y = v’ ' +u (Inu)y y = arctanu =y’ = 5
14u

y= senu =y =u'cosu

7

u
lu|vV/1—u?
7

y = arcsecu, [u| > 1=y = lu| > 1

/ / ’ —u
y=cosu=y = —u'senu y = arccosecu, |u| > 1=y = ———|u| > 1
7 lu| V2 —1
—u
y= tguéy’:u’seczu y = arccotgu =y = 5
14+u
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