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RESUMO

Este trabalho é dedicado a obter a propriedade de controle 6timo do tipo Bang-Bang para
a equacdo n3o linear de Korteweg-de Vries-Burgers (KdV-B) em um dominio limitado cujo
controle atua internamente em um subconjunto deste dominio. Inicialmente, utilizamos a teoria
de semigrupos para garantir a boa colocacdo do problema de valor inicial associado a equacao
KdV-B, tanto para o caso linearizado quanto para o caso nao linear. Em seguida, estudamos
a controlabilidade nula da equacao KdV-B, que dividiremos em dois casos. Para o caso linear,
aplicamos o método da dualidade que consiste em provar uma desigualdade de observabilidade,
esta obtida com o auxilio de uma desigualdade de Carleman. Com resultado linear em maos, o
caso nao linear é estendido utilizando o teorema do ponto fixo de Kakutani. Adicionalmente,
provamos a existéncia de controle 6timo associado a controlabilidade nula para a equacao

KdV-B e que qualquer controle étimo satisfaz a propriedade Bang-Bang.

Palavras-chaves: Equacdo de Korteweg-de Vries-Burgers. Controlabilidade nula. Controle

6timo. Propriedade Bang-Bang.



ABSTRACT

This work is dedicated to obtaining the optimal control property of the Bang-Bang type
for the nonlinear Korteweg-de Vries-Burgers equation (KdV-B) in a bounded domain where
the control acts internally in a subset of this domain. Initially, we use semigroup theory to
ensure the well-posedness of the initial boundary value problem associated with the KdV-B
equation, both for the linearized and the nonlinear cases. Next, we study the null controllability
of the KdV-B equation, which we will divide into two cases. For the linear case, we apply
the duality method, which consists of proving an observability inequality, obtained with the
aid of a Carleman inequality. With the linear result in hand, the nonlinear case is extended
using Kakutani's fixed point theorem. Additionally, we prove the existence of optimal control
associated with the null controllability for the KdV-B equation and that any optimal control

satisfies the Bang-Bang property.

Keywords: Korteweg-de Vries-Burgers equation. Null controllability. Optimal control. Bang-

Bang property.
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INTRODUCAO

Sabe-se que muitos problemas fisicos podem ser descritos pela equacdo de Korteweg-de
Vries (KdV),

A equacdo foi formulada pela primeira vez por (BOUSSINESQ, (1877) e (KORTEWEG; VRIES,
1895) como modelo para a propagacdo de ondas de 4gua rasas ao longo de um canal, e
também é aceita como um modelo matematico para a propagacao unidirecional de ondas
de pequenas e longas amplitudes em sistemas dispersivos nao lineares. No entanto muitos
problemas envolvem nao apenas dispersao, mas também dissipacao, e esses ndo sao governados
pela equacao KdV.

Um exemplo tipico desses problemas mais complexos é o fluxo de liquidos contendo bolhas
de gas (WIJNGAARDEN| 1972) e a propagacdo de ondas em um tubo elastico preenchido com
um fluido viscoso (JOHNSON, [1971). Nesses e em outros casos, pode-se demonstrar que a
equac3o que governa a evolucdo é a chamada equacdo de Korteweg-de Vries-Burgers (KdV-

B) que pode ser escrita como

Esta equacdo é a equacdo KdV com o termo de dissipacdo, a saber y,,, adicionado. Este

termo é motivado pela equacao de Burgers, que por sua vez pode ser escrita como

A equacado de Burgers é usada como modelo matematico para analisar fenémenos relacio-
nados a turbuléncia, formacdo de choques, entre outros. Tal equacao, estabelecida por Burgers
em 1940 (BURGERS, 1940), é uma equacdo diferencial parcial simplificada das equacdes de
Navier-Stokes, do tipo conveccao-difusdo, aplicavel em situaces onde o gradiente da pressdo
pode ser ignorado.

Existem diversos trabalhos sobre a equacdao KdV-B, muitos deles se concentram na boa
colocacdo e no comportamento assintdtico, como feito em (JEFFREY; MOHAMAD, |[1991) e
(KARCH, [1999)). Outro tépico importante que vem sendo estudado sdo os problemas de con-
trolabilidade envolvendo a equacao KdV-B. Problemas de controle na fronteira e estabilidade
sdo investigados em (BALOGH; KRSTIC, 2000), para a equacdo KdV-B, e em (SMAOUI; AL-
JAMAL, 2008) para equagdo KdV-B generalizada (GKdV-B).
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Um problema de controlabilidade pode ser entendido como a busca de um controle ade-
quado (que pode atuar internamente ou na fronteira) para um sistema de evolucdo (governado
por uma equacdo diferencial ordindria ou uma equac3o diferencial parcial) que satisfaca a se-
guinte propriedade: escolhido um intervalo de tempo (0,7") e dados iniciais e finais, a solu¢do
do sistema associada ao controle escolhido corresponda tanto ao dado inicial no tempo ¢t = 0
quanto ao dado final no tempo ¢t = T'. Entende-se por controlabilidade nula, quando o dado
final é igual a zero.

Seja I = (0,L), com L > 0, e w um subconjunto aberto de /. Considere o problema de

valor inicial e de contorno da equacao KdV-B em I com um termo fonte v,

Yt — Yz + Yzax + YYz = VXw, em [ X (07 +OO)7

y(0,t) = y(L,t) = yo(L,t) =0, em (0, 400), (1)

y(x,0) = yo(x), em I,

em que o é o dado inicial e x,, denota a func3do caracteristica de w. Neste caso, o problema de
controlabilidade nula consiste em encontrar uma funcdo v tal que a solucdo y de satisfaca
y(z,T) = 0 para algum tempo 7" > 0.

Mais especificamente, nosso trabalho se dedica a estudar a seguinte questdo proposta por
(CHEN| [2017)), referéncia principal do nosso estudo: para quaisquer yo € L*(1)\{0} e M > 0,
pode-se encontrar T > 0 e uma fungdo v € L*(I x (0,+00)) tal que [[v|]12(1x(0,400)) < M €
a solucdo y de (1)) satisfaca y(-,7) =0 em I?

Consideremos o seguinte espaco dos controles admissiveis

Vi i={v € (I x (0,400)); |[v]|12(1x(0.400)) < M e a solucio

y de (1) satisfaz y(-,7) = 0 em [ para algum T > 0}.
Dentre todas as funces v € V), escolhemos o menor de todos os tempos, isto é,
T = inf{T; v E Vj\/[}.

Um controle v* tal que a solu¢do correspondente y satisfaca y(-,7*) = 0 em I é chamado
um controle 6timo.

Neste contexto, (CHEN, [2017)) prova que: para quaisquer y, € L2\{0} e M > 0, o
controle 6timo v* satisfaz a propriedade bang-bang: ||V*||121x(0,1-)) = M, onde T* é
o tempo otimo correspondente.

Como mencionado em (WANG et al., 2018), a propriedade Bang-Bang é de grande impor-

tancia para a teoria do controle 6timo ndo apenas nas aplicacdes, mas também do ponto de
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vista matematico. A propriedade bang-bang para problemas de controle 6timo governados por
equacdes de evolucdo linear foi estabelecida pela primeira vez em (FATTORINI, 1964). Desde
entao, muitos trabalhos relacionados a propriedade bang-bang para problemas de controle go-
vernados por diversos tipos de equacdes diferenciais parciais foram publicados. (WANG; WANG,
2007) e (KUNISCH; WANG, 2012), por exemplo, estabeleceram a propriedade bang-bang dos
controles étimos através do principio do maximo de Pontryagin. Nossa abordagem consiste
em obter a propriedade bang-bang dos controles étimos seguindo uma estratégia baseada na
controlabilidade nula, como feito em (MIZEL; SEIDMAN, 1997, (LU, 2010) e (PHUNG; WANG;
ZHANG, [2014)).

Este trabalho foi divido em quatro capitulos:

O Capitulo [T} é dedicado a estabelecer as bases tedricas e os conceitos fundamentais ne-
cessarios para o desenvolvimento do estudo, tais como espacos de Sobolev e suas propriedades
e a Teoria de Semigrupos. Nossas principais referéncias foram (ADAMS; FOURNIER, 2003)), (ME-
DEIROS; MIRANDA), 2019), (PAZY, [2012) e (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI,
2016)).

No Capitulo [2, exploramos a boa colocacdo da equacdo KdV-B em diferentes contextos.
Aqui veremos a boa colocacao da equacao KdV-B linear homogénea e nao homogénea, em que
0s passos para se obter a boa coloca¢do foram inspirados por (ROSIER, 1997)). A boa colocagdo
para o caso n3o linear seguiu os passos feitos por (CAPISTRANO-FILHO; GONZALEZ-MARTINEZ,
2024)). J& a boa colocagdo para a equacdo KdV-B modificada foi inspirada em (CHEN, [2017)).

O Capitulo [3] é focado na analise da controlabilidade nula da equacdo KdV-B, tanto no
caso linearizado quanto para o caso nao linear. Para o caso linearizado, aplicamos o mé-
todo da dualidade visto em (MICU; ZUAZUA, 2004) e (LIONS, 1988)), que consiste em obter
uma desigualdade de observabilidade para o problema adjunto associado a equacao KdV-B,
tal desigualdade foi obtida com o auxilio de uma desigualdade de Carleman formulada por
(CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER, [2015)). Para a boa colocacdo para a equagdo ndo li-
near, seguimos os passos vistos em (CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER, 2015), em que é
feita uma extens3o do caso linear através do teorema do ponto fixo de Kakutani.

Por fim, no Capitulo [4, abordamos a existéncia de controle étimo para a equacdo KdV-
B, bem como a propriedade bang-bang desse controle, estes resultados foram provados por
(CHEN, 2017)).

Cada capitulo da dissertacao foi cuidadosamente estruturado para abordar aspectos es-

pecificos da equacdo de Korteweg-de Vries-Burgers, proporcionando uma visao completa e
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detalhada sobre o tema. A sequéncia dos capitulos permite uma progressio logica e consis-
tente do estudo, desde os conceitos fundamentais até a analise de controle étimo, garantindo

uma compreensdo profunda e abrangente do tépico.
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1 RESULTADOS PRELIMINARES

1.1 ESPACOS DE SOBOLEV

Durante todo o trabalho, denotaremos por C' uma constante positiva que pode mudar de
valor de uma linha para outra. Quando for necessério especificar a dependéncia de C' em algum
parametro, digamos “-", denotaremos por C/(-).

Dado um ndmero natural n, denotamos por o = («q,...,,) as n-uplas constituidas
por niimeros inteiros ndo negativos. Estas n-uplas sdo denominadas multi-indices. Se a =

(v, ..., ) € um multi-indice e x = (24,...,x,) € R" define-se

Qn

la|=a1+as+--+a, e z%=a{af?. . .z

Além disso, denotamos por D o operador de derivacao de ordem « definido por

olel

Oz 0xs? ... Oxon’

e para a = (0,0,...,0) temos, por definicido, D°u = u, para toda funcdo u. Por D;, para
i=1,2,...,n, representa-se a derivacdo parcial 0/0z;.

Dados €2 C R™ um subconjunto aberto e u : 2 — R uma funcdo continua, define-se
suporte de u, que serd denotado por supp(u), o fecho em €2 do conjunto {z € Q;u(z) # 0}.
Sendo assim, supp(u) é um subconjunto fechado de (2.

Representa-se por LP(f2), 1 < p < 0o, o espa¢o das (classes de) funcdes u definidas em
(2, mensuraveis, cuja poténcia p é integravel a Lebesgue em (2, isto é, |u|? tem integral de

Lebesgue finita em €. Equipamos o espaco L?(§2) com a norma

1/p
lullzse = ( [ lu@Pds)

No caso p = 2, L*(€2) é um espaco de Hilbert com o produto interno
() 200) = / u(z)v(x)dx, T complexo conjugado de v.
Q

Por L*>°(Q)) denota-se o espaco das (classe de) funcdes u, mensurdveis em () e que sdo

essencialmente limitadas em (2, equipado com a norma

(s = sup essfu()|.
€

Observacao 1.1 Os espacos definidos acima, munido com suas respectivas normas, sdo es-

pacos de Banach (ver (ADAMS; FOURNIER, |2003)).
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Definicao 1.1 Uma funcdo u definida em ) é dita localmente integravel em 2, quando

/ |u|dz < oo,
K

para todo compacto K C (). O espaco das funcées localmente integraveis em () é denotado

por Li,.(S2).
Proposicdo 1.1 L*(Q) C L} () para 1l < p < oo e qualquer dominio ).

Demonstracao: Ver (ADAMS; FOURNIER, 2003)). O
Por C5°(€2) representa-se o espaco vetorial das funcdes definidas em €2, com suporte
compacto, possuindo em 2 derivadas parciais continuas de todas as ordens. Os elementos de

C° () sdo denominados funcdes testes de .

Exemplo 1.1 Seja f : R" — R definida por:

exp (—=1/(1 = ||z||?)), se ||z 1,
Fa) = p (—1/(1 —[|z[[*)) ||| <

0, se ||z|| > 1,

onde ||x||* = 23 + a3+ ---+22. Dai f pertence a C5°(R") e supp(f) = {x € R™;||z|| < 1}.
Proposicao 1.2 C§°(2) é denso em LP(Q2) paral < p < oo.
Demonstracdo: Ver (MEDEIROS; MIRANDA, [2019). O

Definicdo 1.2 Diz-se que uma sequéncia (¢, )nen de fungées de C$°(S)) € convergente para

zero, quando as seguintes condicoes forem satisfeitas:

a) Os suportes de todas as funcées testes ¢, da sequéncia dada, estio contidos num

compacto fixo K.

b) Para cada multi-indice o, a sequéncia (D¢, )nen converge para zero uniformemente

em K.

Se p € C§°(Q2), diz-se que a sequéncia (¢, )nen de elementos de C§°(€2) converge para ¢

em C§°(€2), quando a sequéncia (¢, — ¢)nen converge para zero pela definicdo dada acima.

Observacao 1.2 Como pode ser visto em (SCHWARTZ, |2002), é possivel dotar C°(2) com
uma topologia a fim de que a nocdo de convergéncia nessa topologia coincida com a dada
pela Definicio[1.2 O espaco vetorial C§°(Q2) com esta nocdo de convergéncia é representado

por D(2) e denominado espaco das funcdes testes em ).
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Definicao 1.3 Uma distribuicdo sobre €2 é um funcional T : D(2) — R satisfazendo:
i) T(ap+ pY) = aT(p) + T () para todo a, B € R e para todo p, 1 € D(Q).

i) T € continua, isto é, se (¢, )nen converge para o, em D(Q2), entdo (T () )nen converge

para T'(p) em R.

Isto é, uma distribuicio sobre ) é todo funcional linear continuo sobre D(X2).

Usualmente, denota-se por (T, ) o valor da distribuicdo 7" em ¢. O conjunto de todas as
distribuicGes sobre {2 com as operacdes usuais é um espaco vetorial, o qual representa-se por

D'(£2). Um exemplo de excepcional importancia na teoria das distribuicdes é o seguinte:

Exemplo 1.2 Seja u € L}, .(Q). O funcional T, : D(Q) — R, definido por

(L) = [ ula)p(a)dr,
é uma distribuicio sobre ().

Proposicdo 1.3 (Lema de Du Bois-Reymond) Seja v € L}, .(Q). Entdo T,, = 0 se, e

somente se, u =0 quase sempre em Q.

Demonstracdo: Ver (MEDEIROS; MIRANDA, [2019). O
Do lema de Du Bois-Reymond vé-se que T, como definida acima, é determinada de modo
univoco por u. Por esta razdo, identifica-se u a distribuicao 7T), por ela definida e, desta forma,

Ll

loc

(Q) sera identificado a uma parte (prépria) de D'(2). Porém existem distribuicdes que

n3o sdo definidas por funcdes de L} (), como pode ser visto no seguinte exemplo:

Exemplo 1.3 (Delta de Dirac) Considere 0 € ) e o funcional 6, : D(§2) — R, definido por

Em (MEDEIROS; MIRANDA, 2019), vé-se que &y é uma distribuicio sobre 2, mas que &y ndo é

definida por uma funcio de L} ().

Definicao 1.4 Diz-se que uma sequéncia (1,,),en em D'(S2) converge para T em D'(f),

quando a sequéncia numérica ({T,,, ¢))nen convergir para (T, ¢) em R, para toda ¢ € D(Q).
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O espaco D'(€2) com a nog¢do de convergéncia acima é chamado espaco das distribuicdes

sobre €. E visto em (MEDEIROS; MIRANDA, |2019) que vale a seguinte cadeia, para 1 < p < o0,

D(Q) = LY () — D'(Q),

loc

sendo cada inclusdo densa na seguinte.

Definicao 1.5 Sejam T' uma distribuicdo sobre §2 e « um multi-indice. A derivada de T, no

sentido das distribuicées, D*T', de ordem |c| € o funcional definido em D(2) por
(DT, @) = (—D)l*l(T, D), para todo ¢ € D().

Segue da definicdo acima que cada distribuicdo 1" sobre (2 possui derivadas (no sentido das

distribuicGes) de todas as ordens.

Observacao 1.3 DT é uma distribuicdo sobre 2, no qual T' € D'(2). De fato, vé-se facil-
mente que DT € linear. Agora, para a continuidade, considere (¢,)nen convergindo para

em D(). Dessa forma,
(DT, ) — (DT, )| < (T, D¢, — D*¢)| = 0, quando n — +o0.

Observacado 1.4 Vé-se em (MEDEIROS; MIRANDA, 2019) que a aplicacio D* : D'(Q2) —
D'(Q) definida por T — DT é linear e continua no sentido da Definicdo[1.4,

Representa-se por W"P()) o espago vetorial de todas as fungdes u de LP(£) tais que
para todo |a| < m, D%u pertence a LP(£2), sendo D*u a derivada de u no sentido das

distribuicGes. A norma de u no espaco WP ((2) é definida como:

1
> / | D%u(x)[? dac) , para 1<p< oo
Q

|a|<m

lullwroey = (

ul[wme = > supess|Du(z)|.
|| <m. €

Os espagos W™P(Q2) munidos com as normas definidas acima sdo denominados espacos de

Sobolev.

Observacdo 1.5 O espaco de Sobolev W™P(Q)) é um espaco de Banach (ver (ADAMS; FOUR-
NIER, |2003)).
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Um caso particular importante é quando consideramos p = 2, neste caso o espaco de
Sobolev W™2(2) é representado por H™(2). O espaco H™(f2) é um espaco de Hilbert com
o produto interno dado por:

(w,0) @) = Y (D%, D) 1aq -

laj<m

Proposicao 1.4 W"?(Q)) é separdvel se 1 < p < 0o, e é uniformemente convexo e reflexivo

se 1 < p < oco. Em particular, H™(2) é um espaco de Hilbert separavel.
Demonstracao: Ver (ADAMS; FOURNIER, 2003)). O

Definicao 1.6 Uma digebra de Banach X é um espaco de Banach e uma algebra associativa

sobre um corpo em que o produto () é associativo e a norma satisfaz:
llu-v||x <|lul|lx]||v||x, para todos u,v e X.
Dizemos que a algebra é comutativa se a operacdo (-) for comutativa

Proposicdo 1.5 Sep > n. Ent3o o espaco W'?(R™) é uma dlgebra de Banach comutativa. O

mesmo vale para W™?(Q) quando Q) C R" é de classe C* com fronteira limitada em > (n/p).

Demonstracdo: Ver (KESAVAN, 2003). O

Note que para m = 0 temos W%?(Q) = LP(Q) e pela Proposicio sabe-se que D(Q?)
é denso em LP({2), para 1 < p < oo, mas n3o é verdade que D({2) seja sempre denso em
W™P(Q)) para m > 1, como serad visto posteriormente. Por esta razdo, define-se o espaco
Wy"" como sendo o fecho de D(Q2) em W™P(Q)). Quando p = 2 denotamos por Hj'(2) ao
invés de W™*(Q).

Proposicdo 1.6 Se u € W™P(Q) e possui suporte compacto, entdo u € Wy"*().

Demonstracdo: Ver (MEDEIROS; MIRANDA, [2019). O
No que segue, considere 1 < p < coe 1l < ¢ < oo tal que 1—%1 = 1, neste caso
dizemos que ¢ € o expoente conjugado de p. Representa-se por W‘”ZZ‘I(Q)q o dual topolégico
de Wy""(Q). J4 o dual topolégico de H["(2) serd denotado por H~™(£2). Como pode ser visto
em (MEDEIROS; MIRANDA, [2019), podemos identificar W ~"-9(2) a um subespaco vetorial de
D'(Q) tal que
W=4(Q) — D'(Q).
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Uma distribuicdo 7' pertence a W~"-9(2) quando T, definida em D(f2), pode ser esten-
dida como um funcional linear continuo ao espaco W;"*(12). Esta extensdo continua é ainda

representada por T'. Caracteriza-se tais distribuicGes como segue.

Teorema 1.1 Seja T uma distribuicio sobre Q). Entdo T € W~"™1()) se, e somente se,

existem fungées g, € L4(S)), com |a| < m, tais que

T= Y D%, (1.1)
la|<m
Demonstracdo: Ver (MEDEIROS; MIRANDA, [2019). O
Além disso (EVANS, [2022),
T ||w-ma(q) = inf ( l; ||ga||qu(Q)) : go satisfaz (1.1)) 7 . (1.2)

Observacdo 1.6 Em particular, caracterizamos uma distribuicdo T em H~%({)) como segue:

Existem gy, g1, 92 € L*(Q) tal que

e
2 2
. 2 .
T sy = in (z Hgium) g5 satisfaz (T3) \ (14)

Dado um espaco de Banach X, denotaremos por LP(0,7; X),1 < p < 00, o espaco de
Banach das (classes de) func¢des u, definidas em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente

mensuraveis e ||u(t)||% é integravel a Lebesgue em (0,7"), com a norma

T P
@l = ( ] luolar)
Por L*>(0,T'; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) funcdes u, definidas em
(0,T") com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e ||u(t)||x possui supremo essencial
finito em (0,7"), com a norma

[[u@)]z=(0.;x) = sup ess|u(t)]|x.

Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L?(0,T; X) é um espaco de Hilbert,
cujo produto interno é dado por
T

(w00 = [ (ult), v(t)) .
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Consideremos o espaco LP(0,7;X),1 < p < oo, com X sendo um espaco de Hilbert

separavel, entdo podemos fazer a seguinte identificacdo
[LP(0,T; X)) ~ LU0, T; X"),

onde g é o expoente conjugado de p. Ja quando p = 1 temos a seguinte identificacdo
[L40,T: )] =~ L0, T; X").

O espaco vetorial das aplicacdes lineares e continuas de D(0,7) em X é denominado de

espaco das distribuicGes vetoriais sobre (0,7") com valores em X e denotado por D'(0,7T; X).

Definicdo 1.7 Seja S € D'(0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a distri-

buicdo sobre (0,1) com valores em X dada por

ars n d"p
<dt”’(’0> =(—1) <S, dt”> , para todo p € D(0,T).

Consideremos o seguinte espaco de Sobolev
WmP(0,T; X) = {u e LP(0,T; X);uY) € LP(0,T: X), j=1,... ,m},
no qual u'Y) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicdes. O espaco
Wm™P(0,T; X) com a norma
P

||l lwmro,rx) = (Z IIU(”II’EP(U,Tm) ;
j=0

é um espaco de Banach. Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco W™2(0,T; X)
sera denotado por H™(0,7"; X'), e munido com o produto interno

m

_ (4 5,
(U, U>H"L(O=T§X) - ]z:%) (U » U )L2(0,T;X) ’

é um espaco de Hilbert (ver (ADAMS; FOURNIER, 2003)).

Lema 1.1 (Imersées de Sobolev) Seja ) aberto limitado do R™ com fronteira I" regular.
] 2 tdo H™(Q) LP(Q d 1, ———.
i) Sen > 2m, entdo H™(Q)) — (),onepe[,n_2m]

i) Se n =2m, entdo H™(Q2) — LP(Q), onde p € [1,+00).

i) Sen=1em > 1, entdo H™(§2) — L>(2).
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Demonstracdo: Ver (BREZIS, 2011). O
Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Q2 um aberto limitado do R™ com fronteira I" regular.

c 2
] 2 tdo H™ () LP(©) d 1,—).
i) Sen > 2m, entdo (Q) — LP( )'Onep€[7n—2m>

ii) Se m = 2m, entdo H™(Q) < LP(Q2), onde p € [1,+00).

i) Se 2m > n, entdo H™(Q) <> C*(Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que

k<m—(n/2) <k+1.

’ C . ~
No qual o simbolo < denota imersao compacta.

Demonstracao: Ver (BREZIS, 2011). O

Teorema 1.2 (Lema de Aubin-Lions) Considere X,Y e Z espacos de Banach tal que

XCcYCZ com XY,

OF 0
1. Se P é limitado em L’(0,T: X) (1 < p < 00) e - = af;
LY(0,T;Z), entdo F é relativamente compacto em L*(0,T;Y).

fe F} é limitado em

oF
2. Se F é limitado em L>(0,T;X) e e é limitado em L"(0,T;Z) (r > 1), entdo F é

relativamente compacto em C'(0,T;Y).

Demonstracao: Ver (SIMON, (1987)). O

1.2 INTERPOLACAO DE ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao faremos um breve resumo sobre a teoria de interpolacdo de espacos de Sobolev.
Este conceito sera bastante (til durante todo o trabalho. As provas para os resultados seguin-
tes podem ser encontradas em (LIONS; MAGENES, |1968). Também recomendamos (BERGH;
LOFSTROM, [2012)) para um melhor entendimento da teoria. Sabemos que para os espacos das

funcoes mensuraveis vale o seguinte resultado:

Proposicao 1.7 (Desigualdade de interpolacdo) Se u € LP(Q2) N LY(2) com1 < p <

q < 00, entdo u € L"(QY) para todop < r < q e se tem a desigualdade

lullzr@) < | %1l g,
(

1 6 1-06
onde 0 < 6 <1 verifica — = -+ ——.
r p q
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Demonstracdo: Ver (ADAMS; FOURNIER, 2003)). O

Vamos entdo investigar as propriedades de interpolacao para espacos mais gerais. Sejam
X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, cuja imersdo X — Y é continua e densa. Sejam
(-,-)x e (+,+)y os produtos internos de X e Y, respectivamente.

Considere D(S) o conjunto de todas as funcdes u's definidas em X, tais que a aplicacdo
v — (u,v)x, v € X seja continua na topologia induzida por Y. Entdo (u,v)x = (Su,v)y
define S, como sendo um operador ilimitado em Y com dominio D(.S), denso em Y. S definido
desta forma é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando a decomposicdo

espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?,# € R. Em particular usaremos
A= 512

O operador A, é auto-adjunto, positivo definido em Y, com dominio X e
(u,v)x = (Au, Av)y, para todo u,v € X.
Definicao 1.8 Com as hipéteses anteriores, definimos o espaco intermediario
[X,Y]s=D (Al“)) L 0<60<1,

coma a norma

||u||[XvY]9 = <||u||§, + HAI_Bu‘ﬁ/) 1/2‘

Sobre o espaco intermediario é possivel provar que:
L. X = [X,Y]p—=Y.

2. fullpeyy, < Mlllx*ull$-

3. Se 0 <y <6 <1, entdo [X,Y]g, — [X,Y],.

4. [[Xv Y]9o’ [Xa Y]91]9 = [X, Y](170)90+991-

: . 1 . - . .
Teorema 1.3 Sejam )2 C R” limitado e s > 5" Ent3o, as duas condicbes abaixo sdo equiva-

lentes

) ue H(Q),

dlu 1
ji H(Q):— =0, 0<9 — — 7.
i) {ue @50 =0 0 2}

: ol 1
Isto significa dizer que: H§ = {u; u € H*(Q) com a—u =0,0<j<s— 2} .
1j
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Demonstracao: Ver (LIONS; MAGENES, 1968). O

Teorema 1.4 Sejam () C R" e sy > s9 > 0 com sy e sy diferentes de k + % onde k € 7. Se

s=(1—0)s; +0sy # k+ %, entdo
[Hg' (2), Hg* ())o = Hy ()

[H™ (), H(Q)]g = HE (), coms = (1 —0)m # k + ;

com as normas equivalentes.

Demonstracao: Ver (LIONS; MAGENES, 1968). O

1.3 DESIGUALDADES IMPORTANTES

Aqui listaremos algumas desigualdades que serdo usadas ao longo do trabalho, também

deixamos as referéncias onde encontram-se suas respectivas provas.

Lema 1.3 (Desigualdade de Gronwall) Seja =(t) uma funcdo real absolutamente continua
em [0,a) tem-se
t
2(t) = C+/ z(s)ds.
0

Entdo z(t) < Ce' para todo t € [0,a).
Demonstracao: Ver (CODDINGTON; LEVINSON, |1955)). O

Lema 1.4 (Desigualdade diferencial de Gronwall) Seja u(t) uma funcdo ndo negativa e

diferenciavel em [0, T, satisfazendo
u'(t) < f(t)ult) +g(t)
onde f(t) e g(t) sdo funcdes integraveis em [0,T]. Entdo
u(t) < eJo ST [u(O) + /Otg(s)e_ fosf(T)des} , para todo t € [0,T].
Se f(t) e g(t) sdo funcées ndo negativas, entdo a expressio torna-se

u(t) < eJo f)dr {u(O) + /Otg(s)ds} , para todot € [0,T].
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Demonstracdo: Ver (CODDINGTON; LEVINSON, |1955)). O

Lema 1.5 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja ) € R" um aberto limitado. Se

u e H&(Q), entdo existe uma constante C' > 0, tal que
ull72(0) < ClIVul[Z2).
Demonstracao: Ver (ADAMS; FOURNIER, 2003)). O

Lema 1.6 (Desigualdade de Young) Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < 0o e 1 <

1 1
q < oo, tais que — + — =1, entdo
p q

a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracdo: Ver (BREZIS, 2011). O

Lema 1.7 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € L1(2), com1 <p<oce

1 1
—+ =~ =1, entdo fge L}(Q) e
p q

gl = [ 1£9l <11l lgl oo

Demonstracao: Ver (BREZIS, 2011). O

Lema 1.8 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg) Seja u € H; () entdo existe ¢ > 0

tal que
1/2 1/2
[l (@) < ellul (g Iz I 20
Demonstracdo: Ver (ADAMS; FOURNIER, 2003)). O

1.4 TEORIA DE SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Um ponto importante do nosso estudo é garantir a boa colocacdo dos problemas de valor
inicial e de fronteira que sdo considerados ao longo do trabalho. Neste sentido, vamos precisar
do auxilio da teoria dos semigrupos que nos fornece ferramentas Gteis para este propdsito. Os
resultados que aqui enunciaremos, assim como suas demonstracdes, podem ser encontrados

em (PAZY, [2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
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Definicao 1.9 Seja X um espaco de Banach e L(X) um operador linear e limitado de X.
Dizemos que uma aplicacdo S : Rt — L(X) é um semigrupo de operadores lineares limitados

de X se:
1. S(0) = I, no qual I é o operador identidade de L(X),

2. S(t+s)=S(t)S(s) para todo t,s € RT (Propriedade dos Semigrupos).

Além disso, se S satisfaz

3. limy o+ |[(S(t) — I)x|| = 0 para todo z € X,

dizemos que S é um semigrupo de classe C°.

Proposicdo 1.8 Se S é um semigrupo de classe C°, entdo ||S(t)||z(x) é uma funcdo limitada

em todo intervalo limitado [0, T]. Além disso, existem constantes reais M e w tais que
1S(®)||ex) < Me*", para todo t € [0,T].

Demonstracdo: Ver (PAZY, |2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
0J

Definicdo 1.10 Quando ||S(t)||z(x) < M, para todo t < 0 dizemos que S é um semigrupo
uniformemente limitado de classe Cy. Se, além disso, M = 1, S é dito um semigrupo de

contracées de C°.

Proposicao 1.9 Todo semigrupo de classe C° é fortemente continuo em R, isto é set € R*
entdo

lim S(t)x = S(s)x, para todo x € X.

t—s

Demonstracdo: Ver (PAZY, |2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
0J

Definicao 1.11 Dado um semigrupo S. Considere o operador A : D(A) — X no qual

D(A) = {a: € X; lim S(h?l_ja: existe }

h—0+t
e A é definido por

h)—1
Ax) = hlirg1+ S(;lx, para todo x € D(A).

Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Proposicdo 1.10 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° é um operador linear

fechado e seu dominio é um espaco vetorial denso em X .

Demonstracao: Ver (PAZY,|2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
0

Proposicdo 1.11 Seja S um semigrupo de classe C° e A o gerador infinitesimal de S. Se

x € D(A), entdo S(t)x € D(A) para todot >0 e

d
ZS(H)r = AS(t)r = S(H)Ax.

Demonstracao: Ver (PAZY, |2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
0

Definicdo 1.12 Seja S um semigrupo de classe C° e A o gerador infinitesimal. Colocando

Ag=1,A; = A e estando A,_, definido, vamos definir Ay, por
Agr = A(Ag_1x), para todo x € D(Ay)

onde

D(Ag) ={x € D(Ay_1); Ax_1x € D(A)}.
Proposicdo 1.12 Seja S um semigrupo de classe C° e A o seu gerador infinitesimal. Ent3o

1. D(Ay) é um subespaco de X e Ay é um operador linear de X ;

2. Sex € D(Ay), entdo S(t)x € D(Ay) para todot >0 e

dk
ﬁS(t)x = ApS(t)x = S(t)Apx, para todo k € N;

3. Ny D(Ax) é denso em X.

Demonstracao: Ver (PAZY, |2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
UJ

Definicao 1.13 Seja A um operador linear de X. O conjunto dos A € C para os quais o
operador linear \I — A é inversivel, seu inverso € limitado e tem dominio denso em X, é dito

conjunto resolvente de A e é representado por p(A).
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Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e X*. Para

cada x € X, definimos
J(x) = {" € X*; (w,0%) = [[o|]* = [|]2"]]"}.
Pelo Teorema de Hanh-Banach, temos que J(x) # () para todo = € X.

Definicao 1.14 Uma aplicacdo dualidade é uma aplicacdo j : X — X* tal que j(z) € J(z),
para todo x € X, além disso

|15 ()]

x- = ||7||x.

Definicao 1.15 Dizemos que o operador linear A : X — X ¢ dissipativo se, para alguma

aplicacdo dualidade j, vale Re(Ax, j(x)) < 0, para todo x € D(A).
No caso em que X é um espaco de Hilbert, temos que j(x) = =.

Teorema 1.5 (Lumer-Phillips) Se A é um operador infinitesimal de um semigrupo de con-

tracbes de classe C°, ent3o:

1. A é dissipativo;

2. ImAN —A)=X,X>0.
Reciprocamente, se

1. D(A) é denso em X;

2. A é dissipativo;

3. Im(Ag— A) = X, para algum \g > 0,

entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracbes de classe C°.

Demonstracao: Ver (PAZY, |2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
UJ

Corolario 1.1 Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que D(A) e Im(A)
estdo ambos num espaco de Banach X . Se A e seu operador adjunto A* sdo dissipativos, entdo

A gera um semigrupo de contracées de classe C°.
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Demonstracao: Ver (PAZY, |2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)).
0
Sejam X um espaco de Banach, A : D(A) C X — X um operador linear de X e

consideremos para cada uy € X o seguinte problema de valor inicial:

d
—u(t) = Au(t), t > to,
Su(t) = Au(t), t > 1y )
u(0) = uyo.
Definicdo 1.16 Dizemos que uma funcdo u : Rt — X é:

a) uma solucdo classica (ou forte) de (1.5) se:

i) w é continua para todo t > 0;

ii) u é continuamente diferencivel parat > 0;
iii) u(t) € D(A) para todot > 0;

iv) u satisfaz (1.5)).

b) uma solugdo mild (ou generalizada) de (|1.5)) se:

i) u é continua para todo t > 0;
i) [3u(s)ds € D(A) para todo t > 0;

i) u(t) = u(0) + A [3 u(s)ds.

Vale ressaltar que a solucao mild é uma generalizacdo do conceito classico de solucao
para equacdes diferenciais, pois ela ndo exige que a funcdo u(t) seja diferencidvel no sentido

classico. Em vez disso, ela satisfaz a equacdo de forma integral:
t
Mo:mm+A/u@m
0

Em muitos casos, u(t) pode ndo ser diferencidvel no sentido classico, mas ainda pode ser

considerada uma solucdo vélida da equacdo diferencial no sentido fraco (distribucional).

Teorema 1.6 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe C°. Ent3o:

a) para cada ug € D(A), existe uma tnica funcdo

u € ([0, +00); D(A)) N C1([0, +00); X),
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dita solucdo cléssica do problema de valor inicial dado em (1.5)). Além disso, se S for
um semigrupo de contragbes temos que

d
@] < uoll e Hdtu(t)H _ |l Au(®)]| < || Aug|| para todo ¢ > 0.

b) Se uy € X, existe uma tnica solugdo mild u do problema de valor inicial (1.5). Tal que

u € C([0,+00); X) e podemos escrever u = S(t)uy.

Demonstracao: Ver (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016). [
Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe C°, f : RT — X uma funcio
continua com valores em um espaco de Banach X e consideremos o seguinte problema de

valor inicial nao homogéneo:

d
%u(t) = Au(t) + f(t), t >0,
u(to) = uo.

Definicao 1.17 Uma funcdo u : Rt — X € dita solucio cldssica de se:
i) u for continua para todo t > 0;
ii) w for continuamente diferencidvel para todo t > 0;
i) u(t) € D(A) para todot > 0;
iv) u satisfaz ((1.6]).

Definicdo 1.18 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C°, consideremos

up € X e f € LY0,T;X). A funcdo u € C([0,T); X) dada por
t
u@:S@%+/S@—$ﬂWkO§t§ﬂ
0
é dita solucdo mild do problema (1.6]) sobre [0,T].

Definicdo 1.19 Uma solucdo mild sobre [0, T] para o problema de valor inicial

du
= (1) = Au(t) + F(u(t)) £ > 0, (1.7)
u(0) = up,

onde F': X — X é uma funcdo continua e A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C°, é uma funcdo u € C ([0,T], X) dada por

mwzsumwgfsa—@Fmgw,ogtgf
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Teorema 1.7 Seja F' : X — X uma fungdo Lipschitziana. Ent3o para todo ug € X, existe

uma dnica solucdo mild para o problema (|1.7)).
Demonstracao: Ver (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016). 0

Teorema 1.8 Seja ' : X — X uma funcdo localmente Lipschitz, ou seja, para todo R > 0,
existe Lr > 0 tal que ||u||x < R e ||v||x < R implica ||Fu— Fv||x < Lg||u —v||x. Entdo,
para todo uy € X existe uma funcdo u € C ([0, +o0), X), solucdo mild sobre [0,T], a qual
pode ser estendida a uma solucdo maximal sobre [0, T,,0.], com Traw = +00 0U Thgr < 400

e lim, ;. [[u(t)]| = +oo.

max

Demonstracao: Ver (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016). 0
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Neste capitulo abordamos a boa colocacido do problema de valor inicial e de fronteira asso-

ciado a equacdo de KdV-B. Nas secdes [2.1] e 2.2 obtemos, respectivamente, a boa colocacdo

para a equacao linear homogénea e ndo homogénea, no qual utilizamos a teoria de semigrupos

e o método dos multiplicadores para atingir nosso objetivo. Ja nas secdes[2.3] e [2.4] estudamos

a boa colocacao da equacdo ndo linear e da equacdo modificada, respectivamente. Para estes

problemas, além das ferramentas ja citadas, também utilizamos o teorema do ponto fixo de

Banach.

2.1 EQUACAO KDV-B LINEAR

Considere I = (0,L), com L > 0 e T' > 0. Vamos analisar a boa colocacdo do seguinte

problema de valor inicial e de fronteira homogéneo:

Yt = Yoz + Yzzz = 0, em [ X (07T)7
y(0,t) = y(L,t) = y.(L,t) =0, em (0,7,

y(x,0) = yo(x), em 1,

onde yo € L*(I). Defina o operador A : D(A) C L*(I) — L*(I) por
Au — u// _ u///

com dominio

D(A) = {u € H}I);u(0) = u(L) = /(L) = 0} .

Note que A é densamente definido. De fato, da cadeia
Co°(I) € D(A) € LX(1),

e sabendo que CF°1220 — [2(T), obtemos

L2<]) :WH'HL%[) C D(A)H‘||L2(I) C LQ(I)H'HLz(I) — LQ(])

(2.1)

Portanto (A)H'HLQ(” = L*(I), isto é, A é densamente definido. Da teoria de semigrupos

obtemos o seguinte resultado para A.

Proposicdo 2.1 A é o gerador infinitesimal de um C° semigrupo de contracées em L*(I).
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Demonstracdo: De acordo com o Corolério[1.1] devemos mostrar que o operador A é fechado,
e que A e seu adjunto A* s3o dissipativos.
Para que A seja um operador fechado basta provar que A = A**. Primeiramente vamos

encontrar o operador adjunto de A, isto é, o operador A* tal que

(AU, U)LQ(I) = (u, A*U)L2([),
onde
L
(u,v) 201y = / uvdz,
0
para todo u € D(A) e para todo v € D(A*) (a ser definido).

Por integracdo por partes, para todo u € D(A), temos

L
(Au,v)r2(p) :/ (v —u"vdz
0

L
:/ u"vdx—/ v vdx
0

= —u/(0)v(0) — /OL u'v'dr — v (L)v(L) + " (0)v(0) + /OL u"v'dx

— 4/ (0)0(0) + /0 " dz — w(L)o(L) + " (0)0(0) — w/ (0)0/(0) — /O " da
— . (0)(0(0) + /(0)) + /O " dz — " (LYo(L) + " (0)0(0) + /0 "z
- / w(W" + ")z — ' (0)(v(0) + v'(0)) + u" (0)v(0) — u”(L)v(L)
Dessa forma o operador A* : D(A*) € L2(I) — L2(I) é definido por
A%y = o "

com dominio
D(A") = {v e H}I);0(0) = v(L) = v/(0) = 0}.
De modo similar, vamos encontrar o operador adjunto de A*. Tomando v € D(A*), novamente

por integracao por partes temos

L
(A0l = [0+ 0" wda
L L
:/ v"wdx+/ v wdx
0 0

— o/(L)w(L) — /0 " e 0" (L)w(L) — o' (0)w(0) — /0 " de

=v'(L)w(L) + /OL vw”dx + " (L)w(L) — v"(0)w(0) — ' (L)w'(L) + OL vV'w"dz
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=v'(L)(w(L) —w'(L)) + /OL vw"dx + " (L)w(L) — v"(0)w(0) — /OL vw" dx
= / w™)dz + ' (L) (w(L) —w' (L)) +v"(L)w(L) — v"(0)w(0)
Logo, o operador A** : D(A**) C L*(I) — L*(I) é definido como

A**w — w// . w///

com dominio

D(A™) = {w € H*(I);w(0) = w(L) = w/(L) = 0}.

Evidentemente A = A™*, logo podemos concluir que A é um operador fechado.

Mostremos agora que A e A* sdo dissipativos. Para u € D(A) vale
L
(Au,u)r2(p :/ (v — u")udx
0
L L
:/ u”udx—/ v udx
= / dx—i—/ u'u"dx
d 1
== [+ [C LS

Ent3o,

Analogamente, temos que (A*v,v)2¢;) < 0. Portanto, A é o gerador infinitesimal de um C°
semigrupo de contracoes. 0

De agora em diante, denotaremos por (S(t):>0) o semigrupo de contracdes associado a A.

Observacdo 2.1 De modo analogo resulta que A* também gera um C° semigrupo de con-

tracées em L*(I).
Para quaisquer 0 < 77 < T, < 400, introduzimos o espaco de Banach
Bz, iz = C ([Tv, Tol; L*(1)) 0 L2 Ty, To; Hy (1))
munido com usa norma usual

Dl = 005 0z + [ Ol

Para simplificar, denotemos B 1) por By quando (73,73) = (0, 7).

Nosso primeiro resultado de boa colocacdo garante a existéncia de soluces do sistema

2.
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Proposicdo 2.2 Sejam T > 0 e yy € L*(I). Entdo existe y € Br, solucdo mild do sistema

2.1), tal que

lyllsr < CL)Ilyoll L2y

Demonstracdo: Para 3, € L*(I), de acordo com o Teorema e pela Proposicao ,
escrevemos a solugdo mild como y(-,t) = S(t)yo, dessa forma y € C([0,7]; L*(I)) e

Yllyecqorszem) < [lYollrzn- (2.2)

Para provar que y € L*(0,T; H}(I)), vamos assumir primeiramente que y, € D(A), isso sera
necessario para justificar os calculos a seguir.

A partir de agora, por questdo de simplicidade, escreveremos [ [u ao invés de

S [Fua, t)dadt e [ull (resp. [ul}) ao invés de [i u(x,t)|kdt (resp. [ u(x,t)|]dx).
Seja ¢ € C* ([0, L] x [0,T7]), multiplicando a primeira equacdo de (2.1) por yq e inte-

grando em I x (0,T") obtemos

L /T
/0 /0 qY(Yt — Yox + Yuze)dxdt = 0.

Utilizando as condi¢des de fronteira do sistema ([2.1)) e integrando por partes temos

Loy?
/q dm—/ / G = dxdt+/ / Yo < )dmdt
0
Y2
+/ / qyadzdt — / / quymd:vdt—/ / q— ZZ ) dadt = 0
o Jo o Jo “dx \ 2

Novamente por integracdo por partes, segue que

2/ qy’ dx—f/ / qyidxdt — = / / qmyzd:vdt—l—/ / quiddt
+ / / oo ( )dazdtJr / / goydudt
dx

2/ qu2)(0,t)dt + - //qudedt—O

o que implica

1 L
3 / qy2 de — = / / qy’dadt — = / / (ol ddt
0

T /L T y? 1 (T (L
+/ / qyidl’dt +/ Qe dt - 7/ / menydxdt
o Jo 0 2 0 2Jo Jo

T /L 1 /7T 1 /T /L
+ / / Qeyidrdt + - / (qu3)(0,t)dt + f/ / quy2ddt = 0.
o Jo 2 Jo 2.Jo Jo




34

Finalmente obtemos

Lo, T oL y2
2 2 Jo 0 Jo 2
LT (2.3)
+/ / (q+ qw) yadedt + 5 [ (ay?)(0,0)dt = 0.
o Jo 2 2 Jo
Considere ¢(z,t) = —e~5% 4 1. Temos ent3o que ¢ satisfaz
3
4 5
Gt + Quz + Quaz = _ﬁe 37,
q(0,t) = 0.

Além disso, q(z,t) > 0 para x > 0 e supy< <y, q(z,1) = —e~3L 41 = M(L). Substituindo
g=—e3"+1em (2.3) obtemos

//y2dxdt / e 37 dw——// —e 5 4 1) ydadt

(2.4)
5/ [( e s +1) }(x T)dzdt.
Como y € C([0,T); L*(I)), temos que y(x,T) € L*(I). Assim
L ) )
0< [" (et + 1) ] (o, T)drdt < ML)y D)2
Além disso,
T oL ) T )
/0 /O y drdt < HyHC([O,T];LQ(I))/O dt < T|yoll72(r,
dessa forma
0< / / —e 8+ 1) yrdwdt < M(L)T!Jyo 22
A partir das limitacdes acima podemos estimar (2.4) como
[ et < M) ol ) < ML) ol (2.5)
Entdo concluimos que y € L*(0,T; H'(I)) e vale
yll2 o)) < CD)yoll L2y (2.6)
Portanto,
Yller = llyllcqomsezamy) + [Wllzomsm ) < CD)yollr2w).- (2.7)

Provando assim a dependéncia continua da solucdo para yg € D(A). Pela densidade de D(A)
em L*(I) o resultado se estende para todo yy € L?(I). O
Usando o método dos multiplicadores obtemos estimativas Uteis para a solucdo mild do

sistema (22.1).
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Proposicdo 2.3 Para yy € L*(I), temos que y.(0,-) € L*(0,T) e as seguintes estimativas
seguem

[192(0, )220,y < lyollz2ay (2.8)

1
loliEzy < CL) (NSOl By + l15a(0, Moy ) (29)

Demonstracao: Novamente considere yy € D(A). Tomando ¢ = 1 em ([2.3)), sabendo que
y(z,T) € L*(I) e que vale (2.6]), obtemos

T L
/ yi(O,t)dt:/ yQ(x,O)dm—/ (z, T)dx — 2/ / y2dxdt </ (x,0)dz. (2.10)
0 0 0

Por outro lado, g =T — ¢ em (2.3 nos da

2/y§dw—// T — t)y2dxdt + / T —t)y2(0,t)dt + = //dexdt

Notando que T'—t < T para t € (0,T) segue que

T (L T /L T (T 1 (T L
f/ yda < T/ / ygd:cdwr—/ 20, 1)dt + f/ / y2dadt,
2 Jo o Jo 2 Jo 2Jo Jo

o que implica

L T L T 1 /T (L
/ yodr < 2/ / y2dxdt —|—/ y2(0,1)dt + 7/ / y*dxdt.
0 o Jo 0 T Jo Jo

Por ([2.5)) temos que

L L T 1 (T (L
/ yodr < M(L)/ yodx —l—/ y2(0,t)dt + —/ / y?dxdt.
0 0 0 T Jo Jo

Como 1 — M(L) = e~3% > 0, obtemos que

L T 1 (T (L
27 < 2 1 2
/o yodr < C(L) (/0 v, (0,t)dt + T/o /0 Yy da:dt) . (2.11)

Gragas a (2.10)) podemos estender continuamente a aplicacdo yo € D(A) — y.(0,-) €
L*(0,T) para a aplicacdo yo € L*(I) — 4.(0,-) € L*(0,T). No que segue, denotaremos por
y2(0, ) o valor desta aplicacdo para qualquer 3, € L*(I). Pela densidade de D(A) em L*(I)

e por (2.10) e (2.11)) segue que (2.8)) e (2.9) sdo validos para todo yo € L*(I). O
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2.2 EQUACAO KDV-B NAO HOMOGENEA

Agora vamos considerar um termo fonte f € L?*(I x (0,7)) na equacio linear, a saber:

yt—y$z+y$$$:fa em I><(07CT)7
y(0,t) = y(L,t) = yo(L,t) =0, em (0,T), (2.12)
y(z,0) = yo(x), em I,

com dado inicial yo € L*(I). Segue da imersdo L*(0,T; L*(I)) < L*(0,T;L*(I)) que f €
LY(0,T; L*(I)). Além disso, temos

A i orcz ) < VTN Fl2om2m)-
Portanto, da teoria de semigrupos, o sistema admite solucao mild dada por

Y ) = S(t)yo + /OtS(t ) f (- 8)ds. (2.13)
O proximo resultado garante que a solucdo mild para o sistema esta na classe Br.

Proposicdo 2.4 SejamT > 0,y € L*(I) e f € L*(I x(0,T)). Ent3o existe y € Br solucio
mild do sistema (2.12), tal que

[yllB, < C(L,T)([lyollz2y + [ fllz2x0.1)))-

Demonstracao: Por (2.13]) segue que

.72 = Su ',Zf 2
HyHC([O,T},L ) OgthHy( Nz )

t
= sup |IS(yo+ [ S(t = 5)f(-5)ds
0<t<T 0 L2(I)
t
< sup [1SWgolloe + || [ S = 9)fC.5)ds
0<t<T 0 L2(I)

t
<Aollzy + sup [N = )llawllf (9l ds
0<¢t<T JO
t
< lwollzzy + s [ 117G 9)llizyds
0<t<T J0

T
< lloollzzn + || 11l a2ds

<|lyollzz) + [ fl| 10122000
< lyollre(ry + VT £l 2% 011
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provando que y € C([0,T7]; L*(I)).
Para mostrar que y € L*(0,T; H}(I)), assuma yo € D(A) e tome ¢ € C=((I x (0,T))).
Multiplicando a primeira equagdo em ([2.12)) por gy, integrando em I x (0,7") e procedendo

da mesma maneira que na Prop05|cao 2.2 obtemos

1 /T L

—l—/ / <Q+ qx> dxdt—l—/ qy2)(0,t)dt = //qyfdxdt

Escolhendo ¢(z,t) = —e5% 4+ 1 resulta

2 2y _ 2
//yd:z:dt /<e3—|—1 2de 54// —e7 1 1) yPdudt

_; OL[( e +1) 7] deH/ / —e3" 4 1) yfdudt.

Agora, note que

—e5% 4 1) yfdedt| < M(L //|yf|dxdt

T rL 9 %
<2t ([ [ Paoat) oy

< M(D)Iylleqorir2an VT 2 o.my)
< M(L)VT (Hyo||L2(1) + ﬁ||f||L2(1x(o,T))) 1l z2(zx 0,7

ou seja,

< M(D)WVT|yol | 2o || £1] 21 0.

/ / —e3° +1 yfdmdt

(2.14)
M(L)T| 1 2% 0,))-
Gracas as estimativas (2.5) e (2.14) temos que
2dwdt < M(L)|lyol 1721y + ML)V lyol |2yl f1| 2 + M(L)T||fI[7
y YollL2(r) YollL2(1) L2(Ix(0,T)) L2(Ix(0,T))
< M(D)|lyol132¢1) + 2M L)V ol |2 || Fll 2 xcoryy + MD)TN 1220 x 0.
2

< M(L) (||yo||L2(1) + ﬁHfHLQ(IX(O,T))) -

Concluindo que

Yllz2o.rm2 ) < C(L,T) (||yo||L2(1) + Hf||L2(Ix(0,T))> ;

e assim
lyll5, < C(L,T) (lyollz2ar) + ||l 2x 0.1y ) - (2.15)

Novamente, o resultado quando yo € L?(I) segue da densidade de D(A) em L*(I). O
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2.3 EQUACAO KDV-B NAO-LINEAR

Nesta secao abordamos a boa colocacao do sistema nao linear, a saber,

y(ﬂf, 0) = Yo,

Yt = Yoz T Yzzz + YYo = O,

em [Ix(0,7),

y(oat) = y(Lvt) = yoc(Lvt) =0, em (O7T)>

em [,

(2.16)

com dado inicial o € L*(I). O primeiro passo é mostrar que o termo n3o linear pode ser visto

como um termo fonte da equacdo linear. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Lema 2.1 Seja u € By. Entdo uu, € L'(0,T; L*(I)) e a aplicacdo

u € By v+ uu, € L'(0,T; L*(I))

é continuo. Mais precisamente, para K = /2 tal que para qualquer u,v € Br vale a seguinte

estimativa

T 1
| e = vt < KT (fulla, + llvlla,) o= vlla;.

Demonstracao: Primeiramente, para z € H&(I), segue do Teorema Fundamental do Célculo

e da desigualdade de Holder que

isto é,

mz<> /(s)ds

<2/| s)|ds
<2/ s)| ds

<2/|2l| 2y l12 ]| 22 )

=2

27y < 2l 2|22y

Sendo u € By, a desigualdade garante que

T
el B raeiay = [ Il )t
<2 [ 1, Ol - ) 52y

T
S 2||U||L°°(O,T;L2(I))/0 ||Ua3(7t)HL2(I)dt

1
< 2|Jul[pooo,z2 ) T2 1wl 20,7512 (1)) -
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O que implica

1 1 1
| 20.rvz0e () < V2T 1l oo 0,220y 1| 20,703 1))
Dessa forma, para u,v € By temos

[z — vzl 07;2(1)) =llute — vug + vus — vos||L1o7,2(0)
T T
< [l = sl + [ ot = vl
T T
< [ = ol stz + [ el = el

<lullz2o,r:m (v = vll 220,715 (1))
+ [Ju — U"L%O,T;Hé([))"U‘|L2(0,T;Loo(1))
1 1 1
S\/§T4‘|U"|L2(O,T;Hé(1))”u - U|’zoo(07T;L2(]))Hu - v”z2(0,T;H&(I))

1 1 1
+ \/§T4 Hu - U||L2(O,T;H01(I))||U||zoo(o7T;L2([))HUHEQ(QT;H(%([))

V2

2_1
< Tl ooz (16— vll oo ez + 11w = vlla ray )

V2

1
+ 7T4 Ju— UHL%O,T;H&(I)) (HUHLOO(O,T;LQ(I)) + HUHLQ(O,T;H(%(I)))
1
<V2T7 (||ullgy + |v]1Br) v — vl By
Portanto, se considerarmos que v = (), obtemos que uu, pertence a classe L'(0,T; L*(I)).
Além disso, se fizermos v tender a u em By, isso resulta na continuidade da aplicacdo u — uu,.

O

Agora, temos condicdes de provar o seguinte resultado de boa colocacao.

Proposicdo 2.5 Para quaisquer T > 0 e yo € L*(I), o sistema (2.16) admite uma dnica

solucdo y € Br, que também satisfaz

191187 < C (Ilyollz2r)

Demonstracao: Inicialmente percebemos que se y é solucao do problema (2.16)), entao y

satisfaz

Por esta razdo, consideramos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

2t — Zex + Zoze = —YYz, em [ X (07 OZ),

2(0,t) = 2(L,t) = z,(L,t) =0, em (0,a), (2.17)

z(x,0) = o, em I,
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com 0 < a < T, a ser escolhido posteriormente, yo € L*(I) e y € B,. Gracas ao Lema e
a Proposicao garantimos a existéncia de solucao mild z € B, para o problema tal
que

121152 < C (Ilyollz2) + 1193l 10,0022
Consideremos a aplicacdo @ : B, — B, definida por ®(y) = z, no qual z é solucdo de
correspondente a y. Note que y € B, é uma solucdo de (2.17) em [ x (0, ) se, e somente
se, y € um ponto fixo da aplicacdo . Entao, vamos mostrar que ¢ é uma contrac3o.

De fato, note que

|®(u)||p, < C (||?JOHL2(I)) + C||qu||L1(0,a,L2(1))

1
< C (Ilvollz2n) +CKailull3,

—_— ——
A

[®(u) = @(v)]|5, < Cllutty = v0s||11(0.0.L2(1))

1
< OKai ([Jul|s, + [[ol]s.) [[u = ]|,

Agora, consideramos ® restrito a bola fechada B = {u € B,; ||u||p, < R} com R > 0 a ser

escolhido. Dessa forma, para u,v € B, temos

|®(u)||5, < A+ CKaiR?

|®(u) — ®(v)||5, < 2CKaiR||u—vl|p,.
Considerando R = 2A obtemos

R 1
@]l < 5 + CKaiRR.

resulta

N | —

Escolhendo « suficientemente pequeno tal que CKRat = v <

2], < R e [[®(u) = 2(v)||z, <llu—2]

Bas

provando que ® é uma contracdo. Consequentemente, podemos aplicar o teorema do ponto
fixo de Banach para garantir que y = ®(y) é a lnica solucdo do sistema ([2.7)).

Pelo argumento de extens3o descrito no Teoremall.8] cuja demonstracdo pode ser vista em
(PAZY, 2012) ou (PALOMINO; CAVALCANTI; DOMINGOS-CAVALCANTI, 2016)), podemos estender

« para T, obtendo uma solucdo y € By que satisfaz

19ll8: < C (Ilyollz2r)
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O
O préximo resultado serd fundamental para garantirmos a existéncia de controles admis-
siveis. Ele garante uma estabilidade exponencial da solu¢do do sistema ([2.16)). Os métodos

utilizados para demonstrar este resultado foram inspirados em (SMAOUI; AL-JAMAL, 2008)).
Proposicdo 2.6 Seja y solucdo de (2.16]). Entdo y satisfaz
1y Ollz2ay < Mol e

Demonstracao: Multiplicando por 2y a primeira equacdo do sistema ([2.17)) e integrando em

I obtemos
L L L L
/0 2yy: —/0 nymdx-i-/o 2yyxmdx+/0 2yyydr = 0.
Integrando por partes e usando as condicdes de fronteira de (2.17)), segue que

d
£||y('7t)”%2(1) + 2[ |y (- )72y + ¥2(0,8) = 0,
o que implica
d
aHy('J)H%m) < =2y (-, )2
Pela desigualdade de Poincaré, temos
Yl 2y < Myallrzm),
dessa forma
d
aHy(',t)HQLm) < =2[ly(, )Z2(ry-
Integrando em (0, t) obtemos

t
Iy )2y = O ey < =2 [ 1) [Faryds
o que implica
t
o )Fay < [ =2y o)l Fagnds + llol
Pelo desigualdade de Gronwall segue que

t
—2ds
(- 8)]12201) < [lgoll3(nelo ~2%,

ou equivalentemente

[y Ol 2y < lyollz2ne™
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De modo similar as Proposicdes [2.4] e [2.5] obtemos a boa colocacdo para o seguinte pro-

blema de valor inicial e de fronteira:

Yt — Yoo T Yozz + YYz = f, em [ X (O,T),
y(0,t) = y(L,t) = y,(L,t) =0, em (0,7), (2.18)
y(z,0) = yo, em [,

comyg € L*(I) e f € L*(I x(0,T)). O resultado de boa colocacdo segue através da seguinte

proposicao.

Proposicdo 2.7 Para quaisquer T > 0,yo € L*(I) e f € L*(I x (0,T)), o sistema (2.18))

admite uma dnica solucdo y € Br, satisfazendo

yllz, < C (Ilvoll 2y + 11£l2ax0y) -

2.4 EQUACAO KDV-B MODIFICADA

Agora vamos considerar a boa colocacdo da seguinte equacdo KdV-B modificada

Yt — Yoo + Yzzz T YYz + (E¥)2 =0, em I x (6,7,

y(0,t) = y(L,t) = y.(L,t) =0, em (5,7), (2.19)

y(x,0) = ys(z) em I.

A boa colocagido para o sistema (2.19) é garantida pela proposicdo a seguir.

Proposicao 2.8 Para quaisquer 0 < 6 < T < 400 e & € Bp, podemos encontrar uma
constante positiva e tal que para qualquer ys € L*(I), satisfazendo ||ys||12(1) < €, o sistema

(2.19) admite uma tinica solucdo y € Bsr) com

yllser) < Cllyslrzay,
onde C' = C(T,||{||s,) > 0 ndo depende de 0.

Demonstracao: Primeiramente consideramos o sistema linearizado

z

y(0,8) = y(L,t) = yo(L,t) =0, em (5,7), (2.20)

y(x,9) = ys(x), em I,
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com z € By e £ € Br. Note que se y € B(s 1) é solugdo de ([2.20), entdo y satisfaz

onde ) = % + & € Bs,r). Dessa forma, para a > 0 a ser escolhido e ¢,y € B(s1), considere

o seguinte sistema

gt_g:c:r:_l_gxmc:fa €em [X(5,5+Oé),
Q(O, t) = g<L> t) = gac<L7 t) =0, em (67 o+ Oé), (2'21)
J(@,6) = ys(x), em [,

com f = —(¢y),. Por um argumento semelhante ao do Lema [2.1] temos que

1
1@y)ell s oraszmy < V20T || g 191 B s 10

Seja ||z||B<5 r <71, com 1 > ( independente de 0. Pela teoria de semigrupos, temos que

(2.21)) admite solucdo § € B(s5.1q) tal que

Nl Bis540) < CD) s 221y + CL) I L1 (5,54 05221

< C(D)ysll 2y + atC(Ly 1, 1€l )Y s 540 -

Considere A : B(ss+a) — Bssta) que associa y a A(y) solugdo de (2.21). Seja Bs =

{y S B(5,6+Oé); ||y||B(5$5+a) < S} Dai, para yi, Y2 € BS temos

AW B 520y < CUNYsl L2 + @1 C(L, 71, |[€]] )5S

1
HA<y1) - A(y2>HB(5,5+a) < 054C(L77ﬁ17 HalBT)Hyl - y2|’B(5,5+a)'
Tome S = 2C(L)||ys||r2(r) € o suficientemente pequeno tal que

1

oA C(L, |IElls,) < 5

Dessa forma

1
||A<y1)||3(5,5+a) <5 e ||A(y1) - A(y2)||B(5,5+a) = §||y1 - y2||B(5,5+a)'

Logo A é uma contracdo e entdo ((2.21)) admite um dnico ponto fixo A(y) = y em B(5s+a)

satisfazendo

HyHB((s,(ﬂ-a) < C(L7T17 HéHBT)HytSHLQ(I)‘
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Pelo Teorema [1.8] obtemos y solugdo de (2.21) tal que
YllBgr < CWLy i [[EllBe) sl |2 - (2.22)

Defina agora I' : B(s1) — Bsr) dado por I'(2) = y, no qual y é a solucdo de ({2.20)
correspondente a z. Para quaisquer 2y, 22 € Bsry, sejam, y1 = I'(21) e yo = I'(22). Considere

entdo o seguinte sistema:

wt_wxx+wxxx:ga em [ X (5,(5+C¥),
w(0,t) = w(L,t) = wy(L,t) =0, em (3,6 + ), (2.23)
w(z,0) =0, em I,

no qual g = — <Z22h) —(€h)u— (Zl =
semelhante ao do Lema [2.1] temos que

yl) , com h € B(s ). Novamente por um argumento
X

z2

‘ |h| |B(5,5+a) + H£| |B(5,5+a) Hh‘ |B(5,5+a)
Bs,54a)

1
gl 215 5+as2(r)) < V2a1 [

1
+ 3l = 2l |

{

1
T | |Zl - 22| |B(5,5+a) | |y1 | |B<5,5+a) :

o que implica

2

IA
>
Q

| ’9’ ’Ll(é,é-‘ra;LQ(I))

; H&HB@,M) T

Bs,540)

2
L V2
2

Usando novamente a teoria de semigrupos e do resultado anterior, existe 7, > 0, independente

de d, tal que para ||22]|;,, < 72, 0 sistema (2.23) admite solucio w € B 51a) tal que

1
Hw|’B(5,5+a) < C(LvT)Hzl - Z2|’B(5,T)Hy1HB(6,T) + &4C<L,7’2, ’|§||BT>HhHB(§,§+a)'

Considere By, = {h € B(s51a); ||h|]3(5,5+a) < M} e defina ® : B55:0) = B(ssta) tal que
®(h) = w com w solucdo de (2.23). Logo para hy, hy € By temos

1
NPh)Bisgray < C(L, T)l|21 = 22l|Bs . W1l Bis.my + @TC (L2, [|€]1B7) M

[®(h1) = P(ho)llBis 50ay < @TC(Ly 7o, [[€l[B2 )11 = hollB(s 510 -

Escolha M = 2C(L, T)||21 — 22||pys 0 ll911] 5., € @ suficientemente pequeno tal que

aFC(L, s, [[€]5,) <

DN | —
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Dessa forma, temos

1
12550 S M e [|@(h1) = B(ho)ll 500 < 5l1P1 = hollB -

Portanto ® é uma contracdo, consequentemente, pelo teorema do ponto fixo de Banach existe

uma dnica h € B(;54+q) que, pelo Teorema , podemos estender a uma dnica h € B

solucao de
ht - hzx + hzxw + Z;h) + (éh)z + (Zl ; Zle) = 0, em [ X ((57 T),
h(0,t) = h(L,t) = hy(L,t) = 0, em (5,7), (2.24)
h(:U,CS) =0, em I,

tal que

Hh‘HB(a,T) < C(T7 ra, ”§||BT>”21 - 22||B(6,T)HyZHB(6,T)'

Defina Bg = {z € Bemy; |12llBgr < R}, com R = min{r,m}. Dai para quaisquer

21, 29 € Bg, considere h = ['(z1) — ['(22) = y1 — yo. Verifica-se que

By — hyw + Pyps -+ (Z;B) + (€h), + (Zl ; Zle) — 0.

Além disso,
B(O,t) = iL(L,Zf) = Bx(L,t) =0 e B(:U,(S) =y (x,6) — yo(x,0) = ys — ys = 0.

Logo, h satisfaz (2.24). Consequentemente, por unicidade de solucéo, segue que h = h. Dessa

forma
||F(Zl) - F(Z2)||B(5,T) = ||h||B(5,T) < C(T’ r2, ||§HB(6,T))||ZI - ZQ||B(5,T) ||y1||B(5,T)'
Pela estimativa ([2.22)) concluimos que

[IT(21) = D(22)||Bgry < C(Toro, [|€lB2)I |21 — 22l | Bs oy Y5 21y -

temos

N | —

Escolhendo € > 0 tal que se ||ys|[L2(r) < € implique em C(T', 72, ||€]|B,) s 22(1) <
que

1
HF(21>HB(5,T) <R e ||P(Zl> - F<Z2)HB(5,T) < 5“21 - Z2||B(5,T)'

Portanto I' é uma contracdo, consequentemente, I' admite um dnico ponto fixo I'(y) = y

solugso de ([2:20) tal que [[ylls,,., < Cllyslliz-
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Neste capitulo, discutiremos a controlabilidade nula da equacdo KdV-B, tanto no caso

linearizado quanto no caso nao linear.

3.1 EQUACAO KDV-B LINEARIZADA

Primeiramente consideramos o sistema
yt - y:vx + yzmx + (Cy)x = quM em I X (Tla T2>7
y(07t) = y(L7t) - yl’(Lvt) - 07 em (T17T2)7

y(maTl) = yTl((E)a em [a

(3.1)

onde ¢ = ((z,t) é uma fungdo dada em Bp, 1), w = (l1,l) C I e yr, € L*(I). Nosso

objetivo é provar a controlabilidade nula para o sistema acima. Para isso, iremos estabelecer

uma desigualdade de observabilidade para o sistema adjunto correspondente

Vg + Vgz + Vgzw + Cvp = 0, em [ x (11,T3),

0(0,8) = v(L,t) = v,(0,t) =0, em (T1,Tb),

v(z, Ty) = vy, (), em I,

(3.2)

onde vy, € L*(I). Agora, vamos obter algumas estimativas para a equacdo adjunta que serdo

Uteis posteriormente.

3.1.1 Estimativas de energia

Considere o seguinte sistema adjunto com dado final nulo
Ut+vxx+vxxx:fa em [ X (T17T2)7

v(0,t) = v(L,t) = v,(0,t) =0, em (T3,T5),

v(z,Ty) =0, em /.

(3.3)

Aplicando o método dos multiplicadores juntamente com o auxilio da teoria de semigrupos

segue que, para f € L*(T\,Ty; H'(I)) U LY(T}, T»; L*(I)), a solugdo v do sistema ((3.3)

pertence a C([Ty, Ty; L*(I)) N L*(Ty, To; H'(I)). Além disso, vale
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[0]| oo (v msz2 (ynz2 s () < Clfl ey mosm—11y), (3.4)
para f € L*(Th, To; H'(I)) e
o[l oo (v mosz2 (ynz2 ey om0y < Cl o msrz ) (3.5)

para f € L'(Th, Ty; L*(1)).
Agora, vamos mostrar que a soluc3o estd na classe C'([Ty, Ty); H3(I)) N L3 (T, Ty; HY(I))
quando f € L*(T,Ty; H3(I)) U L (Ty, Ty; (H® N H3)(I)). Considere o operador P = 0,, +

Orez, €Nt30 a primeira equacdo em pode ser escrita como
v+ Pv=f em [Ix(T1,Ts). (3.6)
Das condicbes de contorno em temos que
Pv(0,t) = Pv(L,t) = (Pv),(0,t) =0 em (11,T3).
Aplicando o operador P em obtemos
(Pv)e+ (PV)zz + (PV)gee = Pf em I x (T1,T3).

Como f € L*(Ty, Ty; HZ(I))ULY(Ty, Ty; (H3NHZ)(I)) segue que Pf € L*(Ty, Ty; H(I))U
LY(Ty, Ty; (L*(1)). Logo das duas (ltimas equacdes, e também por e concluimos
que

[ Po[ oo 7y 120y L2y 1o (1)) < CNP flln2(ry 11 (3.7)
para f € L*(Ty, To; H3(I)) e

[ Pol| ooy 1o p2(nynrz e o () < ClPflloym mon2(y),s (3-8)
para f € LY(T,,T»; (H>* N HZ)(I)). Segue, por interpolacdo, que

"U"L°°(T1,TQ;H3(I))OL2(Tl,Tg;H4(I)) <C (vax"LO"(T1,Tz;LQ(I))ﬂLQ(TLTz;Hl(I))
+||U||LOO(T1,TQ;LQ(I))OL2(T1,T2;H1(I)))
< C (I1Pv = Vaall e msz2 ez mssir ()

+HU||Loo(Tl,Tg;L2(I))nL2(T1,T2;H1(I))) :
e para qualquer € > 0,

| |Um| |Loo(Tl,T2;L2(1))mL2(T1,T2;H1(I)) < €| |U| |L°°(T1,T2;H3(I))OL2(T1,TQ;H4(I))

+ C@E)|||zoc (v mosL2 (1))nL2 (10 1011 (1)) -
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Escolhendo ¢ suficientemente pequeno obtemos que
‘|U"Loo(T1,TQ;H3(I))OL2(Tl,Tg;H4(I)) <C (HPU|’L°°(T1,Tz;L2(I))ﬂL2(T1,T2;H1(1))
[0l o2y mysn2 ez pasm (1) ) -

Combinando (3.4), (3.7)), (3.8) e do fato que

P fllzery mosm-1y) < Cllf 2 momzay e NPl mzay) < Ol mme ),
obtemos que
0] oo (21 1013 ()2 (1o (1)) < Cl SN L2003 o2 01)) (3.9)

para f € L*(Ty, To; Hi(I)) e

V]| oo ¢y sy mosmacny) < Cl oz msnmz) 1) (3.10)

para f € L'(Ty,Ty; (H®* N HE)(I)). Interpolando entre (3.4), (3.5), (3.9) e (3.10)), obtemos
que para f € L*(Ty,Ty; L*(I)) U LY(Ty, Ty; (H* N HY)(I)) a solucdo v do sistema ((3.3)
pertence a C'([Ty, Ty]; H'(I)) N L*(Ty, Ty; H*(I)) e valem as seguintes estimativas:

ol oo ¢y o apnr oy sz () < Cll Sl 2y i), (3.11)

para f € L*(Ty, To; L*(I)) e

V]| oo 7y 1m0 ()2 o2 )y < Ol vy mosasnm @ (3.12)

para f € L'(Th, Ty; (H® N Hy)(I)).

3.1.2 Desigualdade de Carleman

A desigualdade de observabilidade associada a solucdo do sistema ([3.2)) serd construida
através de uma estimativa de Carleman obtida em (CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER,
2015)). Para tal, considere w = (I1,l5) tal que 0 < I} < Iy < L. Tome v € C3([0, L])

satisfazendo

>0, em [0,L]; (3.13)
| >0,0" <0 e " <0, em [0,L]\w; (3.14)
P'(0)<0 e ¢(L)>0; (3.15)

min ¢(z) = () < max G(a) = $(l) = (),  max (x) = $(0) = (L) (3.16)

IEG[ll,lQ] IEG[ll,lQ] xG[O,L]

v(0) < 50(1s), (317)
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para algum I3 € (14, 15).

Podemos provar a existéncia de uma 1 definida em [0, L]\w como segue:

ex® — a2 —x 4, se x €0,
Y(x) =

—ex® +ar+cy, se x€ [l L],

onde ¢, a, ¢y, ¢y > 0 sdo escolhidos convenientemente. Para que 1(0) = (L) devemos ter

c1 = ¢y — eL?® + aL. Dessa forma (1) = ¥ (l3) é equivalente a
el — I3 — 1y —eLl® +al = —¢lj + aly,

ou seja,

a=(L—1)" (B +h—el —el} +<L?).
Logo, ¥(l1) = 1(l2) e ¥(0) = ¢(L) se, e somente se,
co=cy—elP+al, a=(L—1)" (lf + 1 —eld — el +5L3) .
Da forma como 1 foi definida, temos que

3ex? —2x — 1, se z €[0,1],

W (z) =
—3ez? +a, se x € [ly, L],
bex — 2, se x € [0,],
wl/(x) —
—6ex, se x € |[ly, L],
6e, se x€]|0,1],
1/}”/(3}') —
—6e, se z € [ly, L],
e
18¢22? — 12ex — 6e, se x € [0,1],
(djlzb///)(aj) —

—18¢%2? — 6¢a, se x € [ly, L].
Entao podemos ver que a > 0,c; — co > 0 e as condicdes e sdo validas quando
tomamos 0 < € < 1. J4 as condicdes e s3o satisfeitas para co > 1. Por fim, a
condicdo ([3.16)) é facil de verificar.

Defina
. Y(L-2)
o) = G =

(3.18)
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Para f € L*(I x (T1,Ty)) e q, € L*(I), denote por g a solucio do sistema:

@t + Guoz = [, em [ x (1T1,T3),
q(0,t) = q(L,t) = ¢,(0,t) =0, em (T3, T3), (3.19)
q(z,T2) = qr, (), em 1.

Nossa primeira estimativa de Carleman esta relacionada a solucdo do sistema ([3.19)) e é obtida

através do seguinte resultado.

Proposicao 3.1 Dados 0 < T} < Ty, < +00. Existem duas constantes C' > 0 e sq > 0 tais

que para quaisquer f € L*(I x (T1,T)),qr, € L*(I) e s > s, a solucdo q de (3.19)) satisfaz

T5 rL
| [selasel® + (s0)?lasl? + (s lal?] e (3.20)

=cC (/ /lf!2 TPdwdt + / / [seldaal* + scp)3|qml2+<sgo)5|q|2}e—mdxdt)
T

Demonstracdo: Primeiramente, assuma que qr, € D(A) e que f € (C[T1,T»]; D(A)), entdo
q € C([Th,Ty); D(A)) N CY([0,T]; L*(I)). lsto serd necessério para legitimar os préximos
calculos. O caso geral, isto é, consideramos qr, € L*(I) e f € L*(I x (T1,Tz)), segue por

densidade. Definindo a funcao
p(.t) = \Jolls, t)e >* Vg (1),
temos que p resolve com 0 no lugar de g7, e f trocado por
= Ve~ S“"f+< prpT R —swt\/@ff”)q

Dessa forma

/ /80|sz\2 “Pdadt < Cllpll720.1.0201)

< CHfHLQ(O,T,LQ(I))

< C (1A 2xcrmy + llanlFzam)) -
Uma vez que
lall 2oy < C (11 llz2smmy + Nam |72

obtemos

ol 5 o o 2
| [ lale e dwat < € (|1 lzuxcri + llanlEa) -
1
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Portanto, podemos garantir a dependéncia continua de cada termo em ([3.20)). Isso nos permite

tomar o limite ao considerarmos uma sequéncia {(qﬁ, f”)} em D(A) x C([T1, T3], D(A)),

n>0
tal que ¢f, = qr, em L*(I) e f* — fem L*(I x (T3, T3)).

Considerando ¢, € D(A) e f € C([T1,T3]; D(A)). Denote por g a solugdo de (3.19) e
seja
u=-e*¥q e Pu=e **L(e*u),
onde L = 9; + 9. Por (3.18)), e das condicdes de contorno de ¢, obtemos que
Ulp=0 = Ujg=L = Ug|z=0 = 0. (3.21)
Além disso, pela forma que u foi definida e levando ([3.13)) em consideracao, concluimos que
Ult=Ty = Ujt=Tn = 0. (322)
Note que
Pu = Uy + Uggy + 38Qatge + (35202 + 380 U + (5303 4+ 35200000 + (01 + aae) U
Inspirados em (YAMAMOTO, [2009), buscamos estimar inferiormente o termo
N ook 2 2
A“Ae fmw:AHAU%MMﬁﬂwwpwmﬂw
Uma forma de se obter tal estimativa é considerando
Pull2e(remy ) = IPrullTexer my) + 1 P-lT2x oy 1)) + 2(Pyu, P-uw),

de modo que

||Pu||%2(1><(T1,T2)) > 2(Pyu, P_u), (3.23)

onde P, e P_ sdo as partes simétrica e antissimétrica do operador P, respectivamente.

Considerando P* como operador adjunto de P, isto é,

(Pu,v) r2(1x(ny,m)) = (U, P*0) p2(1x (1 1))

temos que
1 1
P.=(P+P) e P.=_(P-F")

Calculando o produto interno de Pu com v em L*(I x (T3, Ty)) obtemos

T L T L T, L Ty L
/ / Puvdxdt =/ / UggrVdrdt + 33/ / Prlgrdrdt + 352/ / goiuxvdxdt
T JOo ™ Jo ™ Jo 7 Jo
Ty L Ty, L T, L
=— / / uvydxdt — / / UVzprdrdt + 35/ / (20200 + PV )udzdt
7 Jo 7 Jo T Jo
T2 pL T> L Ty oL
— 352 / / goiviudxdt — 352 / / Pz Prruvdrdt — 35/ / PraVgudrdt
T Jo T Jo T Jo

T> pL T L
163 / / O uvdrdt + s/ / (pz + Prax ) uvdrdt.
T 0 T 0
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Dessa forma
P*u = —uy — Uy + 38Q Uy + (35000 —352goi)u$+ (—33 20, 0pe + sggoi’ + s(py + gozm)) U

Logo

P+u - 35(30zu:r:p + ()meum> + [8(<)0t + Spiﬂiﬂm) + 8380?} u

Como visto em ((CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER, [2015)), a prova de desigualdade de
Carleman sera obtida em dois passos. No primeiro passo sera obtido uma expressdo exata para

o produto interno em ([3.23)) e no segundo passo obtemos estimativas usando as condicdes

A partir de agora, por questdo de simplicidade, escreveremos [ [ u ao invés de f fo udxdt
e [ult (respectivamente [ u|}?) ao invés de fo ulkdt (respectivamente [y u|7?).
Passo 1: Obtendo a expressdo para 2(P,u, P_u).

Podemos escrever

2(Pyu, P_u) = 2// {s(apt + Opaz) + 3390936} uP,u—i—Z//3s(<pxum—|—<pmuz)P,u =1 +1s.

Considere
a = 5(Qt + Quux) + 33<,pi. (3.24)

Da expressdo de P_u podemos decompor I; como

= //204uut —i—//QOzuuxm +332//204u(<,0iux + VrPrzll).

Integrando por partes e utilizando (|3.21]) obtemos
— 332//90iaxu2
(3.25)
2

L
I =— //atu +3//ozm //amxu / 52’30
:—// Q4 Oygr + 35° %;Oéx U —|—3//axui—/ .

Em seguida vamos analisar

I=2 / / 35( Ptz + Paplls) (Ut + Uggr + 35 (P2U + PoPazt)).

Utilizando integracao por partes sucessivas vezes, segue que

2// PrUzy +90m:um Uy = //@ztuw

+ / (Sozuig: - Wmmzui + wazuwmum) ,

07
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e

2//(901um + Wﬂc:vUZ)(SD?xuw + W:B‘Pmu) = - 3//@5@:}:%“2

+ / / [(P20me) = (03s) |0 + / wiUig

Entao

==95 [ [t [ [ [-215° 5200 + 35(0m+ 1) 2

+ / [35 (@xuix - Sozm:ui + QQOIxeuzm) + 953%0:; ﬂL

Somando e (3:26), concluimos que
2Py, Pu) = [ [ [0+ Qs +35%6200) + 95° (P2pue)es — (9u)e)]
+// 30t — 275° 0% Pus + 35(Pur + Pas) | U2 — 98//9%%2% (3.27)
+ // SSgomum +(95°0> — 350ppe — @)U + 2g0mumum}oL .

Passo 2: Agora vamos estimar cada termo em ([3.27)) através de uma série de afirmacdes.

Afirmacao 3.1 Existem constantes s; > 0 e C; > 1 tal que para todo s > s, temos

/ / |~ (@ + Qs + 35%020) + 95° (D20un)aw — (Pai)a) | 0

> CJI//(W)W - C /:/w(w)%z

De fato, da forma como « foi definido em ([3.24) vemos que o termo com a maior poténcia

de s é

_ _ W) )" 9
38020 = =957 ¢pre = 0 (t=T)>(Th—1)> s (t =TT —1)> 4%

Por ([3.14)) concluimos, para algum x; > 0 e para todo s > 0, que
—35°07(py)e > k1(s9)°, com (z,1) € ([0, L]\w) x (T1, Ty).
Por outro lado, temos para alguma constante xy > 0 e todo s > 0, que vale

|ove| + |atgga| + |953((§0;2r90m)m - (99909032593)96” < ’{2539047 com (z,t) € I x (11, T>),

13522, | < Ka(s59)°, com (z,t) € w x (T1, Ty).

Entdo, para s; suficientemente grande, a afirmacéo [3.1] segue.
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Afirmacao 3.2 Existem constantes s, > 0 e Cy > 1 tal que para todo s > s3, temos

// {30@ — 275302 Ve + 35(Pat + @41)} u? > Cyt //(scp)g’ui — Oy /T? /w(sgo)gui.

Novamente por (3.24]) e (3.14) podemos estimar o termo com a maior poténcia de s como

(w/)2¢//
(t =) (T —t)°

> 53(5()0>37 com (:C7t) € ([07 L]\w) X (TlvTQ)a

30, — 27339035%% = —1853goig0m = —18¢3

para algum k3 > 0 e todo s > 0. Por outro lado, para algum k4 > 0 e todo s > 0 se verifica

165(010 + Puz)| < Ka(s9)?, com (z,t) € I x (T, Ty),

185%02 0u| < Ka(sp)?, com (z,t) € w x (Ty,Th).

Entao, para s, suficientemente grande, a afirmacdo [3.2 segue.

Afirmacao 3.3 Existem constantes s3 > 0 e C3 > 1 tal que para todo s > s3, temos

T:
_98//9096961@@ > Ci’)_l//sgpuazcx - CV3/ Q/SSOUiJ:'
T w

Basta notar que ¢ < 0 em [0, L]\w, logo para algum C3 > 1 e s3 > 0 suficientemente

grande, segue para todo s > ss3, que

=950y > C'S_lsgo, com (z,t) € ([0, L]\w) x (T}, T»),

195¢.| < Cysp, com (z,t) € w x (T1,T3),

mostrando a afirmacao.

Afirmacao 3.4 Exitem constantes s, > 0 e Cy > 1 tal que para todo s > s4, temos

L
/ {33<pxuix + (9502 — 350p0n — @)Uz + Zgomuxum} .
> 7t [ (5002, oo + (5902, Dams, + (5°6%02) o]
= V4 7 PUzy ) |z=0 PUgy)|z=L $Q Uy )jz=L .

Vamos analisar cada termo da integral separadamente. Primeiramente, note que

L 2
0= 350Uy,

2 2

380 U T 350Uy, 0

_ 3. —V(L—2z) Y(L- x)u2
(t—T1)<T2—t) w(L—ZU) e o=L

V(L —x) ) U(L _x)uQ
TSI @ -1 W)

=0
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Utilizando ({3.15]), para alguma constante x5 > 0 e para todo s > s, com sy suficientemente
grande, temos

2
350Uz,

sz ([sent] o+ fsetl] ).
Como uyy—0 = 0 e, por (3.24)), vale
(95%02 — 38Qppe — a) u? = (883g0§ —s(py + 4@1133)) u?.

Ent3o, novamente utilizando ([3.15)), para alguma constante kg > 0 e para todo s > s; com

s5 suficientemente grande, se verifica que

L

[(933905’6 — 380pze — a) ui} > kg {(590)3112}

0 lz=L "

Finalmente, pela desigualdade de Young, obtemos

|Rspuntiativel | <2 [s02,] | mr[snd]

| |z=L

para alguma constante x; > 0. Uma vez que sp(L,t) < (sp)3(L,t), para s > 1, segue a
afirmacdo [3.4]
Portanto, concluimos, das afirmacdes[3.1}, [3.2] [3.3]¢[3.4] para algumas constantes positivas

S9, C' e para todo s > sq, que

// [(8¢)5|u|2 + (5)*fua* + 3¢|Uzm’2:|

L (G S A I G M I

<C (//umu/f/w [(s¢)5|u|2+<s¢)3|uz|2+s¢|um|ﬂ>.

Notando que

<3g0uiz) |z=0 + (Swuiz> |z=L T (839031&) lz=L Z O’

temos
[ ol + (59 lual? + sl

<c(ffipaes [ [ oPlap ol + ot )

Substituindo u por e *?q em (|3.28) obtemos exatamente a desigualdade ([3.20), como que-

(3.28)

riamos mostrar. O
Agora, vamos buscar por uma estimativa de Carleman para a solugdo do sistema ([3.2).

Deste modo, como consequéncia da Proposicdo [3.1] temos o seguinte resultado.
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Corolario 3.1 Seja (€ B, 1,). Entdo  existem  constantes  positivas 5y =
30 (]Tg — T, HCHB(TI,TQ)) e C = C(|T2 — T, ||<HB(T1,T2)) tal que para todos s > 5, e
vy, € L*(I), a solucdo v de (3.2)) satisfaz

// [(50)°[0* + (50)* s + s0lvaa|?] €72
<C (/:/w [(890)5|v\2 + (s0)|ve |2 + SSO\Ule]) o259

Demonstracdo: E facil ver que a solucdo v de (3.2) satisfaz (3.19) com qr, = vy, e f =

—Vze — (V.. Entdo segue que u = e *%v, dai

(3.29)

e f = —e (U + (Uy) = —(Ugy + 280U, + 52%2610 + s@ppu) — C(ugy + sppu).
Dessa forma,
R = 12+ (450, + 20)Uplpy +2(5%02 + 8Pe + (500 ) Ulye + (45202 4 45Cp, + (H)u

+ (4539036 + 452909690961 + GSQC@QZE + 25CQ0ua + QSCZQD:):)UUx

+ (s*0s + 25° 020 + 2C5° 02 + 205> Puatpe + (P72 U

Analisando os termos u,u,;, Ul,, € uu, com a maior poténcia de s segue, da desigualdade

de Young, que
i)

4//3@:cuxum = 4//(390xux)(um)
§2//52<p§ui+2//ufm;

2//3g0xuum—2//sgox (Uzz)
S//S4¢§u2+//l¢§x;

ii)

4//5 Oruu, = 4// (sggo%u) <s§<,0%ux>
caf [ va] [
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Logo, para s suficientemente grande, obtemos que

[ [ 122 < = Tl ClIpay0y) [ [ (s'0k0 + 5222 +2,)
Das propriedades de i) podemos escrever

shot = st Y"(L — ) _ . V(L —x) ) V(L — )
’ (t =) (T — 1)t (t =TT —t)* ¢*(L —x)

_ 034304

2 2 2 2
57, = Cs7¢,
para diferentes constantes C' > 0. Entao

| [ £ <O =T =110l ) [ [ (500 + (5002 + ).

2C(|T2 -T - 1|7 ||C||B(T1,T2)) ) C
¥

Tomando s > , onde C' > 0 é a constante em ([3.28]), temos

1
C(T2 =T = 11, 11l Bgy 1y ) (530) ' < %(890)5162-

Fazendo a mesma anélise para os outros termos podemos encontrar 55 > 0 tal que para s > 3§
temos

[ [ e <o [ [ (080 + (00 + 590,)
Combinando esta desigualdade com ([3.28) e trocando u por e *#v, obtemos (3.29), como

queriamos. O
5 < Y(L—z) . . N
Com relacdo a func3o peso 1) = , introduzimos as funcdes
202 fundo peso Pl 1) = 1, —
] R0
20 = oy = Y = o m = (3.30)
e
. 1 | ()
0= o mm - A T e m o (331)
Por (3.17]) sabemos que
4
p(t) < 5o(t), te(Th,Ty). (3.32)

3
Nosso préximo objetivo é remover os termos com v, e v,, do lado direito de (3.29)), para tal

iremos provar o seguinte resultado.

Lema 3.1 Sejam 0 < |y < ly < L, ( € By 1) € 50 como em (3.29)). Entdo existe uma
constante C' = C' (|T2 - T, ||C||B(T1,T2)) > ( tal que para quaisquer s > 59 e vy, € L*(I), a

solugdo v do sistema (|3.2)) satisfaz
5 Ty NP
[ [PI0 + (5Pl + splunaf?] 25t < O [ 7 05950, 1) 2,
1

ondeQ:[x (Tl,TQ) ew = (ll,lg) C 1.
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Demonstracao: De (3.29)) e (3.30)-(3.32)), obtemos
| [(59P102 + (5@l + 5@l 2] e > dadt
Q

T v
<O [ [ [SEWE+E vl + splual?] e Pdadt (3.33)

= C(]O + _[2 + IQ)

Como ¢ e ¢ ndo dependem de z, temos que

To .
IL<s /T Fe 22 |o(, )] 2ot (3.34)
e
L<s | g |ot)| g d 3.3
258 | pe o( )72 () dt- (3.35)
1

Usando interpolacdo entre espacos de Sobolev H*(w), com s > 0 (Teorema [1.4), obtemos

constantes positivas K1, K5 tais que

3/8 5/8
()l < Kallo( )]s [0 B0, (3.36)
e
3/4 1/4
(s |2y < Kool 1) [Fasa [0 )1 (3.37)
Substituindo ([3.36]) e (3.37)) em (3.34)) e ([3.35)), respectivamente, segue que
o o s 3/4 5 4
I <Cs /T B2 (-, 1) | [y o |10 D)ot (3.38)
1
e

~—

Ts
v 283 3/2 1/2
B < Cs* [ e Al ol )l dt (3:39)
1

8 8
Aplicando a desigualdade de Young, com p = 3 eq= 3 em ([3.38) temos, para qualquer
€ >0, que
2 95 —3s5 Bsp 2T 3/4 5/4
O i s e o [TV N [ OO [
1
Tor o oes 35 .20 3 80 [ 8. 2 3/4 3 _6
<C | [t g N o D)l a5 ] [eT iR |l >u;8/3(w SsTR|dt (3.40)
1

6 [12 s(8p-184) 2 o [T aep o 2
< C.s /T e’\5 5 7 %) 5 H’U )HLQ(UJ)dt—i- €S /T e © HU(';t)HHS/?’(w)dt-
1 1

4
Agora aplicando a desigualdade de Young, com p = 4 e q = 3 em ((3.39) temos, para

qualquer ¢ > 0, que

27 31

T2 o 3. 8. 27 3/2 1/2
IQSCS/T e 2P 103G B (- )Y Il DI,
1

T

_ 345 3
<C [e 259625
T

_3 5 843 .27 3 _3
o DI e Es] - [ 39 F ol Ollgersyet s dt - (3.41)

10 [T s60-85) 53 1/2 o (T ass .0 2
< Ces i e [lv(-, )HLQ(w)dt—}—es . e % Hv(~,t)|]H8/3(w)dt.
1 1
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Note que

6 [T s(Sp—L0g) v ol 2 0 [T s(6p—8p) %31 2
Iy+ s /T e\ GE |-, )| [T dt < Cs /T e v (- )72 dt. (3.42)
1 1

Por (3.33)) e (3.40)-(3.42)), obtemos

/Q (@10l + (52) [0 ? + s3|vzal?] €2 derdt (3.43)

Ts . T2 .
<080 [ O OG ol )| Faquh + 26572 [ o, ).
1

1

Resta estimar o termo integral

" —25¢ %—9
/T ¢ ¥ HU("t)HHfS/S(w)dt.
1

Isto é feito por um argumento de recorréncia baseado no efeito suavizante da equacao KdV.

Com efeito, seja vy (z,t) := 04 (t)v(x,t) com

NI

01(t) = exp(—sp)p 2.
Entdo v; satisfaz o sistema

V1t + Vigg + Vigee = f1 := —Cvy + Opv, em I x (T1,T5),

01(0,) = vy (L, t) = v15(0,¢) = 0, em (Ty,T3), (3.44)

U]_(.Z',TQ) = 07 em [.

Uma vez que v,(0,) = 0,¢ € L°(Ty, Ty; L2(1)) e |6hy| < Csp2 exp(—s@), da desigualdade

de Gagliardo-Nirenberg, temos

Ts .
||f1||%2(]><(T1,T2)) < C||C||%w(T1,T2;L2(I))/T 6_28<p||”z||%w(1)dt

1

+ C/ e 2528 v|*dadt (3.45)
Q
< C’/ [32¢3|v|2 + s|vg|* + 3_1|vm|2} e 2P dxdt,
Q

para alguma constante C' > 0 e todo s > 5. Por (3.12)) temos que v, € C([T}, To]; H'(I)) N

L*(T, Ty; H*(I)). Por interpolacdo podemos concluir que v; pertence a classe

(LT, To; H'(1)); LTy, Ty HX (1) | = 17 (Ty, Ty [H'(1); H(1)],)

onde % = 1%9 + g e 0 < 6@ < 1. Entdo escolhendo p =4, =c0ef = % garantimos que

s = =, isto €,

1
27

W

[H'(1); H(I)], = H?(I).
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Logo vy € LTy, Ty; H3?(I)) e
o1l Loy w32 )y < CllAll 2 m))- (3.46)

Seja vy(x,t) := O2(t)v(x,t) com

(Sl

02(t) = exp(—s@)¢~
Ent3o v, satisfaz o sistema (3.44)) com f; substituido por
fo = (0207 "1, — 02,07 0.
Dai, note que
0207 + |02407] < Cs.

Como ¢ € Br, 1), por interpolacdo entre C([Ty, Tz); L*(I)) e L*(T,T»; H'(I)), temos que
¢ € LYTy, Ty; HY*(1)). E por (3.46) segue que vy, € L*(Ty, Ty; H/%(I)). Logo, podemos
concluir que vy, € L2(Ty,Ty; H/3(I)). De fato, o produto de duas funcdes em H'/?(I)

pertence a H*(I) para qualquer s < 1/2, em particular para H'/3(I). Dessa forma, obtemos

I fall L2y mosmrrscryy < COsllvall paery 1y msr2ry) - (3.47)
Como fo, € LTy, Ty, HY/3(I)) = L2 (Tl,Tg;[L2(I)'H2(I)]1) sendo assim
f2 € LQ([ X (Tl,TQ) N LQ(TDTQ,HQ(I

). Dessa forma, por 3.11)), temos que
) ( ([Tl,TQ],Hl(I))ﬂLQ(Tl,TQ,H2(I))) In-

) )
Vo € ( [Tl, 2 ,Hd(I)mLQ(Tl,TQ,H4(I>>
( concluimos que v, € C([Ty, To); HY3(I)) N

]
terpolando [H'(I); H3(I)]. e [H?(I); H*(I)]
L2(Ty, Ty H3(I)) e

1
6

NI

’ ’U2 ’ |L°°(T1 To; HA/3(I)NL2(Ty,Ta; H/3(1)) < C’ ’f2 ‘ |L2(T1,T2;H1/3(I)) : (3-48)

Por fim, considere v3 := 05(t)v(x,t) com

N[

03(t) = exp(—sP)¢~ (3.49)

Ent3o w3 satisfaz o sistema (3.44)) com f3 no lugar de f; onde
f3 = Cegeglvzx — 93,592_11)2.

Temos que

‘(932 ’—F’Hg 1‘<C$
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Procedendo de maneira semelhante ao passo anterior, sabendo que ¢ € B(r, 1), interpolando
entre C([T1, Ty]; L*(I)) e L*(Ty, Ty; H(I)) temos que ¢ € L*(Ty,Ty; H?3(I)). Por outro
lado, por (]3.48]),

vor € C([Th, To); HY?) 0 LA(Ty, To; HY3(I)).
Dai, segue que vy, € LS(Ty,Ty; H*/3(I)). Pela Proposicdo temos que H2/3(I) é uma
4lgebra, dessa forma (v, € L2(T},Ty; H*3(I)). Logo

3l L2y mosm2racryy < Osl|v2l| oo ¢y s mra/3 (0 nn2 (1 o775 (1)) - (3.50)
Novamente, interpolando entre (3.9) e (3.11]), podemos garantir que
"U3’|Loo(T1,T2;H5/3(1))mL2(T1,T2;H8/3(1)) < CHfS‘|L2(T1,T2;H2/3(I))' (3-51)

Entdo, por (3.45)-(3.51)) existem constantes Cy,Cy > 0 tais que

Vsl 2z, sy < Crs I FillZegreery o)) (3.52)
< Cg/ [56¢3\v|2 + 8%|vg)? + 53|vm]2] e~ 2P dxdt,
Q

para todo s > §o. Agora, substituindo v3 = exp(—s@)@ 2v em (3.52) obtemos, para alguma

constante C3 > 0, que

T R R
L e ) gt < Cis? [ [ l  (597 el + plenal?] e,

1

1
Portanto, escolhendo ¢ = i em ([3.43) temos, para todo s > 3; e para alguma constante
3

positiva Cy = (4 (|T2 - T1|7 HC”B(TLTZ)), que
A T o
/Qe%*" (58710 + (58)7 a2 + 53l 7] dadt < Cus™ [ 7O DG (e, )] Fadt,
1

provando o resultado. H

3.1.3 Desigualdade de observabilidade

A seguir, vamos estabelecer uma desigualdade de observabilidade para a solucdo do sis-
tema . Para isso, sera fundamental a aplicacdo do Lema , que ¢é derivado a partir da
desigualdade de Carleman ([3.29).

Multiplicando a primeira equacdo do sistema por —v e integrando em [, obtemos,
através da integracao por partes, que

1 d L L 1 L
s [Ctde e [Cotde+ Skt = [ Covd (3.53)
2dt Jo 0 2 0
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Das desigualdades de Holder e Young, podemos estimar o lado direito de (3.53) como

L L
‘/ Cuude g/ |Cvv,|dx
0 0

L
<NCllie [ loveld

IA

oo v Ve
1€l oll2al o]l 220y (3.54)

IN

1 1
5““1:“%2(1) + 5“5”%00(1)”””%%1)

IN

1
5l|vx||%2(1) + C)ICI vl

IN

1
5“%5“%2([) + C(L)“d|%{1(I)||UT2||%2(I)’

Combinando ([3.53)) e ([3.54) temos que

1 L 1
3/, vide + 5”1%“%2(1) < CDISNE i lvn 72y

Integrando a igualdade acima sobre (77, T3) segue que

o, ) Bagy + el Tl Bagry + oll ey < C (LIl ) onliza.

Somando 2||v(-, T3)|[72(;) na desigualdade acima obtemos

10 To) Baqry + oC, T Bagry + ollrnizmirsany < € (LIl sz marsaan) Noml e,

dessa forma

([0 Ol gy + [ollzzan iy < C (LIl ruany) lonl By (355)

2T1 + T2 o Tl + 2T2

Definindo 7] = —5 T} . Entdo trocando v(-,t) por v(-,T1) e vy, por

v(-,7) para, 7] < 7 < T}, e integrando (3.55)) em 7 € (17, T3), segue que

1
oG T < € (1T = Tl L€l et mnay) [, oG Dandr, (356)

1

para alguma constante C (]Tg -1, L, HCHLQ(TLTQ;Hl(I))) > 0. Combinando ([3.56) com o

Lema e utilizando as propriedades de , para um valor fixo de s > §,, obtemos que

Ts
o Tl < C [ 10Dl gt (357)
1

onde C, = C, (|T2 — T, L, ||C||L2(T1,T2;H1(I))) > 0.
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3.1.4 Método da dualidade

A seguir, estabelecemos a controlabilidade nula para o sistema . Para isso, utilizare-
mos o método da dualidade, que permite relacionar a solucdo do sistema original , cuja
controlabilidade desejamos alcancar, com a solu¢do do sistema adjunto associado (3.2). Em
particular, aplicamos o Método da Unicidade de Hilbert (HUM), conforme introduzido por (LI-
ONS, [1988)). Esse método reformula o problema de controle como um problema de minimizacdo
de um funcional, que esta intimamente ligado a solucdo do sistema adjunto . A etapa
crucial para garantir a minimizacdo deste funcional consiste em demonstrar sua coercividade,
o que ¢ alcancado por meio da aplicacdo da desigualdade de observabilidade .

Primeiramente, vamos relembrar um resultado fundamental do calculo de variacGes, cuja

demonstracdo pode ser encontrada em (BREZIS, 2011)).

Teorema 3.1 Seja H um espaco de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo e fechado

de H e p: K — R uma funcdo com as seguintes propriedades:
1. ¢ é convexa;
2. @ é semi-continua inferiormente;
3. Se K € ilimitado, entdo ¢ é coerciva, isto é,

x) = 00.
IIx\H+OOSO( )

Entao ¢ atinge seu minimo em K, isto é, existe vy € K tal que

p(20) = min p(z).

Além disso, a unicidade do minimo é garantida se ¢ for estritamente convexa.

O préximo resultado garante a controlabilidade nula para o sistema ({3.1)), inspirados por

(LIONS, [1988), (MICU; ZUAZUA, [2004)) e (CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER, 2015)).

Teorema 3.2 Sejam 0 < Ty < Ty < +oc. Entdo para quaisquer ¢ € By, 1) € yr, € L*(I),
pode-se encontrar um controle f € L*(w, (T1,T3)) tal que a solucio y do sistema ((3.1)) satisfaz
y('v TQ) = 0.
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Demonstracdo: A partir de (3.57) podemos deduzir a existéncia de uma f € (w, (T1,T3)),
como no Teorema . Os argumentos abaixo sdo inspirados por (CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO;
ROSIER, 2015)) e (MICU; ZUAZUA| 2004).

Em L?(I), definimos a norma

HUT2||M = HUHL%,TI,TQ),

onde v é a solucdo de ([3.2) associado a vr,. Denote por M o complemento de L?*(I) com

respeito a norma acima. Considere entdo um funcional J em M definido por

1 L
Jen) = Sllenl + [ ol Ty (2)da.

Por (3.57)) podemos concluir que J esta bem definido e é continuo em M. De fato,

1 L
(n)| < Sllon e+ [ ol T lyr, o lda
< Sllersl e + llote 20zl om0

1 1
< (5lonlBs + CHlyn e ) lorsllar

Visto que 1imyjyy, |[,,—+00 J(vr,) = 400 temos que J é coercivo.
De acordo com o Teorema (3.1} para garantir a existéncia de um dnico minimo para J, resta
mostrar que J é estritamente convexo. Com efeito, considere 0 < \ < 1. Para vr,, wr, € L*(I)

sejam v e w as solucdes de ((3.2)) com respeito a vy, e wr,, respectivamente. Dessa forma,

TOwr, + (1= Xwr,) = ¢ r, + (1~ Nun 1
+ [ Ot 1)+ (1= Ve, 1)y (o)
(12

< Xl + 20 -3 [“vnde + S g 2
+ )\/OL v(z, Ty)yr, (x)dx + (1 — A) /OLw(x, T1)yr, (x)dx
< NMon [y + (1= 2)?[Jwz |
+ )\/OL v(x, T)yr, (z)dx + (1 — ) /OLw(a:, Ty, (x)dx

Como 0 < A < 1, concluimos que

L
JOwr, + (1= Nwr,) < Mg +A [ v, Tyr, (e)d

F A= Nllwnl+ (1= [ wle Ty (e
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Portanto J admite um Gnico minimo vz, tal que

N
0 =lim [J(vy, + hwz,) — J(vy)]

» (3.58)

L
= /v*wdwdt+/ w(z, Th)yr, (z)dz, Nwgp, € M,
T w 0

onde w (resp. v*) denota a solugdo de ({3.2) associado a wy, € M (resp. v* € M). Defina
f € L*(w x (T}, Ty)) dada por

I = xov, (3.59)
e denote por y a solucdo de ((3.1)) associado a yz, e f. Multiplicando ([3.1)) por w e integrando

por partes, obtemos para todo wr, € L*(I) que

T>

L L
/ y(x, To)wp,de = / yr, (2)w(z, Ty)dx + / viwdzdt = 0, (3.60)
0 0 w

Ty
no qual a segunda equacdo segue de (3.58)). Portanto y(-,75) = 0. Por fim, considerando
wr, = vy, em (3.58)) e usando ((3.57)) concluimos que

Ty L
/ /|f|2dxdt < c*/ lyr, (2)[2d, (3.61)
Ty w 0

mostrando o resultado. O

3.2 EQUACAO KDV-B NAO LINEAR

Nesta secdo, iremos estabelecer a controlabilidade nula para o seguinte sistema:

Yt — Yax + Yxza + YYz + (5y)x = waa em [ x (T17T2)7

y<07 t) = y(Lv t) = yoc(Lat) = O? €em (T17T2)> (362)

y(w>T1) :yT1(l‘)7 em I,
onde 0 <17 < Ty < +00,yp, € o dado inicial e f é a funcdo controle. Isto sera obtido através

do teorema a seguir e sua prova é inspirada por (CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER, 2015)),

que consiste em utilizar uma versdo do teorema do ponto fixo de Kakutani.

Teorema 3.3 Seja& € By, 1,), entdo existe p > 0 tal que para todo yr, € L*(I) satisfazendo

T |2y < p, podemos encontrar uma funcao € 1, 192; tal que a solucao
lyr, |2y < p, pod funcdo f € L*(Th,Ty; L*(I)) tal q luca
y de (3.62) satisfaz y(-,T5) = 0 em I. Além disso, existe uma constante C' = C(|Ty —
Tol, €Ml (B, yy)) tal que

[ fllz2 e ey < Cllyn ez -
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Demonstracdo: Primeiramente, note que y solucdo de ([3.62) satisfaz

2

Yy

Dessa forma, dado ¢ € Bz, 1) € yr, € L*(I), consideremos o problema de controle

4t — Qax + Qrax + (CQ)I = chm em I x (Tla T2)7

q(0,t) = q(L,t) = q.(L,t) =0, em (T1,T»), (3.63)

q(z, 1) = yry, em 1.

Procedendo como na Sec&o 2.7} podemos obter a seguinte estimativa

HQHZB(TLTQ) <C (‘TZ - Tl’a La HCHB(TLTZ)) (HyT1H%2(I) + HfH%Q(wX(Tl,Tz)D : (364)

Aqui, nos limitaremos aos controles que cumpram a seguinte condicao

HfH%Q(wX(Tl,Tg)) < C*HyT1||2L2(I)7 (3.65)

onde C. := C.(|To—T|, L, |[¢||Bs, 1,,)- Como f € L*(wx (T}, Tz) e (Cq)x € L'(Th, To; L*(1))

segue que

||Qt||L2(T1,T2;H*2(I)) = ||wa + Qe — Quae — (€Q)x||L2(T1,T2;H*2(I))
< N xull ez msm—2w) + |@ee — Guazel 20 101 -2(1)

(€Dl 20y 10201

Vamos analisar cada parcela desta soma.
i) Como fx., € L*(Ty,Ty; L*(w)) e L*(w) — H%(w) segue que
||wa||%I*2(w) < C||wa||%2(w)- (3.66)
Integrando (3.69)) em (77, 7T%) concluimos que
Xl 2 120 < Cl Xl |20y 10502 (0)) - (3.67)

i) Como q € L*(Ty,T»; H'(I)), temos que q,(-,t) € L*(I), dai pela caracterizacdo de
distribuicdes em H2(I), escolhendo gy = 0, g1 = q.(,t) € go = —q.(+, 1), temos que
90, 91,92 € L*(I) e

Gor (-5 1) = Graa (1) = 9o + G1o + Gora-
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Concluimos que ¢z (1) — Guae(-,t) € H2(I), além disso por segue que
e (- ) = Gawa (- O E-2(1) < 2/l (- )220y < 2Mla( O -
Integrando em (7}, T3) obtemos
@ze — Quaall L2 moim-2(ry) < Cllalr2ery mom 1)) < Ml B, 1y - (3.68)

iii) Como q,( € L*(Ty, Ty; H'(I)) temos que ¢(-,t),((+,t) € H'(I) e sabendo que H'(I) é
uma algebra (Proposigéo obtemos ¢(-,t)((+,t) € H'(I) o que implica q(-, t)¢(-,t) €
L?(I). Novamente pela caracterizaco de distribuicdes em H2(I), tomando gy = g» =

0e g1 =q(,t)C(-,t) temos que go, g1, 92 € L*(I) e
(a(- )¢ 1)), = 9o + 910 + g2,
ou seja, (¢(~1)C(- 1)), € H2(I). Além disso,
1 (aC)CC 0D, -2y < Hal OCC D2

Como ¢, q € C([T1, Ta); L*(1)) e C(+, t)q(-, ) € L*(I), segue que ¢(+, t)q(-,t) € C([T1, Ta]; L*(1)),
isto é, existe M > 0 tal que |[q(-,t)C(-,t)|[z2(r) £ M, para todo t € (T3,T5). Deste

modo, integrando em (77, 73) temos que

[(aQ)al L2y 121y < C(|T2 — Thl). (3.69)

Gracas a (3.67)-(3.69) concluimos que
Naell 2y mos—2y) < © (!T2 = T |2 i1 HQHBm,m) ; (3.70)

isto é, ¢ € H'(T1,To; H*(I)).

Introduzimos ent3o o espaco
E = C([Ty, Ty); L*(1)) N L*(Ty, To; HY(I)) N HY (T, Ty; H (1))
munido com sua norma natural
ylle = 1yl Ber, 1y + Yl 1020
Consideramos agora em L?(I x (11, T3)) o seguinte conjunto

B:={y € E;|lyllg < 1}.
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Afirmamos que B é compacto em L?(Ix (T}, T3)). De fato, uma vez que aaf € L*(Ty, Ty; H2(I))
podemos aplicar o Lema de Aubin-Lions (Teorema considerando X = H(I), Y = L*(I)

e Z = H2(I) concluindo que B é relativamente compacto em L*(T}, Ty; L*(I)), mas como

B é fechado segue que é compacto em L2(Ty,Ty; L*(I)).

Para qualquer y € B, consideremos o conjunto
P(y) = {q € B; 3f € L*(w x (T1,Ty)) tal que f satisfaz (3.69]) e
q resolve (3.63)) com ¢ = % +&eq(-,T) = 0}.

Pelo Teorema [3.2] (3.61)) e ([3.64)), podemos escolher p > 0 suficientemente pequeno tal que,

para qualquer ||yr |[z2() < p, P(y) é ndo-vazio para todo y € B. A demonstracdo sera

finalizada com o auxilio do seguinte teorema (ver (ZEIDLER, 1986))).

Teorema 3.4 (Teorema do ponto fixo de Kakutani) Sejam F' um espaco localmente

convexo, BC F e P: B — 2B. Assuma que:
(1) B é um conjunto ndo-vazio, compacto e convexo;
(2) P(y) é um conjunto ndo-vazio, fechado e convexo para todo y € B;

(3) A aplicacdo P : B — 2B ¢é semicontinua superiormente, isto é, para todo subconjunto

AdeF, P"Y(A)={y € B; P(y) N A #} é fechado.
Ent3o P tem um ponto fixo, isto é, existe y € B tal que y = P(y).

Note que se existe tal ponto fixo, entdo y = P(y) é solucdo de (3.62)) e satisfaz y(-,75) = 0,
provando assim a controlabilidade nula do sistema. Devemos entdo verificar que o Teorema
pode ser aplicado para P e F = L*(I x (T, Ty)).

A convexidade de B é clara, j& a convexidade de P(y) segue da linearidade das solucdes.
Dessa forma, temos que a condicdo (1) é satisfeita. Para a condi¢do (2), resta mostrar que
P(y) é fechado em F', para todo y € B. Tome qualquer y € B e uma sequéncia (¢")ieny em
P(y) que converge em F' para alguma funcdo g € B. Para cada k, podemos escolher alguma
func3o controle f* € L?(w x (T}, Ty)) satisfazendo tal que o sistema ([3.63) é satisfeito
com ( = 4+& e ¢*(-,T) = 0. Pela reflexividade dos espacos, passando para uma subsequéncia

se necessario, podemos assumir que

ff = fem L*(w x (T1,T3)), (3.71)

q" — qem L*(Ty,Ty; H(I)) N HY(Ty, Ty; H2(1)), (3.72)
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quando k — +00. Segue imediatamente de (3.71)) que
fF— fem D'(w x (T1, Ty)), (3.73)

quando k — +oo. Dado ¢ € D(I x (T1,T3)) considere T,, : L*(Ty, T»; H*(I)) — R definido

por

T L
T¢(D)Z/T /0 pvdzxdt.

E fécil ver que T, define um funcional linear L2(T}, Ty; H*(I)). Como ¢* — qem L*(Ty, Ty; H'(I))

Lk L
L[ ed = [ ]
Ty JO T, JO

<qk, <P>D/,D — (q, @)D’,Da

segue que

o que implica

isto é, ¢* — g em D'(I x (11, T3)). Pela observacio [1.4] segue que

¢, = Goo em D'(I x (T1, T)) (3.74)
e
¢ = Quee em D'(I x (T1.T3)). (3.75)

Como ¢* — q em HY(Ty,Ty; H-2(I)) temos que qF — q; em L?(Ty,Ty; H=%(I)), segue de

um argumento semelhante ao anterior que

@ — qem D'(I x (T1,Ty)). (3.76)
Por outro lado, segue de a seguinte convergéncia

Cq" — Cqem L*(I x (Th, T3)),

consequentemente,
(Cq")e = (Cq)w em D'(I x (11, T2)). (3.77)
Denote L(q) := —quz + Guze + ((q)., dai, para qualquer ¢ € D(I x (11,15)), temos que
(@ + L(q) = fXw,)prp =(a — at + L(a) = L(¢") = fXw + f* X oD
+ (gt + L(d") = f*xr 0)pr -
Como ¢* € P(z), temos que a (ltima parcela da equacdo acima é igual a zero. Dai, conside-

rando (B73)-(BT7), segue

(@ + L(q) = fXwr @)D = (@ — ¢ )p 0 + (L(@) — L(d"), )0 + ("X — fXer ©)Dr D

— 0, com, kK — +o0.
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Dessa forma, (q: + L(q) — fXw, ©)prp = 0, isto &,

To L
/T /0 (g + L(q) — fxw)p =0, para todo ¢ € D(I x (T1,T)).
1

Pelo Lema de Du Bois-Reymond (Proposicdo [1.3)), concluimos que

4t — Qux + Qrax + (<q>m = wa g.s em I x (T17T2)~

Uma vez que ¢ € B, concluimos que ¢ satisfaz a primeira equagdo em (3.63) com ¢ = § + ¢
e (-, Ty) = 0. Por (3.72), da limitacdo de ||¢*|| (7, 3:22(1)) € do Lema de Aubin-Lions com
X =1L*1I), Y =H2I)e Z=HI), segue que (¢*)ren é relativamente compacto em

C([Ty,Ty); H7*(I)). Extraindo uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que
¢ — g em C([T}, To]; H(1)).
Em particular, ¢(z,T1) = yr,(x) e ¢(x,T3) = 0. Por fim, pela continuidade da norma obtemos

A Z 2 iy < Cellyn 12201y

Dessa forma ¢ € P(y), concluindo que P(y) é fechado.
Agora vamos verificar (3). Para provar que P semicontinuo superiormente, vamos consi-

derar qualquer subconjunto fechado A de F' e qualquer sequéncia (*)reny em B tal que

y* € PTYA), Vk >0, (3.78)

y" — yem F, (3.79)

para algum y € B. Nosso objetivo é mostrar que y € P~1(A). Por (3.78), podemos tomar
uma sequéncia (¢*)ren em B com ¢* € P(y*) N A para todo k e uma sequéncia (f*)ren em

L*(w x (T1,T3)) tal que

Qf - qI;x +Q’;m + ((% ‘I’f) Qx) = kauH em [ x (T1,T2),

qk(O,t) = qk(L,t) = ql:z<L>t) =0, e€m (Th T2)7 (3'80)

(2, T1) = yr, (z) e ¢*(z, Ty) = 0, em I,

122 oxrmy) < Callyn |20y (3.81)
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Por (3.81)) e do fato que y*,¢* € B, dos mesmos argumentos de convergéncia feitos para

provar que P(y) é fechado, podemos assumir que para k — 400 seguem as estimativas

ff = fem L*(w x (T}, Ty)),

" — qem L*(T\, Ty; H (1)) N H(Ty, Ty; H2(1)),
" — qem C([T1, To]; H (1)),

qk — g em F|

yk%yemF,

onde f € L?(w x (T1,Ty)) e ¢ € B. Novamente temos que ¢(z,T}) = yr,(x) e q(z, Tz) = 0.
Além disso, ([3.65)) e as condicdes de fronteira em ([3.63)) sdo satisfeitas. Resta mostrar que

Gt — oz + Quow + ((g + f) q) = fXow- (3.82)

T

Seguindo os mesmos passos do item anterior, a Gnica convergéncia ndo trivial em ([3.80]) é a

do termo n3o linear (y*¢*),. Como y*, ¢* € B, vemos que

Ny " || 2y o2y < WPl oo mor2 oy 16¥ | 2y psnoe (ry) < C-

Logo, extraindo uma subsequéncia, podemos assumir que y*¢* — g em L?(I x (11, Ty)). Para

provar que g = yq, é suficiente observar que para qualquer ¢ € D(I x (11,T3)), vale

T2 L TQ L
/ / v g pdudt — / / yqpdxdt,
Tl 0 T1 0
para y* — y e ¢*¢ — qp em F. Dessa forma

y"q" — ygem L*(I x (Ty, Ty)).

Consequentemente, (v*¢*), — (yq), em D'(I x (T1,T3)). Logo, acontece e entdo
q € P(y). Por outro lado, ¢ € A, pois ¢* — ¢ em F e A é fechado. Concluindo que
y € P71(A) e, consequentemente, P~1(A) é fechado. Portanto, segue do Teorema que
existe y € B tal que y = P(y), isto é, encontramos um controle f € L*(w x (T3, T)) tal que
a solucdo de ([3.62)) satisfaz y(-,72) = 0 em I.
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4 PROPRIEDADE BANG-BANG DO CONTROLE OTIMO

4.1 EXISTENCIA DO CONTROLE OTIMO

Nesta secdo, iremos demonstrar a existéncia de um controle étimo para o seguinte sistema

Yt — Yoz T Yzzz T YYzr = VXw, em [ X (07 +OO)7
y(0,t) = y(L,t) = yo(L, ) =0, em (0,400), (4.1)

y(z,0) = yo(x), em I,

onde yo € L*(I). Lembrando que o conjunto dos controles admissiveis é o conjunto tal que,

dado M > 0 temos

Vs i={v € L2(I % (0,400)); [[]]12(1x(0, 450 < M e a solugdo

y de (4.1)) satisfaz y(-,7) = 0 em [ para algum T > 0} .

O tempo 6timo é entdo definido como 7% = inf {T';v € Vy;}, e um controle v* tal que a
solucdo associada y satisfaz y(-,7*) = 0, em I, é chamado um controle 6timo.
O préximo resultado garante a existéncia do controle étimo para o sistema (4.1)), a prova

deste resultado foi vista em (CHEN, 2017).

Teorema 4.1 Para qualquer yo € L*(I)\{0} e qualquer M > 0, existe um controle étimo
v* tal que a solugdo y de (4.1)) correspondente a v* satisfaz y(-,T7*) =0 em I.

Demonstracao: Primeiramente consideramos o seguinte sistema

Yt — Yza + Yrax + Yy, = 07 em [ X (0, Tg),

y(ovt) = y(L7t) = yx(Lvt) = 07 em (O,TO),

y(x,0) = yo(x), em I,

no qual T, serd determinado posteriormente. De acordo com a Proposicdo [2.6] podemos

deduzir que

Ny (-, To)ll 2y < e ™lyollr2(1).- (4.2)

Entdo, tomando p > 0 como no Teorema , para Ty > In (WJOHLZ)([)> obtemos a partir de
p
(4.2), que ||y (-, To)|| 21y < p-
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Aplicando o Teorema com & = 0,7, =Ty e T, = Ty + 1, podemos encontrar uma
funcio v € L*(Ty, Ty + 1; L*(I)) tal que a solucdo w de

Wy — Wey + Wage + WW, :ﬁXwa em [ X (TOaTO+1)7

w(0,t) = w(L,t) =w,(L,t) =0, em (Typ,To+ 1),

w(x,0) = y(z, Tp), em I,

satisfaz w(-,Tp + 1) = 0 em 1. Além disso,

0] 2z, 0415220y < COIY( To)l| 2oy, (4.3)

onde C(1) é a constante do Teorema [3.3/com ¢ = 0 e T, — T} = 1. Considerando (4.2) e

(Wllyollz2(ny

C )
4.3), se Ty > In , temos que ||0||2(ry 1 +1:02(1) < M. Agora defina
M (To,To+1;L2(1))

0, se t¢& (O,To] U [To + 1, +OO),
o(-,t), se te (To,To+ 1),

onde T > 0 é tal que

2 (1 )
P M

Entdo, a solucdo w do sistema
Wy — Wag + Wage + WW, = VX, em I x (0,754 1),
w(0,t) = w(L,t) = w,(L,t) =0, em (0,7p+ 1),

w(z,0) =y(z,Tp), em [,

satisfaz w(-, 7o+ 1) =0em [ e

o[l 22(rx(0,400)) = 10l L2(10, 10 41:22(1)) < M,

isto é, v é um controle admissivel com T' = Ty + 1. Com isso, garantimos a existéncia de
controles admissiveis para o sistema (|4.1]).

Para provar a existéncia do controle étimo considere 7% = inf{7;v € Vy;}, com 0 < T™* <
T para algum T > 0. Dessa forma, existem sequéncias (T}, )en de nimeros reais positivos e

(Um)men € Vi tais que T* = lim,, , 1 T, € a solucdo y,,,, correspondente a v,,, satisfaz

(ym)t - (ym)zx + (ym)xxoc + ym(ym)x = UmXw, em [ X (077)7
ym(ovt) = ym(L7 t) = (ym)fE(L7 t) =0, em (07 T)?

ym(xu O) = yO(x)u ym(xaTm) = 07 em /.
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Pela Proposicdo 2.7] temos que ||y, ||5. < C(M, |[yo|2). Como

|y el 2001y < NymllB- € Nvmllz2x 0,400y < M.

Por um argumento analogo ao feito em ([3.70]), temos que

H(ym)tHL?(O,T;Hﬂ(I)) = |Wm)ae — Ym)aze — Ym(Ym)e + UmXcdHB(O,T;H*?(I))
< C(M, [yollz2(n)-

Logo (Ym)men € uma sequéncia limitada em H'(0,T; H2(I)). Assim, podemos deduzir a

existéncia de v* € L%(I x (0,+00)) e de subsequéncias (U, )mren € (Yms)mren tais que
Uy — U° em L2(I x (0, 400)),
com [[v*|[£2(1x(0,400)) < M. Assim

Yo =y em L*(0,T; H'(I)) N H'(0,T; H*(I))

Yo — y* em L*(0,T; L*(1)).

Com os mesmos argumentos de convergéncia feitos no Teorema [3.3] as convergéncias acima

garantem que

Ui — Yoo+ Vboe TV YE = VX0, em I x(0,7),

y*(0,t) = y*(L,t) = y;(L,t) = 0, em (0,T),

y*(z,0) = yo(x), em 1.

Resta mostrar que y*(-,7*) = 0 em [. Para qualquer o > 0, considere o seguinte sistema

Ut — Ugy + Ugzy = fa em (Ua T)a
u(0,t) = u(L,t) = u,(L,t) =0, em (0,T), (4.4)
u(z,0) = us (), em I.

Semelhante a prova de (3.11)), podemos provar que para u, € H'(I) e f € L*(I x (0,T)), a
solucdo u de (4.4)) pertence a classe C'([o, T]; H'(I)) N L*(o,T; H*(I)), e satisfaz

||U||Loo(g,T;H1(1)) + ||U||L2(U,T;H2(1)) <C (||Ua||H1(I) + ||f||L2(1x(a,T))> ; (4.5)
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no qual C' > 0 é uma constante que n3o depende de o. Note que y,, é a solucdo de (4.4)

com Uy, = Ym(,0) € f = VmXo — Ym(Ym). Além disso, podemos estimar f como

1 2oy < Nomlliaqonoy + Wl oziza | Gmdell 2o sy
< M Ayl oo o720 | )l 200 Tty )

< O(M, [lyollz2n))
onde na ultima desigualdade usamos o fato que ||ym||B? < O, ||yo||L2(])' Substituindo

(4.6) em (4.5)), obtemos que
1l ooy + Mmooz < CllymC sy + COL gollin)-— (47)

Ainda, levando em conta que |[y||p < C(M, |[yol|r2(r)), particularmente, temos

*

T*/2 T
L gDl < [ llgnC 01t < GO Nyl

Dessa forma, para qualquer m, podemos encontrar uma constante o, € (0,77*/2) tal que

Ym(-om) € HY(I) e

[, )11y < \2C1 M, ol )/ T (4.8)
Aplicando (4.7) com ¢ = o, e considerando (4.8, obtemos
g G T/ 2) [y < WYl oo 0,0 T (1)

< OH?Jm('a Jm)HHl(I) + C(M, ||yo||L2(1))

< C(M, |lyol|z2ry)-

Agora, considerando (4.7) com ¢ = T%/2, podemos obter que (Ym)men € limitada em
C([T*/2,T); HY(I)) N HY(T*/2,T; H (I)). Logo, pelo Lema de Aubin-Lions, segue que
(Ym)men é relativamente compacto em C([T™*/2,T]; L*(I)). Ent3o, podemos deduzir a exis-

téncia de 7* e uma subsequéncia (Y )mren tal que
Yo — T em C([T*/2,T]; L*(I)).
Por unicidade do limite temos que y* = ¥* em [ x (T*/2,T). Dessa forma

g™ T) |2y = 1177 T)|| 2y
<7, 1) =7°C, T lz2ry + 177 C, Towr) = Yo (- Tl 22()

— 0 quando m' — +o0.

Portanto y*(-,7%) = 0 em [ e, consequentemente, v* é um controle étimo. O
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4.2 PROPRIEDADE BANG-BANG DO CONTROLE OTIMO

Finalmente, demonstraremos o resultado principal deste trabalho, o qual assegura que
qualquer controle étimo para o sistema (|4.1)) satisfaz a propriedade bang-bang. A prova deste

resultado se deve a (CHEN, 2017)).

Teorema 4.2 Para quaisquer o € L*\{0} e M > 0, o controle étimo v* do sistema ([4.1])
satisfaz a propriedade bang-bang: ||v*||2(1x(0,r+)) = M, onde T* é o tempo 6timo correspon-

dente.

Demonstracdo: Seja v* um controle 6timo, entdo a solucdo y* correspondente a v* satisfaz

yf - y;’v + y;xz + y*y; = U*Xwa em [ X (07 +OO)7

y*(0,t) =y*(L,t) = yi(L,t) =0, em (0,+00),

y*(x,0) = yo(x), y*(x,T*)=0, em I.

Suponha por absurdo que existe uma constante 7 € (0, M) tal que

o™ || 22(1x(0,400)) < M —T.

Note que isto é equivalente a dizer que |[v*||12(1x(0,4+00)) < M. Vamos provar que T ndo é
o tempo minimo que leva o sistema a zero com funcdes controle em V). Isto é claramente
uma contradicdo com a suposicdo de tempo 6timo, isto é, T = inf{T;v € Vy,}.

De fato, considere § € (0,77/2) uma constante que serd determinada posteriormente e

y! a solucdo do seguinte sistema

Yt — Yoo + Ynwo T ¥ Us + (v*y'), =0, em [ x(6,7%/2),

3/1(07 t) = yl(La t) = yalc<L7 t) =0, em (5, T*/2)7 (4'9)

y'(z,0) = yo(z) — y*(z,9), em I.
Aplicando a Proposicdo com T =T*/2, ys = yo — y*(-,0) e £ = y*, podemos obter que
se |lyo — y*(+,0)||r2(n) < €, o sistema admite uma dnica solu¢do y' € Bys 7+/2), além
disso,

Uy Bsre o) < Cllyo — v )2y,
no qual C' = C(T*, ||y*||B,.,,) ndo depende de §. Uma vez que y* € C([0, T*/2]; L*(I)),

podemos encontrar uma constante d; > 0 suficientemente pequena, tal que, se § < 94y,

Hy* (-, 0) = ¥ (-, 0) |2y = llyo — ¥* (-, 0) || 21y < €,
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no qual € > 0 é escolhido a fim de obter [|y'||, ;.. < p, onde p é a mesma constante

/2)
vista no Teorema [3.3] Entdo, aplicando o Teorema com Ty = T*/2,Ty = T* & = y*
e yr, = y'(-,T*/2), temos que existe uma constante C(T™,[|y*|| 5.

vt € L3(T*/2,T*; L*(I)) tal que a solucdo y* do sistema

Jor+y) € uma funcdo

Ui — Yoo+ Yiaw T VP24 (U Y)e = VX, em I x (T%/2,T%),

y*(0,t) = y*(L,t) = y2(L,t) = 0, em (7%/2,T%),

y*(z,0) = y'(z,T%/2), em I,

satisfaz y2(-,T*) = 0 em I e v' verifica

ol 2oy 2y < O Ny B o)) 0 G T /2| 220)

<O lylls.)

1Yo — y* (- 5)||L2(1)-
Novamente usando o fato de que y* € C([0, T*/2]; L*(I)), podemos encontrar uma constante
09 > 0 suficientemente pequeno tal que, para § < do,

_
o — v (5 0)|| 2y < — :
D= Iy,

o que implica

[0 27 jore02(ry) < T

Considere

yt, se I x (6,T%/2), 0, set e (0,T?/2] U[T*, +c0),
y = e 02(-,15) =

2, se I x (T%)2,T%), vi(-,t), sete (T%)2,T%).

Entdo z = y* 4 ¢ satisfaz o seguinte sistema

2 — Zaw + Zowz + 22: = (V2 4+ 0 ) X0, em I x (6, T%),

2(0,t) = z(L,t) = z,(L,t) = 0, em (4,7%),

2(z,9) = yo(z), 2(z,T*) =0, em [.

Portanto, concluimos que para 6 < min{dy, d}, a funcdo y(-,t) = z(-,t 4+ ) é solucdo de
Yt = Yz + Yzza + YYz = UVXw, em [ X (O,T* - 5)7

y(0,t) = y(L,t) = y.(L,t) =0, em (0,7*—9),

y(Z’,O) = ?Jo(x), y(I,T* - 5) = Ou €em ]7
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onde v(-,t) = v*(-,t + &) + v*(-,t + J) satisfaz
HUHLZ(IX(O,-i-oo)) < HleLZ(T*/z,T*;LQ(I)) + H’U*HLQ(IX(O,—&-OO)) < M.

Mas isto contradiz a hipdtese de que 7" = inf{T;v € V), }, dado o fato de que encontramos
um tempo menor do que 7™ tal que o controle associado a ele pertence a V,,. Esta contradicao
ocorre por supormos que ||v*||r2(1x(0400)) < M, mas como v* é um controle admissivel

concluimos que

0| 22(1x(0,400)) = M

como queriamos demonstrar. O
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