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RESUMO

Particulas ativas sdo capazes de converter energia absorvida do ambiente em movimento
direcionado, o que as afasta do equilibrio. Elas tém sido usadas como sistemas modelo para
o estudo de comportamentos complexos comumente observados em sistemas vivos, coloides
ativos, graos vibrantes e dispositivos automatizados com a capacidade de se autopropelir.
Aqui, exploramos a dindmica complexa de particulas ativas sujeitas a um torque de autoali-
nhamento dentro de potenciais confinantes. O torque de autoalinhamento acopla a forca local
que age sobre a particula com sua orientacao no espaco. A complexidade da dinamica surge
da interacdo entre o torque de autoalinhamento, a intensidade do ruido e a linearidade da
forca confinante. Para um potencial harménico isotrépico, sabe-se que esse sistema exibe duas
fases dinamicas distintas: uma fase escaladora, onde a particula se orienta radialmente e sofre
movimento Browniano angular, e uma fase orbital circular. Aqui, estendemos a descricdo das
fases escaladora e orbital para confinamentos sem simetria radial. Neste caso, observamos uma
rica diversidade de comportamentos dindmicos. Em potenciais harmonicos elipticos, a fase or-
bital se fragmenta em mudltiplas érbitas periddicas de varias formas, como ovais e lemniscatas,
que podem coexistir e permitem transicdes entre si devido ao ruido. Em potenciais confinantes
anarménicos, a dinamica evolui de periddica para cadtica a medida que a intensidade do torque
de autoalinhamento é variado, com o ruido desempenhando um papel crucial na inducao de
orbitas complexas. Isso demonstra que a combinacdo da forma do potencial de confinamento
e do torque de autoalinhamento pode induzir uma rica variedade de estados dindmicos nao
triviais de uma particula ativa confinada.

Na segunda parte do nosso trabalho, investigamos cuidadosamente as transicdes (escapes)
entre as érbitas como um problema estocastico de escape. Mostramos que, no regime de baixo
ruido, esse problema pode ser formulado como um principio de acdo minima, equivalente a
encontrar o caminho mais provavel de escape de uma érbita para a bacia de atracdo de outra
Orbita coexistente. A integral de acdo correspondente coincide com a energia de ativacao,
uma quantidade facilmente acessivel em experimentos e simulacdes através de dados da taxa
de escape. Para demonstrar como essa abordagem pode ser aplicada a solucao de problemas
especificos, calculamos caminhos 6timos de escape e energias de ativacdo para transicdes
induzidas por ruido entre as érbitas circulares de sentido horéario e anti-horario de uma particula
ativa em confinamento com simetrial radial. Investigamos também transicGes entre érbitas de

diferentes topologias (ovais e lemniscatas) que coexistem no confinamento eliptico. Em todos



os exemplos trabalhados, os caminhos 6timos calculados e as acdes minimas estao em excelente
concordancia com os dados de tempo médio de escape obtidos diretamente pela integracao
numérica das equacdes de Langevin.

Por fim, apresentamos brevemente evidéncias de que o tempo médio de escape entre
Orbitas circulares pode ser aproximadamente controlado. Este fendmeno ocorre quando um
sinal oscilatério senoidal com frequéncia bem definida é introduzido na dindmica orientacional
da particula. Para uma intensidade de ruido especifica, as transicGes parecem ocorrer com
uma frequéncia aproximadamente igual a do sinal induzido. Esse fenémeno é conhecido como

ressonancia estocastica.

Palavras-chaves: Particula ativa. Torque de autoalinhamento. Escape entre érbitas



ABSTRACT

Active particles are capable of converting energy absorbed from the environment into
directed motion, which drives them far from equilibrium. They have been used as model
systems to study complex behaviors commonly observed in living systems, active colloids,
vibrating grains, and self-propelled automated devices. Here, we explore the complex dynamics
of active particles subjected to a self-alignment torque within confining potentials. The self-
aligning torque couples the local force acting on the particle with its orientation in space.
The complexity of the dynamics emerges from the interplay between the self-aligning torque,
noise intensity, and the linearity of the confining force. For an isotropic harmonic potential,
this system is known to exhibit two distinct dynamical phases: a climbing phase, where the
particle is oriented radially and undergoes angular Brownian motion, and a circularly orbiting
phase. Here, we extend the description of climbing and orbital phases to non-radially symmetric
confinement. For non-radially symmetric confinement, we observed a rich diversity of dynamical
behaviors. In elliptic harmonic potentials, the orbiting phase fragments into multiple periodic
orbits of various shapes, such as ovals and lemniscates, which can coexist and allow transitions
between each other due to noise. In anharmonic confining potentials, the dynamics evolve from
periodic to chaotic as the self-alignment torque intensity is varied, with noise playing a crucial
role in inducing complex orbits. This demonstrates that the combination of the shape of
the trapping potential and the self-alignment torque can induce a rich variety of nontrivial
dynamical states of a confined active particle.

In what can be seen as the second part of our work, we carefully investigate the transitions
(escapes) between the orbits as a stochastic escape problem. We show that, in the low-noise
regime, this problem can be formulated as a least action principle, which is equivalent to finding
the most probable escape path from one orbit to the basin of attraction of another coexisting
orbit. The corresponding action integral coincides with the activation energy, a quantity readily
accessible in experiments and simulations through escape rate data. To demonstrate how
this approach can be applied to solving specific problems, we calculate optimal escape paths
and activation energies for noise-induced transitions between clockwise and counterclockwise
circular orbits of an active particle in radially symmetric confinement. We also investigated
transitions between orbits of different topologies (ovals and lemniscates) coexisting in elliptic

confinement. In all the worked examples, the calculated optimal paths and minimum actions are



in excellent agreement with mean escape time data obtained from direct numerical integration
of the Langevin equations.

Finally, we briefly present evidence that the mean escape time between circular orbits can
be approximately controlled. This phenomenon occurs when a sinusoidal oscillatory signal with
a well-defined frequency is introduced into the orientational dynamics of the particle. For a
specific noise intensity, the transitions appear to occur with a frequency approximately equal

to the induced signal. This phenomenon is known as stochastic resonance.

Keywords: Active particle. Self-alignment torque. Escape between orbits.
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Valor 6timo de ruido [),. em funcao de 5 para o confinamento em parede

dura obtido a partir da equac3o [5.8| (linha sélida azul) e pela analise dos

picos da ampliacdo espectral (pontos pretos). Mais detalhes de como as

[Figura 26 —

Comportamento da amplificacao espectral n em funcao da intensidade de

ruido D no potencial harmonico para A = 0.1, T, = 100, e diferentes

valores de 5. Os dados mostram que o valor do ruido 6timo D,. também

aumenta com o valor de 5 no potencial harmonico.|. . . . . . . . . . . ..
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[Figura 27 —

Série temporal de uma dnica realizacdo de y(¢) no potencial harménico

com p =15 A=0.1el, =100 para D; = 0.005, Dy = D,. = 0.019

e D3 = 0.1, sendo D,. o valor de D no pico de 1. As linhas horizontais

em roxo marcam =Y, os valores de x nos pontos fixos orbitais. As linhas

verticais em cinza marcam intervalos de um periodo do sinal 7. Note que,

novamente, para D = D,., a particula, em média, escapa e retorna a orbita

inicial dentro de um periodo [, configurando escapes quase periodicos com

7 T,
periodo %

[Figura 28 —

Série temporal assintética (x(¢))* com = 1.5, A =0.1 e T, = 100 para

0s mesmos valores de [ descritos na figura[27/] Em vermelho e cinza temos

a séries temporais de (x(t))* e do sinal senoidal Fi(t) = Asin (27 f,t),

respectivamente. Novamente, note que, para D = D,., observa-se uma

grande diferenca entre as amplitudes de oscilacao.| . . . . . . ... .. ..
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1 INTRODUCAO

Particulas ativas sdo capazes de converter energia absorvida do ambiente em movimento
direcionado, o que as afasta do equilibrio (RAMASWAMY, 2010). Elas tém sido usadas como
sistemas modelo para o estudo de comportamentos complexos comumente observados em
sistemas vivos, coloides ativos, graos vibrantes e dispositivos automatizados com a capacidade
de se autopropelir (SZABO et al., [2006; |GIAVAZZI et al., 2018; PINCE et al.,, 2016; |GEYER et
al), 2019; [KUMAR et all, 2014 [BERA; SOOD, 2020} [GIOMI; HAWLEY-WELD; MAHADEVAN, 2013}
SCHOLZ; ENGEL; POSCHEL, [2018; [DEBLAIS et al|, 2018), sendo elementos fundamentais da
matéria ativa.

Os primeiros modelos de matéria ativa tinham como objetivo modelar o comportamento de
grupos de animais, sendo o comportamento modelado através de um método computacional
iterativo, em que cada individuo do grupo é considerado como uma particula ativa. Destacam-
se como exemplos 0 modelo de [REYNOLDS| em (1987, um dos primeiros, e o0 modelo de [VICSEK
et al. em 1995, um dos mais importantes. No modelo de (REYNOLDS, |1987)), cada individuo de
um grupo deveria seguir regras simples, como “evitar colisdes”, “manter a velocidade similar
a de seus vizinhos” e "permanecer junto de seus vizinhos” (REYNOLDS| 1987). No modelo
de |VICSEK et al| por outro lado, todos os individuos do grupo possuem o mesmo médulo de
velocidade; entretanto, a nova orientacdo de cada individuo é definida como a orientacdo média
de sua vizinhanca, modificada pela acao de uma perturbacdo aleatéria. Desde entdo, o ramo
de matéria ativa vem se desenvolvendo, avancando tanto no estudo de fendémenos coletivos
quanto na dindmica individual de particulas ativas (MARCHETTI et al., 2013; [BECHINGER et al.,
2016)).

Em particular, quando confinadas, particulas ativas podem apresentar distribuices estacio-
nérias fora do equilibrid'| (MALAKAR et al}, 2020; SANTRA; BASU; SABHAPANDIT, [2021)), escapes
que ndo podem ser descritos pela féormula de Kramers (WOILLEZ et al., [2019; WEXLER et al.,
2020; |GU et al, 2020) e inversdes no sentido de rotacdes em confinamento circular (OSTA-
PENKO et al., 2018; DAUCHOT; DEMERY|, 2019; |CODUTTI et al., 2022). Nosso objeto de estudo
nesta tese é a dinamica de uma Unica particula ativa confinada cuja orientacdo tende a se
alinhar com a forca exercida sobre ela. Como veremos ao longo dos capitulos, esse modelo de

particula ativa apresenta todas as caracteristicas listadas acima.

1 Distribuicdes de probabilidade estacionarias que n3o s3o do tipo Boltzmann.
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Neste capitulo, iremos introduzir alguns tipos de particulas ativas, em especial as particulas
brownianas ativas (se¢do [L.I)). Em seguida, na secdo [1.2] apresentaremos as equacdes de
movimento para nossa particula ativa de interesse: particulas ativas confinadas com torque de
autoalinhamento. Por fim, na secdo [1.3] descreveremos de forma breve o contelido presente

nos préximos capitulos da tese.

1.1 TIPOS DE PARTICULAS ATIVAS

O termo “particula ativa” refere-se de forma ampla a qualquer entidade natural ou arti-
ficial capaz de absorver energia do ambiente e gerar movimento (veja a figura (1| para alguns
exemplos). Na literatura, costumam utilizar diferentes nomenclaturas para particulas ativas
com o intuito de explicitar alguma propriedade ou funcado especifica do tipo de particula ativa.
Particulas ativas cujo movimento é devido a um mecanismo interno de propulsdo sdo comu-
mente chamadas de “particulas autopropelidas”. Se o mecanismo de propulsdo é projetado
para deslocamento em um fluido, o termo “nadador ativo” é usualmente empregado.

Particulas de Janus sdo particulas ativas artificiais cujo movimento direcionado é proveni-
ente de assimetrias, possuindo diversos formatos e designs para produzir esse movimento (WALTHER;
MGLLER, 2013). Um exemplo comum de particulas de Janus sdo particulas esféricas semi-
revestidas [figura [I}(b)]; nesse caso, as interacBes que ocorrem na interface entre o fluido e a
particula s3o assimétricas devido ao revestimento parcial, resultando em movimento direcio-
nado (LI et al}, 2014} [ZHANG et al}, 2017} NISHIGUCHI; SANO), 2015} [HOWSE et al, [2007)).

O modelo de particula ativa que adotamos (segéo pode ser visto como uma extensao
do modelo de particulas brownianas ativas (PBA). Particulas brownianas ativas sdo modeladas
como particulas autopropelidas no limite sobreamortecido, ndo apresentando equacdes para a

evolucdo temporal de seu vetor velocidade

T = wvycosd+ &(), (1.1)
Yy = wvsing + &,(t), (1.2)
o = &(1). (1.3)

As funcdes &, &, e &4 sdo chamadas de ruido gaussiano branco e modelam as forcas aleatérias
que atuam sobre coldides em movimento browniano, descreveremos essas funcoes com mais
detalhes na secdo 2.1} No modelo, a particula é capaz de se autopropelir com velocidade

constante, com sua direcao formando um angulo ¢ em relacao ao eixo . O modelo acima
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Figura 1 — Exemplos de particulas ativas. (a) Estdgios de nado de uma Chlamydomonas reinhardtii (uma
alga unicelular com dois flagelos). Em cada instante, a posicdo e a orientacdo de seu corpo sdo
caracterizadas por sua posicio central (z,y) e pelo dngulo o (em nosso modelo, representado por )
de seu eixo longo em relacdo ao referencial do laboratério. A batida de cada flagelo é caracterizada
pelas fases ¢, e ¢, para os flagelos esquerdo e direito, respectivamente. O movimento direcionado
é o resultado da batida de seus flagelos. (b) Uma particula de Janus esférica parcialmente revestida;
a assimetria da reacdo quimica devido ao revestimento parcial resulta em movimento direcionado.
(c) Um Hexbug com seu eixo de orientacdo e vetor de velocidade que n3o estdo necessariamente
sempre alinhados. O brinquedo possui um motor interno que o faz vibrar; a interacdo entre suas
“patas” vibrantes e a superficie resulta em movimento direcionado.

[2m1,0,— 211,04+ 0)
=u,

(b} e R =)
H.0, c"‘- v
4 ”-(’r-.r b n
& s
o~ A e’ 3 <

Fonte: o autor (2024), adaptada de (a) |GEYER et al| (2013)), (b) |ZHANG et al| (2017) e (c) BACONNIER et al.

(2024)

descreve particulas brownianas ativas livres; caso estejam sujeitas a um potencial V(z,y),
pode-se adicionar as componentes da forca conservativa nas equacoes e . Em geral,
o modelo pode ser adaptado para incluir mais ingredientes a dinamica da particula. Entretanto,
as caracteristicas que se preservam nos modelos de PBA s3o a dindmica sobreamortecida e
a propulsdo com intensidade constante e direcdo varidvel. As particulas brownianas passivas,
por sua vez, possuem vy = 0, sendo seu movimento resultado apenas de choques aleatérios.
Células, bactérias e microalgas sdo exemplos de micronadadores que geralmente realizam

seus movimentos no regime de baixo nimero de Reynoldsﬁ Este é um limite onde a inércia

desempenha um papel menor e o amortecimento viscoso é essencial (PURCELL, (1977} LAUGA||

> O namero de Reynolds R, é um pardmetro adimensional relevante na hidrodinamica. Ele é definido por R, =

%3, onde a e v s3o 0 comprimento caracteristico e a velocidade caracteristica do nadador, respectivamente,
e p e [ s30, respectivamente, a densidade e a viscosidade do fluido. Um baixo (alto) nimero de Reynolds
indica que a dinamica do nadador é dominada pelas forcas viscosas (inerciais) (PURCELL, [1977)).
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POWERS), 2009; BECHINGER et al, 2016)), tornando o modelo de particulas brownianas ativas,
que é sobreamortecido, apropriado para a modelagem desses seres.

Um segundo exemplo relevante de modelo para particulas ativas é o run-and-tumble (uma
traducdo livre é correr-e-tombar). Nesse modelo, o movimento ocorre por meio de trajetérias
balisticas com velocidade fixa (corridas), seguidas de mudancas abruptas e instantdneas na
direcdo (tombos). As particulas run-and-tumble diferem das particulas brownianas ativas ape-
nas na sua relaxacdo rotacional; em vez de difusdo continua, os eventos de reorientacdo sao
abruptos e aleatorizam completamente a direcdo de movimento (veja a figura . Esses eventos
ocorrem de forma aleatéria no tempo, com uma taxa média constante, sendo o tempo médio
entre dois eventos de “tombo"” distribuido exponencialmente. O modelo run-and-tumble des-
creve de forma satisfatéria o movimento individual de algumas bactérias, como, por exemplo,
a E. coli (BERG; TURNER, 1979). No limite de longos tempos e longas distancias, os mode-
los de particula browniana ativa e run-and-tumble s3o estatisticamente equivalentes (CATES;

TAILLEUR, 2013; SOLON; CATES; TAILLEUR, 2015).

Figura 2 — llustracdo de uma trajetéria tipica para particulas run-and-tumble (a) e particulas brownianas ativas
ndo confinadas (b).

’

Fonte: |CATES; TAILLEUR| (2015))

Em geral, ao longo da tese, utilizaremos o termo “particula ativa” ou “particula autopro-
pelida” para nos referirmos a particula ativa com torque de autoalinhamento, cujas equacoes

de movimento serdo descritas na préxima secao.

1.2 EQUACOES DE MOVIMENTO PARA PARTICULAS AUTOPROPELIDAS COM TOR-
QUE DE AUTOALINHAMENTO

Consideramos uma particula ativa sobreamortecida no plano (z,y) sujeita a um campo de

forca conservativo F'(r) = —VV e um torque normal ao plano (x, y). A dindmica translacional
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e orientacional da particula sdo modeladas pelas seguintes equacdes de Langevin:

o= voﬁ,+uF+\/2T?tC(t) (1.4)
0 = Br+y2D,€0). (15)

Onde 1 = (cos d,sin 0) é o eixo de orientacdo da particula, vy é a velocidade de autopropuls3o,
i é a mobilidade translacional, e 5 a mobilidade angular. As forcas estocasticas £(t) e ¢(t)

sao ruidos gaussianos independentes com média nula e autocorrelacdo dada por:

(Gut)) = (@) =0, (1.6)
(Gu(OG)) = 0wt —1), (1.7)
(@) = ot =1, (1.8)

onde u,v = x,y, D; e D, sdo as constantes de difus3o translacional e rotacional, respectiva-
mente.

O torque 7 no qual estamos interessados é uma forma de torque restaurador ou torque de
autoalinhamento. A terminologia “restaurador” (ou “autoalinhamento”) associada a esse tipo
de torque decorre do fato de que ele é n3o nulo sempre que ha um desalinhamento entre o
eixo de orientacdo da particula n e um outro vetor relevante para sua dindmica. Esse torque
atua no sentido de realinhar esses vetores.

No transporte forético, caracterizado pelo movimento de particulas coloidais devido a in-
teracdo de um campo com suas superficies, as particulas podem estar sujeitas a um torque
que tende a alinhar seu eixo de orientacdo ao gradiente do campo forético, que pode ser um
gradiente de campo elétrico, concentracdo de espécies quimicas ou temperatura (ANDERSON,
1989; HOWSE et al| 2007; VOLPE et al., [2011; LIEBCHEN; L6WEN, [2019; IKUMAR et al., 2024).

Bactérias e algas geometricamente confinadas por uma parede circular apresentam uma
trajetéria ruidosa aproximadamente circular devido aos choques e reorientacdes quando entram
em contato com a parede confinadora, podendo ainda sofrer inversdes no sentido de rotac3do
[veja figura [3}(a)]. Nesses sistemas, as reorientacdes e, portanto, a dindmica sdo explicadas
pela existéncia de um torque restaurador que tende a alinhar a orientacdo da particula com a
forca sofrida por ela quando interage com a parede (OSTAPENKO et al., | 2018; |CODUTTI et al.,
2022).

Um terceiro sistema cuja dindmica é explicada pela existéncia de um torque restaurador
é o experimento realizado por DAUCHOT; DEMERY|em [2019. No experimento, Um Hexbug,

um brinquedo capaz de propelir em uma direcdo, é confinado a superficie de uma antena
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Figura 3 — Design experimental e trajetéria de um ser bioldgico e artificial capazes de se autopropelir em
confinamento circular. (a) Uma Chlamydomonas reinhardtii contida em um compartimento circular
quase bidimensional. (b) Um hexbug nano em um prato parabdlico. A trajetéria ruidosa quase
circular de ambos é modelada numericamente com a adicdo de um torque de restaurado na dindmica
orientacional da particula ativa.

(a)

Y position / um

“s0 25 0 25 50
X position / pm

(b)

Fonte: O autor (2024), adaptada de (a) [OSTAPENKO et al| (2018]) e (b) DAUCHOT; DEMERY] (2019))

parabdlica [veja figura [B}(b)]. Como resultado das observacdes, foram identificadas duas di-
namicas de movimento distintas, classificadas como fase escaladora (climbing no original) e
orbital (orbiting no original). As dindmicas observadas podem ser explicadas considerando a

existéncia de um toque que tende a alinhar o eixo de orientacdo com o vetor velocidade da

particula (DAUCHOT; DEMERY, [2019).

Entre os diferentes tipos de particula ativa, nosso estudo contempla os que est3o sujeitos

a um torque restaurador 7, que é nao nulo sempre que hd um desalinhamento entre o eixo de

orienta¢do 7 e a forca total F' que atua sobre a particula (OSTAPENKO et al., [2018; |ARANSON;|

IPIKOVSKY|, [2022; |CODUTTI et al, [2022; [LIN; HAN; HUEPE, 2021)).

r=bAxF)-2 (1.9)

Onde b é uma constante com dimensao de comprimento.
No limite onde o ruido translacional D; pode ser desprezado, pode-se substituir a forca

total F' em ([1.4) na definicdo do torque em (|1.9) de modo que o torque pode ser reescrito
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como:

b
T= (A xT) 2 (1.10)
7

Nesse limite, o torque definido na equagdo ([1.9)) é equivalente ao torque gerador das fases
escaladora e orbital presente em (DAUCHOT; DEMERY, 2019), sendo equivalente dizer que ele
alinha forca e orientacao ou velocidade e orientacdo. Substituindo o torque de alinhamento na

equacdo ([1.5) obtemos as equacgdes de Langevin que regem a particula autopropelida

7 = v+ uF +4/2D, (1), (1.11)
0 = pb(nx F)-2+/2D,£(t), (1.12)

Vale salientar que, nas equacdes acima optamos por descrever a evolucao temporal da orien-
tacao da particula n em termos da evolucdo temporal de seu angulo em relacdo ao eixo .
Entretanto, na literatura também é comum o sistema de equacdes ser escrito em termos da

evolucdo temporal do préprio vetor i. Nesse caso, as equacoes de Langevin sdo escritas como:

7 = vgf+ uF + /2D, ¢(t) (1.13)
dn ) R
il pfb(n x F) x nn+ /2D, &(t). (1.14)

Em duas dimensdes ambos sistema de equacdes s3o equivalentes, em trés dimensdes a equa-

¢do (|1.14) ainda é valida, entretanto, m passa a ser descrito por dois angulos.

1.2.1 Escala caracteristica e adimensionalizacao

Podemos adotar um sistema de unidades conveniente para as grandezas associadas a
particula autopropelida. Sejam t, 7 F, 3, D,eD, as grandezas no Sistema Internacional de
Unidades e t, v, F', 3, D; e D, suas versoes adimensionais no novo sistema de unidades. A

relacdo entre as grandezas é uma redimensionalizacdo.

t=tot, ¥=Loyr,
F:FOFv 525067 (115)
-ﬁt - DtO Dta DNT = -DT‘ODT

onde as constantes tq, Lo, Iy, Bo, Dio € D,o sao as unidades caracteristicas de tempo, compri-

mento, forca, mobilidade angular, coeficiente de difusdo translacional e coeficiente de difusao
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rotacional, respectivamente. Por construcao, a constante b tem unidade de comprimento, por-

tanto, [b] = Ly. Além disso, como 4(t) tem unidade de % entdo as forcas estocasticas tém

; 1B
unidade de \/70, portanto,

C(t) = —=<(1), §(t) = —=¢(1). (1.16)

Finalmente, partindo das equacdes ((1.11)) e ([1.12))

Cj; = voh + pF + /2D, (1) (1.17)
fl:i — Bb(a x F)- 2+ /2D, £(D) (1.18)

e aplicando a redimensionalizacdo presente nas equacdes em (|1.15]) obtemos

dr to . Lo to
— — —

1 1 1

Zf = (toFoLoBo) B x F) - 5 + \/mé(t)-
5[/_/ Vl

Definindo convenientemente as unidades caracteristicas

Ly H
to = =2 -1 1.19
0 an BO Lgv ( )
Dio = voLo, Dy = % (1.20)

0

Vo

=2 1.21
o= (1.21)

Como F' = F(r'), entdo Fyy = Fy(Ly), de modo que o comprimento caracteristico L, depende
da forma funcional da forca, isto é, depende do potencial ao qual a particula esta sujeita.
Portanto, as equacdes de movimento da particula autopropelida no sistema de unidades

caracteristico se tornam:

Po= n+F+\2D(0) (1.22)
6 = B(AxF) 2+/2D.). (1.23)

Onde a forca é medida em unidades de %0 o comprimento em unidades de Lj, o tempo em

unidades de 5—3 a mobilidade angular em unidades de ﬁ o coeficiente de difus3do translacional
0

em unidades de vyLy e o coeficiente de difusdo rotacional em unidades de Z—%

3 Nas equacdes ((1.7)) e (1.8) vemos que a unidade do produto entre as forcas estocasticas tem a unidade da
a(t).
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1.3 ORGANIZACAO DA TESE

Nesta tese, estudaremos a dindmica deterministica e estocastica de uma particula ativa
confinada capaz de se autopropelir cujo vetor de orientacao tende a se alinhar com a forca
que atua sobre a particula.

No capitulo [2, temos como foco apresentar de forma breve, porém clara, as equacdes de
Langevin e como resolvé-las numericamente, além de como obter a energia de ativacdo de um
escape quando o sistema pode ou nao ser descrito em termos de uma (nica variavel.

No capitulo [3] iremos “desligar” o ruido do sistema e estudar as estruturas atrativas pre-
sentes no espaco de fase de uma particula ativa confinada com torque de autoalinhamento.
Nesse capitulo, mostraremos que o espaco de fase possui pontos fixos, érbitas periddicas e
Orbitas cadticas que surgem em pares. Além disso, generalizamos o conceito de fase orbital e
escaladora para potenciais ndo harmdnicos.

No capitulo [4, o ruido é “ligado” e estudamos a dindmica estocéstica da particula ativa.
Para baixos valores de ruido, essa dindmica pode ser vista como uma competicdo entre as
estruturas atrativas do espaco de fase (na auséncia de ruido) e o préprio ruido; ja para valores
muito altos de ruido, a dindmica é dominada completamente por ele. Ainda no capitulo[4] vere-
mos que a particula ativa pode realizar escapes induzidos por ruido entre as oérbitas periddicas,
os quais, em geral, ndo podem ser descritos em termos de uma Gnica variavel.

No capitulo [5 mostraremos que, para um confinamento circular, a adicdo de um sinal
periédico pode induzir ressonancia estocastica no sistema. Nesse tipo de confinamento, é
possivel quantificar a ressonancia estocastica utilizando as mesmas ferramentas aplicadas ao
classico problema de ressonadncia estocastica em um potencial unidimensional biestavel.

Finalmente, no capitulo[6] concluimos a tese, revisando os principais resultados e apresen-

tando as perspectivas para investigacdes futuras.
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2 METODOLOGIA

Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar de forma breve as equacoes de Langevin com
ruido gaussiano branco, assim como o método que utilizaremos para realizar as integracoes
numéricas (secdo . Em seguida, discutiremos o problema do escape de uma particula
passiva em uma dimensdo (secdo . Por fim, na secdo , apresentaremos o método do

caminho mais provavel de escape (CMPE).

2.1 INTEGRACAO DE EQUACOES DE LANGEVIN

Como vimos na secdo (1.2, a dindmica de particulas brownianas é modelada por um sis-
tema de equacGes diferenciais estocasticas, chamadas de equacbes de Langevin. Propostas
inicialmente por Paul Langevin em 1908 com o intuito de descrever o movimento browni-
ano (LEMONS; GYTHIEL, |1997)), as equacdes de Langevin sdo um dos pilares da descricdo de
fendomenos estocasticos. De um modo geral, equacdes de Langevin s3o equacdes diferenci-
ais estocasticas compostas pela soma de uma parte completamente deterministica e outra
estocastica, usualmente sendo escritas da seguinte forma:

T = F(x,t)  + G(x,t)E) - (2.1)

~—— ——
Termo deterministico Termo estocastico

Na equacdo acima, as funcdes F'(z,t) e G(x,t) sdo fungBes deterministicas, enquanto que
a “funcdo” &(t) representa o chamado ruido gaussiano branco. No contexto de particulas
brownianas, £(t) foi introduzido para modelar a forca resultante sobre as particulas brownianas
em suspensao devido a choques aleatérios com as moléculas do fluido. O ruido gaussiano branco

satisfaz

€@y =0 (2.2)
(€)= ot =1, (2:3)

onde (...) representa uma média sobre realizacdes e §(t — t') é a funcdo delta de Dirac. Uma
particula browniana em uma dimensao é descrita por uma equacdo de Langevin auténoma do
tipo:

i = F(x) +€(0), (2.4)
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com o ruido gaussiano satisfazendo

€@y = o, (2.5)
(€®ER)) = 2Do(t —t), (2.6)

onde D é uma constante. Quanto maior o valor da constante D, maior é a importancia do
termo estocastico na equacdo de Langevin, portanto, D é uma medida da intensidade de
ruido (fator aleatério) do sistema. Para particulas brownianas em equilibrio térmico observa-
se D o T, sendo D chamado de coeficiente de difusdo. Na literatura, é também comum
explicitar a intensidade do ruido D como fator multiplicativo na prépria equacdo [2.4] fazendo
E(t) = V2DE(t) e (E()EX)) = o(t —1').

Em geral, um sistema de equacoes de Langevin auténomas com ruido aditivo é dado por:

¢ = F(r) + (1), (27)
onde r = (z1,xs,...,x,) € £(t) = (&§1,&2, ..., &) € um vetor de ruido gaussiano branco que
satisfaz

(€u(t)) =0, (2.8)
(€u()&(t) = 2D,u6,,,0(t —1'), (2.9)
onde p,v =1,2,...,n. As equacdes de Langevin em nosso sistema de interesse (secdo

sao obtidas realizando as seguintes identificacoes,

Caso geral Sistema de interesse
(,y,2) (2, y,0)
(D:mDy)Dz) (DtyDtaDr)
F, F, =cost —V,
F, F, =sinf -V,
F, Fy =0 (Vysinf — V, cosb)

Tabela 1 — Associacdo entre o caso geral das equacdes de Langevin e nosso sistema de interesse: particulas
brownianas ativas confinadas a um potencial V(z,y) com torque de autoalinhamento. V, e V,, sdo
as derivadas parciais em relacdo a x e y, respectivamente.

No estudo de sistemas estocasticos, usualmente integra-se numericamente as equacoes de
Langevin diversas vezes para as mesmas condicoes iniciais, sendo cada uma delas chamada de

realizacdo. Embora cada realizacao possua a mesma condicao inicial, a evolucdo temporal de
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cada realizacdo é distinta. Geralmente, buscam-se comportamentos médios do sistema, obtidos

ao realizar médias sobre varias realizacdes. No que se segue, iremos apresentar o método de

integracdo que utilizaremos para todas as equacoes de Langevin presentes na tese.
Primeiramente, vamos considerar o caso unidimensional composto por apenas uma equa-

cdo. Considere a seguinte equacdo de Langevin:
T = F(z)+&(1), (2.10)
onde &(t) representa um ruido gaussiano branco com

€@y =0, (2.11)
(€@E)) = 2Ds(t —t'), (2.12)

onde, novamente, (...) representa média sobre realizagdes e D representa a intensidade do
ruido.
A equacio (2.10)) com £(t) satisfazendo as condicGes acima é equivalente a equacdo dife-

rencial estocastica

da(t) = F(z(t)) dt + V2D dW(t), (2.13)

onde a solucdo para z(t) é obtida integrando ambos os lados da equacdo ([2.13)
t t
o(t) = zo + / Fa(t)) dt + / V2D dW(). (2.14)
0 0

A primeira integral do lado direito da equacdo ([2.14]) é deterministica, enquanto que a segunda

integral

= " VaDdW(t), (2.15)

é uma integral estocastica, onde o “diferencial” dWW(t) modela uma integracdo sob o movi-
mento browniano. O termo W(t) é chamado de processo de Wiener, uma variavel aleatéria

dependente de ¢ € [0, 7] que satisfaz trés condi¢cdes (HIGHAM., 2001):
1. W(0) = 0 (com probabilidade 1)

2. Para0 < s <t < T, avariaggo W(t)—W(s) = AW(AL) com At = t—s, é uma variavel
aleatéria com distribuicdo normal de média zero e varidncia At, consequentemente,
AW(AL) ~ VAN (0,1), onde (0, 1) é uma varidvel aleatéria com distribuicdo normal

de média nula e variancia unitéria.
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3. Para0 < s <t <u<wv<tasvariagdes AW(At; =t —s) e AW(Aty = v — u) sdo

independentes.

Por fim comparando a equacéo (2.10]) com a equacio (2.13]) podemos formalmente identificar

(t) = \/ﬁd;v(t). (2.16)

Discretizando o tempo t € [0, T| em n+1 partes iguais com ¢; = iAt, e, consequentemente,
At = L, a trajetéria discreta de z(t) é a sequéncia de pontos {z;}i=f, z(t;) = z;, obtida

iterativamente da seguinte forma:

t;+At t;+At
Tigr = Ti+ /t U Rt + /t VD aw). (2.17)

7

Como o integrando da equacdo é G(t) = 2D, uma constante, o termo estocastico é cha-
mado de ruido aditivo, nesse caso, a integral é indiferente a escolha do valor de t* € [t;, t;+ At]
escolhido na particdo da integral, pois, G(t*) = 2D para qualquer t*. Consequentemente, para
as integracdes numéricas que iremos realizar, ndo ha distincao entre as integrais estocasticas

de de It6 e Stratonovich (GARDINER), |1985)). Partindo da equacdo ([2.17)) podemos escrever
Tit1 = X4 —+ Idet<At) + vV QDAWZ(At), (218)

onde I4.:(At) é a estimativa do valor da integral deterministica parat € [t;, t;+At] e AW;(At)
é o nlimero sorteado no passo ¢ da distribuicio normal com variancia At (condi¢do [2)). Note
que a sequéncia de pontos da trajetéria {z;}:= depende da sequéncia {AW;(At)}:=h, esse
resultado faz parte da ideia central do CMPE que seré discutido na secdo [2.3] A sequéncia
{x;}'=" converge para a trajetéria continua de x(t) no limite onde n — oc. Por fim, o método
de integracdo da equacdo diferencial estocastica depende de como se estima a integral deter-
ministica. No método de Euler-Maruyama, estimamos I;.; escolhendo F'(x(t)) ~ F'(z(t;)) no

intervalo [t;,t; + At], portanto, temos:

Para todas as integraces estocasticas realizadas na tese, usamos o método conhecido
como runge-kutta de segunda ordem estocastico (BRANKA; HEYES, |1999) (SRK2), onde I

é estimado em dois passos:

oV =, (2.20)

2P = a4 Fz) At + AW, (AL, (2.21)
1

Liew = §[F(x§1))+F(x§2))] At. (2.22)
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Portanto, a integracao numerica da equacao usando o SRK2 é dada por:
von = ok 3 [FY) + F®)] At + VIDAW,(Af) (2.23)
De um modo semelhante, para um sistema de equacoes de Langevin do tipo
r=F(r)+ &), (2.24)
onde r = (z,y, z) e &(t) = (&, &y, &) € um vetor de ruido gaussiano branco que satifaz

{€u®)) =0, (2.25)
(€u()&(1) = 2Dub,,0(t = t'), (2.26)

com u,v = x,y, z, aplicamos o algoritmo do SRK2 separadamente para cada dimensao

1

Ty = xi+§{Fm(r§1))+Fx(r§2))} At + /2D, AW (AL), (2.27)
1

Yir1 = yi+§[Fy(r§”)+Fy(rf>)} At 4 /2D, AWY (At), (2.28)
1

s = zi+§[pz(r§1))+Fz(rf>)] At + /2D, AW (A1), (2.29)

onde 7 =, v =, + F(r;)At+ AW, (At), e AW, (At) é o "vetor” das variagdes do

7 i

processo de Wiener dado por:

AW(At):( 2D, AW (AL), 2D, AWP (A1), 2D2AW§Z>(At)). (2.30)

2.2 ESCAPE DE UMA PARTICULA BROWNIANA PASSIVA EM UM POTENCIAL BIES-
TAVEL

Nesta secao, abordaremos o problema classico de escape entre minimos de um potencial.
Embora o escape em nosso sistema de interesse ndo possa, em geral] ser descrito em uma
dimens3o, apresentaremos o caso unidimensional para estabelecer os conceitos fundamentais
do problema de escape. Além disso, o estudo do escape de particulas brownianas passivas
em potenciais biestaveis € um ponto de partida importante para entender o fenémeno de
ressonancia estocastica, que serd explorado no capitulo [5]

Em uma dimensdo, a dindmica de uma particula browniana passiva confinada a um poten-
cial é modelada pela equacdo de Langevin

. av
b= (), (2.31)

1 exceto no caso de confinamento com parede dura presente na secdo [4.2.2.1
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onde, novamente, £(t) é o ruido gaussiano branco que satisfaz:

€@) =0 (2.32)
(€@e)) = 2Dt —1'). (2.33)

Na auséncia do ruido, isto é, £(t) = 0, os pontos fixos do sistema, caso existam, s3o os pontos

criticos do potencial,

, av
=0 —| =0. (2.34)
dx |z,
2
Se existir ao menos um z tal que il 0, entdo o ponto fixo z; do sistema é estavel e
22 |z,

esta localizado no ponto de minimo local do potencial, sendo, portanto, o ponto de minimo
um atrator para a particula.

Na auséncia de ruido, se z(t = 0) # x, a particula é capturada por um dos pontos fixos
estaveis, estando predestinada a permanecer em um dos minimos do potencial. O escape em
uma dimens3o ocorre, por exemplo, quando, devido ao efeito do ruido, uma particula passa
de um ponto fixo estavel para outro, cruzando um ponto fixo instavel ou ponto de sela, que
usualmente é um ponto de méaximo local do potencial.

Quando a intensidade do ruido é muito baixa, o tempo médio de escape 7. de um poco

de potencial é dominado pelo fator de Arrhenius,

E
Tesc = AeXp (Ea)a (235)

onde E, é a energia de ativacdo para o escape e A é uma constanteE]. Um potencial que ilustra

bem esse tipo de escape em 1D é o potencial biestavel definido por:

bzt ax?

com a,b > 0 e ilustrado na figura[4] A energia de ativacdo nesse caso, é a energia necessaria
para que a particula consiga sair do ponto —z,, “escalando” a altura AV do potencial para
sobrepor o pico em x;, = 0 e, em seguida, relaxar para o préximo ponto de minimo x,,. A
solucdo exata para o escape em uma dimens3o entre minimos de um potencial foi obtida por

Hendrik Anthony Kramers em 1940:

Tesc = Tk_l(D) - (237)

27 D

2 Na express3o (2.35) assumimos que tanto E, quanto D se encontram em suas formas adimensionais.

Al v <AV> |
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Figura 4 — Potencial biestavel com seus dois pontos fixos nos minimos do potencial, x = i\/% = +x,, e

seu ponto fixo instavel no ponto de méaximo local z;, = 0. A barreira de energia AV = V() —
2
a

V(taw,) = —

15 esse caso, ¢ a energia de ativac3o para o escape.

V(x)

-Xm Xp Xm

Fonte: (GAMMAITONI et al., [1998])

onde 71 (D) é a taxa de escape. A férmula de Kramers (equacdo (2.37))), descreve corretamente
o tempo médio de escape no limite onde % > 1. A demonstracdo da equacdo (2.37)) parte da
descricdo da dindmica estocastica de z pela sua distribuicdo de probabilidade P, (z,t), solucdo

da equacado de Fokker-Planck

D _ 0 vwpe, )+ pZ2E0.

BT o (2.38)

A demonstracdo completa pode ser encontrada em (KRAMERS, 1940; RISKEN; HAKEN, |1989;
GARDINER, [1985). Em particular, para o potencial biestavel descrito pela equacdo (2.36)), o
tempo médio de escape é dado por

1 _a AV
Tesc =15 (D) = s exp (D) : (2.39)

Embora seja intuitivo interpretar a variavel x como a posicao de uma particula sujeita a um
potencial V(x), a varidvel = n3o precisa, necessariamente, representar uma posicdo. Em vez
disso, x pode corresponder a uma variavel coletiva que descreve a dindmica de transicao em um
sistema de maior dimensionalidade, onde o escape pelo potencial efetivo V' (x) caracteriza essa
transicdo. Devido a sua ampla aplicacdo em reacdes quimicas, essa variavel é frequentemente
chamada de coordenada de reacao ou varidvel de reacdo. Para uma revisao sobre tempos

médios de escape/reacdo, veja a referéncia (HANGGI; TALKNER; BORKOVEC, 1990).
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2.3 O CAMINHO MAIS PROVAVEL DE ESCAPE (CMPE)

Na secdo , discutimos que a férmula de Kramers [equacido ] pode ser aplicada
com precisao, dentro de seu limite de validade, para estimar o tempo médio de escape ou
a taxa de transicdo em sistemas nos quais o escape ou a transicdo podem ser descritos por
uma Unica variavel sob a acao de um potencial efetivo. No entanto, em estudos de juncoes
de Josephson (KAUTZ, |1987; BLACKBURN; SMITH; GRONBECH-JENSEN, (1996)), particulas em
armadilhas parametrizadas excitadas (LAPIDUS; ENZER; GABRIELSE, 1999, KIM et al.,, |2005),
modelos neuronais excitaveis (LONGTIN; BULSARA; MOSS), [1991; KHOVANOV et al., 2013), assim
como no escape entre Orbitas periddicas, investigado na secdo 4.2, o escape ndo pode ser
descrito em termos de um potencial efetivo; portanto, a férmula de Kramers nao se aplica.
Nesses casos, o problema de escape deixa de ser descrito por transicdes entre minimos de um
potencial e passa a ser descrito por trajetérias de escape de uma bacia de atracao.

Embora nos casos mencionados acima a formula de Kramers deixe de ser valida, no limite
de baixo ruido, ainda se observa uma dependéncia exponencial do tempo médio de escape do
tipo

Tese = Aexp (%), (2.40)

onde a constante F, é, por analogia, chamada de energia de ativacdo (KAUTZ, |1988; KAUTZ,
1987)). A grandeza E, é facilmente acessivel em experimentos e simulacdes por meio de dados
do tempo médio de escape, um dos procedimentos que usaremos para obté-la na secdo |4.2|
O problema de escape entre bacias de atracdo, no limite de baixo ruido, pode ser formulado
como um principio de minima acao, que consiste em encontrar o caminho mais provavel de
escape (CMPE) de uma bacia de atracdo para outra. Nessa formulacdo, a energia de ativacdo
corresponde a integral de acdo sobre o CMPE, como serad detalhado nesta secao.

O método do caminho mais provavel de escape (CMPE) tem como ideia central obter
quais as trajetérias de escape de um atrator mais provaveis no limite onde D — 0. Em
geral, existem inlmeras trajetérias que levam a particula de seu ponto inicial 7y, dentro da
bacia de atracdo, até um ponto de escape 7., na separatriz entre as bacias. Cada uma
dessas trajetdrias de escape, como veremos, minimiza localmente um funcional & que possui a
mesma estrutura que a ac3do classica. Dentre as inimeras trajetérias de escape de uma bacia
de atracdo, o CMPE é o que possui a menor integral de acdo, minimizando S globalmente.

Em uma dimensdo, o CMPE é trivial, pois existe apenas um caminho de escape. Entretanto,



35

o caso em 1D é interessante para entender as ideias centrais do método. Nesse caso particular,
como existe apenas uma trajetéria de escape, pode-se calcular analiticamente a integral de
acado sobre o CMPE, ou seja, calcular a energia de ativacdo nessa formulacao, e verificar que
o resultado é o mesmo que o obtido pela formula de Kramers, mostrando a consisténcia do
método.

Na secdo [2.3.1] apresentaremos uma forma de se chegar nas equacdoes do CMPE em
uma dimensdo. Em seguida, na secdo [2.3.2 generalizamos o resultado da secao [2.3.1| para n

dimensoes partindo de um sistema tridimensional.

2.3.1 O CMPE em 1D

Considere uma particula cuja dinamica é governada pela equacdo de Langevin
T = F(z)+ &), (2.41)

onde &(t) é o ruido gaussiano idéntico ao estudado na secdo . Como vimos, a trajetéria
discreta percorrida pela particula partindo de (z¢,%) até (xr,T) é a sequéncia {z;}:=5 de
pontos obtida iterativamente da equagdo ([2.18)), onde a trajetéria continua é obtida no limite
onde n —» 00, e consequentemente, o passo de integracao At — 0. Como ja mencionado,
a sequéncia {z;}!= depende da sequéncia {AW;(At)}:=¢ de pontos sorteados a cada passo
de tempo At. A ideia central para o obter os caminhos de escape consiste no fato de que A
probabilidade de uma trajetdria especifica ocorrer é proporcional a probabilidade de se sortear

exatamente a sequéncia de numeros aleatérios que induz essa trajetoria:
P ({}iZh) oc P ({AW(AN}ES) - (2.42)

Como ja descrito na secdo 2.1 AW(At) é variével aleatéria de distribuicdo normal com

variancia At e, além disso, estatisticamente independente (itens [2/e[3| ). Portanto

P ({AW(A}EE) = Paw = ﬁN exp [ L(AW) ] :

=0

5 AL (2.43)

que pode ser reescrito como

=1 (AW’
PAW:AGXP{[Z—2 (At) At

=0

} = Ae?, (2.44)
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onde A é uma constante de normalizacdo. No limite onde n —> ©o e, consequentemente,

At — 0, o argumento ¢ da exponencial na equacdo ([2.43]) converge para

i=n 1AW’ T 1 (W)’
I At / B LA A 2.45
¢ ;]2(&) s 2<dt> ’ (2.45)
T2t
" aw &) .
onde no dltimo passo usamos que o NeTo) [equacdo ([2.16])]. Portanto, podemos escrever
P ({%}228) x Ae’%, (2.47)

de onde definimos o funcional S[T'], que depende da trajetéria I realizada pela particula

sirl = [ ' —ig) dt. (2.48)

Se um escape que inicia em z(t = 0) e termina em z(t = T') por um caminho I' tem
probabilidade estimada pela equacdo (2.47)) , entdo, a probabilidade de um escape ocorrer é
dada por:

s

P, x Z Ae” D . (2.49)
r

Por outro lado, no limite em que D — 0, a somatéria da equacdo (2.49)) é dominada pelas
trajetérias I' que minimizam o funcional S, portanto, nesse limite, os caminhos mais provaveis
de escape minimizam o funcional S enquanto obedecem a equacdo [2.41] Ou seja, sao obtidos

pela minimizacao do funcional sujeto a restricdo imposta pela equacao [2.41

s=| ' F(’f) ) (6 — Fz) — £0)] dt, (2.50)
0 4
onde A(t) # 0 é um multiplicador de Lagrange. Da equacgo [2.50] podemos escrever S = [ Ldt
com
ew .
L(x,&,&N) = 1 +A(t) (2 — F(z) —&(1)) . (2.51)

A escolha das letras S e L é intencional. De fato, a estrutura que encontraremos aqui é

similar a estrutura da mecanica classica que descreve a acdo e a lagrangiana. Impondo 6S = 0

obtemos
oL
= 2.52
oL
B 0, (2.53)

oL d (oL
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Substituindo £ nas equagdes (2.52)), (2.53)) e (2.54) obtemos

) = 2X(1), (2.55)
i = F(z)+¢, (2.56)
‘gﬁ ~ A, (2.57)
oL dF

& = A (2.58)
A_—ﬂﬁit (2.59)

Da equacdo (2.57)) podemos fazer a identificacdo de A(¢) como um momento generalizado
conjugado de z

A(t) = pe. (2.60)

Finalmente, os caminhos mais provaveis de escape obedecem as seguintes equacdes de movi-

mento
t = F(z)+ 2p,, (2.61)
dF
e = —Po—, 2.62
p Pr (2.62)

com acao e a lagrangiana reescritas como

L(p.) = 3, (2.63)
S =[] p2dt. (2.64)

Assim como na mecanica classica, podemos definir uma Hamiltoniana para o sistema
H(.T,pm) = Ip; — /l(x,pm) = er<x> +pi> (265)

onde é facil ver que as equacdes de movimento e obedecem as equacdes de
Hamilton e, além disso, H(z,p,) é uma constante do movimento.

Seguindo uma abordagem diferente, podemos obter as mesmas equac¢bes de movimento e
mostrar que os caminhos que minimizam S possuem H = 0. A distribuicdo de probabilidade da
particula p(x,t) tem sua evolucdo temporal regida pela equacdo de Fokker-Planck associada
a equacdo de Langevin ([2.41)):

Ip(x,t) 0 9?p(z,t)
5 = [F(z)p(x,t)] + DW.

(2.66)

=S (x,t)/

Realizando a substituicdo p(x,t) = Ae P na equacdo de Fokker-Planck obtemos

2 2
) 2 oS <8S> :D[dF 85]
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No limite quando D — 0, a equacdo ([2.67)) converge para a equacdo de Hamilton-Jacobi

08 a8

onde encontramos a mesma Hamiltonianeﬂ da equacdo ([2.65)):
H(z,p,) = F(x)p, + p2. (2.69)

No limite onde D — 0 os eventos de escape sdo raros, ocorrendo apds longos tempos
portanto, podemos assumir que estamos no estado estacionario com p(z,t) = p(x), logo,
S(x,t) = S(x), que leva a

05

H (l’,pm = ({)96) = F(z)p, +p; =0. (2.70)

Por fim, da teoria de Hamilton-Jacobi [capitulo 10 (GOLDSTEIN, 2011)], S = S(z, cw;), onde
«,, € constante do movimento, aplicando a derivada temporal em .S obtemos

ds 9S. .
= o = Daid = L, (2.71)

ou seja, S é a acao S minimizada anteriormente

S = / Ldt. (2.72)
: dv . e s -
Por fim, note que, se F(z) = i onde V' (z) é o potencial biestavel definido na equa-
x
cdo [2.36] o escape ocorre quando, partindo de x = —x,,, a particula cruza o pico z;,, como

descrito na secdo [2.2l Em uma dimensdo o CMPE ¢ trivial, pois, existe apenas um caminho
que vai de x = —x,,, a x; respeitando a restricdo do potencial V(z). Como ele é o tnico, é

automaticamente o de menor S, portanto é o CMPE. Com o auxilio da equacao temos

que:
av
. = —F(r) = — =1, 2.73
pe=—Fo)= " =i (273)
portanto, se a particula inicia em z(t = 0) = —x,,, e escapa em x(t = T) = x; pelo CMPE,
a integral de acdo se torna
T Tp
S = / i dt :/ & dz, (2.74)
0 —ZTm
@ dV
S = / dw = V(w) = V(~a) = AV, (2.75)
-z, AT

Portanto, o funcional S ao longo do CMPE coincide com a barreira de energia do escape.

3 Na literatura, a Hamiltoniana associado a esses sistemas é conhecida como a Hamiltoniana de Wentzell-

Freidlin (FREIDLIN; SZUCS; WENTZELL} 2012)
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2.3.2 O CMPE em 3D

Como mencionado ao longo do capitulo, os escapes entre érbitas periddicas, que serdo
discutidos na secdo [4.2] ndo podem, em geral, ser descritos como o escape de uma Unica
variavel de reacdo confinada a um potencial efetivo, o que torna necesséario abordar o pro-
blema de escape em termos de trajetdrias de escape de uma bacia de atracdo. Nesta secdo,
considerando o caso tridimensional, obteremos as equacdes de movimento para os caminhos
mais provaveis de escape em um sistema descrito por mais de uma equacdo de Langevin.

A obtencdo do CMPE para mais dimensdes parte de equacdes de Langevin do tipo:
r=F(r)+ &), (2.76)
onde r = (z,y, 2) e &£(t) é um ruido gaussiano que satifaz

(€u(®) = 0, (2.77)

(u(D)& () = 2Dub,,0(t — 1), (2.78)

com u,v = x,y, 2. Vale salientar que, para esse método, o campo vetorial F' n3o precisa ser
derivado de um potencial, de modo que espera-se que o método desenvolvido nesta subsecao
se aplique ao nosso sistema de interesse. A probabilidade de se obter um caminho de escape

especifico que comece em 7 e termine em 7., é proporcional a probabilidade de se obter a

sequéncia exata das trés variacdes do processo de Wiener

P[0 = ({w:}i=6 {wiYizt, {2:1i28)| o Paw. Paw, Paw.. (2.79)

} . (2.80)

Seguindo os mesmos passos que o problema em uma dimensao, no limite onde n — oo e,

Sendo p = z,y,z e A, constante, temos que

=1 (AW,
Paw, = A#exp{lz_2< Atu) At

=0

consequentemente, At — 0, a sequéncia converge para a trajetéria continua da particula e

obtemos

P() o Aexp {/OT —i [%(i) + 5%(:) + %(j)] dt} , (2.81)

onde para D,, = u, D, podemos reescrever a equacao como

P(T) o Ae=5), (2.82)
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onde a acdo S é dada por:

s— [ A0 5O E0] o e S

) ] dt. (2.83)

Para obtermos as equacdes de movimento, o funcional & deve ser minimizado enquanto obe-

dece as equacoes ([2.76)):

s=[ Z[(lf? D) a0 - £ o= [ el ar e

4 wu,

onde novamente iremos utilizar y, v = x,y, z. Analogamente, S = 0 implica que

§u = 2updy, (2.85)
oL
87/:6 — )\N = Pus (286)

e as equacdes de movimento para as trajetérias que minimizam o funcional S s3o

o= Fyu+2uupy, (2.87)
OF,

), = — y— 2.88

Dy z,,:p oy (2.88)

Por fim, a lagrangiana, a acdo e a Hamiltoniana s3o, respectivamente,

L= Y up, (2.89)
S = /0 TZuupidt, (2.90)
H({Mapu}) = Z [F,upu + U,upi] ) (291)

onde D, = u,D.

Em suma, dada uma particula cuja dinamica é governada por n equacoes de Langevin
(equacdo , no limite onde D — 0, as trajetérias mais provaveis de escape sdo solucoes
do sistema deterministico de 2n dimensdes associado (equacdes e (2-88))). Para obter
o CMPE, dado um vetor posicao ¢ contido na bacia de atracdo, integramos o sistema de-
terministico associado para diversas condices iniciais diferentes do tipo (7, pio), onde os p;o
sao as n condicoes iniciais para os momentos conjugados. Em nossas simulacdes, restringimos
o sorteio a |p| < 1, como em (GRASSBERGER, 1989). O sorteio dos momentos realizado
desse modo permite uma amostragem de diferentes direcoes de partidas no espaco de fase
2n-dimensional. Para todos os caminhos que escaparam da bacia de atracdo, calcula-se S, e,

por fim, dentre esses caminhos, o CMPE que inicia em 7y é o que possui 0 menor S.
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3 DINAMICA DETERMINISTICA

Neste capitulo, analisaremos o limite deterministico das equacdes de movimento da parti-
cula ativa. Os principais resultados obtidos neste capitulo foram publicados em (DAMASCENA;
CABRAL; SILVA, 2022).

Quando a intensidade do ruido sobre a particula é baixa, a dindmica da particula esta
fortemente correlacionada a sua dinamica deterministica, ou seja, ao seu comportamento na
auséncia de ruido E] Portanto, um passo crucial para compreender melhor a dinamica estocas-
tica da particula é, primeiramente, entender sua dinamica deterministica.

As equacdes que regem a dinamica deterministica da particula autopropelida sao obtidas
removendo o ruido gaussiano das equacdes de Langevin definidas na secdo[1.2] Para a anélise
do sistema dindmico, adotaremos o sistema de unidades descritos na secao[1.2.1} onde a forca
é medida em unidades de %0 o comprimento em unidades de L, o tempo em unidades de

to = f—g e a mobilidade angular em unidades de £,. Nessas unidades, a dinamica deterministica
0

é regida pelas seguintes equacdes:

P o= A+ F (3.1)

0 = B(AxF)-z. (3.2)

O espaco de fase do sistema dindmico acima é tridimensional, com duas dimensdes associadas
a posicdo r = (x,y) da particula e uma dimens3o associada ao angulo #, o angulo entre o
vetor de orientacdo 1 e o eixo .

A dindmica deterministica de uma particula autopropelida com torque de autoalinhamento
confinada a um potencial é, por si sé, rica. Em geral, para o que chamaremos de potenciais
confinantes, encontramos pontos fixos e érbitas atratoras cuja estabilidade depende da mobili-
dade da particula, como veremos na secdo [3.1] Devido a simetria dos potenciais considerados,
as Orbitas atratoras surgem em pares, sendo possivel a coexisténcia de pares de drbitas com
topologias distintas, como ocorre para o potencial considerado na secdo [3.2] Além disso, a
presenca de anarmonicidade no potencial confinante pode levar a dinamicas cadticas, caso
discutido na secao . Por fim, na secdo |3.4, concluimos o capitulo com uma recapitulacdo

dos principais resultados obtidos. Todos os resultados numéricos obtidos nesse capitulo foram

1 Efeitos do rufdo serdo estudados no capitulo
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obtidos via integracdo numérica das equacdes ([3.1)) e (3.2) usando o método de Runge-Kutta

de quarta ordem com passo de integracio fixo em At = 1073,

3.1 CARACTERISTICAS GERAIS DA DINAMICA DETERMINISTICA
3.1.1 Potencial confinador e isdclina critica

Um ponto fixo Py = (xf,ys,6f) no espaco de fase do sistema dindmico definido pelas
equacdes (3.1)) e (3.2) é uma soluc3o estatica no qual tanto 7* quanto 6 sio simultaneamente

nulos para todo tempo ¢ > 0. Substituindo essa condicdo, obtemos
n=VV, (3.3)

que é uma condicdo de equilibrio entre a forca de propulsdo e a forca de confinamento da

particula no sistema unidades adotado.

Fpropulséo = _Fconservativw (34)

Portanto, um ponto fixo da trajetéria da particula autopropelida é um ponto no espaco (plano
xy) onde ha um equilibrio entre a forca de propulsdo e a forca de confinamento.
Chamaremos o potencial V' (z,y) de potencial confinador se ele satisfizer as seguintes

condicdes:

1. Seus pontos fixos Py = (xy,yy,0f), solugdes da equagdo ({3.3)), formam uma curva no

espaco de fase cuja projecdo no plano zy é fechada.
2. V(x,y) é localmente convexa na vizinhanga de seus pontos fixos (¢, yy).

Nos referiremos a curva de pontos fixos associada ao potencial confinador como iséclina critica.
A is6clina critica é a curva cujo médulo da forca confinadora é constante e unitéria (no sistema
de unidades adotado).

IVV]=1. (3.5)

Na auséncia de ruido, a particula autopropelida é atraida para a iséclina critica ou para um

atrator no interior da isdclina.
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3.1.2 Estabilidade da isoclina critica e fase escaladora

Expressando as equacdes do sistema deterministico em coordenadas cartesianas obtemos

& = cosf—V,, (3.6)
y = sinf -V, (3.7)
0 = B(Vysinf —V,cosb). (3.8)

Onde estamos escrevendo a forca total sobre a particula em termos das derivadas do potencial

ov
F = (-V,,—V,), comV, = 5y L= By Nessas coordenadas as equacdes ((3.3)) e ([3.5))
14

que definem a condicao para um ponto no espaco ser fixo se tornam:

Ve(zp,yp) = cosby, Vy(zs,yp) = sinby, (3.9)
V2 (wp,yp) + V(s yr) = 1. (3.10)

Se o potencial V(x,y) é confinador, ent3o as equacdes acima possuem solucdo e definem
a iséclina critica. Da equacdo temos que a iséclina critica pode ser parametrizada por
8; € [0,27], sendo no espaco de fase uma curva helicoidal C(6y) = (x(0f),ys(0f),60;). A
projecdo da iséclina no plano zy, por outro lado, é obtida diretamente pela equacdo ([3.10)).
Das equacdes acima observa-se que os pontos fixos dependem apenas da forma do potencial
confinador. A estabilidade desses pontos, por outro lado, depende da mobilidade angular 5 da
particula, como veremos a seguir analisando a estabilidade dos pontos fixos via linearizacdo
do sistema dindmico. A matriz jacobiana do sistema avaliada no ponto fixo Py = (z¢,yy,0y)

é expressa por:

Os autovalores A da matriz jacobiana J4 sdo as raizes do polinémio

P(A) = det (J4 — 1)) = 0, (3.12)
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que escrito em termos das derivadas do potencial obtemos:

PA) = A <—)\2 + A+ po) ; (3.13)
o= ﬁ — Ve — Vyy7 (314)
po = BVigVZ+ ViaV2+2VaVy Vi | = ViV + V2, (3.15)

O primeiro resultado importante é que um dos autovalores A é nulo e, além disso, a direcdo
de seu autovetor é tangencial a iséclina critica. Isso significa que o sistema é indiferente a
deslocamentos infinitesimais ao longo da linha de pontos fixos. Sendo assim, a estabilidade do
ponto fixo é, portanto, caracterizada pelos outros dois autovalores A\, e A_. Logo, um ponto
fixo Pg(xf,yys,0f) serd estavel se a parte real de

+/pi+4
P p1 b1 Po (3.16)

2 ?

_ 244
P b1 —\/P1T *Po (3.17)

2 Y

for simultaneamente negativa e instavel se a parte real de A, ou A_ for positiva. Consequen-

temente, o ponto fixo sera instavel se:

B > min(B, ), (3.18)
Bl = Vm + V;gy7
vxm%y - VzQy (319)

B2

T VPV + VRV 2V, YV

onde as derivadas devem ser avaliadas no ponto fixo em questao. Note que devido a convexi-
dade requerida na vizinhanca da isdclina critica, tanto 3; quanto (3, sao positivos. Dependendo
do valor de 3, existem casos em que a isdclina critica possui segmentos onde todos os pontos
fixos sdo estaveis e segmentos onde todos os pontos fixos sdo instaveis (veja ilustracdo na
Figura (a)). A condicao para que todos os pontos fixos da iséclina critica sejam instaveis é
que:

£ > 8* = min [max(f), max(f5s)] . (3.20)

A estabilidade da iséclina critica é fundamental para a compreensdo da fase escaladora.
Com um nivel moderado de ruido, a particula é atraida para seus pontos fixos estaveis en-
quanto sofre perturbacdes das forcas estocasticas. Quando a particula sofre um deslocamento

infinitesimal para fora da iséclina devido a uma perturbacao, ela tende a ser atraida de volta
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Figura 5 — Trajetdrias tipicas (linhas azuis) de uma particula ativa (ponto vermelho) em um potencial con-
finante genérico V(z,y) (gréafico de contorno) em duas situacBes distintas: (a) Para f < %, a
trajetéria é atraida para um dos pontos fixos estaveis (stable fixed points) disponiveis na iséclina
critica (curva vermelha). (b) Para § > [*, a is6clina é formada apenas por pontos fixos instaveis
(unstable fixed points) e a particula é capturada por um dos atratores orbitais disponiveis, na ilus-
tracdo, uma 6rbita periédica (periodic orbit).

P~}

Periodic
orbit

r

+,
4
[

Stable fixed

points X
L] LY &,
‘5 \\
x
S __.*'M"—““Unstable’_““’ >y -
Tl fixed points e
(a) (b)

Fonte: DAMASCENA; CABRAL; SILVA| (2022)

para os pontos fixos estaveis na iséclina. Por outro lado, deslocamentos ao longo da iséclina
nao encontram resisténcia, fazendo com que a particula vague de um ponto fixo para outro.
Portanto, a fase escaladora pode ser interpretada como um movimento browniano ao longo
dos pontos fixos estaveis da isoclina critica. Consequentemente, se a particula permanece sob
um ponto fixo estavel (D = 0) ou realiza movimento browniano sobre a isdclina critica, ent3o,

dizemos que a particula se encontra na fase escaladora.

3.1.3 Fase orbital e simetria de reflexao

Além dos pontos fixos estudados na secao anterior, o sistema dindmico associado a particula
autopropelida também admite 6rbitas periédicas como solucdo. As chamadas 6rbitas periddicas
sdo, na verdade, ciclos limites que podem ser estaveis ou instaveis. Quando estaveis, dada
uma condicdo inicial, a trajetéria do sistema dindmico pode ser capturada pelo ciclo limite,
permanecendo nele perpetuamente. Quando ha coexisténcia entre pontos fixos e ciclos limites
estaveis, a estrutura para a qual o sistema serd capturado depende das condicdes iniciais.
Entretanto, quando todos os pontos fixos da iséclina critica sdo instaveis, o ciclo limite estavel
se torna a (nica opcdo. Diremos que a particula estd na fase orbital se ela é capturada
por um ciclo limite estavel. Na auséncia de ruido (D = 0) a particula permanece no ciclo

perpetuamente, enquanto que, para ruido moderado D > 0, a particula sofre desvios da érbita
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podendo ocorrer transicdes entre as Orbitas estaveis coexistindo.

Exceto para o caso especial onde o potencial confinador tem simetria radial, caso estudado
em detalhes na secao(3.1.4} ndo obtivemos expressGes analiticas nem para as orbitas nem para
sua estabilidade. Por outro lado, como veremos em detalhes nas préximas secGes, as érbitas
periddicas nos potenciais considerados aparecem sempre em pares. Mostraremos nesta secao
que isso decorre de simetrias de reflexdo, comuns a todos os potenciais estudados.

Por simplicidade vamos reescrever as equacdes (3.6), (3.7) e (3.8) em termos de vetores

da seguinte forma:

d
onde
oV (z,y)
(t) cosf — e
: oV (z,y)
P = y(t) U(Qj7 Y, 9) = sinf — Ty,
V(xy)  OV(zy)
(t) o] ( pe sin 6 o cosf | .

Estamos interessados em transformacdes de simetria 7' com (2, y/,0") = T[(x, v, #)] tais que

o sistema dinamico em (|3.21)) se mantém invariante, isto é:

d d
%P' =U(d,y,0) = %P =U(x,y,0). (3.22)

= Simetria de translacdo em 6 por 2.

Considere uma translacdo da variavel angulo 6 por 2x. Seja T} tal que:

To[(z,y,0)] = (x,y,0 + 27). (3.23)
Como a variavel angulo aparece no sistema sempre nas formas sin ¢ e cos ¢, pela periodicidade
das funcdes seno e cosseno temos U (z,y, 0 + 2rw) = U(x,y,0) e portanto o sistema é inva-
riante a essa transformacdo. Embora simples, por conta dessa simetria, aplicamos condicoes
periédicas em 6, limitando-a ao intervalo 6 € [—m, 7| para o célculo de bacias de atracdo e

selecdo de condicdes iniciais sem perda de generalidade.

= Simetria de reflexdo em relacdo ao eixo x.
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Se o potencial confinador tiver simetria de reflexdo em relacdo ao eixo x
V(l’, _y) = V(.CL', y)> (324)
entdo, o sistema é invariante a transformacao:

(', 0") = To[(z,y,0)] = (x, —y, —0), (3.25)
uma reflexdo em relacdo ao eixo = do vetor posicdo e do eixo de orientacdo 7(f) da particula.

Partindo do sistema dindmico para as variaveis transformadas
ov(x',y')
ox'
ov(x',y')
oy’
: ov (', ov(x',y
o = g VY Gy VY o)
oz’ oy’
e notando que que as derivadas parciais se transformam da seguinte forma:

0 0

ox' ox'
Kl 9
oy’ oy’

& = cosb —

(3.26)

-/

y = sinf— (3.27)

(3.28)

Podemos escrever as derivadas do potencial confinador com a simetria de reflexdo definida na

equacao ([3.24)) como:

ov(z'y) 0 0
oy 8xv<x’ —y) = (%V(%y)» (3-29)
ov(z'y) 0 0
oy ayv(% y) = ayv(%y)- (3.30)
Aplicando a transformacdo nas equagdes ((3.26), (3.27)) e ([3.28) obtemos:
. oV (z,y)
t = cos(—0)— R
: : oV (x,y)
—y = sin(—0)+ ————
J (—0) Iy
-0 = g ( 5y Sl (—0) + 9y cos (—0) | .
Aplicando a paridade das funcdes seno e cosseno, obtemos
T = cosf — 8V(:U,y)’
Ox
y = sinf — Vix,y)
dy
0 = f <8V(x,y) sinf — Viw.y) cos 9) ,
ox dy

mostrando a invaridncia do sistema a transformacao 7.
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= Simetria de reflexdo em relacdo ao eixo y.
De modo analogo ao caso anterior pode-se mostrar que se o potencial confinador satisfaz:
V(-z,y) = V(z,y), (3.31)

entao o sistema dindmico é invariante a transformacao

A

Ty[(l‘,y70)] = (—l‘,y,—9+7T)7 (332)
uma reflexao em relacdo ao eixo y do vetor posicdo e do eixo de orientacao.
= Simetria de reflexdao em torno da origem ou translacdo em 6 por 7.

Se o potencial confinador satisfaz:

entdo o sistema dinamico é invariante as inversdes sucessivas

T[T [(x,y,0)]] = Tol(—a,y,—0+m)] = (=, —y,0 — ), (3.34)
Ty[Tx[($7 Y, 0)“ = Ty[(l" Y, _0)] = <_$a —Y, 0+ 7T)7 (335)
To[(x,y,0)] = (—z,—y,0+m). (3.36)

Os potenciais confinadores considerados obedecem simultaneamente as trés simetrias de refle-
x3o. Portanto, se Py = (0, Yo, 6) pertence a solucido do sistema dindmico, entdo, os pontos
Py = (z9, —yo, —6o), P> = (=20, Y0, —0o +7) € Py = (—x¢, —yo, 0o = m) também pertencem
a solucao do sistema dinamico. Vale ressaltar que, devido a simetria de translacdo por 27 em
0, P3 representa um Unico ponto no espaco de fase. Além disso, note que nesse ponto, o eixo

de orientacao da particula esta refletido em torno da origem
n(0 £ m) = (cos(d £ 7),sin(0 £ 7)) = —(cos(#),sin(h)) = —n. (3.37)

Em trajetérias fechadas, o sistema dindmico satisfaz as simetrias de reflexdo gerando simul-
taneamente duas Orbitas atratoras. Essas oOrbitas sdo espelhadas entre si para satisfazer as
simetrias de inversdo no plano zy e sao percorridas pela particula autopropelida em sentidos

opostos, de modo a respeitar as simetrias de inversdao do eixo de orientacdo da particula.
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3.1.4 Dinamica em potenciais com simetria radial

Se o potencial confinador é da forma

Viz,y) =V(r), r=z2+2 (3.38)

entdo é conveniente reescrever o sistema dinamico em coordenadas polares. Substituindo

z(t) =r(t)cosp(t) e y(t) =r(t)coso(t) (3.39)

nas equacdes (3.1 e (3.2)) a dindmica da particula autopropelida para as variaveis (7, ¢, 0) é
regida por:

r = cosy — V'(r), (3.40)

¢ = rlsiny (3.41)

0 = BV'(r)siny, (3.42)

Onde x é o angulo entre o vetor posicdo e o eixo de orientacdo, x = Z(n,r) = 0 — ¢, e
V'(r) = 9%, Pode-se ainda descrever a dindmica em termos das variveis (x,r)
7 = cosy — V'(r), (3.43)
1
X = <BV’(7’) - ) sin x, (3.44)
r
A anélise dos pontos fixos do sistema acima resulta em dois tipos de pontos fixos no plano

Xr:

1. Pontos fixos da iséclina critica: ¢ = 0.
2. Orbita circular no plano zy: b= w.
Substituindo a condicdo de ponto fixo (x,7) = (0,0) nas equa¢des e obtemos:
cos(xs) —V'(ry) = 0, (3.45)
(BV’(rf) — :f) siny; = 0. (3.46)

= Pontos fixos da iséclina critica

O primeiro tipo de ponto fixo é obtido substituindo sin(x) = 0 na equacdo ([3.46)), consequen-

temente, da equacdo (3.45]) obtemos:

VI(Tf) = 1. (3.47)
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Substituindo sin x s = 0 nas equacdes (3.41)) e (3.42) obtém-se ¢; = 0; € [0, 27]. Portanto

os pontos (7, ¢, 0r) definem uma iséclina critica circular no plano zy cujo raio é definido
pela equagdo ([3.47)). A representacdo da iséclina no plano xr é o ponto (0, 7).
Realizando um procedimento anélogo ao realizado na secao temos que os autovalores

associados ao ponto fixo da iséclina critica no plano xr, Py = (0,r;) sdo dados por:

AW = V() (3.48)
1

A2 = g —. 3.49

/ -+ (3.49)

Como por construcdo o potencial é convexo na vizinhanca dos pontos fixo, nesse caso na
.. 1) « .
vizinhanca de r = 7, o autovalor /\gc) é sempre negativo. O segundo autovalor estabele a

condicdo para que o ponto fixo seja estavel:
Bry<1. (3.50)

Note que, para esse caso particular, o ponto fixo Py = (0,7) representa todos os pontos fixos
na iséclina critica circular de raio 74 no plano xy, portanto, todos os pontos fixos sdo estaveis

r instaveis, ario.
se < 1 e instaveis, caso contrario
» Orbita circular no plano zy.

Retornando a equacdo ([3.46]) e considerando sin x s # 0, entdo:

cos(xo) = V'(R,), (3.51)
VI(R) = 25 (3.52)

onde substituimos o subscrito “f", por “o” pois, como veremos, esse ponto fixo é uma 6rbita

circular no plano zy. Substituindo as equacdes (3.51)) e (3.52)) nas equacdes ((3.41)) e (3.42)),

verificamos a igualdade § = ¢ = w, onde

1 1
W= —

1— .
R, B2 R?

(3.53)

Note que, as equacdes (3.45)) e (3.46]) sdo indiferentes a escolha +y, ou —x,, de modo que, no
plano zy temos duas érbitas circulares cujo raio R, é solucdo da equacdo ([3.52)) e circulacdes
opostas com frequéncia w dada pela equacdo (3.53)). No plano yr as drbitas circulares sdo

dois pontos fixos simétricos em relagdo a x = 0, Py = (£xo, Ro) com

Xo = arccos(V'(R,)). (3.54)
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Os autovalores dos pontos fixos orbitais sdo dados por:

—V" £ V"2 — 4BWAR2(V" + V'R,
2= V/ ﬁ; ( / ). (3.55)

Como V'(R,) > 0 (equacdo ([3.52)) ambos autovalores sdo negativos desde que w? > 0, isto
é, desde que a frequéncia angular seja um nimero real. Impondo a condicdo na equacdo (3.53

devemos ter

BR, > 1. (3.56)

Uma observacdo importante é que o raio da iséclina critica independe do valor 5 enquanto a
dependéncia de R, é definida pela equacdo ([3.52)).

No que se segue, vamos mostrar que as Orbitas circulares e a iséclina critica ndo sdo
simultaneamente estaveis. Por construcdo, a dinamica estd confinada a area delimitada pela

iséclina critica, portanto, 7y > R (/3), isto é, dado € > 0 temos que
ry=R,+e. (3.57)
Se a iséclina critica é estavel, entdo a equacdo é satisfeita, portanto,
Bry <1, (3.58)
substituindo a equacdo ([3.57)) na condicdo acima obtemos,
BR, <1— e = PR, <1, (3.59)

como tanto 3 quanto € s3o positivos, entao, se a isoclina é estavel as orbitas circulares sdo

instaveis. De forma analoga, se as Orbitas sdo estaveis, entdo,
BR, > 1, (3.60)
substituindo a equacdo ([3.57)) na expressao acima obtemos
pri>1+pe = Pry > 1, (3.61)

isto é, se as Orbitas circulares sdo estaveis, os pontos fixos da iséclina critica s3o instaveis. Por
. ~ _ i . v . . Ve
fim, note que da equacdo (3.49) B. = -~ induz um equilibrio marginalmente estavel para a

7
isbclina onde obtemos Re()\gcl)) <0e Re()\gg)) = 0. Por outro lado, . = # também é valor

de (3 no qual R, = r; como podemos verificar usando as equagdes ([3.47) e (3.52)),

Vi(rg) = 7— = e = —. (3.62)
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Além disso, em (3. a velocidade angular w da fase orbital é nula, de modo que, 3. = % pode ser
visto como um ponto de bifurcac3o, entre os pontos fixos e as 6rbitas circulares. Na figura [6}
ilustramos o comportamento dos pontos fixos em funcao de (3 usando o potencial harmonico
como exemplo.

Em suma, potenciais com simetria radial admitem uma isoclina critica circular de raio 7
definido pela equacdo e ao menos um par de érbitas circulares cujo raio é definido
pela equacao . Os resultados presentes nessa subsecdo generalizam os resultados em
(DAUCHOT; DEMERY, [2019)), obtidos para os casos particulares em que V' (r) representa um

poco harménico ou caixa circular de parede dura.

Figura 6 — Estabilidade dos pontos fixos, (x, r), no potencial harmdnico em funcdo de 5. Nos diagramas,
os segmentos de pontos fixos estaveis s3o marcados por linhas continuas, enquanto os segmentos
instaveis sdo marcados por linhas tracejadas. Em particular, a bifurcacdo sofrida por x é do tipo
forquilha supercritica (STROGATZ, [2000).

1{(a)

-1
(b)
" M=l [ |
0.5
0'{JO 1 2 3 4 5

B

Fonte: O autor

3.2 DINAMICA EM UM POTENCIAL ELIPTICO

Em contraste aos potenciais com simetrial radial, onde observamos apenas as érbitas circu-
lares previstas pela analise realizada na secao [3.1.4] os potenciais anisotrépicos proporcionam
uma variedade de érbitas fechadas complexas e propriedades topolégicas especificas. Nesta
secdo iremos descrever a dindmica deterministica de uma particula autopropelida no potencial

confinador que chamaremos de potencial eliptico

Viz,y) = ;[(1 +o)a? + 42, (3.63)



53

ja escrito nas unidade de medidas definidas na secdo[1.2.1, O comprimento caracteristico para
esse potencial é

(3.64)

onde k é a rigidez do potencial. O pardmetro ¢ define uma familia de potenciais. Para ¢ = 0,
retornamos ao potencial harmdnico, que possui simetria radial. Para € > 0 a simetria radial é

quebrada dando origem a iséclinas criticas e 6rbitas nao circulares.

3.2.1 Isdclina critica do potencial eliptico

Substituindo o potencial eliptico na equacio ([3.10)), o conjunto de pontos fixos que definem

a isoclina critica satisfazem a equacao:
(1+e)at+yf=1, (3.65)

onde cada valor de ¢ define uma elipse com excentricidade e = /1 — (¢ + 1)_2. Como o

potencial ndo tem simetria radial, a andlise de estabilidade deve ser feita ponto a ponto.

Avaliando a equagio ({3.19)) para um ponto fixo Py = (zy,ys) obtemos

I+e
(1+e)’a? +y3

fr=2+e, [o= (3.66)

onde [, < [3; para qualquer ponto fixo. Os co-vértices da elipse, (zf,ys) = (£1/(1 +¢),0),
sao os primeiros pontos fixos a se tornarem instaveis quando 8 = 1. Com o aumento de 5 mais
pontos se tornam instaveis, até que os ultimos pontos fixos, os vértices (zy,yr) = (0, £1),
se tornem instaveis em 3 = * = 1+ . Para > (3*, todos os pontos fixos sdo instaveis.
Portanto, para 8 < 1 todos os pontos fixos s3o estaveis e a fase escaladora é possivel, enquanto
que, para 3 > 1+ ¢ a fase escaladora é inacessivel, consequentemente, a particula sé pode

estar na fase orbital.

3.2.2 Orbitas estaveis do potencial eliptico

Embora a forca confinadora ainda seja linear, o aumento da anisotropia do potencial,
aumento do parametro ¢, da origem a érbitas que apresentam pontos de cruzamento no plano
xy e propriedades topoldgicas especificas. Em virtude da simetria do potencial, conforme visto

na secao [3.1.3, observamos pares de érbitas espelhadas com sentidos de circulacdo opostos.
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Figura 7 — Exemplo representativo da forma das 6rbitas de rotacdo (a)-(b) e libracdo L (c)-(d) no plano xy e
no espaco de fase, respectivamente. As érbitas de rotacdo e libracdo foram obtidas para e = 0.5 e
€ = 1.5, respectivamente. Ambas as 6rbitas foram obtidas numericamente para g = 10.

(a) (b)

> 0001
0,051 |

—0.10

(3]
|
=
b2

0.0 0.1 0.

(d)

> 0.0

~0.41

Fonte: O autor

Variando € a f3 fixo, observamos uma sequéncia de transicdes entre 6rbitas. Classificamos as

orbitas utilizando dois critérios:
1. O nGmero p de cruzamentos ou nés da projecao da érbita no plano zy.

2. Se o eixo de orientacdo 7 da particula realiza um giro completo ao realizar um ciclo na

orbita.

Vale reforcar que apenas as projecoes se cruzam, ndo havendo cruzamento no espaco de
fase 3D. Indicaremos por R e L as érbitas de rotacdo e libracao, respectivamente. Nas érbitas
de rotacdo (R) o eixo de orientacdo 7 realiza uma rotacdo de 2w em um periodo, isto é,
0(t) € [—m, | para t € [0,T], enquanto nas Orbitas de libracdo (L), o eixo de orientacdo

ndo realiza uma rotacdo completa, oscilando em torno de dois valores de 0, isto é, 0(t) €
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100 — Omaz, B0 + Omaz) para t € (0,7, onde 04, < . As Orbitas de rotacdo sdo helicoidais,
se repetindo a cada intervalo de 27, por outro lado, as érbitas de libracdo siao fechadas e
limitadas em um dnico intervalo de 27, conforme mostrado nas figuras [7| (a)-(b) para as
orbitas de rotacdo, e nas figuras [7c)-(d) para libracgo.

Podemos diferenciar as fases de rotac3do e libracdo matematicamente associando uma carga
topoldgica () as orbitas periddicas

Q- / o, (3.67)

T o

onde a integracdo deve ser feita em um periodo 7' da érbita. Uma 6rbita fechada no plano
xy implica nn(t +T) = n(t) e, consequentemente, O(t + 1) = 0(T) + 27k, k € Z. Portanto,
a carga topoldgica () é um nimero inteiro. Nas fases de libracdo, obtemos ) = 0 devido a
oscilacdo de (t) cuja amplitude é limitada por 0,,,, < 7. Nas fases de rotacdo, por outro
lado, como eixo de orientacdo realiza, no minimo, uma rotacdo de 27, temos |Q| > 0. Para
o potencial eliptico, em particular, observamos numericamente apenas uma rotacdao completa
por periodo; portanto, () = +1, onde o sinal depende do sentido da rotac3o.

Nas figuras (8| (a)-(d) apresentamos algumas das 6rbitas estaveis do sistema. Quanto maior
o valor de ¢, mais intensa é a componente x da forca de confinamento sofrida pela particula,
diminuindo a amplitude do movimento na direcdo z. O estreitamento da amplitude em z,
por sua vez, induz cruzamentos na projecao no plano zy. Explorando as érbitas estaveis
do potencial, verificamos uma relacdo entre o nimero p e o tipo de 6rbita, onde p é par
para as érbitas de rotacdo e impar para as érbitas de libracao. Por exemplo, nas 6rbitas de
rotacdo [figura |8 (a)] e libragdo [figura 8| (b)] marcadas em laranja temos p = 0 e p = 1,
respectivamente.

A relacdo entre a paridade do nimero de cruzamentos e a carga topoldgica no potencial
eliptico pode ser explicada qualitativamente analisando a area orientada varrida pelo vetor
posicdo. Partindo do fato de que a carga topoldgica é diretamente proporcional a variacao
da érea orientada varrida em um periodo (veja a secdo , para um numero impar de
cruzamentos (nds), as 6rbitas do potencial eliptico dividem-se em um ndmero par de ventres
que sdo percorridos em sentidos opostos, resultando em uma area orientada nula ao fim de um
periodo e, portanto, em uma carga topoldgica nula. Consequentemente, nimeros impares de
cruzamentos estdo associados a carga topoldgica nula (érbitas de libracdo), e ndmeros pares

a carga topoldgica ndo nula (6rbitas de rotacdo).
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Vale ressaltar que, embora as érbitas surjam em pares, dada uma condicao inicial a parti-
cula autopropelida é atraida e permanece confinada a apenas uma das érbitaﬂ Portanto, no
sistema, temos a coexisténcia de no minimo duas érbitas estaveis.

Na figura |8 (e), apresentamos um diagrama dos possiveis tipos de 6rbitas e das regides
de coexisténcia no espaco de parametros /3. Para a construcdo do diagrama, primeiramente
dividimos o eixo /3 € [0,20] em intervalos de ;11 — 3; = A3, e 0 eixo € € [0, 5] em intervalos

de €41 —€; = Ac. Em seguida, consideramos dois conjuntos diferentes de condicGes iniciais:

1. Varreduras: para cada f3; iniciamos o sistema na fase escaladora (3; < 1) ou orbital (/3; >
1) em ¢; = 0 e, usando o ponto final P;; = (x;;,yi;, 0;;) da simulacdo de (f3;, ;) como
condicdo inicial da simula¢do para (3;, €j41), realizamos uma varredurade s =0 ae = 5.
Em seguida, retornamos de ¢ = 5 para € = 0. As linhas sélidas (tracejadas) na figura
(e) marcam as transicdes entre os tipos de Orbitas na parte crescente (decrescente) da

varredura. Para as varreduras usamos AS = 0.16 e Ae = 0.005.

2. Sorteio: para cada par (f3;, ;) sorteamos 100 condi¢Ges iniciais diferentes e, para cada
uma delas, classificamos se a 6rbita resultante é de rotacdo (coral claro) ou libracdo
(coral escuro), o gradiente de cor na figura 8| (e) indica a porcentagem de cada tipo de

orbita dentre as 100 amostras. Para o sorteio utilizamos A = 0.038 e Ae = 0.01.

Uma caracteristica notavel no diagrama apresentado na figura (8| (¢) é que algumas drbitas
de diferentes tipos podem coexistir na mesma regidao do espaco de parametros. Como mos-
trado no diagrama, observamos que as transicGes apresentam histerese quando fazemos uma
varredura crescente ou decrescente em . A histerese é mais evidente para valores altos de
B. As transicdes entre as 6rbitas na varredura crescente (decrescente) em ¢ sdo delimitadas
pelas curvas pretas sélidas (tracejadas), de modo que, olhando da esquerda para a direita,
as regides entre uma linha tracejada e uma linha sélida s3o regiGes de coexisténcia, como
apontado no diagrama. Observamos, também que, em geral aumentando (diminuindo) € a 3
fixo as transicdes satisfazem p — p+ 1 (p — p — 1). Além de transicdes entre tipos de
orbitas, observamos coexisténcia entre as fases orbital e escaladora, embora ocorra apenas em

pequenas regides abaixo da linha § =1+ ¢.

2 Lembrando que estamos no caso deterministico, no capl'tuloveremos que escapes podem ocorrem devido

a acdo do ruido.
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Figura 8 — (a)-(d): Orbitas representativas de uma particula ativa no potencial eliptico. (¢) Diagrama de fase
no plano definido pela mobilidade angular 3 e o pardmetro £ que controla a excentricidade do
potencial. As tonalidades de cor indicam o estado topoldgico da érbita obtido a partir de condicoes
iniciais aleatdrias (ver texto), péssego claro para rotacdo (R) e coral para libracdo (L). Linhas
sélidas (tracejadas) indicam transicdes entre érbitas ao varrer £ da esquerda (direita) para direita
(esquerda) fixando o valor de . As fases sdo classificadas pelo indice Xp de acordo com sua
topologia (X = R,L) e o ndmero de nés (p = 0,1,2...). Zonas de coexisténcia sdo marcadas
com multiplos rétulos. As linhas tracejadas vermelhas indicam o limite superior da fase escaladora

(B=1+¢) e inferior (5 = 1) da fase orbital (veja as secdes e[3.2.2.1]).
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Fonte: O autor, publicada em DAMASCENA; CABRAL; SILVA| (2022)

3.2.2.1 |Instabilidade da fase orbital

Ainda no diagrama mostrado na figura[g|(e), verificamos que n3o ha érbitas estaveis abaixo
de 8 = 1. De fato, podemos mostrar que a fase orbital é proibida nesse limite para todo ¢ > 0.
Para demonstrar esse resultado é conveniente considerar a evolucao temporal do vetor nn ao

invés da evolucao temporal de seu angulo. Portanto, representaremos a dinamica da particula
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usando a versdo adimensional das equacdes ([1.13)) e (1.14)) na auséncia de ruido, isto é:

7 = A+F, (3.68)
OZ’Z — B(Ax F)xf. (3.69)

Primeiramente, note que da equacdo (3.68)), n x F' = n X v, onde 7 = v. Note também que

a equacdo (3.69) pode ser reescrita como

dn_

=B v~ (A-v)n). (3.70)

Aplicando o produto interno por v na equacao acima obtemos

dn dn
v =B —B(h-v) = 0< v < pBv?, (3.71)
dt dt
onde v? = v - v. Por outro lado, derivando temporalmente ambos os lados da equacdo [3.68]
obtemos
dv dn dn 1 dv? 9
o V)F = — (v 72
=G or= () =@ Ve 67

Das equacdes acima podemos construir a seguinte desiqualdade

2 1dU2 2 2

Finalmente, para o potencial eliptico, (v - V)?V = v? + €42, portanto,

< (B—1)v* —evi (3.74)

- (1)2 +sv§) < ;d;;

dv? :
Da equacdo ([3.74), se 5 < 1, entdo % < 0V t, isto significa que o médulo da velocidade

ird eventualmente se anular. Consequentemente, ndo ha fase orbital para g < 1.

3.2.2.2 Area orbital e mobilidade angular

Outro resultado interessante é que a area ocupada pelas érbitas é inversamente proporcional
a 3. Como ponto de partida, considere a taxa com que a area orientada A varrida pelo vetor

posicdo T da particula muda com o tempo

dA 1
Reescrevendo conveniemente a forca devido ao potencial eliptico como

_F = (1 + ;) r+ g (23 — y9), (3.76)
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entao, o vetor de orientacao da particula pode ser escrito como

n= [v—i—(l—l—;)r—ir;(x:%—yﬁ)]. (3.77)

Aplicando o produto vetorial xv a direita em ambos os lados da equacao acima obtemos

(3.78)

1
nxv= {(2+5)2(r><v)+;(x§:—ygj)xv :

Aplicando o produto interno -2 em ambos os lados, obtemos uma expressdo para A(t) na

Orbita,
dA d (6
isto &,
(24 €)A(t) — 9(;) - %x(t)y(t) = constante. (3.80)

Como a equacdo vale para quaisquer pontos na 6rbita, podemos calcular a area varrida
em um loop. Se P, = (x(t1),y(t1),0(t1)) é o ponto inicial, e P, = (x(t2),y(t2),0(t2)) o ponto
final do loop, entdo, devemos ter z(t1) = z(ta), y(t1) = y(t2) e O(t1) # O(t2), onde to > t;.
Da equacdo a area varrida no loop A, = A(ty) — A(ty) é dada por:

(3.81)

onde Af,0p € a variagdo do angulo no loop escolhido. Em geral |Af,0p| < 27 para qualquer
érbita com nds, e |Ab,0p| = 27 para as orbitas de rotacdo. Note que, independentemente da
orbita em questdo, quanto maior a mobilidade angular da particula, mais compacta é a area
em qualquer loop, sendo, portanto, menor a area delimitada pela érbita.

Por fim, considerando P, = (x(t),y(t),0(t)) e P, = (z(t + T),y(t + T),0(t +T)), um
periodo da érbita, podemos relacionar a area varrida em um periodo com a carga topoldgica

Q=2m[0t+T)—0(t)],

Q= (2‘;?5 [A(t+T) — A(t)]. (3.82)

3.2.2.3 Bacia de atracdo das drbitas

Pode-se definir a bacia de atracdo de um atrator .4 como o maior conjunto U 4 no espaco
de fase cujas trajetérias que iniciam em U4 convergem para o A quando t — oo (STROGATZ,

2000). A bacia de atracdo tem papel fundamental em nossos estudos de coexisténcia e escape
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entre as érbitas periddicas do potencial eliptico. Aqui, apresentamos brevemente detalhes de
sua obtencao.

Primeiramente definimos um volume V = [—L,, L,| X [—L,, L,| x[—m, 7] no espaco de fase
grande o suficiente para envolver a iséclina critica. Em seguida, discretizamos os intervalos
I, = [-L,, L), I, = [-Ly, L, e Iy = [—m, 7] em n,, n, e ng partes, respectivamente,
totalizando N¢; = n,nyng condigdes iniciais regularmente espagadas e contidas no volume
V. Por fim, para cada condicdo inicial, resolvemos as equacdes e e classificamos
a condicao inicial de acordo com o atrator para o qual a particula foi capturada. Ao final do
processo, obtemos as bacias de atracao para cada atrator no volume V.

Para o estudo das funcdes de distribuicdo de probabilidade (FDPs) na coexisténcia entre
as fases na secdo temos Ngr ~ 3 x 10°. Por outro lado, no estudo de escape entre
orbitas na secao , aumentamos a precisdo da bacia, resultando em Ngo; ~ 2 x 10%. Em

ambos os estudos, usamos L, = L, = 1.5.

3.3 POTENCIAIS ANARMONICOS E CAOS

Com respeito a fase orbital, até o momento identificamos que potenciais com simetria
radial geram orbitas periddicas circulares, e que a quebra dessa simetria d& origem a 6rbitas
nao circulares com propriedades topoldgicas diferentes. Ao substituirmos o potencial harménico
pelo potencial eliptico [equaco (3.63)] quebramos a simetria radial, entretanto, mesmo que
anisotropica, a forca sentida pela particula autopropelida ainda é linear. Dada a complexidade
das drbitas que observamos com o potencial eliptico, como préximo passo, investigamos se
potenciais cujas forcas sdo anisotrépicas e ndo lineares podem induzir movimento cadtico na
particula autopropelida. Testando alguns potenciais com as caracteristicas mencionadas acima,

encontramos atratores cadticos nos seguintes potenciais:

1
Vi(w,y) = 5@ +¢°),

1

Valw,y) = 5(20° + )", (3.83)
1

Valw,y) = (2 +4°),

onde os potenciais se encontram nas unidades de medida do sistema (sec&o [1.2.1)). Como
veremos a seguir, para todos os potenciais analisados, os atratores cadticos aparecem para
valores altos de 3. Esse resultado sugere que, além de uma forca n3o linear, uma alta mobilidade

angular é ingrediente necessario para o aparecimento de dindmica caética.
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Para os trés potenciais, realizamos uma varredura: iniciamos a particula na fase escaladora
em $ < 1 e incrementamos 3 até 5 = 80, em seguida, em 5 = 80 realizamos o processo
inverso, retornando para 5 = 1 em passos de A = 0.01. A particula é inicializada no dltimo
estado calculado na etapa anterior, e a cada nova inicializacdo, aguardamos um tempo de
espera Alesperq = D X 103ty antes de avaliar a dindmica realizada pela particula durante um
intervalo de tempo Atoedidza = 10%t,. A figura @ mostra diagramas de bifurcacGes e expo-
entes de Lyapunov para a particula quando confinada aos potenciais anarmonicos definidos
na equacdo ([3.83)). Os diagramas de bifurcacdo foram obtidos registrando, para cada valor de
B, a posicdo y da particula ativa toda vez que sua posicdo x atinge um maximo (Z,,q.). As
medidas de y(,,,.) foram realizadas durante um intervalo de tempo At,,cqida, que em média
cobre 500 ciclos de x. Em alguns intervalos de 3, em especial para 5 pequeno, as medidas de
Y(Zmas) colapsam em um conjunto pequeno de pontos, indicando que o sistema se encontra
em movimento periddico. Nas figuras [10] (a)-(d), (h) e (k), apresentamos alguns exemplos
dessas drbitas. Note que algumas delas sdo complexas, embora perfeitamente peridédicas, além
disso, cada uma delas possuem uma 6rbita gémea simétrica mas com circulacdo oposta devido
a simetria de reflexao dos potenciais. Por outro lado, em alguns intervalos de 3, usualmente
valores altos, encontramos regides onde os pontos y(Z,,..) estdo amplamente dispersos, com-
portamento que indica movimento aperidédico. Exemplos dessas trajetérias se encontram nas
figuras |10 (e), (g), (i), (j), (I)-(o). Para verificar se a fase aperiddica observada é de fato
cadtica, calculamos os expoentes de Lyapunov para cada 3 usando o método do mapa tan-
gente (WOLF et al), 1985). Para qualquer potencial, a fase orbital corresponde a trajetérias
contidas no espaco de fase tridimensional gerado pelas variaveis x, y, e 6. Portanto, a resposta
do sistema as pertubacdes nessas trajetérias é descrita por trés expoentes de Lyapunov. Dentre
os trés, um expoente é sempre nulo, refletindo a indiferenca do sistema as perturbacdes em
direcdo a 6rbita nao perturbada, e devido ao fato de que a trajetéria do atrator ndo contém
pontos fixos (HAKEN, 1983). Os outros dois expoentes podem ser usados para definir se a
dindmica é regular, se ambos expoentes forem negativos, ou caédtica, quando ao menos um
dentre os expoentes for positivo. Quando um expoente de Lyapunov é positivo, existe uma
sensibilidade exponencial as condicdes iniciais, ou seja, solucoes que comecam préximas ten-
dem a se afastar exponencialmente, uma caracteristica tipica em dindmica cadtica. Note que
todas as regides aperiédicas mostradas na figura [9] correspondem a regides onde um expoente
de Lyapunov ¢é positivo, consequentemente, a dindmica nessas regides é cadtica.

Em geral, apesar dos intervalos de comportamento periddico, a sensibilidade as condicoes
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Figura 9 — (a) Diagrama de bifurcaco (parte superior) e espectro de Lyapunov (parte inferior) para o potencial
anarménico Vi(z,y) = 3 (2% + y°). O diagrama é gerado marcando a posicdo y da particula toda
vez que a posicdo z atinge um valor maximo (,4,) durante uma varredura crescente (laranja)
e decrescente (azul) em (. Os expoentes de Lyapunov correspondentes a varredura crescente
(decrescente) em [ sdo apresentados em cores claras (cores escuras). As cores vermelho, azul
e verde se referem ao maior, segundo maior e menor expoente de Lyapunov, respectivamente. Em
(b) e (c) temos o mesmo que em (a), entretanto, para os potenciais Va(z,y) = (222 + y?)° e
Vs(z,y) = (a® + y°), respectivamente.
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Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; CABRAL; SILVA| [2022])
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Figura 10 — Exemplo de 6rbitas periddicas (linhas azuis e laranja) e caédtica (linhas pretas) para a parti-
cula autopropelida confinada aos potenciais anarménicos: (a)-(e) Vi(z,y) = 3(z* + y°), (f)-(j).
Va(z,y) = £(22% +42)3, e (k)-(0) V(z,y) = §(2° +y°). O gradiente de cor ao fundo representa
o potencial, com os tons claros indicando as regiGes de menor potencial. As linhas tracejadas
descrevem a iséclina critica que para os valores de 3 considerados é formada apenas por pontos
fixos instaveis (legendas na parte superior). Para as érbitas periddicas, (a)-(d), (f), (h), e (k),
mostramos as duas trajetérias permitidas pela simetria.

\S
\S

Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; CABRAL; SILVA, [2022)

iniciais indicada pelos expoentes de Lyapunov tende a aumentar com (3 para os trés potenciais.
Isso sugere que uma particula ativa presa por um potencial altamente n3o linear tende a
exibir um comportamento mais caético se possuir uma alta mobilidade angular. Por fim,
olhando cuidadosamente para os diagramas na figura[9) pode-se identificar histerese em alguns
intervalos de 3. Na maioria desses intervalos, diferentes orbitas peridédicas coexistem, assim
como vimos com o potencial eliptico (secdo . Entretanto, em intervalos pequenos pode-se
observar coexisténcia entre érbita periédicas (ciclos limites estaveis) e atratores cadticos, como

mostrado no zoom inserido na figura [O}(b).

3.4 CONCLUSAO DO CAPITULO

Neste capitulo, estudamos a dindmica de uma particula ativa confinada com torque de

autoalinhamento na auséncia de ruido. Definimos um potencial V' (z,y) como confinador se
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os pontos fixos do sistema dinamico deterministico da particula confinada por ele forem nao
isolados, formando uma curva no espaco de fase cuja projecao no plano zy é fechada. Essa
curva, chamada de iséclina critica, delimita a dinamica deterministica da particula. Determi-
nisticamente, a particula ou é atraida para a isdclina ou para um atrator no interior da iséclina.
A forma da iséclina critica depende apenas do potencial, entretanto, a estabilidade de seus
pontos fixos depende da mobilidade angular S da particula.

O sistema dindmico deterministico também admite érbitas atratoras (ciclos-limites esta-
veis). Se o potencial confinador possui simetria de reflexdo em relacdo aos eixos x e y, entdo
essa simetria é manifestada pelo surgimento de érbitas em pares. Nos potenciais considerados
ao longo da tese, encontramos tanto orbitas peridédicas quanto cadticas.

A partir das estruturas atrativas estaveis presentes no espaco de fase da particula para um
potencial confinador, generalizamos as fases escaladora e orbital introduzidas por [DAUCHOT;
DEMERY| em [2019 para um potencial harménico. A fase escaladora, agora para um potencial
qualquer, ocorre quando a particula ativa (agora com ruido) é atraida para a isdclina critica,
executando movimento browniano ao longo dela. A fase orbital, de modo semelhante, ocorre
quando a particula é capturada por uma ¢rbita atratora periddica, percorrendo a érbita en-
quanto sofre desvios devido ao ruido. Ambas as fases s existem para niveis moderados de
ruido. Para altos valores de ruido, a dindmica estocastica se descorrelaciona completamente
das estruturas atrativas do espaco de fase, como veremos no capitulo [4]

Ainda sem especificar a forma do potencial, mostramos que os potenciais do tipo V (z, y) =
V(r), com r = \/z2 + y2, possuem tanto iséclina critica quanto érbitas periédicas circulares.
Para esses potenciais, em especial, a estabilidade da iséclina é binéria: ou todos os pontos
fixos sdo estaveis ou todos os pontos fixos sdo instaveis. Para esses potenciais, mostramos
que a estabilidade (instabilidade) da iséclina critica implica a instabilidade (estabilidade) das
orbitas circulares. Além disso, tanto a isdclina critica quanto as érbitas circulares de sentido
horario e anti-horario sdo mapeadas em pontos no plano xr. Nesse plano, a separatriz entre
as bacias de atracdo das drbitas é uma reta vertical em x = 0. Devido a simplicidade das
bacias de atraciao e a descricao bidimensional, essas érbitas serdo palco para o estudo dos
escapes induzidos por ruido e para a averiguacao do fendmeno de ressonancia estocastica no
capitulo 5]

Com o intuito de estudar a fase escaladora e orbital em potenciais sem simetria radial,
consideramos inicialmente a familia de potenciais elipticos, V (2, y) = 3[(1+¢)z*+y?]. Embora

para esse potencial a forca continue linear, obtivemos uma variedade de érbitas periddicas que
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puderam ser classificadas pelo nimero de nés de sua projecao no plano xy e pelo nimero de
voltas que o angulo de orientacdo performa em um periodo. No plano €3, o aumento de ¢
a [ fixo promove o surgimento de érbitas com mais nds. A isoclina critica, por outro lado,
forma sempre uma elipse no plano zy; entretanto, sua excentricidade varia com o valor de ¢,
tornando-se mais estreita em x. Além disso, diferente da iséclina circular, os pontos fixos se
tornam instaveis gradativamente com [, iniciando pelo co-vértice.

Por fim, ao considerarmos potenciais sem simetria radial, agora sendo a forca atuante sobre
a particula n3o linear, observamos a presenca de caos. A presenca de caos foi devidamente
confirmada com a anélise dos expoentes de Lyapunov. Para os potenciais analisados, identi-
ficamos caos apenas para valores altos de mobilidade angular, sugerindo que, além de uma
alta ndo-linearidade do potencial, a alta mobilidade angular é um ingrediente importante para
a presenca de caos na dinamica de uma particula ativa. Além disso, observamos pequenas

janelas de coexisténcia entre érbitas periddicas e cadticas.
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4 DINAMICA ESTOCASTICA

Neste capitulo, analisaremos a dinamica da particula ativa na presenca de ruido. Os princi-
pais resultados obtidos neste capitulo foram publicados nas referéncias (DAMASCENA; CABRAL;
SILVA|, 2022 IDAMASCENA; SILVA| 2023).

No capitulo anterior, capitulo [3, apresentamos as estruturas atrativas presentes no espaco
de fase do sistema dindmico deterministico. Matematicamente, as equacdes estocasticas de
Langevin n3o admitem pontos fixos e ciclos limites, entretanto, observamos que, para bai-
xas intensidades de ruido, a dindmica estocastica da particula pode ser interpretada como
uma competicao entre a acao das estruturas atrativas do sistema deterministico e os desvios
aleatérios causados pelo ruido.

Como ja definido na secdo [I.2] a dindmica estocéstica da particula autopropelida ¢ regida

pelas seguintes equacdes de Langevin:

Po= a4 F+4\/2D((0) (4.1)
0 = B(RxF)-2+\/2D,&(t), (42)

onde as equacoes foram escritas nas unidades definidas na secdo (1.2.1]

Na secdo [4.1| apresentaremos o comportamento das fases dindmicas na presenca de ruido.
Na maior parte do estudo, consideraremos o comportamento a longo prazo de particulas ativas
mais suscetiveis a acao do ruido rotacional do que a acao do ruido translacional. Portanto,
em boa parte do estudo iremos considerar D; = 0 e D, = D. Detalhes sobre a acdo do ruido
rotacional para tempo longo serdo descritos na subsecdo [4.1.1] Na subsec3o [4.1.2] apresenta-
mos a transicdo entre o comportamento ativo e passivo da particula ativa quando a dinamica
orientacional passa a ser dominada completamente pelo ruido, D > . Na subsecdo [4.1.3
exploramos uma dinamica complexa resultante da combinacdo de efeitos nao lineares e ruido
observada em um dos potenciais anarménicos considerados na secdo [3.3] Por fim, na subse-
cdo |4.1.4] iniciaremos a descricao da coexisténcia entre os atratores do potencial eliptico na
presenca de ruido.

Na secdo temos como foco o escape induzido por ruido entre as érbitas da fase orbital.
Na subsecao |4.2.1] apresentamos as equacdes de movimento do caminho mais provavel de es-
cape (CMPE) para a particula autopropelida, partindo dos resultados obtidos na secdo m

Na subsecdo usaremos a abordagem do caminho mais provavel de escape para dois po-
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tenciais com simetria radial: o potencial WCA E] e para o potencial harmonico. Para ambos
os potenciais, comparamos os resultados do CMPE com dados obtidos integrando numeri-
camente as equacdes e (4.2). Na subsecdo [4.2.3] aplicamos a abordagem do CMPE
para um escape entre quatro érbitas em coexisténcia para o potencial eliptico. Por fim, na
secdo [4.3] recapitulamos os principais resultados obtidos ao longo do capitulo. Todas as inte-
gracGes numéricas das equacoes e foram obtidas usando o método de Runge-Kutta

estocéstico de segunda ordem (veja secdo [2.1)) com passo de integracdo fixo em At = 1073.

4.1 FASES DINAMICAS A RUIDO FINITO

Nesta secdo, apresentamos alguns fendmenos relacionados a acdo de ruido finito (D > 0).
A principal quantidade que utilizamos para identificar o efeito do ruido foi a funcao distribuicado
de probabilidade (FDP) P(xz,y) e P(#). Dado um potencial confinador e intensidade de ruido
D, calculamos as FDPs realizando a média sob a dindmica de 10 particulas ao longo de um
tempo de medicdo de 5 x 10%7, e apés um tempo de espera de 1037, a menos que indicado

de outra forma.

4.1.1 Interacao entre ruido rotacional e translacional

Em geral, uma particula autopropelida estd sujeita a dois tipos de ruido: o coeficiente
de ruido translacional Dy, presente na equacao , e o coeficiente de ruido rotacional D,.,
presente na equacdo (4.2). Embora ambos coeficientes modelem a intensidade das forcas
estocastasticas exercidas sobre a particula, na literatura é comum o ruido translacional ser
desprezado (CAPRINI; MARCONI; PUGLISI, |2020; [TAKATORI et al., [2016; SANTRA; BASU; SABHA-
PANDIT, 2021). Nesta breve secdo, discutiremos a acdo do ruido rotacional D, na dindmica
translacional da particula e o motivo pelo qual desprezar o ruido D, resulta em uma boa
aproximac3do para seres vivos ou artificiais capazes de se autopropelir.

A dinamica de uma particula browniana ativa na auséncia de potencial e torque de autoa-

1 Potencial de Lennard-Jones truncado contendo apenas a parte repulsiva (WEEKS; CHANDLER; ANDERSEN,
1971])
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linhamento é regida pelas seguintes equacoes:

T = vycose (4.3)
Yy = vpsing (4.4)

¢ = /2D,&, (4.5)

com (£(t)&(t')) = o(t — t'). Em (BASU et al, 2018) demonstra-se que no limite em que

t > D!, a particula passa a ter comportamento difusivo no plano zy com

v
o =0, = H‘Jt =2D,ot, se t> D' (4.6)
T
2
Ou seja, a dindmica para longos tempos é difusiva, com um coeficiente de difusdo D,., = 2%)

devido ao acoplamento entre a dindmica translacional e orientacional da particula. Na presenca
de ruido translacional Dy, o coeficiente de difusao translacional efetivo da particula é dado
por:

Dets = Dy + Do (4.7)

Observa-se experimentalmente que, para particulas ativas microscépicas, o coeficiente Dy,
€ mais relevante para D,y do que o ruido translacional D,. Por exemplo, HOWSE et al. em 2007
relata que Deg para particulas de Janus revestidas, equivalentes as particulas brownianas ativas
com Dy, # 0, é até 30 vezes maior que o D para particulas ndo revestidas, equivalentes as
particulas brownianas passivas com D,., = 0. Como um segundo exemplo, DARNTON et al. em
2004 relata um aumento de aproximadamente 40 vezes na difusido de esferas micrométricas ao
serem ativadas por um tapete composto por bactérias. Além disso, o modelo run-and-tumble
que descreve de forma satisfatéria o movimento individual de algumas bactérias, como por
exemplo a E. Coli, é formalmente equivalente ao modelo de particulas brownianas ativas no
regime de alto ruido (CATES; TAILLEUR, 2013; SOLON; CATES; TAILLEUR, 2015)). Por fim, ao
considerarmos seres bioldgicos ou artificiais no dominio macroscépico, os efeitos térmicos sdo
pouco relevantes. Por outro lado, o préprio mecanismo de propulsdo é tipicamente ruidoso,
induzindo deslocamentos aleatérios na orientacdo da particula (DAUCHOT; DEMERY, [2019;
LEONI et al., 2020). De modo que existem limites em que desprezar o ruido translacional, tanto
no dominio microscépico quanto no macroscoépico, constitui uma boa aproximacao em matéria

ativa. Portanto, em boa parte do que segue, consideraremos D, = 0 na equacado (4.1).
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4.1.2 Transicao entre comportamento ativo e passivo

Para particulas ativas sem torque de autoalinhamento confinadas a um potencial isotrépico,
a FDP para baixas intensidades de ruido D é conhecida por ser altamente localizada a uma
distancia finita do centro do potencial. Por outro lado, o movimento angular da particula é
difusivo, resultando em uma FDP em forma de anel no plano xy, caracterizando o chamado
comportamento ativo. A medida que D aumenta, o anel encolhe enquanto se torna mais
espesso e menos localizado, até que, para D suficientemente grande, tipicamente D >> vy/Lg
(D > 1, em nossas unidades), a FDP colapsa em uma distribuicdo semelhante a distribuicdo

de Boltzmann com pico no minimo do potencial

P(x,y) o< exp[—puV (z,y)/ Desl, (4.8)

onde De = v3/2D é o coeficiente de difusdo efetivtﬂjé discutido na secdo , caracteri-
zando o chamado comportamento passivo (TAKATORI et al., [2016; MALAKAR et al., 2020).

Com o objetivo de investigar o comportamento ativo e passivo de uma particula browniana
ativa com torque de autoalinhamento confinada por um potencial eliptico anisotrépico, calcu-
lamos numericamente a FDP da particula ativa confinada pelo potencial eliptico com ¢ =1,
para diferentes valores de D e (. Na figura (11| (a)-(l), apresentamos as FDPs para diferentes
valores de /3, variando a intensidade de ruido D de muito baixa para muito alta, considerando
quatro valores representativos: D = {1072, 107* 1,10}. Na figura |11 (a)-(b), apresentamos
as FDPs para 8 = 0.8, onde, conforme indicado no diagrama de fase [figura [8}(e)], a iséclina
critica é completamente estavel e a fase orbital é instavel. Como pode-se observar, a evolucdo
da FDP com D segue aproximadamente a transicdo entre o comportamento passivo e ativo
descrito acima. Entretanto, diferente do caso isotrépico, para baixos valores de D, a FDP se-
gue aproximadamente a forma da iséclina critica, nesse caso uma elipse com razdo de aspecto
1+ ¢ = 2. Para D grande, o aspecto da FDP passa a coincidir com o aspecto das linhas
equipotenciais do potencial: v/1 4 ¢ = v/2 (veja a dltima coluna da figura , explicitando a
convergéncia da FDP para uma distribuicao semelhante a distribuicdo de Boltzmann, definida
na equacio quando nos aproximamos do limite D > 1.

Para valores moderados de 5 (1 < 8 < 1+ ¢) a is6clina critica ndo é completamente
estavel, podendo haver coexisténcia entre a fase orbital e escaladora. Nesse caso a FDP no

limite de baixo ruido muda completamente. Como pode ser visto na figura (11| (e), a FDP é

2 Ja estamos considerando D; =0, D, = D
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Figura 11 — (a)-(I) Graficos de densidade da fungdo de distribuicdo de probabilidade no estado estacionario
P(x,y) de uma particula ativa no potencial eliptico com ¢ = 1.0 para diferentes valores da
mobilidade angular 3 e intensidade de ruido D. Para uma melhor visualizac3o, na primeira coluna
(a, e, i) os graficos da PDF se encontram em escala logaritmica. Em (d), (h) e (I), as linhas
vermelhas continuas (tracejadas) representam os segmentos estaveis (instaveis) da iséclina critica,
enquanto as linhas verdes sdo as equipotenciais de V(z,y). As Linhas continuas de cores suaves
em (e) e (i) representam os atratores da fase orbital em (e, 8) quando D = 0. (m) Desvios-padrio
escalados para as coordenadas x e y da particula em funcdo de 5. A linha tracejada é o limite
tedrico para 3 =0 e V2Do, = /2D(1 + €)o, = 1, obtido a partir da equaco. (4.8).
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Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; CABRAL; SILVA, [2022)

altamente localizada em torno do atrator deterministico RO e do segmento estavel da iséclina
critica. Quando D aumenta, a fase escaladora parece dominar a dindmica convergindo para o
comportamento passivo em D ~ 10 [veja as figuras [L1] (f)-(h)].

Nas figuras[L1](i)-(I), apresentamos o efeito do ruido na dindmica de uma particula com alta

mobilidade angular . Tanto para baixa (D < 1) e moderada (D ~ 1) intensidade de ruido,
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a FDP segue aproximadamente os atratores do caso deterministico, revelando uma resiliéncia
da particula as forcas estocasticas. No limite em que D > 1, observamos novamente uma
convergéncia para uma distribuicao semelhante a distribuicdo de Boltzmann. Em contrapartida,
o efeito do torque de autoalinhamento ainda é perceptivel mesmo para altas intensidades de
ruido. Nas figuras|11] (d), (h) e (i), nota-se que, com o aumento da mobilidade angular /3, a
FDP se torna cada vez mais localizada, o que pode ser resultado da diminuicdo da area dos
loops com o aumento de 3 (secido . Esse comportamento é evidenciado na figura
(m), onde o desvio padrdo das coordenadas x e y da particula decresce com o aumento
de [, sugerindo que a difusdo efetiva Des de uma particula autopropelida com torque de

autoalinhamento n3o é apenas funcao D e vy, mas também funcdo de sua mobilidade angular

B.

4.1.3 Conjunto caético nao atrativo no potencial anarmonico

Para 8 < 1, a dindmica da particula ativa com ruido finito para os potenciais anisotré-
picos considerados (secdo [3.3) sdo semelhantes a dindmica observada no potencial eliptico.
No entando, durante a andlise das FDPs para um dos potenciais anisotrépicos analisados,

observamos um comportamento distinto quando D é pequeno e 3 é grande.

Figura 12 — Gréficos de densidade da func3o de distribuicdo de probabilidade no estado estacionério P(x,y) de
uma particula ativa no potencial anharménico Vi(x,y) = %(zG +°) para diferentes intensidades
de ruido D e 8 = 15 (parte superior) e 25 (parte inferior). Para uma melhor visualizag3o, nas
duas primeiras colunas (a, b, f, g) os graficos da FDP se encontram em escala logaritmica. As
linhas tracejadas vermelhas indicam a linha iséclina critica instavel.
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Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; CABRAL; SILVA, [2022)

Na figura, apresentamos as FDPs de uma particula ativa confinada ao potencial Vs(z,y) =
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£(2%+y5) em funcdo da intensidade de ruido D para dois valores de . Para 3 = 15, a din4-
mica deterministica estacionaria da particula é periddica, enquanto que para = 25 é cadtica,
como j& mostrado nas figuras[9] (c), [10] (k) e (1). Na presenca de ruido observamos uma espécie
de coexisténcia entre a érbita periddica e um conjunto complexo de pontos visitados, que se
assemelha ao atrator cadtico presente quando 3 > 25. Vale salientar que para valores baixos
de D, a probabilidade de encontrar a particula nesse conjunto complexo é muito menor do que
a probabilidade de encontra-la na érbita periédica em 3 = 15. De fato, para uma boa visuali-
zac3o desse conjuntos foi necessario o uso da escala logaritimica [figuras[12](a), (b), (f) e (g)]-
Vale ressaltar que, embora a probabilidade de se estar nesse conjunto complexo seja baixa,
esse comportamento é completamente diferente do obtido na dinamica no potencial eliptico,
onde para D pequeno a FDP se espalha suavemente em torno da érbita deterministica, mesmo
em escala logarftmica [figuras [11] (a), (e) e (i)]. Para D > 1072, a similaridade entre a FDP
para § = 15 e B = 25 pode ser observada em escala linear, uma vez que as érbitas periddicas
ndo conseguem mais ser identificadas na PDF nesse regime de ruido. Para intensidade forte de
ruido (D 2 1) a FDP para ambos (3 assumem a forma de uma cruz de malta, figuras [12] (d)
e (i), até finalmente colapsar para uma distribuicdo semelhante a distribuicdo de Boltzmann

em D ~ 10, figuras 12| (e) e (j).

Figura 13 — A probabilidade de encontrar a particula no conjunto caédtico transiente, calculada apés um tempo
de espera Atyait, como funcdo de Aty.ir para D = 0 e 8 = 15. Insercdo: funcdo de densidade
de probabilidade para At,.it = 107, apresentando o conjunto cadtico transiente e as Orbitas
periddicas.
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Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; CABRAL; SILVA, [2022)

Embora os padrdes observados nas FDPs para ambos valores de 5 sejam similares, existe
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uma importante diferenca quando consideramos a origem fisica desses padrdes. O conjunto
cadtico para § = 25 é um atrator estavel no limite deterministico e domina a dinamica da
particula autopropelida no limite de baixo ruido. Em contrapartida, ao integrar as equacoes
deterministicas (D = 0) com 8 = 15 para 10° condicdes iniciais aleatérias, verificamos
que as orbitas periddicas sao, de fato, os Unicos atratores no espaco de fase, enquanto que
o conjunto complexo observado é um conjunto cadtico ndo atrativo. Trajetérias que iniciam
préximas a um conjunto cadtico ndo atrativo podem permanecer préximas por um longo tempo,
entretanto, eventualmente escapam das redondezas do conjunto ndo atrativo convergindo
para o comportamento que ird dominar o resto da dindmica, em nosso caso, escapam para as
orbitas periddicas atrativas. Em nossa estimativa, o tempo de transiente induzido pelo conjunto
cadtico n3o atrativo é da ordem de 103t (veja figura . Portanto, no limite deterministico,
o conjunto cadtico, mostrado no quadro destacado da figura [13] domina a dindmica apenas
durante um tempo finito, enquanto o sistema n3o é completamente capturado pela érbita
periédica. Por outro lado, para ruido suficientemente grande, os escapes da particula da érbita
periddica se tornam mais frequentes, fazendo com que ela explore o conjunto cadtico, levando
a dominancia do conjunto sobre a dindmica apds longo tempo. Esse fenémeno é conhecido
como caos induzido por ruido (TEL; LAI; GRUIZ, |2008)), um fendémeno relevante para juncdes
Josephon (IANSITI et al., |1985]), modelos neurais (RYASHKO; SLEPUKHINA, [2017)), e dindmica

populacional (BILLINGS; BOLLT; SCHWARTZ, 2002).

4.1.4 Coexisténcia das fases orbitais no potencial eliptico

No diagrama das fases orbitais presente na figura (8| (e) observam-se grandes regides de
coexisténcia entre érbitas periddicas com tolopogia diferente. Dentre as regides, selecionamos
uma zona de coexisténcia entre drbitas ovais (R0) e lemniscatas (L1) e estudamos a probabi-
lidade da particula estar nas 6rbitas RO ou L1 em funcdo do parametro . Para realizar este
estudo, fixamos 8 = 10 e variamos ¢ no intervalo 0.7 < € < 1.3, cobrindo aproximadamente
toda a largura da zona de coexisténcia entre as 6rbitas. Para determinar qual érbita é mais pro-
vavel e qual atrator domina a FDP da particula quando o ruido é finito, fizemos uso das bacias
de atracdo das 6rbitas RO e L1 no espaco de fase, calculadas como descrito na se¢do [3.2.2.3
Com o auxilio das bacias, calculamos a FDP de encontrar a particula em uma determinada
érbita. Na figura [14] (a)-(c) apresentamos as FDPs parciais e totais para D = 0.05 e trés

valores distintos de . A probabilidade de encontrar a particula na fase RO, Pgrg, ou na fase



74

Figura 14 — (a)-(c) Mapas de densidade das fun¢des de distribui¢do de probabilidade estacionaria de encontrar
a particula na fase RO (esquerda), L1 (centro), e em qualquer lugar (direita) para diferentes valores
de € na coexisténcia com 3 = 10 e D = 0.05 fixos. (d) Probabilidades totais de encontrar a
particula nas fases RO (vermelho) e L1 (azul) em funcdo de e para diferentes intensidades de ruido
e B = 10 fixo.

Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; CABRAL; SILVA, [2022)

L1, A1, é apresentada na figura (d) para 3 intensidades de ruido diferentes. Os resultados
demonstram que, a medida que € aumenta, a FDP que no inicio do intervalo é dominada pe-
las érbitas RO sofre uma transicao continua, passando a ser dominada pelas 6rbitas L1. Além
disso, quando D é aumentado, | Pro — PL1|(€) diminui, evidenciando o aumento do niimero de

escapes entre as 6rbitas RO e L1.
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4.2 ESCAPE ENTRE ORBITAS PERIODICAS

Nesta secdo, temos como objetivo investigar os escapes induzidos por ruido entre os atrato-
res da fase orbital. Especificamente, estamos interessados nos escapes que ocorrem em baixas
intensidades de ruido. Como vimos na secdo [2.3] a energia de ativacdo pode ser extraida a
partir de dados do tempo médio de escape, ou a partir do método do caminho mais provavel de
escape. A seguir, estimaremos a energia de ativacdo para o escape entre as érbitas periddicas,

no limite em que D — 0, utilizando as duas abordagens mencionadas:

1. Calculando a energia de ativacdo pela integral de acdo sobre o caminho mais provavel

de escape (CMPE), como descrito na secdo [2.3.2]

2. Calculando numericamente o tempo médio de escape Tes entre as Orbitas realizando
médias sobre o escape de muitas particulas integrando as equacdes (4.1) e (4.2) no
limite de baixo ruido. Nesse limite, a energia de ativacao é extraida realizando um ajuste

linear em In 7., que chamaremos de ajuste de Arrhenius.

4.2.1 CMPE para a particula autopropelida

As equacoes de movimento para os caminhos mais provaveis de escape associado as equa-

cbes [4.1] e [4.2] s3o obtidas usando as equacdes e
po= FM + 2uup;u (49)
OF,
T 4.10
Py 2py (4.10)
para u = z,y,0, u, = uy = u, up = 1 e funcdes deterministicas F),

F, = cosf—V,, (4.11)
F, = sinf -1V, (4.12)

Fy = p[Vysinf —V,cos|. (4.13)
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Consequentemente, o sistema dindmico para os caminhos mais provaveis de escape (SDCMPE)

é dado por:

& = cost —V,+ 2up, (4.14)
y = sind -V, + 2up, (4.15)
0 = B[Vysinf—V,cos] + 2py (4.16)
Pe = Viabe + Viypy — B[Viwsind — Vi cos 0] p, (4.17)
Dy = VayDs + Viyypy — B [Vaysin @ — V,,,, cos 0] pe, (4.18)
po = sinfp, —cosbp, — B[V, cosf + V,sinb)] py, (4.19)

Sendo a integral de acdo

S = /OT [u (pi +pz) +p§} dt, (4.20)

calculada ao longo da trajetéria. Portanto, os caminhos mais provaveis de escape de uma bacia
de atracdo obedecem ao sistema de equacdes hexadimensional. Assim como nas integracoes
numéricas presentes no capitulo [3| todas as integracdes do sistema dindmico acima foram

realizadas usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo At = 1073.

4.2.2 Transicao entre o6rbitas circulares

Para os potenciais com simetria radial, como vimos na secao|3.1.4, as 6rbitas circulares sdo
mapeadas no plano xr em dois pontos (%o, 7,) com x = 0 demarcando a separatriz entre
as bacias de atracdo. Nesta secdo, calcularemos a energia de ativacdo para o escape entre as
oOrbitas circulares presentes em dois tipos de confinamento com simetria radial: o confinamento
de parede dura e o confinamento em poco harmonico, modelado pelo potencial harmdnico.
Para o confinamento de parede dura, é possivel aproximar a dindmica da particula como sendo
unidimensional, permitindo a obtencao de uma estimativa analitica para energia de ativacao
associada ao Unico caminho de escape. Para o confinamento em poco harmdnico, por outro
lado, a aproximacdo ndo é vélida. Nesse caso, considerando o potencial harmoémico, o CMPE
é obtido pela dupla minimizac3do da acdo S, sendo escolhido dentre diversas condicdes iniciais

para os momentos conjugados p.
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4.2.2.1 Confinamento em parede dura

Consideramos uma particula ativa de raio R, confinada geometricamente por uma parede
circular de raio R,, semelhante aos experimentos realizados com algas e bactérias nas referén-
cias (OSTAPENKO et al., |2018; CODUTTI et al., 2022). Nesse tipo de confinamento, a interagdo
entre a parede e a particula se da via forcas estéricas devido a aproximacdo com os atomos
da parede. Portanto, V'(r) é essencialmente zero para r < R ~ R,, — R, e muito grande
para r > R. Isto resulta em um V" (r) grande em torno do raio R, da 6rbita, tornando esse
problema essencialmente unidimensional, conforme mostraremos a seguir.

Realizando a linearizacdo das equacdes e em torno dos pontos fixos orbitais
(X0, Ro) (equagdes e com V”(R) > 1/R obtemos o seguinte sistema linearizado:

or —V"(R,) —wR,| |or
~ , (4.21)

dx wRBV"(R,) 0 dx

Os autovalores e autovetores associados sdo dados por:
w, = A = —Buw’ R 4.22
+ = Wer‘F €y, Com + = —Pw R, (4.22)
1

W_ = mér -+ 1éX7 com A_ = —VH(RO). (423)

A solucdo do sistema linear associado é dada por dr = W e Mt + W_e*-t, no limite onde

V'(Ry) > 1

WRy V" — 0, (4.24)
eVt — 0, (4.25)
portanto,
or 0 -
~ | | e PR (4.26)
ox 1

isto é, or ~ 0, portanto, o movimento é efetivamente unidimensional. Nessas condicGes,
substituindo V’(r) = cosx na equagdo [3.44} obtemos que a dindmica estocastica da particula

autopropelida é regida aproximadamente por:

)’(:F(X)—irézﬁsin)((cosx— > +£(t), (4.27)
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onde £ é ruido gaussiano branco com coeficiente de difusdo D. Analogamente ao que foi feito

no capitulo [2.3.1}, o “potencial” associado ao escape é

o dy 1
F(x) = i B siny (cosx Roﬁ> , (4.28)
vix) = gcosx (cosx - R;) : (4.29)

ao qual nos referiremos como pseudo-potencial, para evitar ambiguidade com o potencial
V' (z,y) que modela o confinamento. Note que ¢(y) passa a ter dois minimos quando R, > 1
[figura [I5}(a)], capturando corretamente a condicdo de existéncia do par de pontos fixos
orbitais discutida na secdo e ilustrando a quebra espontanea de simetriaem R,3 = 1. Na
secao2.3.1), vimos que, em uma dimensao, a integral de acdo pode ser calculada analiticamente.
Assim, substituindo v(x) na equacdo , obtemos que a pseudo-barreira de energia associada

ao escape de (£xo, R,) até a separatriz x = 0 é funcdo da mobilidade angularﬂ 6]

s =) - vt =5 (1-75) - (4.30)

Finalmente, substituindo () na equacdo (2.37)), a férmula de Kramers para a equacio (4.27))

nos da o prefator da exponencial

T_ﬁl—l 1—18X£1—12
e on R.3 r22 ) P 2D R.3

Para validar esses resultados tedricos, realizamos simulacdes numéricas das equacoes (|4.1))

. (4.31)

e para uma particula circular de raio R, confinada geometricamente por uma parede
circular de raio R, para diferentes valores de intensidade de ruido D e considerando as trés
dimensdes originais do problema, (z,y,0). A interacdo particula-parede é modelada por um
potencial de Lennard-Jones truncado (WCA) (WEEKS; CHANDLER; ANDERSEN, 1971)),

0, se d > 2/6,
V(d) = (4.32)

4o(d™2 —d=%) —a, sed < 2Y/°,
onde d = (R, — r)/R, é a distancia radial reduzida entre o centro da particula e a parede.
Em nossas simulacées para o WCA utilizamos R,, = 1, R, = 0.1 e 4o = 0.5 ja nas unidades
adimensionais. Para cada valor de D, as equacGes de movimento foram integradas seguindo um
algoritmo estocastico de Runge-Kutta de segunda ordem (sec&o [2.1)), iniciando em (+xo, Ro)

até que a particula cruze pela primeira vez a separatriz, que neste caso corresponde a reta

3 Lembre que R, = R,(B), equacdo
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Figura 15 — (a) Ro% para uma particula ativa confinada por uma parede rigida em funcdo do 4ngulo de in-
clinagdo x para diferentes valores da mobilidade angular R, 3 [equacio (4.29)]. (b) RoSpmiy para
a mudanca entre drbitas no sentido horério e anti-horario como uma funcao de R,/ [Eq.].
Os simbolos sdo estimativas numéricas de R, A1) obtidas a partir de simulacdes diretas das equa-
cOes de Langevin. Insercdo: grafico semilogaritmico do tempo médio de escape, Tesc, em funcdo
de 1/D calculado a partir de simulacBes (simbolos) e analiticamente usando a equagdo
(tracejado) para os valores selecionados de R, 3. Os simbolos abertos correspondem a parte linear
dos dados usada para extrair a energia de ativacdo por um ajuste de Arrhenius (linhas sélidas).
Para o intervalo selecionado 8 € [0,20], Ro(8) varia muito pouco, R.(5) ~ 0.88, portanto, o
comportamento de R, e R.S sdo similares a ¢ e S, respectivamente.

31(a) —— RoB=0
— RoB=1
20 —_— Rel=2
o —— R.3=3
S 1
S
0 =
= :
-3 =’ == 0 1 2 3
X
10° (b)
© 1072
< &
104 4
1076 4 .
10 ) 10!
R.3

Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; SILVA, [2023)

x = 0. O tempo médio de escape, Tesc, foi estimado pela média do tempo de cruzamento sobre
10* realizacdes da forca estocastica. Uma vez que D se torna baixo o suficiente, os resultados
numéricos de Tesc(1/D) convergem para férmula de Kramers [equacdo (4.31))], como ilustrado
na insercao presente na figura A inclinacdo da reta ajustada aos pontos no regime linear
(pontos ndo preenchidos) é tomada como uma estimativa da energia de ativacdo. Finalmente,

na figura (b) mostramos a concordancia entre a energia de ativacdo estimada a partir das
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simulacdes e o resultado analitico presente na equacao |4.30|

4.2.2.2 Confinamento em poco harménico

Como segundo exemplo, consideramos o confinamento em poco harmonico modelado pelo
potencial harménico
1 1,

Viey) =5 (+*+9) = U (4.33)

ja escrito em nossas unidades. Substituindo o potencial acima nas condicoes de pontos fixos

presentes na secao obtemos:
= Iséclina critica: par (ry =1, x5 = 0) estavel (instavel) para § <1 (5 > 1).

1 1

» Pontos fixos orbitais: pares <Ro = —7=, Xo = j:arccos{}) estaveis (instaveis)
VB VB

para 3 >1 (8 < 1).

O problema de escape no potencial harmonico ndo pode ser reduzido a uma dimens3o. Nesse
caso, o CMPE é escolhido dentre N = 10° trajetérias de escape, regidas pelo sistema dina-
mico associado presente na secdo e iniciadas em {(z., o, Qo,pwi,pyi,pm)}ii\], sendo os
momentos p; distribuidos uniformemente em uma superficie esférica de raio 107 centrada em
(Pzs Py, Po) = (0,0,0). O sorteio dos momentos realizado dessa maneira permite uma amos-
tragem de diferentes direcGes de partidas para as trajetérias no espaco de fase. O CMPE ¢é
escolhido como o caminho que minimiza S globalmente, o que possui a menor acdo dentre as
10° trajetérias.

Na Fig[16]apresentamos o CMPE obtido por este procedimento para § = [1.2,1.6,2.0] (em
nossas unidades) e u = 0 (ruido translacional desprezivel). Em nossas simula¢Ges, observamos

geralmente que:

1. Para valores maiores de 3, o CMPE apresenta uma forma espiral, significando que a
trajetéria de escape geralmente oscila ao redor da érbita circular antes de alcancar a

fronteira.

2. O CMPE termina no ponto (x,0) = (0,7f), que é o ponto fixo instavel da iséclina

critica.
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Figura 16 — O CMPE (linha sélida) saindo da érbita no sentido anti-horério (4o, Ro) € 0 caminho de relaxaco
(tracejado) para a 6rbita no sentido horario para uma particula ativa confinada em um potencial
parabdlico para (a) § = 1.6 e (b) 8 = 1.2 e 2.0. As linhas em escala de cinza em (a) s3o
50 caminhos de escape ndo 6timos escolhidos aleatoriamente, que minimizam a acdo S apenas
localmente; quanto mais clara a linha, maior a acdo ao longo do caminho correspondente. As
linhas ruidosas transparentes em (b) representam um pequeno subconjunto de 20 trajetérias de
escape obtidas pela integracdo numérica do problema estocastico original para 8 = 1.2 (vermelho)
e 2.0 (azul) com intensidades de ruido D = 0.001 e D = 0.01, respectivamente.

|

-~--._._Relaxation path (a)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; SILVA| [2023))

3. A relaxacdo do ponto de sela para a nova érbita ou de volta para a original (linha
tracejada) ndo é antiparalela ao caminho étimo de escape, o que é uma consequéncia

da irreversibilidade temporal do sistema.

Note que as tentativas de escape ndo étimas [mostradas como linhas sombreadas de cinza na
Fig[16}(a)] terminam em uma posicdo radial r < 7. Esses caminhos possuem integral de acdo

mais alta (tom de cinza mais claro) e, portanto, sdo rotas menos provaveis.
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Figura 17 — Acao minima para a transicdo entre érbitas no sentido horéario e anti-horario de uma particula ativa
confinada por um potencial harménico em funcdo de u = D;/D, (Dirans/Drot). Os simbolos
correspondem as energias de ativacdo estimadas pelo ajuste dos dados no limite de baixo ruido
obtidos diretamente de integracdes das equacdes de Langevin. Insecdo: os caminhos mais provaveis
de escape no plano xr calculados para alguns valores selecionados de .

0 1 ) 3
U = DT'J‘{?'FM/DJ"()t

=
o

Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; SILVA| 2023)

De modo analogo ao que fizemos na secdo |4.2.2.1, além do CMPE, calculamos o tempo
médio de escape Tesc em funcao da intensidade do ruido D. Como ja& mencionado, obtemos
a média do tempo de escape simulando escapes de particulas autopropelidas regidas pelas
equacoes de Langevin no regime de baixo ruido. A energia de ativacdo para o escape é extraida
por ajuste linear na parte aproximadamente linear dos dados log Tesc versus (1/D). Novamente,
as energias de ativacdo estimadas numericamente estao em concordancia com a ac3do integrada
ao longo do CMPE. Na Fig. (b) comparamos o CMPE com 20 realizacbes de escape
escolhidas aleatoriamente e obtidas integrando as equacdes de Langevin para 5 = 1.2 (D =
0.001) e 3 = 2.0 (D = 0.01). Os valores de D foram escolhidos dentro da faixa onde os dados
da simulacdo log Tesc escalam linearmente com 1/D. Embora as trajetdrias de escape sejam
consideravelmente ruidosas, elas seguem, em média, o CMPE tedrico e o escape através da
separatriz da bacia de atracdo ocorre em pontos préximos ao do CMPE.

Ainda para o potencial harménico, consideramos o caso onde o ruido translacional ndo

é desprezivel, isto é u # 0. Em geral, como mencionado na secdo [4.1.1, em boa parte dos
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sistemas de interesse o ruido rotacional é mais importante que o ruido translacional. Para
particulas ativas esféricas no equilibrio, a relacdo entre o ruido translacional e rotacional é
dada por u = D;/D, = ¢%/3, onde o é o didmetro da particula (BECHINGER et al., 2016).
Como D; = uD e D, = D, o fato de que o < 7y, isto é, a particula ser usualmente muito
menor que a regido de confinamento, implica que limitar u < 1 (em nossas unidades) é uma
escolha mais realista. Entretanto, no que se segue, com o intuito de se ter uma visao mais
ampla do efeito do ruido translacional, também consideraremos u > 1.

Para a andlise do efeito do ruido translacional, calculamos a acdo associada ao CMPE em
funcao u para g fixo em § = 2. Além disso, para alguns valores de u, estimamos a energia
de ativacdo a partir do ajuste linear em In 7.5, obtido via integracao numérica das equacdes
de Langevin. Os resultados dessa anélise encontram-se na figura [17] Em suma, observamos
novamente uma étima concordancia entre as energias de ativac3o obtidas pelo CMPE (linha) e
pelo ajuste (pontos) no intervalo u € [0, 5]. Os resultados evidenciam uma forte dependéncia
do CMPE e da acdo minima correspondente em relacao a u. Em geral, a medida que
aumenta, o CMPE oscila de forma mais violenta ao redor da érbita circular antes alcancar
a separatriz (veja insercdo), ao mesmo passo que a integral de acdo correspondente diminui.
Em particular, para u = 0.33, que corresponde a uma particula esférica em equilibrio térmico
de raio r/2, a agdo é aproximadamente metade do valor observado para o caso com difusdo

puramente rotacional (u = 0).

4.2.3 Transicao entre 6rbitas nao circulares

Nesta secdo aplicaremos método do CMPE para o escape entre as érbitas do potencial
eliptico

V(z,y) = ; (14 €)a? + 7] (4.34)

Como vimos na secdo (3.2, o potencial admite a coexisténcia entre duas 6rbitas de rotacao,
Ri. =R, eR;_ =R_, eduas delibracdo, L1, =L _el;_ =L _,paraf=25ee=1.15
[veja figura[8}(e)]. Como j& mencionado, R e L rotulam a carga topolégica da érbita, enquanto
o subescrito “+" distingue as duas 6rbitas irm3s com simetria de reflexdo associadas a mesma
topologia. Portanto, para os valores de ¢ e (3 escolhidos, temos como possibilidades o escape
entre érbitas de mesma topologia e o escape entre érbitas de topologias distintas. Para esse

estudo iremos novamente negligenciar o ruido translacional, isto é, u = 0. O procedimento
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Figura 18 — (a) Caminho de escape mais provavel (linhas tracejadas pretas) da 6rbita R (laranja) e o caminho
de relaxacdo (linhas tracejadas vermelhas) em direcdo a L_ (azul). Também sdo mostradas as
6rbitas R_ e Ly (linhas cinzas transparentes), que n3o estdo envolvidas neste escape especifico. Os
fundos amarelo, laranja, azul e azul claro representam as bacias de atraciode R_, Ry, L_e L,
respectivamente. As bacias s3o projetadas no plano xy em 6 = 2.26 rad, correspondendo a direcdo
de 71 no ponto onde a trajetéria de escape entra pela primeira vez na bacia de atracdo da érbita
de destino em todas as trés projecdes, xy (b), x8 (c) e yf (ndo mostrado). (d) Tempo médio de
escape Tesc Versus 1/D obtido a partir de simulacdes diretas de Langevin dos escapes Ry — L1 e
L_ — R4 (simbolos). Os simbolos abertos foram selecionados para ajustes de Arrhenius (linhas),
0 que nos permitiu estimar as energias de ativagio E% .| =3.5x 107 e B g = 2.0 x 1074,
notavelmente préximas das acdes minimas correspondentes, Sr,. = 3.4 x 107% e S| g =

1.9 x 1074
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Fonte: O autor, publicada em (DAMASCENA; SILVA| 2023)

para encontrar o CMPE neste caso é consideravelmente mais desafiador do que nos exemplos
anteriores. Primeiramente, as bacias de atracdo sao altamente n3o triviais, tornando necessario
mapeé-las numericamente, como descrito na secdo [3.2.2.3] Em segundo lugar, pela falta de
simetria radial, a 6rbita ndo pode ser colapsada em um tnico ponto no plano yr. Nesse caso,

para obter o CMPE associado a érbita, escolhemos 100 pontos r;?”’““ = (x;,y;,0,) espacados
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uniformemente ao longo da 6érbita de origem e, para cada um deles, calculamos o CMPE dentre

=N

., onde os 10° valores

N = 10° trajetérias de escape iniciadas em {(x}, y;, 0}, Puis Dyi> Doi) }
dos momentos s3o distribuidos uniformemente na superficie de uma esfera de raio 107% e
centrada em (p,,py.pe) = (0,0,0). Consequentemente, o CMPE da érbita é escolhido como
a trajetéria de escape com menor energia de ativacio dentre as 107 condicdes iniciais. Um
exemplo de CMPE calculado seguindo este procedimento é mostrado na figura [18| para o caso
em que R, é a drbita de origem. O fundo colorido indica projecoes das bacias de atracdo.
Em principio, a compreensao completa das transicoes induzidas por ruido entre essas érbitas
consistiria em investigar todas as 12 transicoes possiveis. Essa complexidade pode ser reduzida
ao considerarmos as propriedades de simetria das equacdes e . Como ja visto na
secdo [3.1.3 o sistema dindmico é invariante as transformacdes (z,y,6) — (—z, —y,0 + )
e (z,y,0) — (z,—y,—0), rotacdo em 7 e reflexdo em relacdo ao eixo z, respectivamente.
Portanto, para cada caminho de escape, existem outros trés caminhos que podem ser mapeados
exatamente para o primeiro por alguma combinacdo dessas operacGes de simetria. Por exemplo,
sob uma rotacdo de 7, R se transforma em si mesma enquanto L_ se transforma em L. Isso
pode ser inferido da figura [L8-(a). Portanto, existe um caminho de R, para L, que é idéntico
ao CMPE de R, para L_ mostrado na Fig. [I§] entretanto, transformado por uma rotagdo
de 7. Da mesma forma, os outros caminhos podem ser identificados ao aplicar operacdes de

simetria, conforme ilustrado no diagrama a seguir.

reflexdo em z reflexdo em z

Uma questdo interessante é se todos os caminhos gerados por essas operacdes de simetria
também minimizam a acdo, ou seja, se todos eles sdo caminhos mais provaveis de escape.
Para ser um CMPE, cada um deles deve ser solucao do sistema dindmico para os caminhos
mais provéveis de escape (SDCMPE) presente na secdo [4.2.1] Note que o SDCMPE n3o é
invariante a transformacao de rotacdo e reflexdo definida acima. No entanto, podemos estender
as transformacGes ao espaco de fase hexadimensional, exigindo também que (p,,py,ps) —

(—pzs —Dy, o) sob rotacbes de 7 e (pu, Py o) — (Dzs —Dy, —Po) sob reflexdes em x. Dessa
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forma, o SDCMPE se torna invariante, assim como a acdo S, uma vez que S é indiferente
ao sinal dos momentos conjugados. Portanto, todas as quatro transicoes entre érbitas de
topologia diferentes sio CMPEs degenerados, ou seja, possuem a mesma energia de ativacdo.
Isso foi, de fato, verificado dentro da precisdo numérica de nossos calculos de S,,;,, onde
encontramos Sk, = 3.4 x 10~%. Analogamente, todos os 4 CMPEs de libracio para rotacio
também podem ser construidos a partir de um Unico escape, digamos, de L_ para R, . Neste
caso, nosso calculo do CMPE leva a S, ,g = 1.9 x 1074, revelando que, em geral, os escapes
de R para L n3o sdo simétricos aos escapes de L para R.

Confirmamos essas observacoes realizando simulacGes diretas das equacdes de Langevin,
que resultaram em um ndmero semelhante de escapes de R, paraL_ e de R, para L, em toda
faixa de valores de ruido investigados, bem como aproximadamente o mesmo valor de energia
de ativagdo estimado a partir dos dados de 7esc N0 regime de baixo ruido [veja figura[L8}(d)]. O
mesmo se aplica para fugas de 6rbitas L. As energias de ativacio para os escapes L—+R e R—L
foram estimadas de modo analogo ao descrito nos casos anteriores. Entretanto, nesse caso,
a média foi realizada sobre 5 x 10 escapes. Como nos exemplos anteriores, as energias de
ativacdo estdo em boa concordancia com a integral de acdo sobre os CMPEs correspondentes.

Por fim, calculamos os caminhos étimos de escape entre érbitas com mesma carga to-
polégica. Como esperado, esses escapes sao simétricos, no sentido em que Ry — R_ tem
a mesma energia de ativacdo que R_ — R,. No entanto, para os valores escolhidos de [ e
g, as transicoes diretas entre érbitas com mesma carga topoldgica apresentaram energia de
ativacdo consideravelmente maior: Sg_.g =~ 350Sgr_L € S; .. =~ 105, . Portanto, no limite
de baixo ruido, a transicdo da drbita R, (L) para sua gémea R_ (L_) possivelmente sé
ocorre apés a primeira visita a bacia de atracdo de uma das 6rbitas lemniscata (oval), ou seja,
Ry - Ls = R_(L;y = Ry — L_). De fato, em nossas simulacdes das equacdes de Langevin,
transicdes entre érbitas de mesma carga topolégica nio foram observadas para D < 1073.
Vale salientar que, esses resultados ndo sdo gerais, j4 que a hierarquia entre as transicoes
depende das bacias de atracdo que, por sua vez, podem mudar completamente para outros

valores dos parametros do sistema [ e ¢.

4.3 CONCLUSAO DO CAPITULO

Neste capitulo, estudamos a dindmica estocastica da particula ativa confinada com torque

de autoalinhamento. Iniciamos nosso estudo analisando a funcdo de distribuicao de probabi-
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lidade (FDP) apds longos tempos da particula ativa. Como mencionado no capitulo , para
niveis moderados de ruido, a dindmica da particula pode ser entendida como uma “compe-
ticdo"” entre as estruturas atrativas presentes no espaco de fases deterministico da particula
e o ruido. A influéncia da “sombra” deterministica na dinamica estocastica torna-se evidente
nas FDPs para ruido baixo e moderado, que assumem aproximadamente a forma da estrutura
deterministica estavel.

Considerando uma FDP da fase orbital, quando D < 1, a FDP preserva a forma das
oOrbitas periddicas atrativas da fase, indicando que a particula segue aproximadamente a érbita.
Quando D é maior, mas ainda moderado, a FDP continua semelhante a érbita, embora menos
localizada sobre ela, refletindo que a particula sofre desvios maiores em relacdo a érbita. Esse
regime, onde a FDP ainda segue aproximadamente a forma da érbita, é denominado regime
ativo. Com o aumento gradual do ruido, a FDP torna-se cada vez menos localizada, até que
ocorre a transicao para o regime passivo, no qual a particula se descorrelaciona completamente
das estruturas atrativas deterministicas, e sua FDP colapsa para uma distribuicao semelhante
a de Boltzmann.

Em especial, para o potencial Vs(z,y) = é(:cG +1°), onde caos é possivel, observamos um
comportamento distinto de sua FDP em relacdo aos outros potenciais. Para um valor de 3
onde a dinamica da particula n3o é cadtica e ruido moderado, sua FDP aponta uma possivel
coexisténcia entre a érbita peridédica e um conjunto complexo de pontos visitados. Concluimos
que esse comportamento se da pela existéncia de um conjunto cadtico nio atrativo. Trajetorias
que iniciam préximas a um conjunto desse tipo podem permanecer préximas a ele por um longo
tempo, eventualmente escapando e convergindo para o atrator estavel presente no espaco de
fase. Quando desviada da érbita periddica pelo efeito do ruido, a particula acaba explorando o
conjunto cadtico, podendo levar a dominancia do conjunto sobre a érbita periddica, fenomeno
conhecido como caos induzido por ruido.

Na segunda parte do capitulo, focamos nossa atencao nos escapes da particula ativa entre
as Orbitas peridédicas da fase orbital. O escape entre orbitas é configurado pela saida da
particula ativa de uma bacia de atracdo para outra. Nesse caso, em geral, o problema ndo
pode ser descrito como transicdes entre os minimos de um potencial efetivo e passa a ser
descrito por trajetérias de escape de uma bacia de atracdo. Embora nao seja possivel aplicar
a formula de Kramers, no limite onde D — 0, o tempo médio de escape entre as bacias
continua apresentando dependéncia exponencial, de onde pode-se extrair a energia de ativacao

E, associada ao escape.
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Por outro lado, o problema de escape entre bacias pode ser abordado de outro modo
utilizando um principio de minima acdo, que consiste em encontrar o caminho mais provavel
de escape (CMPE) da bacia de atracdo no limite em que D — 0. O CMPE é obtido através
da minimizacdo global de um funcional &, que possui a mesma estrutura da acdo classica,
sendo a energia de ativacao F, do escape a integral de acdo do funcional sobre o CMPE.

Como primeiro passo, calculamos a energia de ativacdo, F,, para os escapes entre as
orbitas circulares de sentido horario e anti-horario presentes no confinamento em parede dura
e no confinamento harmonico. Para o confinamento em parede dura, o problema pode ser
reduzido a uma dimensao, onde, em especial, a integral de acdo sobre o CMPE, isto é, E,,
pode ser obtida analiticamente. Nesse caso particular, comparamos a E, obtida analiticamente
com a obtida pelos dados do tempo médio de escape. Para o confinamento harmdnico, por
outro lado, a integracdo de acao sobre o CMPE n3o pdde ser obtida analiticamente. Nesse
caso, obtemos diversas trajetérias de escape da bacia de atracdo que minimizam S localmente
e, dentre elas, selecionamos a trajetéria que minimiza S globalmente, obtendo, portanto, F,
numericamente pelo principio de minima acdo. Analogamente, calculamos E, utilizando os
dados do tempo médio de escape. Em ambos os casos, encontramos uma boa concordancia
entre as energias de ativacdo obtidas pelo CMPE e pelo tempo médio de escape. Além disso,
verificamos que, no limite onde D — 0, os eventos raros de escape, obtidos pela integracao
das equacoes de Langevin, ocorrem aproximadamente em torno do CMPE.

Em seguida, realizamos a mesma comparacao para escapes na coexisténcia entre quatro
rbitas estaveis no potencial eliptico: duas de libracdo (L) e duas de rotacdo (R). Embora,
a principio, existam quatro caminhos mais provaveis de escape entre as érbitas de libracao e
rotacdo, duas partindo de cada érbita de libracao, pela simetria do sistema dinamico, todos os
quatro CMPEs podem ser obtidos a partir de um tnico CMPE. Esse resultado foi verificado
numericamente quando calculamos FE, para os quatro caminhos. O mesmo ocorre para os
CMPEs partindo das 6rbitas de rotacdo. Além disso, verificamos que os escapes entre Orbitas
do mesmo tipo, por exemplo, L_ — L, e L_ — L sao simétricos, possuindo mesma
energia de ativacdo. Novamente, o célculo da energia de ativacdo via CMPE e tempo médio
de escape mostra boa concordancia.

Em suma, além de permitir a obtencdo de F,, a abordagem do CMPE oferece uma com-
preensao mais profunda do problema, revelando que, no regime de baixa intensidade de ruido,
0 escape segue um caminho bem definido, aquele que minimiza a acdo. Dessa forma, o CMPE

proporciona uma intuicao fisica mais apurada sobre o escape entre 6rbitas.
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5 RESSONANCIA ESTOCASTICA NO ESCAPE ENTRE ORBITAS

Neste capitulo, mostraremos que os escapes entre as Orbitas da fase orbital podem sofrer
ressonancia estocastica (RE). A discussdo presente nesse capitulo ainda ndo foi submetida a
publicacdo e estd em processo de refinamento. Entretanto, acreditamos que os resultados sdo
robustos o suficiente para quantificar RE entre as transicoes.

A ressondncia estocastica (RE) é um fenémeno contra-intuitivo em que a resposta de
um sistema ndo linear a um sinal é amplificada na presenca de ruido. A amplificacao da
resposta no sistema ocorre devido a cooperaciao entre um sinal deterministico e o ruido.
Quando esse fendmeno ocorre, a resposta do sistema ao sinal, em func3o da intensidade do
ruido, exibe um comportamento semelhante a ressonancia, justificando o termo "ressonancia
estocastica"(GAMMAITONI et al., (1998)).

O primeiro relato do fenémeno é atribuido a Benzi et al., em (1981, quando foi proposto
como explicagcdo para as recorréncias periédicas das eras glaciais (BENZI; SUTERA; VULPIANI,
1981} |BENZI et al., 1983), sendo observado experimentalmente logo em seguida em um sistema
biestavel eletronico (FAUVE; HESLOT), |1983). Desde ent3o, a RE tem sido observada e explorada
em diversas dreas, tais como em neurdnios sensoriais (JUNG, 1995; [DOUGLASS et al, 1993;
BULSARA et al., (1991} [NOZAKI et al., 1999; HaNGGlI, [2002)), sistemas eletrénicos (DAI; HE, [2012;
LUCHINSKY et al., (1999; HARMER; DAVIS; ABBOTT, 2002)), deteccdo acdstica (HE et al., [2013;
QIU et al., [2021)).

Nos exemplos listados acima, a ressonancia estocastica é frequentemente modelada como
0 escape resonante de uma particula browniana de um minimo local a outro de um potencial
biestavel. Na secao [5.1] revisitaremos esse problema, apresentando algumas ferramentas (teis
para a medicao da RE. Na secdo |5.2, aplicaremos essas ferramentas para investigar a pos-
sibilidade de transices resonantes entre as oOrbitas circulares metasestaveis de uma particula
browniana ativa confinada. Por fim, na secao|5.3| sumarizamos as ideias principais apresentadas

no capitulo.
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5.1 RESSONANCIA ESTOCASTICA DE UMA PARTICULA BROWNIANA PASSIVA EM
POTENCIAL BIESTAVEL

Como exemplo ilustrativo, vamos revisitar o escape descrito na secdo [2.2] agora introdu-

zindo um sinal senoidal periédico. A equacdo de Langevin nesse caso se torna:

= _(fl‘x/ + V2DE(t) + Asin(2nfit), (5.1)

Ruido gaussiano Sinal periédico

onde f; é a frequéncia (logo T é o periodo), A é a amplitude do sinal deterministico e o

potencial biestavel V() é definido por:

Viz)= 2 -2 (5.2)

Figura 19 — Realizagdes de x(t) no potencial biestavel com ruido e sinal periddico (equagdo ) para trés
intensidades de ruido x = 2D (em nossa notacdo). Na figura, a amplitude do sinal é A = 0.2AV,
o periodo do sinal é Ty = 100, £x,, = %c representa os minimos do potencial e x;, = 0 é o ponto
de méximo. A sincronizacdo induzida pelo ruido em z(t) com o sinal periédico varia conforme
a intensidade do ruido: é fraca para o nivel mais baixo (transicdes aleatdrias raras), 6tima para
uma intensidade intermedidria (transicdes quase regulares), e novamente fraca para ruido forte
(transicdes mais frequentes porém irregulares).
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Fonte: WELLENS; SHATOKHIN; BUCHLEITNER)| (2003))

Como ja discutido na secdo[2.2] na auséncia de ruido e sinal, o sistema dindmico possui dois

pontos fixos estaveis nos minimos do potencial, x = :I:\/% = +ux,,, € um ponto fixo instavel
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no ponto de maximo local z;, = 0. Na presenca de ruido em baixa intensidade (ainda sem

sinal), a taxa de transicdo ou escape da particula segue aproximadamente a lei de Kramers:

re(D) = ﬁeXp (—JZZ) : (5.3)

que, como vimos na se¢do 2.2} descreve de forma satisfatéria a taxa de transicdo no potencial

biestavel para %/ = % > 1.

Figura 20 — llustracdo do mecanismo de ressonancia estocastica (RE): a cada meio periodo do sinal, um sentido
de transicdo é favorecido deterministicamente pelo sinal. Na ressonancia estocéstica, ocorre uma
sincronizacdo entre o favorecimento deterministico e o escape induzido pelo ruido, tornando os
escapes aproximadamente periddicos (com metade do periodo do sinal).
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Fonte: HARMER; DAVIS; ABBOTT| (2002)

O sistema descrito pela equacdo (5.1)) é conhecido por exibir ressonancia estocéstica,
ocorrendo para A < AV e baixos valores de f,. A figura mostra a série temporal de
uma realizacdo de x(t) para trés intensidades de ruido. Para k = 2D = 0.54, em partes da
série temporal de z(t), as transicdes entre +c e —c aparentam ocorrer com periodo % Um
ponto fundamental a mencionar é que, como A < AV, a amplitude do sinal é insuficiente
para induzir transicdes periddicas por si s, isto é, na auséncia de ruido (D = 0), a particula
nao é capaz de escapar, oscilando perpetuamente em torno de um dos minimos +z,, = *c.

Consequentemente, as transicOes quase periddicas para 2D = 0.54 s6 ocorrem devido a

cooperacdo entre o sinal deterministico e o ruido, configurando o fenémeno de ressonancia
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estocastica. Na figura 20| apresentamos uma ilustracdo de como o sinal deterministico modifica
periodicamente o potencial favorecendo transicdes a cada intervalo de T;/2.

Na literatura, o fendmeno de ressonancia estocastica é usualmente quantificado por duas
grandezas: a razdo sinal-ruido (SNR), sigla do inglés “signal-to-noise ratio”, e a amplificacdo
espectraE] 7. Quando o fendmeno de ressonancia estocastica ocorre, o grafico de ambas as
grandezas apresenta um pico em funcdo da intensidade do ruido. Em nosso estudo, optamos
por calcular a amplificacao espectral 7. Na figura |21}, apresentamos, para o potencial biestavel,
o comportamento da grandeza em funcdo da intensidade do ruido na presenca de ressonancia
estocastica, conhecido na literatura.

Figura 21 — Comportamento da amplificacdo espectral 7 em funcdo da intensidade de ruido D para o potencial

biestadvel para A = 0.2, a = b =1 e diferentes frequéncias 2 = 27 f5s. Quanto menor a frequéncia
do sinal, maior é o pico de amplificacdo. Nessa figura, U(x) denota o potencial V (z).
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Fonte: JUNG; HANGGI| (1991]))

A amplificacdo espectral pode ser obtida a partir da média assintética de x(t),
(())** = (@(t)|xo, to —> —00), (5.4)

a média sobre realizacdes de x(t), iniciadas em x, e acumuladas ap6s um longo intervalo de

tempo. A representacdo em série de Fourier da média assintética é dada por

27m'nt>7 (5.5)

@y = 3 e (2

n=—oo

1 Também aparece na literatura como “fator de amplificacio do sinal”.
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de onde, para um sinal senoidal, a amplificacdo espectral expressa em termos das amplitudes
de Fourier é dada porf]
| M,
n= |Mlsinal|2’ (56)

uma razado entre o mddulo quadratico da amplitude de Fourier na frequéncia fundamental f;
do sistema estocastico com a adi¢do do sinal (M), e o médulo quadratico da amplitude do

sinal isolado (M), Quando 1 > 1, dizemos que o sinal foi amplificado pela presenca de

ruido. Notando que a representacdo de Fourier do sinal senoidal F(t) = Asin (%) possui

apenas duas amplitudes M 3%l = i%, podemos reescrever a equacio ([5.6) como

_ AL (5.7)
A2 '

Se existe D, tal que (D) > 1 é maximo (como na figura , entdo D,. € o valor 6timo
de ruido, onde o sinal possui a maior amplificacdo. Além disso, D,. é o nivel de ruido para o
qual as transicoes entre os minimos do potencial biestdvel mais se aproximam de transicdes
periédicas com periodicidade T /2.

Para sistemas biestaveis, pode-se obter uma equacao transcendental para o ruido 6timo

D, em funcdo da taxa de Kramers. A expressdo é dada por(GAMMAITONI et al., 1998)

AV ] , (5.8)

4r%(D,e) = (27 f,)? [D -1

onde r(D) é a taxa de Kramers para o escape expressa pela equagdo . A expressao
acima é proveniente de uma aproximacao de primeira ordem cuja principal condicido é que f,
seja pequeno. Além disso, a amplitude do sinal, A, deve ser pequena e g—z > 1, para que
r,(D) descreva corretamente o escape no sistema. Portanto, apds encontrarmos o valor de
D,., devemos verificar se ele é consistente com os limites de validade da expressao.

Uma discussdo mais completa sobre ressonancia estocastica, em geral, e no potencial
biestavel pode ser encontrada nas referéncias (GAMMAITONI et al., [1998; WELLENS; SHATOKHIN;
BUCHLEITNER, 2003; JUNG; HANGGI, 1991, que estdo longe de esgotar as referéncias sobre o

tema.

2 De modo equivalente, 7 pode ser expresso em termos da raz3o entre a “poténcia” do sinal estocastico z(t)

armazenada nos picos de frequéncia +f; e a “poténcia” total do sinal peridédico. A “potencia” de um sinal
e . T W A . . .

S(t) € definida como P = lim7 o0 57 [, [S(t)[?dt. O termo “poténcia” aqui é um jargdo da érea de

processamento de sinais.
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5.2 RESSONANCIA ESTOCASTICA DE UMA PARTICULA ATIVA EM CONFINAMENTO
CIRCULAR

Na secao [5.1] mostramos como identificar o fenomeno de RE para um sinal senoidal em
sistemas onde os escapes podem ser descritos por uma Unica variavel. Na secdo 4.2.2, vimos
que, para potenciais de simetria radial, o escape entre érbitas circulares é melhor descrito no
plano xr, sendo x = 0 a separatriz entre as bacias de atracdo. Além disso, vimos que, para o
confinamento de parede dura circular (secdo , a dindmica pode ser aproximada como
sendo unidimensional em y, de onde é possivel definir um pseudo-potencial biestavel ()
para o escape.

As caracteristicas descritas acima sugerem que o escape entre Orbitas circulares é forte-
mente influenciado pela dindmica orientacional. De fato, como vimos, a presenca de ruido
apenas na dindmica orientacional (D, # 0, D; = 0) é suficiente para induzir essas transicdes.
Portanto, considerando essas caracteristicas, optamos por adicionar um sinal senoidal apenas
na dinamica orientacional da particula autopropelida. Como veremos a seguir, ao adicionar o
sinal senoidal na equacao para 0 e realizar médias assintéticas em X, observamos picos da
amplificacdo espectral n em funcao do ruido rotacional D, = D, configurando a presenca de
ressonancia estocastica (RE) no sistema.

Com a adicdo do sinal senoidal as equacdes de Langevin se tornam:

T = cost—V,, (5.9)
y = sinf -1V, (5.10)
0 = B[Vysinf —V,cosf] + V2DE(t) + Asin (27 f,t), (5.11)

onde, novamente, estamos desprezando o ruido translacional (D; = 0).

A amplificacao espectral, como vimos na secao|5.1} é obtida a partir da amplitude de Fourier
da média assintética da variavel de interesse, que, em nosso caso, é a variavel y = 0 — ¢, com
¢ = arctan (%) Para o célculo de (x)(@), realizamos uma média sobre 10* realizacdes das
equacdes de Langevin iniciadas na érbita circular horaria (—x., Rs) (em ambos os potenciais),
acumulando a média apds t,: = 5 X 103¢.

No que se segue, investigaremos o fendmeno de RE entre as drbitas circulares presentes
no confinamento em parede dura, modelado pelo potencial WCA [equacio ] e no con-
finamento harménico, modelado pelo potencial Harménico [equacdo(4.33)], na secdes [5.2.1]

e[5.2.2] respectivamente.



95

5.2.1 Ressonancia estocastica no confinamento em parede dura

Como ja mencionado anteriormente, no confinamento em parede dura podemos aproximar
a dindmica e, consequentemente, o escape como sendo unidimensionais. Nesse caso, o escape
entre as orbitas circulares € mapeado como um escape entre os minimos do pseudo-potencial
¥ (x), sugerindo que o fenémeno de RE pode ser identificado usando as mesmas ferramentas

utilizadas para o potencial biestavel[5.1] As realizacBes da variavel estocastica x(t) sdo obtidas

integrando as equacdes ((5.9)), (5.10) e (5.11)) para o potencial WCA.

Figura 22 — Comportamento da amplificacdo espectral 7 em funcdo da intensidade de ruido D no potencial
WCA para A = 0.1, T, = 100, e diferentes valores de 5. Os dados mostram que o valor do ruido
6timo D,., ou seja, o valor de D no pico de 7, aumenta com o valor de .
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Fonte: O autor (2024)

Na figura [22 apresentamos a amplificacdo espectral obtida a partir da média assintética
de x para trés valores de 3. O comportamento de 1 em funcdo da intensidade do ruido D é
semelhante ao que vimos na RE no potencial biestavel (figura . Na figura , apresentamos
a série temporal de uma Unica realizacdo de /() para trés valores de D, dentre eles, D = D,.,
onde 7 é maximo. Para esse valor, a particula, em média, transita entre as 6rbitas, escapando
e retornando a orbita inicial no intervalo de um periodo T}, configurando escapes quase perio-
dicos com um periodo de % Na figura , explicitamos a amplificacdo do sinal apresentando
a série temporal assintdtica de x(¢) para os mesmos valores de D. Na figura, mostramos a
série assintdtica em vermelho e o sinal em cinza. Para D,., observamos a maior diferenca
de amplitude entre ambas séries temporais. Para os outros dois valores de /3, observamos o
mesmo comportamento presente nas figuras 23] e [24]

Vale salientar que, ao aumentarmos (3, as curvas de 7 tornam-se menos suaves, diminuindo
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Figura 23 — Série temporal de uma unica realizacdo de x(¢) no potencial WCA com § = 1.5, A = 0.1 e
Ts = 100 para D; = 0.005, Dy = D, = 0.034 e D3 = 0.3, sendo D, o valor de D no pico
de 7). As linhas horizontais em roxo marcam +y,, os valores de x nos pontos fixos orbitais. As
linhas verticais em cinza marcam intervalos de um periodo do sinal 7. Note que, para D = D,.,
a particula, em média, escapa (transiciona entre as drbitas) e retorna 3 orbita inicial dentro de
um periodo T, configurando escapes quase peridédicos com periodo %i
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Fonte: O autor (2024)

a precisdo do célculo de D, (veja a curva verde na figura. Observamos esse comportamento
tanto para o potencial WCA quanto para o potencial harmdnico (secdo . De modo geral,
o padrdo de crescimento, amplificacdo maxima e decaimento permanece; entretanto, os picos
de n(D) tornam-se cada vez menos definidos, sugerindo a necessidade de mais tempo de

espera (tyqit) ou de mais realizacdes para obter dados mais precisos.
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Figura 24 — Série temporal assintética (x(¢))** com = 1.5, A = 0.1 e Ty, = 100 para os mesmos valores de
D descritos na figura Em vermelho e cinza temos a séries temporais de (x(¢))** e do sinal
senoidal Fi(t) = Asin (27 f4t), respectivamente. Note que, para D = D,.., observa-se uma grande
diferenca entre as amplitudes de oscilacdo, ilustrando a amplificacdo maxima das amplitudes de
Fourier em D = D,... Assim como na figura
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1 =
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—¥i '
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Fonte: O autor (2024)

A existéncia de um potencial efetivo para o escape no confinamento em parede dura nos

permite comparar quantitativamente o valor de D,.. das seguintes formas:

1. Substituindo (), o pseudo-potencial associado a aproximacdo unidimensional do con-
finamento em parede dura, na férmula de Kramers [equacdo (2.37))] e resolvendo a
equacdo transcendental (5.8) em D,..

2. Integrando as equacdes de Langevin em trés dimensdes para o potencial WCA, obtivemos
a amplificacdo espectral em func3o da intensidade do ruido e, por fim, selecionamos D,..

como o nivel de ruido que maximiza n(D).



98

O comportamento de D, obtido de ambas as formas em funcdo de 3 é mostrado na figura 25
Emboras as curvas de 7 se tornem menos suaves com o aumento de 3, em geral, observamos
uma boa concordancia nos valores de D,, obtidos por ambos os métodos, existindo uma

discrepancia maior nos dois Gltimos pontos.

Figura 25 — Valor 6timo de ruido D,.. em funcdo de 3 para o confinamento em parede dura obtido a partir da
equacio (linha sélida azul) e pela andlise dos picos da ampliacdo espectral (pontos pretos).
Mais detalhes de como as curvas foram obtidas se encontram no texto.
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Fonte: O autor (2024)

5.2.2 Ressonancia estocastica em confinamento harmdnico

Figura 26 — Comportamento da amplificacdo espectral 7 em funcdo da intensidade de ruido D no potencial
harménico para A = 0.1, T; = 100, e diferentes valores de 5. Os dados mostram que o valor do
ruido 6timo D,.. também aumenta com o valor de 5 no potencial harmonico.

35. ]
——— B=15
I.’I\ B=2
301 | o p=3

Fonte: O autor (2024)
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Em constraste ao caso anterior, ndo é possivel reduzir o problema de escape entre as
orbitas do potencial harmonico para uma dimens3o, pois como vimos na secao [4.2.2.2, as
rotas de escape e relaxacdo seguem trajetérias complexas no plano zy. Porém, como y = 0
demarca a separatriz entre as bacias de atracdo das drbitas (£x., R,), pode-se identificar de
forma inequivoca a transicdo entre as drbitas circulares analisando apenas o comportamento
de x, de modo que foi possivel identificar o fendmeno de ressonancia estocastica utilizando as

mesmas ferramentas apresentadas na secdo [5.1] para a variavel y.

Figura 27 — Série temporal de uma (nica realizacdo de x(t) no potencial harménico com g = 1.5, A = 0.1
e Ty, = 100 para Dy = 0.005, Dy = D, = 0.019 e D3 = 0.1, sendo D,.. o valor de D no pico
de 7. As linhas horizontais em roxo marcam +x,, os valores de x nos pontos fixos orbitais. As
linhas verticais em cinza marcam intervalos de um periodo do sinal T;. Note que, novamente,
para D = D,., a particula, em média, escapa e retorna a orbita inicial dentro de um periodo T%,
configurando escapes quase periddicos com periodo %
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Fonte: O autor (2024)

Na figuras [26] [27] e [28] apresentamos para o potencial harménico as amplificages espec-

trais, séries temporais de y para uma Unica realizacdo e as séries temporais assintéticas para
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2 x 10* realizacdes, respectivamente. Analisando as figuras observamos padrdes semelhantes
aos observados no potencial biestavel e WCA. Portanto, a insercdo de um sinal peridédico na
dindmica orientacional de uma particula autopropelida pode induzir RE nas transicoes entre
oOrbitas circulares. Além disso, para o potencial harménico, mesmo que o escape n3o seja es-
tritamente unidimensional, a variadvel () pode ser usada como coordenada de reacdo para o

estudo da ressonancia estocastica.

Figura 28 — Série temporal assintética (x(¢))** com = 1.5, A= 0.1 e Ty = 100 para os mesmos valores de
D descritos na figura Em vermelho e cinza temos a séries temporais de (x(¢))** e do sinal
senoidal F(t) = Asin (27 fst), respectivamente. Novamente, note que, para D = D,.., observa-
se uma grande diferenca entre as amplitudes de oscilac3o.

(a) D = 0.005
(b) D = 0.019
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Fonte: O autor (2024)
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5.3 CONCLUSAO DO CAPITULO

Neste capitulo, mostramos que o fendmeno de ressonancia estocastica (RE) pode se ma-
nifestar nas transicoes entre érbitas metaestaveis de particula ativa confinada. Partindo do
exemplo classico e didatico de ressondncia estocastica no potencial biestavel V(x) = % — agﬁ
apresentamos ferramentas para quantificar a ressonancia estocastica em termos da amplifica-
cdo espectral, obtida a partir da média assintética da varidvel de reacdo, nesse caso, a variavel
x. Adicionando um sinal periédico na dindmica orientacional em nosso modelo de particula
ativa e considerando as condicdes para a manifestacdo de RE no potencial biestavel, isto é,
baixa frequéncia e amplitude do sinal, observamos o fendmeno tanto no confinamento em
parede dura quanto no confinamento em potencial harmoénico.

Para o confinamento em parede dura, como visto no capitulo [4, o problema pode ser
efetivamente reduzido a uma dimensao, sendo, além disso, o potencial efetivo biestavel na
variavel y. Obtendo a média assintética de x, mostramos que a amplificacdo espectral em
funcdo da intensidade de ruido possui um padrdo de crescimento, amplificacdo maxima e
decaimento, assim como observado no exemplo do potencial biestavel, configurando, portanto,
a ressonancia estocastica nas transicdes. Analisando uma realizacao de x para D = D,., valor
de D no pico da amplificacdo espectral, observamos um comportamento aproximadamente
periddico, com transicdes entre as Orbitas circulares de sentido horério e anti-horario ocorrendo
aproximadamente em meio periodo do sinal. Além disso, comparamos o valor D,.. em funcdo de
(8 com uma estimativa analitica, obtendo uma boa concordancia, principalmente para valores
baixos de S3.

Para o confinamento harménico, o sistema n3o pode ser reduzido a uma dimens3o. En-
tretanto, como x = 0 demarca a separatriz entre as bacias de atracdo das érbitas circulares,
pode-se identificar de forma inequivoca a transicdo entre as érbitas circulares analisando ape-
nas o comportamento de Y. Aplicando as mesmas técnicas para quantificar a ressonancia
estocastica em Y, verificamos o mesmo padrdo de amplificacdo espectral em funcao de D,
mostrando que a ressonancia estocastica também ocorre no confinamento harmonico. Embora
0 escape nao seja unidimensional no potencial, pode-se usar y como variavel de reacao para
a analise de ressonancia estocastica no potencial harmonico e para potenciais com simetria
radial.

Por fim, os resultados sugerem que o escape entre as érbitas circulares de um potencial

com simetria radial pode tornar-se quase periédico. Para que isso ocorra, é necessario que haja
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algum mecanismo interno na particula ou no confinamento que materialize o sinal peridédico

senoidal adicionado a dindmica orientacional da particula ativa.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Nesta tese, investigamos a dindmica de uma particula ativa com torque de autoalinhamento
na presenca de diversos potenciais confinadores. Para um melhor entendimento da dindmica
estocastica, analisamos a dindmica n3o linear da particula na auséncia de ruido no capitulo 3]
O espaco de fase do sistema dindmico deterministico da particula é rico, possuindo linhas de
pontos fixos ndo isolados (a iséclina critica), ciclos-limite estaveis (6rbitas atrativas periédicas)
e atratores cadticos, presentes em potenciais anisotrépicos que produzem forcas ndo lineares
sobre a particula. A mobilidade angular 5 da particula controla o tipo de dindmica que a
particula ird assumir, influenciando a estabilidade da iséclina critica e das érbitas periddicas.
Além disso, as janelas cadticas s6 foram observadas para valores altos da mobilidade angular,
reforcando o impacto desse parametro sobre a dindmica da particula ativa.

A partir das estruturas atrativas presentes no espaco de fase deterministico da particula,
generalizamos a descricdo das fases escaladora e orbital para um potencial confinador qualquer.
A fase escaladora ocorre quando a particula é atraida para a isoclina critica e executa movi-
mento browniano sobre ela, enquanto a fase orbital ocorre quando a particula é atraida para
uma Orbita atratora periddica, percorrendo a érbita enquanto sofre desvios devido ao ruido.
Ambas as fases dinamicas existem apenas no regime ativo, onde ainda existe uma correlacao
entre sua dindmica estocéstica e deterministica. Como vimos no capitulo [4 para D > 1, en-
tramos no regime passivo, onde a FDP da particula colapsa para uma distribuicao semelhante
a de Boltzmann, n3o fazendo sentido falar em fase escaladora ou orbital.

Se o potencial confinador possui simetria de reflexdo, entdo as érbitas da fase orbital
surgem aos pares. Para potenciais com simetria radial, obtemos duas 6rbitas circulares de-
generadas, diferenciando-se apenas pelo sentido de circulacdo. Para o potencial eliptico, cuja
excentricidade é controlada pelo parametro €, obtemos pares de 6rbitas ovais, pares de lemnis-
catas e oOrbitas que lembram lemniscatas, entretanto, com mais de um né em suas projecoes
no plano xy. Como ja mencionado acima, para potenciais anisotrépicos que produzem forcas
nado lineares, encontramos atratores cadticos, devidamente classificados por seus expoentes de
Lyapunov.

A presenca de ruido permite transicGes entre as érbitas da fase orbital. Como esse escape
ndo pode, em geral, ser descrito em termos de um potencial efetivo, abordamos esse problema

de duas formas: utilizando um principio de minima acao, obtendo o caminho mais provavel
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de escape (CMPE) e obtendo o tempo médio de escape em funcdo de D por integracdo
numérica direta das equacdes de Langevin. Em ambas as abordagens é possivel calcular a
energia de ativacao do escape; entretanto, ambos os métodos requerem o limite de baixo
ruido (D — 0). Tanto para o escape entre érbitas circulares em potenciais com simetria
radial quanto para o escape entre érbitas ndo circulares no potencial eliptico, obtivemos boa
concordancia entre as energias de ativacao obtidas de ambos os modos. Em geral, o estudo
do escape entre 6rbitas pelo CMPE se mostrou mais eficiente, além de fornecer a energia de
ativacdo do escape, fornece a trajetéria de escape no limite onde D — 0.

No capitulo[5] verificamos que a adicdo de um sinal periddico na dindmica orientacional da
particula pode induzir ressonancia estocastica (RE). Em analogia ao exemplo classico de RE
em potenciais biestaveis, testamos essa possibilidade no confinamento em parede dura e no
confinamento harménico. No confinamento em parede dura, a existéncia de RE era, de certo
modo, esperada, pois, como vimos no capitulo [4] o problema de escape nesse caso pode ser
reduzido a uma dimensdo com um potencial efetivo 1/(y) biestavel. No potencial harménico,
isso ndo é possivel; entretanto, como a variavel y identifica inequivocamente transicoes entre
as Orbitas circulares em potenciais com simetria radial, aplicamos o0 mesmo ferramental usado
no confinamento em parede dura e verificamos também a presenca de RE nesse potencial.
O resultado sugere que, para potenciais com simetria radial, pode-se induzir ressonancia es-
tocastica, desde que seja possivel introduzir um sinal periédico na dinamica orientacional da
particula.

Os resultados revelam que uma U(nica particula ativa presa em potenciais anisotrépicos
pode exibir fenémenos surpreendentemente ricos, que podem ser relevantes para matéria ativa
na vida real, como sistemas vivos e nanorobds. Os resultados também abrem novas vias de
pesquisa que vao além do escopo da presente tese.

A primeira delas ja foi investigada em um trabalho recente de nosso grupo de pesquisa,
onde analisamos a dindmica coletiva de particulas ativas com torque de autoalinhamento
no potencial harmdnico (CANAVELLO et al| [2024). Além disso, pode-se realizar um estudo
mais completo das simetrias presentes no sistema dindmico deterministico da particula. Outra
direcao é o estudo do efeito da inércia, que recentemente demonstrou induzir érbitas em
confinamento circular mesmo na auséncia de torque de autoalinhamento (LEONI et al., 2020)).

No capitulo [3 identificamos pequenas janelas de coexisténcia entre 6rbitas periddicas e
atratores cadticos; entretanto, ainda nao investigamos o problema de escape nesse caso. A

principal dificuldade desse estudo é construir de forma acurada as bacias de atracao periddicas
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e cadticas. Em nossas tentativas iniciais, a resolucdo foi um problema, fazendo com que
optassemos por postergar essa analise para estudos futuros.

Por fim, ndo investigamos o fendmeno de ressonancia estocastica (RE) para potenciais ani-
sotropicos. A amplificacdo espectral, que utilizamos para identificar a RE, é obtida através da
média assintdtica de uma variavel que caracteriza o escape. Embora, no potencial harménico,
0 escape nao seja completamente caracterizado por Y, essa variavel identifica inequivocamente
as transicoes entre as Orbitas circulares, permitindo-nos usa-la para obter as amplificacOes es-
pectrais. Entretanto, para potenciais sem simetria radial, ainda ndo encontramos uma variavel
que desempenhe esse papel. A anélise da ressonancia estocastica para potenciais anisotrépicos
é uma perspectiva para futuros estudos sobre o tema.

Os resultados apresentados nos capitulos [3| e [4 foram publicados e podem ser encontrados

nas seguintes referéncias:

= DAMASCENA, R. H.; CABRAL, L. R. E;; SILVA, C. C. d. S. Coexisting orbits and
chaotic dynamics of a confined self-propelled particle. Phys. Rev. E, American Physical

Society, v. 105, p. 064608, Jun 2022.

= DAMASCENA, R. H.; SILVA, C. C. de S. Noise-induced escape of a self-propelled particle
from metastable orbits. Phys. Rev. E, American Physical Society, v. 108, p. 044605, Oct
2023.

Em decorréncia ao que foi apresentado nos capitulos [3| e 4}, nosso grupo de pesquisa
publicou recentemente um artigo descrevendo a dinamica coletiva de particulas ativas com
torque de autoalinhamento confinadas a um potencial harménico. Tive o prazer de colaborar

neste trabalho, que pode ser encontrado na seguinte referéncia:

= CANAVELLO, D.; DAMASCENA, R. H.; CABRAL, L. R. E,; SILVA, C. C. de S. Polar
order, shear banding, and clustering in confined active matter. Soft Matter, The Royal

Society of Chemistry, v. 20, p. 2310-2320, 2024.
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