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RESUMO

O desenvolvimento de métodos para a Análise de Dados Simbólicos é necessário para
lidar com dados de elevado grau de complexidade. Diante disso, propomos novos métodos
de nuvens dinâmicas utilizando a distância City-Block para dados simbólicos intervalares.
Nestes métodos, que são adaptações de dados pontuais, introduzimos o peso do cluster,
que busca minimizar problemas recorrentes de agrupamento, como péssima inicialização e
obtenção de um mínimo local pobre. Para a validação dos métodos propostos, foram realizados
experimentos com dados sintéticos balanceados, desbalanceados e dados reais, nos quais a
qualidade do agrupamento foi avaliada por meio do Índice de Rand Ajustado e da Informação
Mútua Normalizada. Para os dados sintéticos, foram necessárias a realização da simulação
de Monte Carlo e testes estatísticos. Os experimentos evidenciaram que o desempenho dos
métodos que utilizam o peso do cluster é superior aos métodos que não o utilizam, mostrando
que essa ponderação tem potencial para corrigir os problemas de inicialização e de obtenção
de um mínimo local pobre.

Palavras-chaves: Análise de Dados Simbólicos; Dados Interalares; Métodos de Nuvens Dinâ-
micas; Distâncias Adaptativas; Ponderação por Grupo.



ABSTRACT

The development of methods for Symbolic Data Analysis is necessary to deal with highly
complex data. Given this, we propose new dynamic cloud methods using the City-Block dis-
tance for interval symbolic data. In these methods, which are adaptations of point data, we
introduce the cluster weight, which seeks to minimize recurring clustering problems, such as
poor initialization and obtaining a poor local minimum. To validate the proposed methods,
experiments were carried out with balanced and unbalanced synthetic data and real data, in
which the quality of the clustering was evaluated using the Adjusted Rand Index and Nor-
malized Mutual Information. For synthetic data, Monte Carlo simulation and statistical tests
were necessary. The experiments showed that the performance of methods that use the cluster
weight is superior to methods that do not use it, showing that this weighting has the potential
to correct initialization problems and obtaining a poor local minimum.

Keywords: Symbolic Data Analysis; Interval Data; Dynamic Cloud Methods; Adaptive Dis-
tances; Weighting by Group.
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1 INTRODUÇÃO

Com o rápido avanço das tecnologias da informação e a crescente utilização da Internet,
houve um aumento significativo no volume e na diversidade de dados disponíveis. A mineração
de dados está se tornando cada vez mais importante devido ao seu papel fundamental na
obtenção de informações e na realização de análises, especialmente em grandes volumes de
dados. A precisão das informações é crucial para processos de tomada de decisão eficientes
(AYESHA et al., 2010).

A mineração de dados visa obter conhecimento a partir dos dados. Suas principais tarefas
incluem agrupamento, classificação, regressão, detecção de anomalias, aprendizado de regras
de associação e sumarização. Por outro lado, o aprendizado de máquina se concentra em
fazer previsões com base em treinamento e aprendizado, abrangendo métodos supervisionados
e não supervisionados. A aplicabilidade e os desafios das técnicas de mineração de dados
e aprendizado de máquina em grandes volumes de dados com alta complexidade têm sido
amplamente estudados, apesar dos inúmeros obstáculos enfrentados (WANG, 2017).

Com o aumento das bases de dados, surge o desafio de extrair conhecimento útil para
a análise e a tomada de decisões. Devido ao enorme volume de dados a ser processado, os
métodos computacionais tradicionais se mostram ineficazes, pois não conseguem oferecer
o desempenho necessário (DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008). A partir deste contexto,
surgem os dados simbólicos.

Os dados simbólicos são uma forma de representar grandes conjuntos de dados de maneira
mais compacta, embora mais complexa, como intervalos reais, distribuições de probabilidades
e conjuntos de categorias, entre outros (DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008). Muitos con-
juntos de dados simbólicos são originados pela agregação de conjuntos de dados pontuais,
convertendo-os em conjuntos menores e mais manejáveis (DIDAY, 2016). Ao contrário dos
dados clássicos, os dados simbólicos possuem variação e uma estrutura interna que devem ser
consideradas durante a análise (BILLARD, 2006).

A análise de dados simbólicos é um campo que oferece diversos métodos para examinar
conjuntos de dados. Os métodos estatísticos tradicionais carecem da potência e flexibilidade
necessárias para interpretar conjuntos de dados extremamente grandes, e por isso foram desen-
volvidas técnicas específicas de análise de dados simbólicos para extrair conhecimento desses
dados (DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008). Dessa forma, a grande lacuna entre as enormes



13

bases de dados modernas e a extração de conhecimento está sendo novamente preenchida.
Atualmente, uma das principais preocupações da análise de dados simbólicos é desenvolver
novos métodos e adaptar métodos clássicos para trabalhar com esses novos tipos de dados
(DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008).

No contexto de aprendizagem de máquina não supervisionado, os algoritmos de análise
de agrupamento podem ser classificados em dois grandes grupos: aqueles que organizam um
conjunto de dados em hierarquias de classes, utilizando uma árvore chamada dendrograma,
e aqueles que estruturam os dados em uma partição com um número predefinido de classes.
Em geral, os métodos que fornecem uma partição também oferecem um conjunto de repre-
sentantes das classes, otimizando localmente um critério de adequação entre as classes e seus
representantes.

Algoritmos de nuvem dinâmica englobam métodos de agrupamento particionais para a
separação de um conjunto em um número pré-definido de grupos através da minimização de
um critério. Este critério caracteriza o potencial de representatividade que os protótipos têm
com relação a seus respectivos grupos. Algoritmos dessa natureza têm sido desenvolvidos e
divulgados em várias áreas, incluindo medicina, biologia, economia, processamento de imagens,
aprendizado de máquina, reconhecimento de padrões e mineração de dados, entre outras.

Na literatura, existem diversos métodos de nuvens dinâmicas para dados intervalares, bem
como várias variações propostas ao longo dos anos. Esses métodos propõem melhorias no
agrupamento para reconhecimento de grupos com diferentes formas, números variados de
elementos em cada grupo, diferentes dimensões, entre outros aspectos. Para isso, alguns
métodos introduzem pesos nas distâncias, denominadas distâncias adaptativas (CARVALHO;

LECHEVALLIER, 2009; CARVALHO; BRITO; BOCK, 2006; SOUZA; CARVALHO, 2004), cujos pesos
são estimados localmente ou globalmente. Esses métodos elevam os índices de avaliação e
melhoram a qualidade do agrupamento, podendo ser extendidos a contextos reais.

O uso da distância nestes casos influencia na qualidade do agrupamento, a depender do
conjunto de dados. Por exemplo, a distância Euclidiana é ideal para casos em que os dados estão
organizados hiperesfericamente, o que dificilmente acontece em contextos reais. A distância
City-Block mostra-se como uma alternativa mais robusta e menos sensíveis a outliers em
comparação com a outra distância.

Acontece que, independentemente da distância escolhida, esses algoritmos de nuvens di-
nâmicas apresentam alguns problemas de inicialização e de convergência para mínimos locais
inadequados. Isso significa que, dependendo da partição inicial do algoritmo de agrupamento,
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o processo pode convergir para um mínimo local pobre. Portanto, é recomendável realizar
várias execuções e selecionar a solução que apresenta o menor critério de adequação.

Na literatura, existem alguns métodos (OSKOUEI; BALAFAR; MOTAMED, 2021; LIU et al.,
2019; TZORTZIS; LIKAS, 2014) que propõem soluções para esses problemas, em que são inse-
ridos pesos para ponderar as distâncias entre os elementos e o representante da classe. Neste
estudo apresentaremos uma extensão dessas soluções para métodos de nuvens dinâmicas des-
tinados a dados simbólicos intervalares.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo geral desta dissertação é desenvolver novos métodos de nuvens dinâmicas com
o peso do cluster para dados simbólicos intervalares, utilizando a distância City-Block.

1. Propor novos métodos de nuvens dinâmicas para dados simbólicos intervalares que bus-
quem solucionar problemas de inicialização e ótimo local pobre;

2. Estender métodos da literatura (OSKOUEI; BALAFAR; MOTAMED, 2021; LIU et al., 2019;
TZORTZIS; LIKAS, 2014) para trabalhar com dados simbólicos intervalares;

3. Desenvolver novos métodos de agrupamento para dados simbólicos intervalares baseados
nas abordagens desenvolvidas, com as ponderações de soma e produto;

4. Avaliar o desempenho dos métodos propostos, comparando-os com abordagens já exis-
tentes na literatura, através da execução em conjuntos de dados sintéticos e dados reais.

1.2 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Esta dissertação está estruturada em seis capítulos, sendo este o primeiro. No Capítulo
2, apresenta-se uma revisão sobre diversos métodos de nuvens dinâmicas para dados inter-
valares propostos na literatura. No Capítulo 3, os métodos de nuvens dinâmicas para dados
intervalares são estendidos e novos métodos de agrupamento com o peso do cluster são apre-
sentados, considerando as ponderações por meio da soma e do produto. O Capítulo 4 detalha
a metodologia utilizada, assim como apresenta os resultados das avaliações de desempenho
dos métodos da literatura e dos métodos propostos com dados intervalares sintéticos. No
Capítulo 5, são apresentados os resultados dos experimentos com dados reais. No Capítulo
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6, são expostas as conclusões finais desta dissertação, sugestões para trabalhos futuros e as
contribuições realizadas. Por fim, no Apêndice A são apresentados as provas de proposições e
no Apêndice B, os testes estatísticos de comparação múltipla.
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2 ANÁLISE DE DADOS SIMBÓLICOS INTERVALARES

Em contraste com os dados pontuais tradicionais, a Análise de Dados Simbólicos (ADS)
(BOCK; DIDAY, 2012; BILLARD; DIDAY, 2003) é um campo de pesquisa e aplicação que descreve
os dados por meio de variáveis mais complexas, denominadas dados simbólicos (BILLARD; DI-

DAY, 2019). Muitos conjuntos de dados simbólicos são criados a partir da agregação de grandes
ou extremamente grandes conjuntos de dados clássicos, transformando-os em conjuntos me-
nores e mais fáceis de manejar (DIDAY, 2016). Diferentemente dos dados clássicos, os dados
simbólicos apresentam variação e uma estrutura interna que precisam ser consideradas durante
a análise (BILLARD, 2006).

Os tipos de dados simbólicos são variados e incluem dados com múltiplos valores ou listas
de dados categóricos, dados multimodais, dados intervalares, dados de histograma, dados
de boxplot, dados poligonais (SILVA; SOUZA; CYSNEIROS, 2021), entre outros. Enquanto uma
observação pontual clássica para dados quantitativos assume um valor pontual na reta real
R, os dados simbólicos do tipo intervalar são definidos como um subconjunto de R. Neste
estudo, serão considerados dados intervalares.

Seja uma variável aleatória Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑝) 𝑝-dimensional, tomando valores no espaço
R𝑝. Uma amostra aleatória de 𝑛 observações leva a valores intervalares quando

Y𝑖 = ([𝑎1
𝑖 , 𝑏

1
𝑖 ], . . . , [𝑎

𝑗
𝑖 , 𝑏

𝑗
𝑖 ], . . . , [𝑎

𝑝
𝑖 , 𝑏

𝑝
𝑖 ]),

em que 𝑎𝑗
𝑖 ≤ 𝑏𝑗

𝑖 , com 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, e os intervalos podem estar abertos ou fechados
em quaisquer extremidades (por exemplo, [𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏] ou (𝑎, 𝑏)).

Dados simbólicos com valores intervalares podem ser encontrados em várias formas. Por
exemplo, a temperatura de uma determinada cidade registrada ao longo dos meses do ano,
ou o valor mínimo e máximo de uma ação específica registrado em um determinado período.
Esses valores representam intervalos reais com limites inferiores e superiores, podendo, assim,
ser considerados como variáveis simbólicas do tipo intervalo. Outra maneira de obter dados
simbólicos é através da agregação de dados clássicos (CARVALHO; LECHEVALLIER, 2009; CAR-

VALHO; LECHEVALLIER, 2009; CARVALHO; BRITO; BOCK, 2006; CARVALHO et al., 2006a; SOUZA;

CARVALHO, 2004), conforme apresentada detalhadamente na Subseção 4.1.1.
A Análise de Agrupamentos (BLASHFIELD; ALDENDERFER, 1978) é uma técnica explo-

ratória multivariada amplamente utilizada em diversas áreas de pesquisa (DING; LIU; WANG,
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2024; HARDER et al., 2024; SEYALA; ABDULLAH, 2024; PANGESTU; SHAUFIAH; WIJAYA, 2024).
A natureza multidisciplinar dos estudos sobre Análise de Agrupamentos tem impulsionado o
desenvolvimento de novos métodos e aplicações para todos os tipos de dados simbólicos (SILVA

et al., 2023). Os métodos de agrupamento, em geral, são divididos em dois grupos: métodos
de agrupamento hierárquicos e métodos de agrupamento particionais (XU; WUNSCHII, 2005).

Os métodos hierárquicos (BILLARD; DIDAY, 2019) constroem hierarquias, que são clusters
alinhados. Geralmente, estes são representados por árvores chamadas dendrogramas, mos-
trando as relações entre os clusters. As técnicas hierárquicas podem ser divididas em aglome-
rativas e divisivas.

Os métodos de partição dividem o conjunto de dados de observações X em grupos não
hierárquicos, ou seja, não alinhados. Algoritmos de particionamento frequentemente utilizam
os dados como unidades, como nos métodos do tipo 𝐾-médias, ou as distâncias, como nos
métodos do tipo 𝐾-𝑚𝑒𝑑𝑜𝑖𝑑𝑠, para realizar agrupamentos.

Uma partição 𝑃 de um conjunto de observações X é composta por um conjunto de grupos
𝑃 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑘, . . . , 𝐶𝐾) que deve satisfazer duas condições: a interseção de qualquer par
de grupos diferentes é vazia, ou seja, 𝐶𝜐1 ∩𝐶𝜐2 = ∅ para todos 𝜐1 ̸= 𝜐2, e a união de todos os
𝐾 grupos é igual ao conjunto de dados original, ou seja, ∪𝜐𝐶𝜐 = X. Essas condições garantem
que cada observação pertence a exatamente um grupo e que todos os grupos juntos cobrem
todas as observações do conjunto X (BILLARD; DIDAY, 2019).

Os métodos de partição podem ser classificados em partição rígida e partição difusa. Na
partição rígida, cada elemento dos dados é associado a uma única classe. Já na partição difusa,
cada elemento dos dados é associado a todas as classes da partição, ou seja, os elementos não
pertencem apenas a um único cluster e as pertinências são calculadas dessa forma. Quando
as pertinências têm valores entre 0 e 1, a soma de todas as possibilidades de um elemento
pertencer a alguma classe é igual a 1, caracterizando um método probabilístico (PAL et al.,
2005). Por outro lado, quando as pertinências assumem valores 0 ou 1, o método se torna
rígido e o método difuso passa a ser equivalente a um método rígido (YANG; WU, 2006).

A ADS apresenta na literatura diversas abordagens introduzidas para realizar agrupamento
com dados simbólicos intervalares. Carvalho (2007) apresentou métodos de agrupamento c-
means difuso adaptativos e não adaptativos para particionar dados de intervalo simbólico. Os
métodos propostos fornecem uma partição difusa e um protótipo para cada grupo, otimizando
um critério de adequação baseado em distâncias euclidianas entre vetores de intervalos.

Também existem métodos de agrupamento baseados em kernel, os quais são capazes de
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produzir hipersuperfícies de separação não lineares entre os grupos, mapeando implicitamente
os dados em espaços de alta dimensão (GIROLAMI, 2002; ZHANG; CHEN, 2003; INOKUCHI; MIYA-

MOTO, 2004; FILIPPONE et al., 2008). Pimentel, Costa e Souza (2011) apresentaram um método
baseado em funções kernel para particionar conjuntos de dados com valores intervalares, es-
tendendo o algoritmo fuzzy c-means (ZHANG; CHEN, 2003). Vários métodos de agrupamento
foram adaptados para usar funções kernel.

Rodríguez e Carvalho (2022) propuseram algoritmos de agrupamento para dados inter-
valares, introduzindo distâncias adaptativas locais e globais. Essas distâncias consideram a
relevância conjunta das variáveis em cada fronteira dos intervalos, proporcionando uma aná-
lise mais precisa dos dados.

O foco deste estudo consiste na abordagem de um método de agrupamento particional
rígido, chamado de métodos de nuvens dinâmicas, no qual os elementos são separados em
classes e identifica-se um representante para cada classe. Estes métodos, que serão abor-
dados na Seção 2.1, representam extensões do método de nuvens dinâmicas proposto por
Diday (1971a) e Diday e Simon (1976a), adaptados para dados simbólicos do tipo intervalo
(CARVALHO; LECHEVALLIER, 2009; CARVALHO; BRITO; BOCK, 2006; SOUZA; CARVALHO, 2004).

2.1 MÉTODOS DE NUVENS DINÂMICAS PARA DADOS INTERVALARES

Os algoritmos de nuvens dinâmicas são métodos de agrupamento não hierárquicos que
visam, simultaneamente, particionar um conjunto de elementos em um número predefinido de
classes e identificar protótipos ou representantes dessas classes, como médias, eixos, distribui-
ções de probabilidade, entre outros. O objetivo é minimizar um critério que avalia a adequação
entre as classes e seus protótipos (DIDAY; SIMON, 1976b; DIDAY, 1971b; CELEUX et al., 1989).

As vantagens desses métodos residem na formulação do problema de agrupamento como
uma otimização de um critério de ajuste entre classes e seus representantes, além de criar
uma estrutura na qual os algoritmos podem encontrar uma solução ótima local. Contudo,
a convergência desses algoritmos pode ser problemática, dependendo tanto da configuração
inicial dos pontos quanto da escolha da função de representação e da métrica de distância
utilizada para medir o ajuste entre um grupo e sua representação.

Diversos avanços baseados em algoritmos de agrupamento dinâmico para conjuntos de
dados descritos por dados intervalares simbólicos têm sido apresentados. Souza e Carvalho
(2004) introduziram o agrupamento dinâmico com métodos não adaptativos e adaptativos
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para intervalos, utilizando distâncias City-Block. Carvalho, Brito e Bock (2006) propuseram
um método de agrupamento dinâmico com a distância 𝐿2 para dados intervalares e apresen-
taram maneiras de padronizar esses dados. Chavent e Lechevallier (2002) desenvolveram um
método de agrupamento dinâmico com distâncias adaptativas de Hausdorff, que superou a
distância adaptativa City-Block. Carvalho e Lechevallier (2009) introduziram um método de
agrupamento dinâmico com uma distância adaptativa única para dados intervalares, onde os
pesos das distâncias mudam por variável a cada iteração do algoritmo. Carvalho et al. (2006b)
apresentaram um método de agrupamento dinâmico particional para dados de intervalo base-
ado em distâncias adaptativas de Hausdorff.

Um dos métodos mais conhecidos de nuvens dinâmicas é o 𝐾-médias (JAIN, 2010; MAC-

QUEEN et al., 1967). Este método proporciona uma partição rígida do conjunto de objetos em
𝐾 grupos, onde cada objeto é atribuído ao grupo cuja média dos elementos do grupo está
mais próxima. Embora seja comum o uso da distância Euclidiana em métodos de agrupamento,
especialmente quando os grupos estão organizados hiperesfericamente, essa condição é rara
na prática. No entanto, a distância Euclidiana pode ser sensível a ruídos e valores discrepantes.
Algumas variações do 𝐾-médias podem ser consultadas em Reddy e Vinzamuri (2018) e Charu
e Chandan (2013).

Uma variação interessante é o agrupamento 𝐾-medianas, que calcula a mediana para cada
grupo em vez da média, tornando-se assim mais robusta em relação a outliers em comparação
com o 𝐾-médias. O objetivo é encontrar subconjuntos de pontos medianos que minimizem o
custo de atribuição dos objetos às medianas mais próximas. Diante desse cenário, optaremos
por utilizar métodos de agrupamento para dados simbólicos intervalares, os quais são baseados
na métrica de distância City-Block.

Também existem os métodos de nuvens dinâmicas com distâncias adaptativas, os quais
definem diferentes distâncias a cada iteração. A proposta do agrupamento dinâmico com
distâncias adaptativas, conforme apresentada por Diday e Govaert (1977), é associar uma
distância a cada grupo, definida de acordo com sua estrutura dentro do grupo. A vantagem
dessa abordagem é que o algoritmo de agrupamento é capaz de reconhecer diferentes formas
e tamanhos de agrupamentos. Em uma abordagem, o peso é calculado globalmente, enquanto
em outra abordagem, o peso é calculado localmente para cada grupo.
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2.1.1 Distância Não Adaptativa

O método de nuvens dinâmicas com distância não adaptativa, conforme apresentado por
Souza e Carvalho (2004), consiste em um algoritmo iterativo composto pelas etapas de inici-
alização, representação, alocação e critério de parada. Seu objetivo é obter uma partição com
classes e cada classe com seus representantes, de modo que a função que mede a distância
entre os grupos e seus representantes seja minimizada localmente.

Dado X um vetor de variáveis aleatórias 𝑝−dimensionais de observações simbólicas do tipo
intervalo, de modo que X = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑖, . . . , 𝑥𝑛}, em que a observação x𝑖 ∈ X é representada
como x𝑖 =

(︁
[𝑎1

𝑖 , 𝑏
1
𝑖 ], . . . , [𝑎

𝑗
𝑖 , 𝑏

𝑗
𝑖 ], . . . , [𝑎

𝑝
𝑖 , 𝑏

𝑝
𝑖 ]
)︁
. Seja uma partição 𝑃 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑘, . . . , 𝐶𝐾) ∈

X, com 𝐾 classes e G𝐾 = G× . . .×G um conjunto de 𝐾-uplas 𝐺 = (g1, . . . ,g𝑘, . . . ,g𝐾)

com g𝑘 ∈ G. Seja g𝑘 o protótipo intervalar 𝑝-dimensional da 𝑘-ésima classe, definido como
g𝑘 =

(︁
[𝛼1

𝑘, 𝛽
1
𝑘 ], . . . , [𝛼𝑗

𝑘, 𝛽
𝑗
𝑘], . . . , [𝛼𝑝

𝑘, 𝛽
𝑝
𝑘 ]
)︁
.

O algoritmo de nuvens dinâmicas está relacionado à busca por uma partição 𝑃 * ∈ P𝐾 em
𝐾 classes e seus representantes, chamados de protótipo correspondente às classes 𝐺* ∈ G𝐾 ,
de modo que

𝐽1(𝑃 *, 𝐺*) = min{𝐽1(𝑃,𝐺) | 𝑃 ∈ P𝑘, 𝐺 ∈ G𝑘} (2.1)

O critério 𝐽1(𝑃,𝐺) mede a adequação entre a partição 𝑃 e o representante dessa partição
𝐺, conforme definido abaixo

𝐽1 =
𝐾∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) (2.2)

em que 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) representa a distância entre o elemento x𝑖 e o protótipo g𝑘 A distância 𝑑𝜑

utilizada é a distância 𝑑L1 de Manhatan ou City-Block, determinada por meio da Eq. 2.3.

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑L1(x𝑖,g𝑘) =
𝑝∑︁

𝑗=1
(|𝑎𝑗

𝑖 − 𝛼
𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (2.3)

Com isso, o algoritmo de nuvens dinâmicas se tornará um 𝐾-medianas para dados simbó-
licos intervalares. Assim, substituindo a Eq. 2.3 em 2.2, obtemos a função objetivo 𝐽1, com a
distância City-Block, dada pela Eq. 2.4.



21

𝐽1 =
𝐾∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (2.4)

A inicialização do algoritmo é feita por uma partição obtida aleatoriamente 𝑃 0 = (𝐶0
1 , . . . ,

𝐶0
𝑘 , . . . , 𝐶

0
𝐾) do conjunto de observações X ou por meio da escolha de 𝐾 elementos diferentes

do conjunto de observações para formar 𝐺0 = (g0
1, . . . ,g0

𝑘, . . . ,g0
𝐾), atribuindo cada elemento

x𝑖 ao protótipo g𝑘* mais próximo, onde 𝑘* = arg min 𝑑L1(x𝑖,g𝑘).
As etapas de representação e alocação são repetidas durante algumas iterações, até que

ocorra a convergência da função objetivo de modo que 𝐽1 atinja um valor estacionário, geral-
mente representando o mínimo local. Os passos de representação nos novos protótipos 𝐺𝜄+1 =

(g𝜄+1
1 , . . . ,g𝜄+1

𝑘 , . . . ,g𝜄+1
𝐾 ) são obtidos por meio da partição atual 𝑃 𝜄 = (𝐶𝜄

1, . . . , 𝐶
𝜄
𝑘, . . . , 𝐶

𝜄
𝐾),

onde 𝜄 representa a iteração corrente. O cálculo do protótipo g𝑘 que minimiza 𝐽1 por meio da
𝑑L1 é descrito na Seção 2.2. Mais detalhes sobre o algoritmo serão apresentados na Seção 2.3.

Além disso, dependendo da solução inicial (𝑃 0, 𝐺0), o algoritmo converge para uma solução
ótima local para 𝐽1. Isso significa que, dependendo das partições escolhidas inicialmente,
diferentes valores de 𝐽1 podem ser obtidos. Portanto, dependendo do objetivo da análise, é
recomendável realizar um número pré-estabelecido de repetições do algoritmo com diferentes
soluções iniciais obtidas aleatoriamente e selecionar como solução final o par (𝑃 *, 𝐺*) cujo
valor da função objetivo 𝐽1 seja mínimo.

2.1.2 Distância Adaptativa por Atributo

O método de nuvens dinâmicas com distâncias adaptativas por atributo (CARVALHO; LE-

CHEVALLIER, 2009) define distâncias que variam dinamicamente a cada iteração do algoritmo.
Essas distâncias são parametrizadas por um vetor de pesos, que pode ser estimado de maneira
global para todas as classes, por atributo, ou localmente para cada classe. Essa flexibilidade
permite ao algoritmo reconhecer uma variedade de formas entre os padrões, tornando possível
a identificação de classes de tamanhos diferentes.

Considerando as definições de X, x𝑖, g𝑘 e 𝜄 fornecidas na Subseção 2.1.1, podemos des-
crever o método de nuvens dinâmicas com distâncias adaptativas para dados simbólicos inter-
valares como um algoritmo composto por passos de inicialização, representação, alocação e
critério de parada. O objetivo é obter uma partição 𝑃 de X com 𝐾 classes, um conjunto de
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protótipos 𝐺𝑘, e um vetor de pesos 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑗, . . . , 𝜆𝑝), de modo que a função objetivo
𝐽2, que mede o ajuste entre os grupos e seus protótipos, seja minimizada localmente.

Seja P𝐾 um conjunto de partições 𝑃 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑘, . . . , 𝐶𝐾) de X com g𝑘 ∈ G e
D𝐾 = D× . . .×D um conjunto de 𝐾 distâncias 𝐷 = (d1, . . . ,d𝑘, . . . ,d𝐾) em que d𝑘 ∈ 𝐷.
O algoritmo de nuvens dinâmicas com distância adaptativa por atributo (CARVALHO; LECHE-

VALLIER, 2009) está relacionado à busca por uma partição 𝑃 ∈ P𝐾 em 𝐾 classes e seus
representantes, chamados de protótipo correspondente às classes 𝐺* ∈ G𝐾 e um conjunto de
distâncias 𝐷* ∈ D𝐾 tal que

𝐽2(𝑃 *, 𝐺*, 𝐷*) = min{𝐽2(𝑃,𝐺,𝑊 ) | 𝑃 ∈ P𝑘, 𝐺 ∈ G𝑘, 𝐷 ∈ D𝐾} (2.5)

onde 𝐽2(𝑃,𝐺,𝐷) mede a adequação entre a partição 𝑃 , o representante desta partição 𝐺, e
o conjunto de distâncias 𝐷, definido abaixo.

𝐽2 =
𝐾∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝐴𝜑
(x𝑖,g𝑘) (2.6)

A distância adaptativa por atributo 𝑑𝐴𝜑
(x𝑖,g𝑘) do elemento x𝑖 para o protótipo g𝑘 é

parametrizada por um vetor de pesos 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑗, . . . , 𝜆𝑝), conforme segue

𝑑𝐴𝜑
(x𝑖,g𝑘) =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) (2.7)

onde 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) é a distância City-Block, portanto, a distância adaptativa por atributo utili-
zando a distância 𝐿1 é dada por:

𝑑𝐴1
L1

(x𝑖,g𝑘) =
𝑝∑︁

𝑗=1
𝜆𝑗(|𝑎𝑗

𝑖 − 𝛼
𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (2.8)

Então, a função objetivo 𝐽2, que utiliza a distância adaptativa por atributo com a distância
City-Block, é dada por meio da Eq. 2.9.

𝐽2 =
𝐾∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (2.9)
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A cada iteração, as distâncias mudam, mas para todas as classes 𝐶𝑘 permanecem as
mesmas, uma vez que os pesos 𝜆𝑗 são estimados globalmente.

De forma análoga ao método apresentado na Subseção 2.1.1, é escolhida uma partição ale-
atória 𝑃 0 = (𝐶0

1 , . . . , 𝐶
0
𝑘 , . . . , 𝐶

0
𝐾) do conjunto de observações X, ou podem ser escolhidos 𝐾

elementos diferentes do conjunto de observações para formar 𝐺0 = (g0
1, . . . ,g0

𝑘, . . . ,g0
𝐾), atri-

buindo assim cada elemento x𝑖 ao protótipo g𝑘* mais próximo, onde 𝑘* = arg min 𝑑𝐴1
L1

(x𝑖,g𝑘).
Com isso, ocorre a alternância entre os passos de representação e alocação até a função

𝐽2 atingir um valor estacionário, indicando a convergência do critério, geralmente indicando
um mínimo local.

Neste algoritmo, a etapa de representação passa a ter duas definições: (i) os melhores pro-
tótipos e (ii) os melhores pesos. Em (i), os novos protótipos 𝐺𝜄+1 = (g𝜄+1

1 , . . . ,g𝜄+1
𝑘 , . . . ,g𝜄+1

𝐾 )

são obtidos por meio da partição atual 𝑃 𝜄 = (𝐶𝜄
1, . . . , 𝐶

𝜄
𝑘, . . . , 𝐶

𝜄
𝐾). O cálculo do protótipo

g𝑘 que minimiza 𝐽2 por meio de 𝑑𝐴1
L1

é dado na Seção 2.2. Mais detalhes sobre o algoritmo
serão apresentados na Seção 2.3.

Na definição (ii), com a partição atual 𝑃 𝜄 = (𝐶𝜄
1, . . . , 𝐶

𝜄
𝑘, . . . , 𝐶

𝜄
𝐾) e os protótipos g𝑘 das

classes 𝐶𝑘 fixos, os vetores de pesos 𝜆𝑗 que minimizam a função objetivo 𝐽2 obedecem às
seguintes restrições:

𝜆𝑗 > 0 e
𝑝∏︁

𝑗=1
𝜆𝑗 = 1 (2.10)

Dessa forma, os pesos 𝜆𝑗 que seguem os critérios apresentados em 2.10 são determinados
e atualizados por meio da Eq. 2.11.

𝜆𝑗 =

{︃
𝑝∏︀

ℎ=1

[︃
𝐾∑︀

𝑘=1

(︃ ∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(xℎ
𝑖 ,gℎ

𝑘)
)︃]︃}︃ 1

𝑝

𝐾∑︀
𝑘=1

(︃ ∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑗
𝑖 ,g

𝑗
𝑘)
)︃ (2.11)

Durante a etapa de alocação, uma nova partição 𝑃 𝜄+1 é definida atribuindo cada obser-
vação x𝑖 à classe 𝐶𝑘*. Esses passos são repetidos até que não haja mudança nos elementos e
nas classes, ou seja, 𝑃 𝜄 = 𝑃 𝜄+1. A prova de que a Eq. 2.11 minimiza o critério 𝐽2 pode ser
vista em Carvalho e Lechevallier (2009).
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2.1.3 Distância Adaptativa por Atributo e Classe

O método de nuvens dinâmicas com distâncias adaptativas por atributo e classe (SOUZA;

CARVALHO, 2004) é uma extensão do algoritmo discutido na Subseção 2.1.2. Nele, os pesos
são estimados localmente para cada classe 𝑘, ao contrário da abordagem global apresentada
anteriormente. Com isso, as premissas e suposições propostas anteriormente são utilizadas
para definir a função objetivo 𝐽3, conforme a seguir:

𝐽3 =
𝐾∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝐴𝜑
(x𝑖,g𝑘) (2.12)

Em que 𝑑𝐴𝜑
é a distância adaptativa por atributo e por classe, parametrizada por um vetor

de pesos 𝜆𝑘 = (𝜆1
𝑘, . . . , 𝜆

𝑗
𝑘, . . . , 𝜆

𝑝
𝑘) para cada classe 𝐶𝑘

𝑑𝐴𝜑
(x𝑖,g𝑘) =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝑘𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) (2.13)

onde 𝑑𝐴𝜑
é a distância adaptativa por atributo e classe, utilizando a distância City-Block,

denotada por 𝑑𝐴2
L1

, conforme descrito a seguir:

𝑑𝐴2
L1

(x𝑖,g𝑘) =
𝑝∑︁

𝑗=1
𝜆𝑗

𝑘(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (2.14)

Os pesos 𝜆𝑗
𝑘 são estimados localmente para cada classe 𝑘, resultando em uma distância

diferente para cada classe, que muda a cada iteração 𝜄. Assim, a função objetivo 𝐽3 é definida
da seguinte forma:

𝐽3 =
𝐾∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝑘(|𝑎𝑗

𝑖 − 𝛼
𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (2.15)

O algoritmo opera de forma análoga ao mostrado na Subseção 2.1.2, com o passo de
representação sendo dividido em duas partes. Para determinar os melhores pesos 𝜆𝑗

𝑘, com a
partição atual 𝑃 𝜄 = (𝐶𝜄

1, . . . , 𝐶
𝜄
𝑘, . . . , 𝐶

𝜄
𝐾) e os protótipos g𝑘 das classes 𝐶𝑘 fixos, os vetores

de pesos 𝜆𝑗
𝑘 que minimizam a função objetivo 𝐽3 devem obedecer às seguintes restrições:



25

𝜆𝑗
𝑘 > 0 e

𝑝∏︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝑘 = 1 (2.16)

Diante das restrições apresentadas em 2.16, os pesos 𝜆𝑗
𝑘 são determinados e atualizados

por meio da Eq. 2.17.

𝜆𝑗
𝑘 =

{︃
𝑝∏︀

ℎ=1

[︃(︃ ∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(xℎ
𝑖 ,gℎ

𝑘)
)︃]︃}︃ 1

𝑝

∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑗
𝑖 ,g

𝑗
𝑘)

(2.17)

Por fim, durante a etapa de alocação, uma nova partição 𝑃 𝜄+1 é definida, atribuindo cada
observação x𝑖 à classe 𝐶𝑘*. Esses passos serão repetidos até que não ocorram mudanças nos
elementos e classes, ou seja, 𝑃 𝜄 = 𝑃 𝜄+1.

Na Eq. 2.17, para cada classe 𝑘 e variável 𝑗, o denominador da fração representa a medida
da dispersão entre os grupos, ou coesão, da respectiva variável e classe em relação ao pro-
tótipo g𝑘. Enquanto o numerador permanece constante, representando a média geométrica
das dispersões intraclasse de todas as variáveis. Como o numerador é fixo, o comportamento
do peso 𝜆𝑘

𝑗 é determinado exclusivamente pelo denominador. Assim, o valor do peso aumenta
à medida que a dispersão intraclasse correspondente diminui, indicando que os elementos da
variável estão mais próximos do protótipo da classe. A prova de que a Eq. 2.17 minimiza o
critério 𝐽3 pode ser vista em Souza e Carvalho (2004).

2.2 PROTÓTIPO

Os protótipos g𝑘 da classe 𝐶𝑘 estão relacionados com a distância utilizada durante o
agrupamento. O melhor protótipo é encontrado quando o somatório da distância 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)

entre os elementos x𝑖 e seu respectivo protótipo g𝑘 é minimizado.
Considerando que a distância utilizada nos algoritmos apresentados nas Subseções 2.1.1,

2.1.2 e 2.1.3 é a 𝑑L1 , ou City-Block ; o melhor protótipo intervalar, mostrado em Souza e
Carvalho (2004), g𝑘 =

(︁
[𝛼1

𝑘, 𝛽
1
𝑘 ], . . . , [𝛼𝑗

𝑘, 𝛽
𝑗
𝑘], . . . , [𝛼𝑝

𝑘, 𝛽
𝑝
𝑘 ]
)︁
, é determinado pela mediana de

𝛼𝑗
𝑘 e 𝛽𝑗

𝑘 da classe 𝐶𝑘, como segue:

𝛼𝑗
𝑘 = Me

𝑥𝑖 ∈ 𝐶𝑘

{︁
𝑎𝑗

𝑖

}︁
e 𝛽𝑗

𝑘 = Me
𝑥𝑖 ∈ 𝐶𝑘

{︁
𝑏𝑗

𝑖

}︁
(2.18)
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Em que Me
{︁
𝑎𝑗

𝑖

}︁
e Me

{︁
𝑏𝑗

𝑖

}︁
são, respectivamente, as medianas dos limites inferiores e

superiores do intervalo que compõe o protótipo g𝑘 da 𝑗-ésima variável das observações x𝑖 ∈ 𝐶𝑘.

2.3 ALGORITMO

O Algoritmo 1 descreve as etapas a serem executadas durante o processo de agrupamento
por nuvens dinâmicas, empregando diferentes estratégias de distância: distância não adapta-
tiva, distância adaptativa por atributo e distância adaptativa por atributo e classe, conforme
discutido nas Subseções 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3, respectivamente.
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Algoritmo 1 Algoritmo de agrupamento por nuvens dinâmicas para dados intervalares com o
uso de distância não adaptativa e adaptativas

Entrada: Conjunto de dados X, Número de clusters 𝐾, 2 ≤ 𝐾 < 𝑛; Distância 𝑑L1 (2.3),
𝑑𝐴1

L1
(2.8) ou 𝑑𝐴2

L1
(2.14).

Saída: Uma partição 𝐶𝑘 que divide o conjunto de dados X com 𝐾 classes

(1) Inicialização
Selecione uma partição 𝑃 0 = (𝐶0

1 , . . . , 𝐶
0
𝑘 , . . . , 𝐶

0
𝐾) do conjunto de observações X ou

determine 𝐾 objetos diferentes (g1, . . . ,g𝑘, . . . ,g𝐾) entre X e associe cada objeto x𝑖 para
uma classe 𝐶𝑘* tal que 𝑘* = arg min 𝑑L1(x𝑖,g𝑘) para construir a partição inicial 𝑃 0 =
(𝐶0

1 , . . . , 𝐶
0
𝑘 , . . . , 𝐶

0
𝐾)

(2) Representação
Para 𝑘 = 1 até 𝐾 Faça

(i) Determinar o protótipo g𝑗
𝑘 como na Eq. 2.18

Se a distância é adaptativa Então
(ii) Determinar o peso 𝜆𝑗 ou 𝜆𝑗

𝑘, de acordo com a Eq. 2.11 ou Eq. 2.17
Fim Se

Fim Para

(3) Alocação
𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒← 0
Para 𝑖 = 1 até 𝑛 Faça
defina a classe 𝐶𝑘* tal que

𝑘* = arg min 𝑑(x𝑖,g𝑘), onde
𝑑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑L1(x𝑖,g𝑘), se usado a Eq. 2.3
𝑑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑𝐴1

L1
(x𝑖,g𝑘), se usado a Eq. 2.8

𝑑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑𝐴2
L1

(x𝑖,g𝑘), se usado a Eq. 2.14

Se 𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e 𝑘* ≠ 𝑘 Então
𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒← 1
𝐶𝑘* ← 𝐶𝑘* ∪ {𝑖}
𝐶𝑘 ← 𝐶𝑘 ∖ {𝑖}

Fim Se
Fim Para

(4) Critério de Parada
Se 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 = 0 Então

Pare
Senão

volte para (2)
Fim Se
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3 PESO DO CLUSTER EM MÉTODOS DE NUVENS DINÂMICAS

Neste capítulo, apresentamos o peso do cluster ponderado por meio do somatório e pro-
dutório. Em seguida, propomos novos método de nuvens dinâmicas com o peso do cluster

ponderado para dados simbólicos intervalares. Estes métodos foram baseados em adaptações
dos métodos de nuvens dinâmicas para dados clássicos, conforme descrito em Oskouei, Balafar
e Motamed (2021), Liu et al. (2019) e Tzortzis e Likas (2014).

Dentre os algoritmos apresentados no Capítulo 2, existe a ponderação por meio da estima-
ção adaptativa global e da estimação adaptativa local (LIU et al., 2019). O principal problema
desses algoritmos é que eles são muito sensíveis à inicialização dos grupos primários, de modo
que protótipos de grupos iniciais inadequados levam a mínimos locais ruins (OSKOUEI; BALA-

FAR; MOTAMED, 2021).
O peso do cluster resolve esse problema em grande parte, pois o cálculo do peso dos

clusters é realizado com base nas distâncias apresentadas nas Eqs. 2.3, 2.8 e 2.14, equili-
brando essas distâncias. Os pesos dos clusters são calculados automaticamente com base nas
amostras atribuídas aos grupos durante a iteração. Sistematicamente, grupos de maior quali-
dade são obtidos independentemente dos protótipos iniciais (OSKOUEI; BALAFAR; MOTAMED,
2021). Entende-se por dispersão intra-cluster do grupo 𝑘, a soma das distâncias 𝑑𝜑 do vetor
de observações x𝑖 pertencentes à partição 𝐶𝑘 para o protótipo g𝑘, como ∑︀𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘).
Os pesos do cluster predispõem nosso algoritmo a minimizar principalmente os grupos que

atualmente exibem uma grande dispersão intra-cluster, essencialmente limitando a ocorrência
de grupos de grande dispersão no resultado, e são aprendidos automaticamente juntamente
com os pesos das distâncias adaptativas. Os pesos são aprendidos através de um procedimento
iterativo e permitem que soluções de alta qualidade sejam sistematicamente descobertas,
independentemente da inicialização (TZORTZIS; LIKAS, 2014; OSKOUEI; BALAFAR; MOTAMED,
2021).

Aparentemente (OSKOUEI; BALAFAR; MOTAMED, 2021; LIU et al., 2019; TZORTZIS; LIKAS,
2014), para grupos com pesos mais elevados, a distância ponderada pelo peso do cluster

dos seus representantes das amostras aumenta. Consequentemente, um grupo com grande
dispersão intra-cluster pode perder algumas de suas amostras atuais que estão longe de seu
centro, e espera-se que sua dispersão intra-cluster diminua. Ao mesmo tempo, grupos com
baixa dispersão intra-cluster, devido aos pequenos pesos, também podem adquirir amostras
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que não estão próximas de seus centros, e sua dispersão intra-cluster aumentará (TZORTZIS;

LIKAS, 2014; OSKOUEI; BALAFAR; MOTAMED, 2021).
O algoritmo de agrupamento, desta forma, não sofre as consequências causadas pela inici-

alização aleatória. Ao aplicar este mecanismo de ponderação, os resultados tornam-se menos
afetados pela inicialização e soluções de alta qualidade podem ser descobertas de forma mais
consistente, mesmo partindo de um conjunto inicial de centros ruim. Além disso, os grupos
obtidos são balanceados em relação à sua dispersão.

A seguir, apresentamos a equação para determinar o peso do cluster com a ponderação
por meio da soma na Seção 3.1 e o peso do cluster com a ponderação por meio do produto
na Seção 3.2. Na Seção 3.3, mostramos a inserção desses pesos nos métodos apresentados no
Capítulo 2, gerando novos métodos de algoritmos de nuvens dinâmicas com o peso do cluster

ponderado por meio do somatório e com o peso do cluster ponderado por meio do produtório
para dados intervalares.

3.1 PESO DO CLUSTER (PONDERAÇÃO SOMA)

O peso 𝜆𝑘 do cluster 𝑘 ponderado por meio do somátório é determinado e atualizado por
meio da Eq. 3.1.

𝜆𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐾∑︁

ℎ=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(︃ ∑︀

𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)
)︃

(︃ ∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,gℎ)
)︃
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1
𝑡−1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

−1

(3.1)

onde 𝜆 = [𝜆𝑘] representa um vetor com 𝐾 pesos do cluster, em que 𝜆𝑘 representa o peso
do 𝑘-ésimo cluster. Além disso, seguindo a regra em Celebi, Kingravi e Vela (2013), também
é adicionado um coeficiente coesivo 𝑡 que suaviza a transição do peso do cluster na 𝑡-ésima
iteração. O valor deste expoente converge para um ponto mínimo quando 0 ≤ 𝑡 < 1. O peso
do cluster ponderado segue as seguintes restrições.

𝜆𝑘 > 0 e
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑘 = 1 (3.2)

Com isso, podemos notar que o peso 𝜆𝑘 do grupo 𝑘 sempre será positivo e a soma dos
𝐾 pesos sempre resultará em 1. Observa-se na Eq. 3.1 que, para o grupo 𝑘, o numerador do
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peso é a dispersão intra-cluster da partição 𝐶𝑘 em relação ao protótipo g𝑘. O denominador é
sempre constante e representa a soma intra-cluster de todos os 𝐾 grupos. Com isso, verifica-se
que o comportamento do peso 𝜆𝑘 depende apenas do numerador. Assim, observar que quanto
maior for a dispersão do grupo 𝑘, maior será o peso 𝜆𝑘. A prova de que a Eq. 3.1 minimiza o
critério de adequação pode ser vista no Apêndice A.

3.2 PESO DO CLUSTER (PONDERAÇÃO PRODUTO)

O peso 𝜆𝑘 do cluster 𝑘 ponderado por meio do produtório é determinado e atualizado por
meio da Eq. 3.3

𝜆𝑘 =

{︃[︃
𝐾∏︀

ℎ=1

(︃ ∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,gℎ)
)︃]︃}︃ 1

𝐾

∑︀
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) (3.3)

onde 𝜆 = [𝜆𝑘] representa um vetor com 𝐾 pesos adaptativos do cluster, em que 𝜆𝑘 representa
o peso do 𝑘-ésimo grupo. O peso do cluster adaptativo segue as seguintes restrições:

𝜆𝑘 > 0 e
𝐾∏︁

𝑘=1
𝜆𝑘 = 1 (3.4)

O peso 𝜆𝑘 do grupo 𝑘 sempre será positivo e o produto dos 𝐾 pesos sempre resultará
em 1. Observa-se que, para o grupo 𝑘, o denominador do peso é a dispersão intra-cluster da
partição 𝐶𝑘 em relação ao protótipo g𝑘. O numerador é sempre constante e equivale à média
geométrica das dispersão intra-cluster de todos os 𝐾 grupos. Com isso, verifica-se que o
comportamento do peso 𝜆𝑘 depende apenas do denominador. Assim, o valor do peso aumenta
quando a respectiva dispersão intra-cluster diminui, ou seja, os elementos da respectiva variável
estão muito próximos do protótipo do grupo. A prova de que a Eq. 3.3 minimiza o critério de
adequação pode ser vista no Apêndice A.

3.3 MÉTODOS DE NUVENS DINÂMICAS COM O PESO DO CLUSTER

Os algoritmos de nuvens dinâmicas com o peso do cluster consistem em métodos de
partição que visam separar as observações x𝑖 em 𝐾 grupos, em que cada partição 𝐶𝑘 possua
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seu peso 𝜆𝑘 e seu representante g𝑘. O objetivo desses métodos, juntamente com seus pesos,
é minimizar o critério de adequação 𝐽 entre os elementos dos grupos e seus protótipos.

Nas subseções seguintes, serão apresentados os métodos de nuvens dinâmicas com o peso
do cluster com a ponderação por meio do somatório e produtório de maneira análoga aos
métodos apresentados na Seção 2.1. A diferença consiste na inserção dos pesos 𝜆𝑘, que aju-
dam na ponderação da dispersão intra-cluster, como apresentado anteriormente. Esses pesos
buscam solucionar o problema de uma péssima inicialização e de um mínimo local pobre.

3.3.1 Distância Não Adaptativa com o Peso do Cluster (Ponderação Soma)

O método de nuvens dinâmicas com distância não adaptativa e o peso do cluster ponderado
por meio do somatório é um algoritmo iterativo que traz os seguintes passos: inicialização,
representação, alocação e critério de parada. O objetivo é obter uma partição 𝐶𝑘 com 𝐾

grupos, cada grupo com seus representantes g𝑘 e pesos 𝜆𝑘, a fim de que a função 𝐽4, que
mede a distância entre os grupos e seus representantes, seja localmente minimizada. A função
objetivo 𝐽4 é dada a seguir:

𝐽4 =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑡

𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (3.5)

A distância 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) utilizada entre os elementos x𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e o protótipo g𝑘 é a City-Block,
definida na Eq. 2.3. Neste método, a etapa de representação passa a ter duas definições: (i)
os melhores protótipos e (ii) os melhores pesos do cluster. Para (i), a obtenção é dada por
meio da Eq. 2.18, e para (ii), é dada por meio da Eq. 3.1, em que os pesos seguem a restrição
dada na Eq. 3.2. Alternam-se os passos de representação e alocação até que a função 𝐽4 atinja
um valor estacionário, indicando a convergência do critério, geralmente sugerindo um mínimo
local.

3.3.2 Distância Não Adaptativa com o Peso do Cluster (Ponderação Produto)

O método de nuvens dinâmicas com distância não adaptativa e peso de cluster ponderado
por meio do produtório é um algoritmo iterativo composto pelas seguintes etapas: inicialização,
representação, alocação e critério de parada. Seu objetivo é obter uma partição 𝐶𝑘 com 𝐾
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grupos, onde cada grupo possui seus representantes g𝑘 e pesos 𝜆𝑘, de modo que a função 𝐽5,
que mede a distância entre os grupos e seus representantes, seja minimizada localmente. A
função objetivo 𝐽5 é definida pela equação a seguir:

𝐽5 =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (3.6)

A distância utilizada 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) entre os elementos x𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e o protótipo g𝑘 é a City-Block,
definida em 2.3. Nesse algoritmo, a etapa de representação passa a ter duas definições, assim
como em 3.3.1; a distinção é que os pesos são dados pela Eq. 3.3, onde os pesos seguirão
a restrição apresentada em 3.4. De forma análoga, alternam-se os passos de representação
e alocação até que a função 𝐽5 atinja um valor estacionário, indicando a convergência do
critério, correspondendo geralmente a um mínimo local.

3.3.3 Distância Adaptativa por Atributo com o Peso do Cluster (Ponderação

Soma)

O método de nuvens dinâmicas com distância adaptativa por atributo com o peso do cluster

ponderado é um algoritmo iterativo que inclui os seguintes passos: inicialização, representação,
alocação e critério de parada. Seu objetivo é obter uma partição 𝐶𝑘 com 𝐾 grupos e 𝑝 pesos
do atributo 𝜆𝑗. Cada grupo possui seus representantes g𝑘 e pesos 𝜆𝑘, de modo que a função
𝐽6, que mede a distância entre os grupos e seus representantes, seja localmente minimizada.
A função objetivo 𝐽6 é dada na equação a seguir:

𝐽6 =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑡

𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (3.7)

A distância utilizada 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) entre os elementos x𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e o protótipo g𝑘 é a City-Block

adaptativa, definida em 2.8, em que os pesos 𝜆𝑗 são estimados globalmente de acordo com
a Eq. 2.10, seguindo as restrições dadas em 2.11. Neste algoritmo, a etapa de representação
passa a ter três definições: (i) os melhores protótipos, (ii) os melhores pesos do atributo e
(iii) os melhores pesos do cluster. Para (i), a obtenção é dada por meio da Eq. 2.18; para
(ii), os melhores pesos do atributo são dados por meio da Eq. 2.11, seguindo as restrições
2.10; e para (iii), é dado por meio da Eq. 3.1, em que os pesos seguirão a restrição dada em
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3.2. Alternam-se os passos de representação e alocação até que a função 𝐽6 atinja um valor
estacionário, indicando a convergência do critério, geralmente correspondendo a um mínimo
local.

3.3.4 Distância Adaptativa por Atributo com o Peso do Cluster (Ponderação Pro-

duto)

O método de nuvens dinâmicas com distância adaptativa por atributo e peso de cluster

ponderado por meio do produtório é um algoritmo iterativo composto pelas seguintes etapas:
inicialização, representação, alocação e critério de parada. O objetivo é obter uma partição 𝐶𝑘

com 𝐾 grupos e 𝑝 pesos do atributo 𝜆𝑗. Cada grupo tem seus representantes g𝑘 e pesos 𝜆𝑘,
de forma que a função 𝐽7, que mede a distância entre os grupos e seus representantes, seja
minimizada localmente. A função objetivo 𝐽7 é definida a seguir:

𝐽7 =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(|𝑎𝑗
𝑖 − 𝛼

𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (3.8)

A distância utilizada 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) entre os elementos x𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e o protótipo g𝑘 é a City-Block,
definida em 2.8. Nesse algoritmo, a etapa de representação passa a ter três definições, assim
como em 3.3.1. A distinção é que os pesos são dados pela Eq. 3.3, onde os pesos seguirão
a restrição apresentada em 3.4. De forma análoga, alternam-se os passos de representação
e alocação até que a função 𝐽7 atinja um valor estacionário, indicando a convergência do
critério, geralmente correspondendo a um mínimo local.

3.3.5 Distância Adaptativa por Atributo e Classe com o Peso do Cluster (Ponde-

ração Soma)

O método de nuvens dinâmicas com distância adaptativa por atributo e classe, com o peso
do cluster ponderado por meio do somatório, é um algoritmo iterativo que traz os seguintes
passos: inicialização, representação, alocação e critério de parada. O objetivo é obter uma
partição 𝐶𝑘 com 𝐾 grupos e pesos do atributo 𝜆𝑗

𝑘, e cada grupo com seus representantes g𝑘 e
pesos 𝜆𝑘, a fim de que a função 𝐽8, que mede a distância entre os grupos e seus representantes,
seja localmente minimizada. A função objetivo 𝐽8 é dada na equação a seguir:
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𝐽8 =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑡

𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝑘(|𝑎𝑗

𝑖 − 𝛼
𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (3.9)

A distância utilizada 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) entre os elementos x𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e o protótipo g𝑘 é a City-Block

adaptativa, definida em 2.8, em que os pesos 𝜆𝑗
𝑘 são estimados localmente de acordo com a

Eq. 2.17, seguindo as restrições dadas em 2.16. Neste algoritmo, a etapa de representação
passa a ter três definições: (i) os melhores protótipos, (ii) os melhores pesos do atributo por
cluster e (iii) os melhores pesos do cluster. Para (i), a obtenção é dada por meio da Eq. 2.18;
para (ii), os melhores pesos do atributo são dados por meio da Eq. 2.17, seguindo as restrições
2.16; e para (iii), é dado por meio da Eq. 3.1, em que os pesos seguirão a restrição dada em
3.2. Alternam-se os passos de representação e alocação até que a função 𝐽8 atinja um valor
estacionário, indicando a convergência do critério, geralmente correspondendo a um mínimo
local.

3.3.6 Distância Adaptativa por Atributo e Classe com o Peso do Cluster (Ponde-

ração Produto)

O método de nuvens dinâmicas com distância adaptativa por atributo e classe com peso do
cluster ponderado por meio do produtório é um algoritmo iterativo composto pelas seguintes
etapas: inicialização, representação, alocação e critério de parada. O objetivo é obter uma
partição 𝐶𝑘 com 𝐾 grupos e pesos do atributo 𝜆𝑗

𝑘. Cada grupo tem seus representantes g𝑘 e
pesos 𝜆𝑘, de forma que a função 𝐽9, que mede a distância entre os grupos e seus representantes,
seja minimizada localmente. A função objetivo 𝐽9 é definida na equação a seguir:

𝐽9 =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗
𝑘(|𝑎𝑗

𝑖 − 𝛼
𝑗
𝑘|+ |𝑏

𝑗
𝑖 − 𝛽

𝑗
𝑘|) (3.10)

A distância utilizada 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) entre os elementos x𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e o protótipo g𝑘 é a City-Block,
definida em 2.14. Nesse algoritmo, a etapa de representação passa a ter três definições, assim
como em 3.3.5. A distinção é que os pesos são dados pela Eq. 3.3, onde os pesos seguirão
a restrição apresentada em 3.4. De forma análoga, alternam-se os passos de representação
e alocação até que a função 𝐽9 atinja um valor estacionário, indicando a convergência do
critério, geralmente correspondendo a um mínimo local.
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3.4 ALGORITMO

O Algoritmo 2 apresenta as etapas que devem ser realizadas durante o agrupamento por
nuvens dinâmicas com o peso do cluster adaptativo e ponderado, utilizando a distância não
adaptativa, distância adaptativa por atributo e distância adaptativa por atributo e classe. Além
disso, ajustamos o parâmetro 𝑡 da Eq. 3.1 com o valor inicial de 𝑡𝑖𝑛𝑖 = 0.01, sendo acrescido
de 0.01 a cada nova iteração, não ultrapassando um 𝑡𝑚𝑎𝑥 = 0.05.
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Algoritmo 2 Algoritmo de agrupamento por nuvens dinâmicas para dados intervalares com o
uso de distância não adaptativa e adaptativas e peso do cluster adaptativo e ponderado

Entrada: Conjunto de dados X, Número de clusters 𝐾, 2 ≤ 𝐾 < 𝑛; Distância 𝑑L1 (2.3),
𝑑𝐴1

L1
(2.8) ou 𝑑𝐴2

L1
(2.14).

Saída: Uma partição 𝐶𝑘 que divide o conjunto de dados X com 𝐾 classes

(1) Inicialização
Selecione uma partição 𝑃 0 = (𝐶0

1 , . . . , 𝐶
0
𝑘 , . . . , 𝐶

0
𝐾) do conjunto de observações X ou

determine 𝐾 objetos diferentes (g1, . . . ,g𝑘, . . . ,g𝐾) entre X e associe cada objeto x𝑖 para
uma classe 𝐶𝑘* tal que 𝑘* = arg min 𝑑L1(x𝑖,g𝑘) para construir a partição inicial 𝑃 0 =
(𝐶0

1 , . . . , 𝐶
0
𝑘 , . . . , 𝐶

0
𝐾)

(2) Representação
Para 𝑘 = 1 até 𝐾 Faça

(i) Determinar o protótipo g𝑗
𝑘 como na Eq. 2.18

Se a distância é adaptativa Então
(ii) Determinar o peso 𝜆𝑗 ou 𝜆𝑗

𝑘, de acordo com a Eq. 2.11 ou Eq. 2.17
Fim Se
(iii) Determinar o peso do cluster 𝜆𝑘 ponderado por meio do somatório (Eq. 3.1) ou

por meio do produtório (Eq. 3.3)
Fim Para

(3) Alocação
𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒← 0
Para 𝑖 = 1 para 𝑛 Faça
defina a classe 𝐶𝑘* tal que

𝑘* = arg min 𝑑(x𝑖,g𝑘), onde
𝑑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑L1(x𝑖,g𝑘), se usado a Eq. 2.3
𝑑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑𝐴1

L1
(x𝑖,g𝑘), se usado a Eq. 2.8

𝑑(x𝑖,g𝑘) = 𝑑𝐴2
L1

(x𝑖,g𝑘), se usado a Eq. 2.14

Se 𝑖 ∈ 𝐶𝑘 e 𝑘* ≠ 𝑘 Então
𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒← 1
𝐶𝑘* ← 𝐶𝑘* ∪ {𝑖}
𝐶𝑘 ← 𝐶𝑘 ∖ {𝑖}

Fim Se
Fim Para

(4) Critério de Parada
Se 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 = 0 Então

Pare
Senão

volte para (2)
Fim Se
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4 AVALIAÇÃO EXPERIMENTAL

Nesta fase experimental, realizamos a avaliação dos algoritmos descritos nos Capítulos 2 e
3. Na Tabela 1, pode ser observada a relação dos nove algoritmos a serem empregados, além
das subseções onde cada um deles é exposto, acompanhados das respectivas abreviações para
referência no decorrer do texto.

As linhas representam as distâncias que serão utilizadas: Distância Não Adaptativa (ADAN),
Distância Adaptativa por Atributo (ADA1) e Distância Adaptativa por Atributo e Classe
(ADA2), respectivamente. A primeira coluna representa as distâncias tradicionais da litera-
tura Sem o Peso do Cluster (SP); a segunda, as distâncias combinadas com o Peso do Cluster

Ponderado por Meio do Somatório (PS) da Seção 3.1; e a terceira, as distâncias com o Peso
do Cluster Ponderado por Meio do Produtório (PP) da Seção 3.2.

Tabela 1 – Abreviação (subseção) dos algoritmos

SP PS PP

FIXA KM (2.1.1) KMPS (3.3.1) KMPP (3.3.2)
ADA1 KMS (2.1.2) KMSPS (3.3.3) KMSPP (3.3.4)
ADA2 KMA (2.1.3) KMAPS (3.3.5) KMAPP (3.3.6)

Fonte: Autor (2024)

Para isso, foram realizados experimentos com dados sintéticos (4.1) e dados reais (5).
Os dados sintéticos foram divididos em dados com centros de distribuição simétrica (4.1.1) e
dados com centros de distribuição assimétrica (4.1.2), que proporcionam diferentes níveis de
dificuldade para a avaliação dos métodos apresentados neste estudo. As principais variações
nessas configurações estão relacionadas à dispersão dos dados e à quantidade de elementos
em cada classe.

Os experimentos com dados sintéticos foram realizados utilizando simulação de Monte
Carlo. A simulação consistiu na realização de 50 replicações dos conjuntos de dados sintéticos,
em que cada algoritmo realizou uma repetição até a convergência para um valor estacionário
do critério 𝐽 . A saída foi dada por um vetor com 50 índices de validação, que foram utilizados
para interpretar o desempenho dos algoritmos.

A medida de qualidade do resultado do agrupamento será dada por meio do Índice de Rand

Ajustado (IRA) e Informação Mútua Normalizada (IMN). O IRA (HUBERT; ARABIE, 1985) é



38

uma versão ajustada do Índice de Rand (IR) (RAND, 1971). Utilizado para avaliar a qualidade
do agrupamento rígido, o IRA mensura a similaridade entre uma partição conhecida a priori e
outra obtida do método de agrupamento a posteriori. Dadas duas partições, o IRA é calculado
conforme a Eq. 4.1.

𝐼𝑅𝐴 = 𝑎+ 𝑏− 𝑓
𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑− 𝑓

(4.1)

Em que 𝑎 = número de elementos da mesma classe e mesmo grupo; 𝑏 = número de
elementos de diferentes classes e diferentes grupos, 𝑐 = número de elementos da mesma
classe, mas diferentes grupos, 𝑑 = número de elementos de diferentes classes, mas do mesmo
grupo; e 𝑓 é dado por meio da Eq. 4.2.

𝑓 = (𝑎+ 𝑐)(𝑎+ 𝑑) + (𝑏+ 𝑐)(𝑏+ 𝑑)
𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑

(4.2)

O IRA assume valores no intervalo de [−1, 1], onde 1 indica que as partições a priori e
a posteriori são idênticas, enquanto valores próximos de 0 (ou negativos) indicam diferenças
entre as partições. Assim, um agrupamento com bom desempenho resulta em um IRA próximo
ou exatamente igual a 1.

A segunda medida de avaliação que foi utilizada é a IMN (STREHL; GHOSH, 2003), que
assume valores no intervalo [0, 1]. Aqui, o valor 1 indica uma correlação perfeita entre as
partições a priori e a posteriori. A IMN é calculada por meio da Eq. 4.3.

𝐼𝑀𝑁 =
2

𝐾∑︁
𝑖=1

𝐶∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗 log
(︃

𝑃𝑖𝑗

𝑃𝐾𝑖𝑃𝐶𝑗

)︃
(︃
−

𝐾∑︁
𝑖=1

𝑃𝐾𝑖 log(𝑃𝐾𝑖)
)︃

+
⎛⎝− 𝐶∑︁

𝑗=1
𝑃𝐶𝑗 log(𝑃𝐶𝑗)

⎞⎠ (4.3)

Onde 𝑃𝑖𝑗 é a probabilidade conjunta de um objeto pertencer simultaneamente à classe a
priori 𝑖 e à classe de agrupamento 𝑗; 𝑃𝐾𝑖 é a probabilidade marginal de um objeto pertencer à
classe a priori 𝑖; 𝑃𝐶𝑗 é a probabilidade marginal de um objeto pertencer à classe de agrupamento
𝑗; 𝐾 é o número de classes a priori; e 𝐶 é o número de grupos resultantes após o método de
agrupamento.

Com os vetores resultantes da simulação de Monte Carlo, foram apresentados a média e o
desvio padrão para análise estatística. As análises estatísticas foram realizadas por meio dos
testes de Friedman e Nemenyi.
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O teste de Friedman (FRIEDMAN, 1937; FRIEDMAN, 1940) é um teste não paramétrico
utilizado para comparar três ou mais grupos relacionados. Seja 𝑟𝑗

𝑖 a classificação do 𝑗-ésimo
de 𝑘 algoritmos no 𝑖-ésimo de 𝑁 conjuntos de dados. O teste de Friedman compara as
classificações médias dos algoritmos, 𝑅𝑗 = 1

𝑁

∑︀
𝑖 𝑟

𝑗
𝑖 . Sob a hipótese nula, que afirma que

todos os algoritmos são equivalentes e, portanto, suas classificações 𝑅𝑗 devem ser iguais, a
estatística de Friedman

𝑆 = 12𝑁
𝑘(𝑘 + 1)

⎡⎣∑︁
𝑗

𝑅2
𝑗 −

𝑘(𝑘 + 1)2

4

⎤⎦ (4.4)

é distribuída de acordo com 𝜒2 com 𝑘 − 1 graus de liberdade, quando 𝑁 e 𝑘 são suficien-
temente grandes (como regra prática, 𝑁 > 10 e 𝑘 > 5). Se a hipótese nula for rejeitada,
podemos proceder com um teste post-hoc. O teste de Nemenyi (NEMENYI, 1963), é um teste
não paramétrico, realizado após a aplicação de um teste de Friedman e executa o teste de
comparações múltiplas. O desempenho dos métodos é significativamente diferente se as suas
classificações médias diferirem em pelo menos a Diferença Crítica (DC).

𝐷𝐶 = 𝑞𝛼

√︃
𝑘(𝑘 + 1)

6𝑁 (4.5)

Adotou-se um nível de significância 𝛼 = 0.05 para ambos os testes. Para este estudo, nos
casos em que foram necessário a realização deste pós-teste, os resultados estão dispostos no
Apêndice B.

4.1 DADOS INTERVALARES SINTÉTICOS

Foram consideradas oito configurações para a geração dos dados sintéticos. As configura-
ções de 1 a 4 foram geradas a partir de centros de uma distribuição normal bivariada (4.1.1),
enquanto as configurações de 5 a 8 foram geradas por meio de centros de uma distribuição
exponencial (4.1.2).

Para definir os centros dos dados intervalares, foram adotadas quatro abordagens, vari-
ando a distribuição da variância entre as variáveis e entre os grupos. As características de cada
configuração são as seguintes: as Configurações 1 (4.1.1.1) e 5 (4.1.2.1) possuem variâncias
diferentes entre variáveis e classes; as Configurações 2 (4.1.1.2) e 6 (4.1.2.2) possuem vari-
âncias diferentes entre as variáveis e iguais entre as classes; as Configurações 3 (4.1.1.3) e 7
(4.1.2.3) possuem variâncias iguais entre as variáveis e as classes; e, por fim, as Configurações
4 (4.1.1.4) e 8 (4.1.2.4) possuem variâncias iguais entre as variáveis e diferentes entre as
classes.
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Cada configuração possui uma versão balanceada, na qual os elementos dos grupos pos-
suem a mesma quantidade, e uma versão desbalanceada, na qual há uma quantidade diferente
de elementos para cada grupo. Assim, os cenários balanceados contêm um total de 300 ele-
mentos, divididos igualmente entre as três classes. O cenário desbalanceado também possui
300 elementos e três classes, porém as classes 1, 2 e 3 possuem 30, 70 e 200 elementos,
respectivamente.

4.1.1 Dados com Centros de Distribuição Simétrica

Os centros foram gerados por meio de abordagens comuns na literatura (CARVALHO; LECHE-

VALLIER, 2009; CARVALHO; LECHEVALLIER, 2009; CARVALHO; BRITO; BOCK, 2006; CARVALHO

et al., 2006a; SOUZA; CARVALHO, 2004), nos quais possuem coordenadas 𝑧𝑖 = (𝑧𝑥𝑖
, 𝑧𝑦𝑖

) e fo-
ram distribuídos de acordo com uma distribuição normal multivariada, com parâmetros 𝜇 e Σ,
conforme apresentado abaixo:

𝜇 =

⎡⎢⎢⎣𝜇𝑥

𝜇𝑦

⎤⎥⎥⎦ e Σ =

⎡⎢⎢⎣𝜎2
𝑥 0

0 𝜎2
𝑦

⎤⎥⎥⎦

Os parâmetros 𝜇𝑥, 𝜇𝑦, 𝜎2
𝑥 e 𝜎2

𝑦 das configurações simétricas são apresentados em cada
subseção. Após a geração dos centros, para obter os intervalos, foi necessário gerar as ampli-
tudes por meio do intervalo [𝑣, 𝑢], 𝑢, 𝑣 ∈ R, representado por 𝛾1 ∼ 𝒰(𝑣, 𝑢) e 𝛾2 ∼ 𝒰(𝑣, 𝑢),
conforme mostrado na Eq. 4.6:

[︂
𝑧𝑥𝑖
− 𝛾1

2 , 𝑧𝑥𝑖
+ 𝛾1

2

]︂
,
[︂
𝑧𝑦𝑖
− 𝛾2

2 , 𝑧𝑦𝑖
+ 𝛾2

2

]︂
(4.6)

Aqui, 𝛾1 e 𝛾2 representam a altura e a largura dos retângulos, respectivamente. Esses
parâmetros foram selecionados aleatoriamente a partir de um mesmo intervalo predefinido. Para
este experimento, os valores escolhidos foram 𝛾1 ∼ 𝒰(1, 5) e 𝛾2 ∼ 𝒰(1, 5). Isso significa que
os dados intervalares possuem distribuições uniformes iguais para todas as classes e dimensões.
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4.1.1.1 Configuração 1

Os dados da Configuração 1 possuem centros gerados a partir da distribuição normal e
apresentam variâncias diferentes entre variáveis e classes. Os parâmetros para cada uma das
três classes podem ser vistos abaixo:

• Classe 1: 𝜇𝑥 = 20, 𝜇𝑦 = 30, 𝜎2
𝑥 = 4 e 𝜎2

𝑦 = 100;

• Classe 2: 𝜇𝑥 = 25, 𝜇𝑦 = 65, 𝜎2
𝑥 = 121 e 𝜎2

𝑦 = 9;

• Classe 3: 𝜇𝑥 = 35, 𝜇𝑦 = 40, 𝜎2
𝑥 = 16 e 𝜎2

𝑦 = 144.

As classes estão representadas por cores distintas, facilitando a identificação dos grupos. A
classe 1, 2 e 3 são definidas por centros que estão representados pelas cores azul, vermelha e
verde, respectivamente. Os centros das classes balanceadas e desbalanceadas estão dispostos
nas Figuras 1a e 1b. Por possuírem os parâmetros 𝜎2

𝑥 e 𝜎2
𝑦 diferentes, as classes possuem

formato elipsoidal com volumes distintos, como ilustrado na Figura 1.
Após a etapa de geração de intervalo mostrada na Eq. 4.6, os dados intervalares balance-

ados e desbalanceados foram gerados e apresentados nas Figuras 1c e 1d. Neste caso, em que
as variâncias são diferentes entre as variáveis e as classes, percebe-se uma semelhança com
contextos mais próximos da realidade, uma vez que não é comum encontrar dados reais com
classes e variáveis que possuem características semelhantes à esta configuração.

Após a geração dos dados intervalares da Configuração 1, os nove algoritmos foram ava-
liados utilizando simulação de Monte Carlo. Na Tabela 2 estão dispostos os valores médios e
o desvio padrão dos 50 IRA e IMN, tanto para as classes balanceadas quanto para as classes
desbalanceadas.

Tabela 2 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da Configuração 1

classes balanceadas classes desbalaceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.7485 0.7197 0.7530 0.7254 0.7443 0.7213 0.3447 0.3997 0.3581 0.4062 0.2600 0.3545
± 0.0947 ± 0.0825 ± 0.1077 ± 0.0844 ± 0.0689 ± 0.0603 ± 0.0535 ± 0.0392 ± 0.0819 ± 0.0531 ± 0.0374 ± 0.0267

ADA1 0.6873 0.6873 0.6144 0.6138 0.7160 0.6978 0.3638 0.3638 0.3351 0.3924 0.2715 0.3543
± 0.1346 ± 0.1183 ± 0.1156 ± 0.0957 ± 0.1189 ± 0.1070 ± 0.1000 ± 0.0683 ± 0.0616 ± 0.0441 ± 0.0618 ± 0.0332

ADA2 0.9110 0.8824 0.8918 0.8640 0.8661 0.8475 0.4502 0.4750 0.4553 0.4654 0.2736 0.3615
± 0.0290 ± 0.0354 ± 0.0807 ± 0.0649 ± 0.0261 ± 0.0272 ± 0.1589 ± 0.1157 ± 0.1844 ± 0.1419 ± 0.0584 ± 0.0316

Fonte: Autor (2024)
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Figura 1 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 1

(a) Centros da Configuração 1 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 1 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 1 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 1 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

Após realizar o teste de Friedman, verificou-se que todos os valores-𝑝 obtidos nos testes
estatísticos para o IRA e o IMN foram menores que 𝛼. Isso fornece uma forte evidência para
rejeitar 𝐻0 e aceitar a hipótese alternativa 𝐻1, indicando que os métodos são estatisticamente
diferentes. No Apêndice B, são apresentados os testes de comparação múltipla realizados por
meio do teste de Nemenyi.

Os resultados das classes balanceadas mostram que a ADA2 apresentou o melhor desem-
penho geral em termos de IRA e IMN, com valores médios significativamente mais altos em
comparação com a ADAN e ADA1. Dentro dessa distância, a ponderação SP se destacou
ligeiramente sobre as outras ponderações, sugerindo que a ADA2 combinada com SP é a con-
figuração mais eficaz para classes balanceadas. No entanto, a diferença de desempenho entre
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as ponderações foi menor na ADAN, onde PS teve um desempenho ligeiramente melhor.
Para as classes desbalanceadas, os resultados mostram uma queda no desempenho geral

das métricas IRA e IMN em comparação com as classes balanceadas. Novamente, a ADA2 foi a
mais eficaz, com as ponderações SP e PS apresentando desempenhos quase equivalentes, sendo
superiores à PP. A diferença de desempenho entre a ADAN e ADA1 foi mais pronunciada, com
ADA1 mostrando melhores resultados com a ponderação SP, embora ainda inferior à ADA2.

Em suma, a análise sugere que a combinação de ADA2 e ponderação SP é a mais recomen-
dada para a Configuração 1, especialmente para conjuntos de dados balanceados. Para classes
desbalanceadas, a ADA2 ainda se mantém como a melhor escolha, com uma leve preferência
por SP ou PS dependendo das especificidades do conjunto de dados.

4.1.1.2 Configuração 2

Os dados da Configuração 2 são provenientes de centros gerados por uma distribuição
normal, com variâncias distintas entre variáveis, mas iguais entre classes. Os parâmetros de
cada classe são:

• Classe 1: 𝜇𝑥 = 20, 𝜇𝑦 = 30, 𝜎2
𝑥 = 4 e 𝜎2

𝑦 = 100;

• Classe 2: 𝜇𝑥 = 25, 𝜇𝑦 = 65, 𝜎2
𝑥 = 4 e 𝜎2

𝑦 = 100;

• Classe 3: 𝜇𝑥 = 30, 𝜇𝑦 = 30, 𝜎2
𝑥 = 4 e 𝜎2

𝑦 = 100;

Os centros das classes balanceadas e desbalanceadas são apresentados nas Figuras 2a e
2b. Nesta configuração, as classes têm formato elipsoidal com volumes iguais, diferenciando-se
apenas pela posição no plano cartesiano, como ilustrado na Figura 2.

As Figuras 2c e 2d mostram os dados intervalares balanceados e desbalanceados após a
geração dos intervalos, conforme a Eq. 4.6. Esta configuração, com variâncias iguais entre
classes, permite inferir sobre a performance dos algoritmos a serem avaliados.

Os algoritmos foram testados com os dados intervalares da Configuração 2 utilizando
simulação de Monte Carlo. A Tabela 3 apresenta as médias e desvios padrão dos 50 IRA e
IMN calculados.

Após a aplicação do teste de Friedman, três situações para classes balanceadas apresenta-
ram valor-p maior que 𝛼 indicando que, para esses métodos, não há diferença estatística: (i)
IMN com KM, KMPS e KMPP, (ii) IRA com KMA, KMAPS e KMAPP, e (iii) IMN com KMA, KMAPS e
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Figura 2 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 2

(a) Centros da Configuração 2 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 2 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 2 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 2 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

Tabela 3 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da Configuração 2

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.5220 0.5489 0.5267 0.5500 0.5487 0.5505 0.4231 0.4548 0.4233 0.4565 0.3461 0.3789
± 0.1891 ± 0.1580 ± 0.1882 ± 0.1577 ± 0.1591 ± 0.1424 ± 0.1577 ± 0.1237 ± 0.1647 ± 0.1290 ± 0.0497 ± 0.0424

ADA1 0.8585 0.8585 0.8644 0.8373 0.9255 0.8880 0.4590 0.4590 0.4781 0.5054 0.4412 0.4871
± 0.1819 ± 0.1489 ± 0.1540 ± 0.1294 ± 0.0265 ± 0.0358 ± 0.1850 ± 0.1459 ± 0.1857 ± 0.1435 ± 0.1348 ± 0.0844

ADA2 0.8065 0.7860 0.8159 0.7948 0.8429 0.8170 0.4613 0.4906 0.4712 0.4939 0.4048 0.4428
± 0.2021 ± 0.1746 ± 0.1906 ± 0.1654 ± 0.1790 ± 0.1557 ± 0.1846 ± 0.1488 ± 0.1961 ± 0.1550 ± 0.0987 ± 0.0687

Fonte: Autor (2024)
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KMAPP. Em todos os outros testes estatísticos para a Configuração 2, a hipótese nula 𝐻0 foi
rejeitada. No Apêndice B, estão dispostos os testes de comparação múltipla obtidos por meio
do teste de Nemenyi.

Os resultados das classes balanceadas na Configuração 2 mostram que a ADA1 apresentou
os melhores desempenhos em termos de IRA e IMN, especialmente com o PP. Os valores
médios de IRA e IMN para ADA1 com PP foram significativamente mais altos que os demais
métodos, destacando-se como a combinação mais eficaz. A ADA2 também mostrou um bom
desempenho, embora ligeiramente inferior a ADA1, com uma leve vantagem para o PP em
ambas as métricas.

Para as classes desbalanceadas, a ADA1 novamente se destacou, especialmente com o
PP, apresentando os melhores valores médios de IRA e IMN. Entretanto, a diferença entre
ADA1 e ADA2 foi menor nesse cenário, com ADA2 mostrando desempenho competitivo,
especialmente com a ponderação SP. A ADAN teve um desempenho consistentemente inferior
em comparação com ADA1 e ADA2, com diferenças mais acentuadas no PP.

Em resumo, a análise para a Configuração 2 sugere que a combinação da ADA1 com o
PP é a mais recomendada, independentemente do balanceamento das classes. Esta combi-
nação mostrou-se superior nas métricas de avaliação tanto para classes balanceadas quanto
desbalanceadas. A ADA2, embora não tão eficaz quanto a ADA1, também apresentou bons
resultados, sendo uma opção viável especialmente para casos desbalanceados.

4.1.1.3 Configuração 3

A Configuração 3 possui centros gerados através de uma distribuição normal, caracterizando-
se por dados com variâncias iguais tanto a nível de variáveis quanto de classes. Os parâmetros
utilizados para gerar as classes desta configuração são:

• Classe 1: 𝜇𝑥 = 20, 𝜇𝑦 = 30, 𝜎2
𝑥 = 49 e 𝜎2

𝑦 = 49;

• Classe 2: 𝜇𝑥 = 25, 𝜇𝑦 = 65, 𝜎2
𝑥 = 49 e 𝜎2

𝑦 = 49;

• Classe 3: 𝜇𝑥 = 45, 𝜇𝑦 = 40, 𝜎2
𝑥 = 49 e 𝜎2

𝑦 = 49;

As Figuras 3a e 3b mostram os centros da Configuração 3 em suas versões balanceadas
e desbalanceadas, respectivamente. Para todas as classes desta configuração, os parâmetros
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𝜎2
𝑥 e 𝜎2

𝑦 são iguais, indicando que esta configuração é composta por três classes de formato
esférico e mesmo volume, conforme ilustrado na Figura 3.

Figura 3 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 3

(a) Centros da Configuração 3 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 3 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 3 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 3 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

Após o processo de geração dos intervalos por meio dos centros, conforme a Eq. 4.6, as
Figuras 3c e 3d apresentam os dados intervalares da Configuração 3. Este cenário é raro em
dados reais, pois raramente grupos possuem formato esférico e variâncias iguais a nível de
variável e de grupo.

Os algoritmos apresentados neste estudo foram testados com os dados intervalares da
Configuração 3 utilizando simulação de Monte Carlo. A Tabela 4 apresenta as médias e desvios
padrão dos 50 IRA e IMN calculados.

Após a aplicação do teste de Friedman, houve três situações com classes balanceados em
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Tabela 4 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da Configuração 3

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.8881 0.8610 0.8963 0.8610 0.9070 0.8682 0.6673 0.6576 0.6911 0.6754 0.4551 0.4912
± 0.0999 ± 0.0777 ± 0.0746 ± 0.0624 ± 0.0323 ± 0.0393 ± 0.1853 ± 0.1247 ± 0.1956 ± 0.1340 ± 0.1010 ± 0.0641

ADA1 0.8885 0.8885 0.8954 0.8605 0.9083 0.8698 0.5865 0.5865 0.6084 0.6133 0.4277 0.4871
± 0.1043 ± 0.0851 ± 0.0752 ± 0.0637 ± 0.0317 ± 0.0394 ± 0.1938 ± 0.1361 ± 0.2001 ± 0.1429 ± 0.0799 ± 0.0491

ADA2 0.8866 0.8544 0.8919 0.8573 0.9069 0.8686 0.5821 0.5980 0.6334 0.6278 0.3946 0.4717
± 0.1007 ± 0.0812 ± 0.0750 ± 0.0652 ± 0.0325 ± 0.0397 ± 0.1816 ± 0.1212 ± 0.1940 ± 0.1362 ± 0.0276 ± 0.0293

Fonte: Autor (2024)

que a hipótese nula 𝐻0 não foi rejeitada, indicando que não houve diferença estatística entre
os métodos: (i) IRA com KM, KMPS e KMPP, (ii) IMN com KM, KMPS e KMPP, (iii) IRA com
KMS, KMSPS e KMSPP, e (iv) IMN com KMS, KMSPS e KMSPP. Para os outros testes estatísticos, a
hipótese nula𝐻0 foi rejeitada, evidenciando diferença estatística entre os métodos. Os testes de
de comparação múltipla obtidos por meio do teste de Nemenyi são apresentados no Apêndice
B.

Na Configuração 3, para classes balanceadas, os resultados mostram que todas as distâncias
apresentaram desempenhos bastante próximos em termos de IRA e IMN. As ADAN, ADA1 e
ADA2, combinadas com qualquer tipo de ponderação, tiveram valores médios de IRA e IMN
elevados e semelhantes, indicando que qualquer uma dessas combinações pode ser eficaz. No
entanto, o PP com a ADA1 apresentou uma ligeira vantagem, especialmente em termos de
estabilidade dos resultados, apresentando desvio padrão menor.

Para classes desbalanceadas, os resultados mostram uma tendência similar, mas com de-
sempenho inferior em comparação com classes balanceadas. A ADAN com o PS teve o melhor
desempenho em termos de IRA, enquanto o SP com ADA1 e ADA2 apresentou um desempe-
nho competitivo. No entanto, as variações no desempenho foram maiores, conforme indicado
pelos desvios padrão mais altos, especialmente para a combinação ADA1-SP e ADA2-SP. Isso
sugere que a robustez dos algoritmos é mais desafiada em cenários desbalanceados.

Em resumo, a Configuração 3 evidencia que, para classes balanceadas, a combinação de
qualquer das distâncias com o PP é recomendada devido à alta consistência e desempenho.
Para classes desbalanceadas, a ADAN com o PS parece ser a escolha mais robusta, mas a
variabilidade nos resultados indica a necessidade de um cuidado maior na escolha do algoritmo
e ponderação. A análise sugere que, embora os algoritmos se comportem de forma semelhante
em cenários balanceados, os desbalanceados requerem uma avaliação mais detalhada para
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assegurar a eficácia.

4.1.1.4 Configuração 4

A principal característica da Configuração 4 é ter variâncias iguais entre as variáveis, mas
diferentes entre as classes. Assim como nas configurações anteriores, os centros são gerados
por meio de uma distribuição normal bivariada, com os seguintes parâmetros:

• Classe 1: 𝜇𝑥 = 20, 𝜇𝑦 = 30, 𝜎2
𝑥 = 49 e 𝜎2

𝑦 = 49;

• Classe 2: 𝜇𝑥 = 25, 𝜇𝑦 = 65, 𝜎2
𝑥 = 64 e 𝜎2

𝑦 = 64;

• Classe 3: 𝜇𝑥 = 45, 𝜇𝑦 = 40, 𝜎2
𝑥 = 81 e 𝜎2

𝑦 = 81;

Os centros da Configuração 4, em suas versões balanceada e desbalanceada, são mostrados
nas Figuras 4a e 4b, respectivamente. Como na configuração anterior, os parâmetros 𝜎2

𝑥 e
𝜎2

𝑦 são iguais entre as variáveis, resultando em configurações elipsoidais, mas com volumes
diferentes, conforme ilustrado na Figura 4, devido às variâncias distintas entre as classes.

As Figuras 4c e 4d mostram os dados intervalares após o processo de geração, conforme
a Eq. 4.6, nas versões balanceada e desbalanceada, respectivamente. Tal como na configura-
ção anterior, este cenário é raro em dados reais, mas será útil para discutir a qualidade do
agrupamento quando há variação nas variâncias a nível de variáveis e classes.

Os nove algoritmos apresentados neste estudo foram testados para esta configuração, e
os resultados da simulação de Monte Carlo podem ser vistos na Tabela 5, que apresenta os
valores médios e os desvios padrão do IRA e IMN.

Tabela 5 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da configuração 4

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.8324 0.7853 0.8275 0.7804 0.8367 0.7859 0.5322 0.5340 0.5462 0.5456 0.4023 0.4420
± 0.0405 ± 0.0445 ± 0.0440 ± 0.0479 ± 0.0401 ± 0.0439 ± 0.1289 ± 0.0787 ± 0.1542 ± 0.0947 ± 0.0799 ± 0.0484

ADA1 0.8321 0.8321 0.8285 0.7811 0.8253 0.7770 0.4795 0.4795 0.4784 0.4943 0.3606 0.4227
± 0.0406 ± 0.0447 ± 0.0466 ± 0.0497 ± 0.0883 ± 0.0772 ± 0.1938 ± 0.0899 ± 0.1486 ± 0.1000 ± 0.0604 ± 0.0349

ADA2 0.8279 0.7805 0.8259 0.7794 0.8326 0.7816 0.4699 0.4904 0.4923 0.5031 0.3328 0.4135
± 0.0402 ± 0.0434 ± 0.0477 ± 0.0496 ± 0.0401 ± 0.0440 ± 0.1157 ± 0.0756 ± 0.1458 ± 0.0967 ± 0.0373 ± 0.0325

Fonte: Autor (2024)

Após a análise estatística com o teste de Friedman, apenas o IRA com KM, KMPS e KMPP

com classes balanceadas apresentou valor-p abaixo de 𝛼. Para a versão desbalanceada, em
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Figura 4 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 4

(a) Centros da configuração 4 com classes balan-
ceadas

(b) Centros da configuração 4 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da configuração 4 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da configuração 4 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

todos os testes estatísticos, a hipótese nula 𝐻0 foi rejeitada, indicando diferenças estatísticas
entre os métodos. Os testes de comparação múltipla realizados por meio do teste de Nemenyi

são apresentados no Apêndice B.
Na Configuração 4, os resultados para classes balanceadas indicam que a ADAN com o

PP obteve os valores mais altos tanto para o IRA quanto para a IMN. Isso sugere que essa
combinação particular pode ser mais eficaz na formação de grupos em conjuntos de dados com
classes balanceadas. Além disso, todas as combinações de distância e ponderação apresentaram
desvios padrão relativamente baixos, indicando consistência nos resultados.

No entanto, para classes desbalanceadas, os resultados foram menos conclusivos. Em-
bora a ADAN com o PS ainda tenha se destacado em termos de IRA, outras combinações,
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como ADA1-PS e ADA2-PS, também demonstraram desempenho competitivo. No entanto,
os desvios padrão foram significativamente maiores em comparação com classes balanceadas,
sugerindo maior variabilidade nos resultados e destacando a sensibilidade dos algoritmos a
conjuntos de dados desbalanceados.

Em suma, a Configuração 4 destaca a importância da escolha adequada da distância e
ponderação, especialmente em conjuntos de dados desbalanceados. Enquanto a ADAN com
o PP mostra consistência e desempenho robusto, outras combinações também podem ser
eficazes, embora com maior variabilidade nos resultados. Isso destaca a necessidade de uma
avaliação cuidadosa das características dos dados ao selecionar algoritmos de agrupamento
para diferentes cenários.

4.1.2 Dados com Centros de Distribuição Assimétrica

Para os dados assimétricos, a geração dos centros é semelhante ao método utilizado para
os dados simétricos. Considere um ponto 𝑝𝑖, onde 𝑝𝑖 = (𝑝𝑥𝑖

, 𝑝𝑦𝑖
) com 𝑝𝑥𝑖

∼ Exp(𝜆𝑥) e
𝑝𝑦𝑖
∼ Exp(𝜆𝑦). Aqui, 𝜆𝑥 e 𝜆𝑦 são parâmetros de taxa que serão descritos nas configurações

assimétricas.
Após gerar os centros 𝑝𝑖, aplica-se o método descrito na Subseção 4.1.1, escolhendo 𝛾1 e

𝛾2 a partir do intervalo [𝑣, 𝑢], com 𝑢, 𝑣 ∈ R. Para gerar os dados intervalares nas configurações
assimétricas, os parâmetros são os mesmos das configurações anteriores, a saber: 𝛾1 ∼ 𝒰(1, 5)

e 𝛾2 ∼ 𝒰(1, 5). A geração foi realizada conforme a Eq. 4.7.

[︂
𝑝𝑥𝑖
− 𝛾1

2 , 𝑝𝑥𝑖
+ 𝛾1

2

]︂
,
[︂
𝑝𝑦𝑖
− 𝛾2

2 , 𝑝𝑦𝑖
+ 𝛾2

2

]︂
(4.7)

Importante notar que, após a geração dos centros, as classes 1 e 3 foram deslocadas
em todas as configurações assimétricas para evitar a sobreposição das três classes. Esse re-
alocamento é feito somando-se (ou subtraindo-se) um valor ao conjunto de dados após sua
geração. Para notações posteriores, dado 𝜆𝑗 = 𝜆 + 𝜔, 𝜆 é o parâmetro da distribuição e 𝜔 é
o deslocamento utilizado para evitar a sobreposição entre classes.
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4.1.2.1 Configuração 5

Esta configuração possui centros gerados a partir da distribuição exponencial. A caracte-
rística principal da Configuração 5 consiste em possuir variâncias diferentes entre as variáveis
e as classes. Os parâmetros para cada classe e seus respectivos deslocamentos estão dispostos
a seguir.

• Classe 1: 𝜆𝑥 = 0.5 + 3 e 𝜆𝑦 = 0.3 + 5

• Classe 2: 𝜆𝑥 = 0.7 e 𝜆𝑦 = 0.4

• Classe 3: 𝜆𝑥 = 0.6− 3 e 𝜆𝑦 = 0.2− 5

Os centros estão dispostos nas Figuras 5a e 5b para classes balanceadas e desbalanceadas,
respectivamente. Após o processo de geração de intervalo apresentado na Eq. 4.7, os dados
intervalares balanceados e desbalanceados para a Configuração 5 foram gerados e apresentados
nas Figuras 5c e 5d, conforme pode ser visto na Figura 5.

Os algoritmos foram avaliados nesta configuração com o auxílio da simulação de Monte
Carlo. Os resultados dos agrupamentos são apresentados na Tabela 6, que dispõe dos valores
médios e o desvio padrão das medidas de avaliação para cada algoritmo em suas versões
balanceada e desbalanceada.

Tabela 6 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da Configuração 5

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.4935 0.5048 0.4861 0.5007 0.5541 0.5565 0.2766 0.3324 0.2750 0.3353 0.2725 0.3017
± 0.1118 ± 0.1019 ± 0.1096 ± 0.0987 ± 0.1434 ± 0.1273 ± 0.0524 ± 0.0420 ± 0.0654 ± 0.0531 ± 0.0465 ± 0.0338

ADA1 0.5287 0.5287 0.5320 0.5472 0.5968 0.5982 0.3226 0.3226 0.3081 0.3622 0.2850 0.3311
± 0.1320 ± 0.1225 ± 0.1334 ± 0.1254 ± 0.1636 ± 0.1484 ± 0.0796 ± 0.0637 ± 0.0913 ± 0.0666 ± 0.0545 ± 0.0515

ADA2 0.5435 0.5591 0.5475 0.5646 0.5855 0.5869 0.3270 0.3877 0.3306 0.3901 0.2930 0.3503
± 0.1436 ± 0.1318 ± 0.1495 ± 0.1369 ± 0.1787 ± 0.1607 ± 0.0816 ± 0.0622 ± 0.1028 ± 0.0760 ± 0.0570 ± 0.0681

Fonte: Autor (2024)

Após a realização do teste de Friedman, por meio do valor-p, podemos destacar as seguintes
situações em que a hipótese nula 𝐻0 foi rejeitada: (i) o IRA das classes balanceadas para os
métodos KM, KMPS e KMPP; (ii) a IMN das classes balanceadas para os métodos KM, KMPS

e KMPP; (iii) a IMN das classes desbalanceadas para os métodos KM, KMPS e KMPP; (iv) o
IRA das classes desbalanceadas para os métodos KMS, KMSPS e KMSPP; (v) a IMN das classes
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Figura 5 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 5

(a) Centros da Configuração 5 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 5 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 5 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 5 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

desbalanceadas para os métodos KMS, KMSPS e KMSPP. No Apêndice B, são apresentados os
testes de comparação múltipla obtidos por meio do teste de Nemenyi.

Na Configuração 5, os resultados para classes balanceadas mostram que a ADA1 com
o PP obteve os valores mais altos tanto para o IRA e o IMN. Isso sugere que essa combi-
nação particular pode ser mais eficaz na formação de grupos em conjuntos de dados com
classes balanceadas. Além disso, o PS e o PP não apresentaram diferença significativa quando
combinado com a ADA2, diferentemente das combinações ADAN-PP e ADA1-PP.

No entanto, para classes desbalanceadas, embora a ADA2 com o PS ainda tenha se des-
tacado em termos de IRA, outras combinações, como ADA1-SP e ADA2-SP, também de-
monstraram desempenho competitivo. Contudo, os desvios padrão foram significativamente



53

menores em comparação com classes balanceadas, indicando menor variabilidade nos resulta-
dos e destacando a robustez dos algoritmos a conjuntos de dados desbalanceados.

Em resumo, na Configuração 5, para as classes balanceadas, o uso do PP proporciona um
leve aumento nos valores de IRA e IMN. Em contrapartida, para as classes desbalanceadas, o
PP apresenta o efeito contrário, fazendo com que, nesses casos, o uso do PS eleve levemente os
valores de IRA e IMN. No entanto, a maior variabilidade nos resultados para classes balanceadas
destaca a importância de uma análise cuidadosa e da escolha adequada de algoritmos de
agrupamento para diferentes cenários de dados.

4.1.2.2 Configuração 6

A Configuração 6 possui centros gerados a partir da distribuição exponencial, com variân-
cias diferentes entre variáveis, mas iguais entre as classes. Os parâmetros das classes e seus
deslocamentos são os seguintes:

• Classe 1: 𝜆𝑥 = 0.7 + 3 e 𝜆𝑦 = 0.5 + 5

• Classe 2: 𝜆𝑥 = 0.7 e 𝜆𝑦 = 0.5

• Classe 3: 𝜆𝑥 = 0.7− 3 e 𝜆𝑦 = 0.5− 5

Os centros dos dados para a Configuração 6, nas versões balanceada e desbalanceada, estão
nas Figuras 6a e 6b, respectivamente. Após o processo de geração de intervalo detalhado na
Eq. 4.7, os dados intervalares balanceados e desbalanceados são mostrados nas Figuras 6c e
6d.

Com os dados intervalares gerados, os algoritmos foram avaliados utilizando simulação de
Monte Carlo. A Tabela 7 apresenta a média e o desvio padrão do vetor de IRA e IMN para
esta configuração, considerando classes balanceadas e desbalanceadas.

As situações em que não houve diferença estatística, conforme o teste de Friedman, indicam
que a hipótese nula 𝐻0 não deve ser rejeitada. Essas situações são: (i) o IRA das classes
balanceadas para os métodos KMS, KMSPS e KMSPP; e (ii) o IRA das classes balanceadas para
os métodos KMA, KMAPS e KMAPP. Os resultados dos testes de comparação múltipla obtidos por
meio do teste de Nemenyi, estão dispostos no Apêndice B.

Na Configuração 6, os resultados para classes balanceadas revelam que o uso do PP
resulta em valores mais altos tanto para o IRA quanto para a IMN em comparação com
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Figura 6 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 6

(a) Centros da Configuração 6 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 6 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 6 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 6 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

Tabela 7 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da configuração 6

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.7597 0.7532 0.7590 0.7526 0.7926 0.7854 0.5502 0.5480 0.5782 0.5656 0.4587 0.4689
± 0.1033 ± 0.0842 ± 0.1059 ± 0.0869 ± 0.0330 ± 0.0273 ± 0.1467 ± 0.0764 ± 0.1607 ± 0.0929 ± 0.0968 ± 0.0284

ADA1 0.7688 0.7688 0.7637 0.7568 0.7840 0.7819 0.5659 0.5659 0.6180 0.5905 0.4572 0.4686
± 0.0896 ± 0.0741 ± 0.1082 ± 0.0894 ± 0.0694 ± 0.0582 ± 0.1426 ± 0.0753 ± 0.1445 ± 0.0874 ± 0.0937 ± 0.0250

ADA2 0.7657 0.7583 0.7563 0.7507 0.7868 0.7827 0.5367 0.5498 0.5649 0.5685 0.4635 0.4774
± 0.0896 ± 0.0749 ± 0.1083 ± 0.0908 ± 0.0736 ± 0.0651 ± 0.1315 ± 0.0609 ± 0.1440 ± 0.0800 ± 0.0852 ± 0.0316

Fonte: Autor (2024)
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outras combinações de distância e peso. Esse padrão sugere que o PP pode ser mais eficaz na
formação de grupos em conjuntos de dados com classes balanceadas. Além disso, os desvios
padrão associados a esses valores são relativamente baixos, indicando uma consistência nos
resultados.

Para classes desbalanceadas, observamos que, a tendência geral ainda mostra que o uso
do PS tende a fornecer os maiores valores médios para IRA quanto para a IMN. Isso sugere
que, mesmo em conjuntos de dados desbalanceados, o PS pode ser uma estratégia eficaz para
o agrupamento neste cenário.

Em síntese, os resultados da Configuração 6 evidenciam a relevância do peso do cluster na
performance do agrupamento. A utilização do PP mostra como uma escolha sólida, especial-
mente para classes balanceadas, enquanto o uso do PS se destaca em cenários desbalancea-
dos, proporcionando consistência nos resultados e potencialmente aprimorando a qualidade do
agrupamento. No entanto, a sensibilidade aos desbalanceamento nos dados permanece uma
consideração crucial ao interpretar os desempenhos obtidos no agrupamento.

4.1.2.3 Configuração 7

A Configuração 7 possui centros gerados através da distribuição exponencial, com vari-
âncias iguais entre variáveis e classes. Os parâmetros das distribuições que geram os centros
dessa configuração são os seguintes:

• Classe 1: 𝜆𝑥 = 0.5 + 3 e 𝜆𝑦 = 0.5 + 5

• Classe 2: 𝜆𝑥 = 0.5 e 𝜆𝑦 = 0.5

• Classe 3: 𝜆𝑥 = 0.5− 3 e 𝜆𝑦 = 0.5− 5

Os centros gerados podem ser vistos nas Figuras 7a e 7b para classes balanceadas e
desbalanceadas, respectivamente. Após o processo descrito na Eq. 4.7 para gerar os dados
intervalares, estes estão apresentados nas Figuras 7c e 7d, conforme mostrado na Figura 7.

Os algoritmos foram avaliados através da simulação de Monte Carlo. A Tabela 8 apresenta
a média e o desvio padrão dos índices de avaliação desses experimentos, tanto para classes
balanceadas quanto para classes desbalanceadas.

O teste de Friedman indicou que a hipótese nula 𝐻0 não foi rejeitada para o IRA das
classes balanceadas entre os métodos KM, KMPS e KMPP. Para as demais situações, a hipótese
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Figura 7 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 7

(a) Centros da Configuração 7 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 7 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 7 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 7 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

Tabela 8 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da Configuração 7

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.7256 0.7243 0.7333 0.7317 0.7544 0.7539 0.5401 0.5294 0.5811 0.5593 0.4277 0.4444
± 0.1115 ± 0.0962 ± 0.0927 ± 0.0774 ± 0.0676 ± 0.0580 ± 0.1377 ± 0.0762 ± 0.1429 ± 0.0872 ± 0.0811 ± 0.0228

ADA1 0.7156 0.7156 0.7266 0.7252 0.7457 0.7446 0.5553 0.5553 0.5701 0.5487 0.4215 0.4406
± 0.1244 ± 0.1084 ± 0.1009 ± 0.0885 ± 0.0921 ± 0.0797 ± 0.1262 ± 0.0762 ± 0.1261 ± 0.0728 ± 0.0719 ± 0.0293

ADA2 0.7259 0.7243 0.7236 0.7234 0.7514 0.7488 0.5332 0.5295 0.5539 0.5490 0.4353 0.4535
± 0.1008 ± 0.0881 ± 0.0996 ± 0.0861 ± 0.0708 ± 0.0611 ± 0.1277 ± 0.0601 ± 0.1457 ± 0.0806 ± 0.0677 ± 0.0354

Fonte: Autor (2024)
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nula 𝐻0 foi rejeitada, evidenciando diferença estatística entre os métodos. No Apêndice B,
são apresentados os testes de comparação múltipla realizados por meio do teste de Nemenyi.

Na Configuração 7, os resultados para classes balanceadas mostram que o uso do PP e
PS demonstraram consistentemente valores mais altos de IRA e IMN em comparação com o
SP. Essa tendência segue quando usado as ADAN, ADA1 e ADA2. A consideração do peso do
cluster pode contribuir significativamente para a qualidade dos grupos formados neste cenário.

No caso das classes desbalanceadas, observa-se uma tendência semelhante com o PS, e
uma piora da ponderação PP em relação ao SP. Isso sugere que a consideração do PS pode
ser especialmente benéfica para conjuntos de dados desbalanceados, ajudando a melhorar a
qualidade dos grupos formados.

Portanto, na Configuração 7, tanto a ADAN quanto as ADA1 e ADA2 mostram-se ade-
quadas para a tarefa de agrupamento, tanto para conjuntos de dados balanceados quanto
desbalanceados. Esse resultado indica que, embora o PP possa ser eficaz para conjuntos de
dados balanceados, pode não ser a melhor escolha para dados desbalanceados.

4.1.2.4 Configuração 8

A Configuração 8 possui centros gerados a partir da distribuição exponencial. A carac-
terística dessa configuração consiste em ter variâncias iguais entre variáveis e classes. Os
parâmetros para cada classe e seus respectivos deslocamentos são:

• Classe 1: 𝜆𝑥 = 0.5 + 3 e 𝜆𝑦 = 0.5 + 5

• Classe 2: 𝜆𝑥 = 0.7− 3 e 𝜆𝑦 = 0.7 + 5

• Classe 3: 𝜆𝑥 = 0.6− 3 e 𝜆𝑦 = 0.6− 5

Os centros dos dados intervalares estão mostrados nas Figuras 8a e 8b para classes balan-
ceadas e desbalanceadas, respectivamente. Após o processo de geração de intervalos descrito
na Eq. 4.7, os dados intervalares balanceados e desbalanceados para esta configuração foram
gerados e estão apresentados nas Figuras 8c e 8d, conforme mostrado na Figura 8.

Os algoritmos foram avaliados utilizando simulação de Monte Carlo, e os resultados dos
agrupamentos são apresentados na Tabela 9, mostrando os valores médios e o desvio padrão
das medidas de avaliação para cada algoritmo em suas versões balanceada e desbalanceada.
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Figura 8 – Centros e Dados Intervalares da Configuração 8

(a) Centros da Configuração 8 com classes ba-
lanceadas

(b) Centros da Configuração 8 com classes des-
balanceadas

(c) Dados intervalares da Configuração 8 com
classes balanceadas

(d) Dados intervalares da Configuração 8 com
classes desbalanceadas

Fonte: Autor (2024)

Tabela 9 – Média e desvio padrão dos vetores de IRA e IMN da Configuração 8

classes balanceadas classes desbalanceadas

SP PS PP SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.6824 0.6811 0.6759 0.6764 0.8126 0.7833 0.4714 0.4880 0.4782 0.4923 0.3944 0.4387
± 0.1986 ± 0.1512 ± 0.2023 ± 0.1541 ± 0.1056 ± 0.0917 ± 0.1488 ± 0.0710 ± 0.1580 ± 0.0815 ± 0.1023 ± 0.0394

ADA1 0.6730 0.6730 0.6706 0.6712 0.7430 0.7331 0.4761 0.4761 0.4803 0.4917 0.3642 0.4235
± 0.2053 ± 0.1580 ± 0.2052 ± 0.1582 ± 0.1872 ± 0.1435 ± 0.1565 ± 0.0833 ± 0.1567 ± 0.0850 ± 0.0768 ± 0.0327

ADA2 0.6831 0.6757 0.6743 0.6679 0.7724 0.7489 0.4555 0.4706 0.4079 0.4464 0.4122 0.4420
± 0.1638 ± 0.1300 ± 0.1540 ± 0.1234 ± 0.1547 ± 0.1313 ± 0.1106 ± 0.0480 ± 0.1150 ± 0.0614 ± 0.1097 ± 0.0414

Fonte: Autor (2024)
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A análise estatística por meio do teste de Friedman mostrou que a hipótese nula 𝐻0 não foi
rejeitada para o IRA das classes desbalanceadas entre os métodos KMA, KMAPS e KMAPP. Para as
outras situações, houve rejeição da hipótese nula 𝐻0, evidenciando diferença estatística entre
os métodos. Os testes de comparação múltipla, realizados por meio do teste de Nemenyi, estão
apresentados no Apêndice B.

Na Configuração 8, os resultados para classes balanceadas indicam que as ADAN, ADA1
e ADA2 apresentam desempenho semelhante em relação ao IRA e à IMN quando comparadas
com as abordagens SP e PS. Os valores médios de IRA e IMN são superiores para essas três
distâncias quando utilizado o PP, sugerindo que a combinação das distâncias com este peso
é superior às abordagens SP e PS.

Já para as classes desbalanceadas, observa-se uma tendência semelhante, com os métodos
ADAN e ADA1 apresentando resultados comparáveis às abordagens SP e PS, mas com uma
queda de desempenho ao utilizar o ponderamento PP. No caso da ADA2, a inserção dos pesos
PS e PP apresentou piores resultados, tanto para os valores de IRA quanto para a IMN.

Assim, na Configuração 8, tanto a ADAN quanto as distâncias ADA1 e ADA2 utilizando o
PP mostram-se adequadas para a tarefa de agrupamento para as classes balanceadas. Diferen-
temente dos dados desbalanceados, em que o uso do PP provoca uma queda de desempenho,
mostram-se melhores resultados com o uso do PS. Isso sugere que a ponderação PP pode ser
menos adequada para lidar com desbalanceamento nesta configuração.

Na Tabela 10, pode-se ver um resumo de todos os algoritmos e configurações sintéticas.
O asterisco * indica qual método obteve o melhor desempenho, definido pela distância e
comparado ao SP, ao PS e ao PP. De acordo com a Tabela 1, é possível rever a nomenclatura
dos algoritmos para melhor entendimento destes resultados.

Há fortes evidências de que, para configurações balanceadas, a ADA2 juntamente com o
PP é o mais indicado, pois fornece as melhores métricas de acordo com os experimentos. Para
configurações desbalanceadas, as evidências indicam que a ADA1 se destaca juntamente com
o PS, apresentando os melhores resultados.

Cabe destacar também que, em grande parte dos casos, a inserção do PP para configura-
ções desbalanceadas, independentemente da distância utilizada, causa uma queda nas medidas
de avaliação do agrupamento, não sendo recomendado para uso. Por outro lado, em grande
parte das configurações, as distâncias combinadas SP e PS mostram resultados aproximados,
com destaque, como mencionado, para o uso do PS.
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Tabela 10 – Síntese dos Resultados do Agrupamento para os Dados Sintéticos

configurações balanceadas configurações desbalanceadas

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

KM *
KMPS * * * * * * * *
KMPP * * * * * * *

KMS * * * *
KMSPS * * * * *
KMSPP * * * * * * *

KMA * *
KMAPS * * * * * * *
KMAPP * * * * * * *

Fonte: Autor (2024)



61

5 EXPERIMENTOS COM DADOS INTERVALARES REAIS

A avaliação experimental dos algoritmos apresentados neste estudo foi ampliada para incluir
conjuntos de dados reais. Os métodos de agrupamento por nuvens dinâmicas foram aplicados
a esses dados com apenas uma repetição, até a convergência para um valor estacionário do
critério 𝐽 . Em seguida, as medidas de avaliação IRA e IMN foram calculadas e apresentadas
nas tabelas ao longo do texto.

Foram utilizados nove conjuntos de dados reais: cogumelos do gênero Amanita (AMA),
Carros (CAR), Clima da Europa Ocidental (CEO), Climas mistos (CLM), Fases de Gesto
(GES), Peixes (PEI), Reconhecimento de atividade Humana por Dados de Aceleração (ACE),
Sementes (SEM) e Temperatura (TEM).

Tabela 11 – Informações dos Conjuntos de Dados Reais

Conjunto de dados 𝑛 𝑝 𝐾 B/D

AMA 23 3 3 D
CAR 33 8 4 D
CEO 324 4 2 D
CLM 280 4 3 D
GES 200 9 5 B
PEI 12 13 4 D
ACE 60 3 4 B
SEM 45 2 3 B
TEM 37 12 4 D

Fonte: Autor (2024)

A Tabela 11 trás detalhadamente informações relacionadas aos conjuntos de dados, como:
número de observações, número de variáveis intervalares, números de grupos em que as ob-
servações estão divididas, bem como se os conjunto de dado é balanceado ou desbalanceado.
Nas seções seguintes pode ser visto com mais detalhe sobre os conjuntos de dados, bem como
os resultados dos experimentos.

5.1 CONJUNTO AMANITA

O conjunto de dados Amanita (DESJARDIN; WOOD; STEVENS, 2015) contém informações
extraídas do Índice de Espécies de Fungos da Califórnia de espécies de cogumelos que compõem
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o gênero Amanita. As informações contidas são: o diâmetro do píleo, o comprimento e a
espessura da estipe, totalizando três variáveis intervalares. A título de curiosidade, o píleo é
conhecido como o chapéu do cogumelo e a estipe seria o caule do cogumelo.

A rotulação a priori destes dados estão relacionados com sua comestibilidade com 1, 2 e
3 para as espécies desconhecidas, comestíveis e não comestíveis, respectivamente. A Tabela
12 apresenta as métricas obtidas por meio dos algoritmos apressentados neste estudo.

Tabela 12 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Amanita

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA -0.0028 0.1230 0.0434 0.1603 -0.0110 0.0790
ADA1 0.1441 0.2368 0.0612 0.1685 0.1284 0.2752
ADA2 0.0612 0.1685 0.0612 0.1685 0.2258 0.3351

Fonte: Autor (2024)

Os resultados da tabela revelam que, para o conjunto de dados Amanita, o uso do PS
resultou em um desempenho superior em comparação com o método SP e PP. Isso sugere
que, para este conjunto de dados específico, a inserção de peso do cluster resultou em melhorias
significativas no desempenho dos algoritmos de nuvens dinâmicas em relação ao método SP.

5.2 CONJUNTO CARROS

O conjunto de dados Carros (DIDAY; NOIRHOMME-FRAITURE, 2008) apresenta 33 observa-
ções que listam modelos de carros com 8 variáveis simbólicas intervalares, 2 variáveis cate-
góricas e uma variável nominal. Para estes experimentos serão considerados apenas as variá-
veis simbólicas intervalares, que são: Preço, Cilindrada, Velocidade Máxima, Aceleração,
Distância entre os Eixos, Comprimento, Largura e Altura.

Para a rotulação a priori a variável nominal Categoria foi utilizada. Com isto, cada
observação foi rotulada como Utilitário, Bernila, Luxuoso e Esportivo. A Tabela 13 mostra os
valores obtidos para o IRA e a IMN.

Os resultados para o conjunto de dados Carro mostram que os métodos de nuvens dinâmi-
cas tiveram um desempenho consistente em termos de IRA e IMN. As medidas de avaliação
foram semelhantes entre o SP e PS para todas as configurações de distância. No entanto,
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Tabela 13 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Carro

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.3921 0.5086 0.3921 0.5086 0.3782 0.4718
ADA1 0.6142 0.7173 0.6142 0.7173 0.4815 0.6105
ADA2 0.6142 0.7173 0.6142 0.7173 0.6333 0.6974

Fonte: Autor (2024)

para a ADA2, o PP teve um desempenho ligeiramente superior, sugerindo que a inserção do
PP pode levar a resultados melhores para esse conjunto.
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5.3 CONJUNTO CLIMA EUROPA OCIDENTAL

O conjunto Clima Europa Ocidental (FILHO; SOUZA, 2013) é composto por 324 observações
do clima de cidade em vários países. O conjunto possui 16 variáveis simbólicas intervalares
que são as temperaturas mínimas e máximas ao longo dos 12 meses do ano, juntamente com
os mínimos e máximos de precipitação das 4 estações do ano. A rotulação a priori é separada
em climas mediterrâneo e oceânico. Na Tabela 14 é possível verificar os valores obtidos para
o IRA e a IMN.

Tabela 14 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Clima Europa Ocidental

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.7430 0.6152 0.7326 0.6036 0.7026 0.6079
ADA1 0.7538 0.6279 0.7538 0.6279 0.7018 0.5803
ADA2 0.7531 0.6227 0.7531 0.6227 0.6518 0.5664

Fonte: Autor (2024)

Os resultados para o conjunto de dados Clima Europa Ocidental apontam uma tendência
consistente no desempenho dos métodos de nuvens dinâmicas em diferentes configurações de
distância. Em geral, o PS e o PP em comparação SP apresentam resultados semelhantes em
termos de IRA e IMN. No entanto, para todas as configurações de distância, o método PP
tende a ter valores ligeiramente inferiores em comparação com SP e PS. Essa discrepância
sugere que, para o conjunto de dados Clima Europa Ocidental, a adição de PP pode não
fornecer benefícios significativos em relação às distancias SP ou com o PS.

5.4 CONJUNTO CLIMA MISTOS

O conjunto Clima Mistos (FILHO; SOUZA, 2013) assim como o conjunto anterior possui
observações do clima de cidade em alguns países. Possuindo 280 observações e as mesmas
16 variáveis do conjunto de dados clima europa ocidental, este conjunto de dados possui suas
rotulações a priori em 3 climas: savana, equatorial e sub-ártico. Através da Tabela 15 podemos
verificar os valores obtidos para os índices de avaliação após a aplicação dos métodos de nuvens
dinâmicas.
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Tabela 15 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Clima Mistos

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.4012 0.5039 0.3804 0.4592 0.4150 0.5242
ADA1 0.3993 0.5029 0.3917 0.4740 0.4133 0.5232
ADA2 0.3949 0.4951 0.3809 0.4640 0.4162 0.5278

Fonte: Autor (2024)

Para o conjunto de dados Clima Mistos, os resultados revelam padrões semelhantes aos
observados em conjuntos anteriores. Os métodos de nuvens dinâmicas, tanto com o PS e o
PP, quanto SP, mostram desempenhos comparáveis em termos IRA e IMN. No entanto, o
PP teve um desempenho ligeiramente superior em comparação SP e o PS. Isso sugere que,
para o conjunto de dados Clima Mistos, a inserção do PP pode melhorar a qualidade dos
agrupamentos em comparação com outros métodos.

5.5 CONJUNTO FASE DE GESTOS

O conjunto de dados de fase de gestos (MADEO; LIMA; PERES, 2013) foi obtido por fases
(escanso; brusco; retração; preparação; e, no aguardo) extaídas de vídeos em que as pessoas
gesticulam. Após o pré-processamento de dados para redução e geração de dados simbólicos
intervalares foram selecionadas as variáveis para o conjunto de dados.

Para a representação das fases as 9 variáveis foram: posição da mão esquerda em x (lhx);
posição da mão esquerda em y (lhy); posição da mão esquerda em z (lhz); posição da mão
direita em x (rhx); posição da mão direita em y (rhy); posição da mão direita em z (rhz);
posição da cabeça em x (hx); posição da cabeça em y (hy); e, posição da cabeça em z (hz).

Este conjunto de dados está rotulado a priori de acordo com as 5 fases extraídas dos
vídeos. A Tabela 16 apresenta os valores do IRA e da IMN para o conjunto de fases de gestos.

Os resultados para o conjunto de dados Fase de Gestos revelam que os métodos de nu-
vens dinâmicas com o PS e PP em comparação com algoritmos SP demonstram desempenhos
relativamente similares em termos de IRA e IMN. No entanto, uma tendência interessante é
observada na configuração ADAN, onde métodos SP e com o PS apresentam resultados idên-
ticos para ambas as métricas, enquanto o método PP registra valores ligeiramente inferiores.
Essa discrepância sugere que, para o conjunto de dados Fase de Gestos, o uso de PP pode
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Tabela 16 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Fase de Gestos

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.0295 0.0663 0.0295 0.0663 0.0221 0.0582
ADA1 0.0263 0.0649 0.0263 0.0649 0.0257 0.0640
ADA2 0.0248 0.0591 0.0169 0.0581 0.0347 0.0850

Fonte: Autor (2024)

não ser tão eficaz quanto outras abordagens de atribuição de peso, como o PS.
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5.6 CONJUNTO PEIXES

O conjunto de dados simbólicos intervalares Peixes provém de estudos ecotoxicológicos que
foi descoberto altos níveis de contaminação de mercúrio em algumas regiões devido ao con-
sumo de peixe de água doce contaminado (BOUDOU; RIBEYRE, 1997). Para compreender tais
fenômenos, pesquisadores do Laboratoire d’Ecophysiologie et d’Ecotoxicologie des Systèmes

Aquatiques (LEESA) coletaram informações para compor este conjunto de dados.
Possuindo 12 observações compreendidas por espécies de peixes e descritos por 13 variáveis

simbólicas intervalares, tais como: Comprimento, Peso, Músculo, Intestino, Estômago, Guelras,
Fígado, Rins, Fígado/Músculo, Rins/Músculo, Guelras/Músculo, Intestino/Músculo, Estôma-
go/Músculo e uma variável categórica Dieta, este conjunto de dado possui sua rotulação a

priori dada por meio desta variável categórica. Com isso, estas espécies estão classificadas em
4 classes, que são carnívoros, detritívoros, omnívoros e herbívoros.

Na Tabela 17 podemos verificar os valores obtidos para o IRA e a IMN após a aplicação
dos métodos de nuvens dinâmicas descritos neste estudo.

Tabela 17 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Peixes

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.2087 0.5746 0.2087 0.5746 -0.0161 0.3760
ADA1 0.4880 0.7239 0.4880 0.7239 0.3018 0.6068
ADA2 0.4880 0.7239 0.2490 0.5825 0.2747 0.5984

Fonte: Autor (2024)

Os resultados dos experimentos indicam que a utilização do PS e PP não melhorou a
qualidade das medidas de avaliação em comparação com os métodos SP. Em particular,
a adição do PS manteve as mesmas avaliações que SP para a ADAN e ADA1, mas piorou
significativamente para ADA2. Já o PP mostrou um impacto negativo nas avaliações em todos
os casos analisados, com reduções mais acentuadas nos valores de IRA e IMN. Portanto, com
base nos dados apresentados, o uso do peso do cluster não proporcionou melhorias e, em
alguns casos, degradou a qualidade do agrupamento.
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5.7 CONJUNTO DADOS DE ACELERAÇÃO

Para conjunto de Reconhecimento de Atividade Humana por Dados de Aceleração (CASALE;

PUJOL; RADEVA, 2011) foram coletados dados por meio de um acelerômetro posto no tórax dos
participantes. Após isto houve a identificação de padrões de locomoção de participantes que
realizaram algumas atividades em que para cada participante e atividade os valores mínimos e
máximos de aceleração foram determinados, formando assim os dados intervalares.

Na observação de duração de cada atividade é obtida uma sequência de valores relativos às
acelerações nos eixos x, y e z, que determinam as variáveis do conjunto. Aos 60 indivíduos, para
os dados a priori foram atribuidos os seguintes rótulos: parado; andando; andando e falando
com alguém; e, parado e falando com alguém. A Tabela 18 apresenta as métricas obtidas por
meio dos algoritmos apresentados neste estudo.

Tabela 18 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Aceleração

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.1003 0.2098 0.1058 0.2150 0.1236 0.2093
ADA1 0.0993 0.2086 0.0993 0.2086 0.1238 0.2058
ADA2 0.0838 0.1747 0.0838 0.1747 0.1004 0.1902

Fonte: Autor (2024)

Para o conjunto de dados Aceleração, tanto algoritmos SP quanto com o PS e PP têm
resultados semelhantes em todas as configurações de distância, sugerindo que o peso do clus-

ter pode não ser crucial para melhorar a precisão dos agrupamentos neste conjunto de dados.
No entanto, o PP tende a ter resultados ligeiramente melhores do que PS em algumas confi-
gurações, especialmente em ADAN. Isso sugere que, para este conjunto de dados específico,
o uso do PP pode levar a resultados ligeiramente superiores em comparação com o PS.

5.8 CONJUNTO SEMENTES

O conjunto Sementes (LICHMAN, 2013) provém de dados pontuais das propriedades mé-
tricas dos grãos pertecentes a três diferentes variedades de trigo, que são Kama, Rosa e
Canadian. As informações disponíveis são: área; perímetro; compacticidade; comprimento do
trigo; largura do trigo; coeficiente de assimetria; e, tamanho do encaixe do trigo.
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Para a construção dos dados intervalares foram escolhidas as variáveis comprimento e
largura do trigo e realizado um pré-processamento dos dados (SOUZA, 2016) em que o conjunto
resultante há 45 observações divididas em 3 classes a priori, que são Kama, Rosa e Canadian.
A Tabela 19 mostra os valores obtidos para o IRA e a IMN após a aplicação dos métodos de
nuvens dinâmicas.

Tabela 19 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Sementes

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.4045 0.5255 0.6016 0.6551 0.5631 0.5941
ADA1 0.4045 0.5255 0.4045 0.5255 0.5631 0.5941
ADA2 0.5624 0.6305 0.6016 0.6551 0.5631 0.5941

Fonte: Autor (2024)

Os resultados para o conjunto de dados Sementes mostram que o uso do PS e PP teve
um impacto positivo na maioria dos casos analisados, em comparação com os métodos SP.
Com a ADAN, tanto o PS quanto o PP resultaram em melhorias significativas nas medidas de
avaliação. Para a ADA1, o uso do PP também apresentou melhorias em ambas as métricas,
enquanto o PS não teve impacto. No caso da ADA2, o PS melhorou ambas as métricas,
enquanto o PP melhorou o IRA, mas teve uma pequena queda no IMN. Portanto, os PS e PP
mostraram uma tendência geral de melhorar a qualidade do agrupamento para o conjunto de
dados Sementes, especialmente com a ADAN e ADA2.

5.9 CONJUNTO TEMPERATURA

O conjunto de dados Temperatura das Cidades (GURU; KIRANAGI; NAGABHUSHAN, 2004)
mostra os mínimos e máximos das temperaturas de 37 cidades em que a classificação a priori

foi dada por um grupo de pesquisadores por meio de 4 classes. A Tabela 20 apresenta o IRA
e o IMN, ambas obtidas por meio dos resultados dos métodos de agupamento por nuvens
dinâmicas apresentados neste estudo.

Os resultados para o conjunto de dados Temperatura indicam que a utilização do peso do
cluster teve um impacto variado dependendo do tipo de ponderação e da distância utilizada.
Para a ADAN, o uso do PP melhorou significativamente ambas as medidas de avaliação
em comparação com o uso SP. No entanto, o PS não teve nenhum impacto, mantendo os
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Tabela 20 – Resultados do IRA e a IMN para o conjunto Temperatura

SP PS PP

IRA IMN IRA IMN IRA IMN

FIXA 0.4001 0.4635 0.4001 0.4635 0.4665 0.5305
ADA1 0.4635 0.5293 0.4635 0.5293 0.4635 0.5293
ADA2 0.4001 0.4635 0.4001 0.4635 0.4635 0.5293

Fonte: Autor (2024)

mesmos valores das métricas observadas no cenário SP. Para as distâncias ADA1 e ADA2, o
uso do PS não apresentou melhoria significativa, mantiveram os mesmos valores observados
no cenário SP, apenas o uso PP em ADA2 resultou em aumento das medidas de avaliação.
Em resumo, o PP demonstrou um benefício específico na ADAN, enquanto os outros cenários
não apresentaram mudanças significativas com a aplicação de pesos.

Na Tabela 21, para os dados reais balanceados, assim como nos sintéticos o peso do cluster

ponderado por meio do produtório mostra um desempenho satisfatório, como no conjunto ACE

em que os três melhores índices são por meio desta ponderação. Para os dados desbalaçeados a
ponderação por meio do somatório mostra-se como destaque para alcance de melhores índices
de agrupamento.

Tabela 21 – Síntese dos Resultados do Agrupamento para os Dados Reais

balanceados desbalanceados

GES ACE SEM AMA CAR CEO CLM PEI TEM

KM *
KMPS * * * * *
KMPP * * *

KMS *
KMSPS * * * * *
KMSPP * * *

KMA *
KMAPS * *
KMAPP * * * * * *

Fonte: Autor (2024)

Por meio dos experimentos é possíveel inferir que o peso do cluster indica melhora na
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inicialização de dados reais, e como mostrado nas tabelas anteriores, casos em que as ponde-
rações não são superiores aos métodos já existentes na literatura, não causa uma queda. Estas
observações evidenciam que os métodos aqui apresentados são satisfatórios em praticamente
todos os casos.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste estudo, foram propostos novos métodos de nuvens dinâmicas com o peso do cluster

para dados simbólicos intervalares, utilizando a distância City-Block. Este peso é calculado
iterativamente durante as etapas do agrupamento. O peso do cluster é calculado por meio
da ponderação do somatório e do produtório. O peso do cluster ponderado pelo somatório é
diretamente proporcional à sua dispersão intra-cluster, enquanto o peso do cluster ponderado
pelo produtório é inversamente proporcional à sua dispersão intra-cluster.

Os métodos propostos e desenvolvidos neste estudo, baseados em extensões da literatura,
evidenciaram que o uso deste peso minimiza problemas recorrentes de agrupamento, como
mínimos locais pobres e inicialização ruim. Essas evidências foram verificadas através de testes
com dados sintéticos balanceados, desbalanceados e dados reais, comparando os resultados
com métodos existentes na literatura e os novos métodos propostos.

Como sugestão para trabalhos futuros, os métodos aqui apresentados podem ser estendidos
com a utilização da distância Euclidiana ou Hausdorff, que estão entre as mais comuns na
literatura. Há também a possibilidade de estender esses métodos utilizando a abordagem
difusa.

Por fim, as principais contribuições deste estudo foram propor métodos para minimizar
problemas recorrentes de agrupamento, a extensão e desenvolvimento de novos métodos para
dados simbólicos intervalares considerando a ponderação por grupo, e comprovar a eficácia
dessa ponderação através de experimentos.
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APÊNDICE A – PROPOSIÇÕES

Proposição A.1. Seja 𝐺 fixo, 𝜆 é um mínimo local estrito de 𝐽(𝜆) se e somente se 𝜆 for

calculado por meio da Eq. 3.1.

Prova. Aplicamos a técnica dos multiplicadores de Lagrange, semelhante à Oskouei, Balafar
e Motamed (2021), para resolver o seguinte problema de minimização com restrição (ver Eq.
A.1):

ℒ(𝜆, 𝜓) =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝜆𝑡

𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)− 𝜓
(︃

𝐾∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 − 1
)︃
, (A.1)

onde 𝜓 é o multiplicador de Lagrange associado à restrição ∑︀𝐾
𝑘=1 𝜆𝑘 = 1, e 𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘) é uma

métrica de distância entre x𝑖 e g𝑘.
Ao definir o gradiente ∇ℒ(𝜆, 𝜓) = 0 em respeito a 𝜓 e 𝜆𝑘, obtemos as Eqs. A.2 e A.3.

𝜕ℒ
𝜕𝜓

= −
(︃

𝐾∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 − 1
)︃

= 0, (A.2)

𝜕ℒ
𝜕𝜆𝑘

= 𝑡𝜆𝑡−1
𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)− 𝜓 = 0, (A.3)

Por meio da Eq. A.2 é dada a condição de restrição, em que a soma dos pesos 𝜆𝑘 devem
ser igual a 1.

𝐾∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1. (A.4)

A Eq. A.3 implica na Eq. A.5

𝜓 = 𝑡𝜆𝑡−1
𝑘

∑︁
𝑖∈𝐶𝑘

𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘). (A.5)

Da Eq. A.5, obtemos a Eq. A.6

𝜆𝑘 =
(︃

𝜓

𝑡
∑︀

𝑖∈𝐶𝑘
𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)

)︃ 1
𝑡−1

(A.6)

Substituindo a Eq. A.6 na Eq. A.4, temos a Eq. A.7.

𝐾∑︁
𝑘=1

(︃
𝜓

𝑡
∑︀

𝑖∈𝐶𝑘
𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)

)︃ 1
𝑡−1

= 1. (A.7)

Por meio da Eq. A.7, obtemos a Eq. A.8.
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𝜓 = 𝑡[︃∑︀𝐾
𝑘=1

(︂
1∑︀

𝑖∈𝐶𝑘
𝑑𝜑(x𝑖,g𝑘)

)︂ 1
𝑡−1
]︃𝑡−1 . (A.8)

Substituindo a Eq. A.8 na Eq. A.6 obtemos a Eq. 3.1. Isto completa a prova.

Proposição A.2. Seja G fixo, 𝜆 é um mínimo local estrito de 𝐽(𝜆) se e somente se 𝜆 for

calculado por meio da Eq. 3.3.

Prova. A prova da Proposição A.2 é o mesmo que a prova da Proposição A.1.
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APÊNDICE B – VALOR-P DO TESTE DE NEMENYI
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Tabela 22 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 1

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7030 -
KMPP 0.0065 0.0003

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.0033 -
KMSPP 0.9347 0.0104

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.0190 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.3952 -
KMPP 0.3153 0.0164

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IMN utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.0089 -
KMSPP 0.9347 0.0253

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IMN utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.0104 -
KMAPP 0.0000 0.0023

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.6403 -
KMPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.8201 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(h) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.6403 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(i) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9156 -
KMPP 0.0000 0.0000

(j) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9516 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(k) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.8713 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(l) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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Tabela 23 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 2

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7030 -
KMPP 0.1122 0.0141

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
balanceado

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.2456 -
KMSPP 0.1386 0.0014

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
balanceado

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.5141 -
KMSPP 0.1122 0.0055

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
balanceado

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9782 -
KMPP 0.0000 0.0000

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.0332 -
KMSPP 0.9782 0.0558

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.6403 -
KMAPP 0.0005 0.0000

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7030 -
KMPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.0003 -
KMSPP 0.0898 0.1696

(h) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.9156 -
KMAPP 0.0219 0.0065

(i) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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Tabela 24 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 3

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.1122 -
KMAPP 0.8713 0.0332

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.0337 -
KMAPP 0.8376 0.1308

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.4531 -
KMPP 0.0000 0.0000

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9516 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.9156 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7635 -
KMPP 0.0000 0.0000

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9782 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.9516 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(h) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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Tabela 25 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 4

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.0504 -
KMPP 0.9984 0.0439

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9782 -
KMPP 0.0000 0.0000

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.7635 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.9156 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7635 -
KMPP 0.0000 0.0000

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.8713 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.5768 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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Tabela 26 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 5

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.2677 -
KMPP 0.0801 0.0006

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando a ADAN para da-
dos balanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.5453 -
KMPP 0.0047 0.0001

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando a ADAN para da-
dos balanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.0712 -
KMSPP 0.0065 0.6718

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando a ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9945 -
KMPP 0.0006 0.0004

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando a ADAN para da-
dos desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.3952 -
KMSPP 0.0023 0.1005

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando a ADA1 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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Tabela 27 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 6

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9033 -
KMPP 0.1026 0.0360

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7635 -
KMPP 0.0033 0.0002

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9782 -
KMSPP 0.0801 0.0492

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.6403 -
KMAPP 0.1249 0.0122

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9945 -
KMPP 0.0000 0.0000

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9156 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.9156 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7635 -
KMPP 0.0000 0.0000

(h) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.3952 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(i) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.9945 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(j) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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Tabela 28 – Valor-p do teste de Nemenyi para a Configuração 7

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9634 -
KMSPP 0.0442 0.0835

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.7924 -
KMAPP 0.0011 0.0104

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9945 -
KMPP 0.0219 0.0164

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.8713 -
KMSPP 0.0033 0.0164

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.8944 -
KMAPP 0.0005 0.0028

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.8713 -
KMPP 0.0000 0.0000

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9782 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.8713 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(h) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7030 -
KMPP 0.0000 0.0000

(i) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.5141 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(j) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.2909 -
KMAPP 0.0001 0.0000

(k) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9156 -
KMPP 0.0000 0.0000

(a) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9782 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(b) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IRA - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.3952 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(c) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9156 -
KMPP 0.0000 0.0000

(d) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
balanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9516 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(e) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
balanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.2909 -
KMAPP 0.0000 0.0000

(f) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
balanceados

IRA - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.7030 -
KMPP 0.0000 0.0000

(g) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IRA - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9782 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(h) Valor-p do teste de Ne-
menyi para o IRA utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADAN
KM KMPS

KMPS 0.9516 -
KMPP 0.0000 0.0000

(i) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADAN para dados
desbalanceados

IMN - ADA1
KMS KMSPS

KMSPS 0.9156 -
KMSPP 0.0000 0.0000

(j) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA1 para dados
desbalanceados

IMN - ADA2
KMA KMAPS

KMAPS 0.1386 -
KMAPP 0.0008 0.1868

(k) Valor-p do teste de Ne-
menyi para a IMN utili-
zando ADA2 para dados
desbalanceados

Fonte: Autor (2024)
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