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RESUMO

O presente trabalho foca no estudo do modelo de rumor de Maki-Thompson em grafos
de anel k-regulares. Este modelo, amplamente explorado na literatura, analisa a propagacao
de um boato em uma populacdo fechada e mista, dividida em trés grupos de individuos: igno-
rantes, informantes e neutros. A pesquisa concentra-se em representar a populacdo por meio
de grafos de anel k-regulares e busca abordar a influéncia do grau do grafo na propagacao do
boato. Dada a crescente complexidade dos calculos com o aumento de k, o estudo é limitado
a dois casos particulares: anéis 2 e 4 regulares. Para esses casos, a estratégia adotada envolve
inicialmente o estudo do modelo em Z. Posteriormente, por meio de métodos de acoplamento,
relacionam-se os resultados obtidos em Z com os dois grafos de interesse. Como resultado,
foi possivel calcular o valor esperado da quantidade de informados ao final do processo para
ambos os casos. Especificamente, no grafo 2-regular, esse resultado se estende a situacGes em
que os individuos tém um nimero determinado de tentativas frustradas de propagacdo e no

caso do grafo 4-regular, foi utilizado o método da maioria para obter os resultados.

Palavras-chave: modelo de rumor; modelo de Maki-Thompson; grafos de anel k-regulares.



ABSTRACT

This work focuses on the study of the Maki-Thompson rumor model in k-regular ring
graphs. Widely explored in the literature, this model analyzes the spread of a rumor in a closed
and mixed population, divided into three groups of individuals: ignorants, informants, and neu-
trals. The research aims to represent the population through k-regular ring graphs and seeks
to address the influence of the graph's degree on the rumor propagation. Given the increasing
complexity of calculations with the rise of k, the study is limited to two specific cases: 2-regular
and 4-regular rings. The adopted strategy involves initially studying the model in Z. Subse-
quently, through coupling methods, the results obtained in Z are related to the two graphs of
interest. As a result, it was possible to calculate the expected value of the number of informed
individuals at the end of the process for both cases. Specifically, in the 2-regular graph, this
result extends to situations where individuals have a specified number of unsuccessful propaga-

tion attempts, and for the 4-regular graph, the majority rule was employed to obtain the results.

Keywords: rumor model; Maki-Thompson model; k-regular anel graphs.
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1 INTRODUCAO

1.1 O MODELO DE RUMOR DE MAKI-THOMPSON

Os fenomenos de propagacdo de algo, como doencas, boatos ou tendéncias, dentro de
uma sociedade sao muito comuns, tornando-se evidente que haja cada vez mais interesse no
estudo para compreensdo e talvez controle desses eventos (veja, por exemplo, (KROL; FAY;
GABRYS, 2015), (HELBING, 2012)). Um desses fenémenos sobre os quais est3o surgindo cada
vez mais estudos é o da propagacdo de boatos. Entre os primeiros autores a discutir sobre
isso, encontramos Daley e Kendall, com trabalhos como (DALEY; KENDALL, 1964), onde eles
propbem a importancia de modelar a transmissao de informacdes de maneira diferente da
transmissdo de uma infeccdo, particularmente no tema da remocao dos individuos. O modelo
elimina a necessidade de uma taxa separada para essa acao, o que representa uma caracteristica
distintiva em comparacdo com os modelos epidémicos tradicionais. Em (DALEY; KENDALL,
1965), eles adotam uma abordagem mais determinista na analise do modelo ao optar por
representa-lo de maneira simples e deixar generalizacoes para o futuro.

Neste trabalho, serd estudado um modelo que surgiu como uma simplificacdo do modelo
mencionado anteriormente, o Modelo de Maki-Thompson (MAKI; THOMPSON, 1973), que des-
creve o processo de disseminacdo de um boato em uma populacdo fechada e mista, dividida em
trés grupos de individuos: aqueles que ndo conhecem o boato, aqueles que o conhecem e estado
transmitindo ativamente, e aqueles que conhecem o boato, mas n3o tém mais interesse em
propaga-lo, denominados ignorantes, informantes e neutros, respectivamente. O pressuposto
essencial é que um individuo ciente do rumor continuara a propaga-lo até a primeira vez em que
encontrar outra pessoa que também conheca o rumor. Nesse momento, esse individuo sente
que n3o ha mais emocdo em passar o rumor adiante. Assim a disseminacdo do rumor na po-
pulacdo ocorre por meio de interacdes entre duplas formadas por individuos que se encontram
em estado de informante e o restante da populacdo, resultando em dois casos de transicdo: o
primeiro ocorre quando um individuo no estado de informante tem contato com um individuo
no estado de ignorante, entdo o primeiro passa o boato para o segundo, resultando em um
novo informado. O segundo ocorre quando um individuo informante encontra um individuo no

mesmo estado ou em estado neutro, em ambos os casos o primeiro se torna neutro.
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Consideremos para todo ¢ > 0, as variaveis aleatérias:

X (t) = ndmero de ignorantes no instante ¢,
Y (t) = ndmero de informantes no instante ¢,

Z(t) = ndmero de neutros no instante t.

Suponha que X (t) + Y (t) + Z(t) = n para todo ¢t > 0. O Modelo Maki Thompson ¢ a
cadeia de Markov a tempo continuo {(X(¢), Y (t))}+>0 que ocorre de acordo com o seguinte
esquema de transicdo:

transicao taxa
(—=1,1) YX, (1.1)
(0,—1) Y(n—X).
A primeira transicdo corresponde a um informante que conta o rumor a um ignorante, que se
torna um informante. A segunda transicao corresponde ao fato de um informante encontrar
outro informante ou um neutro e, nesse caso, ele perde o interesse em propagar o rumor e se
torna em neutro.

Para obter mais detalhes sobre a modelagem matemética de boatos, consulte (DALEY;

GANI, 1999, Chap. 5).

1.1.1 Resultados do modelo para diferentes grafos

Primeiro, supomos que a populacao pode ser representada por um grafo no sentido de que
os Vvértices representam individuos e as arestas possiveis interacdes. Os principais resultados
existentes na literatura estdo relacionados ao comportamento assintético da proporcdo de
ignorantes no final do processo, no caso de grafos finitos, ou a disseminacao ou ndo do rumor
em um determinado sentido, no caso de grafos com infinitos vértices. Ha diferentes abordagens
para lidar com esse modelo de acordo com o grafo considerado. O modelo foi primeiramente
estabelecido em grafos completos, considerando a suposicao de uma populacio homogénea
e totalmente mista, ou seja, cada par de vértices no grafo é ligado por uma aresta. Nesse
caso, a abordagem comumente usada é analisar um sistema limite de equacdes diferenciais,
o que simplifica o estudo do modelo e permite obter resultados para algumas generalizacoes
interessantes para um modelo de rumor estocastico geral definido em termos de parametros

que determinam as taxas nas quais ocorrem diferentes interacdes entre individuos. Esse sistema
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pode ser obtido com a aplicacdo de técnicas conhecidas de cadeias de Markov dependentes
de densidade. Veja, por exemplo (LEBENSZTAYN; MACHADO; RODRIGUEZ, 2011a; RADA et al.,
2021).

Encontramos uma abordagem de um modelo estocastico espacial de transmissdo de rumor
em (COLETTI; RODRIGUEZ; SCHINAZI, 2012), onde os autores definem um modelo de rumor
em uma rede hiperciibica d-dimensional e mediante acoplamento entre o modelo original e
um modelo de percolacdo guiada, juntamente com a aplicacdo de resultados provenientes do
processo de contato, obtém condicGes, em taxas de contato, sob as quais ha sobrevivéncia do
rumor com probabilidade positiva ou extincao quase certa.

Em (JUNIOR; RODRIGUEZ; SPEROTO, 2020) Os autores realizam uma anélise detalhada
do modelo em arvores regulares infinitamente conectadas usando ferramentas da teoria de
processos estocasticos e da teoria de ramificacdo. Por meio de célculos e simulacdes, eles
investigam a dinamica da propagacao de boatos, a extincdo de boatos e as caracteristicas
criticas do processo em termos de parametros-chave, como a taxa de transmissdo de boatos
e a taxa de remoc3do de boatos. Alguns de seus resultados foram posteriormente estendidos
para arvores aleatérias em (JUNIOR; RODRIGUEZ; SPEROTO, 2021). Essa situacdo se torna
interessante quando se observa que muitos grafos aleatérios, que sdo mais adequados para
representar populacoes, exibem um comportamento semelhante ao de uma arvore em nivel
local. A abordagem adotada neste estudo é fazer uma comparacdo do modelo com um processo
de ramificacdo claramente definido a fim de abordar essa questdo adequadamente.

Para grafos gerais ou redes heterogéneas, a abordagem usual é analisar as aproximacdes do
modelo por meio de simulacdes de computador e argumentos de campo médio. Por exemplo,
o artigo (MORENO; NEKOVEE; PACHECO, 2004) analisa o processo de propagacdo de boatos
em redes complexas e examina como fatores como a estrutura da rede e as interaces entre
os nés influenciam esse processo. Por outro lado, em (NEKOVEE et al., 2007) apresentam uma
teoria que explica como os boatos se espalham em redes sociais complexas, considerando a
estrutura da rede, as interacGes sociais e a dindmica temporal. Além disso, (ZANETTE, 2001;
ZANETTE, 2002) investiga o comportamento critico da propagacdo de boatos em redes de
mundo pequeno. Essa pesquisa é fundamental para a compreensao dos processos de propaga-
c3o de boatos em varios contextos e sua relevancia em areas como comunicacdo, sociologia e

gerenciamento de informacGes em redes sociais.
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1.2 DO GRAFO COMPLETO A GRAFOS DE ANEL %k-REGULARES

Para o modelo no grafo completo, o comportamento da proporcdo restante de ignorantes é
conhecido. Para apresentar os principais resultados da literatura, é importante definir o tempo

de absorcao do processo como a variavel
7™ = inf{t > 0:Y(t) = 0}.

Observe que essa variavel aleatéria conta o tempo em que ndo ha mais propagadores na
populacdo. Agora, a proporcdo restante de ignorantes é dada por X (7()/n e, é claro, a
proporcdo restante de neutros é Z(7)/n = 1 — X(7(™)/n. A seguir, apresentamos os
principais resultados da literatura relacionados a essas quantidades.

Os primeiros teoremas estabelecidos para o modelo Maki-Thompson tratam do comportamento
assintético da proporcao de individuos originalmente ignorantes que permanecem ignorantes
no final do processo. Dentre os trabalhos rigurosos temos a (SUDBURY, 1985), no qual provou
que:

lim w = oo ~ 0.2032 em probabilidade.

n—0o0 n

A proporcao limite de ignorantes x,, pode ser expressa como:

e (eay

em que W representa a funcdo W de Lambert, que é o inverso da funcdo =z — ze”

(consulte (CORLESS et al., 1996) para mais detalhes). Posteriormente (WATSON, 1987) provou

o Teorema do Limite Central correspondente, no qual afirma que:
X (7™
vn (L — a:oo> B N(0,0%) quando n — oo,
n

. D A e e e s . L
aqui = denota convergéncia na distribuicdo, e N'(0, 0?) é a distribuicio gaussiana com média

zero e variancia dada por:

2 _ Too(l — Too ) (1 — 22)
(1 —22)? '

Um estudo mais recente, um dos resultados de (LEBENSZTAYN; MACHADO; RODRIGUEZ,

o

2011b) com relagdo ao ndmero médio de transicdes realizadas pelo processo é dado por:
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onde m(™ é o niimero médio de iteracdes do processo para uma populacio de tamanho n e

Too = 2(1 — Zoo).

A representacdo da populacdo por meio de um grafo completo tem sido fundamental
para compreender a propagacdo de informacdes, considerando a interconexdo total entre os
individuos. Neste trabalho se introduz uma perspectiva intrigante ao representar a populacdo
por meio de grafos anel k-regulares, dos quais o grafo completo emerge como um caso especial
dentro dessa categoria mais ampla de grafos. Ao estudar especificamente os anéis k-regulares,
exploramos uma estrutura mais ampla que incorpora a nocdo de vizinhancas limitadas, o que
poderia oferecer uma compreensdo mais detalhada da dindmica de propagacdo.

Em um grafo de anel com n vértices, os vértices podem ser dispostos em um circulo com
cada vértice conectado aos k vizinhos mais proximos veja a Figura 1. Ou seja consideramos G
como um grafo de anel k-regular com n vértices e se o conjunto de vértices for V= {1,...,n},

entdo o conjunto de arestas é dado por aqueles (i, j) de modo que:
k k
E={(z}j):0<|i—j| mod (n—§> §§}

Figura 1 — Grafo anel k-regular com n = 11 vértices. Da esquerda para a direita, temos k = 2, k = 6 e
k = 10, respectivamente.

N
NN

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O modelo de rumor de Maki-Thompson em um grafo G = (V, E), em que V' é o conjunto
de vértices e F é o conjunto de arestas, pode ser definido formalmente como um processo
de Markov em tempo continuo (7;);>0 com espaco de estados S = {0,1,2}"; ou seja, no
momento t o estado do processo é uma funcdo 7, : V. — {0,1,2}. Supde-se que cada
vértice v € V' represente um individuo, que é considerado ignorante se 7;(v) = 0, informante
se n;(v) = 1 e neutro se n;(v) = 2. Entdo, se o sistema estiver na configuracdo n € S, o

estado do vértice v muda de acordo com as seguintes taxas de transicao:
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transicao taxa

0 — ]_, nl(U,T]t), (12)

1 - 2, m(v,m) + na(v,m),

onde

ni(v,m) = > Hm(u) = i}

u~v

é o nlimero de vizinhos de v no estado i para a configuracdo 7, para i € {1,2}. For-
malmente, (1.2) significa que se o vértice v estiver no estado, digamos, 0 no momento t,
ent3o a probabilidade de que ele esteja no estado 1 no momento ¢ + h, para h pequeno, é
ni(v,n:)h 4+ o(h), e se o vértice v estiver no estado 1 no tempo ¢ entdo a probabilidade de
que ele estard no estado 2 no tempo t + h, para h pequeno, é (ni(v,n;) +na(v,n:))h+ o(h),
em que o(h) representa uma func¢do tal que limy,_,oo(h)/h = 0.

Nesse caso, as varidveis aleatdrias de interesse s3o as quantidades de ignorantes, espalha-

dores e neutros em qualquer momento ¢ > 0 podem ser escritas como:

n n n
X(t) = _Z;]I{m(i)ﬂ)}? Y(t) = z;ﬂ{”f“)ﬂ}’ and Z(t) = z;]l{m(i)ﬂ}v
i= im i—
onde I[4 denota a varidvel aleatdria indicadora do evento A. Portanto, nesse caso, a Maki-
Thompson € a cadeia de Markov de tempo continuo {(X(¢),Y (t))}+>o.

Um estudo interessante sobre a modelagem matematica de boatos é o trabalho de (AGLI-
ARl et al., 2017), onde é considerado o modelo Maki-Thompson para a propaga¢3o estocastica
de um boato em uma populacdo, na qual a populacao é modelada a partir de um grafo anel
k-regular e, ao inserir ligacSes adicionais, obtém-se uma rede de mundo pequeno. Os resul-
tados mostram uma transicdo entre regimes de localizacdo e propagacao, fornecendo uma

perspectiva valiosa sobre os efeitos da estrutura de rede na dindmica dos boatos.

Os préximos capitulos deste trabalho serdo organizados da seguinte maneira: O Capitulo
2 abordara o modelo inicialmente em 7Z, onde cada individuo tem apenas dois vizinhos. Sera
investigado até onde a informacdo pode se propagar, resultando no valor esperado da quan-
tidade de informados ao final do processo, considerando também £k tentativas frustradas de
propagacdo e qualquer p € (0,1), onde p é a probabilidade de afastamento do boato do local

de origem. Em seguida, esse resultado sera associado ao grafo anel 2-regular, pois, através de
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acoplamento, serd demonstrada uma relacdo entre as variaveis do anel e de Z. No Capitulo 3,
mais uma vez, o modelo serd estudado inicialmente em Z, desta vez com cada individuo tendo
quatro vizinhos e a probabilidade de passar o boato sendo a mesma para todos eles. Neste
caso, para facilitar a obtenc3o do valor esperado dos informados ao final do processo, sera uti-
lizada a regra da maioria, e a condicdo inicial do modelo base sera alterada para comecar com
cinco informantes consecutivos. De maneira semelhante ao capitulo descrito anteriormente,
os resultados de 7Z serdo associados ao anel 4-regular por meio de processos de acoplamento
entre as variaveis. Finalmente, no Capitulo 4, sera feita uma breve discussdo sobre o trabalho

desenvolvido, suas descobertas e também questoes em aberto para futuros estudos.
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2 MODELO MAKI-THOMPSON ASSIMETRICO COM i TENTATIVAS FRUS-
TRADAS NO ANEL 2-REGULAR

2.1 O MODELO EM Z

Para o modelo Maki-Thompson em 7Z, supomos que o vértice 0 é o inicial no estado
informante, e a informacao pode se propagar em ambas as direcdes, direita e esquerda. Nosso

interesse esta em determinar até onde o rumor pode se propagar. Para isso, definimos:
7 = inf{t > 0: Y (t) = 0}.

Observe que:

Z(1)) =14+ 2+ (7)) + 727 (),

em que, dado 7,(1) # 0 para algum ¢ > 0,
+oo
Z+(T(Oo)) = Z H{m(vﬁ);«éo para algum tZO}v
i=1
denota o niimero de neutros a direita de 0 ao final do processo. E dado 7,(—1) # 0 para

algum t >0
—00
7= (7-(00)) = Z H{nt(i);é() para algum t20}7

=1

denota o niimero de neutros a esquerda de 0 ao final do processo.

Para simplificar os célculos, e sem perda de generalidade, estudamos Z*, uma vez que,
por simetria, podemos depois fazer o mesmo para Z~. Comecaremos atribuindo a variavel
aleatéria Wy ao evento {n:(1) # 0, para algum ¢ > 0} da seguinte forma

1 semn(l)#0 paraalgint >0
W, = (1) .

0 caso contrario
Denotamos por p a probabilidade de o boato se afastar da origem e (1 — p) a probabilidade
de ele retornar a origem. Entdo, para cada vértice v, podemos associar variadveis indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) Y}", Yy, --- de tal forma que P(Y! = 1) =pe
P(Y? = —1) = 1—p. A variavel Y}" indica que a i-ésima vez que o vértice v tentar transmitir
a informac3o, ele terd duas possibilidades: tentar passar para seu vizinho a direita com proba-

bilidade p ou para seu vizinho a esquerda com probabilidade (1 — p). Por exemplo, se Wy =1
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Figura 2 — Evento {Z+(7(>)) = 3.

|
|
|
|

® ﬂ— f f >
0 1 2 3

I

|

|m

|
® 4’— L2 } >
0 1 2 3

I

|M

|
® —?— L g L 2 -
0 1 2 3

1-p

I

: p 4

|
.—-?——C D >
0 1 2 3

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

para que Z*(7(>®)) = 3, deve ocorrer o seguinte (veja a Figura 2.1).

Isso pode ser expresso como a intersecdo dos eventos:
{(ZH(rCN) =3 Wy =1} = {V =1} n{y2=1}n{Y?=—1}.

A interpretacao é que, comecando com o vértice 1 no estado informante, na primeira
tentativa de passar a informacdo, ele o faz para seu vizinho se a direita, resultando em que o
vértice 2 também se torne informante. Agora, o vértice 2, em sua primeira tentativa de passar
a informacdo, também é para seu vizinho a direita, informando o vértice 3. Finalmente, este
altimo, em sua primeira tentativa de passar a informacdo, o faz para seu vizinho a esquerda,

tornando-se neutro, o que implica que ndo ha mais informantes a direita da origem. Assim,
P(ZH (™) =3[Wy =1) = P(V{ = 1Y = LY} = —1[Wp = 1)
=p-p-(1-p)
=p*-(1-p).
Isso pode ser entendido como o niimero de tentativas até que haja sucesso. Neste caso, as

tentativas de passar informacdo continuam a direita até que haja uma tentativa a esquerda.

Nesse momento, n3o havera mais propagacio 3 direita. Portanto, Z7 (7)) ~ Geom(1 — p)
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e, consequentemente, E(ZF (7)) |[W, = 1) = 1/(1 — p).

Podemos seguir o mesmo raciocinio para a variavel Z~(7(>)), mas neste caso a probabi-
lidade p, ou seja, a probabilidade de se distanciar da origem é quando ele vai para a esquerda
e a probabilidade de retornar (1 — p) quando ele vai para a direita. Aqui atribuimos a variable
aleatéria Wy ao evento {n;(—1) # 0, para algum ¢ > 0}, em que

1 sen(—1)#0 paraalgint >0
Wo = .

0 caso contrério
Nesse caso as tentativas de passar a informacdo continuam a esquerda até que haja uma
tentativa a direita, que serd o que chamamos de sucesso, pois nesse momento, ndo havera
mais propagacio 3 esquerda. Portanto, Z~(7(®)) ~ Geom(1 — p) e E(Z~ (70N |Wy = 1) =

1/(1 = p).
2.2 MODELO COM k-TENTATIVAS EM Z

Agora, o que acontece se o nimero de tentativas fracassadas para que um informante se
torne neutro for maior que um? Novamente, para simplificar calculos vamos nos concentrar
na parte direita Z*" . Podemos designar k como o numero de tentativas que um informante
tem antes de se tornar neutro. Nesse caso, estamos interessados em saber se a informagéo
passa para o proximo vértice ou ndo. Ou seja, se estamos no vértice v, nosso interesse esta
em ver se a informacao em algum momento é passada para a direita ao vértice seguinte v+ 1,
ou se o processo é detido quando o contato é s6 a esquerda. Por exemplo, para k£ = 2, as

possibilidades de propagacao ou n3o da informacao sao:

{v—=ov+1}={Y? =1 U{Y =-1,Yy =1},

(v >0+ 1) = {Y = -1} n{¥y = -1}

Com isso, podemos definir uma variavel aleatéria que nos indica quando a informacdo é

transmitida a direita ou n3o da seguinte maneira:

1l sev—v+1
W, =

0 caso contrario.
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Note que, W, ~ Bernoulli(1 — (1 — p)?). Portanto, a quantidade final de informantes ao
final do processo é determinado pela intersecdo de eventos relacionados as variaveis W,. Por

exemplo, dado que Wy = 1 teriamos:

{ZF (7)) =3} = (W, = 1} N {Wy = 1} N {W5 = 0}.

Assim:

P(ZH (7)) =3Wy=1)= P(Wy =1, W,y = 1, W5 = 0|W, = 1)
=(1-(1-p?*-01-(1-p? (1-p7
= (@=@=p?) - a-p2

Concluimos que Z*(7(™)) ~ Geom((1 — p)?) para k = 2.

Em geral, para qualquer k, podemos definir uma variavel aleatéria W, ~ Bernoulli(1 —
(1 — p)*) de modo que:

1l sev—v+1
W, =

0 caso contrario.
Portanto, Z*"(7(®)) ~ Geom((1 — p)¥). E possivel fazer um raciocinio semelhante para
ZF (1(>)), onde p é a probabilidade de o rumor se afastar da origem e (1 — p) de que ele
retorne a ele. Além disso, para que um vértice informante se torne neutro, ele precisara de k

tentativas fracassadas de transmiss3o de informacdo, entdo Z* (7(°)) ~ Geom((1 — p)¥).

Agora, para determinar até onde a informac3do pode se propagar com k tentativas frustradas
em Z, devemos considerar o seguinte. No inicio, comecamos com um (nico vértice no estado
informante, neste caso, sera o vértice 0, e o restante dos individuos que se estendem a sua
direita e esquerda estardo no estado ignorante. Agora, observe que os vizinhos diretos deste
sdo -1 e 1, para os quais a informacdo pode ser transmitida. Em cada caso, a probabilidade
de fazé-lo é 1/2, ou seja, a probabilidade de que a informacdo seja transmitida para a direita
é 1/2, e a probabilidade de ser transmitida para a esquerda também é 1/2. No entanto, isso
é vélido apenas no inicio do processo; para os demais, a probabilidade de afastar-se da origem
continuara sendo p, enquanto a probabilidade de retornar a ela serd (1 — p).

Tendo em vista o exposto acima, o processo de propagacdo pode ocorrer de trés maneiras:

a primeira é quando o rumor se divulga apenas para a direita. Para que isso aconteca, o vértice
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0, em sua primeira tentativa de informar, deve fazé-lo para a direita, resultando no vértice 1
tornando-se informante. A partir desse ponto, as proximas k tentativas do vértice 0 também
serdo para a direita e resultarao nele se tornando neutro, o que significa que o rumor n3o se
espalhard para esquerda (veja a Figura 3). A segunda maneira é quando o rumor se propaga
apenas para a esquerda, o que pode ser explicado da mesma forma que o caso anterior, mas
com os tentos de propagacdo s6 para a esquerda. Finalmente, a terceira opcdo é quando o

rumor se propaga nas duas direcoes.

Figura 3 — Propagacdo apenas para a direita.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Para representar esses eventos, podemos definir Y como a variavel aleatéria que assume va-
lores de —1, 1, 2, dependendo se apenas —1 esta informado, apenas 1 esta informado ou ambos

—1 e 1 estao informados em algum momento, de acordo com as seguintes probabilidades:

—1 com probabilidade

Y =14 1 com probabilidade i+

2 com probabilidade 1 — .

Lemma 2.2.1. Considere o modelo Maki-Thompson com k tentativas fracassadas definido

em 7. Entao

ZRrON =14+ 2 Tyyp iy + 28 Ty,



22

onde Z¥" e Z% s3o independentes e seguem uma distribuicio geométrica com pardmetro
((1=p)").

Demonstracao. Consideremos o modelo Maki-Thompson com k tentativas fracassadas nos

. . + - o~ . .. . . .

inteiros. Temos que Z*" e Z*~ s3o variaveis independentes que contam a quantidade de indi-

viduos informados a direita e a esquerda do zero ao final do processo, respectivamente. Ambas
e~ L4 A k

seguem uma distribuicdo geométrica com parametro ((1 — p)*).

Agora, para determinar até onde o boato pode se espalhar, vamos analisar as possibilidades que

ele tem dependiendo da variavel aleatéria Y, que indica a direcdo em que ele pode se propagar.

Para saber quantos foram informados 3 direita de zero, temos Z*', mas para que isso
ocorra, Y deve primeiro ser igual a 1 ou 2, indicando que o rumor se propagou nessa direcao.
Entdo podemos escrever que a quantidae de informados no final do processo a direita esta
determinado por Z** -I{y—13. Da mesma forma com os informados a esquerda de zero, temos
7%~ mas para que isso ocorra, Y deve primeiro ser igual a -1 ou 2, indicando que o rumor se
propagou nessa direcao. Entao podemos escrever que a quantidade de informados no final do

processo esta 3 esquerda determinado por Z*" Dy 21y

Portanto, a quantidade final de informados no processo, vai ser a suma dos informados a

direita mais os informados a esquerda e o zero. Ou seja
Zk(T(OO)) =1+ Zk+ : ]I{Y;é_l} + Zk_ : I[{y;,gl}.
O

Teorema 2.2.2. Considere o modelo Maki-Thompson com p fixo e k tentativas fracassadas

definido em Z.. Ent3o

1—pP\ 2

Demonstracdo. Suponha que o processo comece com o vértice 0 no estado informante e

E(Z5 () = 1 + 1 <2k+1_1> .

o restante no estado ignorante. A probabilidade p representa a probabilidade de o rumor se
afastar da origem e (1 —p) de que ele retorne a ela. Além disso, para que um vértice informante
se torne neutro, deve haver k tentativas fracassadas de propagacdo, ou seja, encontros com
outros vértices que estdo cientes do rumor. E, finalmente, o processo de propagacdo ocorre de
acordo com a variavel aleatédria Y, que descreve se a propagacdo ocorre apenas para a direita,

apenas para a esquerda ou em ambas as direcdes.
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Portanto,

E(ZFrC)) = Y E(Z(F™))Y =)P(Y =), (2.1)

ie{—1,1,2}

mas aplicando o Lema 2.2.1 temos

Agora, observe que

E(ZF (DY = 1) = E(ZF (+™))|y = —1) = 0, (2.2)
enquanto que
Et 7_(c>o) — — kTt 7—(00) — - 1 .
E(Z" (7)Y =1) =E(2" (7)Y = 2) A=) (2.3)
e, por simetria,
k— 00 _ _ k— 00 _ _ 1
MZ(#UW_—U_MZ(#UW_m_“_mk (2.4)
Em seguida, aplicando (2.2), (2.3) y (2.4) em (2.1) , obtemos
)y = L ! _ 1 2
E(Z(7))) = o <1+ a _p)k> + (1 Qk) <1+ i _p)k>
4t <2k+1—-1>
S @=pk\2k )
O

2.3 O MODELO NO GRAFO ANEL 2-REGULAR

Teorema 2.3.1. Considere o modelo Maki-Thompson no anel 2-regular com n vértices e

também k tentativas e p fixos. Entdo,

Zﬁ(r(")) N Zk(T(oc))_

n—oo

q.c A . . e s
Onde — denota convergéncia quase certa quando n tende ao infinio.
n—,oo

Demonstracdo. Para esta demonstracdo, realizaremos inicialemnte acoplamento do anel 2-
regular para Z e depois se prova a convergéncia quase certa. Para isso, considere Z¥(7(")
como a sequéncia de variaveis aleatdrias que denota a quantidade de vértices neutros no final

do processo em cada anel 2-regular com n vértices, k£ tentativas de informar fracassadas e
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p como a probabilidade de se afastar da origem. Observe que, assim como em Z, podemos

dividir cada grafo em dois lados a partir do vértice informante inicial. Consideremos ent3do as

variaveis
fo = max {z € {1,2, s [g-‘} : (1) = 2 para algum t > 0}
e
ZF = min {z’ € {—1, —2, = {g” : (1) = 2 para algum ¢ > 0}.

Da mesma forma que nos inteiros e tendo p como a probabilidade de se afastar da origem e
(1 —p) de retornar a ela, com k tentativas de transmissdo de informacdo, podemos descrever o
processo de dispersao a direita e a esquerda do Vvértice inicial como uma sequéncia de variaveis
aleatérias Bernoulli T, com pardmetro (1 — (1 —p)¥), que descreverdo a passagem ou nio de
informacao de um vértice para outro até a metade do grafo ou seja [gw para a direita e — EJ
a esquerda. Em seguida, podemos reescrever as varidveis Z5" (7(") e Z¥ (7(M) em termos

das varidveis Z5" (7(>)) e Z* (7()) descritas no modelo em Z da seguinte forma:

K (o) K (r(e0)) < [
Z,’ff(T(")): ZE(T)) se ZFT(110)) < 21
H se 28! (1) > [2].
e
K (o) b () < |2
2 (s Z8 (1) se Z% (1) < |1
EJ se ZF (7(9)) > %J

. A . N . .+ 9
Sem perda de generalidade, mostraremos a convergéncia entre as sequéncias Z¥' (7(™) e

Z¥" (1)), que para simplicidade denotaremos como Z*" (7(") = Z+" e Z+" (1()) = ZF7.

A . A . ./ . ) +
Para provar a convergéncia quase certa da sequéncia de varidveis aleatérias Z"" para a
.z o kt . . ~
variavel aleatéria Z* |, devemos demonstrar que vale a seguinte afirmac3o:

P(lim ZF = Z’f*) =1

n—o0
Como Z*¥" ~ Geom((1 — p)¥), temos P(Z*" < oo) = 1. Para cada w € {Z*' < oo},
Ing € N tal que ZF" < ng. Note que 2 > ng, logo Z*" (w) < 2. E, por definicdo, Z*" (w) =

Z*¥"(w). Portanto, para cada w € {Z¥" < oo},

lim Z5 (w) = 2% (w)

n—oo
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. .+ .+
Logo, podemos afirmar que Z*  converge quase certamente a Z* . Da mesma forma, pode-

mos realizar a convergéncia entre Z5 (7(") e ZF™ (7(>)).

Agora, pelo Teorema de Convergéncia Quase Certa da Soma de Variaveis Aleatérias, que
afirma que se duas sequéncias de varidveis aleatdrias convergem quase certamente para duas
variadveis aleatorias, entdo a sequéncia da soma dessas varidveis aleatérias também converge

quase certamente para a soma das variaveis aleatérias. Temos que

AN L —>ni‘;o ZK 4 Zk

Mas, como
ZF =142 4728 e ZF =142 + 7V,
entao,
Zk q.c Zk
" n—oo ’

Um resultado direto deste teorema é o seguinte corolario.

Corolario 2.3.2. Considere o modelo Maki-Thompson no anel 2-regular com n vértices, k e

p fixos. Ento,

1 2k+1_1
: k(. _(n) _
Jim B (24() = 1+ = ()

Demonstracdo. Aplicando o teorema 2.3.1 temos

. . B - B 1 2k+1_1
Jim B (2200) = B (24) =1+ e (55 ).



26

3 MODELO MAKI-THOMPSON SEGUINDO REGRA DA MAIORIA NO ANEL
4-REGULAR

Na secdo anterior, aplicamos inicialmente o modelo em Z e posteriormente no grafo anel
2-regular. Nesta sec3o, abordaremos o grafo de maneira semelhante; no entanto, devido a
complexidade dos calculos, utilizaremos a regra da maioria, que é uma ferramenta (til neste
contexto, pois pode influenciar a difusdo de informacdes; geralmente acontece que as pessoas
tendem a seguir as opinides e comportamentos da maioria. Ela tem sido explorada em diversos
contextos, desde a propagacdo de opinides em redes sociais até a modelagem de dinamicas
de decisdo coletiva. (SOBRIE; MOUSSEAU; PIRLOT, 2013) abordaram a aplicabilidade prética,
investigando a aprendizagem de modelos a partir de amplos conjuntos de exemplos. Trabalhos
como (WENG; MENCZER; AHN, 2013) e (BESSI et al., 2015), exploram a influéncia da regra da
maioria na predicdo de viralidade e a estrutura da comunidade em redes sociais e o enten-
dimento das narrativas coletivas na era da desinformacdo, especialmente no confronto entre
ciéncia e teorias de conspiracdo. Por outro lado, também existem trabalhos que se concentram
em estudar caracteristicas mais especificas desta regra, por exemplo (CHEN; REDNER, 2005)
investigam a dindmica da regra da maioria em dimensdes finitas, fornecendo uma compreen-
sao mais profunda de como essa dindmica afeta a disseminacdo de informacoes em contextos
especificos. (CROKIDAKIS; OLIVEIRA, 2015) abordam as transicdes de fase no modelo de regra
da maioria, oferecendo uma perspectiva sobre as mudancas na dinamica da regra da maioria

em diferentes cendrios.

Neste caso, aplicaremos a regra da maioria da seguinte forma: dado que estamos lidando
com um grafo 4-regular, cada individuo tem exatamente 4 vizinhos. Portanto, para aqueles
individuos no estado ignorante que tenham pelo menos dois vizinhos no estado informante e
pelo menos um no estado neutro, passardo a um estado informante. Isso reflete a ideia de que se
a maioria de seus vizinhos conhece o rumor, entao ele também o conhecera. Esta abordagem é
uma modificacdo do processo original de transmissdo de informacdes, onde a regra da maioria
é adaptada para refletir a estrutura especifica do grafo 4-regular. Ao introduzir a regra da
maioria, estamos considerando um mecanismo mais realista e frequentemente observado em
sistemas sociais, onde a pressao social e a conformidade desempenham um papel crucial na
disseminacdo de informacdes. Esta modificacdo nao sé simplifica os calculos, mas também

oferece uma perspectiva mais pratica sobre como as informacdes podem se propagar em redes,
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onde as conexdes e influéncias dos individuos variam significativamente.

3.1 O MODELO EM Z

Como mencionado anteriormente, comecaremos abordando a questdao nos Z. Para isso,
cada individuo localizado na reta numérica terd como vizinhos os dois niimeros consecutivos
anteriores a ele e os dois seguintes, como mostra a figura 4. Além disso, a probabilidade de

querer passar o rumor para qualquer de seus vizinhos é 1/4.

Figura 4 — Conexdes entre individuos

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Neste caso, nosso foco esta em determinar até onde o rumor pode se espalhar em termos
de posicdo. Além disso, para tornar o processo mais simples de resolver, nos concentraremos
apenas na parte positiva dos Z. Para garantir isso, assumiremos como condicdo inicial que
no(—2) =2, no(—1) =2 eny(0) = 1, o que significa que os vizinhos a esquerda de zero estdo
no estado neutro e zero esta no estado informante, e o restante dos individuos assumiremos que
esta no estado ignorante. Podemos definir entdo Z* = max{n € Z : n;(n) # 0 para algumt}.
No processo de calculo da esperanca de nossa variavel aleatéria, optamos por utilizar uma
estratégia recursiva na identificacdo da configuracdo dos estados de determinados vértices, a

fim de simplificar um problema complexo e chegar a uma soluc3o elegante e eficiente.

Daqui em diante, usaremos a seguinte notacao para mostrar o estado dos individuos que

nos interessam. Para qualquer n € Z tem se que:

T

8= {mn) =0}, 8:= {ni(n) =1}, e 8:= {m(n) = 2},

Assim, a condicdo inicial dada por {n9(—2) = 2Nne(—1) = 2Nne(0) = 1} é representada por
{o0o 2} Para calcular a esperanca de Z* com a condic3o inicial, vamos empregar a variavel
aleatéria YV = 4, em que ¢« € {—2,—1,1,2}, para denotar a posicdo relativa do vizinho

de contato em relacdo ao vértice escolhido v. Cada vértice possui quatro vizinhos, entdo, por
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exemplo, se Y = —2, isso significa que o vértice zero tentara transmitir as informacdes ao seu
segundo vizinho a esquerda. Da mesma forma, os outros valores de 7 indicardo a tentativa de

transmissdo de informacdes para os demais vizinhos, de acordo com as seguintes probabilidades

—2 com probabilidade 1/4

v —1 com probabilidade 1/4

1 com probabilidade 1/4

2 com probabilidade 1/4.

Entdo, E[ZF|no(—2) = 2,m0(—1) = 2,10(0) = 1] sera determinada por:
> E[Z7ne(=2) = 2,m0(-1) = 2,m0(0) = LY" =] P(Y" = i)
ie{-2,—1,1,2}

que é igual a

E[Z*|m(=2) = 2,m(~1) = 2,m(0) = 2,Y* = —2]P(Y* = —2)+

E[Z*|m(=2) = 2,m(—=1) =2,m(0) = 2,Y°* = —=1]P(Y® = —1)+

E[Z*|m(=2) = 2,m(=1) = 2,m(0) = ,m(1) = L,Y* = 1]P(Y* = 1)+
(=2) (=1) (0)

Simplificando temos

CE(Zn(~2) = 2, (~1) = 2,m(0) = 2+

EZ T (-2) = 2, (1) = 2,m(0) = 1,m(1) = 1]+

1
JBIZ7 I (=2) = 2,m(=1) = 2,m(0) = 1,m (1) = 0,m:(2) = 1].
Isso pode ser reescrito como

1 1 1
E[Zt|ooe] = SEIZ] 00d]+ JElZ* |00 oo+ JE[Z7| 00 ebe].  (31)

Observe que, E[Z7| <><><0>] = 0, aplicando a regra da maioria em E[ZF| ¢ ¢ gé%] temos

E[Z|oo e08] =E[Zt| 00 eee] =1+E[ZT| oo ese], (3.2)
e
" o1, 1 /3 . . 01 1 n 012
E[Z |<><>oo]:§ ZL]E[Z |000.]+ZE[Z oo eee] ]|+
%(%]E[Zﬂoog<1>]+EIE[Z+|<><>2£%]+%IE[Z+|<><>2igg])
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Agora
E[Z|oo e8] =1+E[ZT|cce], (3.3)
E[ZT|oc eee]=1+E[Zt| oo o], (3.4)
E[Zt|oce ] = ZE[ZH 00d o]+ iE[Zﬂ 006 sel
= Z(l) + iE[Zﬂ 000 <1>2]
- % +}1 <2+E[Z+| <><>2]>
=Z+£E[Z+|<><>2], (3.5)

0123 . .
eem E[Z7| oo o 0 o] aplicando a regra da maioria temos

E[ZT|cce oo 8| =E[Z |ccesse|=2+E[Ztcces]. (3.6)
Substituindo (3.3), (3.4), (3.5) y (3.6) em E[ZT| 0 23] temos que

1
E[Z* o0 8 4] :2 <1+IE[Z+|<><> 23]) = (1+E[Z+|<><> 9%]>+

136+1L6IE[Z+|<><>2]+%(2+IE[Z+|<><> os])
=%+%E[Z+|oog]+gﬁl[2+|<>o ool (3.7)
Portanto de 3.2 e 3.7 em 3.1 obtemos
E[Z*|o0e] = %1 (% + %E[Z+|<><>2] + glE[Z+|<><> 91}) +i (1 +E[ZF] o0 23]>
22—Z+é]E[Z+|<><>2]+;)—;E[Z+|<><>23]. (3.8)

Um raciocinio semelhante pode ser realizado em Z~ no qual vamos definir a variavel Z~ como
Z~ :=min{n € Z : ni(n) # 0 para algum t} e entdo
0 37 1 0 11 10
E[Z |eoo]=— + -E[ZT]| e oo]+ —E[ZT ool.
Z7] 8 00) = 2+ SE[Z7]8 o] + —E[Z"] 3 & o0]

Teorema 3.1.1. Considere 0 modelo Maki-Thompson modificado com a regra da maioria de-
finido em 7Z com configuracdo inicial {ny(—2) = 1,m0(—1) = 1,70(0) = 1,m0(1) = 1,m0(2) =
1}. Entdo

32
E-2-1012 [ 7(7(0))] = E 10, 66,

em que EA[Z(7(°)] indica E[Z(7°))|A] e A= {n € Z : no(n) = 1}.
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Demonstracado. A prova serd dividida em duas partes: inicialmente, uma identidade seré obtida
por recursdo, em que o valor esperado serd em termos de dois valores esperados. Em seguida,

ao resolver um sistema de duas equacdes, o valor concreto serad obtido.

Vamos comegar com a primeira parte. Observe que E | Z(7(>)| RO
1+ E[ZT(7N)| o o @ e8| + E[Z7 (7)) & o e 09).

€, por sua vez

E[Z* (7N o o . 32] =1+ E[Z ()]0 o . i]

e
E[Z~(759)| & o e 00l =1+E[Z ()] o oo 9.
Entdo
E[Z(7°))| e o ¢ o8] =3+ E[Z(7))| 0o e o] +E[Z (7)) o e o]. (3.5)
Note que

E[Z 7)) o 60 o] =E[Z(r))| oo e e]e E[Z |ooo]=E[Z"|cce] (3.6)
Em seguida, aplicando (3.6) em (3.5), temos:
B2 ¢ ¢ 843 =342 (f—é + %]E[Zﬂ co8]+ gm[zﬂ 00 84])+
:3+2—81 +E[Zt] o o0+ Z]E[Z+|<><> oo

4
- §5+E[z+|<> oe] +%E[Z+|<><> eel.

Agora, na segunda parte, para obter um resultado mais concreto para a esperanca, vamos

obter os valores de E[Z7| <><>2] e E[ZF|oo . i] Para isso, lembremos que:

E[ZF|oce] = 2—1 +éE[Z+|<><>2] +%E[Z+|<><> oo
(S
E[Zt| oo ee] = % +%E[Z+|<><>2] + gIE[Z+|<><> ool.

Disso, podemos obter o seguinte sistema de equacoes:

TE[Zt|ooe] — UE[ZF |00 ee] =

1

—%E[Z+|<><>2] + 2E[Z |00 2.] =2
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Ao resolver este sistema de equacdes através de operacdes por linha, obtemos:

1 2
E[Z*008] = 2 e E[Z*[o0 $8] = 2.
6 6
Entao,
P 4
E|Z(7r)) ¢ o oes :§5+E[Z+|<><>2]+§E[Z+|<><>23]
5,13
8 6 4\6
32
= =2~ 10, 66.
3 )

3.2 O MODELO NO ANEL 4-REGULAR

Teorema 3.2.1. Considere o modelo Maki-Thompson modificado com a regra da maioria no

anel 4-regular com n vértices. Ent3o

Zn(T(")) N Z(T(OO)).

n—oo

q.c A . . e s
em que —— denota convergéncia quase certa quando n tende ao infinito.
mn (o]

Demonstracdo. Para esta demonstracao, realizaremos acoplamento do anel 4-regular que co-
meca com cinco vértices consecutivos no estado informante, usando o teorema de conver-
géncia quase certa para os Z. Para isso, considere [Z,(7(™)] como a sequéncia de varis-
veis aleatérias que denota a quantidade de neutros no final do processo em cada anel 4-
regular com n vértices. Novamente, assim como no anel 2-regular, vamos dividir o grafo
em dois lados a partir do vértice informante inicial, neste caso, dado que sdo cinco os vér-
tices informantes iniciais, podemos escolher o do meio de todos e denotd-lo com 0 assim
{no(=2) = 1,me(—=1) = 1,19(0) = 1,m0(1) = 1,m9(2) = 1}, desta forma, podemos contar

com dois informantes a direita e também a esquerda.

Considere ent3o

[Z:(T(n)ﬂ 00232] = max {Z c {27 R "g"} . nt(z) =9 para a|gum t Z 0}
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[Z, ()] 2 2<><>] = min {z € {—27... L {g

J} :m¢(i) = 2 para algum t > O}
Podemos descrever o processo de transmissao de informacdes por meio de uma sequén-
cia de varidveis aleatérias YV = i parai € {—2,—1,1,2}, em que P(Y" = i) = 1/4, que
descrevem a interacao entre um vértice especifico e seus vizinhos. Dependendo da direcio
da dispersao da informacdo e aplicando a regra da maioria, o rumor pode se propagar até a
metade do grafo de cada lado, isto é, [31 para a direita e — EJ a esquerda.
. . . 012
Com o que foi mencionado anteriormente, podemos reescrever [Z}(7(M)| o c o o8] e

[Z; (7")] & o' @ 00] em termos de [Z7 (7)) 0o s e8] & [Z~(r(>))| & @ 8 00] descritas no

modelo Z da seguinte forma:

H se [Z+(r)] 008 43] > [1]
2 ()| @ W ey — | [Z TN S 800l s (27| 9 R o] < [5]
& se [Z-(r)| 3 $ oo > |3

Da mesma forma que antes, mostremos a convergéncia no lado direito do grafo, pois por
simetria, podemos fazer o mesmo no lado esquerdo. Ent3o, mostremos a convergéncia entre a
sequéncia [ZF (r™)[|cces 8] e [ZF(7(>))|oces 8], que para fins de simplicidade, denotaremos
como [ZF(7™)|ocees]| = ZF e [ZH (7)) ocees] = 2.

Para provar a convergéncia, precisamos mostrar que, vale:

P(hm 7t = Z+) ~ 1.

n—oo

Na secdo 3.1, vimos que E[Z*(7(®))| 0o e #8] < o0, entdo P(Z* < oo) = 1. Logo, para

cada w € {Z" < oo}, Ing € N tal que Vn < 2n,. Note que § > ng, entdo Z*(w) < 5. E,
por definicdo, Z1(w) = ZT(w). Portanto,

lim ZH(w) = Z7(w)

n—o00

Assim, podemos dizer que ZF % AR
n—oo
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De forma similar, podemos realizar a convergéncia entre Z e Z~. Agora, pelo Teorema de
Convergéncia Quase Certa da Soma de Variaveis Aleatdrias, que afirma que se duas sequéncias
de variaveis aleatdrias convergem quase certamente para duas variaveis aleatérias, entdo a
sequéncia da soma dessas variaveis aleatérias também converge quase certamente para a

soma das variaveis aleatérias. Temos que

Zt+z; 7t + 7o
n—oo

Mas, como
Zy=14+Z +7Z e Z=1+2"+7",
entao,
Zn 5 7
n—oo

O

Corolario 3.2.2. Considere o modelo Maki-Thompson no anel 4-regular com n vértices. Entao,

: n 32
lim E (Zn(T( ))) =5~ 10, 66.
Demonstracdo. Aplicando o teorema 3.2.1 temos
lim E (Z,(r™)) = & (Z.(r*)) = 32 10,66
n—00 n B " B 3 -~ ’ )
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4 DISCUSSAO

4.1 RESULTADOS DO TRABALHO REALIZADO

Neste trabalho, estudamos o modelo de transmissao de informacSes proposto por Maki-
Thompson em dois casos especificos de grafos de anel k-regulares. O objetivo principal foi
determinar até onde o rumor poderia se propagar nesse tipo de grafos.

Para o desenvolvimento do trabalho, antes de entrar no estudo do processo nos grafos,
inicialmente, estudamos o modelo em Z, considerando as conexdes entre individuos semelhan-
tes as dos grafos. Definimos 7(>) como o tempo de absorcdo do processo e Z(7(>)) como a
variavel aleatéria que conta a quantidade de pessoas em estado neutro no final do processo
em Z, ou seja, pessoas que em algum momento do processo se informaram. Determinamos
que essa variavel era igual ao informante inicial comecando em 0 mais os informados a direita
e a esquerda deste.

Para o primeiro caso, em que cada individuo tem apenas dois vizinhos, o processo comeca
com um informante, neste caso, o zero, e determinamos que as variaveis que contam a quan-
tidade de informados a direita e a esquerda de zero seguem uma distribuicdo geométrica com
parametro (1 — p), onde p é a probabilidade de se afastar da origem. Esse pardmetro muda
para (1 — p)* quando o informante tem k tentativas frustradas de transmissio de informa-
coes. Com isso, pudemos obter o valor esperado dos informados ao final do processo em Z.
Finalmente, para estudar o modelo no grafo anel 2-regular, usamos o método de acoplamento
entre as variaveis no anel e as variaveis em Z, demonstrando que as primeiras convergem quase
certamente para as segundas, obtendo como resultado direto que o limite do valor esperado
da quantidade de informados ao final do processo no anel 2-regular é igual ao encontrado em
Z.

Para o segundo caso, trabalhamos de maneira semelhante estudando primeiro o modelo em
Z.. Agora, cada individuo tem quatro vizinhos e igual probabilidade de passar a informacao para
cada um deles. Neste caso, devido a muitos casos em que a transmissao da informacao poderia
ocorrer, utilizamos a regra da maioria e também uma estratégia recursiva na identificacdo de
certas configuracGes dos estados dos vértices para obter de forma mais simples os resultados
desejados. Aqui, também alteramos a condicdo inicial de um informante para 5 informantes
iniciais, dispostos em ordem consecutiva, e determinamos que a quantidade de informados ao

final do processo é aproximadamente 10,66. Da mesma forma que no caso anterior, por meio
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do acoplamento entre as varidveis no anel 4-regular e Z, demonstramos convergéncia quase
certa e também temos como resultado adicional que o limite do valor esperado dos informados

no anel 4-regular é igual ao de Z.

4.2 RESULTADOS DE SIMULACOES

Durante o desenvolvimento do trabalho, foi possivel evidenciar que a complexidade dos
calculos aumenta significativamente a medida que o grau do anel aumenta. No entanto, as
simulacdes nos fornecem uma ideia sobre o comportamento que a transmissao de informacdes

no anel assume a medida que o grau aumenta.

Para a realizacdo dessas simulacdes, foi utilizado o linguagem de programacdo Python.
Partiu-se de um grafo em forma de anel com N vértices (300, 500, 1000, 3000, 5000, 8000 e
10000). Em cada um desses casos, comecamos com um grau 2, no qual n simulacdes foram
realizadas para obter a proporcao final de ignorantes em cada caso. A média desses valores é
escolhida para as representacdes graficas. O mesmo processo é repetido a medida que o grau

k do grafo aumenta, resultando nos seguintes resultados.

Figura 5 — Zoom k vs proporcdo final ignorantes
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=
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Figura 6 — SimulacGes k vs proporcdo final ignorantes
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Na figura 5 podese observar que a medida que k£ aumenta em um grafo com N vértices,
existe um ponto critico a partir do qual o comportamento do processo de propagacio se
assemelha ao de um grafo completo dos quais podem ser encontrados resultados na literatura
que mostram que a proporcdo remanescente de ignorantes é muito proxima a 20%. A Figura 6 é
uma aproximacao dos resultados das simula¢des anteriores para observar de perto os resultados
encontrados nelas. Confirma-se a proximidade com 20% quando o grau do grafo é grande,
mas também é possivel observar que os grafos com maior quantidade de vértices sao mais
estaveis em torno de 20%, enquanto aqueles com menos nds, embora tenham valores préximos
a 20%, n3o sdo tdo estaveis e oscilam um pouco. Essas observacdes ndo permitem concluir
que ainda sdo necessarias pesquisas sobre a influéncia de £ na propagacdo da informacdo e

sugere estudos futuros para compreender melhor essa potencial transicdo de fase.
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