e~
e
e~

JE

UFPE

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

ADSON PALMEIRA SERAFIM DA SILVA

ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
LINEARES

Recife
2024



ADSON PALMEIRA SERAFIM DA SILVA

ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
LINEARES

Dissertacao ao Programa de Pés-graduacdo em Ma-
tematica do Departamento de Matematica da Uni-
versidade Federal de Pernambuco, como requisito
parcial para a obtencdo do grau de Mestre em Ma-
tematica.

Area de Concentracao: Anilise

Orientador (a): Hildeberto Eulélio Cabral

Recife
2024



Catalogacgao na fonte
Bibliotecaria: Luiza de Oliveira/CRB 1316

S586e Silva, Adson Palmeira Serafim da.
Estabilidade de Sistemas de Equacbes Diferenciais Ordinarias Lineares /Adson
Palmeira Serafim da Silva.— 2024.

43 f.:il.

Orientador: Hildeberto Eulalio Cabral.

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal de Pernambuco. Centro de
Ciéncias Exatas e da Natureza, Programa de Pés-graduagdo em Matematica, Recife,
2024.

Inclui referéncias.

1. Sistemas lineares. 2. Equacao diferencial. 3. Sistemas hamiltonianos. 4.
Estabilidade de equilibrios. |.Cabral, Hildeberto Eulalio. Il. Titulo.

515 CDD (23. ed.) UFPE - CCEN 2024 -85




ADSON PALMEIRA SERAFIM DA SILVA

Estabilidade de Sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias Lineares

Aprovada em: 28/02/2024

Dissertacdo apresentada ao Programa de
Pos-graduacdo  do  Departamento  de
Matematica da Universidade Federal de
Pernambuco, como requisito parcial para a
obtengdo do titulo de Mestrado em
Matematica.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Hildeberto Eulalio Cabral (Orientador)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. César Augusto Rodrigues Castilho (Examinador Interno)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr.Thiago Dias de Oliveira Silva (Examinador Externo)
Universidade Federal Rural de Pernambuco



Dedicado aos meus pais.

Pai, ainda serei o seu Doutor



AGRADECIMENTOS

Quero agradecer aos meus pais. A minha m3e, por me apoiar em minhas escolhas, e ao
meu pai, que, por mais que hoje ndo esteja presente aqui, foi sempre meu maior incentivador.
Ao meu orientador que me direcionou durante a reta final do mestrado.

Aos meus amigos que sempre me escutaram e sempre estiveram ao meu lado durante toda
essa trajetoria.

Agradecer especialmente a minha namorada Thamyres, que em todos os momentos de difi-
culdades, todos momentos em que quis desistir, segurou minha mao e me ajudou a seguir em

frente. Ao meu grande amigo Gustavo, por todo companheirismo na hora de estudo.



RESUMO

Este trabalho trata de estabilidade de sistemas de equacdes diferenciais lineares e tem como
ideia fundamentar os conceitos e provar teoremas em nele encontrados sem auxilio de outra
bibliografia. Serdo vistos conceitos fundamentais de algebra linear, abordando temas como
solucdes de sistemas homogéneos e ndao homogéneos e o logaritmo de matrizes quadradas.
Também veremos as definicdes de sistemas equacdes diferenciais ordinarias lineares, tais como,
sistemas coeficientes constantes, Hamiltonianos, veremos a definicio de matrizante e a equa-
cdo de Euler-Lagrange. Em seguida, serd examinada a estrutura das solucdes de um sistema
linear periédico homogéneo utilizando o Teorema de Floquet que permite reduzir a solucdo de
um sistema peridédico a um sistema com coeficientes constantes, e serdo apresentadas as con-
dicoes sob as quais um sistema linear periédico ndao homogéneo possui solucdo. Além disso,
serd abordada a questdo de estabilidade em sistemas de equacoes diferenciais lineares. Por
fim trataremos o tema de estabilidade forte de sistemas Hamiltonianos lineares periddicos,

apresentando o Teorema de Krein como também o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii.

Palavras-chaves:Sistemas lineares; equacdes diferenciais; sistemas Hamiltonianos; estabili-

dade de equilibrios.



ABSTRACT

This work addresses the stability of linear differential equation systems and aims to establish the
concepts and prove the theorems found within it without relying on additional bibliographic
sources. Fundamental concepts of linear algebra will be explored, covering topics such as
solutions to homogeneous and non-homogeneous systems and the logarithm of square matrices.
Definitions of linear ordinary differential equation systems will also be reviewed, including
systems with constant coefficients, Hamiltonian systems, the notion of a matrix pencil, and
the Euler-Lagrange equation. Subsequently, the structure of the solutions to a homogeneous
periodic linear system will be examined using Floquet's theorem, and the conditions under
which a non-homogeneous periodic linear system has a solution will be presented. Additionally,
the issue of stability in linear differential equation systems will be discussed. Finally, we will
address the topic of strong stability in periodic Hamiltonian linear systems, presenting both

the Krein theorem and the Krein-Gelfand-Lidskii theorem.

Keywords: Linear systems; differential equations; Hamiltonian systems; stability of equilib-

rium.
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1 INTRODUCAO

Um sistema linear periédico estavel pode perder sua estabilidade através de uma pertur-
bacao de parametro, resultando em um fendomeno conhecido como ressonancia paramétrica.
O presente estudo tem como objetivo investigar quais as condicGes necessarias para que esse
sistema, apos a perturbacdo, ainda se mantenha estavel.

No segundo capitulo, serd apresentado um resumo sucinto de conceitos e teoremas de
algebra linear (tais como logaritmo de uma matriz quadrada e um método para sistemas e
equacgdes lineares ndo homogéneos) e sistemas de equacdes lineares (definices de sistemas
lineares de EDO de primeira ordem homogeéneos, adjunto, ndo-homogéneo, Hamiltonianos).
Este capitulo foi concebido com o propdsito de fornecer as ferramentas necessarias para a
compreens3o da teoria desenvolvida ao longo do texto.

O terceiro capitulo abordard um estudo sobre as solucdes de sistemas lineares periddicos,
apresentando definicdes de produto interno e norma, teorema de Floquet para o matrizante
do sistema periddico, a estrutura de suas solucdes e dois lemas que estimam a existéncia e
limitam as solucGes periddicas do sistema nao-homogéneo.

No dltimo capitulo, serd discutida a definicdo de estabilidade de sistemas lineares. Iremos
estudar as condicOes necessarias para que um sistema Hamiltoniano, seja além de estavel,
tenha uma vizinhanca que todo sistema Hamiltoniano seja estavel. Para isso, sera apresentado
o produto escalar indeterminado, que iremos usar para separar os multiplicadores em trés
espécies, os teoremas de Krein e o de Krein-Gel'fand-Lidskii, que define as condicdes necessarias

e suficientes para o sistema ser fortemente estavel.
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2 RELEMBRANDO CONCEITOS

Este trabalho tem como intuito ser autocontido, ou seja, foi elaborado de maneira que nao
seja necessario a busca de outras literaturas para o entendimento do contetido aqui abordado.
Portanto, neste capitulo iremos estabelecer conceitos basicos sobre algebra linear e sistemas de
equacdes diferenciais, os quais serdo de grande importancia para a compreensdo do contetido
abordado ao longo do texto. Serad visto conceitos de logaritmo de uma matriz inversivel,
solucGes de sistemas lineares, definicdo de matrizante de um sistema de EDOs homogéneo e

homogéneo adjunto, também algumas propriedades dos sistemas Hamiltonianos.

2.1 ALGEBRA LINEAR

Definicdo 2.1. Seja S = {uy,...,uq} um conjunto de vetores do espaco vetorial V. Cha-
mamos de matriz de Gram do conjunto S (G) a matriz formada pelo produto interno de seus

vetores, isto é

(u,uy) (ug,ug)... (ug,uy)

(u;,uq) (ug,ug)... (uq,uq)

O determinante dessa matriz é chamado de determinante de Gram de S

Teorema 1. Os vetores {uy, ..., uq} sdo L.I. se, e s6 se, a sua gram matriz tem determinante

diferente de zero

Demonstracdo. Considere a igualdade
a1y + Uy + - - - + agug = 0 (21)

onde o, ..., aq sao escalares. Ao tomarmos o produto interno com u;, 7 =1,...,d encon-
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tramos o seguinte sistema linear

ap(ug,ug) + ag(ug, ug) + - - + ag(ug,u;) = 0,
a1(ug, ug) + ap(ug, uz) + - - - + ag(ug, uz) = 0,
ay(ur, ug) + az(ug, ug) + -+ + ag(ug,ug) = 0.
O sistema acima ira possuir solugdo ndo-trivial em «; j = 1,...,d se, e somente se, a matriz

de Gram possui determinate nulo. Portanto, se ndo existe ; ndo nulo na equacao (1.1), entdo

a matriz de Gram tem determinante n3o nulo. O

Vale aqui relembrar as seguintes propriedades, consideremos a matriz adjunta de A, isto

, . —t ~
é, a sua transposta conjugada A* = A, entdo

i. (A=A
(2.2)
ii. (Ax,y) = (x, A*y),

se a matriz A for real, A* = A'. Definimos como matriz simplética padrdo a matriz anti-

Hermitiana J de ordem 2n que é dada pela forma

As seguintes identidades aparecem com frequéncia ao longo deste texto
J=Jt=—J JP=—-L, JP=-J J'=1L,. (2.4)

Seja 'V o espaco vetorial K", onde K representa R ou C, com um produto interno ( , ).

Sendo a = (ay,...,a,), b= (by,...,b,) dois vetores de K", esse produto é dado por

<a7 b> = Z GZE
i=1

Podemos reescrever o produto interno de maneira matricial, ou seja, b*a onde a, b sdo matrizes

coluna. Se K =R, entdo (a,b) é o produto euclidiano, e podemos reescrever como b'a.
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Seja A uma matriz pertencente ao espaco das matrizes quadradas em K, denotado por M, K,

Al =) > lajl? (2.5)
4, k=1

2.1.1 Logaritmo de uma matriz quadrada

definiremos a norma de A como

Definicao 2.2. Seja A pertencente a M, K. Dizemos que a matriz A tem um logaritmo se

existe uma matriz B € M, K tal que e® = A. Onde o operador linear e? ¢ definido por
ef = i L g (2.6)
B okt .

Proposicao 2.1. Considere o bloco de Jordan elementar D = A\l + N, onde A\ # 0 e N uma

matriz nilpotente de ordem n. Entdo D possui um logaritmo.

Demonstracdo. Como X\ # 0, podemos escrever D como D = A\(I+ R) onde R = N/\. Sabe-

mos que log(1+z) pode ser expandido em série de poténcia como log(1+z) = Z;’il(—l)j“%.j.

JHIRI

Ora, como R" = 0 (por n ser a ordem de nilpoténcia de N), a série 3272, (—1)""' %

;L;f(—l)j’Ll}j—,j sera convergente, portanto, podemos afirmar que existe uma matriz S tal
que
n—1 ) Rj
S=>(-1)Y""— =log(I + R).
=1 J

Seja B = log(\)I + S para um ramo de logaritmo de X definido, pela comutatividade de I e

S, entdo
eB _ elog(A)I+S — elog()\)l i eS — )\ - elog(I—I—R).
Assim como e°8(1+2) = 1 4 ~ & possivel verificar por expans3o em série de poténcia que

elog+R) — 1 4 R essa verificacio é demaseadamente trabalhosa e serd omitida aqui. Assim

eB=AI+R)=D O

Proposicao 2.2. Qualquer matriz inversivel A € M, K possui um logaritmo.
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Demonstracdo. Seja A uma matriz inversivel, portante existe uma matriz inversivel P tal que

PAP~' = A, onde A, é

Dy, O 0
0 D, 0
0 ... Dy,

e cada um D), é um bloco de Jordam referente ao autovalor );. Portanto, pela proposicao
(2.2), cada um dos blocos de Jordam da matriz A, possui um logaritmo, D), = ePi e assim

a matriz B = diag[e?', ..., eBt] & um logaritmo de A,;. Como A; = PAP ™! entdo A = ¢

onde B = P 'BP O

B

2.1.2 Solucao de sistemas nao homogéneos

Considere um sistema homogéneo de equacdes lineares
Ax =0,

onde A é uma matriz quadrada de ordem n no corpo K.

Sendo r o posto de A (a dimens3o da imagem ou a quantidade de colunas L.I. da matriz
A), o conjunto das solucdes desse sistema forma um subespaco vetorial de V' = K" cujo a
dimens3o é a nulidade d =n — r de A.

Para o sistema ndo homogéneo

Ax = b,

onde A é uma matriz quadrada com n linhas e b sdo vetores de dimens3o n, pode nido haver
solucdo. Para que o sistema ndo homogéneo tenha solucdo é necessério que b esteja na imagem
do operador linear x — Ax.

No caso n3o-singular a solucdo é dada por x = A~'b, porém, no caso em que A é singular

(det A = 0), precisamos do seguinte lema.
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Lema 1. Seja r < n a dimensdo da imagem de A, e seja d = n — r sua nulidade. Sejam

Y1,¥o,.-.,Yq Uma base para a solucdo do sistema homogéneo Ay = 0 e z,,2s,...,%q uma

base para a solucdo do sistema homogéneo adjunto A*z =0

I.

ii.

iii.

A equacdo Ax = b possui solucdo se, e somente se

(b,zs) =0 VYé=1,....d (2.7)

A solucio geral para a equacdo Ax =b é

d
X =X + Z’Y&B’J (2.8)
5=1

onde xq é uma solucio particular e os s sao valores complexos arbitrarios

Suponha a condicao e segjam u; com j = 1,...,d vetores arbitrarios tais queE]

det[(ys, u;)]{ # 0, (2.9)

entdo a equacdo Ax = b possui uma tnica solucido x que satisfaz a condicdo
(x0,u;) =0 com j=1,...,d, (2.10)

e essa solucdo é determinada por

xg=C"'b onde C = A—-VU*, (2.11)
sendo as matrizes U = [uy, s, ..., uq|,V = [21,2,...,24] € M(K),xq com us e zs
0 =1,...,d como colunas, respectivamente

Demonstracdo. i. Suponha que o sistema possui solucdo, entdo o produto interno

(b,zs) = (Ax,z5) = (x, A"zs) =0V § = {1,...,d}

por outro lado, temos que K" = Im(A) @ Ker(A*), e como b é ortogonal a todo vetor do

ndcleo de A*, entdo b € Im(A), isto é existe um x, tal que Axy = b.

1

[(y5,u;)]¢ denota a matriz em que cada entrada é o produto interno dos vetores (y;,u;)
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ii. Por hipétese, Axy = b, vamos supor que Ax; = b, ou seja, A(xp — x3) = 0, 0 que
implica que xg—x; € Ker(A), mais ainda, é combinacdo linear dos vetores {ys} 0 = 1,...,d.
Portanto, a solucdo geral de Ax = b é dada por (2.8).

iii. Tomando a solucdo geral dada em ii e aplicando em ([2.10)) vemos que

d
(x,u;) =0= 522175 (ys,u;) = —(x0,u;) Vji=1,...,d,
e como, por hipétese, [{ys,u;)] € injetiva, temos que x, € dnico.
Por outro lado, vejamos que se C'y = 0, onde C' é dado por e y um vetor qualquer

em K"
Cy=Ay —VU"y =0,

definindo VU*y = v, temos Ay = v e assim (v, z5) = (y, A*zs) =0 paratodo § = 1,...,d.
Ora, como v = VU*y, podemos escrever essa igualdade em forma de produto interno, v =

>4y, u;)z;. Se substituirmos esse valor de v no produto interno com z; vemos que

d
0 = <V, Z5> = Z’YJ <Zj,Z§> ) Onde ’YJ = <Y7 u]>
7=1

temos que det[(zs,z;)]{ # 0, por [(zs,2;)]¢ ser a matriz de Gram e serem linearmente in-

dependentes, chegamos em (y,u;) =0V j =1,...,d. O que implica que v = 0 e assim

Ay =0, ou seja y = >-{ a;y;. Disso temos

(y,u;) = aiyi,u;) =0,

i=1
e por (2.9) concluimos que o; = 0V i = 1,...,d e assim y = 0, logo C é injetiva e
xo = C~'b. Agora vejamos que se X, é solucio do sistema Ax = b e satisfazendo ([2.10)),

entdo U*xy = 0 e portanto
CX() = AXO — VU*XO = CX() = AXO = Xg = C_lb
O]

OBS 2.1. De (2.11)) concluimos que existe um v = |[C~!| > 0 o qual é independente de b e

que nos da

[%o0| < v[b]
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2.2 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
2.2.1 Sistema homogéneo de equacées diferenciais

Definimos como sistema homogéneo de equacdes diferenciais
n
IZ:ZOé”(t)l’](t) izl,...,n
Jj=1
onde os coeficientes «;;(t) sdo funcBes continuas em ¢ no intervalo /. O ponto sobrescrito a
uma letra significa a derivada em relacdo ao tempo. Podemos escrever em forma vetorial
x = A(t)x, (2.12)

7

onde A(t) é a matriz quadrada de ordem n com entradas «;;(t). Uma solucdo de (2.12)) é

uma funcdo vetorial diferencidvel x : I — K" tal que %(t) = A(t)x(t), para todo t € I.

Proposicdo 2.3. (1) As solucbes da equacio formam um espaco vetorial de dimens3o

n.
(2) Sejam x1(t), ..., xx(t) solucdes do sistema homogéneo (2.13). Entéo, elas sio linear-
mente independentes se, e somente se, os vetores x1(0), . ..,xx(0) sdo L.1.

Demonstracdo. (1) Se x(t) e y(t) sdo solucdes do sistema (2.12)), entdo x(t) + y(t), ex(t)
(c € K) e a funcdo nula 0(t) = 0 para todo ¢ € I também s&o solucBes de (2.12)). Além
disso, formam um subespaco vetorial das funcdes diferenciaveis x : I — K". A dimensao do
subespaco sera dado apés a prova do préoximo item

(2) Se as solugbes S = {x;(t),...,xx(t)} sdo linearmente dependentes, entdo existem

escalares ¢y, ..., ¢, nao todos nulos, tais que
o1x1(t) + - + epxi(t) = 0, para todo t,

portanto, é vélida para ¢t = 0, o que implica que os vetores x;(0),...,xx(0) sdo linearmente
dependentes.
Agora, seja S o conjunto de solucBes linearmente independentes de (2.12)) e considere a

igualdade

1x1(0) 4+ -+ - 4+ epxx(0) =
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usando os mesmos coeficientes ¢; i = 1,..., k tomemos a solucdo c;x;(t) + - - + cpxk(t) =
x(t). Como x(0) = 0, pela unicidade das solu¢Bes, entdo x(f) = 0. Ora, entdo temos a
igualdade ¢1x1(t)+- - -+ cxxx(t) = 0. Como S é linearmente independente, ¢; = -+ - = ¢ = 0.

Portanto, os vetores x;(0) - - ,Xx(0) sdo linearmente independentes. O

Definicdo 2.3. Um conjunto B = {z;(¢)} de n solucdes L.I. do sistema (2.12)) é chamado
conjunto de solucées fundamentais. A matriz X (t) formada por esses vetores L.I. como suas

colunas é chamada de matriz fundamental.

E claro que a matriz fundamental X (¢) satisfaz & seguinte equaco matricial.

Chamamos de matrizante da equagdo (2.12) a matriz fundamental X () cujo valor em um
instante inicial ¢y é a matriz identidade, X (t9) = I,,.

Se X (t) é o matrizante de (2.12)) uma solucdo desta equacdo com condic3o inicial x(tg) =
Xo € dada por

x(t) = X (t)xo. (2.13)
Portanto, qualquer matriz fundamental X (¢) de (2.12)) é dada por
Xi(t) = X(8) Xy (to). (2.14)
Se a matriz A é constante, entdo pode-se obter todas as solucbes do sistema auténomo
x = Ax (2.15)

as quais sao dadas por

x(t) = e"x(ty), (2.16)

Exemplo 2.1. Considere a matrix quadrada A = wJ, onde J é a matriz simplética padrdo
de ordem 2n. Achar as solugdes ([2.16)) do sistema (2.15]).

As poténcias sucessivas de J s3o dadas como em ([2.4)). Disso temos

tA = (wt)J, (tA)? = —(wt)’l, (tA)? = —(wt)’J, (tA)* = (wt)'I, (tA)® = (wt)°J,...,
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logo
A (wt)?  (wt)! wt (wt)?  (wt)? )
e = (1- L —...)I+<F— -
Assim, temos
I O O I coswtl sinwtl]
e = coswt + sinwt =
O I -1 O —sinwtl coswtl
X :
Portanto, com & = , obtemos a solucdo £(t) = 4£(0) de € = A€, com condic3o inicial
y

£(0), ou seja
x(t) = coswt x(0) + sinwt y(0), y(t) = —sinwtx(0) + coswty(0).

A dependéncia da matriz A(t) no tempo t faz com que seja um problema dificil obter as

solucdes do sistema ([2.12]).

2.2.2 Sistema adjunto

Consideremos o sistema
j=1
ou em forma vetorial
y = —A*(t)y, (2.17)

o chamamos de sistema adjunto de (2.12)). Afirmamos que se X (¢) é o matrizante do sistema

(2.12), ent3o o matrizante do sistema ([2.17)) é
Y(t) = [X(t)*] (2.18)

Ora, se aplicarmos o adjunto no sistema ([2.12)) com o matrizante, entdo X* = X*A*(t), logo

d . .
%X*Y = XY+ XY = (X"A)Y + X" (-AY) =0,
ou seja X*Y é uma constante, como X(ty) = Y (tg) = I,, entdo temos que X*Y = [,

provando nossa afirmacao.
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2.2.3 Sistema nao homogéneo

Definimos como sistema ndo homogéneo o seguinte sistema de EDO
z=A(t)z + £(t). (2.19)

Onde A(t) e uma matriz quadrada de ordem n e f(t) = (f1(t) ... fu(t))" sendo as entradas
de f funcdes continuas em t.

O matrizante do sistema ndo homogéneo é dado pela férmula de variacio de pardmetro.
Sabemos que a solucdo do sistema homogéneo x = A(t)x é dado por x(t) = X (t)x, onde X,
é um vetor constante, temos também que X = A(t)X. Se tomarmos a variacdo de parametro
onde agora no lugar de termos x, constante temos z(t) = X (¢)x(t) com x(¢) um vetor funcdo

no tempo t. Entdo 4z(t) = Xx(t) + X (t)%x
z = (AX)x(t) + Xx(t) = Az(t) + Xx = f(t) = X(t)%(t)
Integrando de tq a ¢ e multiplicando por X (¢) encontramos

z(t) = X(t) (x(tg) + tX1<T>f<T>dT> : (2.20)

to

2.2.4 Sistemas Hamiltonianos

Chamamos de sistema Hamiltoniano o sistema de equacdes diferenciais complexo que pode

ser escrito da seguinte forma

Tp4j)

onde ij representa a derivada de H em relacdo a z;, e
1 2k

ij=1

Portanto podemos escrever o sistema da seguinte maneira

5 = 35 higrs (D)2

ey = — L haj ()

(7=1,...,n)
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A funcao (2.22) é chamada de Hamiltoniano do sistema. Se o sistema Hamiltoniano for
independente do tempo t o chamaremos de auténomo. As varidveis x,.1,..., T, S30 as
varidveis conjugadas de x4, ..., x,, respectivamente, e o nimero n é o grau de liberdade do

sistema Hamiltoniano. Também podemos escrever o sistema de forma matricial. Tomandos

xy

X = : . (2.23)
Ton

E sendo H(t) = VH(t)* = VH(t). Assim, o sistema Hamiltoniano pode ser escrito como
x = JH(t)x. (2.24)

Definicao 2.4. Seja A uma matriz de ordem 2n em K, dizemos que A é uma matriz Hamil-

toniana se o sistema linear x = Ax for Hamiltoniano.
As definicdes acima nos leva as seguintes proposicdes

Proposicao 2.4. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para uma matriz quadrada com-

plexa de ordem 2n
(a) A é Hamiltoniana;
(b) A= JS onde S* =S,
(c) A*J + JA =0;
(d) JA é Hermetiana.

Proposicao 2.5. A matriz A de ordem 2n é Hamiltoniana se, e somente se, for escrita na

forma de blocos

coma* +d =0 eb,c Hermitianas
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As provas dessas proposicoes sao obtidas de maneira direta a partir das definicGes de
sistemas Hamiltonianos e de matrizes Hamiltonianas, também podemos encontra-las para o

caso real dessas proposi¢des no inicio do capito 2 livro (MEYER; OFFIN| 2017

2.2.5 Equacao de Euler-Lagrange

Seja L um Lagrangiano regular
L(x,x) =T —1I, (2.25)

onde T, II sdo as energias cinéticas e potencial do sistema, respectivamente, U C R" e L :
U xR™ — R. O problema variacional é baseado em calcular o caminho no conjunto Q2 = {x :

[a,b] — U}, que minimiza a acdo
b
AL :/ L(x, %)dt. (2.26)

Uma variacdo adequada do caminho x : [a,b] — U é uma familia de caminhos de um

pardmetro de classe C? em [a,b] X (—¢,¢€) tal que
x(t,0) = x(t),  x(a,0) =x(a), x(ba) =2(b), ¥ a.

O caminho x(t) é um ponto estaciondrio da acdo (2.26]) se, e somente se, é solucdo da equacido
diferencial

d

S La(x(0),%(1)) = Lu(x(8), %(1)) = 0. (2.27)

A equacdo ([2.27]) é chamada de equacdo de Euler-Lagrange do problema variacional. A prova
para essa equacdo pode ser encontrada na secdo 2 do segundo capitulo do livro (CABRAL;

DIAS, [2023).

2.2.6 Equacao variacional

Seja xy € R™ um ponto de equilibrio hiperbdlico do sistema
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isto é

d
AX(t) 0 £0

=T
A Linearizacdo de um sistema é o estudo de solucdes de uma da equacdo x = A(t)x(t) e uma

vizinhanga préxima do equilibrio xg = x(%y). Define-se desvios em torno do equilibrio
X(t) = xo(t) +&(1),

e calcularemos a expansdo da série de Taylor da funcdo A(t) em torno de x¢(t).

. 0 0
X = Axg+ —Ax G4+ —Ax &+ 0(E%) =
axl X=X0 8XTL X=X0
. M 8 a 2
X0+§:AX0+8T{1AX fl—i‘"'—i‘&x Ax §n +0(£7).

Como %¢(t) = Axp, também podemos desprezar os termos de ordem maior e igual a 2,

portanto ficamos com

fziAx

0
ox Ax

0x,,

& (2.28)

X=X

L+

X=X

Chamaremos ([2.28) de equagdo variacional do sistema.
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3 SISTEMAS LINEARES PERIODICOS

3.1 INTRODUCAO

Considere o sistema n3ao-homogéneo
x = A(t)x + £(t), (3.1)

com a matriznxn A e a fun¢do f sendo T-periddicas, isto é, A(t+71") = A(t) e f(t+T1") = £(1).

Consideremos também o sistema homogéneo a ele relacionado
y = Ay, (3.2)
e o correspondente sistema adjunto
z=—A(t)"z. (3.3)

No espaco vetorial das fungdes vetoriais continuas u : [0, 7] — K" definimos o produto interno

de u, v pela expresséoE]

OLV»::;RAQu@%v@»dt (3.4)

€ com a respeciva norma

Il = /((u, w) V/ / t)|2dt. (3.5)

As desigualdades triangular e Cauch-Shwarz (|((u,v))| < ||lul|-||v||) sdo verificadas facilmente
por . Definamos L5 como o espaco vetorial das funcdes vetoriais u(t) T-periddicos, com
0 <t <T,tal que a norma ({3.5) é finita.

Seja y(t) € Ly e seja Q(t) um operador T-periddico continuo em [0, 7], portanto Q(t) é

limitado nesse compacto, entdo Q(t)y(t) € Lo, pois

QYOI < 7 [ QWP OP: < maslQ®)Ply()]

1 Também utilizaremos o seguinte produto interno para funcdes escalares continuas u,v : [0,T] — K,

e a correspondente norma |u| = fo t)2dt.
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entao

1REY D < | /maz|QOF lly(?) (3.6)

[0’

Teorema 2 (Floquet). O matrizante do sistema homogéneo T-periédico é dado por

Y(t) = Q()e?, (37)
onde Q(t) é uma matrix T-periédica e B é constante.

Demonstracdo. Se y(t) é solucdo do sistema ((3.2)), entdo transladando por T, u(t) = y(t+17),
também é solucdo, assim como Y (t + T') é uma matriz fundamental, pois é a combinacdo
linear das colunas de Y'(t). Isso implica que existe uma matriz C tal que Y(t +7) = Y (¢)C.
Como Y é o matrizante, entdo Y (0) = [,,, ou seja, podemos reescrever Y(t +T) = Y (t)C
como

Yt+T)=Y(@)Y(T).

Pelo fato de Y'(¢) ser inversivel, pela proposicdo (2.2)), existe um B tal que Y (T') = e’ 5.
Cosidere agora a matriz Q(t) = Y (t)e 5, entdo Y (t) = Q(t)e'®, para concluir o teorema

basta provar que () é T-periédico. Vejamos
QUt+T)=Y({t+T)e @B = yt)Y(T)e TPetB,
Ora, Y (t) = Q(t)e®, portanto Q(t +T) = Q(t). O

Agora, a mudanca de coordenadas y = Q(t){ transforma o sistema periddico ((3.2)) no

sistema constante

§ = B¢ (3.8)
De fato, derivando 1) em relacdo a t, obtemos Ye ¥ = Q 4+ QB. Como Y = AY e
Ye B = Q, segue-se que AQ = Q+QB. Derivando y = Q(t)¢ e substituindo Q = AQ—QB
na igualdade y = Q¢ + QE, obtemos y = AQE — QBE + QE, donde

y — Ay = Q(¢ - BE).

Vemos dai que y = Ay se, e somente se, £ = B¢.
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No entanto, nem sempre podemos conhecer a representacao de Floquet , pela dificul-
dade de se obter as solucdes de um sistema periddico, e sem o conhecimento desta a solucao
do sistema linear periédico pode ndo ser um problema simples.

Seja Y(t) o matrizante do sistema ([3.2]), chamamos de monodromia o matrizante no
momento 7', isto é, Y (T'). Como Q é T-periédico e T'(0) = I,,, entdo Y (T) = ePT.

Os autovalores da monodromia Y (7T") sdo chamados de multiplicadores e sdo dados por p =
aT

e, onde a e um autovalor de da matriz constante B. O conjunto de multiplicadores é

denominado espectro.

3.1.1 Solucdes de sistemas periédicos homogéneos

Tomemos o sistema homogéneo ([3.2)), fazendo uma mudanca de coordenadas x = Q(t)¢,

chegaremos ao sistema

§= B¢ (3.9)

Sejam os autovalores oy, ..., «, de B todos distintos, e sejam ay, ..., a, 0s seus autovetores

relacionados. Portanto existem n solugdes L.I. do sistema (3.2)) da forma

yi = e*qi(t), (3.10)

onde q;(t) = Q(t)a; e q(t+T') = q(t). Consecutivamente, os vetores y; formam uma matriz

fundamental. De fato, como Y = Q(t)e®*, ent3o para y;(0) = a; temos

yi(t) = Q(t)eP'a; = Q(t)e™ta; = e q(t). (3.11)

Por outro lado, se o sistema ([3.2)) possui solucdo da forma ({3.10)), entdo, como y(t) é T-
periédico, y(T) = e“Ty(0). Com isso o nimero p; = e*’ é um multiplicador da equacdo
(3.2), isto é, p; é um autovalor da matriz Y(T'). Como Y (t) é ndo-singular para todo ¢, pela

proposicdo ([2.2) existe uma matriz B tal que Y (T') = e??

com o autovalor o; = %log Di-
No caso geral. Fazendo a mudanca de coordenadas no sistema (|3.2)) chegando ao sistema

(3.9). Seja (v — )™ {i=1,...,s;1 < s < n} divisores do polinémio caracteristico de B,
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entdo cada (o — ;)™ possui um conjunto de m; solugBes L.I. {53@} da forma
i 4 (), o NG i i a, el i
60 = ctafl, ) = eitald + )y . e = et (a0 val) ).
‘ (ml — ].)' !

(3.12)

onde os a'” s3o vetores linearmente independentes. Portanto, do fato de det Q(¢) # 0 para

J

todo t, o conjunto da unido das solucdes

do sistema 1} definido por y!” (t) = Q(t)g(.i) (), € um conjunto de solu¢des fundamentais.

J J
Dessa forma, definindo q](.i) (t) = Q(t)aj(-i), concluimos que a estrutura das solucées de 1’ é

( . .
() = evtal’;
yo(t) = e (ta” + a”); .
(i=1,....,8;m1+---+my=n). (3.13)

() = et (Empa’ + - ag )

\
Definicdo 3.1. Sejam todos os «; distintos (ou a multiplicidade de «; for igual a dimensdo
de seu auto-espaco), entdo diremos que «; é um autovalor de tipo simples, caso contrario sera

um autovalor do tipo ndo-simples.

3.2 SOLUGAO DE SISTEMAS PERIODICOS NAO-HOMOGENEO
3.2.1 Solucées periddicas
Seja Z(t) o matrizante do sistema adjunto (3.3)), como z(t) = Z(t)z(0), se tivermos z(¢)
T-periddico concluimos que
z(T) = Z(T)z(0) = [Z(T) — 1,]z(0) = 0.

Seja d a nulidade de Z(T') — I,,, entdo a equa¢do ({3.3) possui d solucdes linearmente inde-
pendentes T-periddicas z;s(t) = Z(t)cs onde cs = z5(0) é solucdo de [Z(T) — I,,Jcs = 0. A
solucdo geral de (3.3 é dada por z(t) = X% vszs.
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Sejam x(t), z(t) solucBes para o sistema (3.1)) e (3.3)) respectivamente, entdo

d g —
S {x2) = (Ax+f,2) + (x, —A"z) = (f,2),

e, integrando de 0 a T" temos
(X(T), (1)) — (x(0), 20)) = [ (£(2) (1))t = T(£.v) (3.14)
Lema 2. Assuma que o sistema possui d solucdes L.I. T-periddicas y,...,yq. Entdo
i. O sistema adjunto também possui d solucées L.I. T-periédicas z1, . .., zg;
ii. O sistema ndo homogéneo possui solucdo T'-periédeca se, e somente se,

((f,25))=0Vo=1,....d (3.15)

ii. Se é satisfeito, entdo qualquer solucio T-periédica do sistema ndo-homogéneo é
dado por

x = xo(t) + > ys(t) (3.16)
0=1

Demonstraco. i. Seja Y (T') o matrizante do sistema (3.2) e Z(T') o matrizante do sistema
(3.3). De ([2.18)) sabemos que Z(t) = [Y'(¢)*]7*, logo
[Z(T) = L] = (=Y/(T)")'[Y(t) - L]
por hipétese a nulidade do sistema [Y (7)) — I,]y = 0 é igual a d. Portanto a nulidade do
sistema [Z(T') — I,]z = 0 também é d, logo o sistema ([3.3) possui d solugdes z; (1), ..., z4(t)
linearmente independentes, onde zs(t) = Z(t)zs.
ii. Considerando o sistema adjunto ([3.3)), pela proposicdo (2.3) esse sistema possui n

solucdes linearmente independente, portanto podemos completar o conjunto solucao definido

no item acima tomando as solu¢des {z4:1 (%), ..., 2z,(t)} do sistema (3.3)). Seja
Zy = [z1(t) ... zn(t)], (3.17)

a matriz fundamental formada por essas solucoes.

Primeiramente iremos provar que x(t) é T-periddico se, e somente se

(x(0),2;(T) — z;(0)) = T((f,z;)) ¥j=1,....n (3.18)
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Seja x(t) uma solugdo T-periddica, isto é, x(7T") = x(0), por ([3.14) segue imediatamente.

Reciprocamente, se (3.18)) é verdadeiro, fazendo a diferenca ([3.14)) menos (3.18)
(x(T) —x(0),25(T)) =0V d=1,...,n,

Como z(T),...,2,(T) é uma base de K", entdo z(7") — z(0) = 0.
Portanto o nosso problema agora esta resumido em provar que z(0) é solucdo do sistema de

equagdes se, e somente se, ([3.15)) é verdadeiro.

Podemos reescrever o sistema ([3.18) de forma matricial. Assim, nds buscamos a solu¢cdo do

sistema
P*XO = [Zl(T) - Zl(O)]*XO =b. (319)

Tal que b = (T((f,z1)),...,T((f,2,))) e, pelo fato de [Z,(T) — Z1(0)] ter nulidade igual
a d, entdo [Z1(T) — Z1(0)]* possui nulidade igual a d. Pelo Lema(l] o sistema (3.19)) possui

solucdo se, e somente se
(b,&)=0. Vi=1,...,d
onde &1, ..., &, sdo solucdes do sistema (P*)*¢ = P£ = 0. O que é verdadeiro pois
(P*x(0),&) = (x(0),P) =0 Vi=1,....,d,

o que conclui o item Ji.
iii. Sejam x;(t) e xa(t) solugdes T-periodicas do sistema (3.1]) em que & = x1(0), & =

x2(0). Pela férmula de variacdo de pardmetro (2.20) estas solucdes sdo dadas por

xi(t) =Y (06 +Y(0) [ Vi) Hr)ar,

xa(t) = Y& +Y(0) [ V() tw)dr,
onde Y (t) é o matrizante do sistéma homogémeo. Se tomarmos a subtracdo dessas duas
solucBes teremos uma solucdo do sistema homogémeo x(t) = x; —xy = Y (£)(&§; — &2). Como

{y1,...,ya} é uma base para as solucdes do sistéma homogéneo, teremos entdo que uma

solucao geral T-periddica do sistema 1) é dada por y(t) = o + X%, Y5vs n
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Lema 3. Nas condicées do lema anterior, seja verdadeiro. Sejam {uy, ..., ug} e {vy(t),
., va(t)} vetores arbitrdrios tais que, det[(y;(0), uz)]? # 0 e det[(y; (1), vi(t))]¢ # 0, sendo
uy, € K" e vy, sdo fungdes vetoriais. As solucbdes T'-periddicas do sistema s3o unicamente

determinadas por uma das seguintes condicées

(x(0),y5(0)) = 0; (3.20)
(x(0),u5) = 0; (3.21)
((x,¥6)) = 0; (3.22)
((x,v5)) =0 com6=1,...,d. (3.23)

Em cada uma dessas condi¢Ges existe uma constante xk > 0 independente de f(t) tal que
Ix(t)] < klf]. (3.24)

Demonstracdo. Observe que se tomarmos u; = y;(0) a condicdo det[(y;(0), uy)]{ se tornard
a matriz de Gram, como os vetores y;(t),...,yq(t) sdo linearmente independentes, entdo
det[(y;(0),yx(0))]¢ # 0, o mesmo acontece se tomarmos vs; = ys. Portanto basta provar
(3.20) e (3.22).

Caso (3.20): Tomemos o sistema em que b é um vetor como definido na prova
do lema [2l Como definido no lema anterior, Z(t) é uma matriz fundamental do sistema
adjunto ([3.3)), entdo por e chegamos a Z1(T) = [Y/(T)*] 7' Z1(0), onde Y (T) é
o matrizante do sistema homogéneo . Desse forma podemos reescrever nosso operador

P como
P =[Z:(0) V(7)™ = L]
e assim podemos reescrever o sistema (|3.19) como
Y(T) = 1.]x(0) = [-Y(T)][Z:(0)"] "D

Ora, como foi demostrado no lema , x(t) é uma solucdo T-periddica do sistema (3.1)) se, e
s6 se, x(0) é solucdo do sistema [Z,(T") — Z1(0)]*z(0) = b. Como, por hipdtese, a nulidade

de [Y(T) —I,) éigual a d e yi(t),...,ya(t) sdo uma base para as solugbes T-periddicas do
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sistema homogéneo (3.2)), temos que [Y(T') — I,]ys(0) = 0. Pelo lema (1)) parte iii, o sistema
possui solu¢do Gnica determinada por (x(0), us). Ademais, pela observacdo do lema [1] existe

um v tal que
[x(0)] < v = Y(T)Z:(0)"|Ib],
onde v é independente de | — Y (T') Z1(0)* |
[x(0)| < ra|b] (3.25)

em que k; é independente de b. Vejamos agora b, seja ( = max{||z1||, ..., ||Z.|}

[bf? =T 3" |((F,25))" < (T2 > IIZaIIQ) I£]]* < nT=C?|I£|1%,
6=1

5=1
chamando nT?¢* = k32 chegamos a desigualdade |z(0)| < r1k3||f]|, onde k1, ko sdo indepen-

dente de f(¢). Por variagdo de pardmetro ([2.20)) no intervalo [0, 7]

(o) < ol (i< + | [ ro]).

Sabendo que a norma da integral é menor ou igual a integral das normas, podemos estimar a

parte contendo a integral esta desigualdade
T -1
L Y@@t < ol

denominando k4 = sup{|Y (¢)|;0 < t < T} podemos unir as desigualdades encontradas e

chegando a
Ix(®)|] < k||f|| onde kK = (k1Ko + K3)Ka4. (3.26)

O caso (3.22) segue a mesma linha de raciocinio e pode ser vista nas paginas 107-109 do

livro (JAKUBOVICH; STARZHINSKII, [1975]) O
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4 ESTABILIDADE EM UM SISTEMA PERIODICO

Veremos nesse capitulo sobre estabilidade em um sistema linear peridédico. Também uti-
lizaremos a estrutura dos sistemas Hamiltonianos para fortalecer o conceito de estabilidade
para além do sistema ser por si sé estavel. Queremos desenvolver o conceito que com uma
pertubacdo suficientemente pequena esse sistema continue sendo estavel, isto é, o sistema é
estavel e todo sistema hamiltoniano em uma especifica vizinhanca sua também seja estavel.

Finalizaremos este capitulo com a prova do teorema de Krein e a apresentacdo do teorema
de Krein-Gel'fand-Lidskii, que mostra a condicdo necesséria, e suficiente, para um sistema ser

fortemente estavel.

4.1 SISTEMA ESTAVEL

Consideremos o sistema homogéneo
x = A(t)x (4.1)

Definicdo 4.1. Nés dizemos que um sistema linear (4.1)) é estavel se a origem é um equilibrio
estavel em ambas as direcGes do tempo, isto é, dado um ¢ > 0 existe um o > 0 tal que se
lyoll < 9, a solucdo y(t) (tal que y(0) = yo) estd contido na bola aberta B.(yo), para todo

tempo .

Proposicao 4.1. A origem e um equilibrio estavel do sistema linear se, e somente se,

todas suas solucbes sio limitadas

Demonstracdo. Suponha que a origem é um equilibrio estavel. Entdo, dado € > 0 existe 6 > 0
tal que para toda solucdo x(t) com ||x(0)|| < 0 tem-se ||x(¢)|| < ¢, para todo t.

Agora, seja y(t) uma solucdo qualquer do sistema. Fixe um ndmero posivivo b tal que
blly(0)|| < 0. Entdo, by(t) é uma solucdo do sistema linear tal que ||by(0)]| < 4, logo
|by(t)|| < €, para todo t. Por conseguinte, ||y(t)|| < €/b, para todo t, logo, y(t) é limitada.
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Reciprocamente, suponha que todas as solu¢Ges do sistema sdo limitadas. Seja n a or-
dem da matriz A. Entdo as solu¢des x;(%),...,x,(t) com condi¢des iniciais x;(0) = e; sdo
limitadas; aqui, e; € o j-ésimo vetor da base candnica de R" (ou C™).

Sejam by, ..., b, tais que ||x;(t)|]| < bj, j =1,...,n. Seja b = max{by,...,b,} e entdo,
dado € > 0 tome 0 = ¢/nb.

Agora, seja x(t) uma solucdo do sistema X = A(t)x com ||x(0)|| < §. Vamos porvar que
|x(t)]] <€, para todo t, o que provara a estabilidade de x(t).

Seja x(0) = ae; +...+ape, e considere a solucdo y(t) = a1x1(t) +. ..+ a,x,(t). Como

y(0) = x(0), temos que y(t) = x(t), por unicidade das solu¢des. Logo,
XA < faal (@) + - 4 anl [xa (O] < far]by + . - |an|by < (Jar] + ... + |an])b.
Como |a;| < ||x(0)]], segue-se que ||x(%)|| < nb||x(0)|| < nbd = e. O

Vejamos agora para o caso em que A(t) é T-periédica. Tomando a mudanca de coordena-
das y(t) = Q(t)¢ no sistema ([4.1)), onde Q(t) é uma matriz continua T-periédica, chegaremos
ao sistema & = B¢. Pela estrutura das solucBes do sistema 1) vemos que y(t) é limitada
se os autovalores forem simples, pois se ndo forem simples teremos conjuntos de solucdes
linearmente independentes determinado como em , que serao ilimitados.

Seja A um autovalor complexo da matriz B, ent3o tomando e* = (@)t disso é possivel
ver que se o valor de a for diferente de zero teremos que e tenderd ao infinito quando ¢
tender ao infinito.

Por outro lado, como foi visto em (3.6]), o vetor q(t) é limitado, ja que o operador Q(t)
é limitado por ser continuo no compacto [0,7]. Portanto, concluimos que para que uma
solucdo do sistema (4.1]) seja limitada os autovalores da matriz B devem ser imaginério puro,
incluindo o zero, e, além disso, as suas solucdes sdo da forma y(t) = eiﬁtq(t), e como
Iyl = [e|la(®)|| = |la(t)|| teremos y(¢) limitado. Concluimos aqui que as solucdes
sistema sao limitadas se, e somente se, as solucdes de sua reducdo ao sistema constante
(4.1]) sdo limitadas.

Com isso chegamos as seguintes proposicoes:
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Proposicao 4.2. Seja A uma matriz constante, o sistema x = Ax € estavel, se e somente

se, todos seus autovalores sdo simples e imaginario puro, incluindo o 0.

Proposicao 4.3. Tomemos a mudanca de coordenadas y(t) = Q(t)& no sistema T'-periédico
y(t) = A(t)y para chegar no sistema & = BE. Entdo o sistema y(t) = A(t)y é estavel se, e

somente se, o sistema & = B também é.

4.2 SISTEMAS FORTEMENTE ESTAVEIS

No caso geral de sistema linear, constante ou T-periddico, estavel, em qualquer vizinhanca
sua existird um sistema linear instavel. De fato, seja y = Ay um sistema constante estavel.
Para qualquer ¢ > 0 dado, podemos definir a matriz A = A + ¢! tal que o sistema y = Ay é
instavel, pois seus autovalores possuem parte real ¢ diferente de zero.

Agora tomemos o sistema linear periédico estavel y = A(t)y, todas as suas solucdes sdo
limitadas. Pelo teorema de Floquet , seja Y (t) = Q(t)e'? o seu matrizante, pela proposic3o
o sistema £ = B¢ é estavel. Seja B, uma matriz constante n3o estavel e-préxima de de
B. Definindo Y, = Q(t)e!P< e A(t) = Y.Y."!, entdo Y, é o matrizante do sistema y = A.(t)y.

Temos os seguintes sistemas Y = A(t)Y e Y. = A.(t)Y,, derivando em relacio ao tempo
os matrizantes de cada um dos sistemas e substituindo os valores de Y, Y, Y., Y. chegamos as

seguintes igualdades.

Qe'? + BQe'® = AQe'? e Qe'P + B.Qe'P = A.Qe™™

Multiplicando a direita a primeira equacdo por (Qe'P)~! e a segunda por (Qe'B<)~! chegamos
as equacoes

QR '+B=A e QQ'+B. =A.

Subtraindo ambas as igualdades chegamos a B — B, = A — A, ou seja, A é e-préximo a A.
Pela proposicio [4.3 o sistema y = A.(t)y é instavel.
Porém, para sistemas Hamiltonianos estaveis, é possivel estabelecer condicdes nessecessa-

rias e suficientes tais que, para um determinado ¢, qualquer sistema Hamiltoniano §-préximo
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sera estavel. Para que o conceito de estabilidade seja estendido devemos aqui trabalhar algumas
definicoes em algebra linear.
Seja G uma matriz Hermitiana, isto é (Gx,y) = (x,Gy). Definimos o produto escalar

indeterminado

<Xa y>G = <GX, y>a (42)

que também pode ser escrita como y*GXx.

Sendo G ndo singular (det[G] # 0), entdo o produto (4.2)) é ndo-degenerado, isto é,
(x,¥)¢ = 0 para todo x implica que y = 0. Note que as demais propriedades do produto
interno sao herdadas ao produto escalar indeterminado.

Sejam dois vetores x,y € K", entdo dizemos que x,y sdo G-ortogonais se (x,y)c = 0.

Seja A uma matriz n x n. Definamos a matriz G-adjunta de A, denotada por A™, pela

identidade

(Ax,y) = (x, ATy)q.

A matriz G-adjunta de A é dada pela expressdo AT = G~1A*G. De fato, como G é Hermitiana,

temos
(Ax,y)a = (GAX,y) = (GAG'Gx,y) = (Gx, G 'A*Gy) = (x,GT'A*Gy)q.  (4.3)
Assim, dizemos que uma matriz é G-Hermitiana se
(Ax,y) = (x, Ay)c,
e W é GG-antiHermitiana ou G-Hamiltoniana, se
(Ax,y) = =(x, Ay)c-

Portanto, como (Wx,y) = (x, Wty)q, segue que:
Uma matriz W é G-Hermitiana se W+ =W e W é G-Hamiltoniana se W+ = —V.

Definicao 4.2. Seja A uma matriz quadrada complexa de ordem n, dizemos que A é G-

unitaria se
<AX, Ay>G - <Xa Y>G v X,y € c".

Ou ainda AT A = I, onde I representa a matriz identidade de ordem n.
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Segue de G ser Hermitiana e de (4.2)) que se A é uma matriz G-unitéria, entdo
A"GA =G. (4.4)

Lema 4. Sejam py, po autovalores de uma matriz G-unitaria A de ordem n (o caso p; = ps

ndo é excluido) e n'(p1), 1'(p2) representem seus subespacos raiz respectivos. Se

pip2 # 1. (4.5)
Entdo os espacos 11 (p1) e 17 (ps) sdo G-ortogonais, isto é, (x,y)q = 0 para todo x € n'(p)
ey €n'(pa).
Demonstracdo. Sejam a,b autovetores de A tais que a € n'(p1) e b € nf(py), isto é
(A—pI,)™a=0, (A—pl,)™b=0,

para algum my, msy natural.
I[remos provar por inducdo. Para my +mso = 2 temos m; = my = 1. Como A é G-unitéria,

pela definicdo (Aa, Ab)g = (a,b)q, portanto

pl@<aab>G = <a7b>G7
logo (1 — p1p2)(a,b)g = 0. Por hipdtese pi1pz # 1, o que significa que (a,b)s = 0. Agora
para my; + mg > 3. Assumindo que para m; + my < M é verdadeiro, vamos provar para
my + mg = M. Tomemos (A — p1l)a=a’ e (A — pl)b =D/, entdo por hipdtese do lema

(A - pll)ml_la’ = O, (A - p21)m2—1b/ = 0.

E por hipdtese indutiva temos (a’,b’)¢ = 0, (a’,b)g = 0 e (a,b’)¢ = 0, substituindo os

valores de a’ e b’ temos

0= <a/7 bl)G = <a> b>G — P <a7 Ab>G - E<Aa7 b>G’ + /)1@<av b>G; (46)
0= <a,> b>G = <Aavb>G — p1 <a> b>G§ (4'7)
0= (a,b')g = (a, Ab)g — 73(a, b)g. (4.8)

Logo, aplicando os valores de (Aa,b)s, (a, Ab)g encontrados nas equacdes (4.7) e (4.8),
respectivamente, na equacdo (4.6) chegamos a equacdo (1 — p13)(a, b)g = 0 o que implica

a,b)s = 0. Concluindo nossa prova. O
(a,b) p
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OBS 4.1. No caso de A ser G-Hamiltoniana, temos (Aa,b)s = —(a, Ab)q. Portanto, com
as mesmas condicdes do lema[d], apenas mudando o fato p;pz # 1 por p; + P2 # 1 terermos

n'(p1) G-ortogonal ao 7(ps). A prova segue o mesmo raciocinio da prova do lema [4]
Lema 5. Seja A uma matriz G-unitaria. Ento
i. Se p e S éum autovalor ndo simples de A, ent3o existe um vetor v tal que (v,v) = 0.

ii. Sep¢ S L e um autovalor da matriz A, entdo existe um autovetor v a ele relacionado

tal que (v,v) = 0.

Demonstracdo. i. Como p ndo é simples, entdo o subespaco B, relacionado a ele é ndo dia-
gonalizavel, portanto existe uma base ciclica de B, com dimensdo maior ou igual a 2. Sejam

v,w € B, vetores os quais Av = pv e Aw = pw + v. Como A é G-unitéria, entdo
<V7 W)G = <AV, AW>G’ = pﬁ<va W>G + p(V, V>G-

Ora, como p esta contido na esfera unitaria temos |p| = 1, entdo 0 = (1 — |p|*)(v,w)¢ =

p<V7 V>G'

ii. Sendo v é um autovetor de A, temos
(v,V)g = (Av, AV)q = |p|* (v, V)q.

Portanto (1—|p|?){v,v)g = 0, como p n3o esta contiddo na esfera unitaria, entdo (1—|p|?) #

0, logo p(v,v)g =0 ]

Definicdo 4.3. Seja p € S' um autovalor da matriz G-unitaria A. Nés dizemos que p é um
autovalor de primeira espécie se, para todos seus autovetores temos (v, v)s > 0. Se para todos
os autovetors relacionados a p tivermos (v, v)s < 0, entdo dizemos que p é um autovalor de
segunda espécie.

Os autovalores de primeira e segunda espécies é dito que sdo definidos. Ja se existe pelos

menos um vetor v tal que (v, v)g = 0 entdo p é chamado de indefinido, ou de tipo misto
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4.2.1 Estabilidade forte

Definicao 4.4. Dizemos que um sistema Hamiltoniano T-periddico y(t) = X(t)y é forte-
mente estavel se existe um ¢ > 0 tal que para qualquer sistema Hamiltoniano y = X’(t)y

T-periédico, com || X (t) — X ()| < ¢, é estavel.

0 I,

Tomemos a matriz simplética padrio J = . Como J é anti-Hermetiana
-1, O

podemos multiplica-la por —i de modo que G = —i.J seja uma matriz hermetiana n3o singular,

portanto podemos definir o nosso produto escalar indeterminado como

{X7 y} = _i<JXa y> (49)

Dessa maneira vemos que a matriz Hamiltoniana é G-Hamiltoniana, isto é, seja z = H(t)z um
sistema Hamiltoniano, a matriz Hamiltoniana H(t) = JS(t), S(t)* = S(t), sendo G = —iJ,

podemos reescrever o sistema Hamiltoniano como z = W (t)z, onde W = iGS.

Lema 6. O matrizante Z(t) do sistema Hamiltoniano z = W (t)z é uma matriz G-unitaria

para todo t.

Demonstracdo. Seja Z*(t) matriz G-adjunta do matrizante Z(t). Vamos derivar o produto

Z*Z.Como Z = W(t)Z, entdo Z+ = —Z+tW

d . :
a(ZJFZ) =(Z 2+ (ZT2)=(-Z"W)Z+Z*(WZ)=0. (4.10)
Portanto Z*Z é uma constante, e como Z(0) = I,,, logo Z(t) é G-unitéria. O

Proposicao 4.4. Dado um ~y > 0 existe um n > 0 tal que se ||A(t) — Ao(t)|| < n, entdo
|Z(t) — Zo(t)|| < v para todot € [0,T]. Onde Z(t) e Zy(t) sdo os matrizantes dos sistemas

T-periédicos x = A(t)x e x = Ay(t)x, respectivamente.
A prova pode ser encontrada nas paginas 85-87 do livro (IAKUBOVICH; STARZHINSKII, 1975))

Proposicao 4.5. Sejam \i,...,\; os autovalores da matriz quadrada complexa A com

multiplicidades p., ..., px, respectivamente. Seja r > 0 tal que todos as bolas fechadas
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B,(Xj),j = 1,...,k sejam dois a dois disjuntas. Entdo existe um nimero § = 0(e) > 0
tal que qualquer matriz complexa B de mesma ordem de A com ||B — A| < 6 possui p;

autovalores nas bolas abertas B,(\;),j =1,... k.

Sendo p(A), g(A) os polindmios caracteristicos de A e B, respectivamente, podemos com
algumas manipulacdes para chegar na seguinte desigualdade |g(A\) — p(A\)| < [p(M\)|. Entdo
segue do teorema de Rouché que g(A) = (¢(A) — p(A\)) + p(A\) possui o0 mesmo niimero de
zeros em B,.();). A prova dessa proposicdo é feita em detalhes em (ALEXANDERIAN, 2013))

Seja A uma matriz G-unitéria e seja {p;} o espectro da matriz A. Consecutivamente, o
espectro de A* é {p;} e o espectro de A~ é {p;'}. Por temos que como A é uma matriz

G-unitaria, entdo A*GA = G, fazendo algumas manipulacdes encontramos as igualdades
A=G'ATIG e A*=GAT'GT.

Logo, ao calcular os seus respectivos espectros,iremos perceber que o conjunto {p;} coincide
. -1 . . . . 1
com o conjunto {p; ~}. Consequentimente, o conjunto {p;} coincide com o conjunto {p; '},
isto é, se p € um autovalor da matriz A, ent3o p~! também serd. Se |p;| # 1 entdo p; e p;
sdo simétricos (no sentido de inversdo) em relacdo ao circulo unitario. Dessa forma concluimos

com a seguinte afirmacdo: O espectro de uma matriz G-unitaria é simétrico em relacdo ao

circulo unitario.

Teorema 3 (Krein). Seja X, uma matriz G-unitéria de ordem 2n. Seja py um autovalor de
Xq definido e de multiplicidade r. Ent3o existe constantes positivas € e 0 tal que, qualquer
matriz G-unitaria X com || X — X|| < d, todos os autovalores de X com ||p — pol|| < € estdo

contidos em S' e s3o simples.

Demonstracdo. Por absurdo vamos assumir que py é um autovalor multiplo de X, tal que
(v,v)s # 0 para todo v em seu auto-espaco, e que a sequéncia { X,,} de matrizes G-unitéarias
tende a X com autovaores p, tendendo a py de modo que ou |p,| # 1 ou |p,| = 1 e ndo
simples.

Pelo lema [5] se algumas das hipéteses citadas acima for verdadeira, entdo existe um auto-

vetor normatizado v, relacionado a p,, tal que (v,,,v,)¢ = 0 e ||v,|| = 1. Pela compaticidade
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de S', existe uma sequéncia {v,,} com uma subsequéncia {v,;} convergindo a v quando
J — oo. Portanto, quando j tende ao infinito teremos X,,; — X, Pnj —> Po; Vnj —> V €

(Vnj: Vnj)a = 0, ou seja,
Xov=pov, |v]=1 e (v,v)g=0.

Contradizendo nossa hipétese que py é definido, portanto p, é definido e seu auto-espaco é

diagonalizavel. O

Facamos agora algumas observaces sobre os multiplicadores do sistema Hamiltoniano

(4.1). Como ja vimos, os autovalores de uma matriz G-unitéria é simétrico ao circulo unitéario.

Figural—pe po = p ! simétricos

Pelo lema |§] a monodromia do sistema hamiltoniano é G-unitaria, portanto os mul-
tiplicadores do sistema (4.1]) satisfazem a definicdo 4.3 ou seja, seus multiplicadores s3o de
primeira espécie, segunda espécie ou de tipo misto.

Os multiplicadores p e p~! de um sistema G-unitério estdo em simetria em relacdo ao
circulo unitéario. Ou seja, estdo localizados em S! ou em diferentes lados do circulo unitério,
um na parte externa e outro na parte interna do circulo. No primeiro caso teriamos um sistema
estavel, no segundo o sistema seria instavel.

Se o sistema possui multiplicadores, p e p~!, que coincidem em py no circulo unitario,

ambos multiplicadores possuem as mesmas multiplicidade e a mesma dimensao de seus auto-
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espacos. De fato, se (A — p)™ é um divisor do polindmio
p(A) = A" 4 a N 4+ a,

entdo (A —p~1)™ também sera.

Seja um sistema Hamiltoniano periédico estavel. E possivel, em alguns casos, que
através de uma pequena deformacio os multiplicadores p e 57!, que est3o contidos em S*, se
movam para fora do sistema sem violar a simetria em torno de S! do espectro de . Porém
tal deformac3do nao é sempre possivel, apenas serad no caso em que sistema nao for fortemente
estavel.

Sejam {p1, ..., pr} multiplicadores de multiplicidade p1, ..., py, distintos, definidos e per-
tencentes a S', do sistema Hamiltoniano x = Ay(t)x com monodromia Zy(T'). Seja A(t) uma
matriz préxima de Ay (t) no sentido da norma e seja Z(7') sua monodromia.

Do fato de todos os multiplicadores p; serem definidos e em S entdo todos sdo simples,
pois se ndo forem simples pelo lema [5| existiria um autovetor v tal que (v,v) = 0, o que
violaria a condicdo de ser definido. Portanto o sistema é estavel.

Pela proposicdo [4.5, dado um € > 0 tal que as bolas fechadas de raio € centradas nos
multiplicadores de Ay(t) sejam dois a dois disjuntas, entdo existe um d = d(e) > 0 tal que
todos os matrizantes Z(t) d-préximos e de mesma ordem de Zy(t), possuiem multiplicadores
na bola aberta de raio € centrado nos multiplicadores de Z (7). Ja pela proposicdo , ao
fazemos ||A(t) — Ao(t)|| tender a zero teremos teremos || Z(t) — Zy(t)|| tendendo a zero.

Entdo, dado um ¢ > 0 tal que as bolas fechadas m sejam disjuntas dois a dois,
podemos aproximar A(t) de Ay(t) de tal forma que os seus matrizantes sejam d-proximos, e
consequentemente os os autovalores de Z(1') estejam contidos em B.(p;). Pelo teorema de
Krein , como os multiplicadores do sistema x = Ay(t)x sdo definidos, entdo os autovalores
de Z(T) sdo simples e estdo contidos em S'. Ou seja, o sistema x = A(t)x é estavel. A

afirmac3do acima implica na seguinte proposicao de autoria de Krein

Proposicdo 4.6. Se todos os multiplicadores da equacio sdo definidos e est3o contidos

no circulo unitdrio, entdo o sistema é fortemente estavel.
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Essa condicdo ndo é s6 necessaria como também é suficiente, que foi provada posterior-

mente por Gel'fand-Lidskii.

Teorema 4 (Krein-Gel’fand-Lidskii). Um sistema Hamiltoniano T-periédico continuo é
fortemente estavel se, e somente se, todos seus multiplicadores e sdo definidos e estdo contidos

no circulo unitario.

A prova desse teorema pode ser vista no livro (IAKUBOVICH; STARZHINSKII, [1975)), ou para

o caso real no livro (CABRAL; DIAS, 2023).
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