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RESUMO

Nesta dissertacdo propomos uma derivacdo alternativa de um efeito fisico espontaneo en-
volvendo as solucées do sistema micropolar. Tal efeito, obtido recentemente por R. Guterres,
W. Melo, C. Perusato e P. Zingano (GUTERRES et al., ), expressa uma forte sincronia (para
tempo grande) entre a vorticidade de fluido e sua velocidade de microrrotacdo. Daremos um ar-
gumento heuristico para a obtencao desta propriedade. Além disso, varios resultados auxiliares
de interesse sao mostrados em detalhe nos capitulos inciais do presente trabalho: por exemplo,
varias propriedades fundamentais para a equacao do calor sao provadas em rigor. A partir dai,
o sistema de equacdes deferenciais paricias que modela fluidos mircopolares é estabelecido e
discutido em profundidade. AplicacGes praticas deste efeito sao apresentadas, incluindo sua
utilizacdo na andlise das solucoes de fluxos de fluidos micropolares. Foram obtidas estimati-
vas L? para as solucdes do problema e para suas derivadas, o que fornece estimativas Hs.
Concluimos com uma discussdo sobre possiveis desenvolvimentos futuros e areas de pesquisa

relacionadas.

Palavras-chave: fluido micropolar; comportamento assintético; efeito de sincronizacao.



ABSTRACT

In this dissertation, we propose an alternative derivation of a spontaneous physical effect
involving the solutions of the micropolar system. This effect, recently obtained by R. Guterres,
W. Melo, C. Perusato, and P. Zingano (GUTERRES et al., ), expresses a strong synchrony (for
a long time) between the vorticity of the fluid and its microrotation velocity. We will provide a
heuristic argument to obtain this property. Additionally, several auxiliary results of interest are
shown in detail in the initial chapters of this work: for example, several fundamental properties
for the heat equation are given in detail. So, the system of PDEs which models the micropolar
system is established and discussed. Practical applications of this effect are presented, including
its use in the analysis of the micropolar flows. We also obtained L? estimates for solutions
to the problem and their derivatives, which gives us some estimates on the H*® norm. We

conclude with a discussion on possible future developments and related research areas.

Keywords: micropolar flows; asymptotic behavior; Synchronization effect.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacdo vamos mostrar detalhadamente algumas propriedades assintéticas (para
tempo grande) envolvendo as solucdes das equacdes Micropolares em duas e trés dimensdes.

Dessa forma, sejam (u(-,t),w(-,t)) € X solucBes globais fracas do sistema
w+u-Vu+Vp=(u+x)Au+2xV xw
wi+u-Vw =7Aw + kV(V-w) +2xV xu—4xw
V-u(,t) =0,
com dados iniciais (ug, wg) € L2(R") x L*(R"), sendo X denotado por
X = L%((0,00), L*(R")) 1 L*((0, 00), H' (R")) 1 €3 ([0, 00), L(R")

N&o deixemos de mencionar que u(x,t) € R" denota o campo de velocidade, w(z,t) € R
descreve a velocidade microrrotacional e p(x,t) € R a pressdo total do fluido no ponto (z,t).
Ja as constantes > 0, v > 0, kK > 0 e x > 0 s3o a viscosidade cinematica, a viscosidade de
giro, também de giro e a viscosidade de vértice, respectivamente.

Este sistema modela alguns fendmenos fisicos tais como escoamentos, como por exemplo
circulacdo sanguinea, cristais liquidos, lubrificantes, etc. Veja por exemplo o Capitulo 3, Sistema
Micropolar.

Para uma intuicdo Fisica vale observar que se o campo de velocidade de um fluido é

u = (uq,us,us3), entdo seu rotacional é
§ =V xu= (Dyuz — D3ug, D3uy — Dyugz, Dyugy — Dauy) = (£1,&2,83)

é chamado de campo de vorticidade do fluxo. Seja o x € R?, tomemos um pontoy = x +h

préximo de x. Pelo Teorema de taylor, temos
u(y) = u(x) + Vu(x) - h + O(|[h||).

O polindmio de grau 2 tem informacdo sobre y, contudo, apenas a parte linear ja serd mais

do que suficiente para o estudo em questdo. Sendo assim, escrevamos
1 T 1 T
D= 5[Vu+ (Vu)'] e S = i[Vu— (Vu)']

entdao Vu = D + S. O que acarreta em

u(y) = u(x) + D(x) - h + S(x) - h+ O(||h||)*



Disto tudo é facil verificar que a expressdo de S é

0 =& &
1
S = 9 &3 0 =&
& & 0
e que
S h=_¢xh
=3 )

E por fim, a solucdo da equacao diferencial linear

dh 1
E_§§Xh

é dada por

h(t) = R(t,£(x))h(0),

onde R(t,&(x)) é a matriz que representa uma rotacdo de um angulo ¢ em torno do eixo £(x).
Veja ((CHORIN; MARSDEN; MARSDEN, |1990) e (GUTERRES et al., 2022).

A figura abaixo descreve uma situacao.

Um instante de tempo ¢ de um determinado fluxo bidimensional, mostrando dois pontos, P e

@, com vorticidade positiva e negativa (linha de corrente azul).
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Um observador sentado na particula P veria particulas vizinhas circulando no sentido anti-

horario (circulos pretos). Em @, a circulagdo local parece ser no sentido horario.

Nos fluxos micropolares, a circulacdo local e a microrrotacdo tendem se sincronizar por
causa da acdo do voértice de modo que w ~ ;V X uparat>1.

Um observador sentado na particula P veria particulas vizinhas circulando no sentido anti-
horario (circulos pretos). Em (), a circulagdo local parece ser no sentido horario.

As principais propriedades assintéticas de tal sistema serdao abordadas com mais detalhes e
clareza no Capitulo 3, no espirito de (GUTERRES; NUNES; PERUSATO, 2019; PERUSATO, 2018)).
Para isto, vamos discorrer sobre alguns resultados prévios (envolvendo a equagdo do calor) no
capitulo 3 que serdo imprescindiveis para o entendimento final. Mais precisamente, no capitulo

3, provaremos em detalhe que:
t= ]| (w, W) (-, )| frm gy — 0

m+1
t2 || w (e, )] grm(gsy = 0
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ao t — 0o, para cada m > 0.
Apos demostrarmos estes resultados, propomos um argumento heuristico para a derivacao
de uma propriedade fisica importante, recentemente obtida em (GUTERRES et al., ). A saber:

Seja (u, w) solucdo cléssica e suave globalmente do sistema acima, onde ¢ definido por
1
Entdo tem-se, quando t — o0,
(I) HE('?t)HLQ(RS) = O(t_?)/g), e
(“) ||€<.7t)||L°°(R3) = 0(t79/2)_

Ou seja, a medida que o tempo passa, tem-se w = %V x u. O efeito de sincronia é ainda
mais forte quando as viscosidades i e v s3o iguais, porém tal resultado n3o serd abordado
aqui, veja (GUTERRES et al., [2022)) O argumento para a derivacdo das propriedades (i) e (ii) sera
heuristico, no sentido que, iremos supor que as EDP’s dadas acima se comportam como EDQO's
e, a partir dai, forneceremos algumas estimativas classicas da teoria de Equacdes Diferenciais
Ordinérias para obter as propriedades (i) e (ii). A prova rigorosa envolve estimativas finas
de regularidade eventual para as solucdes e varios resultados técnicos descritos envolvendo
a monotonicidade das derivadas em L?. O argumento preciso encontra-se em (GUTERRES et

1

al|, ) e estd submetido. Uma consequéncia deste resultado é que o ganho de ; na taxa de

decaimento para o campo w ¢é de fato optimal.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo iremos mostrar algumas propriedades qualitativas envolvendo as solucoes
da equagdo do Calor. Antes, precisaremos de alguns resultados (bem conhecidos) sobre a

transformada de Fourier, que lembraremos abaixo.

2.1 TRANSFORMADA DE FOURIER

Aqui vamos apresentar o conceito da transformada de Fourier em L'(R") e L?(R"). Con-
sequentemente vamos perceber que tal conceito é imprecindivel para achar solucdes de EDP's.
Consideraremos neste momento funcdes complexas, e Z denota o conjugado do nimero

complexo z.

Definicdo 1. Se u € L'(R"), defina a transformada de Fourier Fu = 4 por

ay) = (27:)”/2 /Rn e Vy(x)dr, yeER" (2.1)

e sua transformada de Fourier inversa F~1u = 1 por

1

u(y) = CORE /Rn e Vu(x)dr, yeR™ (2.2)

Onde |e*®Y| =1, i =+/—1eu € L'(R").

Neste momento é de razoavel interesse considerarmos a funcdo @ definiddl| da seguinte

forma
1 |2

———e 4 se t>0
O(x,t) = (4mt )/

0 se t<0,

onde x € R"™.

Lema 1. Sejam x € R" e t > 0. Entdo valem as seguintes afirmacoes:

(i)
/n O(x,t)dr = 1.

7 g ly|?

iy — 2 _ v

/ ey el dr = () e 4t
n t

A funcdo ® é conhecida como a solucdo fundamental da equacdo do calor ou simplesmente como nicleo
do calor. Tal equacdo serd explorada com mais detalhes nas paginas subsequentes.

(ii)

1
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Demonstracdo. (i) Temos

1 =
/n O(x,t)de = 7(47#)”/2 / e 1t dux.

Fazendo a mudanca de variavel z = 2/+/4t e aplicando o Teorema de Fubin, Teorema

A 2] obtemos

1 12
/ncb(x,t)da: = /Rne =% dz
1
= 72 / (e’zf o e’z’%) dz
7'['” n
= ﬂ_"/QH/ e dz;
=177

_ 77'_”/2 H(ﬂ_l/Q)
=1

_ ﬂ_—n/2 . 7_‘_n/2

= 1.

2 2
/ iy t|x| dr = / Yo t|x| dr
Rn n

= (/ eixlylet""”?dm) S (/ em"y"etx%dxn> . (2.3)

Portanto, precisamos calcular a seguinte integral

o0 ) ¢ 2
/ ke Mk dry,,

—0o0

coml<k<n.

Agora facamos um completamento de quadrados na expressdo —txs + ixyYx, € temos

. . 2 . 2
. 1TEYk 1Yk LYk
e = [ (2 - ()
T ¥ LRy [x’“ i\ 21
1Yk LYk
= —t|z,— (= (=) .
{x’“ <2t)] * (2t>
Destarte,
/oo e”’“y"'e_midxk _ /oo e_t[xk.—(iyk/Qt)]?6_y§/4tdl,k‘

Fazendo a seguinte mudanca de variadvel z = z; — <’g—f> temos

R S 2 2 2 42
/ e tlon—(ive /202 /2 gy /A / .
oo .

2 Veja no apéndice o enunciado do Teorema de Fubini
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onde I' é a reta no plano complexo dada por

_ WYk

F={:eC.y=
{ZE VY Tk 2

, T € R}

Sem perda de generalidade, assuma gy, < 0. De forma similar também poderiamos

assumir y, > 0. Assim,

e : e
/e *dz = lim e " dz
r

R—+o00 JTp

onde I'r é o segmento de reta no plano complexo dado por
1
T = {ZEC;Z:l'k—%,‘xk‘ < R}.

Agora definamos AL, A% e A3, como mostra a figura abaixo, da seguinte forma, res-

pectivamente:

A= {z € R; || < R},

A% = {zeC;z:a—l—ib,a,bER,x:R,O§y§—g—];} e

A3 = {zEC;z:a—i—ib,a,bER,x:—R,0§y§—%

Im(z

y;JZt FR

1

R A

Assim, pelo Corolério A [1f do Teorema A [1| de Cauchy-Goursat, sabemos que

/ e dy = 0,
c

onde C é a curva fechada dada por C' = T'rUALUA%U A% com orientacdo no sentido

anti-horario. Portanto, temos
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onde a integral do lado direito da igualdade é a integral de linha sobre a curva dada por

Ar = A% U AL UA% com a orientacdo indicada acima. Portanto,
22 . 122
/e *dz = lim e " dz.
T R—00 JAR

Contudo, para R — 400 temos

/ e 0, / e~ dz =0
A A3

2
R R

J,

—t22 *° —tz?
e ¥ dz — e dx.
— 0

1
R

Logo, temos

4.2 o, 2
/etzdz:/ e " dr.
I —00

Consequentemente, por mudanca de variavel, temos

o TRy, —te? —y2 /4t —t22
e e Trdr, = e Y e Fdz
oo r
—? © L2
= e yk/4t/ e " dx
—00

e Vi/4t /OO e dm
e—yi/élt

- NG (2.4)

Vit

Por fim, de (2.3)) e (2.4 temos

, ) Vi /4t e~y /4t
/n eyt dy = <\/fﬁ> (ﬁﬁ>

7Tn/2

- tn/2 €

— (:)tm e lvlP/4t,

—(yi+..+y2)/ 4t

Vamos agora estender as definicdes (2.1]) e (2.2) para as funcdes u € L*(R™).
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Teorema 1 (Teorema de Plancherel). Seja u € L'(R") N L*(R"). Entdo 4,7 € L*(R") e
]| 2@ny = 10l z2@ny = llullL2n).- (2.5)
Demonstracdo. Primeiro notemos que se v € L'(R"), entdo & € L>=(R"). De fato,

ol =

/ ey (z)dx
< [ lem ) Jo(a)lda

- / ()| de
|L1 < Q. (26)

=
Assim, se v, w € L'(R™), entdo 0,% € L>(R"). Além disso, temos que

[ v@i@de = [ o@w(y)dy. (27)

Uma vez que ambas expressoes equivalem a

(27r1)”/2 /n /n ey (z)w(y)drdy.

Como visto no Lema 1 parte (ii)

~ —izy —el|x|?
Ua(y) = (27r)"/2/n€ ve~el2l® dy

(27-‘-)71/2
B 1 (7r>3 Mk
~ o \e) €
- 1 _\ZI2
- (27r)n/26
Assim, temos, para € > 0, que
(y)e W’ dy = ! w(x)e_@: dx (2.8)
. Y Y= 2072 Jan ' '

Agora, seja u € L'(R") N L?(R") e seja v(x) := u(—x), onde U é o conjugado complexo

de u. Defina também w € L*(R™) N C(R") por

w = (ux*xv)(y) = /n u(z)v(y — x)dx.



17

Observe, por Funini e mudanca de variavel, que

efi(z+(x7z)-y)/ u(z)v(x — Z)dzdl'

= W /n e () (/n e_i(m_z)'yv(x — Z)dx) dz
= /Rn e Yu(z)dzo(y)
= (2m)"?a(y)o(y) € L=(R").

Mas

) = g o, (- = ).

Ja que w é continua e pela parte (i) do Lema 1, temos

>

1 |2
s - - _ n/2
lim 272 /Rn w(z)e” 1= dx = (2m)"*w(0).

Além disso, uma vez que © = (27)"/?|@|? > 0, deduz-se tomando £ — 0F em (2.8) que
L, )y = 27" u(0)
Portanto,

[ Jaldy = w(©) = [ u@yo(-a)dz = [ ol

Ja a demonstracdo para v é demasiadamente similar.

2.2 DEFINICAO DA TRANSFORMADA DE FOURIER EM L?

Tendo em vista as igualdades ([2.4), podemos definir as transformadas de Fourier de uma
funcio u € L?(R") como segue: escolha uma sequéncia {u}2, € LY(R") N L*(R™) com
Up — U em LQ(R)”. Sendo assim, conforme as igualdades ([2.4)),

o —

i — Gl 2@y = lue — wsllL2@ny = llur — ujllL2@ny,

e assim {1 }32; é uma sequéncia de Cauchy em L*(R"). Estas sequéncias consequentemente

convergem para um limite que definimos ser Fu = :

iy — @ em L(RM).
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A definicdo de @ ndo depende da aproximacdo da sequéncia {i}72,. Evidente que de forma
analoga podemos definir .
Baseado no que foi apresentado, vamos agora ver um teorema, que algumas propriedades

da transformada de Fourier, Gtil que vamos utilizar em alguns exemplos aqui explorado.

Teorema 2. Sejam u,v € L*(R™). Ent3o

(i) Jgn uvdz = [gn G0dy.

(i) Dou = (iy)*0 para cada multi-indice « tal que D*u € L2(R™).

(i) Se u,v € L*(R™) N L*(R"), entdo u * v = (27)™/200.

(iv) u = w, onde w = 1.
Demonstracdo. (i) Sejam u,v € L*(R") e a € C. Ento

||+ avl[f2gn) = Hm||%2(ﬂw) = [|& + av|[72 (-
A partir dai podemos expandir e deduzir que
lu+ avlfEaggny = 12+ adlffary = [ Ju+avide = [ Ja+adfdy

— (u+ av)(u+ av)dr = / (4 + ad)(t + av)dz
Rn Rr

— Rn(u + av)(u + av)ds = /n(a + ad) (i + ad)dz.
O que implica
/Rn(|u|2 + |aw|* + aus + auv)dzr = /}Rn(|ﬂ|2 + |ad|* + atd + atid)dy,
ou seja,
e ey Hlowl By + [ (@ur+amo)de = [[alfagn Hlad|Fage + [ (a@0+and)dy.

obtendo assim, pelo Teorema de Plancherel [T}

/ (ot + auv)dr = / (tid + aad)dy.

n

Agora, tomando o =1 e a = ¢ temos

/n(m +ut)dr = / (@b + 60)dy (2.9)
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/ (i — iuv)dz = / (i@ — iad)dy, (2.10)
onde implica
/n(m _ ww)dz = /(av _ %) dy. (2.11)
Assim, tomando a diferenca de e (2.11)), obtemos

/ uvdx :/ wddy.

(ii) Se u é suave e tem suporte compacto, calculemos
1

N _ —iz-y Na
Deu(y) = CORE /Rne D%u(z)dx

— 1)l .
— (oo [, D) u(e)da

(iii) Tal propriedade foi comentada e demonstrada no Teorema de Plancherel I}

(iv) Agora, observemos que se u,v € L?(R™), entdo

/ ﬁvdaj:/ wvdz,

ja que para u,v € L'(R™) N L?(R"), ambos os lados da equac3o sdo

(27T1)”/2/n / e Yu(y)v(z)dedy.

Devemos notar também que

= (7).

Por conseguinte, podemos aplicar a afirmacéo (i) para calcular

/n (é)vdw =

(S

= / uvdx.

Isto vale para todo v € L*(R"™), e assim segue a afirmacdo (iv).
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2.3 DECAIMENTO EM L? PARA A EQUACAO DO CALOR

A transformada de Fourier é uma técnica especialmente poderosa para estudos de equacdes
diferenciais parciais lineares com coeficiente constantes.

A equacdo do calor descreve a evolucdo no tempo da densidade u de alguma substancia
em uma regido U (ou temperatura, que pode ser vista como densidade de calor ou energia
térmica).

Nesta secdo vamos discutir algumas propriedades importantes e interessantes para a equa-

cdo do calor. Entao consideremos o seguinte problema de Cauchy para a equacdo do calor,

u = Au em R" x (0, 00)
(2.12)

u(+,0) = ug € L*(R").
Sabemos que este problema de Cauchy tem solucdo dnica, veja abaixo a equacao ([2.16)),
solucdo deste problema.

Vamos enunciar alguns resultados a respeito desta solucdo.
Teorema 3. Seja u(x,t) solugdo de (2.12)), entdo ||u(-,t)||z2@r) — 0 quando t — oo.

Demonstracdo. A ideia aqui é aplicar a transformada de Fourier, (2.1) a saber, nas duas

equagbes do problema (2.12). Note que para u,,, temos, pelo Teorema 2 parte (ii), que

n
—_—

n n
Uy o, = —yj?ﬁ, consequentemente Au = Zuxjxj = Zu/x]?] = Z(—yfﬁ) = —|y|*a. Assim,
=1 =1

para as duas equacdes de (2.12)) ficamos com

Jj=1

Uiy, t) = —ly[*a(y,t)
a(y,0) = uo(y),
o que nos da
i(y.t) = e Mg (y).

Sabemos, pelo Teorema de Plancherel, que Hﬂ(~,t)||%2(Rn) = ||u(',t)|]%2(Rn). Por conse-
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guinte,

luC, ) 2@y = 18(, ) 32@n
= [ Jay.t)Pdy
Rn
= / e~ 75 () [2dy

= [ eGPy + [ eGPy, (213)
ly|<é ly|>d

Aqui dividimos a regido de integracdo R™ em duas regides, uma bola fechada |y| < 4, para

um certo & > 0 a ser escolhido, e o complementar da bola fechada. Para a primeira integral

podemos garantir, pelo Lema A [T que existe um § > 0 suficientemente pequeno tal que

€
)

—2|y\2t —~ 2d
e Uu <
Lw [ao(y)"dy < 3

(2.14)

uma vez que e 2¥**|75(y)|2 € L2(R™). J4 para a segunda regizo, |y| > 0 é facil estimar tal

2yl

integracao, pois a funcao e~ é decrescente. Assim, também novamente pelo Teorema de

Plancheral, temos

oyl 2¢ |~ 952 g
[ eg )Ry < e[ () Py
ly|>0 R
—9282¢ | —~
= ¢ 2“”“0@)”%2(11@)

o552
= e uo(y)l72an- (2.15)
Sendo assim, (2.13)), através de (2.14)) e ([2.15)), fica
2 € —282¢ 2
[u(, Ol iz@ny < 5+ luo@)Iz2@n)-
2

Portanto, para finalizar, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 pequeno e t, > 0, suficientemente

grande, nas condicdes aqui propostas, tal que para todo t > t,, tem-se
9 €, €
||u('7t)||L2(R") < 5 + 5 =E¢&.

O que mostra o resultado.

]

Seria interessante se conseguissemos explicitar a solucdo u da equacdo do calor (2.12).
Mas aplicando a transformada de Fourier fica facil, como ja feito na parte inicial do Teorema

[3l Assim, obtemos

= —|y[*u(y,t)

a(y,0) = uo(y),
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o que nos da
i(y.t) = e”"Mig(y).
Consequentemente, por (iii) e (iv) do Teorema

A

~ _ 2
0 = et 1o,

e por conseguinte,
U * F
(271')"/2’

onde F'(y,t) = e "’ Dessa forma, também usando o Lema [1| parte (ii), temos

Flat) = ()

_ L
B (2t)n/26
. Up *
Agora, substituindo F' em u = (22 obtemos
Ug * F
U(:L’,t) = (271')”/2 (I7t)
1
= 3 o 0 W)F e = )y
1 1 lz—y|?
- e w d
(2m)n/? / W) g Y
1 _lz—yl?
= (47Tt)”/2/n6 " ug(y)dy, (2.16)

com x € R" e t > (. Sendo assim, acabamos de obter a solucdo para o Problema de Cauchy

212).

Teorema 4 (lgualdade de Energia para a Equac3o do Calor). Seja u(z,t) a solucdo de (2.12)),

entao para cada ty > 0 tem-se

t
(-, )22 @ny + Q/t | Du(-, )| 22@nydT = [Jul-, to)|[72@n
0

para todo t € [tg, 00).
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Demonstrac3o. Inicialmente precisaremos definir uma funcdo auxiliar de corte

: {ee\/ el _ geVIHR se || < R,
R =

0, se|x| >R
para R >0ee>0.

Uma vez definido (g, vamos multiplicar a equacdo do calor (2.12)) por 2u(r e obteremos
2uu(r = 2uAulg.

0
Integrando agora de ¢y at e em R", e usando o fato 2uu; = a(?ﬂ) pelo Teorema Fundamental

do Célculo e Pelo Teorema de Fubini, Teorema A 2| obteremos

/to [ 2u( e, 7)Crdadr = / [ 2uC,7)Au(, 7)Crdadr. (2.17)

Para a integral do primeiro membro da equacao acima temos

/tj/n2u(~,T)Ut(~,T)CRdxdT = /to /|x<R ) Crdrdr

v / ) Crdrdr
to J|z|>R

— / / 7)Crdadr
to |x‘<R

_ / (- 7)Crdrdr
lz|<R Jto

B /|m|<R/t uy(+, 7)CrdTdx
- /|a:|<R Cr(u*(-,1) = (-, to))da (2.18)

Ja para a integral do segundo membro de (2.17]), usando a Segunda ldentidade de Green,

Teorema A[3] temos
/t/ﬂ2u ) pdxdr = /tt/| R2u(-,7‘)Au(-,t)CRdxd7'
= 2f < /ﬂ:Ru(-,T)ng “u(-,7)dS ()
— |x|<RVu(-,T)V[U(~,T)(R]>dr

S /tt /|x|<RVu(-,T)V[u(~,T)CR]d:EdT. (2.19)

Notemos agora que V[u(z)v(z)] = Vu(z)v(z) + u(x)Vo(x). Assim, (2.19)) fica

/to / 200, T)A( ) Cpelrdr = 2 | /|z|<R ) Vul 7)Cr + u(-, 7Vl dadr.(2.20)
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Destes fatos, a equacdo ([2.17|) se expressa por

5 - t
/ac|<R Cr(u?(,t) — u?(-, to)dr = 2/t0 en Vu[Vulg + uV{g|drdr (2.21)

o que implica

t
/ W2( 1) Crda + 2 / (Vu, Vu)Cpdrdr
lz|<R to J|z|<R
t
= / u2(-,t0)CRda7—|—// (2uVu, Vu(g)dzdr
|z|<R to J|z|<R

acarretando em

t
/ ug(-,t)CRdquQ// |Vul*Crdrdr
|z|<R to J|z|<R
t
— / W (-, to)Crd + / (Vu?, VuCg)dwdr
|z[<R to J]x|<R

o que implica pela Identidade de Green, Teorema A 3]

t t
/ W2( 1) Crd + 2 / / \VulCrdrdr = / W2+, to)Crd + ( / W ACrd
|z|<R to J|z|<R |z|<R to |z|<R

— u2(VCR,7]>dS(x)>dT (2.22)

|z|=R

acarretando em
t
/ w? (-, t)Cpdr + 2/ / |Vul*Cpdrdr
lz|<R to J|x|<R

t
:/ u?(+, to)Crda + </ u?Alpda
|z|<R to |z|<R

—e/ 2 X
— |m|=RUQ<_€e LR 1+R2,77>d5(x)>d7 (2.23)

o que implica, pois n = z/R,
t
/ W2(, 1) Crd + 2/ / Vu|*Crdadr
|z|<R to J|z|<R

¢
= / u? (-, to)Crdr + (/ u’Alpdx
lz|<R to lz|<R

2
iz | R
= Jorn u? (—ee TR T RQdS(x)) )dT. (2.24)

Neste momento nos resta tomar R — oo, com o devido cuidado com o termo da fronteira.

Note também que ug € L*(R") acarreta u(-,t) € L*(R"). Tal consequéncia vem do Lema A

[4 Assim,
t
/ / wldrdr < oo.
to n
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Portanto, pelo Teorema de Fubini [2] e escrevendo em coordenadas polares,

t t proo
// w drdr = // / w*dS(z)drdr
to JR™ to JO |z|=r
ot
= / / / w?dS(x)drdr
0 to J|x|=r

< o0. (2.25)

Logo, pelo Lema A , temos

t
lim inf l/ / u2dS(m)d71 =
T—>00 tO ‘xlsz

Ent3o, existe uma subsequéncia Ry tal que

t
lim l/ / quS(x)dT] = 0. (2.26)
Ry—ro00 to J|x|=Ryg
Ademais, como
: / t / povrime [T 7)dSdr < e / / 7)dSdr, (2.27)
to J|z|=R 1+R2 to J|a|= R '

R2
uma vez que e~ VIt < 1 e ”W < 1, temos, tomando R, — oo em ([2.22)), usando o

Teorema da Convergéncia Dominada nos termos [, _p u*(-,t)(rdz € [i,)cpu?(:, to)Crdx de

(2.22)), e usando o fato de (2.26)) e ([2.27)) no termo de fronteira de (2.22)) e, por fim, usando

o Teorema da Convergéncia Mondtona em [, t*(-, to)¢rd € [ [l—p v*(VCr, n)dadT de

(2.22), obtemos
/ VIl dx—l—Q/ / — VP |7y 2 dadr
to
/ / VP2 Fydadr + [ e VIR t)da

Rn
Todavia,

|u2A< e/ 1zl > | < eu?

e supondo 0 < € < 1, sem perda de generalidade, temos entao, tomando ¢ — 0 e o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue no termo que contém o laplaciano da igualdade acima,

e também usando o Teorema da Convergéncia Monétona nos temos restantes, obtemos

t
[lu(, D)l 2y + 2/t [1Du(, 7)|[22@mdr = [Ju:, to) 72 @n).
0

para todo t € [tg, 00). O
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Corolario 1. Vale a seguinte igualdade
(t = t0)" D"l Ragary +2 [ (7 = 1) D™ V) gy
= [ =t D" (e )
para todo inteiro m > 1.
Demonstracdo. Aqui precisaremos de uma funcdo de corte. Seja ¢ € C?(R") tal que

1, |z| <1
((z) ={®(z), 1<z <2,

0, |z|>2,

onde ®(x) : R" — R é uma funcdo de classe C? qualquer. Agora, definamos

CR:<<|Z|>7

para R > 0. Sendo assim, devemos derivar a equagdo do problema de Cauchy (2.12) c

relacdo a x; e em seguida multiplicarmos por 2(¢ — ty)(gD;u, obtendo

Integrando em [ty,t] x R", tem-se

/|I|<2R/ T — to)Cr(Diu) u /x<2R /to T — to)(rDiuA(Dyu)drdx.

No lado esquerdo, integrando por partes, temos

(t —to) Cr(Dau(z, 1))d /IMR /t T — t0)CrDsul (Dyu)drda

|z|<2R

—|—/ CR(Diu(x,t)) drdzx.
|I‘<2R to

Ja para o primeiro termo do lado direito, devemos integrar por partes, acarretando em

(t — to) / Ca(Dau(z, )2de = — / (VCr, V(Dyu)?)d
|z|<2R |z|<2R

_/ 2RIV (D) 2 dx
|z|<2R

+ o 2CrDuV (Dsu)do(x)
z|=2R

t
+/ Cr(Dsu(z,t))*drdz,
|z|<2R Jto

om
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onde [,1_op 2(rDiuV (Diu)do(x) = 0.
Novamente, integrando por partes em R" no primeiro termo do lado direito da equacao acima,

obtemos
(t — to) / Cr(Dyulz, t))2dx +
|z|<2R |z|<2

_ /m|<23 20 r(Dyu)2da — / (VCr,n)(Diu)*do(x)

|z|<2R

. 2(r|V (Dsu)*dzx

+/ Cr(Diu(z, 7))*drdz. (2.28)

I|<2R to

Observe que, V(g = 0, para todo |z| > 2R. Sabemos também que, em particular, (g € C*,

logo,
\Y = lim V(g =0,
Cr an WSk Cr
portanto, a equacdo ([2.28) fica
(t=to) [ Ca(Diule,t)de+ [ 2V (Diw)lde
lz|<2R |z|<2R
t
_ / ACr(Diu)?da + / Cr(Diu(z, 7)) drda. (2.29)
|z|<2R lz|<2R Jto

Observe ainda que o laplaciano de ( atinge o maximo em |z| < 2R, uma vez que ¢ € C?. Por

conseguinte,

M
|ACr(Diu)** < @|Diu\2>
em |z| < 2R, onde M > 0 é o maximo de A(. Ademais, pelo Teorema ,
/ |Djul?dr < .
Rn

Logo, quando R — oo, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada no primeiro
termo direito da equacdo ([2.29)) no primeiro termo do lado esquerdo e no Gltimo termo do lado
direito, usando o Teorema (/4)), e o Teorema da Convergéncia Mondtona no termo restante, a

equacao vira, somando em 1,

t t
(t = o)1 Du(s D[y +2 [ (7 = DDl D)l Faeydr = [ [1Du(ey 1)l Fageeydr:
0 0

Assim, para constatar as igualdades seguintes, basta aplicarmos o operador 2(z(t—t2D; D;uD; D;)
em ambos os membros da equacdo do calor definido no problema (2.12)) e usar o mesmo tipo

de argumento anterior. Dessa forma, pela inducdo, isto é, aplicando o operador
2CR<t — tg)mDﬂDZ'Q e D,muDﬂng e Dzm

em ambos os membros da equacdo do calor definido no problema (2.12)) e repetindo os

argumentos anteriores, segue o corolario, para m € 7. O
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Teorema 5. Seja u(x,t) a solucdo de (2.12)), entdo
t2 || D™u(-, )] [72@ny — 0
quando ¢ — o0, para todo m € Z,..

Demonstracdo. Vimos no Teoremal[3|que u(x, ) sendo solugdo de (2.12)), entdo ||u(-, t)|| L2mr) —
0 quando t — 00, entao, ou seja, dado € > 0, entdo existe N > 0 tal que t > N implica

|[u(-,t)|| 2@y < €. O que acarreta, pela Igualdade de Energia, Teorema [4

t t
2 [ IDuC, D agndr < Il oy +2 [ 1DUC, 1) Faenydr
0 0
= llul:st0)lagen

2, (2.30)

VAN

ou seja,

62

t
S Du( ) ey <

Pelo Corolario [1], temos

(t — to)|[Du(-, t)||72@ny <

—~

t
0

o~

t
= || Du(:, T)H%Q(R”)dT
0

[\

€
9 )

IN

(2.31)

onde fica claro que
2

) €
1Du Dllzaee) < 5555
implicando em
2
2 € t
HIDu(s Dllze@n < 55—

Agora note que < 2 parat > 2ty. Assim,

—to
1
t2[|Du(-, )| 72 gny < €

2
€
o que mostra o resultado para m = 1. Pelo fato [, | Du(e, T)[[ 72 @mydr < 5 € novamente

pelo Corolario [I], tem-se,

[\

€

t
/to (7 — to)[D*u(, 7) |22 dr < .



29

E ainda pelo mesmo Corolério [T, obtém-se

t— 19\ 2
£ (20) D2l ey = (¢ = )11 Dl ) Fagary

2
Por conseguinte, como < ) <2parat> \/§t0, temos

— L

t‘ ‘D2U(', t)HLQ(Rn) <e.

t 2
: ) <2parat> \/§t0, temos

Por conseguinte, como <
— 1o

t‘ |D2u(', t)HLQ(Rn) <e.

62

<=

O que prova o Teorema para m = 2. Ja para m > 3 inteiro, basta repetir o argumento de

forma anéloga. Para m = 0 foi demonstrado no Teorema [3] Portanto, segue o teorema para

todo m € Z,.

]
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3 SISTEMA MICROPOLAR

3.1 INTRODUCAO AO SISTEMA MICROPOLAR E RESULTADOS PRELIMINARES

Ao generalizar as equacdes de Navier-Stokes considerando as microestruturas das particu-
las do fluido, nos deparamos com o modelo para fluidos micropolares. Porém, a teoria inicial de
existéncia de solucdes para as equacdes de Navier-Stokes, ou seja, sem a rotacao da microes-
trutura, foi desenvolvida pelo matematico francés J. Leray (LERAY, 1934). Como consequéncia
dos resultados obtidos por Leray, pode-se obter a existéncia de ¢, > 0, dependendo dos dados

i, v, 7, X e (ug, wy), fornecidos tal que
(u,w) € C°(R" X [t,, 00))

<u7 W)(, t) € Ly, ([t*7 OO)? Hm<Rn))

loc

para cada m > 0 inteiro. Ademais, o método de compacidade, apresentado por Leray, serve
de modelo de solucdes fracas globais para EDP’s ndo lineares.
Vamos considerar ent3o o sistema micropolar em duas e trés dimensdes. Dessa forma,

sejam (u(-,t),w(-,t)) € X solucBes globais fracas do sistema

w+u-Vu+Vp=(p+x)Au+2xV xw (3.1)
wi+u-Vw =7Aw + kV(V-w) +2xV xu—4xw (3.2)
V-u(-,t) =0, (3.3)

com dados iniciais (ug, wg) € L2(R") x L*(R"), sendo X denotado por

X = L¥((0, 00), L*(R?)) N L2((0, 00), H(B?)) N CY([0, 00), L*(R?))

N&o deixemos de mencionar que u(z,t) € R™ denota o campo de velocidade, w(z,t) € R"
descreve a velocidade microrrotacional e p(x,t) € R a pressdo total do fluido no ponto (z,t).
Ja as constantes > 0, v > 0, kK > 0 e x > 0 sdo a viscosidade cinematica, a viscosidade de

giro, também de giro e a viscosidade de vértice, respectivamente.

Vale comentar aqui algumas notacdes. Os espacos de campo em L2(R"™), denotam o

espaco de campos em R™ em L? com divergentes nulos, isto é, para o nosso caso:

LZ(R?) = {u = (uy,us);u; € L*(R?), para1<i<2com V-u=0},
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ou

LZ(R?) = {u = (u1,us, u3);u; € L*(R?), para1<i <3 com V-u=0}

As letras em negrito usaremos para denotar grandezas vetoriais, em geral, u(z,t) =
(ur(z,t), -+ ,uy(z,t)). Vamos denotar | - | a norma Euclideana em R". Ja Vp = Vp(-,t) o
n

gradiente espacial de p(-,t), D; = 9/0z;, e V-u=>_ Dju; é o divergente espacial de u(-, t);
i=1
similarmente, u- Vu = ZuiDiu. Para || - ||zern), com 1 < ¢ < oo, denotaremos a norma

i=1
tradicional do espaco de Lebesgue L?(R™), podo-se,

1/q
a( )| La@n) = {Z/ |ui(x,t) ]qu} .

Neste mesmo contexto, temos para as derivadas de ordem m, com m > 1,

1/q

10"y = (30 -+ 32 [ 1Dy Dyl )l

=1751=1 Jm=1

Denota-se por |[u(:,t)||pe@®n) = max{||ui(-,t)|]Loo(Rn); 1<i< n} o supremo essencial de

u(-,t). Similarmente para || D™u(-, t)|| Lo (rn), param > 1. Temos também as normas HS(R”):

nw2w—z/mw &)de,

onde u; denota a transformada de Fourier de u;. E de forma alternativa para a norma do sup
de u(-,t), temos

[u(-, t)]|c = sup ess{|u(z,t)|>; = € R"}.

O estudo precursor da estrutura micropolar é feito pelo engenheiro turco-estadunidense,
Erigen. Em seu trabalho intitulado " Theory of micropolar fluids”, (ERINGEN| [1966)), foi pro-
posto um sistema que modela fluidos com propriedades especiais que nao capturadas pelas
equacdes de Navier-Stokes. As equacBes governantes desse sistema sdo dadas por (3.1)),
e . Tais fluidos representam, fisicamente, escoamentos que contém particulas rigidas como
uma certa estrutura suspensa em um meio Viscoso.

Este determinado estudo modela muito bem vérios fenomenos oriundos de fluidos comple-
x0s, como por exemplo, circulacdo sanguinea, cristais liquidos, lubrificantes, etc. A deformacao
destas particulas é ignorada. Em decorréncia disto, existem diversas aplicacdes envolvendo pro-
blemas em engenharia para tais fluidos. Para mais informacGes detalhadas sobre o estudo e
aplicaces deste tipo de fluidos veja as seguintes referéncias: (LUKASZEWICZ, 1999), (MEKHEI-

MER; KOT, [2008) e (SHARMA, 2012).
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Definamos inicialmente que

1(p. @)l[72(0) = [IPIlZ2) + [lalliz(@), (3.4)

onde () C R"™.

Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 6. Sejam u e w solucdes de Leray do sistema Micropolar, entdo

t t
[(u, W)('vt)l‘%Q(R") + QM/t HDu('aT)H%Q(R”)dT + 27/t HDW('aT)H2L2(Rn)dT
0 0
t
+ 20 [ IV W) agnydr < 11, w)( o) e,
0
para todo t > ty > t,.

Demonstracdo. Faremos primeiro o CASO 3D, para isto, vamos inicialmente definir uma fun-

cdo de corte.

Seja ¢ € C*°(R™) n3do crescente tal que

1, Vr<o0
o(r) =
0, Vr<1.

Definamos também ¢r : R® — R por ¢r(z) = ¢(|z] — R). De modo que ¢p(x) = 1,
Vz € R3, tal que |z|] < R e ¢r(z) =0, Vr € R?, tal que |z| > R+ 1.

Escrevendo a equacdo ([3.1)) em coordenadas, temos que

3 3 3
U@t + Z uijui + sz = (,u + X) Z Dijui + 2X Z eijijwk, (35)

j=1 j=1 k=1
onde ¢; j; é o simbolo de Levi-Civita, isto é,
1, se{i,j,k}é permutacdo par;
€k =94 —1, se{i,j,k}é permutacdo impar;
0, set=7j,ou) =k, out=k.

Seja to > t., multiplicando a equacio (3.5]) por 2¢ru; e integrando em [to, 1] x R?

¢ 3 .
/to /]1%3 20ruu; dxdt _'_jz_:l/to /R3 20 rusu; Dyuidxdr + /to /IRB 20 ru; Dipdxdr

3t 3 t
j:l 0 0 -

Jk=1
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Aplicando Fubini no primeiro termo, e o fato de que ¢ tem suporte compacto, podemos

escrever ([3.6) como

t
/ . / ) drdz + Z / / Sru; Dy (u2)dzdr + 2 / / dpu; Dipdrdr
BR+1 to BR+1

Br+1

= 2(p+x) Z/ /BR+1 ¢ru; D;Djudrdr + 4x Z / / Oreijrt Djwidrdr.

k=1 BR+1
Usando o Teorema Fundamental do Calculo no primeiro termo, e integrando por partes as

demais integrais, temos que

/BR+1 dr(up (- t) —u (-, to) da:—Z/ /BR+1 D;éru;(u?)dadr

Z/ /BRH drDju;(u2)dadr — 2

Dibruspdrdr — 2 / / drDiuspdrdr

to BR+1 BR+1

= 2(u+x Z/ / D;¢ru;Djudrdr — 2(p + x) Z/ /B orDju; Dju;dxdr
R+l

R+1

— 4)(2/ / Dj¢R€ijkuiwkd$dT—4XZ/ / quDjeijkuiwkdxdT
j=1 to Y Br41 j=1 to /B

R+1

E relevante observar que n3o hé termos de fronteira, uma vez que ¢r(z) = 0 para todo z tal
que |z| = R+ 1. Tomando R oo, todos os termos que envolvem as derivadas de ¢ vdo
a zero, pois D;¢r = 0 para todo x tal que |x| < R ou |z| > R + 1. Logo, quando R * oo,

temos

3
ots - ) 22y — i t0) 22 —Z/ [, Diuslu dxdT—Q/ Dapdrdr

= N"‘X Z/ / D; UZD wdrdr — 4x Z / / fzgkka au;dadr.

7,k=1

Como Y Dju; =0, a equagdo torna-se
i=1

3. gt
- D)ooy +200+ 0 Y [ [ (Dyusdwdr
j=1

t 3 t
= ||Ui(-7t0)||%2(R3) + 2/ /d Dyuipdzdr 4+ 4x > / /3 €rjiwy Dju;dxdr.
to JR k=1 to JR
Tomando o somatério em ¢, temos

ZHUZ O[22 s —I—2u+x/ Z/ (Dju;)*dxdr

o j j=1

t
Z ||ui(‘,t0)||%2(R3) +2/t /3 (ZDu ) pdxdt + 4x Z / / €rjiwr Djuidzdr.
i=1 0 i=1

i,7,k=1
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Usando as definicoes de norma e o fato de que V - u = 0, temos
t
M, ey + 201+ X) [ IDUC, 1) Faquondr
0

3 t
= ||u(-7 tO)H%?(R?’) + 4X Z /t /]1{3 eijkwiDjukdxdT. (37)
0

i7j7k:1

Repetindo as contas de forma anéloga para a equacao ([3.2) em coordenadas

3 3 3 3
ww =+ Z Uij’lUi =7 Z Dijwi + Dz Z Djwj + 2X Z ez-jijuk — 4XU}Z,

j=1 j=1 j=1 J,k=1

obtemos que

t
W () [Fany + 27 [ 11DW (7 [y
t t
+ 1 W) Fagnydr +8X [ W) [Faqendr
0 0

3 t
= W to) oy +4x S /t /R ey Djurdadr (3.8)
0

Z‘?j7k:1

Somando as equacdes ((3.7)) e (3.8)), obtemos

t
||u('7t)||%2(]R3) + ||W<'7t)||i2(R3) +2(p + X)/t ||DU('7T)||%2(R3)CZT
0
t t t
+ 27/}5 ||DW(‘7T)|’%2(R3)dT+2’€/t ||V'W(‘7T)||%2(R3)d7'+8X/t ||(W'77—>H%Q(R3)d7—
0 0 0

3 t
= ||11(-, tO)H%?(R?’) + ||W('7t0)||i2(R3) + 8X Z /t /R3 eijkwiDjukdxdT (39)
0

i k=1

Agora vamos estimar o termo

3
/R3 Z eijkwiDjuk.

1,7,k=1

Fazemos isso usando a desigualdade de Cauchy com ¢ = 1, Teorema A e a identidade
3
Z €ijk€itm = 0510km — 0jmOki-
i=1

Dessa forma,
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3
/R3 Z eijkwiDjukda:

1,7,k=1

3 3
> [ wn Y euDjunda
i=1

4 k=1
3
> [l
i=1 /R
3

2
3 1 3

2
;/RS widr + 1/}1@3 > (jkzl eijrDjuy | dx

3
Z eijijuk dx

k=1

IN

IN

=1

1 3 3 3
= ||W||%Q(R3) + 1/}1{3 > (Z EijijukZEilleum) dx

i=1 \yik=1 Lm
1 3 3

= ||W||%2(R3) +t1 /R3 ‘klz:—l <; Eijkez‘lm) Djuy Dyuy,dx
1 i, ,,;n_ =

= ||WH%2(R3) + 1 /]RB MZﬂ (010km — 0jmOni) Djug Dyvp,dx
13 o 1 3

= Il + 3 32 [ (Dyuedo =5 [ 3% DyunDiads

1
= Wiz + 711Dz zs)

Aplicando esta estimativa a equacdo ([3.9) temos que

t
[lu(, )72y + W )] [72@s) + 2(1 + X)/t [1Du(-, 7)|[72@s)dT
0
t t t
+ 27/t HDW<'7T)H%2(R3)dT+2K'/t HV'W('aT)|’%2(R3)dT+8X/t 1w (-, 7)||Z22(gs)dT
0 0 0

t 3
= [ to) oy + Wt By +8x [ [ 3 epwsDyundedr
0 ij,k=1

< (. to)lZa@s) + [W(, to)l72s) + 8x

t 3
/ / Z €ipwiDjupdadr
to JR3

,5,k=1

t 1
<t to)l By + W ) Bagesy + 8% [ (11w Dl Bagesy + 71D, Dl Bages ) d
0
t t
=l to)lBagesy + 1w t0)lFagesy + 8x [ w7l Baguoydr +2x [ 1Du( 7).
0 0
Por fim, juntando alguns termos, obtemos
2 ! 2 ¢ 2
100, W) ) Fagusy + 200 | DU sy + 27 [ 11D, 7)o dr
0 0
t
20 [ IV w7y < 11, w) (o) e,
0

para todo t > ty > t,.
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Para o CASO 2D, as contas n3o ficam t3o diferentes assim, com o fato adicional de que em
2D, temos V-w = 0, o que simplifica a desigualdade de energia. Assim, para todo t > ty > t,,

temos

t t
||(U7W)('at)||%2(R2) + QM/t ||D11('>T)||%2(R2)d7 + 27/7: HDW(',T)H%?(R?)dT
0 0

< 1w, W) to) |22 ey,
para todo t >ty > 0. O

N3o deixemos de observar que tal resultado nos diz que ||(u, w)||.2(rn) é ndo crescente a
partir de t., e ademais ||(Du, DW)||72gn) € integravel no intervalo [ty, 00).

Vale comentar também que argumentos como as de funcles de cortes, usado para de-
monstrar este teorema, que é usado para formalizar as integrais por partes, deixaram de ser
usados simplesmente para enxugar as cotas e nao se tornar repetitivo em demasia.

Vejamos agora um resultado similar ao Teorema [0}, contudo para as derivadas de u e w.

Teorema 7. Sejam u e w solucdes de Leray do sistema Navier-Stokes Micropolar, entao

existem t,, > t, e n > 0 tais que

(D, D)+ 1 [ (D, D) 1) gy
+ 26 [ |ID W, g dr
+ 2 [ D) Bagendr < [1(Du, DW)oto) e
para todo t >ty > t,, > t,.

Demonstracdo. Colocando a equacdo (3.1)) em coordenadas derivando em relacdo a z; e

multiplicando por 2D;u;, obtemos

3
2DluiDlui,t + 2 Z DlUiDl<UijUi) + 2DluiDlui7t

=1

3 3

j=1 J,k=1

Integrando em [to, ] x R3, temos
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/ [(Dyg)dadr +2 / / ZDluleu]D wdwdr
to JR

n / / Szuj (Dyus)2dzdr + 2 / / Dy Dy Dipdudr
to JIR:

= 2(pu+x) /to /]R3 ZlDlUiDleDjuidedT + 2y /to/ Z € D1 Dy D jwy,.
]:

7,k=1

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, Teorema de Fubini e integrando por partes, obtemos
|| Dy (-, )||iz<Rs — I1Dyui(- to)| |72 (gs)

_ 2/ / Z uleD uleujdxdT — 2/ / ulDlule Z D U/]dQZdT
to =
_ Z /]R3 / Dle Z D; U]dl’dT — 2/ /3 DlDzulepd.I'dT

t 3
= —2(,u+x)/ / ZDleuiDleuidxdT— 2x/ / Z €k Diwp Dy D ju;dxdr.
to JR3 = to JR3 k=1
Somando em i e [, e usando o fato que V - u = 0, temos que

1D, )]sy — 1Du(- ) g,

¢ > 3 t 3
_ 2/ /3 Z UiDleUiDlUjdl’dT — 22/3/ Dlle ZDzuzdxdT
to JR* igi=1 = 3 Jio =

t 3
= 2uty) /t /R > (D; Dy dadr + 2x / / Z exsi Diwn Dy Dugddr.
0 j=1

7,0, k=1

A relacdo acima pode ser reescrita como
t
||Du('>t>||%2(1@3) +2(p + X)/t |D*u(-, 7)||r2reydr = || Du(-, o)||75 (R3)
0

+ 3
+ 2/ /3 > uiDszuiDlujdxdT—i—ZX/ / Z ¢:jx Dywp Dy Djugdadsr.
to JR3 . =1

4,5,0,k=1

(3.10)

Agora vamos trabalhar com a equacdo [3.2] Para isto, coloquemos a mesma em coordena-
das, derivemos em relacdo a x; e multipliquemos por 2D;w;. Assim, obtemos
3
2Dl’wiDﬂUi7t +2 Z DlwiDl (U]D]’LUZ)
j=1

3 3
= 2’)/ Z DlwiDleDjwi + 2 Z DlwiDlDiDle

j=1 j=1

3
+ 2x Z € Diw; Dy Dy, — 4x Dyw; Dyw;.
k=1
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Integrando em [ty, t] x R?, obtemos
3
/ 3 [(Dyw;)?] dxdT + 2/ /3 > Dyw; Dyu; Djwjddr
to /R j=1
3
+ / L, Zuj (Dpw;)?]dadr = 27/ / " Dyw; Dy D, D;dudr
to JR j=1
t 3
+ 2/{/ / ZDlwiDLDiDjwjda:dT—i— 2x/ / ZeijlewiDleukdxdT
to R3 j=1 to R3 j=1

t
— 4)(/150 /R3(Dlwi)2dxd7'.

Usando o Teorema Fundamental do Calculo, Teorema de Fubini e integrando por partes, temos
‘ 3
||Dlwi(.7 t)HiQ(R3) — ||Dlwz(7 tO)H%?(R?’) - 2/t /]1{3 Z wiDlewiDlujdde
0 j:1
3
_ 9 / [, szDlszl ZD w;dzdr — / / > Dyuy(Dywydedr
to /R j=1
3
S / / S (D, Dyw;)2ddr — 2 / / Z DyDyw;DyDjw;dxdr
to JR3 j=1 to JR3 j=1
¢ 3 t
+ 2x/ / Z €ije Diw; Dy Djupdxdr — 4)(/ / (Dyw;)*dxdr.
to JR3 k=1 to JR3

Somando em i e [, e usando o fato de que V - u = 0, temos

t 3
IDW( ) [F2qesy = 1DWCto) [y =2 [ [ 32 wiDyy DiD;widwdr
0

R k=1

t t 3 3 3
= —2’7/ ||D2w(’ 7')||%2(R3)d7' - 2/ /]1{3 Z Dl (Z Dzwz> Dl (Z Djwj) dxdr
to to = j=1

+ 2y / / Z ;s Dywi DD jugdzdr — 4y / | DW(-, )32 ey -

J,k, =1

Reescrevendo tal igualdade, temos

t
1w )y + 27 [ 1D () [y
t t
+ Q/t HDV'W(-,T)||%2(R3)d7'—4x/t HDW(-,T)||%2(R3)dT
0 0

t 3
= IDW(to)[Faquoy +2 | [ S wiDa; DiDjwiddr

3
R ji=1

+ QX// Z ekalw,DlD updrdr (311)
to

4,9,k 0=1
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Somando as equacdes ((3.10) e ((3.11)

t
D, ey + 1DWE Oy + 20+ %) [ 1D, )l B
0

t
+ 2y [ D) Bagunydr + 26 [ 1DV w0l + 4 [ 11Dl )l
= HDu( tO)HLQ ]R3 +||DW< t0)||L2(R3 +2/ / Z u,Dlu]DlD UZdIdT
zgl 1
+ 2 / |, 3 wiDu;DiDswidrdr + 4x / L, S e D DiDupdadr. (312)
to i kel=1 ik, l=1
Note aqui, por Cauchy-Schwarz, que
// Z w; Dyu; Dy Dju;dzdr
to i,5,0=1
t
< c/ e HLOO/ Z | Dyu; || DyDjus| devdr

i,5,0=1
< C/ [, 7)o [1Du, 7l 2 || D*(, )] 2(ga ) d
< € [ 11, w) e Dl (D, D) e )y | (0P, D))
(3.13)

Similarmente, temos

// Z w; Dyu; DD jw;dxdr
to

i,7,l=1

< C/ [|(w, w) (-, 7)[[ 2= [[(Du, DW) (-, 7)|| 2(es) || (D*w, D*W) (-, 7)| 2 (rsy T
(3.14)
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Ademais, temos

3
/3 Z eijlewiDleukdx
R

i,5,k,1=1

3
/3 Dlwi Z eijleDjukdx

1/R k=1

3
)
il=
3
)
il=1

3
S /R3 |Dlw,| Z (—:Z-jleDjuk dx
k=1
1 3 3 2
S - Z / (Dlwi)2 + Z EijleDj’LLk dx
20z jk=1

Z /RB (Z €ijDiDjuy Z ez-quleuq) dz

i,l=1 Ji;k=1 p,g=1

1 ) 1 3
= §||DW||L2(R3)+§/R3 Z

l,3,k,p,q=1

1 1 >
= iHDWH%Q(RS) + 5 /R3 Z (5jp6kq — 5jq6kp) DleuleDpuqda:

l,j,k,p,q=1

1fj/ (Do +
= = w; e —
2= e l 2

3
<Z eijkeipq> Dy Djup Dy Dyugdx

=1

1jk=1 R 1 jk=1

1 1 &3 1 3
= §||DW||%2(R3) t3 > /RP)(Dleuk)Qde - 5/3 > DyDjuyD;Dyujdz

1 1
= §||DW||%2(R3) + §||D2U||%2(R3). (315)

Aplicando as estimativas ([3.13)), (3.14) e (3.15) na equacdo (3.12)), obtemos

t
(D, Dw) (-, )32 ) + 2#/t D% (7)) d7
0

+ 2v/t§IIDQW(-,T>|I%2<R3)dT+2K/t: IDV - (-, 7)|[72gs)dT
< (1w, DW)(, 1) e
£0 [ 0wl D DW)C ) (D, D))
(3.16)

Agora, estimemos o seguinte termo
‘ |(u, W) ’ |L°°(R3) ’ ‘ (Du, DW) ’ |L2(R3) ‘ ‘ (Dzu, DQW) | ’LQ(RB) . (317)

Fazendo z = (u, w) e utilizando as desigualdade de Sobolev (B.1)) e (B.2)), do Apéndice B,
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temos que para todo t > ty > t,,

120 )|z || Dz, )| 2y 1D 2 (-, )] | L2

4 3/4
< 2 )l a1 D220 O[Fa(n || D2 )] 2y | D2, 1) 2 )
1/4 1/2 1/4 1/4
< 1D )| 2wy (1120 Ol (e 1 D2C, D1 awn) D2 )] ot 1 D22 )] 2l

1/2
[12(-, )11 Loty || D2 )]sy || D2 )] [ -

Tomemos neste momento tal afirmagdo:

Existe t,, > t, tal que para todo t > t; > t,, vale

10, 9) )|y | D, D) )y < e min (7).

Demonstracdo da afirmacdo: Pelo Teorema [f] temos que
li{gci)?f ||(Du, DW) (-, t)|| 23y = 0,

Logo, existe t; tal que

1/2

100, w) (- t0) 1) || (D, DW)(, 1) (s min (42,7).

1
CK
Suponha que a afirmac3o seja falsa. Entdo existe t, > t1, e e consideraremos t, > t1, tal que

para todo t € [t,t2)

10, W) )l (D, DW) )] sy < i (1, 7)

1 .
10, W) s t0) || (D, DW) (s )] sy = e i (41, 7).

Ent3o, por (3.16))

t
(D, DW) (-, t2)|[72(gs) + 2 min (/w)/t 1D, D*w) (-, 7)|[72 s d
0

< |[(Du, DW)(-, o) [Z2ws)
t
+C/t 10, W) (-, 7)o [[(Dw, DW) (-, 7)|| 2y || (D*0, D*W) (-, 7) [ 2(eaydr
0
< |I(Du, Dw)(- o) [Z2es)

t
K [ 1, w) ()20, Dw) 7l s | (D0, D) (1) [
0
t
< |[(Dw, DW)(-, ) [Faqasy + 2min (117) [ 1D, D)) [
0

E portanto,
(D, DW)(, t2)|[72(gs) < [[(Dw, DW) (-, to)l[72ps)
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consequentemente,

| L.
o ™ (1, 7) = [l(a(- t0), w(-, t0)) ] 23y < o ™ (1, 7)-

Absurdo! Assim, substituindo em (3.16]), obtemos para todo ¢ > tg > t.. > t.,

1D, ) () gy + 1 [ (D%, D)) By
+ zn/t:HDV-W(.,T)H%Q(WW
+ 2 [ 1D Bagndr < 11D, DW)-oto) ey
onde 1 > 0. O
O resultado seguinte trata-se de uma estimativa assintoética.

Teorema 8. E vilido que
.1
tli)rono tz[|(Du, Dw) (-, t)||2@ny = 0,
para todo t > ty > t,.

Demonstracdo. No CASO 3D, devemos considerar, pelo Teorema [f], que
t 2
| 1Du, DW) (1) gy < oo,
0
para todo t > ty > t,. Consequentemente,

t
lim ||(D117 DW)(',T)||%2(R3)CZT =0.

t—o00 t/2

Ademais, pelo Teorema [7} temos que |[(Du, Dw)(-,t)||12rs) é decrescente para t > t,..

Portanto,

t

tli)f&t“(Du,DW)(7t>H%2(R5) = 2lim H(Du7DW)<7t)H%2(R3)dT

t—00 t/2
t
< 2lim ||(D11, DW)(, 7—)||%2(R3)d7—

t—o0 t/2

= 0. (3.18)

Por conseguinte,

. 1
tli)rélo t2 H(Du, DW)(, t)||L2(R") = O,

para todo t > ty > t,.
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Ja para o CASO 2D fagamos da seguinte maneira: derivando as equacdes (3.1)), (3.2) e
(3.3) e tomando o produto interno de (u, w) com ({3.1)) e (3.2), respectivamente, integrando

por partes em R? e somando tudo, obtemos
d 2 2
%H(Du, Dw) (-, )||72e) + 2X[[W(, D72 (r2)

=2||[(D*u, D*W) (-, t)|[72(g2)

1w, W) (-, )|z g2y [ (Dw, DW) (-, )] 12r2y | (D0, D*W) (-, )] 12(r2)

IA

para todo t > t,.
Usando a desigualdade de Sobolev (B.2)), Apéndice B, e o Teorema [6| obtemos

d
ZII(Dw, D) 0)l[Zazay + 2x[ W )l [Z2(ge)

< —2min(u, 7)||(D*w, D*w) (-, )| 2 g2y

1, W) (-, )| oty || (D, DW) (- )| 2y (D, D*w) (-, )7ty
< —2min(u, 7)||(D*a, D*w) (-, )| 2 g2y

(0, W) (- t0) [ oty || (D, DW) (-, ) 2y || (D0, D*w) (-, 1) |37
< —2min(u, )|[(D*u, D*W)(-, )] |72 @2

+C||(Du, Dw) (-, )] |2y || (D*u, D) (-, 1) 350

para algum C' > 0.
Usando os expoentes p = 4 e ¢ = 4/3, satisfazendo p~'+¢~! = 1, temos pela desigualdade

de Young com ¢, Teorema A[7] que

[|(Da, Dw) (-, 1)][r2gr2) || (D0, D*W) (-, 0] 5(mey

< OEH(‘Duv DW)(7 t)||4L2(R2) + €||<D211, D2W)('7 t)||L2(R2) (319)

e portanto

d
ZI(Dw, DW) (-, 1)|[Z2gey < CH(D*w, D*W) (-, 1)]|L2(re).

como, pelo Teorema @ / [(Du, DW) (-, 5)||Z2(g2)ds < oo, temos, pelo Lema de Gronwall,
0

ver Apéndice A,
(D, DW) (-, t)|[72(2y < C|[(Du, DW)(-, 5)|[72(g2),
para todo 0 < s < t, ou equivalentemente, tomando nn = 1/C > 0,

[(Du, Dw)(-, 5)|[72(z2) = nll(Du, DW)(-,1)|[72(z2).
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para todo 0 < s < t. Agora, supondo que o Teorema [§] aqui afirmado, seja falso. Ent3o existe

0 > 0 e uma sequéncia t,, — 00 tais que
tal|(Dw, DW) (-, o) || 722y = 6 > 0,

para todo n € N, e podemos assumir que ¢, > 2t,. Assim, pelo Teorema [7]

[ 0w D s = [ D DW ) ey ds
> tars = ta)|[(DW, DW) (st e
> nO(tnyr — tn) /tnna
> 31—t /ts)
> M
- 2

Isto contradiz o fato de
| 0w, Dw) )y < oo,

o que conclui o Teorema [§ O

3.2 DECAIMENTO DAS VELOCIDADES

Nesta secdo estaremos interessados em saber como é o decaimento em L?(R") das velo-

cidades de translacdo e de rotacao.

Teorema 9. Seja w solucdo de Leray do sistema ({3.1)), (3.2)) e (3.3). Entédo
lim 2w (-, t)[| g2y = 0 e lim |u(, 6)]|r2en) = 0.

Demonstrago. Faremos para o primeiro limite, limy_,o0 t'/2||W(-, ¢)||2(rn) = 0, para o CASO

3D. Sendo assim, vamos reescrever a equacio ([3.2)) como
w; = YAW + Q — 4xw, (3.20)
onde
Q=-u-Vw+rV(V-w)+2xV x u.

Agora, facamos a seguinte mudanca de varidvel W = e*X*w e multipliquemos a equacio

(3.20)) por e*x!, para obter
W, = v AW + 2.
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Dado € > 0 arbitrario, temos, pelo Teorema [8 que existe ¢, suficientemente grande tal que
para todo t > t, vale

H(Du, DW)(, t)||L2(]R3) < et™V2,

Pelo principio de Duhamel, temos que
t
W(- 1) = eTA0OW( 1) + / A9 25 5)ds.
to
Reescrevendo, obtemos

w(,t) = e2x(tto)evA(tto)w(.,to)_/te2x(t8)evA(tS)u.VWd3
to

t t
—1—%/ e XU A=Y (V. wds + 2 | e X9 erA 9T x u)ds

to to

Multiplicando esta equac3o por t/2, aplicando a norma L? e usando a Desigualdade de Min-

kowski, Teorema A (|, temos que
W )| 2@y < P 1) | 2
+1/2 /tt e’zX(t’s)HeVA(t’s)u - VW[ 2 (rs)ds
0
st [ X AT (T - w)| sy ds
0
+2xt!/? /t: e XA (V x u)|[poayds  (3.21)

Chegando nesta parte, devemos entao analisar cada termo da desigualdade separadamente.

O termo

e’yA(t_tO)W<-, to)

representa a solucdo da equacdo do calor, com condicdo inicial w(-, %) e, pelo Teorema [3]

temos,

. At—
Lim [|e720 0w (-, t0)|| 2 (gsy = 0.

Dessa forma, temos também que
lim t1/2e=2x(=t0) | VAU w (. 40)|| p2(msy = 0. (3.22)
— 00
Vamos agora analisar o termo

t
2t1/2/ e XA Vwl| 2 gey ds.

to
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Pelo Teorema A[9] temos

t
2t1/2/t e~ 2X(1=9) || T A=)y Vw||r2®sds
0

< 2Ky TN /tt eIt — )7 [u - VW | sy ds
0
< 2Ky YN /t: eIt — )7 [ul| L2ps) | | DW | 2 s ds
< 2Ky w) e )t [ PO ) Dl ds
< 2B, w) et et [ €O e = ) s 2
e
1/ /t e~ 2=9) ( _ g) 346112
to
a2 /;/2 o—2x(t=5) (t— 3)*3/4371/20{3 L2 /;2 672)((1‘/75)(16 _ 8)73/4871/2618
0
< t2ed (t>3/4 /t/2 sTYV2ds 4 Y212 /t e~ =9 (¢ — 5) 734
2 to to
< Ce Xt 4 (2)()_1/4 /OOO e T34 dr
< Ce X 4 (2x)7HAT (i) :
Assim,

t
2t1/2/ e X9 || 20y . Vw || p2(msyds

to

) B B 1
< 2Key 3/4||(u,w)(-,tg)||L2(R3) e xtt1/4+(2x) 1/ap <4>}

Como € > 0 é arbitrario, temos que

¢
lim 2t1/2/ e =) A=)y . Tw|| L2 gsyds = 0. (3.23)

t—o0 to

Agora vamos analisar o termo

t
2 [ D AODG (T - ) agasyds,

to

Novamente pelo Teorema A [9] temos

t
,ﬂgl/Q/ e XD AT (V- W) || p2(rey ds
to
t
< KK7_1/2751/2/ e X (¢t — 5)7V2| | Dw|| p2(ps)ds
to

< kKey V12 / t e~ 2XW=) (4 g) 1257112,

to
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Por outro lado,
/2 /t e~ 2X(=9) (¢ _ s)_1/23_1/2d3
to

/2 / P o gyngings 4 e /; e )t — 5) 71257 s
to t/2

~1/2
< 2 <t> / e Xt /t sTYV2ds 4 tY/21/2 /t e~ (=9 (¢ — 5)72(s
2 to to
< Ce X2 4 (2x) V2 /OO e TV 2dr
0

= Ce X2 4 (2¢)7 V27
Assim,

¢
ntl/z/ e X | AT (V- W) || p2(reyds < kK ey [e_xttl/2 + (2)()_1/2\/%} :

to

Como € > 0 é arbitrario, temos que
t
lim /-@tl/Q/ e~ =9 | AT (V- W) || 2 sy ds = 0, (3.24)

t—o00 to

Por fim, vamos analisar o Gltimo termo,
t
2xt1/2/ e~ X(E=9)|| g7 A=) (7 x u)||p2(rs)yds.
to
Para isto, usando o argumento similar do Teorema A [9] temos

t
2Xt1/2/t €—2x(t—s)||evA(t—S)(v % u)||L2(R3)dS
0

IN

t/2
2th/zft e~ 2X(1=5)||VAM=5) (7 u)| |2 (rs)ds
0
t
+2xt'? / TRV 5 )| pagreyds
t/2

t/t '
< 2KX7_1/2t1/2@—xt/t (t — 5)_1/2||u||Lz(R3)ds + 2)(6751/2 /t/Q e 2X(t=s) ¢=1/2 g o
0

t/2 t
< 2K [xw“2H(u,w)(-,to>|!L2<R3>t“26Xt /t (t— )" ?ds + xet'?t71/? /t/ze“(”)ds]-
0

De modo que

t/2
2Xt1/2/t e~ X(=9) || AU=9)(7 u)|[r2rs)ds
0

1— e_xt]

< 2R [l W) o) e e

Como € > 0 é arbitrario, temos que

t/2
lim 2xt1/2/t e~ X(E=9)||7A =) (7 u)||L2(rsyds = 0. (3.25)
0

t—00
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Portando, juntando as equacdes ((3.22)), (3.23)), ([3.24) e (3.25) com ({3.21)), temos que

lim /%[ (-, £)||z2(en) = 0.

t—o00

Ja para o CASO 2D, basta notar que as diferencas entre os CASOS 2D e 3D sao as
estimativas do Apéndice C que sao utilizadas mediante a dimens3o apresenta. No entanto,
tais mudancas ndo afetam a demonstracdo, que segue de forma similar ao CASO 3D.

Agora vamos mostrar a segunda parte deste teorema, que é

lim |[u(-, £)]] 2 (g = 0.

t—o00

Consideraremos primeiro o CASO 3D. Para isto, vamos reescrever a equacao ([3.1)) como

onde

R=2xV xw—u-Vu-— Vp.

Usando o Lema (Projetor de Helmholtz), ver o Apéndice D da Tese de Cilon Perusato, (PE-

RUSATO, [2018), podemos escrever R como
R=P,[2xV xw —u-Vu].

Dado € > 0 arbitrario, temos, pelo Teorema [8] que existe ¢, suficientemente grande tal

que para todo t > t; vale
||(Du, DW)(, t)||L2(R3) < et™1/2,
Pelo principio de Duhamel, temos que

t
u(-,t) = WA=y o) 4 [ BTPOAIR(. 5)ds. (3.26)

to
Usando a definicdo de R e o Teorema D.5. da Tese de Cilon Perusato, (PERUSATO, 2018)),
a equacdo (3.26)) pode ser reescrita como

t
u(-,t) = e(lH‘X)A(t—tO)u(., to) + ph[e(qux)A(t—S)u - Vulds
to
t
+2x [ Pp[eW AT x wds.
to
Aplicando a norma L? e usando a Desigualdade de Minkowski, Teorema A , temos que

t
||u(‘,t)||L2(R3) S ||€(M+X)A(t_to)u(',t0)||L2(R3) + /t ||€(M+X)A(t_8)u . Vu||L2(R3)d8
0

t
+2X/ ||€(M+X)A(t—5)v X W||L2(R3)d8. (327)
to
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Para esta desigualdade vamos analisar cada termo separadamente.
O termo

)

6(#+X)A(t—t0)u( to)
representa a solucdo da equacdo do calor, com condic3o inicial u(-,¢y) e

lim |[eW 0200y 20)| | p2rsy = 0, (3.28)

t—o00
que decorre pelo Teorema [3]

Agora vamos analisar o termo

¢
t ||eW ORIy . || 12 sy ds.
0

Para isto, vamos utilizar o Teorema A [9] do Apéndice A, e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz.
t: ||€(#+X)A(t*5)u - V|| 2 gy ds
< K(u+ ) /tt(t ) - V| sy s
0
< Kl [ =9t )l DG ) ds
< K0 w8l [ (=)Dl 5) s
< Ke /tt(t — 5) 34T/
< Ket_i/‘l.
Portanto,
Jlim /t: |[eW ORIy . V|| L2 gayds = 0. (3.29)

Por fim, para o termo
t
2x/ ||eWPOAETIT x wi| 2 (rs)ds
to

devemos utilizar a primeira parte do Teorema [9] e assumir que ¢, é também grande suficiente
para que dado € > 0 arbitrario, valha, para todo t > t;, que

HW(, t)HLQ(R?)) < €t71/2.
De modo que, pela desigualdade do Teorema A @] obtemos

t t
QX/,: [V POMEIT X W[ ageayds < 2Kx(u+x)_1/2/t (t = )""||wl|L2es) ds
0 0

t
< 2K xe(p + X)_l/Q/t (t —s) Y2572
0

< 2K ye(p+ x) V2.
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Portanto,

t
lim 2y / |etH0A=9Y ¢ w]| 2y ds = 0. (3.30)
to

t—o00

Juntando (3.28)), (3.29) e (3.30]) com (3.27)), temos que

lim Hu(',t)HLz(RS) = 0.

t—o00

Ja para o CASO 2D, basta notar que as diferencas entre os CASOS 2D e 3D sao as
estimativas do Apéndice C que sao utilizadas mediante a dimensao apresenta. No entanto,

tais mudancas ndo afetam a demonstracdo, que segue de forma similar ao CASO 3D. m

3.3 DECAIMENTO DAS DERIVADAS DAS VELOCIDADES
A secdo anterior nos motiva a perguntar sobre o decaimento das derivadas em L? para o
caso micropolar. Nao obstante, precisaremos de antemao do seguinte resultado:

Teorema 10. Dado m um inteiro positivo, sejam u e w solucdes de Leray do sistema ((3.1)),

e , entdo existe t, suficientemente grande tal que
(i)
(t = to)™ (D™, D"w) (-, t)|[72 )
damin(e,1) [ (D™ D)) s
2 [ (s = 1) 10"V ) 01 8) s
20 [ (5 = to)" 1D (-1 3) s
< m [ 5= 1) (D, D)o 5) agan . (3.31)
para todo t > ty, com t, suficientemente grande.
(i)

° m m+1 m+1 2
— ) ) L . .
/ (5 — to)™ || (D™, D™ 1w (-, 8)| 22 s, ds < 00 (3.32)
to

(iif)

lim t™/2||(D™u, D"™w) (-, 1) 2ms) = 0. (3.33)

t—o0
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Demonstracdo. Faremos a prova por inducado. Primeiramente mostraremos para o caso m = 1.

Os Teoremas|0] e[8| garantem que existe ¢, > ¢, suficientemente grande tal que para todo ¢t > ¢,
1/2 1/2
Cll(a, w) (- )] 2oy || (Dw, DW) (- )] 2 sy < min(p, ), (3.34)

onde C' > 0 é a constante que aparece posteriormente em (3.42)). Note que
3 3 3
U ¢ + Z uijui + D,-p = (,U, + X) Z Dijui + 2X Z ez-jijwk, (335)
j=1 j=1 k=1

onde ¢; j; é o simbolo de Levi-Civita, isto é,

1, se{i,j,k} é permutacdo par;
€k =4 —1, se{i,j,k}é permutacdo impar;

0, sei=j,ouj==k, oui=~Fk.

Derivando ([3.45)) em relaco a x;, multiplicando por 2(s — to) Dju; e integrando em R3 x

(to,t), obtemos

/R?)/ s —to) Dlul)]dsdx—i—// s —tg) ZDluDlujDudxds

7=1

t
+/ /3(5 —tp) Zuj [(Dyu;)? d:vds—i—Z/ / s —tp) ZDlulDlDlpdxds
to JR

Jj=1 Jj=1

_ 2u+x// s —to) ZDluleDDuzdxds

7j=1

—|—4x// s —to) Z € Diwi Dy Dujwydzds.

7,k=1

Integrando por partes e somando em ¢, temos que

t
(t = to)l[ Dul, )| gsy + 200 + X)/t (s — to)[|D*ul-, 8)|[Z2(zs)ds
3
/ IDu(-, 5)|[72gsyds + 2/ / s —to) Y. wDyu;DDyudxds

i,5,0=1

t 3
+4X/ /3(3 —to) Z € D1 Dy D jwidxds
to /R

Jk=1

(3.36)
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Por outro lado,

/ Z u; Dyu; Dy Dju;dx

z]l 1
= / Z UZZDZU]DZD w;dx
7,7=1 =
3 12 , 5 1/2
< /sz%:uz (ZZ: Dyu;) ) (;(Dleuj)2> dx
3 1/2 3 1/2
S ||u||L°°(]R3 Z (/ Z DZU,] ) (/R3 Z(Dleuj)2d1'>
= =1
1/2 5 1/2
< HuHLOO(RS / Z (Dyuy) )2dw /3 Z(Dleuj)Qda:
ji=1 R® 5 1=1
S C’||u||Loo(R3)||DuHL2(R3)HD u||L2(R3)
S CH(U,W)HLm(RB)H(Du,DW)HL2(R3)H<D2L1,DQW)HL2(R3). (337)

O que faz a equacao (|3.36)) se tornar em
t
(t = to)l|Dul-, t)]|Z2ms) + 2(n + X)/ (s — to)[[D*u(:, 5)| |2 s ds

/ || Du(-, ||L2(R3)ds+2x/ / s —to) Z €k Diw; Dy D jwidzds

7,k=1
+C'/t (s — to)[[(w, W) (-, 8)|[ 1= (ko) || (D1, DW) (-, 8) | 2y | | (D1, D*W) (-, 8)][ L2 sy ds.
(3.38)

De forma analoga, podemos fazer as mesmas contas para a equacdo ((3.2)), obtemos

t
(t —to)|[Dw(:, t)“%?(R?’) + QV/t (s — to)||D*w(, S)||%2(R3)d3
0
¢ ¢
+2I<L/ (s —to)||D(V - w)(, 5)||2L2(R3 ds + 4x/ (s —to)||DW(-, )| |32 (R3)dS

/ || Dw(-, ||L2(R3 ds + 2x/ / s — to) Z €k Diu; Dy D jwidzds

J,k=1
+C [ (s = 1)l100, W) ) e (D, DW) )z (D, D))l ey s
(3.39)
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Assim, somando as equacdes (3.38)) e ((3.39), ficamos com

t
(t = 1)l [(Du, DW) () [Fagany + 200+ X) [ (5= t0) | D, )] ey
0
t t
29 [ (s = o) ID*W(-,)|[fanyds + 26 [ (5= to) ID(T - w)(-, )]s
0 0

t
4 [ (s = to) 1DW(-,8)|[Fageods
0

IA

t t 3
/t H(Du, DW)(, S)H%Q(R3)ds -+ 4X/t /R3 (8 — to) Z eijleuiDlewkdxds
0 0

k=1

t
O [ (s = )11, W) )l [y (D1, Dw) (e )1 e (D20, DA)(,8) ey s,

(3.40)
Usando agora a desigualdade (B.3]) do Apéndice B e o fato de que o termo
t 3
4x/ / Z exjiDiw; Dy Djwydxds
to JR®; Spl=1
pode ser estimado por, uma vez que V - u = 0,
3
/ Z ekjiDluiDlewkdm
R jki=1
3 3
= Z ,/RS Dlwi Z EkjiDlewdeL’
il=1 k=1
3 3
S Z /'5 |Dlwz| Z ekjiDlewk dx
il=17R k=1
1 3 3 2
< = Z/ (Dle)QjL Z ekaleuk dx
2z I k=1
1 3 ) 1 3 3 3
= 5 Z /]RB<Dle) d$+ 5 Z /R3 Z EijleDj’LLk Z eiquleuq dx
i,l=1 i,l=1 7,k=1 p,q=1
1 1 2 3
= iHDWH%Q(RS) + 5 /3 Z (Z Eijkeipq> DleuleDpuqu
R 1 kpg=1 \i=1
1 ) 1 3
= §||DW||L2(R3) + 9 /3 Z (0p0kq — 0jq0kp) DiDjuy, Dy Dpuyda
R l,5,k,p,q=1
1 ) 12 ) 1 3
= Il + 5 X [ (DiDude = [ DiDjugDiDyusda
2 1jh—1 VB B k=1

1 1
= §HDWH%2(R3) + §HD2U||%2(R3). (341)
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Assim, obtemos
t
(t = to) (D0, DW)( 1) [Faqay + 200 [ (s = t0)|[ D%l ) [F2qusyds
0
t t
2y [ (s = to)ID*w(-,8) [Fagunyds + 26 | (s = )| [D(V - W) (-, )[Faasyds
0 0
t
2 [ (s = o) 1DW(-,5) [F2(usyds
0
t
< 2 [ (s = to)lI(Du, DW)(- )] ey ds
0

t
O [ (s = 10) 1D, DW)(, ) 1 Gao | (D1, D) ()| (D%, D W), ) [y s

(3.42)
Sendo assim, aplicando obtemos a parte (i) para m = 1:
(6= 10w D)) sy + minie2) [ 11007, D)) s
+2f;/t:(s —to)HDV.w)(.,s)|]%Q(R3)ds+2x/t:(s ) DW (e )2 ds
1D D) 5) s, (3.43)

Ja o item (ii) é uma consequéncia imediata do item (i), uma vez que pelo Teorema [f]

sabemos que

|7 IDa, DW) ) [aqaayds < oo.
0

E o item (iii) para m =1 € o resultado do Teorema [g|
Agora, vamos supor que o resultado é valido para todo n € N tal que n < m. E em seguida
provar que o resultado é verdadeiro para m, onde m > 2.

Dado € > 0, existe, pelo caso m — 1, t; suficientemente grande tal que

62

t
[ (s =t (D™, D), 8) Bapeqasy <
to m
Ademais, podemos admitir que %, é suficientemente grande tal que, pela hipétese indutiva,

Rz o 1+2 1+2 min(,u 7)
Z 1w, w) (-, 8)|] 272 g || (D', DF2w) (-, )I|2§2Lz @) <o (3.44)

onde C' > 0 é a constante que aparece na desigualdade ([3.49), mais adiante.

Escrevendo a equacdo (3.1) em coordenada, temos

3 3 3
uir + Y uiDju; + Dip = (n+ x) Y_ DjDju; + 2x > € Djwy.

j=1 j=1 Jk=1
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Derivando tal equacdao m vezes em relacao a z;,, y,, ..., 7;,,, obtemos que

t
/ / (s — to)™[(Dy, Dy, . .. Dy, w;)]sdsda
to JR3

t 3
+2 / / (5= to)" DDy, ... Dy Dy Dy, .. Dy, > u;Djuidirds
to JRR®

Jj=1

t
+2 / /R (s~ to)" DDy, ... Dy wDy Dy, ... Dy, Dipdrds
to

t 3
= 2(,u + X)/t /RS(S — to)m Z DllDlg . Dlmu DllDlg . DlmD D u,dxds
0

Gk=1

—|—2X/ / S — tO Z Ez]th Dl2 . DlmulelDlz . Dl D; wkd:cds (3 45)

7,k=1

Integrando por partes e somando em ¢, Iy, o, ..., l,, temos

t
(t —to)™[|D™a(-, t)||72(ms) + 2(1 + X)/t (s — to)™[|D™ u(-, s)|[72msyds
0

t t
m [ (s = to)" D", )l fagayds +C [ (s = 1) [(D" 1w, D) (-, ey
0 0

[m]/2
X Z || 1_1 Dl ( s)||Loo(R3)||(Dl_1u, DZ_IW)(',S)HLQ(RB)dS

. 3
+2X/ /3(3 —t)" >, ewDyDy...Dy,wiDyDy, ... Dy, Dyugdrds. (3.46)
tg JIRF 7k,

De forma anéloga, a equacio ([3.2)) fica

t
(t = to)™[ID"w(-,t)|[72gs) + QV/t (s = to)™[ID"™ " w(-, 5)[ 72 ds
0
t t
+2/f/t (s —to)™|[D™(V - w)(:, S)H%?(R?))ds + 4X/t (s —to)™||[D"w(:, 3)||%2(R3)d5
0 0

t
< m [ (s = t0)" D W) [Fagusyds
0

3

t
+2X/t /]R3<S — to)m Z Eijk‘DllDb e DlmwiDthz e Dlmukdl‘ds
0 Gkl dz =1

t
+C [ (s = to) | (D", D W) (-5 | ages
0

[m]/2
< S [(DRa, D'W) (-, 8) | oo e || (D™, D™ 'w) (-, )| |2y ds.
=0

(3.47)
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Somando as equacdes ([3.46)) e (3.47)), resulta em
t
(t = to)™ [|(D™a, D™w) (- )12 sy + 2(1+ X) /t (s —to)"[ID™ (-, 5)| |2 gs)ds
0
t t
427 [ s = 1) D7 (e ) B+ 26 [ (5 = t0)" 107 (7 - w) (- 8) g ds
0 0

t
4 [ (s = to) "D (-, 8)] Fagusds
0

t
< 1D, Dw)™ ()] ey ds
0
t 3
‘|—4X/ / (S — to)m Z Eijklel Dlg Ce DlmwiDh Dlg . Dlmde$dS
to /R Gk l2, e lm=1
t
+C [ s = 1) [(D™ W) (D" )| oo
0
[m]/2 l z l
x Z (D", D'w) (-, )| | e e || (D™, D™ ') (-, 8)|| 2z ds.
(3.48)
O termo

/ EzjlelDlg e Dlmw’iDllDlg e Dlmukdl‘
Gkl lm=1

pode ser estimado de forma similar a desigualdade (|3 na prova da parte (i) para o caso

em que m = 1, obtendo assim que

Ezjk:Dh Dl2 C DlmwiDh l)l2 e Dlmukdx

J kli,l2,.lm=1

1
*||DmW| |L2(R3) + —||Dm+1u| |L2(R3)-
2 2

Ja o termo

[m] /2
7 [[(D'a, D'W) (-, 8) || oo ey || (D™ ', D™ 'w) (-, 8)| 12(rs)yds

1=0
pode ser estimado pela desigualdade de Sobolev (A.12) na dissertacdo de Cilon Perusato, ver
(PERUSATO, 2018)):

[(D'w, D'w) (-, 8)|| oo ey | (D™ ~'a, D™ 'w )(- $)|| L2(ra)

14+3/2

< Clf(w,w)(-; s )HL%YE@H(D”QU D) (8|5 Rz)H(Dm“u D™ W) (-, 8)l |2z,
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onde 0 <[ < m — 1, obtemos entao que
(t —to)™[|(D™u, D™w) (-, t)||72(gs) +
t
2min{p, 1} [ (s = to)"[|(D™ D), 8)] sy s
to

t t
+2x /to(s - t(])m”Dm(v : W)(; S)H%Q(RS)dS + 2X/t (S — to)mHDmW<, S)H%Q(Rs)ds
0

IN

t
m [ (s = o) [(D"™ 0, D" W), 1) a0y ds
0

t
+C [ (s = 1) [[(D™ a0, D" W) (-, 8) ey
0

[m]/2 1+3/2 1/2
X Z [[(a, w) ||LZ2+E{3 [(D™*u, D ?w)(-, s )||L2(R3

(3.49)

Agora nao deixemos que aplicar para obtermos o item (1):
(t = to)™ (D™, D"wW) (-, )| 72ps)
damin(e,1) [ (D™ D)) s
20 [ (s = t0)"|[ D"V ) 5) [ ds
20 [ (s = t0)" |05 s

t
< m/to(s — to)™}||(D™u, D™w)(-, 5)||2L2(R3)d8.

Ja o item (ii) é uma consequéncia direta do item (i), uma vez que pela hipdtese indutiva

aplicada ao caso m — 1 temos que

t
| (s =t D™, D), )] By ds < oo,
0

para todo t > ty suficientemente grande.

E por fim, para mostrar o item (iii) devemos notar que

m t—1to\" m m m m m
o (S0) IO, D) Dl = (£ ) (D™ D)) e
< m [ s = 1) (D", DW) ) [y ds
0
<

(3.50)

Portanto,

t m/2
(D", D) ey < () e
t—to
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Sendo assim, é facil observar que ﬁ < 2 para todo t > 2ty. Por conseguinte, como € > 0 é

arbitrario,
: m/2 m m . 2 _
tliggt ||(D u, D W)( 7t)||L2(R3) = 0.
0
Teorema 11. Seja m inteiro positivo. Ent3do
: m/2+1/2 m
tlirglot /2+1/ HD W(',t)HLQ(Rn) =0.
Demonstracdo. Para o CASO 3D vamos precisar reescrever a equacao ([3.2) como
wy = YAwW + @ — dxw, (3.51)

onde

Q=-u-Vw+rsV(V-w)+2xV x u
Agora, facamos a seguinte mudanca de variavel
W = eMw
e multiplicando a equacdo (3.51)) por e*X!, obtemos que
W, = YAW + e2X{().

Pelo que ja vimos até aqui e pelo Teorema [10, dado € > 0, existe ¢, > ¢, suficientemente

grande tal que paratodo !/ € N, 1 <[ < m + 2 vale que
(D', D'w) (- )| < et~ /2,
para todo t > t;. Assim, pelo principio de Duhamel, temos que

t
W, t) = X2ERIW( 1) 4+ [ 2926, 5)ds.

to

Tal equacdo pode ser reescrita como

vv(.7 t) — 6_2X(t_t0)6’7A(t_t0)W(.’ to) — /t €_2X(t_5)6'7A(t_5)u . VWdS
to

t t
—Hi/ e XM=Y (V- w)ds + 2y | e X AE9)(T x u)ds.
to

to
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Multiplicando w(-,t) por t™/2*1/2 derivando m vezes em relacdo a z, aplicando a norma L2

e usando a desigualdade de Minkowski, Teorema A , temos que

tm/2+1/2‘ ‘me( < Ktm/2+1/2e—2x(t—to) ’ |Dme'yA(t—t0)W(., to)

7t)||L2(]R3) ||L2(R3)

t
+Ktm/2+1/2 / 6—2X(t—5) | |67A(t_5) Dm(u . VW) (', S) | |L2(R3)ds

to

t
+K:‘itm/2+1/2 / e—2x(t—s) | |e'yA(t—s) Dm+2W(', S) | |L2 (RS)dS

to

t
+2thm/2+1/2 / 672)((2578) ’ "e'yA(tfs)l)m+1u<.7 S)’|L2(R3)d5.

to

(3.52)

E a ideia é analisar cada termo de ({3.52) separadamente.
O termo ¢m/3H1/2¢=2x(t=to)|| DmeyAl—to)w (. 1,)||12(rs) representa a solucdo da equagdo

do calor, com condic3o inicial w(-,ty) e, pelo Teorema , temos
. m _yA(t—to) . o
tllglo ||D™e Ow(-, to)||L2m3) = 0.
Consequentemente, tem-se

lim #7/2+1/2¢=2X(t=10) | DMV A=to) gy (. 40)|| ey = 0. (3.53)

t—o0
Para analisarmos os demais termos, vamos utilizar a desigualdade representada no Teorema
A9l Assim, usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, ver Apéndice A da tese de Peru-
sato, (PERUSATO, 2018), no termo t™/2T1/2 [! e=2X(=9)|7A(1=3) D™ (u - Vw) (-, 8)|| 2rsds,

obtemos

t
/2172 / e[ 2IDT (- Yw)(-, 5) |2 ds

to
S Ktm/2+1/2/ —2x(t— S)ZHDZ ||L2 RB)HDm I+1 ( S)”LZ(]RS)CZS
to
m — s 1/4 3/4
< Kt /2+1/2/t 2x(t— )ZHDZ /R3)||Dl+1 (. )||L/2R3
|| D™ (-, )| [ ot D™ 2w (-, 5) [ g s
L2(R3) » S L2(R3)
< Ktm/2+1/2/ oy (t— S)Z % é 8 _—3(z+1>6%8 m—8l+1€%S_3(m—8l+2)dS
= o
S Ktm/2+1/2€2/ 672X(t75)5727r27+5d8
to
m/2+1/2 2 t/2 -2 (t—s) _2m+5 ¢ _9 (t—s) _ 2m+5
< Kt e/exs4ds+ e X8 egm i ds
to t/2
— 2
< K& tm/2+1/26—xtto7+tm/2+1/2t—2m/4+5/4x—1
o 2m + 1
< K (tm/2+1/2€fxt +t73/4X71>-
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Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim tm/2+1/2/ e X || A=) DM (- Vw) (-, )| | L2y ds = 0. (3.54)

t—o00 to

Empregando o mesmo raciocinio para o termo

t
mm/zﬂ/z/t e*ZX(tfs)‘|€7A(t78)Dm+2W<.7S>’|L2(R3)d57
0

temos

t
™/ 2H1/2 /t e A=) | A=) D2y (L 5)|| 2 msyds
0

¢
< ’ftm/%l/z/t e P DM 2w (-, )| 2 sy ds
0
< :‘itm/2+1/2 /t 672)((7575)687'”T+2d8
to
< Rt [ / ey [ e g
to

t/2
< kKe (t;le_xto + T+1t_T+2X_ )
_1
< kKe (tm’jle_XHt 2X_l> .
Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim /{tm/2+1/2/ e A=) | 1A= D2y (L 5)|| 2 msyds = 0. (3.55)

t—o00 to

Por fim, para o termo

t
tm/2+1/2/ e—2x(t—s)||€’YA(t—s)Dm+1u(.’ S)HLQ(Rzﬂ)ds’

to

temos

t
tm/2+1/2/ efzx(tfs)"evA(tfs)DmHu(.’S)HLQ(Rg)dS

to

IA

t
K212 [ XD PPt )| oy
to

IA

t
KtmT+1 / e_QX(t_S)oss_mT+1 ds

to

IN

t/2 t
Kt™ e // e X9 g~ gg 4 [ e 2X(m9) g7 g
" t/2
m—+1

Ke tm/2+1/2efxtt(; 21+tm/2+1/2tm/2+1/2x1)

m —

IN

IA

Ke (tm/2+1/2€—xt + X—l) ‘
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Como € > 0 é arbitrario, temos que

t
lim 2thm/2+1/2/t e X9 1A= DMLy (. s)| | p2gsyds = 0. (3.56)
0

Por conseguinte, pela equacdes (3.52), (3.53)), (3.54), (3.55) e (3.56)), temos

lim tm/2+1/2‘ |DmW(, t) | |L2(R3) =0.

t—o00

Ja para o CASO 2D, basta notar que as diferencas entre os CASOS 2D e 3D sao as
estimativas do Apéndice C que sao utilizadas mediante a dimensao apresenta. No entanto,

tais mudancas ndo afetam a demonstracdo, que segue de forma similar ao CASO 3D. m

O resultado abaixo segue como corolario do Teorema[11] Para a demonstra de tal corolario,

basta fazer um argumento semelhante ao apresentado no Teorema |11}

Corolario 2. Se t*|[u(-, t)||z2rs) < Co, com t > tg, entdo t*1/2||w(-,1)||z2rs) < C1, para

algum ty > 0 e algum a > 0.

O resultado abaixo decorre simplesmente da parte (iii) do Teorema [10} do Teorema [11] e

da definicdo de norma, equacao ([3.4)).
Teorema 12. Seja m inteiro positivo. Entao

: m/2 m
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4 VORTICIDADE VS MICRORROTACAO

Neste capitulo vamos considerar o sistema micropolar em dimensao 3, definido no Capitulo

3, ou seja, as equacdes ((3.1)), (3.2) e (3.3)), com u = (uy, ug, uz) e w = (wy, wy, w3). Sendo

assim, consideremos uy € L2(R?), wo € L*(R?), e seja (u, w) uma soluc3o de Leray qualquer

de (3.1) e (3.2)) tendo uy e wy como suas condicBes iniciais.

Lema 2. Se g € L*>(0, 00) satisfaz g(t) = o(t~7) quando t — oo, para algum v > 0, entdo

dado a > 0 tem-se

[ et9g(s)lds = oft™) (4.1)

0

quando t —» <.

Demonstracdo. Escreva

' t/2 t
/0 e"g(s)|ds = /0 "= g(s)|ds + /t/Ze““‘S)Ig(S)IdS-

t/2 t
< e_“t/ lg(s)|ds + [ e =) s Veds
0 t/2
o t
< e Hlgllp 462 [ el
t/2
= o(t77). (4.2)
[

Lema 3. Se f € C'(0,00) tal que f'(t) = o(t™1) quando t — oo, para algum I" > 0, ent3o,
dado a > 0, tem-se

/t et s = 1f(zf) +o(t™h)
0 a

quando t — o0.

Demonstracdo. Temos que, por partes,

/Ot e f(s)ds = /Ot (f)lf(s)ds
()~ FO) > [ ps)as,

Assim, obtemos, usando o Lema , quando t — oo que

1 t
- / e—a(t—s)f/(s>d8

a Jo

/t e~ 9 f(s)ds = clzf(t) — Cllf(())e—at _

= if(t) +o(t™).
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Vale comentar que, em particular, a solucao de

2(t) + ax(t) = f(?)

2(0) = 20
¢ dada por
() = xoe—at4-]ﬁte—a@-f>f(s>ds,

e satisfaz

:dﬂ::if@)+(mo+ifﬂD)eﬂ”—itAZf““@ngd& (4.3)
isto &

z(t) = —f(t) +v(t),
onde
o(t) = <x0 + i f(O)) et — i /O " a-5) f1(g)ds.

Teorema 13. Seja (u, w) solucdo cléssica, suave globalmente do sistema (3.1)), (3.2) e (3.3)),

onde ¢ definido por

dLﬂ:W@ﬁ—;qu
Entdo tem-se, quando t — o0,
(i) IleC-ot)llpqes) = o(t™/2), e
(i) Ile(-, 1) |mas) = o(t~/2)
Demonstracdo. Da equacio temos para cada € R? e para cada t > t; que
wi + 2xw(a, 1) = vE(2. ) + gla, 1),
onde w(z,t) é a soma da solucdo de

Z;+4xz =g
Z(tO) = W<x> tO)
com a solucao de
G+ 2x¢ = xf
C(to) == OR:S
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onde Ogs = (0,0,0) é o vetor nulo do R?,

f(x,t) =V x u(x,t)

g(z,t) = yAw + kV(V - w(z,t)) — Y u;Dyw(z,t).

j=1

Do Teorema , obtemos que

18-+ )] oo sy = o(t=%/*)
quando t — oo. De modo que

lg(x,t)] < m(t) - (1+1) 7

(4.4)

(4.5)

(4.6)

para todo t > t,, para todo z € R? e para algum n € C%([ty, +o0)) com n(t) — 0 quando

t —> o0.

Ademais, f'(z,t) = 2f(x,t) satisfaz

0
f/(ilf,t) = a(v X 11)
- V X ut

= (p+x)AV xu)+2xV x (Vxw)—Vx(u-Vu)

para todo z € R3, t > t,,.

Temos também pelo Teorema [11] que
1E'(-o )| oo msy = o(t™%/*)
Agora, temos, relembrando a equacio (4.3), que

wiz i) — (W(m,to) - ;v x u(m,t0)> e 2x(t=to) 4 ;v < u(z, 1)

t t
—;/ e (. 5)ds + [ 2 g/ (2, 5)ds
to

to
com z € R® et > ty, uma vez que
1
w(z,t) = §V x u(z,t) + e(z,t),
segue que
1 ~2x(t—to)
e(x,t) = (W(x,to) - VX u(x,to)) o 2X(t—to
1

t ¢
—— [ X (g 5)ds + | eXE)g (x, 5)ds.
2 to to

(4.7)
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Por conseguinte, de (4.1)), (4.6) e (4.8]), temos

[le(c, )l o may < o(t")

quando t —» oo, isto é,

e )|y < m(t) - (L+1)~""

para todo ¢ > t, e algum 1 € C°([ty, +00)) com n — 0T quando ¢ — oc.

O que mostra a estimativa da parte (ii) do Teorema[13|
Também de (4.9) temos

1 oy (t—
HG(I‘,t)HLQ(RB) = HW(I to) — *V X U(CU tU)HLQ RS e 2x(t—to)
g [N ) s + [ Al ) s
(4.10)
Sendo assim, de (4.5) e do Teorema |11} temos
g, )l]12s) = o(t™*/?) (4.11)
quando t — 00, e de (4.7)) e do Teorema , obtemos
1(- 8)] | 2(es) = o(t™?) (4.12)
quando t — <.
Por fim, obtemos do Lema[2] de (4.10), (4.11) e (4.12) que
e )] 2s) = o(t™*/?)
quando t — 0. O
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APENDICE A - APENDICE A - RESULTADOS DE ANALISE E TEORIA DA
MEDIDA

Definicao A 1. Sejam €2 um conjunto aberto em C e f uma funcdo complexa em €. A

funcdo f é holomorfa no ponto z; € €2 se o quociente

f(z0+h) — f(=0)
h

converge para um limite quando h — 0.

Aqui h € Ce h # 0 com 2y + h € Q para que o quociente seja bem definido. O limite do

quociente, quando existe, é denotado por f'(zy), e é chamado a derivada de f em zj:
Definicao A 2. A funcdo f é dita holomorfa em 2 se f é holomorfa em todos pontos de (2.

Teorema A 1 (Cauchy-Gousart). Sejam €2 um conjunto aberto em C e 7' C Q um tridngulo,

cujo interior esta contido em 2. Entdo

onde f é uma funcdo holomorfa em 2.
Demonstracdo. Ver capitulo 2 da referéncia (STEIN; SHAKARCHI, [2010)). O

Corolario A 1. Se f é uma funcdo holomorfa no conjunto aberto €2 que contém um retangulo

R no seu interior, ent3o

/ f(z)dz =0.
R
Demonstracdo. Ver capitulo 2 da referéncia (STEIN; SHAKARCHI, 2010). O

Teorema A 2 (Teorema de Fubini). Seja F' € L'(Q; x Q). Ent3o, para quase todo (z,y) €

; x 9, temos

F(z,y)dy € Ly();

2

(i) Fa,y) € Ly () e

S

(i) F(z,y) € LL() e F(z,y)dx € LL(Qy);

1

S

Ademais,
/dx/ F(a:,y)dy:/ dy | F(z,y)dx.
Q1 Qo Qo M

Demonstracdo. Ver capitulo 6 da referéncia (TAYLOR, [1973)). O
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Teorema A 3 (Férmulas de Green). Sejam u,v € C?(U). Ent3o

(i) /uAudx = /6“ glyLdS.

(ii) / Vu - Vudr = —/ uVudzr + u@dS.
u u

Jou Ov
ov ou
— V) d :/ 902 gs.
(iii) /M(UVU vVu) dx . (uay 06]/) S
ow , . . . o —
Onde s = Vw - v é a derivada normal de w, ou seja, derivada direcional de w na direcdo
de v.

Demonstracdo. Ver apéndice C da referéncia (EVANS, 2010).

Teorema A 4 (Desigualdade de Cauchy). Sejam a,b € R. Entdo

az b2
b< L L
W=ty

Demonstracdo. 0 < (a — b)* = a* — 2ab + V°.

Teorema A 5 (Desigualdade de Cauchy com ¢). Sejam a,b € R e € > 0. Entdo

b2
ab < ea® + —.
4e

Demonstracdo. Note que

ab = ((22)"/2a) ( (2;;1 /2> |

Aplicando a desigualdade de Cauchy, temos

oh = (22 %) <(2€[;1/2) = ;((25)1/2@2 " ; ((25[;1/) et i«s

Definicao A 3. A funcdo f : R" — R é chamada convexa quando

frz+ 1 —1)y) <7f(x)+ (1 —7)f(y)

para todo z,y € R™ e para cada 7 € [0, 1].

Teorema A 6 (Desigualdade de Young). Sejam a,b € R* , 1 <p,g<ocel/p+1/¢g=1.

Ent3o
abP b
ab < — + —.
p q
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Demonstracdo. A funcdo f(z) = e” é convexa, assim

In(aP) + leln(bQ) _ a7p + b?

ab = eln(a)Jrln(b) 1 ln(ap)—i- In(b9) < 1
N p q p q

]

Teorema A 7 (Desigualdade de Young com ¢). Sejama,b € R* |1 < p,qg < o0, 1/p+1/qg=1
e ¢ > 0. Entao

ab < ea? 4+ C'(e)b?,
para C(e) = (ep)~¥*q "

Demonstracdo. Basta aplicar a desigualdade de Young em

= (00 ()

]

Lema A 1. Se f € LP(Q) para 1l < p < oo, com 2 € R”, entdo dado € > 0, existe § > 0 tal

que H C Qe
u(H)<(5:>/H\f]pdu<e.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que existe uma sequéncia de conjuntos encaixados tal

que £ C Es C ... C E, com
q P
pw(En) < - e | [f[Pdu>e,
AL E

1
para todo n € N. Seja F,, = U2, Ex, logo F,,11 C F,, paratodon € Ne u(F,) < ——

com / | f|Pdu > €. Por conseguinte, temos
F’VL

(ﬂF)—ggF>=&

e como a integral é uma medida, podemos fazer a seguinte manipulacao

n—oo Jp

e< tim [ [fFap= [ IfPdu=o.
. N,
]

O lema de Gronwall estabelece uma importante estimativa aplicavel a desigualdade envol-

vendo derivadas ou integrais. Existem duas versdoes do lema, a integral e a diferencial.
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Lema A 2 (Gronwall - Versdo Integral). Se, para todo ty <t <ty, ¢(t) > 0 e t(t) > 0 sdo

funcdes tais que a desigualdade

t
o(t) < K+ L [ (s)o(s)ds
to
se mantenha em ty <t < ty, com K e L constantes reais positivas, entao
t
o(t) < Ke" i PO"

sendo tg <t < ty.

Demonstracao. E facil ver que

411 -
K+ LI, o(s)o(s)ds =

Definindo u(t) == K + L [ 1(s)¢(s)ds, temos

==

< La)(s).

Integrando entre ¢, e t, obtemos

In(u) — In(u(ty)) < L tw(s)ds

to

o que implica
Lf:o ¥(s)ds

u(t) < wulto)e
Portanto, como u(ty) = K e ¢(t) < u(t) vale
o(t) < Ke" "™,

]

Lema A 3 (Gronwall - Versdo Diferencial). (i) Seja u(t) uma funcdo n3o negativa e dife-

rencidvel em [0, T, que satisfaz
u'(t) < f(H)u(t) + g(t),
onde f(t) e g(t) sdo funcdes integraveis em [0, 7. Entdo
u(t) < w(0)els 1O 4 [ " g(s)el S g

para todo ¢ € [0, 7.
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(i) Se f(t) e g(t) forem n3o negativas, entdo a expressdo se simplifica a
t d t
u(t) < ek SO u(0) + [ g(s)ds].
0
para todo ¢ € [0, 7.

t
Demonstracdo. Multiplicando a expressao pelo fator integrante eJo 1) rearranjando, ob-

temos
t / t
(u(t)e_ I f(ﬂf”) < g(t)e o 1

Assim, integrando de 0 a t, temos
t t t
u(®)e” 107 (o) < [ gt)e™ (O s,
0

e portanto,
t t
u(t) < eJo 1) {u(O) —{—/ g(s)ds} )
0
O
Lema A 4. Se f € L'(R") e g € LP(R") para algum 1 < p < oo, entdo f* g € LP(R") e,
além disso,

I1f * glle@ny < Iz @m)llg]|ze@ny-

Lema A 5. Se uma funcdo f(-,t) € L*(R") paracadat > t, e /oO f(-,d)ds < 400, entdo
0

liminf f(-,¢) = 0.

t——+o00

Demonstracdo. Suponhamos por contradicdo que ||f||%2(Rn) > 7, para 7 > 0 constante.

Assim, existe ty > 0 suficientemente grande tal que

+o0 9 +oo
/t 1122z ds > /t 7ds = +00.
0 0

O que contradiz a finitude da integral. Logo,

liminf f(-,¢) = 0.

t—+o00

]

Teorema A 8 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p < oo e f,g € LP(Q2), onde
Q) C R". Entao

I1f + gllee) < N fllze@) + 119l )-
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Demonstracao.

1f + ol = [ If +glde
< /Wf+m“%uwwmwm

< (/ !f+g\pdx> (( [1gpar) o ([ toraz)’ )

= |If + 9l (1 11e) + llglr@) -
]

Lema A 6. Se f € LP(R™) N L*(R") para algum 1 < p < o0, entdo f € LI(R™), para cada

p < q < o0, e, ainda,

1
[ Fllzogny < F I 11 Lo

Teorema A 9. Dada u(-, ) solu¢do do problema de Cauchy para a equacdo do calor (2.12)),

com ug € L'(R") e 1 < p < oo, entdo
_n_1
(-, )| mr@ny < K (p)] o] |1 @nyt 2077,

Demonstracdo. O resultado é imediato para p = 1, basta usar o Lema A 4] J4 para p = oo,

note que
1 _le—y)? 1
OIS Gy o€ S Gl
Logo,
1
|U/(I,t)|Loo(Rn) S WHUOHLl(Rn).

Por conseguinte, o resultado segue, para isto, basta usar uma simples interpolacdo, Lema A

ol [l
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APENDICE B - APENDICE B - ESPACO DE SOBOLEV HOMOGENEO H*

Serd abordado aqui uma nocdo dos espacos que serdo considerados ao longo do texto,
iniciando pelo espaco de Lebesgue LP que corresponde ao espaco “trivial"de Sobolev. O espaco
de Lebesgue L? é o espaco das funcdes f tal que /]f|p dx < 0o, para p € [1,00). No caso
em que p = 0o, é usada a norma do supremo, isto é, ||u|lp~ = inf{C € R* :|f| <C}eo
conjunto {z : |f(x)| > C} é nula.

Deste modo, podemos introduzir os espacos de Sobolev W"?((2), que também denotamos
por H™(£2) quando p = 2, em que 2 C R™ é um aberto, o que significa que a funcdo que
pertence a esse espaco e todas as suas derivadas espaciais fracas de ordem até m pertencem
a L?, onde m > 1 inteiro e 1 < p < oo. Com isso, vamos definir o espaco de Sobolev

homogéneo H™.

Definicao B 1. Os espacos homogéneos de Sobolev WP similarmente H™, é o espaco das

funcdes m vezes fracamente diferenciaveis f tal que D*f € LP(2), em outras palavras,
I (Q) = (me i =1" [ 1Dy Dy Dy f@) dx)’l’ < .
Podemos generalizar esse conceito por transformada de Fourier.
Definicao B 2. Dado s > 0, denotaremos por HS(R”) o espaco das funcoes f tais que
1) = ([ Rl R ag)” <o
em que f(é’) é a seguinte transformada de Fourier

u(e) = (2m) % / e~ u(z) da.

n

Uma boa motivacao para estudar tais espacos homogéneos, é que eles preservam boas
propriedades de escala. Adiante apresentaremos uma série de resultados que nos auxiliarao
para uma melhor compreensao do texto.

Inicialmente, precisaremos das seguintes desigualdades elementares de Gagliardo-Nirenberg-

Sobolev (GNS) para funcdes u € H*(R?) quaisquer:
1 5 3
[l o) < Nlullz2(gs) 1 D70l f2 sy (B.1)
para a demonstracdo dessa desigualdade veja (TAYLOR, 2013), e

1 1
1Dull sy < llullz2@s) 2|1 D*0ll 7 s (B-2)
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que é obtida usando a tranformada de Fourier. Por (B.1)) e (B.2)), obtém-se
1 1
[l oo ) [| Dual| 22 sy < (lull 72 gy [| Dul| 22 sy [ D0 2 sy - (B-3)
Para demonstrarmos (|B.3)), note que

1 3 1 1
lullz [ Dull ey < [Jull Zo oy 1D ull L2 2oy | Dull| 7 sy | Dual 22

IN

1 3 1 1 1
HUHE2(R3) HDQUHE%R:%) HUHEQ(H@) ”DZUHE%M) HDUHZQ(R?’)'

Logo,
1 1
ull o o) | Dull 2re) < ([l 2y 1Dl o 2oy | D0l 2 e
(R?) (R?)

Nosso objetivo é derivar desigualdades do tipo (B.3). Com isso, vamos apresentar um

resultado mais geral obtido em (BRAZ E SILVA; ZINGANO; ZINGANO, 2019).

Lema B 1. Sejam m,l € N tais que 0 <l < m —1 e m > 1, entdo vale a seguinte

desigualdade
1 1
D" oo oy [| D™l 2qrsy < [[ull72asy [ DUl 7 sy | D™ | 2 s, (B.4)
para todo u € H™ "L,

Demonstracdo. Ver o referente artigo (BRAZ E SILVA; ZINGANO; ZINGANO), 2019). O
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