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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo principal analisar a controlabilidade nula para a equacao
do calor unidimensional com potencial e condicdes de contorno do tipo Dirichlet, além de rea-
lizar sua analise numérica utilizando um método numérico primal. Inicialmente, demonstramos
a existéncia e unicidade de solucdes para o sistema em consideracao através da teoria de semi-
grupos lineares. O resultado de controlabilidade nula é ent3o estabelecido via um argumento
de dualidade, que envolve a prova de uma desigualdade de observabilidade para as solucoes do
problema adjunto. Essa desigualdade é obtida utilizando as técnicas desenvolvidas por Fursikov
e Imanuvilov, onde usa funcdes pesos adequadas para obter uma desigualdade intermediaria
do tipo Carleman. Adicionalmente, abordamos a solucao numérica da formulac3o variacional
correspondente, introduzindo o método dos elementos finitos no espaco-tempo, considerando,
onde usamos uma quadrangulaco quer requer espacos de funcdes que sdo C° em t e C! em
x. Finalmente, utilizando o programa FreeFEM++, apresentamos resultados numéricos que

corroboram coma a andlise matematica.

Palavras-chaves: equacao do calor; controle nulo; anélise numérica; freeFEM+ +.



ABSTRACT

The main objective of this work was to analyze the null controllability for the one-
dimensional heat equation with potential and Dirichlet boundary conditions, in addition to
carrying out its numerical analysis using a primal numerical method. First, the existence and
uniqueness of solutions for the considered system are proved by means of linear semigroup the-
ory. The result of null controllability is then established via a duality argument, which involves
proving an observability inequality for the solutions of the adjoint problem. This inequality is
obtained using techniques developed by Fursikov and Imanuvilov, where appropriate weight
functions are used to derive an intermediate Carleman-type inequality. In addition, we address
the numerical solution of the corresponding variational formulation by introducing the finite
element method in space-time, using a quadrangulation that requires function spaces that are
C?% in t and C' in . Finally, using the FreeFEM++ program, we present numerical results

that confirm the mathematical analysis.

Keywords: heat equation; null control; numerical analysis; freeFEM+ 4.
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1 INTRODUCAO

A equacdo do calor, também conhecida como equacdo de difusao térmica, é uma equacao
diferencial parcial com inimeras aplicacGes na fisica e na matematica aplicada. Sua origem
remonta ao inicio do século XIX, quando o fisico e matematico francés Joseph Fourier formulou
uma descricalo matematica para a propagacdo do calor em sélidos. Em sua obra Théorie
analytique de la chaleur (FOURIER, 1822), publicada em 1822, Fourier descreveu que o fluxo
de calor é proporcional ao gradiente da temperatura e apresentou a equacao que descreve esse
fenémeno como

Yt = Oévgy-

Nessa equacdo, y(x,t) representa a temperatura em um ponto x e no tempo ¢, enquanto « é
a constante difusividade térmica do material, que depende das propriedades fisicas do meio.
Em um caso simplificado e em condicdes adequadas, consideremos uma haste de com-
primento L. Seja y a funcdo que descreve a temperatura na haste no ponto (x,t), com sua
temperatura inicial descrita por y(z,0) = f(x) e y(0,t) = y(L,t) = constante. Analisemos

uma secdo da haste, digamos [a,a + h).

Figura 1 — Haste de comprimento L

a a+h

—(_ @ 0O

Fonte: Autor

Sendo U a energia interna e g o fluxo da energia térmica, entdo U, = M(q(a,t) —q(a+h,t)),

onde M a area da secao transversal, que no problema é constante. Por outro lado,
a+h
U :/ pcMy dzx,
a
onde p é a densidade e ¢ é o calor especifico do material. Desta forma,

</aa+h peMy dl’) = M(q(a,t) — q(a+ h,t)).

t

Sendo M constante,

a+h
| pewdz = ala,t) ~ ala+ h,0)
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Dividindo ambos os lados por h,

a+h _

Considerando h — 0 em (|1.1]), obtemos

pcyi(a,t) = —qz(a,t). (1.2)

Pela Lei de Fourier, o fluxo de energia vai do sentido mais quente para o mais frio, mate-
maticamente ¢ = —ky, (Lei de Fourier), desta forma, substituindo ¢ em , verificamos
que
pcy(a,t) = kyg.(a,t).
Logo,
y(a,t) = Kygo(a,t), Va €0, L],

onde K = pﬁ Portanto,

c*

yp(x,t) = Kype(,t).

Para mais detalhes sobre a deducdo da equacdo do calor referenciamos (FOURIER, |1822) ou
(FIGUEIREDO, 2018)).

Com tal motivac3do, o objetivo da presente dissertacdo consistiu em discutir os resultados
obtidos em ((CARA; MUNCH, 2013)). Nela usamos as ferramentas da teoria de controle no intuito

de checarmos, inicialmente, a propriedade de controlabilidade nula para o problemaE]
Yt — (a(x)yx)x + A(Q?, t)y =vly, (SC,t) € (07 1) X (OvT)7
y(a, 1) =0, () € {0,1} x (0,7), (1.3)

y(x,0) = yo(x), z € (0,1),

em que w é um subconjunto aberto ndo vazio de (0, 1), 1, é a funcdo caracteristica associada,
a € L*>(0,1), com a(z) > ag > 0q.s, A € L>((0,1) x (0,T)) e yo € L*(0,1). Em (1.3),
v € L*(wx(0,T)) é o controle e y = y(z,t) é o estado associado. Em suma, essa etapa teve
como preocupacao analisar a existéncia de uma funcdo v tal que a solucao do problema ([1.3])
seja conduzida a partir de um estado inicial gy até 0, em um tempo ¢t = T'. Isso foi provado
via argumento de dualidade que consiste em demonstrar uma desigualdade de observabilidade.

Tal desigualdade é alcancada usando as técnicas introduzidas por Fursikov e Imanuvilov em

1A deducdo deste problema segue como no caso anterior ao considerarmos que fisicamente temos U; =

M(q(a,t) —q(a+ h,t)) + f;;prh Az, )y(x,t)dx e ¢ = —a(x)y,.
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(FURSIKOV; IMANUVILOV, [1996)). Adicionalmente, abordamos a obtencdo do controle nulo e
do estado via andlise numérica, utilizando o método dos elementos finitos para aproximar a
solucdo de um problema variacional. Apds obtermos a aproximacao de z, o estado e o controle

ficam determinados por
y=p " (Arz+ Az + Aszp + Aszen) € v=—(T —1)p; " 21

Para outras abordagens sobre a anélise numérica aplicada a equac3o do calor referenciamos
(CARA; MUNCH, [2014) e (CARA; MUNCH; SOUZA| [2016), onde sdo aplicados outros métodos
numéricas referentes ao problema ([3.1)), por exemplo, o método do gradiente conjugado. Para
o caso semilinear referenciamos (CARA; MUNCH, 2011)), onde o Método de Newton—Raphson
é utilizado. Para o caso com A = 0, referenciamos (CARA; MUNCH, 2010)). Sobre outras abor-
dagens envolvendo formulacdes mistas, referenciamos (CARVALHO; CARA| 2019), (CARVALHO;
CARA|, 2020)) e (CARVALHO; CARA; FERREL, 2020)

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No|Capitulo 2, apresentamos os resultados
classicos e essenciais que foram utilizados no decorrer do trabalho. No [Capitulo 3} provamos
a boa colocac3o para o problema (1.3]), garantindo que a solucdo v € C([0,77]; L*(0,1)) N

L?(0,T; H}(0,1)). No [Capitulo 4, mostramos a controlabilidade nula para (1.3)), garantido
que, de fato, u(z,T) = 0 em um tempo finito t = 7. No |Capitulo 5| discutimos sobre

um problema variacional vinculado a obtencdo de um minimo para um funcional que envolve
o par estado-controle. No [Capitulo 6, tratamos sobre a passagem do problema variacional
apresentado no|[Capitulo 5 para uma abordagem numérica, em particular, utilizando um método
primal. No [Capitulo 7} discutimos a obtencdo de resultados numéricos acerca do método
numérico aplicado no (Capitulo 6, onde usamos como ferramenta o programa FreeFEM+-+
para os experimentos numéricos. Por fim, no [Apéndice, provamos uma desigualdade do tipo

Carleman para o problema (3.1)) com a(z) = 1.
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2 RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo apresentaremos algumas definicGes e conceitos basicos relacionados a teoria
das distribuicdes, andlise funcional, teoria da medida, espaco de Sobolev, teoria de semigrupos
de operadores lineares limitados, analise numérica, entre outros que foram de fundamental

importancia no decorrer deste trabalho.

2.1 ESPACOS L”

Definicdao 2.1. Seja Q2 C R™ um aberto. Denotamos por L*(£2), com 1 < p < 0o, 0 espaco
vetorial das (classes de) funcées mensuraveis u : 2 — R, tais que |u|P € integrdvel a Lebesgue

em €.

Com a norma

ey = ([ o)

LP(§2) é um espaco de Banach. No caso p = oo, denotamos por L>(£2) o espaco vetorial das
(classes de) funcBes mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em 2, isto €, existe

uma constante C' > 0, tal que
lu(z)] < C, quase sempre em €,

que munido da norma
[l (@) = sup ess [u(z)]
z€e)

é um espaco de Banach. Em particular, se p = 2, temos que L?(£2) é um espaco de Hilbert

cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por
%
Jullzze = ([ [u@) ) e (w0} = [ ul)oi).
Dizemos que uma sequéncia (p,,) em LP()) converge para ¢ em LP({) se
len = @llpo) — 0,

quando n — oo, para 1 < p < oo.

Proposicdo 2.2. Se (X, X, 1) é um espago de medida finita, isto é, u(X) < oo). Entdo,

LP C L', para todop > 1.
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Demonstracdo: Ver (BARTLE, 1995). [

Dados €2 C R™ um aberto e f : 2 — R uma funcdo continua, definimos por suporte de
f, e denotamos por supp(f), o fecho do conjunto {x € Q; f(x) # 0}. Dessa forma, supp(f)

é um subconjunto fechado de ).

Definicdo 2.3. Uma funcdo f : Q — R (ou C) pertence ao espaco L. () se for localmente
integravel, ou seja, se para todo subconjunto compacto K C (), a funcido f for integravel

sobre K. Mais formalmente, uma fun¢do f pertence a L}, (Q) se:

VK cC Q, / f ()| dz < oo,
K

onde K CC § significa que K é um subconjunto compacto de ).

2.2 ESPACOS FUNCIONAIS

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ao, . .., «,) é denominada multi-indice e
sua ordem é definida por || = a; + s +. ..+ a,,. Representa-se por D* o operador derivacdo

de ordem |a/, isto é,

glal
D= ————.
01z ... 0%y
Se a = (0,0,...,0), define-se D°u = u, para toda funco .

Denotaremos por C§°(§2) o espaco vetorial, com as operacdes usuais, das funcdes infinita-
mente diferencidveis e com suporte compacto, isto é, que se anulam em qualquer subconjunto

compacto de ).

Definicdo 2.4. Seja 2 um aberto do R". Uma sequéncia (o), em Cg°(§2) converge para
w em C§°(Q2), quando as seguintes condicées forem satisfeitas:
i) Existe um compacto K de () tal que supp(p),supp (¢,) C K,Vn € N";

i1) Para todo multi-indice o, tem-se D“p,, — Dy uniformemente em K.

O espago Cg°(2), munido da nogdo de convergéncia acima definida serd denotado por
D(2) e denominado de espaco das funcdes testes sobre (.

Uma distribuicdo sobre €2 é um funcional T': D(2) — R satisfazendo as seguintes condi-
coes:
a) T(ap + b)) = aT(p) + bT'(¢),Va,b € R e Y, € D(Q);
b) T é continua, isto é, se ¢, converge para ¢ em D(()), entdo T (p,) converge para T'(v)
em R.
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Denotaremos o valor da distribuicdo 7" em ¢ por (T, ¢) e por D'(2) conjunto de todas as

distribuicGes sobre ).

Lema 2.5 (Du Bois Reymond). Seja u € L},.(Q) tal que

/Qu(x)w(x)dm =0,Yyp € D(Q).

Ent3do, u = 0 quase sempre em ().

Demonstracdo: Ver (BREZIS, 2010). [ |

Exemplo 2.6. Seja u € L, (). O funcional T,, : D(2) — R, definido por

loc

(Tu0) = [ ula)p(a)de,

é uma distribuic3o.

Em particular, em virtude do |Lema de Du Bois Reymond, segue que se u,v € L},.(Q),

entdo T, = T, em D'(Q2), se e somente, se u = v. Desta forma, temos uma correspondéncia

biunivoca entre as distribuicdes do tipo T, com o espaco LL_ ().

Definicao 2.7. Seja T' uma distribuicdo sobre () e o um multi-indice. A derivada DT de

ordem |«| de T' é um funcional D*T : D(Q)) — R definido por
(DT, ) = (=1)" (T, D) .

Além disso, D*T' é uma distribuicdo sobre ()
Decorre da definicio que uma distribuicdo tem derivadas de todas as ordens.
Corolario 2.8. C5°(2) € denso em LP(Q2) 1 < p < o0.

Demonstracao: Ver (MEDEIROS; MILLA| 2000). [

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV

No que segue, definiremos os espacos de Sobolev e destacaremos algumas propriedades
basicas. Considere 2 um aberto limitado do R™. Se u € LP(2), com 1 < p < oo, sabemos
que u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é verdade, em
geral, que D%u é definida por uma funcdo de LP(£2). Quando D%u é definida por uma fungdo
de LP(€2), definimos o espaco de Sobolev. Dado um niimero inteiro m > 0, representa-se

W™P(€)) o espaco vetorial de todas as fun¢des u pertencentes a LP(€2), tais que para todo
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multi-indice || < m, tem-se D“u pertence a LP((2), isto é,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),0 < |a] < m},
Para cada u € W™P?(), definimos a norma de u como segue

lullfymmey = 3 [ ID*ullyq). quando 1< p < oo,

|a|<m

ullweer@) = D |D0‘u|poo(ﬂ) (©), quando p = occ.

laj<m

Observacao 2.9. Quando p = 2, representa-se W™P(Q) = H™ () devido a estrutura Hil-

bertiana de tais espacos.
O préximo resultado garante imersdes dos espaco H™ em C?(Q2).

Teorema 2.10. Seja 2 um aberto limitado, bem regular, do R". Ent3o, se m > 5 resulta que
H™(Q) estd continuamente imerso em C°(Q)), espaco das funcbes continuas sobre o fecho de

Q.

Demonstracdo: Ver (MEDEIROS; MIRANDA, |1989). [

2.4 ANALISE FUNCIONAL

Descreveremos alguns resultados usados no decorrer do trabalho. Para mais detalhes, re-

ferenciamos (BREZIS, 2010).

Definicao 2.11. Uma funcdo f € dita estritamente convexa se parax # y e (0 < 0 < 1, vale:

fOx+ (1 =0)y) <0f(x)+ (1—-0)f(y).

Teorema 2.12. Sejam H um espaco de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo fechado
de H e ¢ : K — R uma funcdo com as seguintes propriedades:

1. ¢ é convexa;

2. ¢ semi-continua inferiormente;

3. Se K ¢€ ilimitado, entdo ¢ é coercivo, ou seja

o B, #LE) = 00

Entao, ¢ atinge um minimo em K, ou seja, existe xq € K tal que

6 (x0) = min o(x).

zeK
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Demonstracdo: Ver (BREZIS, 2010). [

Lema 2.13 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert e a : H x H uma forma bilinear

continua e coerciva. Entdo, para todo ¢ € H', existe um tnico u € H tal que
a(u,v) = {p,v) Yv € H.
Demonstracdo: Ver (BREZIS, 2010). [

Teorema 2.14 (Regularidade H?). Sejam @ C RY um aberto de classe C* com fronteira

limitada, a(x) € C(Q), f € L*(Q)) e u € H}() que verifica

//Qa(x)Vqudxdt%—//qudxdt://Q fvdxdt, Vv e Hy ().

Entdo, u € H*(Q) e
[ull 2@ < el fllz2@),
onde c é uma constante que depende de () e de ||a||¢(q)-

Demonstracao: Ver (EVANS, 2022). [

Teorema 2.15. Suponha que u € L? (0, T; H}(U)), com v’ € L*(0,T; H *(U)). Ento,
ue C([0,7); L2(U)).
Demonstracao: Ver (EVANS, |2022). [

Teorema 2.16. Sejam E e F' dois espacos de Banach sobre o mesmo corpo de escalares K

e (1) nerery © LB, F) tal que (Tox)ner(n,r) converge em I para todo x € E. Se
Tx = nh_)ngo T,x, Vx € I,

entio
i) sup || Tl g py < 00
neL(E,F)
ii) T € L(E, F);
i) || 7| ce,ry < Hminfy oo 1Tl 2o -

Demonstracao: Ver (BREZIS, 2010). [ |
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2.5 TEORIA DE SEMIGRUPO

Apresentaremos a seguir resultados relativos a teoria de semigrupos de operadores lineares,
os quais podem ser encontrados em (PALOMINO; CAVALCANTI; CAVALCANTI, 2016)) ou (PAZY,
1983).

Definicdo 2.17. Seja (X, ||-||) um espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
e limitados de X . Diz-se que uma aplicacdo S : Ry — L(X) é um semigrupo de operadores

limitados de X se:

S(0) = I, onde I denota o operador identidade de X

S(t+s) =S(t)S(s), paratodot,s e R,.
Dizemos que o semigrupo é de classe Cy se:
%g% |(S(t) —Dx|| =0, VzelX.

Proposicdo 2.18. Se S é um semigrupo de classe Cy, entdo ||S(t)|| z(x) € uma fungdo limitada

em todo intervalo limitado [0, T e existem constantes M e w satisfazendo
1Sl < Me, (2.1)

para todo t > 0.

Demonstracdo: Ver (PALOMINO; CAVALCANTI; CAVALCANTI, [2016)). [ |

Observacao 2.19. Se as constantes em sdoM =1 ew =0, chamamos S de semigrupo

de contracdo de classe Cj.

Definicao 2.20. O operador A definido por

- Sh)z —=x

e dominio

D(A) = {x € X : lim Stz —x existe }

h—0+ h

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.

Observacdo 2.21. O operador A é um operador linear e D(A) é um subespaco de X .
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Dizemos que A € G(M,w) quando A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe

Cy, denotado por (S(t)):=0, que satisfaz
IS < Me,

para todo t > 0.
Seja X um espaco de Banach, X’ o dual topoldgico de X e (-,-) a dualidade entre X' e

X. Definamos, para cada z € X,
* / * * ]2 2
F(z) = {z* € X'; (2", ) = ||"|]* = [|=|*} .

Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, F(x) # () seja qual for o x € X. Resulta
dai o conceito de aplicacao dualidade:

Definicao 2.22. Uma aplicacdo de dualidade é uma aplicacdo j : X — X*, tal que j(x) €
F(x), para todo = € X, ou seja, (z,j(z)) = ||z|*> = || (2)|*

Definicao 2.23. Um operador linear A é dito dissipativo, relativamente a uma aplicacdo

dualidade j, se
Re(j(z), Ax) <0, paratodox € D(A).

Definicao 2.24. Um operador dissipativo A que satisfaca Im(I — A) = X é denominado
m-dissipativo.

Teorema 2.25 (Teorema de Lumer-Phillips). Se A € G(1,0), entdo

(1) A é dissipativo, relativamente a qualquer aplicacdo dualidade,

(17) Im(N — A) = X, para todo \ > 0.

Reciprocamente, se:

(1i1) D(A) € denso em X;

(iv) A € dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade,

(v) Im (A\oI — A) = X, para algum A\ > 0.

Entdo, A € G(1,0).

Demonstracdo: Ver (PALOMINO; CAVALCANTI; CAVALCANTI, [2016)). [

Sejam X um espaco de Banach, A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um
semigrupo (S(t))i>o de classe Cy e f € L'(0,T; X). Dado uy € D(A), o problema de Cauchy

abstrato consiste em determinar uma funcdo u(t), tal que

du() = Au(t), t>0, (2.2)

u(0) = up.
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Definicdo 2.26. Dizemos que u é solucdo cldssica (ou forte) de em [0,400 ), se u
satisfaz eu€ C(RT; D(A))NC(RT; X).
Teorema 2.27. Se A € G(M,w) euy € D(A), o problema possui uma solucdo classica.

Por fim, consideremos o seguinte problema:

U(O) =up € X.

Definicdo 2.28. Uma fungdo u : [0, +00) — X é uma solugdo cléssica de em [0, +00)
se u satisfaz em [0, +00) eu € C(R; D(A))NC! (RY; X). Uma funcdou € C([0,T]; X),
dada por

t

u(t) = S()uo + / S(t— 8)f(s,u(s))ds

0

é chamada de “mild solution”, ou solucdo generalizada, de em [0, 7).

Teorema 2.29. Se f : X — X é uma funcdo Lipschitziana, ou seja,
| fu— follx < Llju—v|x, Yu,v € X.

Ent3o, para todo uy € X, existe uma dnica funcdo u € C°([0,+o0); X), a qual é solucio

generalizada de (2.3).

Demonstracdo: Ver (PALOMINO; CAVALCANTI; CAVALCANTI, [2016)). [

2.6 DESIGUALDADES ESSENCIAIS

Lema 2.30 (Desigualdade de Young). Sejam p e q satisfazendo 1 < p < o e % + é = 1.

Segue que se A, B sdo quaisquer nimeros reais ndo negativos, entdo

AP BY
AB <L —+ —.
p q

Além isso, a igualdade ocorre se, e somente se, AP = B1.

Demonstracdo: Ver (BARTLE, 1995). [

Lema 2.31 (Desigualdade de Holder). Sejam f € [P eg € L? ondep > 1e(1/p)+(1/q) = 1.
Entdo, fg € L' e | fgllrr < [ fllrellgllze-

Demonstracdo: Ver (BARTLE, 1995). [
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Lema 2.32 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f e h pertencentes ao espaco LP, com

p=>1,entdo f+h € LP e vale
1+ hllee <[ flle + (1] 2o
Demonstracao: Ver (BARTLE, 1995). [

Lema 2.33 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q2 um intervalo limitado. Entdo existe uma

constante C' (dependendo de |€)| < co0) tal que
lullwir) < Cllull oy, VYu € Wo™(9).

1 < . \
Em outras palavras, em Wy, |[u'|| ) € uma norma equivalente a norma de whe.,

Demonstracdo: Ver (BREZIS, 2010). [ |

Lema 2.34 (Desigualdade Gronwall). Seja z(t) uma funcdo real absolutamente continua em

0, a[ tal que para todo t € [0, a| tem-se
t
z(t) < C +/ z(s)ds.
0

Entdo, z(t) < Ce',Vt € [0, a].

Demonstracao: Ver (MEDEIROS; MIRANDA, |1989). [

2.7 OUTROS RESULTADOS

Definicao 2.35. Se E é um subconjuntode Z = X XY ex € X, entdo a x-secdo de E é o
conjunto

E.={yeY :(x,y) € E}.
De forma analoga, se y € Y, entdo a y-secdo de E é o conjunto
EY={x e X :(z,y) € E}.

Se f é uma funcdo definida de Z em R e x € X, entdo a x-secdo de f é a funcdo f, definido

emY por
foly) = f(z,y), yev.

Da mesma forma, sey € Y, entdo a y-secdo de f é a funcdo fY definida em X por

fUx) = fzy), zelX



23

Teorema 2.36 (Fubini). Sejam (X, X, i) e (Y, Y, v) espacos o-finitos e m a medida produto
depevemZ =X xY.Seafuncdo F de Z = X xY em R for integravel com respeito a

medida 7, entdo as funcdes estendidas a valores reais definidas q.t.p por

f@) = [ Fudv e gly)= [ Frp

tém integrais finitas e

/deu:/ZFdW:/Ygdl/.

Em outra notagdo,

[ | [ Fav)du= [ Fax= [ ] Fag|a

Demonstracdo: Ver (BARTLE, 1995). [

Teorema 2.37. Suponhamos que U seja limitado e OU seja C'. Ent3o, existe um operador

linear limitado

T WY (U) - LP(OU)

de modo que:
(1) Tu=uly, seueW?(U)NCU)e
(i)
[ Tu| Lo ovy < Cllullwrsw),
para cada u € WHP(U), com a constante C' dependendo apenas de p e U.

Demonstracao: Ver (EVANS, 2022). [

2.8 ANALISE NUMERICA

A andlise numérica desempenha um papel crucial na resolucao de equacdes diferenciais
parciais. Muitas equacdes sdo complexas para serem resolvidas pelas teorias usuais, tornando
necessaria a utilizacdo de métodos numéricos para obtermos solucdes aproximadas, transfor-
mando problemas continuos em problemas discretos que podem ser resolvidos com a ajuda de
programas computacionais, oferecendo assim uma abordagem pratica e eficaz.

No que segue, daremos uma breve introducao sobre o método dos elementos finitos e o
método das diferencas finitas aplicados a problemas variacionais. Recomendamos (CIARLET,

2002) e (RINCON; LIU, [2020)) para mais detalhes.
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2.8.1 Meétodo dos elementos finitos

Consideremos um problema na sua formulacao fraca, a saber:
Encontrar v € V, tal que a(u,v) =1(v), Yv eV, (2.4)

onde V' é o espaco solucdo para o problema, a(-,-) é um funcional bilinear em V x V e I(-) é
um funcional linear em V.

A formulacao aproximada do problema (2.4) é:
Encontrar u;, € Vj, tal que a(up,vy) = l(vy), Yop € Vp, (2.5)

onde V}, é um subespaco de dimensao finita de V' que consiste em funcdes polinomiais continuas
por partes de grau fixo associadas a uma subdivisdao do dominio.

Desta forma, se

dimV, = N(h) e V, =span {gbl, . 7¢N(h)},

a solucao aproximada em termo dos elementos da base torna-se

N(h)

up(z) = ; Uipi(x),

e o problema 1) agora consiste em encontrar (Ul, cee UN(h)) € RV satisfazendo

N(h)
Y a(bi, ) Us=1(¢;), j=1,....N(h). (2.6)
i=1

Observemos que ([2.6)) é um sistema de equacdes lineares para U = (Ul, . .,UN(h))T, onde

a matriz do sistema A = (a (¢;, ¢;)) tem dimensdo N(h) x N(h). Como os ¢;'s tém suporte
compacto, segue que a (¢;, ¢;) = 0 para a maioria dos pares de i e j, entdo, isso garante que
a matriz A seja esparsa, isto é, a maioria das suas entradas sdo iguais a 0. Essa propriedade
é crucial do ponto de vista da eficiéncia para obtencdo da solucdo, visto que, em geral, os
métodos iterativos rapidos sdo aplicaveis aos sistemas lineares com essa propriedade.

Exemplo: Consideremos o seguinte problema

—(a(x)) + A(z)u = f(z), € (0,1),
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Sendo
1 1 1
/ a(x)u’(x)v’(x)dat—l—/ A(w)u(x)v(x)dx:/ f(x)v(z)dz, v e Hy(0,1)
0 0 0
a sua formulacdo fraca, o problema aproximado é dado por
/ a(z)uy (z)vy,(x dx+/ x)up(x)op (x d:t:—/ f(z)op(z)dx Yo, € V. (2.7)
0

Precisamos subdividir Q = [0, 1], facamos tal divisio em N — 1 partes iguais onde x5 = 0 e

xny = 1. Para o que segue, consideremos as seguintes funcoes:

(1) = (1— — ) :max{l— — ,0}, i=1,... N—1. (2.8)

h n h
Notemos que, por construcdo, ¢; € Hj(0, 1), além disso, supp ¢; = [z; 1, %], 0 =1,..., N—
1, e as funcdes ¢;,i = 1,..., N — 1, sdo linearmente independentes, desta forma, verifica-se

que
Vi, :=span{¢y,...,on_1}

é um subespaco (N — 1) - dimensional de H{(0,1). Por conseguinte, a solucdo para (2.7)

pode ser vista em termos das ¢; como

- S v (29
ou seja, :
]jij Ui /01 |a(2)8(2) 0 (x) + A(x)¢i(2)8;(x)| do = /0 1 f(x)p;(x)dz. (2.10)
Denotands
aji = /01 [a(@)d}(2)d)(2) + A(2)di(2)y(x)] do, ij=1,...,N 1,
e

1
Fj::/of(x)¢j(x)dx, j=1,...,N—1,

o problema ([2.10)) fica reescrito na forma
AU = F, (2.11)

onde A = (aj;) e F' = (F,... ,Fy_1)". A matriz A é simétrica (ou seja, AT = A), definida

positiva (ou seja, 7 Az > 0,2 # 0), ademais, como supp ¢;N supp ¢; tem interior vazio
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quando |i — j| > 1, segue-se que a matriz A é tri-diagonal (ou seja, aj; é zero, a menos que
li — j| < 1), garantido que A é esparsa. Essas condicdes sdo suficientes para garantirmos a
existéncia de A~'. Desta forma,

U=A"F.

Nosso objetivo foi reduzido a obter a solucdo U para o sistema (2.11)), feito isso, usando

(2.9), encontramos wuy,.

Notemos que as funcdes ¢; consideras em (2.8)) satisfazem

1, sei =y,
¢i(z;) =
0, sei#j,
para todo i,7 = 1,..., N — 1. Essa caracteristica permite que em cada ponto (nd) da discre-

tizac3ao o operador de interpolacdo definido por
N-1
Myu(z) = > u(z)d(x)

=1

assuma exatamente o valor da solucao u naquele ponto.
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3 BOA COLOCACAO

Este capitulo é dedicado a analisarmos a boa coloca¢do para ([3.1)), a saber,
g — (a(@)ye), + Az, t)y = vly, (2,t) € (0,1) x (0,7,
y(z,t) =0, (z,t) € {0,1} x (0,7), (3.1)

y(I,O) = yo(I), LS (Ov 1)7

em que w é um subintervalo aberto e ndo vazio de (0, 1), 1, é a funcdo caracteristica associada,
a € L>(0,1), com a(z) > ag > 0q.s, A € L>((0,1) x (0,T)) e yo € L*(0,1). Em (3.1)),
v € L*(w x (0,T)) representa o controle e y = y(x,t) é o estado associado.

Para cada 7 > 0, adotaremos as seguintes notacdes:

Q- :=1(0,1) x (0,7),
¥, :={0,1} x (0,7),

¢ = w x (0,7).

3.1 BOA COLOCACAO E REGULARIDADE DO PROBLEMA

Consideremos o seguinte problema de Cauchy abstrato:

ye = Ay + F(y), (32)
y(0) = o,
onde
A: H}0,1)nH%*0,1) C L*0,1) — L*(0,1)
Y — A(y) = (a(2)Ys)s
F: L*0,1) — L%(0,1)

y — F(y) =vl, — Az, t)y.
A seguir, verificaremos propriedades sobre A e F' necessarias para aplicarmos os resultados de

existéncia e unicidade de solugdo para o problema ([3.2)), e assim, para (3.1).

Referente ao operador A:

e A é dissipativo.
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De fato,

1

1
a(x) Yy, dr = —/ a(:v)yi dz,

0

1
m%wm@D:A<mm%»wm:—A
para todo y € H}(0,1) N H?(0,1). Sendo a(x) > ag > 0, obtemos
(Ayvy)LQ(O,l) < 07 vy € H&(07 1) N H2(07 1)7

isto é, A é dissipativo.
e A é m-dissipativo, ou seja, Im(/ — A) = L?(0,1).

Com efeito, Im(I — A) = L*(0,1) é equivalente a provarmos que para cada f € L?(0,1)
dada, o problema y — (a(z)y,). = f é satisfeito para algum y € HZ}(0,1)NH?(0,1), ou ainda,

resolver o seguinte

—(a(z)yz)e +y = f, em (0,1) x (0,7),

y =0, em {0,1} x (0,7).

(3.3)

Definicdo 3.1. Dizemos que y € H}(0,1) é soluc3o fraca para o problema quando
1 1 1
/ a(a)y,v, dx —i—/ yvdr = / fvdr, Yve Hy(0,1).
0 0 0

Observacdo 3.2. Em virtude do prova-se que a solugdo y € H}(0,1) para
é tal que y € H*(0,1), por conseguinte, y € H}(0,1) N H*(0,1).

Para mostrarmos a existéncia e unicidade de y € H{(0, 1), solucdo para ({3.3), recorreremos

ao|Lema 2.13| Para isto, definamos a forma bilinear
B(y,v): (Hy x Hy)(0,1) — R
1
(y,v) %+BWWZAGM%%+WM-

Notemos que B é uma aplicacdo continua, pois

1
|B(y,v)| = MG@M%+MM

1
[ a@)gevs + gl do

1
| la@)lgar] + gl da

llal| oo 0,0 1Yz | 20,0y 1Vl 22 0,0) + Il 220,y |Vl 22 (0,1)

//\E //\E A/

llal| Lo 0,0 1Y | 20,0y 1V 22 0,1) + Cllyallz20,0) Vel 22(0,1)-
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Logo, para K = ||a||z~ + C, obtemos

|B(y,v)| < K HyacHLZ(o,l) HUHCHLQ(OJ) =K HyHHg(o,l) HUHHg(o,l) . Vy,v € Hy(0,1),

ou seja, B é continua. Adicionalmente, B é coerciva, visto que a(x) > ag > 0 e

1 1
B(y,y) = /Oa(fc)yxymdwr/o yida
1
> [ alo)lyl o
0
! 2
2 aO/O |y:v| d!L‘
= GOH?J:EH%Q(OJ)

= aollyll o

para toda y € HZ(0,1). Desta forma, verificado que a forma bilinear B é continua e coerciva,

pelo [Lema 2.13| existe uma dnica y € H}(0,1) satisfazendo B(y,v) = (f,v), para toda

v € H}(0,1), ou seja, y satisfaz

1 1
/ a(x)y,v, +yvdr = / fvdr, Yve Hy(0,1).
0 0

Em consonancia com a|Observac3o 3.2, segue que para cada f € L?(0, 1), existe uma (nica

y € H}(0,1) N H?(0,1) satisfazendo o problema (3.3). Desta forma, fica verificado que A é
m-dissipativo.
e D(A) = L*(0,1).

De fato, desde que D(A) = H}(0,1) N H?*(0,1) e

Cs°(0,1) € Hy(0,1) N H*(0,1) C L*(0,1),

obtemos

2(0,1)

£20,1) @ o0, 107" c 70, 0 n 220, 1" ™ ¢ 12(0,1),

ou seja, H{(0,1) N H2(0, 1)L O

= L*(0,1), isto é, Hy(0,1)NH?(0,1) é denso em L*(0,1).
Portanto, verificado que A é um operador densamente definido e m-dissipativo, segue do
Teorema 2.25| que A gera um semigrupo de contracdo de classe Cj.

Referente a funcao F"

e I é uma funcao Lipschitz.
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Com efeito, para y,v € L?(0,1), obtemos
1F(y) — F(v)llz20n = 1l —b(@, 1)y — (flo — bz, t)v) ||l L2(0,1)
= HA(J],t)y - b(‘rat)UHLQ(O,l)
= [|A(z, )(y — )|l z20,0)

<l Allz=@nlly = vl

Assim, gracas ao [Teorema 2.29, o problema ([3.2)), e consequentemente o problema ((3.1)),

admite uma Unica solucdo generalizada
y € C°([0,7; L*(0,T)). (3.4)

Na tentativa de obtermos mais regularidade para a solucdo y obtida acima, multipliquemos

(3.1); por y e integremos em (0, 1),
1 1
/o yy — (a(2)y,), v+ Az, t)yy de = /o vlyydz,
logo, como vy = %(%), obtemos

th/ydx—i-/ yxdx—i-/ (x,t)y dx—/vlwydx

Desde que 0 < ag < a(x), para todo x € (0, 1), segue que

1
/|y[2d:1:+a / ]yx\2d:c+/ (z,t)|y|* dz < /vlwud:c.
2dt 0

Pela [desigualdade 2.30],

2 2 2 2 2
th/ ly[2 d + ag / 19| dx+/ (,0)|y|? dx < 2/\v| da;+2/ ly[? dz.

Multiplicando por 2 e subtraindo [ A(x,t)|y|?dz em ambos os lados da desigualdade anterior,

vem que

d rl 1 1 1
o [P de 200 [l de < [P dos [lyPde -2 [ Aty de,
dt Jo 0 w 0 0

como —2 i A(z, t)|y[*dz < |2 3 Az, t)|y|*dz| < 2 Jy |A(x,)||y[*dx, obtemos
d 1 1 1 1
—/ ly|? dx + 2a0/ |y |? do < / lv]? da +/ ly|? dx + 2 ‘/ Az, )|y dx’ :
dt Jo 0 w 0 0

Jaque A € L*(Qr), vale

d rl 1 1 1
= | de 200 [l de < [ plPde+ [y de + 20 Alligr) [ Iyl de,
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ou melhor,
L e 200 [l de < [ oo+ (1420 Al on) [ luPd
— T+ 2a NPde < | )P de 0 7.
dtoy Ooy g L(QT)O?/
Desta forma, visto que y € C° ([0, T]; L*(0,T)),
d o LI 2
%/0 1y dq:+2a0/0 Y| dazg/w]v] dz + (1+ 2 Alls=ion )y loqorzomy. (35)
Integrando ((3.5)) em relacdo a t em (0,7), obtemos que
1 ) T o ,
| e )P 4200 [ [yl dedt < 2ol
+ (1 + 2||A||L°°(QT)) lyllcqoazz0anT + lvollZz0.1)-
Sendo [ |y(z,T)|?dz > 0, segue que
T , ,

dividindo ambos os lados por 2ay,

20[v]320p) + (14 214l @) WleqorizzonT + I9ol320.1
2@0

I

T
|l Dt <

pela equivaléncia de normas citada no|[leorema 2.33| deduzimos que

20[v)220p) + (1 + 214l @) [¥lcomrzaoanT + IvolZa.
2@0 .

T
GOt <

Logo,
y € L*(0,T; Hy(0,1)).

Portanto, juntamente com o obtido em ([3.4)), concluimos que o problema ({3.1)) admite uma

nica solucao com regularidade

y € C°([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; Hy(0,1)).
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4 CONTROLABILIDADE NULA

Este capitulo se concentra na demonstracao da propriedade de controlabilidade nula para
a equacao . Para alcancarmos esse objetivo, utilizamos a desigualdade de observabilidade
relativa as solucdes do problema adjunto, a qual é uma consequéncia direta de uma
[de Carleman| A estimativa de Carleman, uma ferramenta poderosa em anélise de equacdes
diferenciais parciais, nos permite obter resultados fundamentais sobre a controlabilidade do
sistema. Exploraremos, fundamentando-nos nas ideias e técnicas desenvolvidas por Fursikov e
Imanuvilov em (FURSIKOV; IMANUVILOV, 1996)), como essa estimativa pode ser aplicada para
estabelecer a controlabilidade nula, garantindo que, sob certas condicdes, podemos dirigir o
estado do sistema a zero em um tempo finito.

O problema de controle nulo vinculado a (3.1) consiste em: para cada y, € L*(0,1),

encontrar v € L?(qr) de tal forma que a soluco y de (3.1)) satisfaca
y(x,T) =0, z€(0,1). (4.1)

Mais precisamente, o controle nulo de norma minima em L? (¢r) é dado por v = 1., onde

¢ resolve a equacao do calor adjunta
—r — (a(2)ps), + Az, t)p =0, (x,t) € (0,1) x (0,7,
90(x7t) = 07 (f,t) € {07 1} X (OvT)a (42)

o(z,T) = T (z), z € (0,1),

e ¢! minimiza o funcional estritamente convexo e coercivo

1
(o) = S Nelzzar) = (2(0),90) 20, -

Na sequéncia, assumiremos
ac CY[0,1]), a(x)>=a >0 Vzcl0,1], (4.3)
e adotaremos as seguintes notacoes:

Ly =y — (a(2)ys), + Alz,t)y e L'z:=—z—(a(2)z), + Az, 1)z (4.4)
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Seguindo as ideias de Fursikov e Imanuvilov (FURSIKOV; IMANUVILOV, |1996)), consideremos

pla,t) = exp (220) , pole, 1) = (T = 0)2p(a, 1), B(x) = K, (K2 — )
onde K; sdo constantes positivas suficientemente grandes (dependendo de T',ag) e

laller e Bo € C([0,1]), Bo > 0 em (0, 1), Bo(0) = Bo(1) = 0,]8,] > 0 em (0,1)\w.
(4.5)

A existéncia da funcdo [y(z) é garantida pelo seguinte lema.

Lema 4.1. Seja wy € w um conjunto arbitrario de §). Ent3o existe uma funcdo 3, € C*(Q)

tal que
Bo(z) > 0,Vx € Q,
50|aQ =0,
|V 5o(x)] > 0,Vz € Q\wp.
Demonstracdo: Ver (FURSIKOV; IMANUVILOV, 1996)). [

Para o que segue, sejam
Poz{quoo(@T) :q=0em ET}
e a forma bilinear

B(p,q)
= //QT p *L*pL*qdxdt + //qT o >pq dxdt
- // . '0_2( — i — (a(@)ps), + Az, t)p> ( —q — (a(r)q.), + A(x, t)q) dxdt

+/ o 2pq dxdt.
qr

A forma bilinear acima é um produto interno no espaco F,. De fato, inicialmente notemos que

/ / o2 LA pLrpdudt + / p2ppdudt > 0, Vp € Py,
Qr qr

e se tivermos g € Py, L*q =0 em Q1 e ¢ = 0 em qr, entdo, pela propriedade de continuacio
nica, necessariamente teremos ¢ = 0. Adicionalmente, para quaisquer p,q,r € Py e A € R,
valem as seguintes propriedade: simetria, isto é, B(p, q) = B(q, p); distributividade, ou seja,
B(p+r,q) = B(p,q) + B(r,q) e homogeneidade, a saber, B(Ap,q) = AB(p, q).

Seja P o complemento de F, com relacao ao produto interno acima definido. Entdo, P é

um espaco de Hilbert e o seguinte resultado é valido.
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Lema 4.2 (Desigualdade de Carleman). Suponhamos que seja satisfeito e p e py sejam

considerados como em ({4.5). Definindo
pl(xu t) = (T - t>1/2p<l’, t) € pQ(I7 t) = (T - t)_1/2p($, t)7

entdo, existe C' > 0 dependendo de w, T ay, ||al|c1(0,1) € ||AllL~(Qr), tal que para toda q € P,

se tem
J[ [o® (0 + haeal?) + 02 el + pilal?] dwe < © ([ 072 L7l doat +
+/ p02]q|2dxdt>.
qr

Em termos de completude deixamos no |Apéndice| a prova de uma estima do tipo Carleman

para o problema ({3.1)) com o potencial a(z) = 1.
Mostremos agora que a estimativa (4.6]) implica na desigualdade de observabilidade para

(4.6)

as solucdes do problema adjunto, a saber, existe uma constante C' tal que

(00 < € f[ lolded, " € L2(0.1). (47)
T

Por densidade, para ¢ solucdo de (4.2)), (4.6) torna-se

// 2 (Ioel + lpaal®) + p17 lpal* + 00> li0l?] dadt < C// po°lel? dwdt,
consequentemente,
| itteltdedt < © [[ 3ol dudt. (48)
Qr qr
Analisando o lado esquerdo de (4.8), sendo py limitado em (2, L) x (0,1), obtemos 0 <

K, < py*(x,t) < K, para constantes K, e K, e vale

3T 1 3T 1
Kl/T4 / fplPdrdt < /T4 / po lpl*dedt < // po 2l [Pdadt, (4.9)
g 0 4 0 Qr
devido a " e , vem

3L
K [f /0 l|?drdt < C// 0o %o dadt.
1 qr

Em virtude da limitac3o superior de py, segue que

3L
/T /0 lp[2dzdt < CROK! / [ IpPdaat, (4.10)
1 T

Por outro lado, multiplicando (4.2)); por ¢, integrando em (0, 1) e considerando a condic3o

(4.3) sobre a funcdo a, obtemos

1
S AP 27, _
[ 5 ool = (a@e)ap + Ale HlPdz =0,
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logo,
1 1
2 2 _ A 200
[ 5 alel +a@leu dr = - [ A, olpPdr

Por A € L*(Qr),

1 1
[ =5 el + alw)leel? dr < ACOllzwon [ oPds,

sendo a(z) |¢,|” dz > 0, para todo = € (0,1), vale

1 1
[ 5 ool de < IAC Ol [ ol

ou ainda,
td 2
| 2l +20AC D e elda > 0. (4.11)
Notemos que

d , %’w’262||A||Lm(071>t+QHAHLOO(OJ)|SD‘262HAHL00(0,1)t
1Pl 2 AC D e onlel” = 5 AT oot

d 2 2||A|| oo t
dt[m 214l (O,U}
e2llAllLee 0,1yt ’

assim, substituindo em ({4.11)), verificamos que
Ld
/ il [|¢|2€2\|A||L°°(0,1)t} dr >0
o dt
e, integrando com respeito a variavel 7 de 0 a ¢ e usando o [Teorema 2.3} vale
1
/0 o, )[2e2ACD =0t _ |o(z, 0) 22100 > 000g; > 0,

ou seja,
1 1
| letppetaenl=ontay > [*jo(a,0)dz.
0 0

Logo,

1 1
(0 By = [ lolw, 0)Pds < HACOl<onT /0 ol )P (412)

Desta forma, integrando (4.12) em relacdo a ¢ de £ até 2L, obtemos

T Ao [T 12
§||<P0||L2(o,1)<6 eSO /T /0|90| dzdt,
4

e, em decorréncia de ({4.10]), chagamos em

T
5 lleollZagy < A0 o CRy K / |2 dedt. (4.13)
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2||A(, T _
e IIA( t)HL2(0,1) CK2K1 1
T

Portanto, para C = , a desigualdade (4.13|) torna-se

||§0(, O)HiQ 0,1) < C ‘QO|2dCCdt,
( q
T

verificando assim que a desigualdade (4.7) é vélida.
Visto que a desigualdade de observabilidade se verifica, estamos aptos a provar a contro-

labilidade nula para o problema ([3.1J).
Teorema 4.3. O problema é controldvel a zero.

Demonstracao: Dividiremos a prova em trés passos. No primeiro passo, obteremos um con-

trole v. por meio da minimizacdo do funcional

T (¢") =2 (") + "]

ey (4.14)

No segundo passo, checaremos que a solucao y. associadas ao controle aproximado v. = ¢.1,,

satisfaz

[y (1) £2(0,1) < e
Por fim, no terceiro passo, concluiremos que y, limite de ., satisfaz o sistema para
v =, limite de v. = ¢ 1, e y(z,T) = 0.
Passo 1.
Verifiquemos inicialmente que o funcional Z. é estritamente convexo, continuo e coercivo,
no sentido que vale a relacao

lim I (goT) = 00,

||§0T||L2(0,1)‘>OO

garantindo assim que, gracas ao [Teorema 2.12| ele admite um minimo em L?(0, 1).

Afirmacao 1: 7. é estritamente convexo.

No que segue, analisemos individualmente a convexidade dos fatores [|¢||7z,, € H(pT’ 20
que compdem o funcional Z.. Para isso, sejam ¢!, oI € L?(0,1) e 0 < t < 1. Ademais, sejam
1 € o as respectivas solucdes do problema (4.2)) associadas a ¢7 e % Entio:

i) Denotando

Zi(¢") = ¢l Z2(qr):
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obtemos

Ti(te] + (1= t)ey) — [tTa(e]) + (1 = )Ti(3)]

[to1 + (1 = 1) @2ll72(gp) — tlel T2y — (1 = O)ll02llZ2(4r

101117207 + 2Mlt@1l L2(qr) - (1 = )2l L2(qr) + (1 = )2l F2gp) — tleorl T2 g
—(1 =) le2ll72(gp)

o1l Z2(gp + 261 = B)llo1ll2@mll2ll2r) + @ = )02l 22000y — tlo1ll72 (40

—(1 = t)llall2(gp)-

Desde que

2 2 2
t 1l — tllrlzag) = =t =) lenllzegy

2 2 2
(1= 8)* le2llzeggey — (1 = ) Izl = —t(1 = 1) le2llzog,)

concluimos que

ou seja,

7 (tef + (1= )93 ) = [tT (o] ) + (1 = )T1 (03 )]
—t(1 = t)llerll T2 + 261 = Ollerll 2 12l L2y — T = B)ll2ll72(qr)

2
— (1= )(Jerllzen — Neallzoten)

0,

N

N

Tt} + (1= t)ed) <tTy (9] ) + (1 = 1)Ty (5) . (4.15)

e a igualdade

2
~t(1 = ) (I91ll200) — I2lzzan)) =0

ocorre se, e somente se,

lerllz2ar) = llallz2(ar- (4.16)

Desta forma, fica verificado que Z; é um funcional convexo.

i7) Denotando

obtemos

To(e") = ||o"

L2(0,1)’

T, (to] + (1= 1)¢]) — [tZ2 (7)) + (1 = )T (])]

= [tel + (1= 1)} [t o +(1—1)|e]

12001) £2(0,1) LQ(O,I)] '
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Pela [desigualdade (2.32)|

L (tef + (1= )9} = [tZa (1) + (1 = )2 (7]

=) |8 gy = [0 gy 0 = 5

<t o)

= 0,

L2(0,1) L2(0,1)

ou seja,
L (tef + (1= )9d) <t (o]) + (1= )Tz (3 ) ,
isto é, 75 é um funcional convexo.

Por outro lado, a igualdade

L (tef + (1= )9d) =t (1) + (1 = T2 (5 ) , (4.17)
ocorre se, e somente se,
&
V2 L2(0,1)
P1 = T P2,
%5 ||L2(0,1)

visto que, elevando ambos lados de (|4.17]) ao quadrado, vale

2
er{ (1- t)% £2(0,1) ( Hc'pl L2(0,1) +(1-1) ngg L2(0,1)> ’
ou seja,
t* H<P1 L2 01 " 2(1 =01 ¢2) o + (1 =1) H% £2(0,1)
= H(pl £2(0,1) +2t(1 ngl L2(0,1) HSO? 12(0,1) +(1-1) HSOQ £2(0,1)’
logo,
H% L2(0 1) ngl £2(0,1) 2 (4.18)
Dai, pela linearidade do problema (4.2)),
HSO:QF r201) 71 T HSO,{ £2(0,1) ¥
ou melhor, H
a2 £2(0,1)
= e ™ (19

Verificado que Z; e 7, sdo convexos e do fato que

(t(p(-, O) + (1 - t)QDQ('? 0)7 y0>L2(0,1) =1 (90('7 0)7 yO)L2(071) + (1 - t) (@2('7 0)7 yO)L2(071) )
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segue que o funcional Z. é convexo, isto &,
T (teT + (1= 1)) <t (o) + (1= )Z. () .
Por fim, para mostrarmos que Z. é estritamente convexo, ou seja, se
I (tol + (1= )3 ) = tZ. (o] ) + (1 = O (#5) ,

entdo ¢ = I necessariamente as condicdes (4.16]) e (4.19)) precisam ser satisfeitas. Desta

forma, substituindo (4.19)) em (4.16]), observamos que

|t
Y1 L2(0,1)
T P2 = lleallL2(qr)
[p2 ||L2(0,1)
L2(qr)
ou ainda,
T _|.T
H(’Ol £2(0,1) H% L2(0,1) (4.20)
Logo, substituindo (4.20]) em (4.18)), concluimos que
01 =95
Portanto, mostrando que o funcional Z. é estritamente convexo.
Afirmacao 2: 7. é coercivo.
A coercividade é consequéncia da desigualdade de observabilidade
0y < O ] Il dadr. o™ € 17(0.1). (4.21)
T

De fato, aplicando a|desigualdade Holderl em Z., segue que

1
Z. (‘PT) = §||90||%2(qT) te ||90T||L2(0,1) - (90('70)ay0)[/2(071)
1
2 Slelzem = leC 0l - ol 20 + € lerllizen) -

Em virtude de (4.21)), obtemos

1
L. (pr) = Slellieir = VOI@llL2tn 90l 2y + 2 ITl 201

1
— ellzzan (G19lzan = VElmlzon ) + & lerllagy

consequentemente,

Z.(or) = +00,

||‘PT||L2(0’1)_>+OO

mostrando a coercividade do funcional Z..
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Afirmacao 3: Z. é continuo.
Com efeito, seja ((pg) € L*(0,1) uma sequéncia de dados iniciais e (¢,) a sequéncia

correspondentes das solucdes do problema . Suponhamos que
oF — T em L*(0,1).
Ent3o, como o problema (4.2) é bem posto, obtemos a seguinte convergéncia
©n — @ em C° ([O,T]; L*(0, 1)) ,
onde ¢ é a solucao do problema associada a ! Assim, valem as convergéncias

// o2drdt — p*dadt, (4.22)
qr qr

r (4.23)

o] 20y = 1o

L2(0,1) L2(0,1)’

(n(0),9°) ., — (2(0),0°) , (4.24)

Logo, de (4.22)), (4.23)), (4.24) e da definicdo de Z., resulta que

(0,1) 0,1)

L (1) — I (7).

ou seja, o funcional Z. é continuo.

Como o funcional Z. é estritamente convexo, coercivo e continuo, segue do |Teorema 2.12
que ele admite um dnico minimo em L?(0,1).
Passo 2.

Para o que segue, denotaremos por ! o minimo obtido decorrente do passo 1, cuja solucio

de (4.2)) associada a este dado denotaremos por ¢, isto é, . satisfaz
—Pet — (a(x)gpgm)x + A(xat)gpé =0, (‘r?t) € (O’ 1) X (OaT)v
pel,t) = 0, (2.0) € {01} x (0,7),  (425)

90€<I7T) = ¢Z<I>7 ZAAS (07 1)'

Adicionalmente, seja y* = y(T'), onde y é a solucdo do problema ([3.1) com v = 0, ou seja, ¥

satisfaz
y — (a(x)yy), + Az, t)y =0, (z,t) € (0,1) x (0,T),

y(z,t) =0, (z,t) € {0,1} x (0,7, (4.26)

y(x,0) = yo(x), x € (0,1).
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Desta forma, multiplicando (|4.25)); por y solucdo de (4.26|) e (4.26)); por . solucdo de (4.25))

e, em ambos casos, integrando sobre (), obtemos

T 1
/0 /0 — ety + a(T) Pz + Az, t) @y drdt =0

T 1
/0 /0 Yrpe + a()Ypper + Az, t)ype dxdt = 0.
Das duas igualdades acima, segue que
/ / Yipe + Yper ddt = 0 = / / ywa dl‘dt =0,

em virtude do [Teorema 2.36, vale

/01 y(T,2)p (T, z) — y(0,2)p.(0, ) dedt = 0,

ou seja,
(yl,saa)Lz(Ol) (v°, ws(O))LQ(OJ)- (4.27)

Afirmacao 4: Vale

e = ¢l =0. (4.28)

Hy L2(0,1)

De fato, suponhamos inicialmente que [|y'|| () < €. Dado * € L*(0, 1), notemos que

— ((0),¥") r2(0.1

I (¢") = ;HwH%Q(qT) i T P

0
2(0,1) (90(0),31 )L?(o,l) :

Devido a (4.27)), tem-se, usando |desigualdade de Holder, que

(4.29)

e [le"

Z. (90T) >z ng £2(0,1) (SDT yl)m(o,l)
2 il PO 2 PV i
- HSO £2(0,1) (5—Hy L?(o,l))
= 0,

pois estamos assumindo HylHLQ(O 1) <€, logo,

IE(SOT> > 0= Is(o)v (430)
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restando que o elemento 0 € L?(0, 1) seja o Gnico minimo de Z.. Dai,

Reciprocamente, assumindo ¢! = 0, para ¢ € L?(0,1) qualquer e s € R* , vale

Z. (s¢")
T(p) =0 < Z. (¢" < lim ——=. 4.31
(D) =0<T(¢") = 0< lim — (4.31)
Usando a definicdo de Z. em (|4.31)), temos
Z. (so"
0 < 1 20¥)
s—07t S
$ls0lE2(0r) — (50000, 90) 2oy + |59 oo
= lim ’
s—0t S

= _(90( 0) yO)L2(01 +5HSD £2(01)°

desta forma,

H(p £2(0,1) > (#(40):90) 201 »

em virtude de (4.27)),

O<e HQOT L2(0,1) (QOT’yl)m(o,l) ’ VQOT < LQ(O’ b,

em particular, para o7 = y!,

< 5||y1\|L2(0,1) - (yl7y1)L2(0,1) = 5||?/1||L2(0,1) - H?JlH%‘Z(m)-

Portanto,
H?JlHLz(o,l) < ¢,

mostrando a afirmacdo 4.

Por contrapositividade, usaremos a afirmacdo 4 como segue:
1 T
Y | 220,1) > € <= @2 #0.

Assumamos ||y'||12(0,1) > € e analisemos a seguinte derivada no sentido de Gateux,

(T (2) ") = ddAI (! + 2"

A=0

1 /T 1 _ !
- (/ /2(S06+)\g0)<pdxdt+QHSOE-F)\QOHLQI(OJ)/O 2(pe + Ap)p da

+/ ydm)

A=0
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Assim,

T € (@Zv SOT)
(ZL(£l) ") = /0 /w petp dadt + ||90T||L2<:1(>0’1) +(000.0°) g, (432)

e sendo ¢! minimo para Z., ent3o (Ié ((pg) ,goT> = 0, consequentemente, ({4.32)) torna-se

T e(¢T.97) .
(0,1) 0
0.0 dxdt + + (¢(0),9°) | =0, (4.33)
L oo+ PO )

para toda ¢” € L*(0,1).
Agora, consideremos v. = .1, € seja y. a solugdo do problema ({3.1)) associada a v., isto

é, 1. satisfaz
Yer — (a(2)Yea), + Alz, t)ye = v, (2,t) € (0,1) x (0,T),
y=(z, 1) =0, (z,t) € {0,1} x (0,7, (4.34)

Y=(,0) = yo(x), xz € (0,1).

Em particular, para o7 = ol em (4.33)), obtemos:

T
/ / |g05|2dxdt+6‘
0 Jw

wr — (©:(0),4")r2(0,1) = 0,

L2(0,1)

ou seja,
2
leellzion < (#:00,8°) 1o,

Pela desigualdade de Cauchy, segue que

2
HUEHLQ(QT) S H%(O)HLQ(OJ) Hyo £2(0,1)’

e em virtude da (desigualdade (4.7), temos

2
leelZa@r) < VOI@elltan 8] 2 0. -

Com isso, dado que ||v:||z2(0p) = ||¥ell22(qr), cOncluimos que

||Us||L2(QT \/_Hy

L2(0,1)

ou ainda,

oellery < V[l

(4.35)

L2(0,1)

pois qr C Q.



44

Da dualidade entre os sistemas ([3.1)) e (4.2)), de forma anéloga ao feito para obtermos

(4.27]), checamos que

T T 1 ’ .
/0 /w pepdudt = /0 /0 vep dadt = (ye(T), ¢ )LQ(O,I) —(y ,90(0))?(0,1)- (4.36)
Assim, substituindo (4.36) em (4.33)),

T

Pe

O . Ti’ ng + (y5<T), SOT)L2(0 1) s VQOT 6 L2(07 1)7
121 201 (0,1) |

ou ainda,

e T
TLWE(TMJT =0, Vo' eL*0,1).
[ ||L2(0,1) 12(0)

Logo, para T = y.(T), vale

(o, y=(T)) 120,1)
HSO?HH(OJ)

Y

(ye(T), ye (T))LQ(O,I) -

considerando o médulo e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

‘905 19 (T) | 22(0,1)
£2(0,1) :
||%(T)||%2(0,1) Se€ ’
T HL? (0,1)
ou seja,
19=(D)ll 20,1y < - (4.37)

Passo 3. Mostraremos agora que y. — y solucdo de ([3.1)) para v = p1,.
De fato, por (4.35)) , temos que (v.) é limitada em L?(g7) e sendo este um espaco reflexivo,

a menos de subsequéncia, existe v € L*(gr), tal que
v — v em L*(qr). (4.38)

No intuito de obtermos convergéncias sobre y., multiplicando a equacgdo (4.34)); por y. e
integrando em (0, 1) x (0,¢),t € [0,T], obtemos

//ystygdxdt—// ay- mysdxdt—i—/ / AyPdrdt = //Ugysdxdt.

Desde que y.,.y. = % [%} e 0 < ay < a(z), para todo z € (0,1), vem

71 b2 xdx—fl ' 02d1’+ t 2 d “r dxdt + || Al “r 2dxd
t t < eYe t T € t.
2/0 ye (@) 2/0 (y5> ao/o /anx /o/o veledt 141l @ )/0/0 el

Usando a [desigualdade de Young], segue que

o[> L 2drdt
o o ), [ el

1 2 ¢ 2 1
SOy + a0 | 1l e dt <5 o8

1 gt ) t
- Pdadt 4+ Al =@r) [ [ luelPdedt.
5 [ ldedt Al [ [ v-Pde
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Como (v.) é limitada em L?(qr), existem constantes C; e C que permitem reescrevemos a

desigualdade acima como segue

t t
Hye(t)HZH(OJ) +/0 Hye“izg(m dt < Cy + 02/0 Hyﬁ(t)HiQ(O,l) dt, Vvtel0,T], (4.39)

Logo, pela [desigualdade de Gronwall, existe C'r > 0 tal que

HyS(t)”i?(o’l) < Cp, Vtel0,T]. (4.40)
Por conseguinte, de (4.39) e (4.40), existe C7 > 0 tal que
t ~
[ g0 dt < Cr, W€ 0,71, (4.41)

Desta forma, de e , resulta que
(y:) é limitada em C° (0,7; L*(0, 1)) N L* (0, T; Hy (0,1)) . (4.42)
Sendo L?(0,T; H}(0,1)) reflexivo, existe y € L* (0, T; H}(€2)) tal que
y: =y em L* (0,T; H}(0,1)) (4.43)

Na busca de convergéncia para y.;, dado z € H}(0,1) e multiplicando (4.34)); por z,

obtemos que
(Wet, 2) 22001 — ((@Yew)2s 2)200) T (AYe, 2) 1201) = (V21 2) £2(0,1),5
onde usando integracdo por partes, garantimos que
(Yets 2)2(01) + (WWea, 22) 22(00) + (AYes 2)120,1) = (Ve, 2) £2(0,1),5
ou ainda,
|(Yet, 2) r200,0)| < [(@Yea, 22) 22(00)] + [(AYe, 2) 2200,1)] + [(Ve; 2) £2(0,1) -

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, segue que

[(Yet, 2)| < lallzoe o) 1Yeell 2200, 122 | 220,1) + 1Al oo (@) l1We ll 200,00 | 21l £2(0,1)

+vl 2201 2] 22(0,1) 5

e pela [desigualdade (2.33)} obtemos

(e, 2)I < Nlall e el my o0 1212 0,1) + 1Al z @) 14l 220 12l £20,1)

Hvellz20,0) 121l 22 0,1
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isto €,

e 21 < (Ml + IAllz=00) el 20y + ez ) 12l
ou seja,

| (et 2)|

< (Ilvelmgon + ol 2o -
”ZHHg(o,l) =l (01 SHEOD

Consequentemente,

(91,2
lellson = swp 220 < O (lgellon + loellzon )

zen}(0,1) HZHH(?(OJ)
ll2ll=1

validando
2
a0 < € (Ioeligiom + leelizo)
Desde que para a,b € R vale 2ab < a* + b%, ou seja, (a + b)? < 2a® + 2b?, obtemos

e lr-+0y < (N gy + el )

Por fim, integrando em relacdo a t € [0, 7], segue que

||yEtHL2(0,T;H—1(O,1)) <C (HyEHL?(O,T;Hé(Q)) + ”UE”LQ(QT)) ’

isto €,

(yo¢) é limitada em L? (O,T; H (0, 1)) .
Assim, a menos de subsequéncia, concluimos que
yer — 5 em L2 (0,T; H'(0,1)) . (4.44)

Mostremos agora que y = y;. Inicialmente, se p € C§°, vale

[ a0 o) de = — [ e o), v e 10,1, (445)

uma vez que

T

[ ) et = [ @atre (o) w(o) d

_ (AT%xw¢awﬁwww)Nwm
_ ——(ATyAﬂwxﬂdtvwﬂ>

L2(0,1)
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Agora, seja w € H}(0,1) e definamos

®: L*0,T;H70,1)) — R
: — B(6) = [ (&(t), wlt)elt)) dr
v L*(0,T;Hj(0,1) — R
p — W) = — [ (0, wOe) dr

que sdo funcdes lineares e, como consequéncia das desigualdades de Cauchy, Poincaré e Holder,
sdo continuas, resulta que ® e ¥ s3o funcionais lineares continuos. Logo, desde que (4.45))
ocorra, temos

D(yer) = U(ye), Ve >0.

Por conseguinte, em virtude das convergéncias fracas (4.43)) e (4.44)) e do fato que ® e W s3o

funcionais lineares, vem

2(7) = 0(y),
isto é,
[ @), ey =~ [ ), o)

ou seja,

[ @0 0w oy e = = [ (0001000
logo,

[ @000, 0001y = = [ WOR0), 000
ou melhor,

([ swewann) = ([Tsoamann)

para toda w € H}(0,1). Pela densidade de H}(0,1) em L*(0,1),

[ i0edyae = [ ooy

0
para toda ¢ € L?(0,1), segue que

Y=y,
ou seja,

yer — yr em L2 (0,7 H(0,1)) . (4.46)
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Desta forma, desde que y € L?(0,T; H3(0,1)) ey, € L*(0,T; H~1(0,1)) , segue do[Teorema
2.15|que y € C([0,T7]; L*(0,1)), ou seja,

y € L7 (0,75 Hy(0,1)) N C ([0, T1; L*(0, 1))
Adicionalmente, sendo y. solucdo fraca de (4.34) com v., vale

//QT Yer @ + a(2)Yer o + Az, t)y.¢ dadt = // ) ve¢ dadt.

Pelas convergéncias ({4.38)), (4.43)) e (4.46)), obtemos

//QT Yed + a(2)y. ¢, + Az, t)yd dodt = //QT v dadt,

ou seja, y € solucdo fraca de (3.1 para f = v, ou melhor, f = ¢l,.
Por fim, seja v € D(0,1) e 6 € C*[0,T], tal que H(0) =0 e O(T) = 1. Temos que

(ye(T),v) = /0 T(yé(t),vw(t)dt + /0 ' (ye(t),v) 0 (t)dt.
Pelas convergéncias e (4.46), vale
(y=(T),v) — (y(T),v), para todo v € D(0, 1).
Como L?(0,1) é reflexivo, observamos que
ye(T) = y(T) em L*(0,1). (4.47)
Por outro lado, como (y.(x,T)) C L*(0,1), de (4.37) e pelo[Teorema 2.16]
[y(T)£2(0,1) < lminf [y (T) || 12,1y = O- (4.48)

Logo, em virtude de e (4.48), segue que y(T') = 0.

Portanto, fica verificado que existe y € L?(0,T; H3(0,1)) N C ([0,T]; L*(0,1)) satisfa-
zendo y(7T') = 0 que é solucdo de para [ = pl,, em que ¢ é a solucdo de (4.2)) com o
dado ¢*, que por sua vez, é o Gnico minimo para o funcional Z, em suma, o sistema é

controlavel a zero. [ ]
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5 ABORDAGEM VARIACIONAL

A abordagem variacional é uma técnica usada para resolvermos problemas de controle e
otimizacdo analisando-os como problemas de minimizac3o de funcionais. Jacques-Louis Lions
foi um pioneiro nesta area, formulando o conhecido “Hilbert Uniqueness Method” (Método
de unicidade de Hilbert), detalhes deste método podem ser vistos (LIONS, 1988)).

Consideremos o seguinte problema extremal:
o 1 20 12 1 2112
Minimizar J(y,v) = —// 7yl dazdt—f—f// polv|*dxdt
2JJQr 2 JJqr
SUjeitO a (y7 U) ecC (y07 T) )

onde C (yo,T") é dado por

C(yo,T) = {(y,v) v € L*(qr), y resolve ey(x,T) = O} .

Recordemos que estamos considerando p e py como em ([4.5), em que eles satisfazem as

seguintes propriedades:

p = p(x,t), po = po(x,t) sdo continuos;
p,po = px >0 em Qr;

p, po € L™ (Qr_s) para todo § > 0 pequeno.

Além disso, consideramos os espacos |[Fy| e [’| como indicados no capitulo anterior.

5.1 UMA ABORDAGEM VARIACIONAL PARA O PROBLEMA DE CONTROLABILIDADE
NULA

Teorema 5.1. Para cada yo € L*(0,1) e T > 0, existe exatamente uma solucdo para .

Demonstracdo: Em virtude da controlabilidade nula de (3.1), C (yo,T) é n&o vazio. Além
disso, é um conjunto convexo, pois, dada a linearidade do problema ((3.1)), se (y,v), (u,w) €
C (y0,T), entdo

yr — (a(2)y), + Az, t)y = vl,, (2,1) € (0,1) x (0,7,
y(x,t) =0, (x,t) € {0,1} x (0,T),

y(x,0) = yo(x), z, € (0,1),
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u — (a(z)uy), + Az, t)u = wl,, (z,t) € (0,1) x (0,7,
u(z,t) =0, (x,t) € {0,1} x (0,7,

u(z,0) = yo(x), x € (0,1).

Desta forma, para A € (0, 1), temos que A(y,v) + (1 — A)(u, w) satisfaz
(Ay + (1 = Mv)e = (a(z)(Ay + (1 = Nv)a)e + ANy + (1 = Mv) = (Mo + (1 = Mw)ls,
(Ay + (1 = Ao)(z,1) = 0,

(Ay + (1 = Ao)(,0) = yo().

Ademais,

Ay + (1 =XNv)(x,T) = Ay(z,T) + (1 — Nv(z,T) =0,

ou seja, (A\y+ (1 —A)v) € C (yo,T) . Adicionalmente, C (v, T") é um subconjunto fechado de

L? (Qr) x L? (qr), onde a demonstracio segue como feita no [Capitulo 4| para verificar que ¥,
limite de (v )., satisfaz ([3.1).

Por outro lado, o funcional

J: LXQr) x LAar) — R
1 1
(v, v) — o) =5 [ plPdedt+ s [[ piloPduar
2 Qr 2 qr

possui as seguintes propriedades:
e Estritamente convexo. A demonstracdo segue como feita no [Capitulo 4| para o funcional Z..

e Semicontinuo inferiormente no espaco L*(Qr) x L*(qr). A demonstracio segue como feita

no [Capitulo 4| para o funcional Z..

e Coercivo, no sentido que J(y,v) — 400 quando ||(y,v)|lr2(Qr)xr2(qr) — +00. De fato,

desde que p, pp € L™ (Qr_s) , entdo p* e p3 sdo limitados em Qr_; e vale

1 1
Jwv) = 5 //Q pPly[Pdadt + //q PAof2dudt

> C(// |ly|*dxdt + ]v[Qda:dt)
Qr qr

= C(IWl32m + 101320 -

Dai, se ||yllz20r) + Iv]l22(60) = (s V)| 22(Qp)xL2(gr) — 00, entdo J(y,v) — oo, pois ou

Y]l 2(@r) — o0 ou [|[v][z2(gp) — 00

Portanto, em virtude do [Teorema 2.12, o problema (55.1)) possui solucdo dnica. |
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Lema 5.2. Sobre as mesmas hipéteses do[Lema 4.2, para qualquer 6 > 0, tem-se
P < C°([0,T = d]; Hy (0, 1)),

onde a imersao é continua. Em particular, existe C' > 0, dependendo apenas de w, T’ a, |a||c1(01)

e ||Allz~(qr), tal que

lat- Ol < C ([[ o100l dode+ [[ pi*laPasat).
Qr ar

para toda q € P.

Demonstracao: Sejam o > 0, g € P e consideremos o espaco de Banach ¢° ([0, T — 4]; L*(0,1)).
Entdo, tendo em vista o e o fato que todas as funcdes pesos p; sdo limitadas em

Q7_s, concluimos que

q,qt, 9z, Qux € L2 (QT*(;) )

com norma limitada por C||¢||p, onde C' é a constante obtida no que depende de

w, T, ag, ||allcr(01) € [|Al|z(@r). Sendo P o complemento de F, existe (gy), € Py com
g0 — gllp —> 0. (5.2)
Pelo [Teorema 2.37] vale

Hq - anLQ(aQTfé) < 6“‘1 - anHl(QTfé)' (5-3)

Em virtude da |desigualdade (4.6)| vale

g = @ullz2007_5) < Clla — aull P,

desde que (¢, )n C Fo, entdo ¢,|9¢, ;) = 0 e obtemos

gl 2005 < Cllg — gullp-

Por (5.2), resulta que q(-,t)]s0,1) = 0. Em particular, t — q(-,t) e t — ¢(-,t), respectiva-

mente, consideradas como funcdes a valores em H?(0,1) e L?(0, 1), sdo quadrado integraveis.

Juntamente com o [Teorema 2.10} concluimos que ¢ — ¢(+,t), considerada como uma funcdo

a valores em H}(0,1), é continua em [0,T) e vale a imers3o continua desejada.

Por fim, pela imersdo obtida, vale

Hq”CO([O,T—tﬂ;Hé(O,l)) < OHQHP
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ou seja,

sup |lgll 01y < Cllallp,
0<t<T—6

e, em particular,
||Q('a0)||H5(0,1) < Cllqllp-

Portanto,

O < € ([ o2 Ll dsae + [[ pilaPaat).
Qr qar

onde C' é uma constante que depende de w, T, ao, ||a||c1(0,1) € ||A]| Lo (Qy)- |

Proposicao 5.3. Suponhamos que a condicido ocorra e consideremos p e py como

descritos em ([4.5). Seja (y,v) a solucdo para (5.1)). Entdo, existe p € P tal que

y=p2Lp e v=— pEQp‘qT , (5.4)

onde a funcdo p é a unica solucio para

1
//Q p 2L*pL*qdxdt + P >pq drdt = / yo(z)q(z,0)dx Vg€ P; pe P.  (5.5)
T 0

qr
Demonstracao: Mostremos inicialmente a unicidade para o problema ((5.5)). Consideremos a

forma bilinear
B: VxV — R
(p,q9) +— B(p.q) = / / pL*pL*qdxdt + [ pg*padzdt
Qr qr
onde V = {¢(-,0); ¢ € P}. Em vista do [Lema 5.2,
a(p,p) = Clp(, 031 0,, com C=C7,
isto é, B é coerciva. Adicionalmente, o funcional
f: Vv — R

1

¢ — @)= | w0
é continua, uma vez que
|F(@)] < llollezon la (- 0) | 0,)-

Desta forma, verificado que B é uma forma bilinear continua e coerciva, obtemos via

que existe um Unico elemento p € V tal que

B(p) = f(p,q), YqeV.
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Para o que segue, consideremos y e v de acordo com (j5.4)). Verifiquemos que (y, v) resolve

(5.1)). Observemos que y € L? (Qr) e v € L? (qr). Além disso, (5.5)), para (y,v), torna-se

// yL*qdxdt = // vqdxdt + /1 yo(z)q(x,0)dz,
Qr qr 0 (5.6)
VgeP; yeL*(Qr).
Mas indica que y é a solucdo para (3.1) no sentido da transposicdo. Por conseguinte,
como yo € L*(0,1) e v € L*(gr) ,y deve coincidir com a Gnica solugdo fraca para (3.1). Em
particular, y € C° ([0, T]; L*(0,1)) e

—2B(z)
lim = lim e 7Tt =0
t—T— '0 ( ) t—T— ’

ou seja, y como considerada em (55.4)), satisfaz y(z,7") = 0, para todo = € (0,1). Em outras
palavras, (y,v) € C (o, 7).

Por fim, para a minimalidade, seja (z,w) € C (yo,T) tal que J(z,w) < 4o00. Ent3o,

1 1
J(zw) = (y,v) = 5 J[, PP = luPydede 5 [ pd(luf? — [of?) dds

T2 // ( 2| = lyl)* + 2lz[lyl - 2|y|2> dxdt
2 // p0<(|w| = [v)* + 2fw[v| - 2|v|2> dadt
2 qT
1 1
,// p2<2lz||y| - 2|y|2> dzxdt + = // p(%(g‘w”vl _ 2|U|2) dedt
2JJor 2/ or

//QT py(z—y) dudt + /qT piv(w — v) dadt.

Substituindo y e v como consideradas nas hipdteses, vem

J(z,w) = J(y,v +// L'p(z —y dxdt—// w — v)dadt, (5.7)

Agora, notemos que

([ et = [, i (op)a A - )t

e por meio de integracGes por partes, vale
J[ oz —gydzdt = [[ plz =)+ apels — y)e + Ap(z — y) dudi —
Qr T

—/ p(z —y) dx—i—/o {apm(z—y)];dx

desde que z e y sdo solucdes de (3.1)), entdo 2(0,t) = z(1,t) = y(0,t) = y(1,t) =0 e
z(x,0) = y(x,0). Além disso, por (y,v), (z,w) € C(yo,T), y(x,T) = z(x,T) = 0, por con-

WV

WV

seguinte, as duas ultimas integrais do lado direito da igualdade acima sdo nulas. Prosseguindo,

//QT L7p(z — y)drdt = / /QT p(z = y)e + paa(z — y)o + Ap(z — y)dudt,
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aplicando integracao por partes,
// L*p(z — y)dxdt // (z—y): — (a(z — y)x) + pA(z — y)dzdt +
Qr x
+/ pa(z — y)z Lt
0 0
Como p satisfaz o problema (5.8, a dltima integral acima se anula e obtemos
// L*p(z — y)dzdt = / pL(z — y)dzdt,
Qr Qr
pela linearidade do problema ([3.1)), vale
// L*p(z — y)dxdt = // — v)dxdt,
Qr qr
e, substituindo em ((5.7)), resulta em
’](Z w) J(Z/u )7 V<Z, w) eC (y07 T) :

Portanto, fica verificado que (y,v) estd em C (yo, ") e minimiza o funcional J. [

Observacao 5.4. Devido e (5.9), notamos que a funcdo p descrita na[Proposicdo 5.3

resolve, pelo menos no sentido fraco, o seguinte problema:
L (p2L*p) + py *ple = 0, (x,t) € (0,1) x (0,T),
p(x,t) =0, (—p2L*p) (x,t) =0, (z,t) € {0,1} x (0,T), (5.8)

(p~2L*p) (2,0) = wo(x), (p7L*p) (¢, T) =0, x € (0,1),

que é de segunda ordem no tempo e de quarta ordem em espaco.

5.2 REFORMULACAO DA IGUALDADE VARIACIONAL

Tendo em m3os a|Proposicdo 5.3 uma estratégia para encontrarmos a solucéo (y, v) para

(5.1)) é inicialmente resolvermos (55.5)) e depois usarmos ((5.4)).

5.2.1 Uma reformulacao variacional equivalente

O intuito aqui é reescrevermos a igualdade variacional (5.5) em termos de uma nova

variavel z dada por

2(x,t) = (T — ) “py H(x, t)p(x,t), (2,t) € Qr, (5.9)
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para algum o > 0 adequado.

Definamos Z como o complemento de P, para o produto escalar

(2,2)7 == / /Q LT £)poz) L* (T — )7 po7) dadt + / /q (T 1z dudr,

ou, de forma equivalente,

Verifiquemos que

Z={(T'—t)""pop:p € P}

p’lL* (T —t)%poz) = A1z + Aoz + Azzy + Ayzes,

em que os A; = A;(z,t) satisfazem

A4 = —CL(T —

De fato, desde que

Az = —2af,(T — t)*T/2 — q (T — t)°+3/2,

t>a+3/2.

(5.10)

A= ( (@ +3) = (ab), ) (T —1)72 = (aﬁi + ﬁ) (T = 1)°712 4 A(T — )43,

Ay = —(T — )32,

P L (T = 1)%po02) = —p~ (T = 1)°poz), = p~ (al(T = 1)%p02).) +p " AT = 1)*poz,

I II 117

entao, referente a parcela I,

—p (T = 1)poz), = — p~ " ((T = )°(T — )**p2),

= —p (T =0)*"2p2),
=—p (T~ t)(”%?:)t p+p(T — t)”+32]

= — (T =1)*22) = (Inp)(T —1)*"22

= (a—i- z> (T — t)‘”%z — (T — t)‘”%zt — (ﬂ(m) )l(T— t)‘”%z

T—1

T—1

(T —1)?

1

- <O‘ L T t)aﬂ e (T - 1)

_ (a + 2) (T — )% — B(2)(T — t)a—%] s (T — 1)z,

:Ka+§yT—wM%—<M”>YT—wMﬂz—wﬂ%fﬁa

3
ZZt
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Referente a parcela 117,

o (ol - 0me),) = o a0 -ntee) )

xT

= —p (T —=1)""3(alp2)a)

= —p (T =) (apez +apz,)

= —p N (T —t)**: (apm)xz + apeze + (ap)aze + apzm}

= —p N T — 1) [apoz + apuc? + apzy + Qupze + apyz,
+apZe]

= —(T- t)aJ’% l% (ﬁgﬂt)x 24 ap paz +a (fffl)x 2z

+a.z, +a (ﬁ(f)t>x Zz + aza:a:]

= — ((T - t)‘”éamﬁz + (T — t)a+gap_1pm>z

Referente a parcela 111,

pLAT —t)%poz = p TA(T —1)*(T —t)2p2

Desta forma, considerando

Av=((a+3) = (@Ba),) (T = 0172 — (B2 + B) (T — )22 1 A(T — 1)o+3/2,
Ay = —(T — 1)+,
Ay = —2aB,(T — )2 — a, (T — )2,

Ay = —a(T — t)*T3,

obtemos

p LI ((T — t)*poz) = Arz + Agzy + Azzp + Ayzps,



57

ou ainda, pela substituicdo assumida em ((5.9)),
pLp = Avz 4 Aoz + Asze + Aszey.

De forma anéloga, se Z = (T' — t)~%py ' (x, )q(z, 1), ou seja, q(z,t) = (T — t)%poZ, vem
p ' LYq = Az + AsZ + AsZ, + AsZa,.

Consequentemente, a igualdade variacional fica reescrita como segue:

// (Alz + AQZt + A32’$ + A4Zx$) (Aﬁ + Agzt + A3Zm + A4zaca:) dxdt
g 1
[ @ =t pos(T = 0% pozdadt = [ yol@)(T — 0)° po(a, 0)z(a, 0)da,
ar

Vze Z,z € Z,

isto €,

// (AlZ + Agzt + Agzx + A4sz) (A1§ + Ag?t + Ag?x + A4§xx) dxdt
’ 1
+// (T —t)** 2z dxdt = Ta/ yo(x)po(z,0)Z(x,0) dz, (5.11)
qr 0

VzeZ;ze Z.

A boa colocacdo desta formulacdo segue como consequéncia da boa colocacdo para ((5.5)).

s

Observacdo 5.5. Para garantirmos que todos os coeficientes A; estejam em L*™ (Qr), €

a—1/2 em Al

suficiente considerarmos « > 1/2, assegurando que a parcela (af3% + 3) (T — t)
seja finita. Na verdade, observamos que, em virtude da mudanca de varidvel, os pesos p e
poem p*L*p = p~tL* ((T — t)*pyz) compensam-se entre si, de modo que nenhuma funcio
exponencial aparece mais em ((5.11).

Em virtude da mudanca de variavel (5.5), e consequentemente da caracterizacdo (/5.10)),

o seguinte resultado é valido:

Teorema 5.6. A igualdade variacional possui exatamente uma solucdo z € Z. Além
disso, a soluc3o dnica (y,v) para o problema extremal é dada por

y=p (A2 + Apzy + Aszy + Agzee) € v=—(T —1)%; 21, (5.12)

onde z € Z resolve (5.11)).
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6 APROXIMACOES NUMERICAS

Neste capitulo abordamos a passagem do problema abstrato para o problema dis-
creto vinculado a ele. A mudanca entre as duas abordagens para uma equacdo diferencial
parcial qualquer é descrita detalhadamente em (CIARLET, [2002)), ver também (RINCON; LIU,
2020).

Para o que segue, consideremos a forma bilinear m(-, ) definida por
m(z,%) = / / (A2 + Aozy + Asze + Ayzen) (A7 + Az, + AsZy + AyZy) dudt
T
+ / / (T — )22z dudt
qr

e a forma linear ¢ definida por

1

(t,7) = T° /O yo(2)po(z, 0)Z(z, 0) ddt.
Entdo, (5.11]) é reescrito como segue:
m(z,z)=((,z), VzeZ, z€LZ. (6.1)
Para uma melhor fluidez, recordemos que estamos considerando
Poz{qEC’OO<@T) :qg=0em ET}
e P como completamente de P, com relacdo ao produto interno

(p,q)p = / / p 2 L*pL*qdxdt + / pepqdadt.
Qr ar

6.1 APROXIMACAO EM DIMENSAO FINITA

Para um espaco de dimensao finita Z;, C Z, estamos interessados em estudar o seguinte
problema:

m(zh,fh) = <€7§h> VZn, € Zn,  zp € 2. (62)

Observacao 6.1. Dizemos que € o problema discreto associado ao problema abstrato

.

Desde que todo subespaco de dimensdo finita de um espaco de Hilbert é ainda de Hilbert,

o problema ([6.2)) estd bem definido. Além disso, vale o seguinte resultado:
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Lema 6.2. Sejam z € Z a tinica solucdo de e 2, € Zy, a dnica soluc3o de (6.3). Entdo,
I = 2l < g 2=l
Demonstracao: Observemos que para z;, € Z;, arbitrario, vale
Iz = zullz = m(z—zn 2 —2n)
= m(z—zn,Zn—2n) +m(z — 2n,2 — Zp) .

Como consequéncia da diferenca de (6.1)) por (6.2, o primeiro termo se anula para qualquer

Zn € Zp,. Para o segundo termo, em virtude da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
m(z —zn, 2 —Zn) < |lzn — 2|, |1Zn — 2|, . VZh € Zp.
Desta forma,
Iz = 2nllz < Iz =Znllz,  VZh € Zn,
ou seja,
2 = zall < _ing 12—zl

Consideremos o operador de interpolacao II, : Py — Z;, e assumiremos que o espaco de

dimensdo finita Z;, seja escolhido de modo que
|\Ipz -2, >0, he H, h— 0, Vz € F. (6.3)

Desde que a convergéncia anterior esteja assegurada, o resultado abaixo é valido.

Proposicdo 6.3. Sejam z € Z a solucio de e z, € 7y a solucdo de para cada
h € H. Entao,

|z — znll, = 0 quando h € H,h — 0.

Demonstracao: Seja € > 0. Da densidade de Py em Z, existe z. € F, tal que
|z — 2, <e.

Logo, deste fato e do [Lema 6.2] se verifica que

N

_in

nf 2=zl

HZ_ZhHZ

N

Iz = Tzl ,

N

HZ - ZsHZ + HZE - th:-:HZ

N

e+ ||z — Hpz|| 4.
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Em vista de (6.3), ||2. — 52|, vai para zero quando h € H,h — 0, por conseguinte, o

resultado segue. |

A seguir, descreveremos o espaco Z; adequado para o nosso objetivo e provaremos a

convergéncia (6.3)) para o mesmo.

6.2 OS ESPACOS DE DIMENSAO FINITA Z,

Os espacos Zj, devem ser escolhidos de forma que p~ ' L* ((T' — t)®po2y,) pertenca a L? (Qr)
para qualquer z;, € Z,. Isso significa que z;, deve possuir derivadas temporais de primeira ordem
e derivadas espaciais de primeira e segunda ordem em L_ (Qr). Assim, uma aproximacio
baseada em uma quadrangulacao ou triangulacdo padrao de ()7 requer espacos de funcoes
que devem ser, pelo menos, C° em t e C'! em .

Para inteiros N, e N, suficientemente grandes, definamos

1 T
Ax = —.  At:

N =N e h:=(Ax,At).

Além disso, seja H = {h € R?:h= (N%, %) com N,, N; € N}. Assim, consideremos Qj, e

2;, as quadrangulacdes uniformes associadas respectivamente a Q1 e g7, isto é,

QT:UKGQT:UK

Kegy Ke2,

e assumiremos que {Qy, }5 e {2y }1, sdo quadrangulacdes normais. Ent3o, é natural escolhermos

0 espaco Zj como segue:
Zn={z € Ci) (Qr) : wnlyx € P(K), VK € Qh, 2, =0em Nr},

1.0 [~ 7 ~ aY . . ~
onde C,; (QT> é o espaco das funcdes em C° (QT> que possuem derivada parcial com relacao

3 z continua em Q1 e P(K) denota o espaco de funcdes polinomiais em z e ¢t composto por
P(K) = (P3, @ P1y) (K),

em que Py¢ é o espaco das funcdes polinomiais de ordem ¢ na varidvel . Observemos que
P(K) é escolhido em consonancia com o problema ((5.8)).
Conforme a geometria especifica de ()1, analisaremos a situacdo para uma quadrangulacao

uniforme Q;,, onde cada elemento K;; € 9, tem a forma

Ky = (xk,l“kﬂ) X (tz,tm),
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com

Tl =T+ Ax et =1t + At,

parak=1,...,N,el=1,..., N,
Dado k£ € {1,...,N,}, denotaremos por (Lit),c;c5 as funcdes Hermite associadas ao

intervalo [z, xx+1]. Elas sdo definidas por

L0k<l’) - (Aac+2m—2(acAkl()§m—ac+xk)27 le(l‘) — (m—xk)2(_(iz_;_32xk+3Ax)’
—x r—xtz))? Az R
Lop(z) = @ k)gﬁw o) Lo () = = sz(xA) tar)

Como propriedade, se f € C' ([ak, zx41]), a funcdo

1 1
(Maof) () == Lin(x) f (@isr) + Y Livow(®) fo (Titk)
=0

=0

é o Unico elemento em P3 ([2x, xx11]) que satisfaz

(Oaef) (@pri) = f (@rri) e (Hanf), (@rs) = (f2) (@k44), 1=0,1.

De forma andloga, para [ € {1,...,N;}, denotaremos por (L;) as funcoes Hermite

0<y<1

associadas ao intervalo [t;, t;41]. Eles sdo definidas por

Egl(t) = 7)&[722At, ﬁll (t) = %7

e, como propriedade, se f € C' ([t;,t41]), a funcdo

1
HAtf Z ]+l
é o Unico elemento em Py ([t;,t,41]) que satisfaz

(Tacf) (tj41) = f (i) -

Para mais informacdes sobre as unicidades citadas, referenciamos a subsec&o 3.1.3 de (RINCON;
LIU, [2020) ou (CIARLET] 2002).

Seguindo estas consideracdes, observamos que um elemento 2, € P (K};) é unicamente
determinado por {z (Tktm, tisn)} € {(2n), (Thtm, tizn)}, para m,n = 0,1 e o seguinte re-

sultado é valido.

Lema 6.4. Sejam u € P, e a fungdo Il,u da seguinte forma: em cada

Kkl = (.Z'k,.’ll'k—i- Al’) X (tl,tl + At)
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definamos

Myu(z,t) = Y Li(x) Lj(O)u (Tirrs tisn) + D Livar(®) Lj(O)ue (Tign, i) . (6.4)

i,j=0 4,j=0

Entdo, 11,u € a dnica funcdo em Z;, que satisfaz
Hhu (l‘k,tl) :U<£L'k,tl) e (Hhu (:L'k,tl»x = Uy, (iL’k,tl>,

para todo k € {1,...,N,} el € {1,...,N;}.
Observacdo 6.5. O mapa linear 11, : Py — Z), considerado em é denominado opera-

dor de interpolacdo associado ao espaco Zj,.

O Lema a seguir serd usado para provarmos a convergéncia (6.3)) para o espaco Zj, descrito

anteriormente.

Lema 6.6. Para qualquer u € Py e (z,t) € Ky, tem-se:

1 1
u— Ilpu = Z MijUz (Titk, Ljvr) + Z Lin LR [w; @i, tjga]

i,j=0 4,3=0
onde
mij(x,t) == (Lix(2) (x — i) — Litax(2)) £;(t)
e
‘ ‘
R[w; Tty (2,8) = /tw we (Tiaks 8) ds + (& — Tivg) /tw (t — 8)ttay (Tin, 5) ds

+ ’ (x — $)Ugs(s, t)ds.

Ttk
Demonstracao: Aplicaremos a expansdo de Taylor com resto integral para cada um dos
quatro pontos que compdem a expressdo que define o operador de interpolacdo (6.4)). De

forma geral, para o ponto (%4, %;4+), a expansdo é dada por

t
w(z,t) = u(Tipk, tjn) + (@ — Tigr) Us (Tivks Tj41) +/t w (Tiyk, s) ds
7+l

xT

+ (.QT - xi-i—k) /t (t - S)ua:t (xi-i-k‘) S) ds + (I’ - S)uxx(sv t) dS,

titi Ttk

desta forma,

t
W@ i) = (@ d) = (0= 2 e (o ) = [ @i, s) ds
J+
t x
—(x — :UHk)/ (t — 8)Ugt (Tigp,s) ds — / (= $)Uge(s,t)ds.

tj+l Titk
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Substituindo isso em ([6.4)), resulta em

Hhu(xvt) = Z Lik(x)‘cjl(t) (u(:v,t) - (ZL‘ - mi-ﬁ-k) Uy (xi-i-k?tj-H) - /t Uy (mi-i-k? 3) ds

i,j=0 it
t T
— (x — xz+k)/ (t — $)ugpt (Tiyp, ) ds — / (T — $)Uzs(s, t)ds) (6.5)
Ly Titk
1
+ Y Livor(@) Lia(t)ue (Tigk, tiga) ,
ij=0
logo,
1 1
Mpu(a,t) = ula,t) Y Lu(x)Lau(t) = Lz‘k(l‘)ﬁjl(t)(@ = Tiik) U (Titk, L)
i,j=0 irj=0
t t
—l—/t U (Tigk, $)ds + (x — Tipx) /t (t — 8)ug (Tiyk, s)ds (6.6)
J+1 g+l
- 1
+ (x — $)uzs(s, t)ds) + > Lipop(x) Lt uy (Tigw, tjsr) -
Tit+k i,j=0
Sendo

21: sz<l')£]l(t) = (L()k(l‘) + le(l‘)) (ﬁol(t) + ,Cll(t)) =1.

i,j=0
Ent3o, ap6s substituirmos em (/6.5)), subtrairmos u(x,t) em ambos os lados e agruparmos

os termos envolvendo wu,(x; x,t;4+;), obtemos

1

u(a, ) = (e, ) = 3 (Lan(w) (2 = 20) = Lia(@)) £5(8)us (i 1)

i,j=0
1 t

+ Z Lir(z)L(t) x (/ Uy (Tigk, 5) ds
i,j=0 titi

T

+ (. — k) /t (t — $)ug (Tiyp,s)ds + (x — ) Uz (s, t)ds) )

Liti Titk

Portanto, o resultado segue ao definirmos

mij(2,1) = (Lin(2) (& = 2) — Liyas()) £5(1)

e
¢ ¢
R (w; g, tiwt] (z,t) = / U (Tivg, 8)ds + (x — xi4p) / (t — $)ug (Tiyk, ) ds
titi titi
+ (x — $)Ugs(s, t)ds.
Ttk
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6.3 Estimativa para ||z —II,z||,

Provaremos agora a convergéncia (6.3)) para 11,z como definido em (6.4]). Para tanto,

fixemos z € F,. Devemos provar que
|z — Huz|lz — 0, quando Az, At — 0T,

ou melhor,

//Q |A1(z — TTp2) + Ag(z — TTp2) + As(z — p2)e + Ag(z — l_Ihz)m\2 dxdt+
T

(6.7)
+ [[ (=22 = Myl dadt — o,
qr
quando Ax, At — 0. Mostremos inicialmente que
/ / 1% |2 — Ty dadt — 0, (6.8)

Para cada K}, € [Z}] (quadrangulacdo correspondente ao ¢r), obtemos

Il ( ) |2 — Tz dedt < TM// |2 — Tz dadt. (6.9)
K

Analisando a integral do lado direito de ([6.9]), em virtude do [Lema 6.6] a seguinte igualdade
é valida:
2

1 1
// |Z — thl2 dxdt = // (Z Mij2Zy (IZ’, tj) + z LVC]R [Z; Litk, tj+l]) dxdt.
Ky Ky

i,j=0 i,j=0
(6.10)
Como, dados a; € R e k € N, vale
2k 2 2k
Soai| <283 (a)?,
i=1 i=1
(6.10) torna-se
// |z — I, 2| dadt <8 Z // mij2e (23, t5) |7 ddt
1,7=0
+ 8 Z // |le£]lR [Z Litk, g—i—l” dxdt
= (6.11)
Sl Y J[ gl

4,j=0

+8 Z / / L LR [2 g, tyd]|” dacdt.

1,7=0
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1
Em particular, analisando Z // |LirLiR [z;mi+k,tj+l]|2dmdt, o fator |R[2; Titk, tj4i]]
K

irj=0
satisfaz
R [2; ik, ]|
t t T
< / 2t (Tivk, $)ds + (v — xipg) / (t — 8)zpt (Tigp, 8) ds + (x — 8)zga(s, t)ds
b4 Lyt Titk
t t T
<[ (@) s+ o = ziel [ 1= sllzaleie s+ [ o= sllza (s, 0lds
b+ L+l Titk
t 12 7 1/2 . 1/2
< (/ 12ds> (/ |2 (Tigks S) |2d3> + |z — g (/ (t — S)2d8) X
tiv tiv it

. 1/2 . 1/2 . 1/2
x ( / |zzt(xi+k,s)|2ds> + ( / (x — 3)2d5> ( / |zm(s,t)|ds) ,
tiy Titk Titk

desta forma,

IR [2; Tigr, L]

. 1/2
<t =t 1z (g, M2 ) 12 = il (/ (t— 3)2ds> X

b+
T
X N[ 2at (Tishs M L2y 0,0y T (/x

itk

1/2

<x—sfw) oae e Ol

3\ 1/2
\f—;jm) "

1/2

R TR [N T *Wx—xwﬂ<

|z — xin]? 1z
X |2zt (Tisk, ')HLZ(tl,tH_l) + 3 ||Zm("t)||L2(xk,xk+1) :

Desde que para quaisquer a,b,c € R vale (a + b+ ¢)? < 3a® + 3b? + 3¢?, segue
2 2
R [2; @ik, ta]|” < 3|20 (@i M z20, 1) [E — L]

2 3 2
+ (@ = zigr)” [ = il [z (o 2000

3 2
+ |:L' — I‘i+k| HZa:x<'7t)||L2(wk,CEk+1) ’
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onde as normas do lado direito sdo finitas em virtude de estarmos considerando z € F,.

Consequentemente,
Z // \LiLyR (2 i, s> dadt = Z // o ty]| dudt
i,7=0 Kt i,7=0

< 3 sup Hzt(xa‘)Hy(tl,tlH)

TE(Tk,Tht1)

Z//K )| |t — t;| dzdt

4,7=0
+ sup |z, )||L2 (tistie1) (6.12)

z€(Tk,Tht1)

Z// 1Li(@) LD 1t -t (x — )? dedt

4,7=0
+ sup Zox (o, T _—
te(tl . [ERCRIT Frr——
Z // o — a;]® dadt.
4,7=0 Kt

Calculando as integrais acima:

1) Para // L) C; ()2 |t — t;] ddt.

Notemos que

ti+A
// 2t —t;| dedt = / Iz |t—t|dt/ 2)2d,
Ky 17}
// ()2 |t — t;] dadt
1,j=0 K

ti+At 5 t1+At 5
= ([T e P It = tusol dt+ [ L0 |t~ trealdt ) x
1 l

T +Ax 9 zp+Ax 9
x / |Lo()] dx+/ Li(2)) dx | .
Tk Tk

Considerando t =t —t; e T = x — x, e dado que ¢ € [t;,t; + At], vem

Z//K OP [t -t (@ — @) dwdt

1,7=0

= (/0 |,Co(t—|—tl)’2tdt+/oAt|£1(t+tl)|2(At—t) dt) X (6.13)

Azx 9 Az 9
x (/O ILo(T — z1)] dT+/0 IL1(T — )] dm)

Analisemos individualmente as integrais que compdem (|6.13]):

i)
At - 2, o At —1 (At)?
/0 Lo (E+ ) tdt_/o (At> fdi ==

logo,
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i)
[ P o -Ha= [ (Att) @t -t =
iii)
Aw 2 [Ae mx+%MAx—@227_13
/0 |Lo (T — zp)|" dT = /0 l (Ar)? ] dz = ﬁA:v.
i)

Aw o (A 22(3Az—27)]° . 13
/0 |L1 (T — )| dx:/o [M dz = —Ax.

Desta forma, substituindo em (6.13)), obtemos

SN )
- A Az) = 2 Az
//KM (OF It ;] dedt = ( 2 12 )\ $+35 7) = 15 20 (AD"
(6.14)
1) Para Z // OP |t =t (x — 2:)? dudt.
4,j=0
Notemos que
t+At 3 Tp+Ax
| o Pt = ty) dudt = [ 1L P =6 dt [ L) (e - @) da,
Kpy t Tk

dai,

// 21t — t,]° (@ — ;)dudt
i,j=0 K
t+A 9 3
= ([ 1o e~ tl e+ / NP [t =t dt)
T +Ax 9 T +Ax 9
x ( [ @ @ = Pdet [ @) (@ - 2i)de )

k

Considerando t =t —t; e T = x — x, e dado que ¢ € [t;,t; + At], vem

zzo//K | |t_t| (I—Ii)dedt
= (/0 Lo+ 1) T dt+/OAt ]ﬁl(t+t1)!2(At_t)3dt> y (6.15)

Az - 9 o9 . Az - 9 9
X |Lo(T — x)|" T° dT + |L1(T — zp)|” (T — Ax)*dx | .
0 0

Analisemos individualmente as integrais que compdem (|6.15):
i)
At 5 A UAE—T\ L, (A
Lo+t 2t3dt:/ £ di = .

/OAtwl (t+tl)]2(At—t)3dt:/At (&)2(&—@ gi— 200

0

i)
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i)

Az 9
/ |Lo (T — )| T2dT:/
0

Ac [(Am +27) (Az — x)Q] QTQdT 19
0

(Az)?
iv)
Az | T2 (3Ax — 27) 19
—2 2
/0 |Ly (T — xp,)|° Z2dT = / [M] T9dT = —Ax.
Desta forma, substituindo em (6.15]), obtemos

(At (Ap)? (19 19 )
t—t;|dedt — Az + ——A
320//K e =l de ( 60 60 )\630"" 630"
19
— 7 Az(ADh 1
o150 % (AY) (6.16)
1) Para Z // 2 |z — o dedt.
4,j=0

Notemos que

ti+A
// O | — zif* dedt = / |2dt/ 2)2la -z, da,
Ky 3]

dai,

Z //K ‘ ‘t_t‘ (x — x;)dzdt

4,7=0

t+A 9 ti+AL 9 Tr+Az 9 3
= ([ e [ P ae) ([ Lo@) o - aifda
! l Tk
rp+Az 9 3
+/ \Li(2)|? |2 — P dz ) .
Zp

Considerando t =t — ¢, e T = x — x;, e dado que t € [t;,t; + At], vem

r — x;|2dxdt
z]ZO//K | ’
At
= (/0 |£o(f+tz)|2 df+/0 |£1(f+tl)|2 dt) X (6.17)

Az B 2 5 . Az B 9 3
X |Lo(T — xp)|" T° dT + |L1(T — )" (Azx — )7 dT | .
0 0

Analisemos individualmente as integrais que compdem (|6.17]):

i)
M e S (AT L A
/O Lo (F+ )] dt—/o < N ) di ==

At - y At [ F\?2 At
4t dt:/ I
[eerara= [7(5) @5

i)

|
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B sz = [ (BRI e = oot
iv)
[ 1 ey = [ | FEESED] (e i = gt

Desta forma, substituindo em (6.17)), obtemos

At At /11 11
- — (22 (At (A
jzo//x (OF |t = 5] dude (3 " 3)(84()( "+ 510 @)

= 61310(Ax)4At (6.18)
IV) Para Z // imy;|* dedt = Z //K x—ZBi)—Li+2(:p))£j(t)|2dxdt.

kl
Notemos que

ti+At Tr+Ax

//K O |z — 2i]® dwdt = /t |£j(t)|2dt/xv (Li(2) (x — ) — Lyso())? da,

1

//K OP It =t (@ — 2i)dedt
i,j=0 ki

t+AL t+AL
_ (/t \Eo(t)IZdtJr/tl |L’1(t)|2dt> «

X ( / T Lo(@) (3 — 1) — Lo(@)) dar + / j’“m (Li(x) (z — ) — Ly(x))? d;z:) .

k

Considerando t =t —t; e T = = — x;, e dado que ¢ € [t;,t; + At], vem

Z // \my;|* dadt

4,7=0

_ (/0 |£0(t—At)|2dt+/om|[,1(t—At)|2dt> x (6.19)
X </0Aw (Lo(x — Az)T — Lo(T — Ax))zd:p + /OM <L1(x — Ax)T — L3(x))2dzp> .

Analisemos individualmente as integrais que compdem ((6.19)):
i)
Az 9
/ (Lo(Z — Az)T — Lo(T — Ax))2 d
0

_ /OA:C ((Am - 2(92£)A3x — ) _ x(?AxI—)f) > .
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i)
/O Y (L1 (7 — A2)T — Ly(7 — Ax))’ d
e (P(BA-27) P(Ar-7)\
- /02 ( Bap T By ) o

= ()

Desta forma, substituindo em ([6.19)), obtemos

1 2 2 8
Z// | dedt = ( 3>(315+315>:945'

2,7=0

Substituindo ((6.14]), (6.16]), (6.18]) e (6.20]) em (6.12)) e (6.12)) em (|6.11]), obtemos

2
‘//l{kl |z — pz|" dedt < 945(Ax) At||zx||Loo(Kk)
312

2
+ﬁA$(At) rE(:fi?ch) HZt(x’ .)||L2(tl,tl+1)
152 4 2
i S
PO (AR AL sup [z (D)
T A
Dado que qr = U Ky e
Kri€2r
At=t,—to=...=ty, —tyn,1
Ar =121 —29=...=2ZN, — TN, _1

obtemos que

J[ =P drdt < Kalarl 2y (D)

T
+HKo|w| ||Zt||L2 0,T;L<(w (At)
Bl 2 a0 i (A2) (A1)

+K4T ||Z:mHL°o(o T:L2(0,1)) (Az)*,

onde os K; s3o nimeros finitos.

Logo, ocorre, a saber,

// )% |z — I, (2)| dedt — 0 quando Az, At — 0.
qr

(6.20)

(6.21)
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Por outro lado, a fim de mostrarmos que a primeira parcela de (6.7)) vai para zero, considerando

a > 1/2, temos, em consonancia com a [Observacdo 5.5, a garantia que os Als € L>®(Qr),

adicionalmente, notemos que

//Q Ay (2 = T2) + Ag (2 — Tp2), + As (2 — Ipz), + Ag (2 — y2), | dadt

T

< 4|]A1Hioo(QT)//Q \z—th]Zdwdt+4HAQHiOO(QT)//Q (2 — Iy2), |2 dadt +
T T

4| As 2 //QT (2 = Wa2), [P dadt + 4| A2, //QT (2 = Tpz), | dudt.

Procedendo de forma andloga ao feito para [f |z — th]2 dxdt, concluimos que

// (2 — T,2),|” dadt, // (2 — T,2),|* dadt, // (2 — T2),,|* dedt — 0,
T Qr Qr

quando Az, At — 0, resultando em

// |Ay (2 — Ty2) 4+ Ag (2 — T1y2), + Ay (2 — My2), + Ay (2 — T1,2)_|* dadt — 0,
(6.22)

quando Az, At — 0. Portanto, de ([6.21]) e (6.22)), obtemos (/6.3)).

Como discutido no inicio do capitulo, verificada a convergéncia (6.3)), a |Proposicdo 6.3]

estd assegurada para o espaco de dimens3o finita considerado nesta anélise e, em particular,

vale o seguinte resultado.

Teorema 6.7. Seja 2, € 7, a tinica solucdo de e sejam v, vy, as funcdes definidas por
Yp = pil (Alzh -+ Agzhﬂg -+ Agzh@ + A4Zh7;m) € Vp = —(T — t)apalzhlw.
Entao,

v —=vnllege =0 € [y —wnllzgn — 0 quando h— 0"
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7 EXPERIMENTOS NUMERICOS

O conjunto de experimentos a seguir, foi realizado com auxilio do software FreeFEM++.
Seguindo as consideracdes especificas de (CARA; MUNCH) 2013)), apresentamos um experimento

numérico relativo a (6.2)), a saber,
mn (2n,Zn) = (b, Zn)  VZn € Zns 2w € Zn,

que pode ser vista como um sistema linear envolvendo uma matriz esparsa, definida positiva

e simétrica de ordem 2N, N,;. Denotamos por M), esta matriz, de modo que

(2n:2n) 7, = (M {zn} {Z0}) -

Observacao 7.1. A matriz M, é conhecida na literatura por matriz de rigidez ou matriz

global.

Obtido a varidvel z;,, em virtude de , o controle v, fica determinado por v, =
— ((T — t)ap(jl) zpl,. A aproximacdo y, é obtida resolvendo , usando o método dos
elementos finitos no espaco e no tempo de maneira padrao. Observe que a condicdo de oti-
malidade y;, = p;, 2L py, fornece uma segunda maneira de obtermos yj,, entretanto, é menos
robusto, devido a estrutura de L*.

Destacamos a divergéncia entre os dados obtidos aqui e em (CARA; MUNCH| 2013)), a qual
ocorre principalmente em virtude dos programas usados para as simulacdoes. Usamos o Free-
FEM++, que automatiza a escolha dos espacos de aproximacao, por outro lado, no MATLAB,
programa usado em ((CARA; MUNCH| [2013)), essa escolha é feita de forma manual, descrevendo
as funcOes da base do espaco de elemento finito. Desta forma, as aproximacoes obtidas |4
usaram como fun¢des base os polindmios de 32 ordem L (x), ¢ = 1,...,4, para o espaco
e os polindmios de 12 ordem Lj(t), 7 = 0,1, para o tempo, como considerados anterior-
mente. Entretanto, o FreeFEM++, por fazer essa escolha automética, ndo permite definirmos
paralelamente a escolha de diferentes espacos de aproximac3do para variaveis distintas.

Descreveremos agora os dados e as funcdes auxiliares usadas para o experimento. Dado

s € (0,1), consideremos a fun¢do [ :

z(l—2x e~ (w=cs)’
S x - )
/BO7 ( ) S 1_ )6_(8_09)2
onde
1-—2s
Ce = 8 —



73

Se s pertence a w C (0,1), verifica-se que [ s satisfaz as condi¢des (4.5]). Consideremos
p e po como em (4.5) com By = fys, com s sendo o ponto médio de w, K1 = 0,1 e
Ky =2 ||60||L°°(0,1) =2

Consideramos uma funco de difusdo constante a = ap = 107! em (0,1). O estado inicial

Yo € a primeira funcdo prépria do operador Laplaciano de Dirichlet, ou seja,
yo(x) = sin(mz).

Além disso, T'= 0,5, A=1lea = % de modo que todos os coeficientes que aparecem

na formulacdo pertencem ao L™ (Qr), como indicado na|Observacdo 5.5/ Sobre a geometria

dos elementos finitos, para termos Ax = At, consideramos N; = 0.5 - N,. Abaixo podemos

observar a malhara para o caso com N, = 20.

Figura 2 — Malha com At = Ax

Fonte: Autor

A seguir, temos as plotagens das funces pesos p~2 e p, 2 com base em (4.5):

Figura 3 — Plotagem de p—2.
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AR N r AT A R

Fonte: Autor
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Figura 4 — Plotagem de p0_2

OO0

Fonte: Autor

Para fazermos uma comparacdo com os graficos obtidos em (CARA; MUNCH, [2013)), seguem

as plotagens de vy, e vy, obtidas neste trabalho (lado esquerdo (a)) e as plotagens obtidas em

(CARA; MUNCH, 2013) (lado direito (b)) para o = 0, s = 0.45 e N, = N; = 80. Nestas

condicdes, o termo A; é singular, em virtude do fator (T — t)~'/2. Desta forma, nos termos

adequados, fizemos a substituicdo de (7' —t) por (T —t + 10719).

Figura 5 — Plotagens de y;

'Iﬁ%%g » R
B-0:098072 [P \\\\ N o ; ;

5‘\ RN H b H
R A\ \' \ H [

Fonte: Autor
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Figura 6 — Plotagens de vy,

-

Fonte: Autor

Adicionalmente, abaixo podemos conferir a evolucdo temporal da normal L? em (0,1) do

estado e controle.

Figura 7 — Evoluc3o temporal da norma L?(0,1)

e | (- )| 210,
, _“,P,‘.',(“_ﬂ”r.-’[r..'ll |

Norma em £2(0,1)

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
t

Fonte: Autor

Nas tabelas abaixo fazemos uma comparacao entre as normas das aproximacoes envolvidas

e o valor dos passos considerados, os quais estamos assumindo sempre Az = At. Além disso,

alguns dados das tabelas listadas em (CARA; MUNCH, [2013) estdo inseridos para termos uma

comparacdo entre os resultados.

Para o caso com w = (0.3,0.6),y(7) = sin(rz),a(z) =107 ,a=0e s =0.45:
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Tabela 1 — Caso w = (0.3,0.6),a =0e s = 0.45

Ax 1/20 1/40 1/80 1/160
thHL?(qT) 1.307 1.874 2.58 3.455
HuhHLg(QT) 2.078 x 1071 | 1.896 x 107! | 1.789 x 107! | 1.748 x 107!

Fonte: Autor
Tabela 2 — Caso w = (0.3,0.6),a =0e s =0.45
Ax, At 1/20 1/40 1/80 1/160
HUh||L2((IT) 1.597 2.023 2.348 2.58
HuhHL?(QT) 1.879 x 1071 | 1.834 x 1071 | 1.826 x 107! | 1.827 x 107!

Para o caso com w = (0.2,0.8), yo(z) = sin(nz), a(z) =

Fonte: (CARA; MUNCH, 2013)

Tabela 3 — Caso w = (0.2,0.8),a=0e s=10.5

100, a=0es=0.5:

Ax 1/20 1/40 1/80 1/160
HUh”L?(qT) 0.701 0.874 1.208 1.789
||uhHL2(QT) 2.446 x 1071 [ 2.398 x 107! | 2.338 x 1071 | 2.28 x 1071

Fonte: Autor
Tabela 4 — Caso w = (0.2,0.8),a =0e s=0.5
Ax, At 1/20 1/40 1/80 1/160
thHLg(qT) 0.971 1.003 1.023 1.035
||U’h||L2(QT) 2.011 x 1071 [ 1.998 x 107! | 1.990 x 10! | 1.986 x 107!

Para o caso com w = (0.3,0.6), yo(z) = sin(nz), a(z) =

Fonte: (CARA; MUNCH, [2013)

Tabela 5 — Caso w = (0.3,0.6),a =0.5e s =045

100, a=05es=045:

Az 1/20 1/40 1/80 1/160
vnl z2g 1.292 1.994 2.927 4.314
lunll 2, | 2:201 x 1071 | 2.121 x 10~ | 2.078 x 10~ | 2.091 x 10~

Fonte: Autor
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Tabela 6 — Caso w = (0.3,0.6),a =0.5e s =045

Az, At 1/20 1/40 1/80 1/160
lvnll 2 (g 1.596 2.005 2.334 2.571
lunll 20,y | 1881 x 1071 | 1.837 x 107" | 1.827 x 107" | 1.827 x 107!

Para o caso com w = (0.2,0.8), yo(x) = sin(7z), a(x)

Fonte: (CARA; MUNCH, 2013)

Tabela 7 — Caso w = (0.2,0.8),a =0.5e s =0.5

107 a=05es=05:

Az 1/20 1/40 1/80 1/160
HUhHL2(qT) 0.94 1.253 1.714 2.443
HuhHLQ(QT) 2.16 x 1071 | 2.07 x 107 [ 2.001 x 107! | 1.946 x 10~ *

Fonte: Autor
Tabela 8 - Caso w = (0.2,0.8),a =0.5e s =0.5
Az, At 1/20 1/40 1/80 1/160
||Uh||L2(qT) 0.896 1.209 1.629 2.286
”uhHL2(QT) 2.19 x 1071 [ 2.077 x 1071 | 1.997 x 10! | 1.941 x 107!

Fonte: (CARA; MUNCH, 2013)

Em ambos os casos, observamos que quando temos mais elementos finitos, |[vp |12, tem

maior varicdo em comparacdo com os dados de (CARA; MUNCH, 2013), este fato evidencia o

impasse descrito inicialmente sobre os espacos de aproximacao.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Pontuamos aqui sobre a utilizacdo e escolha do programa FreeFEM-++ para as simula-
¢Ses numéricas do |Capitulo 7, o qual vem sendo amplamente usado na teoria das equacdes
diferenciais e analise numérica. Tivemos interesse em aplica-lo com um método direto sem a
necessidade de adaptar suas formulacdes, em contraste com o que foi feito em (CARA; MUNCH,
2013), onde usaram o programa MATLAB e aplicaram também outros métodos. Destacamos
que este foi 0 nosso primeiro contato com esta ferramenta e pretendemos aprofundar nosso
conhecimento sobre ela, assim como a teoria vinculada a ela, buscando n3o apenas melho-
res resultados para o problema abordado neste trabalho, como também para outras equacoes
diferencias parciais, por exemplo, os métodos mistos aplicados em (CARVALHO; CARA, 2020),
(CARVALHO; CARA, 2019) e (CARVALHO; CARA; FERREL} [2020) para termos formulagdes que
requerem outros espacos de aproximacao.

Por fim, destacamos que os resultados obtidos com o uso do FreeFEM++ demonstraram o
comportamento esperado ao considerarmos o espaco de aproximacdo com polindmios de grau
um e a aplicacdo de um método primal. Isso evidencia a eficicia da ferramenta, que, por sua

vez, é gratuita e, portanto, permite substituirmos o MATLAB, que exige uma licenca paga.
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APENDICE A - ESTIMATIVA DE CARLEMAN

Por simplicidade, demonstraremos uma desigualdade de Carleman para a seguinte equacao

U — Uge + a(z, t)u =vl,, (z,t) € (0,1)x (0,T),

u(z,t) =0, (z,t) € {0,1} x (0,T), (A1)

u(z,0) = ug(x), z € (0,1).

Aqui, considaremos o seguinte problema adjunto

_¢t - ¢xm + CL(.T, t>¢ - 07 (l’, t) S (07 ]-) X (O7T)7

¢(x,t) =0, (z,t) € {0,1} x (0,T), (A2)

o(z,T) = ¢r(x), z € (0,1).

Teorema A.1 (Desigualdade de Carleman). Existem constantes positivas Ao, So, C' tais que

[ |0) U + el + s0liul? + 56" ot
T

(A.3)
<C (/ | F|* dwdt + e2sa(s¢)3g02dxdt> :
Qr

qr
para todo s = sy, A = Ao e ¢ solucdo de (A.2)).

A demonstracdo apresentada aqui segue as ideias usadas em (FURSIKOV; IMANUVILOV,
1996)) para o caso de uma equac&o parabdlica geral. Além disso, destacamos que n3o estaremos
interessados em explicitar o valor da constante C, sendo assim, no decorrer da demonstracio
esteremos usando a letra “C'” para denotar constantes que, no geral, assumem valores distintos
a cada implicacdo. Referenciamos (CARA; ZUAZUA| 2000) para um estudo onde a constante C'
é abordada com mais cuidado.

Demonstracao: Fixemos ay como no e consideremos

ekao(:p) e/\ao(x) _ 62>‘”O‘0Hc(ﬁ)

o) = Hr—1 °© ale,?) = HT—t)

onde = (0,1). Além disso, F := —¢; — ¢pp + a(x, ).

Identidades sobre ¢ e a:

e)xao(a:)
eAao(x)
ldy ag(z,t) =\ ()2 = Ad()a;

HT — 1)
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s (@, t) = N¢(a0)2 + Ap(00) o
Id; ¢ <KCAp e |au| < CAo (seguem do fato que ag € CQ(Q));
Ids |age| < CX%¢, se > 1;
ldg |au| < CTP? e oy < CT¢?
ld7 Jov.| < CT?¢
Afim de p(z,0) = p(x,T) = 0, facamos a seguinte mudanca de variavel:
p(x,t) = 2@ (2, 1), (A.4)

ou ainda,
oz, t) = e’sa(x’t)p(x, t).

Calculando as derivadas requeridas em (/A.2)):

"y = —souep + e*py;
" Py = —Se Ny, + ey,
_ —Ssx 2.2 _—s« —Ssa —sa
" Qe = —S€ POy, + STaseT D — 2se Y qup, + € Dgy,

e substituindo o, e ay,, vem
Dpy = —S€5 (/\2¢ (ao)i + Ao (Oéo)m) p+s? (Ao (Ozo)ac)Q e %p — 2se** (A (w),) Px + € Paa.
Substituindo ¢y, ¢, € ., em (A.2)), obtemos
Fo= —e ™ (—sap+p) +se ™ (/\2¢ (a0)s + A¢ (Oéo)m) p—s" (A (a),)’ e *p
+25¢7°% (Ap () ,) Pr — € **Paa + ae—** ",
ou ainda, multiplicando ambos os lados por —e™**, decorre que
e P = —sayp—p—s <)\2¢ ()2 + Ao (Oéo)m) p+5° (Ao (n),)" p
—25 (A (@0),,) o + Paw — ap-
Feitas essas consideracdes, definamos
Mip := —25X* () 26p — 25A¢(00) P — Pt

Mop := $*X2¢*(0)2p + paw — SO,

G = e 5F + sAP(ap)zep + ap — sN2é(ap)2p.
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Logo, o sistema ((A.2)) torna-se

M1p+M2p:G, (xat) € (071) X (O?T>7
p(z,t) =0, (z,t) € {0,1} x (0,T), (A.5)

p(z,0) =p(x, T)=0, x€(0,1).

Agora, consideremos a norma L?(Q7) em ambos os lados de (A.5);, ou seja,

1Myl T2 (gr) + 1Mol + 2(Mip, Mop)2(@ry = |G llZzgy)- (A-6)

Notemos que
3

(Mip, M2P)L2(QT) = Z ((Mlp)i ) (M2p)j)

ij=1

A7
L2(Qr)’ ( )

em que (Myp); denota a i-ésima parcela de M;p.

Analisemos individualmente cada um dos 9 produtos internos que compdem (A.7)).

12 - Para ((Mlp)l, (Mgp)l) = ( — 25\ (Oéo)i op, 82N (%)ip)

Para tal termo, notemos que

L2(Qr) L2(@Qr)

((Myp)1, (Map), ) g = 25N / / )20°p® dudt. (A.8)

22 _p M M: =2 vy 367 (c0); ) '
ara ((Mip)s, (Vb)) ) = (= 2930 (@0), o 52307 ()2 o

Observemos que
(MLP)y . (MoP),) g,y = =28 [ 6 (ao)ipipdudt
T
?
- —233)\3// ¢*(ap)? () dxdt
T 2),
_ 333 30 \3] .2
= s°A /QT [qb (ag)x}mp dxdt
= N [ [36%6.(00)2 + 30 (00)2(00)s | ? drdt.
Qr
Desde que ag € C(9) e pela identidade , segue que
(MiP)y, (MaP),) o] < 35°N! / & (o) p2dadt + 3Cs°N3 / Fpdrdt. (A.9)
Qr Qr
Assim

(MiP)y, (MaP),) 2y = 35°A! / /Q & (o)’ p*dwdt — 3Cs*N? / /Q Fp?dudt. (A.10)
T T

. _ 212 12 2
32 - Para ((M1p>37(M2p)1)L2(QT) (pt’ TG mo%p)L?(QT)'
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Temos que
242 2 2 P’
((M1P)3>(M2p)1>L2(QT) = s°A //QT¢ (a0) <2>t dadt
1
= =5[] 2064(00)2p? dadt
2 Qr
Dai,
[(Mip)y, (Mab)y) ] = 52 [ /Q $(CT6?)(a)2p? dudt
< OTs\? / / Sp? dwdt,
ou seja,

(Mip)s, (Map),) 2y > —CT*N // &p? dudt. (A.11)

Com isso, de (A.8)), (A.10) e (A.11),

(Mp, (Map)1) , = ((Mip)s + (Mip)s + (Mip)s, (Map)s )

LZ(QT) L2(QT) (A12)
>\ / / & (o) 'p? — C(sN? + Ts?\2) / / P p2dudt
Qr Qr
42-p M M. = [ —25)\% (ap)? m) :
ara (( 1P)1, (Map), )LQ(QT) ( s\ (o), oD, P 12(0)
Segue que

((Mip), , (MZP)2)L2(QT)
250 [[ (o) 0pp. dudt
Qr

25\° //Q ((O‘O)?c¢p)xpx dxdt (A.13)
23/\2 //Q 2(a0>x(a0)xm¢ppx dxdt + 28/\2 //Q ((XQ)i(/\QSOéo)ppx dxdt

+2$/\2//Q ()2 pp? dadt.
T

—_
<)
[
=
1

Note que,

2502 [[2(a0)u(0)satprs d:cdt’ <csn [[ olpllpaldud,
Or Qr

ou seja,

—Cs)\? //Q O|p||pe|drdt < 25\? //Q 2() e ()2, 0pp, dudt (A.14)

25\’ / / (@) (Apao)ppa d:vdt‘ < Cs)’ / /Q ¢lpl[p| drdt,
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isto €,

—Cs\? //Q o|p||ps| drdt < 25\ //Q ()2 (Ao pp, dadt. (A.15)

Substituindo (A.14) e (A.15) em (A.13)), obtemos

(Mip)y, (Mop)y) gy = 250 [ 1(0)e6lpef? o
T

(A.16)
—O(sA? + s\Y) //Q Slp|p.| dad.

52 - Para ((M1p)2, (Msp), )L2 = ( —25)\¢ (ao)mpx,pm>

(@) L2(Qr) '

Observemos que

((Mlp 2 (M2p) )LQ(QT)

= — 25\ // Oé(] zPzPrx

=25\ // (0) 2Pz )aPe dxdt — 25/\/ o(ap mpx)

1
dt

+ 25\ // O(0) 2 Przpr drdt — 25)\/ (v xpx) ! dt,

=25\ // (A (a)z) () ep? dzdt + 25\ // () 2ap? dxdt

+ 28\ // ()2 (px> dxdt — 23)\/ (v xpx) ' dt.
Como
25)\// (), |px] dxdt‘ C’s)\// <;§|pgc|2
vale,
—C'sA // B|pe|* dodt < 25\ // (o), P2 dxdt. (A.18)
Além disso,
2 2
252 // ¢ (ao). (22) dodt B _2n // (Aqb(ao)x(ao)ﬁgb(ao)m)“dxdt
r 2/, Qr ) 2 (A.19)
1
o1 [ (@rta0).)] dt,
onde

'—m I (Ad(ao)a(ao) + ¢(040)m>p§d$dt‘ <o(sx? | /Q 0o P dads

(A.20)
+s)\//Q S|ps|? dadt).



86

Sobre os termos de fronteira que aparecem em (A.17)) e (A.19),

1

dt. (A.21)
0

1
- 28}\/ (o) px dt+ 8)\/ o2 (), > dt = — sA /OT (¢p;2c (QO)x>
0

Entretanto, notemos que, sendo g uma funcao positiva que se anula na fronteira, existe uma
vizinhancga para cada ponto dessa fronteira, tal que oy é decrescente. Assim, (ag), é negativa

e, por este motivo, o termo (|A.21]) é ndo negativo.

Assim, do citado acima, (|A.18)) e (A.21)), obtemos a seguinte limitacdo para (A.17)
(Mip)y , (Map),), > 25)\? // () eps)? dxdt — C (S)\Q // B|p.|? dxdt
Qr

s\ //QT BIpa| dxdt).

62 - Para ((M1p>37 (MQP)Q)LQ(QT) = (pt7pxm>L2(Q )7
T

Veriquemos que
L2(Qr) // DPtPxa dxdt

71 Ed; gp2> et (A.23)
= [ (2],

-

(A.22)

((Mﬂ?)s, (sz

dz

pois pu(x,t) = sa,e*p + e,
Com isso, em virtude de (A.16)), (A.22) e (A.23), vale

(Mip, (M2p)1) 120y = ((M1P)1 + (Mip), + (Mip)s , (Map), )LQ(QT)
> 25\ //CQT(QO)§¢|p’2 dzdt — C(sA\2 + sA?) //QT Slpllp.|  (A.24)

— C(sA? + s\ |2 dxdt.
(X453 [[ ol

72 - Para ((Mp)y, (sz)g)LQ(QT) = (- 25X (), 6P, —satp) .

Qr)
Observemos que

‘((Mlp)la(Mﬂ)) ) ? 2)\2// ¢*p* ddt,

212
£4(Qg) ‘/QT 252\ ()2 pp? dardt

dai,

T2\ / /Q ¢*p? dedt < ((Mip)r, (Map), ) (A.25)

L2(Qr)

82 - Para ((M1p>2, (MQp)3) = ( — 25A¢ (), P —satp)

L2@n) e
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Notemos que

((Myp)a, (Map), >L2(QT)

= / 25\ (v vy pop ddl
Qr

- / 252 \(0rg ) w0t <p2> ddt
Qr 2 -
= =[] (90)aan)up? duat

= _82/\// >\¢ (040):1:(a0):c Qi p2 + ¢ (a());rz Q p2 + ¢(a0)xatxp2 dxdt.
Qr N——— N~ N—— N~

<C CT¢? <C  CT¢?

Dai, se A > 1,

(), (050, )

L2(Qr)

< Cs2AT / /Q & p? dadt + Cs?\ / /Q @ drdt + Cs2A2T / /Q S pidadt

< CNT // &*p? dudt.
T
Consequentemente,

_O2A2T / / P*pdedt < ((Mlp)g,(sz)3> :
Qr L2(Qr)

a_ - N .
92 _ Para ((M1p)3, (Map), )LZ(QT) (pt’ soztp) L2(Qr)
Obtemos

((Mlp)g,(sz)g)Lz(QT) = —//QTsoztpptd:cdt
2
= —// Sy P dxdt
T 2 t

2
= // Sattp— dxdt.
Qr 2

Dai, vélido que |ay| < CT?¢?, segue

‘((M1p>3 ) (M2P)3> < CsT? // ] &*p? dudt.

L2(Qr)

Logo,

_CsTQ // ¢3p2 dxdt < ( (Mlp)g ) (Mgp)3 >L2(Q ),

ou ainda,

—CSQAQTQ //QT ¢3p2 dxdt g ((Mlp)g s (sz)3>

L2(Qr)

(A.26)

(A.27)
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Com isso, de (A.25)), (A.26) e (A.27)), resulta que

(Mlpa (M2p)3)L2(QT) - ((Mlp)l + (Mlp)z + (Mlp)?, ) (MQp)Z%)LQ(QT)

(A.28)
~O(T +1)Ts2\? / / Spddt.
Qr

Feitas essas estimativas para os termos de (Mip, Map) 2o, , obtemos de - -
 (28) aue
(Mlp, Mgp) >s3\1 // %[ () |*p? dwdt + sA\? // (o) |*B|pe | dadt
L2(Qr) JJQr Qr

—C($*X + 8203 + $202) // #*p? dadt —C'sh // Slpa|*dadt
Qr Qr

I (A.29)
— C(sA? 4 s)\3 2|dadt,
(X4 5X) [ olpllpeda
Iz
onde valem
L] < CsPA3 / / & dudt,
Qr
ou seja,
_OPN < / / &0 dudt, (A.30)
Qr
e
1| < Os\? // SIp||ps| dedt < CsA? // S(ON2p|) (N|pe|) drdt.
Por meio da desigualdade de Young, temos
L] < Cs?At // ép? dadt + O N2 // Slpa|? dudt
Qr Qr
< O\ / / 2 dadt + CN2 / / Slpa|? dadt,
Qr Qr
ou seja,
2\ // & p? dwdt — ON2 // Slpa|? dzdt < I, (A31)
Qr Qr
Substituindo (A.30) e (A.41)) em (A.29)), vem
(Mlp, Map)
L2(Qr)

> PN / & (a0)e|pPdadt + sN? // (o) |2|pa|? dvdt —
Qr Qr

_O(2M 1 5209) // & p? dmdt—C(s)\+)\2)// Slpa|? dadt
Qr Qr
Desta forma, como estamos analisando (|A.6}) a saber,

HMlpHL? @r) T HM2PHL2 @r) T 2 (Myp, Map) - (Qr) HG”L2 (Qr)>
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tem-se que
2 2
M3y + 1Ml gry +25° [ 6 l(ao)el'p? drdt
+ 2502 / / (0)a |20 (pe)2dadt — C(s2At + $2%) / & p? dwdt—
Qr Qr
~OA+X) [ olpal dudt < Gl
T
Agora, analisemos o termo HGH%Q(QT), ou seja,

// | — e F + sAd () pap + ap + 520 () p|>ddt.
T

Temos que
||G||%2(QT) <4 (// e*?|F |2 dxdt + // |sApaop|*dxdt
Qr Qr

[ lapPavar+ [ \sA%(ao)idexdt)
Qr Qr
<C (// | F|*dxdt + // $2N2 Q% p|* dadt
Qr Qr

[ NallpelpPdade + [] NG pldwdt
Qr Qr
<O// 625"‘|F|2dmdt+0// N3 |p|2dudt.
Qr Qr
E substituindo em (|A.32)), obtemos

”M1p||%2(QT) + HszH%?(QT)
+ 25°\* // ¢* () tpPdadt + 25\ // ()2 pp2dadt
Q Q

SC// 5| F|2dadt
T

+C (32)\4 + 83)\3) //Q P> pPddt + C (s)\ + /\2> //Q pp2dxdt.

Como 7 = infyq,G_,, [(a0)] > 0, entdo valem

o< ] e’ < [ oo’

7 //QT\qT op; < //QT\qT ¢(0)2p7 < //QT d(ao)2p2.

Desta forma, de ({A.33]), (A.34) e ((A.35)):
IMiplZ2 00 + 1Mol

+ 253 )\141 // P> pPdadt + 25022 // op2dadt
Qr\ar Qr\ar

< C// 252 F|2dadt

+C <52A4 + 33)\3) //Q P> pPddt + C (s)\ + )\2> //Q op2dxdt.

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)
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Somando 2s°A\*y* [f, #°p*dadt + 25X*? [f, ¢pidrdt em ambos os lados de (A.36)), segue

que
HMlp”iz(Q) -+ HMQPH%2(Q) + 233)\4")/4 //QT ¢3p2d$dt + 25)\2")/2 //QT ¢pidl‘dt
<C / /Q 5| Fdudt + O (82X + 5°2%) / /Q @ p2dudt (A.37)
T
+C (sA+2?) / /Q dpRdadt + +253 N4y / / S pidadt + 25\2H2 / sp2dedt.
qr qT
Como para s e A suficientemente grande valem
7433)\4 >C ()\353 + 32>\4) e 723)\2 >C (3)\ + )\2> ,
ou seja,
i8N < =0 ()\353 + 32)\4) e —sN < -C (s/\ + )\2) )

Assim, analisando em (|A.37)) as integrais que envolvem os fatores acima limitados, (/A.37))

torna-se:

IMipl 20y + IMapllrag,) + s° X" / |, Opidadt 45Xy / | pidadt
T T

(A.38)
<C// >3 F2dadt 4 253 X1y // ¢3p2dxdt+25)\272/ Ppdxdt.
Qr qr qr

Considerando

~ - 2 4 =~ 2 .4 %

7 =min{l,7%,7"}, ¥ =max{l,7",7"} e C=—,

Y
a desigualdade (/A.38) fica reescrita como segue
IMPIE2 gy + IMDI e, + 5N [ *pPdadt+ s\ [[ gpidudt

<C ( / / 25| F2dudt + 265\ / / SPpdudt + 25\ / ¢p§dxdt).
Qr qr qr

Agora, facamos a anélise do fator ||M1p||ig(QT) . Sendo

Mip = —2s\? (ao)i op — 250 (), o + D1,

considerando o quadrado do modulo em ambos os lados, segue que

2

P = | = 253 (a0)?2 6 — 2506 (a0), e — Mip

Pela desigualdade triangular,

Ipe]? < 0(52A4¢2p2 + SN2 %p2 + !M1p|2)-
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Multiplicando por (s¢)~! e integrando sobre Qr, vem

//Q (5¢) ! |pe|Pdzdt < C//Q s\ pp? + sAZop? + (sp) | Myp|Adadt.
T T

Sendo (s¢)~! limitado superiormente, vale

1 |
/ / (s6) " |pPdadt <O < / / sNp?dudt + ~ / / sN2ppRddt
Qr 4.JJqr 4JJ)Qr

+// |M1p|2dxdt>.
Qr

No que segue, facamos a analise do fator ||M2p]|i2(QT) . Observemos que

(A.40)

Map = $°N2¢* (a0)s P + Prx — SCuP.
Considerando o quadrado do modulo em ambos os lados, vem
[Peal® = [8°A%0% (000); p — Mop — sapl*.
Usando a desigualdade triangular, vale
sl < C(1Mpf? +2X6% ()22 + fsapl?).
Pela limitacao sobre de ay,
[Poel® < C(Iszl2 + 5"\ ep? + s2¢2p2>'
Multiplicando por (s)~! e integrando em Qr, vem
// (50) Hpee|* < C (// | Mop|?dadt + // 53)\4gb3p2dxdt) ,
Qr Qr Qr
o que implica
// (s¢) Hpeal* < C <// | Myp|?dadt
Qr Qr
1 1
42 / / SN dudt + - / / sAngpgdxdt).
4 Qr 4 Qr
Somando (|A.40) e (A.41)), obtemos
S, (500 U eyt < © (1Mol + Mo
T
1 1
4 / / SN p2dudt + ~ / / 5A2¢p§da:dt).
2 Qr 2 Qr
m virtude de ((A.39)), limitamos a desigualdade acima pela direita como segue
Em virtude de (A.39)), limi desigualdade aci la direi
1 2 2 1 33 4,2 1 2, 2
// (sp) (|pt| + Dacl )da:dt+ f// PN pPdrdt + f// sA“¢prdxdt
Qr 2J)JQr 2J)Jqr

<C (//Q | F | dxdt + 253 \* // O3 pPdadt + 25)\? // qbpida:dt) ,
T qar qar

(A.41)

(A.42)
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ou ainda,

// sp)” |pt| + Dusl )dxdt—l—// 3)\3¢4p2dxdt+// sA\2ppidadt

Iy I Iz

(A.43)
<C // 250 F2dzdt + 25\ // Fpdrdt +25\? / op2dudt
Qr qr qr

I3

Para o que segue, recordemos que inicialmente consideramos a substituicdo p(z,t) =
e* @ (1), Assim, a seguir, reescreveremos a desigualdade (A.43) em termos de . Em

particular, valem:

Dz = SA(@0)z0€° P + €%y, Yy = —SsA ()€ D + €75 pa;

Pae = € pan + 5(M(0)a6 + N2(0)26) o + 52X2(a0)2,6% + 25X 0)aspa0)

= o= pe = 2aupe

Pz = _S()‘2¢(a0)32c+)‘¢(a0)mm>e_sap+52 ()‘29252(@0)920)e_sap_QS(A¢(a0)xpx+€_sapzm-

A respeito das integrais destacadas em (|A.43)), analisando em termos da varidvel ¢, obtemos

e Sobre I3, vale
s2At // O’ pPdrdt = s°\* // e**¢? pdadt. (A.44)
Qr Qr
e Sobre I, notemos que
e*py < C(s*Na’¢?p? + py),
integremos sobre (7 e multipliquemos ambos os lados por sA2¢, assim,
A2 / / 20,2 et < O / / S2¢%p? 1 s)\2gp? dudt. (A.45)
Qr
e Sobre I, observemos que
e*p7, < C <p§i$ +5° 227" + s"No'p? + 82A2¢2pi>7
integremos sobre Q7 e multipliquemos ambos os lados por (s¢)~!, desta forma,
/ / 5) 1?2 dwdt <C < / / (s6) ' p2, dwdt + / / PNG P dudt
T QT
+// sA2pp2, da:dt) .
Qr

62m|90t’2 < ’]%’2 + 32T¢4 27

(A.46)

Adicionalmente,
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integrando sobre Q7 e multiplicando ambos os lados por (s$)~!, chagamos em

J[[ (s el dudt < © ( J[ o) nl + a2 dxdt) . (A.47)
Qr Qr
De (A.44), (A.45), (A.46]) e (A.47)), resulta que
2sa -1 2 2 2 2sa 2 314 2sa 43 2
<//QT6 (sp) <|<pt| + |Pu] )dxdt+8)\ //QTe dprdrdt + s°\ //QTe &’ dmdt)
-1 2 2 2 2 314 3,.2
<C [[ (500 (Il + Ipeol? ) ot + 32 [ olpuf? dodt 531 [ 6%p? daa.
Em virtude de (A.43), a desigualdade acima torna-se
//QT e (sp) ™ (\(pt|2 + |<pm|2> drdt + sA\? //QT e?ppidrdt + s\ //QT > P dadt
<C (//QT 5| F[*dxdt + s3\* //qT eX P drdt 4+ s\? //qT P(e* 52 N2p? + e2p?) d:z:dt) ,

e sendo valido

3)\4// e250 P 2d:1:dt+s)\2// $250 2 \2 2 drdt < 033)\4// 25943 G dwdt,
qar

obtemos

// e**(sp) 7t <|<pt|2 + |g0m|2) dzdt + s\ // e* o2 drdt + s\ // e? ¢’ p*dadt
Qr Qr

s¢ <// 0| F[*dedt + 8°2° // 20 4B 2 dadt + s\ // pe p? dxdt)
Qr o .
No intuito de obtermos a desigualdade (|A.3]), comparado com a desigualdade acima obtida,

(A.48)

(A.49)

resta analisarmos a parcela s\ [, pe***prdxdt. Consideremos a funcdo de corte x € Cg°(w)
tal que x = 1 em wy;

Afirmacao: Vale

1
SA\? // 5P|, |*drdt < = // sSA2B| i, |*e*** dwdt + O // e***s3at¢? || dadt.
qr 2JJq qr
De fato, multiplicando a equacdo (A.2); por A\2e***xspp e integrando em Qr, obtemos
—// )\2625axs¢<pg0tdxdt—// N2y s ypdadt + N2 // ey spap’drdt
Qr Qr

! " (A.50)
=\ // ysoFdxdt .

Assim, desde que temos que sobre [ vale

_ //Q AP shopdrdt = —\s // 2503 dt( )dxdt
_ / / (e290), 2 ddt

= — // x(2500€*%) + ¢, ) p* dxdt

_ / / X(CT? + CT¢?)? dudt,
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com isso,
1] < CsA! / / 250 3 L. (A.51)
qT
Sobre 11, verifica-se
/ / N2y s, dadt
Qr
= s // e**\p() o X PP drdt + )\23// e x pppdrdt +
Qr Qr
s // e*** ()00 dxdt + )\28// X drdt.
Qr Qr

Sobre I11, obtemos

‘—)\2 // ey sa(z) 2dxdt‘ < ON%s // 29002 dudt < CPN: // 25943 SR .
T qT
(A.52)
Sobre IV, segue

A2 / / 2y s Fdadt
T

< / / 250 PO\ s ) dadt
qr

//qT <+ Z 2N 2>da:dt

// 20| F2dwdt + ON's® // €252 3| 0|2 dxdt,
qaT qar

N

N

isto €,

A2 // 2y sopFdadt < / / e22| F2dwdt + O / / 23| p|2dedt.  (A53)
Qr qar qar
Ent3o, substituindo (|A.51))-(A.53) em (/A.50)), verificamos que
/\2 2sa » 2d dt
[, et

< |IV| + |I| + [IT1] — X2 / / €25 \p(c0 ) X Spodzdt — N2s / / 20\ b drdt
Qr Qr
|4 VI
— A // eZ** () wppoddt .
T

VII

(A.54)

Adicionalmente, sobre V:

VI = ‘—)\23//(42 623a)\¢ (a), XQS@gpxdxdt‘
< C 6250‘)\386 2 N
[ el
C’// 2sa()\2 1/2C¢3/2|90|) (/\51/2 120, |)da:dt
qr
[Z-30) 2
< // 25 (C}\4862¢3|¢2| + ¢|90x|2>dl'dt’
qar 40



95

ou seja,
1
V| < ON1s? / / €252 3| | dardt + — / / 2 N\2s| 0, |2 davdlt. (A.55)
qr 4C JJor
Sobre V' I:
VI < // €25 X250 d| g |0, | duddlt
qT
_ // e2so‘<)\sl/20¢1/2|g0|>(Asl/2¢l/2\goz|>dacdt
qT
2 2sa 2 As 250 2
< O s// e“**o|o| da:dt—i——f// e Pl | “dxdt
qr 4c Qr
4.3 2sa (3] |2 A’s 2s0r 2
< C)\'s // e ¢° | dmdt—l—i// e Y|, | dxdt,
qr 4C JJqr
assim,
VI < O / / €252 83| |2 da:dt+ A / / €252 8| o, |2dadt. (A.56)
qar
Sobre VII:
VIl < // e*** N3 sC ||| . |drdt
qr
_ // e23a()\281/20¢3/2’(p|) ()\51/2¢1/2]<px|2)d:1:dt
qr
4.3 25 (3( |2 A?s 2sar 2
< CAs // e“* ¢’ | d:z:dt—i-f// e Pl |*dudt,
qr 4C JJqr
ou seja,
/\2
VII| < OMSP / / €20 83| [ 2ddt + 2> / / €252 | o, |2 ddlt. (A.57)
qr 4c Qr

Logo, como consequéncia de ({A.55]) - ((A.57]), (A.54)) torna-se

)\23// era(m(pI‘Q _ /\28 // 625)\X¢’(‘0m’2dl’dt
qr qr
< As //Q e* x|, [Pdadt (A.58)

)\
< //Q 20 F2 4 ONs? // 250 43 | + 3 5 // 20 0| o, [P dudt.
T qr
Em virtude de ((A.58)), a desigualdade (|A.49) fica reescrita por
// e (sp) ™ (\thF + |g0m]2) drdt + s\’ // > pp2drdt + s\ // e* P dadt
Qr Qr Qr
<C (// e* | F2dxdt + Cs*\* // e* P dadt + s\’ // >, |? da:dt) (A.59)
Qr ar ar
2
<C <// > F*dxdt + Cs*\* // e / pe** |, |? dxdt) .
Qr qr Qr

Dai, ao compararmos os termos que envolvem ¢, obtemos

L e ser (1 + Il )dmdt+fs)\2 // 2sa¢g02dxdt+sd/\4// P dudt
Qr

( // 250 F2ddt + 57\ // gy Qd:):dt)

(A.60)
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Portanto,
// e (sp) 7t (|g0t|2 + |90m|2) dxdt + s // e***pp2drdt + s\t // e? ¢ p dadt
Qr Qr Qr

<C (// e*|F|?dxdt + s*\* // 628a¢3302dxdt) ,
Qr qr

concluindo assim a prova de ((A.3)). |
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