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RESUMO

Neste trabalho, fazendo o uso de ferramentas da Analise Funcional e Topologia, estudamos
o modelo fracionario de Keller-Segel para quimiotaxia, de ordem a € (0,1) em R", com
n > 2. Considerando dados iniciais suficientemente pequenos, provamos a boa colocagao
do problema em espagos homogéneos de Besov-Herz fraco, bem como a continuidade fraca
da solucao quando t — 0F. Verificamos também o comportamento assintético da solucao,
ou seja, o comportamento da solugdo quando ¢t — oco. A base da presente dissertacao é
o artigo de: Azevedo J, Bezerra M, Cuevas C, Soto H. Well-posedness and asymptotic
behavior for the fractional Keller-Segel system in critical Besov-Herz-type spaces. Math

Meth Appl Sci. 2022;1-20.

Palavras-chave: Modelo de Keller-Segel fracionéario; Espagos de Besov-Herz. Boa colo-

cacao; Comportamento Assintotico.



ABSTRACT

In this work, making use of Functional Analysis and Topology tools, we study the Keller-
Segel fractional model for chemotaxis, of order a € (0, 1) in R", with n > 2. Considering
sufficiently small initial data, we prove well-posedness of the problem in homogeneous
weak Besov-Herz spaces, as well as the weak continuity of the solution in ¢ — 0. We
also check the asymptotic behavior of the solution, that is, the behavior of the solution
when t — oo. This dissertation is based on the article by:Azevedo J, Bezerra M, Cuevas
C, Soto H. Well-posedness and asymptotic behavior for the fractional Keller-Segel system
in critical Besov-Herz-type spaces. Math Meth Appl Sci. 2022;1-20.

Keywords: Fractional Keller-Segel Model; Besov-Herz Spaces; Well-Posedness; Asymp-

totic Behavior.
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1 INTRODUCAO

A motilidade dos organismos é essencial para a sobrevivéncia em ambiente complexo.
Esse movimento geralmente é feito através da interpretagdo de varios sinais externos e
reacoes a eles. Como por exemplo a migracao de células cancerigenas, neste processo, as
células cancerigenas podem se mover em direcao a tecidos distantes, guiadas por gradi-
entes quimicos especificos, durante a metastase. Essas células podem responder a sinais
quimicos liberados por células do tecido circuncidante, permitindo que se infiltrem em
outros 6rgaos e formem novos tumores. Qutro exemplo sao as espécies migratorias, como
aves, peixes e insetos, que realizam migragoes em longas distancias durante certas épocas
do ano, para isso, os animais utilizam sinais quimicos para se encontrar e encontrar seu
caminho, aves migratérias por exemplo, podem detectar os sinais quimicos emitidos pela
vegetacao ou pelo campo magnético da Terra para se guiar durante suas rotas migratorias.
Quando o movimento direcionado é dado em resposta a estimulos quimicos, é chamado
de quimiotaxia. Os gradientes quimicos envolvidos no processo, podem atrair o organismo
(quimiotaxia positiva), e neste caso dizemos que é um quimioatraente, ou podem repelir
(quimiotaxia negativa), e entao dar-se o nome de quimiorepelente(Ver (MURRAY), 2002)).

Neste trabalho, consideramos o modelo Keller-Segel (KS) fraciondrio no tempo para a
quimiotaxia, que consiste em sistemas acoplados de equagoes diferenciais parciais (EDP’s)
em R"™:

‘Diu = V-(Vu—uVv), zeR™ t>0,

‘D¥v = Av—~yv+ ku, reR™ t>0, (1.1)

u(z,0) = wy, v(z,0)=uvy, xR,

em que D¢ é a derivada fracionéria de Caputo de ordem « € (0,1)(Ver (CAPUTO) |1967)).
Aqui u(x,t) representa a densidade celular, enquanto v(x,t) é a concentracao do quimi-
oatraente. Os termos da primeira equacao incluem a tendéncia das células se difundirem
sob seu proprio movimento browniano e movimento quimiotatico. Os termos da segunda
equagao expressam a difusdo e a produgao de atrativo ao longo do tempo. O pardmetro
~ denota a taxa de decaimento do atraente. A importancia fisica de usar a derivada fra-
cionaria é dada por todas as evidéncias empiricas de que ela apareceu. Acredita-se que
substituir a difusdo classica por uma fracionaria pode ser util para modelar estratégias

de alimentacao de uma ampla classe de organismos. Notamos que no nivel macrosco-
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pico, a subdivisao anémala pode ser modelada como movimento browniano fracionario ou
Montroll-Weiss passeios aleatérios de tempo continuo com densidade de tempo de espera
de cauda longa. Assim, podemos modificar a equacao de difusdo usando um operador
fraciondrio na variavel temporal (ver, por exemplo, (LANGLANDS; HENRY), [2010)). A lite-
ratura recente tem investigado a influéncia da heterogeneidade de substratos na dinamica
do modelo KS por meio do calculo fracionério(ver (NAGHIBOLHOSSEINI, [2015)). Deve-se
notar que a configuracao fracionaria para o modelo KS é marcadamente diferente daquela
do modelo KS padrao. Na verdade, observamos que esta abordagem nao pode ser feita
por uma traducao direta das provas da derivada de tempo classica para a fracao derivada
no tempo. Por exemplo, deve-se esperar que solugoes de equagoes diferenciais fracioné-
rias convirjam para solugoes das equacgoes diferenciais classicas quando « tende a 1. Este
é um problema dificil, e nao hé respostas em geral. o leitor interessado pode consultar
os artigos (LANGLANDS; HENRY), [2010; BARTUMEUS et al}, 2003; LEVANDOWSKY; WHITE;
SCHUSTER), [1997; [BOURNAVEAS; CALVEZ, [2010; [BURCZAK; GRANERO-BELINCHON], [2016}
ESCUDERO, [2006)).

Antes de seu aparecimento na biologia matematica, o sistema KS foi introduzido por
Patlak no contexto da quimica e da fisica (PATLAK] [1953); portanto, seu nome as vezes
nao é usado no contexto da biologia. O modelo KS e suas variagoes tém sido objeto
de extensa investigagdo (ver, por exemplo, estudos anteriores (MURRAY 2002),(OSTER;
MURRAY), 1989)). As equagdes para densidade bacteriana e concentracao de atrativos tém
solugoes colapsantes, para as quais a densidade vai ao infinito em tempo finito. Recordemos
um fato fenomenoldgico conhecido como lei KS referente ao sistema (1.1)): para o = 1
e N = 3, é possivel o colapso da célula para densidade de linhas e pontos infinitos;
no entanto, a concentragao em uma folha nao pode ocorrer. Entretanto, células que se
movem dentro de um plano podem se agregar em pontos, mas nao em linhas (ver estudos
anteriores (BETTERTON; BRENNER), [2001; [FERREIRA; PRECIOSO, [2011))). O modelo KS
duplamente parabdlico (padrdo) pode ser obtido de tomando o = 1. Assumindo
que a concentragdo do quimioatrativo é independente do tempo, obtém-se o sistema KS
parabdlico-eliptico, que apresenta um comportamento muito rico. Em duas dimensoes, o
sistema KS duplamente parabdlico compartilha muitas propriedades com o primeiro. Em
particular, as solugoes existem globalmente em ambos os casos, desde que sua massa seja
menor que 87. No entanto, esse limiar nao é claro no caso duplamente parabdlico como

no caso parabdlico- eliptico, em que solucoes com massa acima de 87 sempre explodem
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(ver estudos anteriores (BILER; CORRIAS; DOLBEAULT), 2011),(HORSTMANN; WINKLER,
2005)).

Vamos revisar alguns trabalhos da literatura sobre o modelo KS fracionado no tempo.
Zayernouri e Matzavinos (ver (ZAYERNOURI; MATZAVINOS, 2016) desenvolveram um es-
quema de divisdao de tempo para um modelo KS com o operador temporal fracionario
dado em termos da derivada fracionaria de Caputo. A andalise numérica exibe a eficiéncia
de tal esquema. El-Sayed e cols(ver (EL-SAYED; RIDA; ARAFA| [2009))) forneceram solugoes
para um modelo de quimiotaxia bacteriana fracionada no tempo em uma camara de gra-
diente de difusdo (CGD). Este modelo descreve o movimento de trés espécies quimicas,
ou seja, a populacao de células, o quimioatraente e o nutriente. Detalhes sobre a constru-
¢do do CGD e a descri¢ao dos experimentos biologicos usando o CGD sao fornecidos em
(WIDMAN et al., [1997)), (KUMAR; KUMAR; ARGYROS 2017)), que desenvolveram um método
de transformacao de andlise de homotopia modificado (MTAHM) com um polinémio de
homotopia para resolver o tempo unidimensional modelo KS fracionario. Eles forneceram
uma analise de convergéncia do MTAHM, e a solugao obtida é verificada por meio de di-
ferentes representagoes graficas. Atangana e Alkahtani((ATANGANA; ALKAHTANI, 2015))
estudaram a existéncia de solugoes para um modelo KS fracionario de tempo usando a
técnica de ponto fixo. Este modelo considera o efeito da memoria e também o movimento
das bactérias com diferentes camadas do meio. O artigo (AZEVEDO; CUEVAS; HENRIQUEZ,
2019) trata da existéncia global e do comportamento no tempo grande de com dados
iniciais pequenos em uma classe de espacos de Besov- Morrey. Ao mesmo tempo, solu-
¢oes auto-similares também sao obtidas. Em um estudo anterior (BEZERRA et al., | 2021))
os autores derivam alguns resultados refinados sobre o comportamento de tempo grande
de que sao pressupostos para desfrutar de algumas propriedades de limitagao uni-
forme. Além disso, a boa colocacao e a estabilidade assintOtica de solucoes em espagos
de Marcinkiewicz sdo estudadas. E bem conhecido que o grupo de simetria e a lei de
conservacao podem fornecer informacoes uteis em fisica matematica para estudar a exis-
téncia, unicidade e estabilidade das solucoes para EDP’s nao lineares. Recentemente, em
uma pesquisa anterior (CHENG; WANG; HOU, 2022) os autores investigam as solugdes e
leis de conservacao de equagoes de difusao fracionaria de tempo do tipo KS. Reducoes
de similaridade sao realizadas para construir a solugao invariante de grupo e a solugao
em série de poténcias é deduzida com a ajuda do operador diferencial de Erdélyi—-Kober.

Em um estudo anterior (LI; LIU, 2018) os autores desenvolveram alguns critérios de com-
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pacidade que sao analogias do lema de Aubin-Lions para a existéncia de solucoes fracas
para EDP’s fracionarias no tempo. A existéncia de solugoes fracas para um caso especial
de equagoes de Navier—Stokes (N—S) compressiveis fracionarias de tempo com densidade
constante e equagoes KS fracionarias de tempo em R™ é entao provada como problemas
de modelo. Em uma pesquisa anterior, (ARUCHAMY; TYAGI, 2021)) os autores estabelece-
ram a existéncia de solugoes fracas nao-negativas para sistemas K8 fracionados no tempo
com condic¢ao de contorno de Dirichlet em um dominio limitado com contorno suave. Sob
suposicoes adequadas sobre o condigoes iniciais, eles estabelecem a existéncia de solucoes
para o sistema usando o método de aproximagao de Galerkin. A convergéncia de solugoes
¢ comprovada por meio de critérios de compacidade para equagoes diferenciais parciais
fracionarias.

Os espagos de fungoes tém sido amplamente utilizados em varias dreas de analise, como
analise harmonica e EDPs. Observe que a boa colocacao de equagoes N-S em espagos criti-
cos atraiu o interesse de varios matematicos. As equagoes N—S sao sistemas de equagoes de
evolugao nao linear que modelam o fluxo de fluido viscoso e incompressivel.Indicamos ao
leitor o livro de Lemarié-Rieusset ((LEMARIE-RTIEUSSET) [2002))) para uma exposigao inde-
pendente de resultados recentes sobre as equagoes N—S. Mencionamos apenas as obras em
espacos Besov homogéneos B;%o; 1(R”) para p > N (ver (CANNONE, [1997) espagos homogé-
neos de Fourier-Besov FBg;l_%(ver (TWABUCHI; TAKADA, 2014; KONIECZNY; YONEDA,
2011)), espacos homogéneos de Herz fraco WK  (RY) (ver (TSUTSUI, 2011)), espagos
homogéneos de Fourier-Herz F By, com r € [1,2](ver (IWABUCHL; TAKADA| [2014; |[CAN-
NONE; WU, |2012; |GIGA; MIYAKAWA| 1989)), espagos homogéneos de Besov-Morrey Nr,%,;,l
com r > 1(ver (KOZONO; YAMAZAKI, [1994; MAZZUCATO, 2003)) e espagos homogéneos
de Herz fraco (BWH) BWKﬁf;%fl(ver (FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, [2018)). Ao contra-
rio das equagdes (N-S), a teoria das equagoes KS fraciondrias no tempo nao tem tantos
resultados amplos, e muitos aspectos deste tipo de equagoes precisam ser desenvolvidas;
por exemplo, existem alguns resultados na literatura sobre solucoes especiais para modelo
(1.1) (veja estudos anteriores (ARUCHAMY; TYAGI, 2021 TWABUCHI, [2011; TWABUCHI;
NAKAMURA, [2013; |ZHAO, [2021))

Neste trabalho, exploramos espacos BWH homogéneos que sao um tipo de espaco de
Besov baseado em Herz fraco homogéneo espagos (consulte a Segao [2.2). Herz ((HERZ,
1968)) generalizou as algebras de Beurling ((BEURLING, |1964)) no estudo da transfor-

macao de Fourier absolutamente convergente. Esses espacos generalizados de funcgoes
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sdo apenas o protétipo dos espagos de Herz. Desde entdo, a teoria dos espacos de Herz
desenvolveu-se significativamente e estes espacos revelaram-se muito tteis na andlise. Em
particular, os espagos de Herz tém um papel notavel na caracterizacao das propriedades
de fungoes e multiplicadores nos espagos classicos de Hardy, Herz os espacos também apa-
recem na teoria da regularidade para equagoes elipticas (ver (II; SAWYER), [1985; FLETT,
1974; [HERNANDEZ; YANG, 1998; HERNANDEZ; YANG/ [1999))). Além disso, os espacos de
Herz fracos tém interesse aplicagoes no estudo da limitagdo de muitos operadores e na
teoria de equacgoes diferenciais parciais (ver anterior estudos (TSUTSUL, 2011; FERREIRA;
PEREZ-LOPEZ, 2018; HU; LU; YANG, |1997; [LANZHE, 2002)). Para uma investigagdo mais
aprofundada sobre espacos do tipo Herz, o leitor pode recorrer as referéncias citadas. O
espaco BY = BWK;g:O% 72, distribui¢oes desaparecendo ao infinito, e o espaco de Be-
SOV Bgopo representam distribui¢oes médulo constantes, terao um papel fundamental em
nossa analise, pois ambos formam o par critico para a existéncia de solu¢bes por causa
de sua propriedades de invaridncia de escala. Estudamos a boa-posicao global no tempo
e o comportamento assintético de solugoes para o problema de valor inicial (PVI) (|1.1)
no par critico (Bg,Bgom) assumindo uma condicao de pequenez nas normas de dados
iniciais. Lembramos que a boa colocacao envolve existéncia, singularidade, persisténcia
e dependéncia continua dos dados iniciais(ver (§8])). Além disso, no espirito de (BILER et
all 2004)), Teorema 3.1, provamos um resultado de comportamento de longo prazo que
fornece um critério para dissipacdo de pequenas perturbagoes dos dados iniciais como
t — oo (ver Teorema ((9))). Para o melhor conhecimento do autor, um resultado bem colo-
cado para pequenas solugoes globais no par critico (B, Bgo,m) parece nao estar disponivel
em uma literatura anterior. Em nossa abordagem, as solu¢oes suaves para o modelo KS
fracionario no tempo envolvem a funcao de Mainardi e os operadores Mittag- Leffer.
Usamos uma ideia interessante de que associa os operadores de Mittag- Leffler ao nicleo
de calor classico com a fun¢do de Mainardi, e temos boas estimativas de momento para o
ntucleo do calor e a fun¢ao de Mainardi. O ponto de partida para construir solugdes suaves
globais no tempo é baseada no principio de Duhamel (ver e ) junto com o
de Fujita-Kato estrutura que consiste na construcao de um argumento de ponto fixo em
um espaco dependente do tempo adequado. Precisamos escolher norma ponderada pelo
tempo auxiliar cuidadosamente a fim de controlar estimativas em espacos de Herz fraco,

Besov e BWH de alguns termos gerais que aparecem no termo bilinear B e no termo linear

T, ambos associados a formulagao suave de (|1.1)) (ver (4.1) e (4.2)). Nao obstante, a im-
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plementacao desta abordagem, nao seja a priori trivial, como o leitor percebera através
deste trabalho. De fato, os resultados obtidos dependem fortemente dos operadores de
Mittag- Leffler. A presenca de tais operadores torna a analise muito mais técnica e dificil,
pois eles nao possuem a propriedade abeliana, que é fundamental no desenvolvimento
da teoria dos semigrupos. Observe que para definir tais operadores, é essencial assumir
a < 1, pois a funcdo de Mainardi entraria em colapso caso contrario. Tratamento bem su-
cedido do modelo KS fracionédrio no tempo depende de limites estruturais que controlam
o comportamento dos operadores Mittag-Leffler.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. O capitulo 2, intitulado "Prelimi-
nares", visa tornar o texto o mais completo possivel. Nele, serao relembradas algumas
defini¢oes e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho. Em particular, semi-
grupos, operadores setoriais, operadores Mittag-Leffler. area homogénea e estimativas do
semigrupo do calor. Finalmente, identificamos resultados topolégicos que justificam os
resultados aqui apresentados.

Para o capitulo 3, intitulado “Contexto Fracionario do modelo de Keller-Segel”, pro-
pomos uma abordagem as derivadas fracionarias e suas consequéncias no modelo KS
recomendado. Nés usamos algumas ferramentas como o espaco funcional do tipo Fujita-
Kato, o principio de Duhamel e as estimativas estruturais necessarias, para controlar os
operadores de Mittag-Lefler vinculados ao modelo.

No Capitulo 4, chamado "Boa colocagao do modelo de Keller-Segel em espagos de
Besov-Herz", provamos a existéncia, unicidade e dependéncia continua da solucao. Fi-
nalmente, mostramos o comportamento assintotico da solugdo, mostrando que quando

t — 00, as solugoes se aproximam a medida que as condig¢oes iniciais se aproximam.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo contém os pré-requisitos para o bom desenvolvimento do presente tra-
balho.

Ao longo de todo o texto, (X, || - ||x) e (Y,]| - ||y-) representam espacos de Banach. A
notagdo L£(X,Y’) denota o espa¢o de Banach formado pelos operadores lineares limitados
de X em Y, munido com a norma | T'[| ;  y- Quando X =Y, abreviamos a notagao para
LX) e - Nl

Seja A um operador linear com dominio D(A) e imagem R(A) em X, representamos
por p(A) o conjunto resolvente do operador A : D(A) C X — X, isto é, o conjunto dos
A € C, tais que, o operador (A — A)~! pertence a £L(X) e considere o(A) seu espectro,
isto é, o(A) = C \ p(A).

Para cada A € p(A) escrevemos R(\; A) = (A—A)~! como sendo o operador resolvente

de A.

2.1 OPERADORES SETORIAIS

Operadores setoriais e semigrupos analiticos sao ferramentas basicas na teoria de pro-
blemas parabodlicos abstratos e de equagoes diferenciais parciais e sistemas do tipo para-
bélico, uma vez que é possivel verificar que se A é setorial entdao o mapa solucdo é um

semigrupo analitico.

Definigdo 1 ((PAZY}2012)). Dizemos que uma familia de operadores lineares {T'(t)},5, C

L(X) é um semigrupo , se
1. T(0) = Ix; (operador identidade em X )
2. T(s+1t)=T(s)T(t), Vt,s>0.

Definicao 2 ((PAZY], 2012)). Um semigrupo fortemente continuo (ou semigrupo de classe

Co, ou Co-semigrupo) é um semigrupo {T'(t)},5,, tal que, para cada v € X,
| T(t)z — x|y — 0, quando t— 0O%. (2.1)

Lema 1 ((PAZY, 2012)). Seja {T'(t)},5, um Cy-semigrupo, entdo existem constantes w >
0eM>1, tais que
1T () | poxy < Me™, ¥Vt >0. (2.2)
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Teorema 1 ((PAZY| 2012)). Seja {T(t)},5, um semigrupo fortemente continuo em X.

Entao, para cada v € X a aplicacao

T()x:[0,400) — X

t — Ttz
é continua. Além disso

1 [t+h
lim —/ T(s)xds = T(t)x, ¥Vt>0.
h—0 h Jt

Exemplo 1 ((PAZY] 2012)). Para A € L(X) a familia de operadores
" too pgnyn

et =Y

n=0

. Yit>0.
n!

¢ um Cy-semigrupo.

Definigdo 3 ((PAZY|2012)). Seja {T'(t)},>, um semigrupo fortemente continuo de opera-
dores lineares. Chamamos de gerador infinitesimal ao operador linear A: D(A) C X — X

definido por

Ay e i LR —2
t—0t+

, onde D(A) = {x € X; Jlim T(t)zs—:v}

t—0t

Teorema 2 ((PAZY, [2012)). Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

continuo de operadores lineares limitados {T'(t)},~, em X, entdo A € linear, fechado e

densamente definido, isto é, D(A) = X.

Proposicao 1 ((PAZY] 2012)). Sejam {T'(t)},5, e {S(t)},5, dois Co-semigrupos que pos-

suem o mesmo gerador infinitesimal A. Entdo, para cada x € X, teremos
Tt)r = S(t)x, Yt>0.

Definig¢ao 4 ((ENGEL; NAGEL; BRENDLE, 2000)). Seja A : D(A) C X — X um operador
densamente definido e fechado. A € chamado operador setorial se existem constantes a €

R, C>1e¢e (0,7/2), tais que, o setor
Sap={AeC; o <|arg(\—a)| <7} C p(A),

e vale a estimativa

¥ A€ Seo\{al.
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Se a = 0 chamaremos A de operador setorial positivo, e para facilitar a motagdo,

denotaremos Sy 4 apenas por S.

Figura 1 — SetorS,, ¢

Definicdo 5 ((ENGEL; NAGEL; BRENDLE, [2000)). Dizemos que Ha é um caminho de
Hankel, se evistem r >0 e 0 € (§,7) tais que Ha = Hay + Hay — Hag , onde:

Ha, = {te“9 cter, +oo)},

Hay = {reit ;te [0, 9)},

Haz = {te’w s ter, —|—oo)}.

Também escrevemos Ha = Ha(r,0) para mostrar a dependéncia do dngulo e do raio.

A

Ha1

—Ha3

Figura 2 — Caminho de Hankel Ha = Ha(r, 0)
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Defini¢ao 6 ((OLIVEIRA, 2019)). Diz-se que uma fungao f : D(f) C C — C, € analitica
numa regiao R se ela € derivdvel em cada ponto de R; f é analitica num ponto zy se f é

analitica numa regido contendo zy, por exemplo, numa vizinhanga Vs(zo).

Defini¢ao 7 ((ENGEL; NAGEL; BRENDLE, 2000)). Sejam ¢ < 0 < ¢ e defina o setor
A={z€C: ¢ <arg(z) < ¢2}. Para z € A\, seja T(z) um operador linear limitado. A

familia {T'(z) : z € A} é dita um semigrupo analitico em A se
1. A fungio A > z — T(2) é analitica;

2. T(0)=1Ix, e lim T(2)x=ux, para cada x € X, com T(z) € L(X);

z2—0,z€A

3. T(z1 + 22) = T(21)T(22), para todos z1,zy € A.

Um semigrupo {T'(t) : t > 0} € dito analitico se ele possui uma extensio a um semi-
grupo analitico em algum setor A, contendo o eixo real positivo. Claramente, a restricao

de um semigrupo analitico ao eixo real é um Cy-semigrupo.

Proposicao 2 ((ENGEL; NAGEL; BRENDLE, [2000))). Seja A o gerador infinitesimal do
Co-semigrupo T(t), considerando o Lema |1, para cada A € C, com Re(\) > w, teremos
que A € p(A) e

-4y te= [ T N (1) dt, (2.3)

Apresentaremos agora o teorema principal desta secao, que nos diz que se A é setorial,
entao —A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. E possivel ainda provar que

a reciproca é verdadeira, isto pode ser visto em (FRIEDMAN] 2008)).

Teorema 3 ((ENGEL; NAGEL; BRENDLE, 2000)). Se A: D(A) C X — X ¢ um operador

setorial, entdo —A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t)},s, dado por

1

~ 2mi

T(t) : /S MO+ A)LdN, VLS 0. (2.4)
a,f

Para t = 0, temos T'(0) = Ix, onde Ix € o operador identidade, considere S,g 0
contorno em p(—A) para algum a € R e 0 € (1/2, ).
Além disso, {T(t) : t > 0} € analitico no setor {t # 0 : |arg (t)| < €}, para algum

€ > 0. Para todo t > 0, temos as estimativas

HT(t)”L(X) <Me™™ e |JAT(1) ||£(X) < Mt™te™™,



20

para alguma constante M > 0. Por fim, para cada x € X, vale

d
Tt = AT(t)z, ¥ t>0. (2.5)

Observacao 1. Daremos duas afirmagoes simples, que serao tuteis ao longo deste texto

(ver (RENARDY; ROGERS, 2000)).

e Se A:D(A) C X — X ¢é um operador setorial positivo, entao existem 6 > 0 e

0 € (m/2,m) tais que Ssp C p(—A) e ainda
HT(t) ”L(X) S Migeiét: Vit> 07
para alguma constante Mg > 0.

e Se {T'(t)}i>0 € um semigrupo analitico e o operador linear —A : D(A) C X — X €

seu gerador infinitesimal, entao A € setorial.

Proposicao 3 ((LORENZI et al., 2004)). Seja A : D(A) C X — X um operador linear, tal
que, p(A) esta contido no semi-plano {\ € C, Re(\) > w} e

[AR(A; A) HL(X) < M, (2.6)
comw >0, M > 1. Entao A ¢ setorial.
Antes disso, vamos considerar a equacao do calor

u(z,t) = Au(x,t), xR >0, @)

u(z,0) = up(x), z € R,

cuja a solucao ¢ dada por;

u(x,t) = g(-,t) xup(x), com g(x,t) = e 2P/, (2.8)

(4t )n/?
A solugao (2.8)) gera um semigrupo {G(t)}+>0, chamado semigrupo do calor, via con-
volugdo com o nicleo de Gauss-Weierstrass (2.8) (ver (LORENZI et al., 2004)), isto é,

(G (2) = — [ el )y, e R, £ 0 (2.9)

(4mt)™/? Jr
com dado inicial (G(0)up)(x) = ue(x).

Proposicao 4 ((LORENZI et al), 2004)). O operador Laplaciano A é um operador setorial
em LP(RY).
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Figura 3 — Carl Samuel Herz. Fonte:
2.2 ESPACOS HOMOGENEOS

 Carl Samuel Herz (1930 - 1995) foi um matematico americano-canadense, especia-

lizado em andlise harmonica.

o Herz generalizou a dlgebra de Beurling (élgebra introduzida por Arne Beurling

(1949), geralmente é uma algebra de fungoes periddicas com séries de Fourier).

o Essas generalizoes sao prototipos de espagos de Herz.

Definigao 8 ((TSUTSUL [2011))). Denotaremos a norma de f em LP>(E), p > 1 por

[f 1|00, = sup A{z € E [f(x)] > A}[»
A>0

Defini¢ao 9 (Espago homogéneo de Herz Fraco). Sejam 1 < p, 1 < qg < 0o e a € R.

Definimos o espago de Herz fraco WK[‘,"q(R”) como o espago das fungoes mensurdveis tais

que

Q=

||f||WKg,q(R”) = (Z Qk“qllfllq,oo,Ak) < 00,

keZ

com a modificacao usual no caso g = 0o, ou seja,

£ llwicg ooy = D 25| Fllp,oo,ax < 00,

com a convengio L = L* com Ay, = {x € R™: 2871 < |z| < 2F}.

O par (WK;’,q, || - HWK;;q) é um espago de Banach(ver (TSUTSUIL, [2011; HERNANDEZ;

VANG [[999)).
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Exemplo 2 ((TSUTSUL [2011))). Um exemplo de fung¢ao que estd em WK&OO(R”) é

Q—ka

fla) =3 = X(x)

kez |T — xil?
onde z, = (£2571,0,0,...,0) e R" ¢

1, sex € A
étk(iU) =

0, sex ¢ Ay

AFIRMACAO: A;N B(x;, 275 A7) = {z € A, : |f(2)| > A}
De fato, note que:

—jap

Para A >0, j € Z, sex € AjN B(xj,2™n

A7), entdo

—J

0T o - o < 20x!

|z — x| <2

& | —wj|% > 207\

= > A

P

fay= 2"

|z —

—jap

Logo, AN B(x;,2 7 A\%) = {x € A; : | f(x)| > A}. Desta forma, temos

[ fllpoo,ar = iggﬂ{l’ € At |f(z)] > A7

= sup \|Ax N B(xy, 2 Zap)\%p)ﬁ

A>0
< Sup/\|B(:Ek,27ﬁlap)\77p)|%
A>0
1
P
= SupA(/ kap —p 1dx>
A>0 B(zp,2™n A7)
%

= supA (/ 2_kap)\_pdx>
A>0 B(0,1)

= 27k|B,|p
Entao
1
1w kg, = sup 2" fllpoo,a, < [Bilr < o0
’ keZ
Portanto f € WKI?’OO

Observagao 2. Note que

1w i = sup 25| Fllooso = Il
’ kEZ
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Definigao 10 ((EVANS, 2022)). Seja u € L! (RN> , definimos a transformada de Fourier

de u, denotada por F (u), como sendo a funcao F (u) : RN — C, dada por

1

F()(6) = s

/ e % y(x)dz, EeRY
RN

e a transformada inversa de Fourier F~'(u) é dada por

1
(2m)2

FHu)(€) := /RN e u(x)de, £ eRY

Definicao 11 ((BREZIS, |2011)). Sejam U um aberto do R" e uma fung¢io u:U — K (K

sendo um corpo igual a R ou C). Chamamos o conjunto C°(U) = {u € C* : supp(u) é compacto},

onde supp(u) = {x € U : u(z) # 0}, de conjunto das fungées teste.

Definigdo 12 ((FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018))). Seja ¢ € C°(RN\ {0}), radialmente

simétrica tal que, supp(¢) C {x;% <l|z| < %} e

Y 4O =1,  VEFO

jeN
onde ¢;(§) = p(277¢).
Definimos o operador localizagio A; por A;f = (F1¢;) = f.

Definigao 13 ((SAWANO et al., 2018)). [Espaco de Schwartz] Dizemos que uma fungdo
f R — C possui decrescimento rapido quando € de classe C* e para todos naturais k.l

maiores ou igquais a zero, tem-se
sup [ | f ()] < o0
Tz€R

onde fU denota a derivada de ordem 1, com a convencio f© = f. O espaco de Schwartz,

denotado por S(R), é o conjunto de todas as fungoes de decrescimento rdpido.

Definigdo 14 ((SAWANO et al, [2018)). Denotamos por S'(RY) o conjunto de todos os

mapas continuos de S(RY) em C. Isto €,
S'(RY) = {f € Homc(S(RY),C) : f é continua}.

Definigdo 15 ((LEMARIE-RIEUSSET, 2002)). Denotamos por S, o subconjunto de S(RY)

e definido por
S = {f € S(RY);Va ¢ NN/x“f(a:)dx — 0},

Proposicao 5 ((LEMARIE-RIEUSSET), 2002)). O espa¢o So € fechado em S.
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Definicao 16 ((FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018)Espagos de Besov Homogéneos). Sejam

s € R, p, q € [1,00]. Definimos o valor || - |ng de tal forma que, considerando [ € S,

quando q < oo

1

b = (2181 )

JEL

/]

ja quando q = oo

1.f]

5. = sup{2”°[| A; f e }-
Definimos os espagos de Besov Homogéneos como sendo

By, ={f eS|/l

Bs, < +00}. (2.10)

Definicao 17 ((KOZONO; YAMAZAKI, 1994))). Sejam 1 < g< oo e 0<r <n. O espago
de Morrey homogéneo M, ,.(RY) ¢é definido por

Mq,T(RN) ={f¢€ L?oc(]RN) I fllgr < oo}
com a norma dada por

_r
[fllar = sup  R™4| fllguor
20€ERN:R>0

em que || fllqz0:r denota a norma Lq(BR(xO)) de f, isto ¢,

Flamn = ([, I7@pas)’

Lema 2 ((AZEVEDO; CUEVAS; HENRIQUEZ, 2019)). Para cada desigualdade abaizo, existe

uma constante positiva C, tal que,

IGOfllge,. < Clfllgg (2.11)
IVGOf e < CEZ gy - (2.12)

Lema 3 ((CANNONE, [1997)). Seja p fixo com 1 < p < oo e a > 0. Para qualquer

distribuicao temperada v € S'(R3), as sequintes normas sdo equivalentes

e Sup ijaHAjUHLp
JEZ

o supt? || G(t)v]|Ls
>0
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o sup GO i
£>0 b
e serd mencionado por ||[v]| ,-u
D
Lema 4 ((KOZONO; YAMAZAKI, (1994))). Para todo nimero real s e toda u(x) € B,
, [resp. Bgo,oo], temos G(t)u — u na topologia fraca-* de BS, [resp. Bgoyoo] quando t —

0t.

Lema 5 (Dualidade do espago de Besov homogéneo (LEMARIE-RIEUSSET, [2002)). Para
1<p<o0,0€eR,1<q< o0, sejamp,q os expoentes conjugados de p e q e seja é;a’q/

o fecho de Ss em B;J’q/. Entao Bp_"’q ¢ o espaco dual de é;a,q’.

Lema 6 ((YAMADA, 2007)). Seja 1 < q< oo ea € (NUO)YN. Entio, para f € LY(RY),
105G(t) f || < Ct=NOamURZZ2 £l

Onde C' € uma constante positiva que depende de o, N, p, q.

Lema 7 ((FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018)). Seja 1 <p < oo, 1 <¢q,r < oo — % <a<
N(1- %) em,s € R. Seja P € C"(RY 0) uma fungdo tal que |3§P(§)| < Cl¢|t=18) para
todo multi-indice B satisfazendo |5| < N. Entdo

||P(D)f||BWKg,v;,;m < Cllfllpwres, -

p,q,"

A proxima observacao contém relacao entre os espagos LP-fraco, Herz-fraco, Morrey e

Besov (ver (TSUTSUI, 2011; FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018))
Observagao 3.
1. Para 1 <p < oo, temos a inclusao continua LP C LP>° C WKS@O.
2. Sel1<qg<r<oo,q<p,eN/r#v+ N/p, entio WK;,W;Q_MZ-

3.8 1<p<o<ooeld<uv< N(-1/p), temos WK;OO — B;ég*N(l/p_l/“)) e
WO, < BNO/m1/o)

4. Paral<p<ooe0<v<N(l-1/p), temos WK;,”OO — B;”:ON/I’.
5. Paral <p<ooe0<wv<N(l-1/p), tem-se WK;;J — Bgoqj;gN/p.

6. Paral<p<o<ooe—N(1/p—1/0) <v <0 nao vale a inclusao

WK;)OO SN Ba—ggﬁLN(l/p—l/U))_
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7. Para 1 <p<ooe—N/p<wv <0 ndo vale a inclusao WK;;’OO — Bgoﬁng/p).

Iremos agora definir o Espaco homogéneo fraco de Besov-Herz, para tanto considere

P (]RN ) o conjunto de todos os polindomios com N variaveis.

Definicdo 18 ((FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018))). Seja 1 < p < 00,1 < ¢, r < o0 e
v, s € R. O espago homogéneo fraco de Besov-Herz(BWH), BWKYs = BWK?s$ (RY)

p7q7r p?q’r
¢ definido como

BWKY ={feS/P;|fllzwiv: < oo}

p,q,T P,q,7

( %:Z 2jSTHAjf“¥/VK5,q) , ser < oo

J

Il swicys, =

p,q,T

Sup2j5||Aijwkgq, ser=o00.
jez '

O par (BWK;’;;’T, |-l 5wk, ) € um espago de Banach (ver

(FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018)).
Lema 8 (Desigualdade de Holder (FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, [2018))). Se 1 < p, p1,p2 <

0071§q7QI7QQ§OO7eﬁ?ﬁlaBQERSdOtalque%:pil—'—piz)%:q%_}_q% 65251—1—627

entao
Falhwiz, < Ol ol
em que C' > 0 é uma constante universal.
Observacao 4. Em particular quando (Pa, p2, q2) = (0,00, 00), temos

1Flhics, < Clf Ny, Nl (2.13)

Lema 9 ((TSUTSUL 2011)). Para 1 < p < oo, —% < B <wv< N(l - %), temos as

desigualdades:

_1(p—
IGO fllyis < Rl (2.14)

IGO fllsez < CEHH D (2.15)
Lema 10. Para 1 < p < 0 < o0, —% <p<v< N<1 — ;), temos as desiqualdades:

_l(y—B+N(Ll_1
IGE) Fllygs . < CE2OPNGZ Fllypge, (2.16)

14— 1.1
IVG) fllyis < CEHFFNGD ppe (2.17)
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A proxima observacao, apresenta algumas incluses envolvendo espacos de BWH que

podem ser encontradas em Ferreira e Pérez-Lopez(ver (FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, 2018)))
Observacgao 5.

1. Paral < p<o00,1<r<ooel<wv< N(1-1/p), obtemos BWK"?. <

p7o<j7r
55— ()

Boo,r

2. Paral <p<oo,1<r<oo,s¢cR, tem-se B;q — BW KOs

p,00,r "

3. A inclusio BWKS3, . — B3 NA/P=Y9 ngo vale para nenhum s € R, 1 < p < o0,

el <o <o0.

4. Pam1<p<oo,1§q§oo,3€Re—%<v<N(1—%), tem-se as sequintes

inclusoes continuas

g . S

BWK,,1 CWK, C BWK}/
Lema 11. [(FERREIRA; PEREZ-LOPEZ, |2018)] Seja s,0 € R, s < 0,1 < p < 00,1 <
q, 7 <00, e —% <v< N(l — %) Entao existe C > 0 (que independe de f) tal que

L(s—0c
IGE) flpwize . < CEC Flgwis (2.18)

p,q,r

para todo t > 0. Ainda mais, se s < o, entdo obtemos

L(s—c
IO lpwres, < O fllpwics .. (2.19)

p,q,00

para todo t > 0.

2.3 FUNCOES ESPECIAIS

Defini¢ao 19 ((MAINARDI, [2010))). Se o € (0,1), a func¢iao de Mainardi M, : C — C é

dada por
M,(z) = .
(2) 7;] nIl'(1 — a — an)

Definigao 20. [(MAINARDI, 2010)] Sejam o, 3 € R estritamente positivos. Entdo, Eq, g
C — C € a funcao de Mittag-Leffler, dada por

+00 Zk
Eoi®) = L Fan i By (2.20)

onde se f =1, a denotamos por E,(z).
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Proposi¢ao 6 ((MAINARDI, 2010)). Seja o, 8 > 0, z € C, escolhemos Ha, = Hal(e,, )
com e, > |z|Y* e § € (7/2,7) entdo

B 1 Iu/a_ﬁe.u
270 JHa, p® — 2

Eop(2) dp.

Defini¢ao 21 ((SCHIFF, 1999)). Considere a funcao f : [0,+00) — X. Dizemos que f €

de tipo exponencial, se existem constantes positivas to, M e v € R, tais que
| F() |l < M, YV t>t.

Proposicao 7 ((SCHIFF,|1999))). Seja f : [0, +00) — X, uma fungdo localmente integrdvel

e de tipo exponencial. Entao existe v > 0, tal que,

[T e,
0

é convergente se Re(\) > 7.

Lema 12 ((SCHIFF,1999)). Se f : R" — C eg : RT™ — X sdo fungdes de tipo exponencial,

entio f*g: Rt — X € de tipo exponencial.

Defini¢ao 22 ((SCHIFE, [1999)). Tomando f como na Proposicio[7, podemos considerar
uma funcio f D(f) Cc C— X, dada por:

foy= [T e

onde {\ € C;Re(\) >~} € D(f), e é dado pela Proposicio @ Dizemos que f(\) é
a transformada de Laplace de f(t). Em outras palavras, podemos definir o mapa linear
L:D(L) — F(C,X), onde D(L) :={f € L,.([0,+00), X); f € de tipo exponencial} e
F(C,X) € o conjunto das fungoes definidas no subconjunto dos nimeros complexos, com
imagem contida em X. Denotamos por L{f(t)}(\) := f()\) o operador de transformada
de Laplace.

Proposigao 8. [(MAINARDI, 2010)] Seja o € (0,1), =1 <r < o0, A >0ez e C. A

funcao de Mainardi M, satisfaz as sequintes propriedades:

(i) M(t) >0, para todo t > 0;

L(r+1)
L(ar+1)’

(iii) L{at=OF) My (t=)}(A) = e

(i5) [Tt M, (t) dt =
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() L{atM,(t)}(2) = Eqn(—2);
(v) L{Ma(t)}(2) = Ea(—2).

Proposigao 9 ((SCHIFF, 1999)). Seja f : [0,400) — C e g : [0,400) — X, fungdes
localmente integraveis e de tipo exponencial, suponha que L é o operador transformada de
Laplace. Entao a func¢io f*g: [0,+00) — X € localmente integrdvel, de tipo exponencial

e
LS+ g) () FA) = L{F @) AN L{g()}N), (2.21)
onde X estd na regido de convergéncia adequada de ambas as funcoes.
Defini¢do 23 ((SCHIFF, 1999)). Seja f : D(f) € C — C, wma fungio integrdvel. Entio
N 1 c+ioco N
F(t) = L7 = 5 / eMFN) AN, onde e > co, (2.22)
Tl Je—ioco
com co no semi-plano direito da convergéncia absoluta da integral da transformada de
Laplace. Para denotar a Transformada de Laplace inversa escrevemos L1, A integragdo
¢ realizada ao longo da reta vertical Re(\) = ¢ > ¢o no plano complexo de modo que ¢

fique a direita de todas as singularidades da funcao f

Observagao 6. Usando as mesmas notagoes da Proposi¢io[9, podemos reescrever a igual-

dade de outra maneira. Suponha que L{f(t)}(N) = F(A) e L{g(t)}(\) = §(\), entdo
[ £ = ) GO N ds = £ (NI HO).

Definicao 24 ((SCHIFF, 1999)). [Fun¢ao Gama/ Seja Re(t) > 0. Definimos a fungao

Gama pela sequinte integral impropria

esta fungdo é conhecida como extensao da funcao fatorial. De forma mais explicita,

temos:

Propriedade 1 ((SCHIFF, 1999)). [Equacao funcional da fun¢io Gamal Se Re(t) > 0

entao
T(t+ 1) = tI(t).
Consequentemente

I'n+1)=n!, neN
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Definigao 25 ((MAINARDI, 2010)). Considere D(B) := {(a, ) € C%* Re(a) > 0 e Re(S) >
0}. A fungao definida por

Bla.g) = [ 571~ ) ds,

¢ chamada de fungdo Beta.

Observacao 7. Utilizaremos durante o trabalho a sequinte identidade;
t
| e = e Blab),
0
com a,b > 0.

Demonstragdo. Perceba que se t = 0 a igualdade ja é satisfeita, entdo para ¢ > 0, fazendo a

mudanga de variavel s = 7 temos;

t 1
[t nrtar = [t e s s
0 0
= t*""1B(a,b)

O]

Lema 13 ((MAINARDL, 2010)). Podemos relacionar as fungoes gama e beta, da sequinte

I'(a)I(8)
Ia+8)’

Definicao 26 ((MAINARDI, 2010)). Seja o > 0. A fungdo g, : R — [0,400) dada por

B(e, B) =

_1 4a-1
_ F(a)t , t>0

«

0, t<0
¢ chamada funcao de Gel’fand-Shilov.
Lema 14 ((MAINARDI, 2010)). Dados «, 3 > 0, entao g * gs(t) = gats(t) parat > 0.

Definigao 27 ((LANDAU, 1909)). Se f(x) e g(z) sdo definidos a partir de um certo zy e

g(x) € positivo para todo x > xg, escrevemos f(xz) = o(g(z)) se

lim —= =0
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Lema 15 ((Lema de Fatou Generalizado)(TESCHL, 1998)). Se f, é uma sequéncia de

fungoes de valores reais mensurdvel e g uma fungdo integravel. Entdo

/ lim f, du < liminf/ fndu
A n—00 A

n—oo
seg < fne
limsup [ f,du < / limsup f, du
n—00 A A n—oo
se fn < g.

2.4 0OS OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Os operadores de Mittag-Leffler sdo uma classe de operadores integrais generalizados
que desempenham um papel importante em véarias dreas da matematica, fisica e enge-
nharia. Eles sdo denominados em homenagem aos matematicos Gustav Mittag-Leffler
e Magnus Gustaf Mittag-Leffler, que contribuiram significativamente para o desenvolvi-
mento da teoria desses operadores. Esses operadores sao usados para definir solucoes de

equagoes diferenciais fracionarias lineares de ordem «.

Definicao 28. (NETO, 2015) Sejam o € (0,1) e A : D(A) C X — X wum operador

setorial positivo. Entdo, as fungoes fortemente continuas

1
o (—t%A) = 7/ Myo—loye 4 Ay Lan. £ >0
( ) 57 Jur € A"+ A) : >
e
o tl_a A\ o —1
Epo(—t°4) = / MO+ AL, >0,
271 JHa

com Ha C p(—A) dado pelo caminho de Hankel, (ver Definicio [3) sio chamados de
operadores de Mittag-Leffler.

Teorema 4. [(NETO, |2015)] Sejam X um espago de Banach e —A : D(A) C X — X o
gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Para cada o € (0,1) podemos reescrever

as familias de Mittag-Leffler { Eo(—1*A)},5q € {Ea,a(—t*A)},5, por

Eu(-t4) = | T M () T(st%) ds (2.23)

Fua(—t24) = [ T M (s)T(st%) ds, (2.24)

onde {T(t) : t > 0} é o Cy-semigrupo analitico gerado por —A.
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Observacao 8. Os operadores de Mittag-Leffler ndo apresentam a propriedade abeliana,
a qual, desempenha papel crucial na teria de semigrupos, uma vez que, para qualquer

a € (0,1), existem t, s € [0,+00), tal que, Ea((t + s)“) + E, (taA)Ea (s“A).

Teorema 5 ((CARVALHO-NETO; PLANAS, 2015))). Os operadores E,(—t*A) e E, o(—t*A)

estio bem definidos de X em X. Mais ainda, para x € X sequem as afirmacoes:

= x}'
t=0

(i) Eo(—t*A)x| =u1u e E,o(—t*A)x

t=0

(it) As fungoes vetoriaist — E,(—t*A)x et — E, o(—t*A)z, sao analiticas em [0, +00).

Proposicao 10. Sejama € (0,1), e A: D(A) C X — X um operador setorial positivo.

Entéo para x € X, temos:

L{E(—t" Az} () = X1 (A + A) o (2.25)

L{t* T By a(—t*A)z}(\) = (\* + A) 'z, (2.26)
Demonstragio. Dados z € X, a € (0,1) e \* € p(—A) pela Proposi¢ao (2)), temos
+o0 o
D I e / e () dt.
0
Fazendo t = w®, segue-se
+o0 o
AT+ AT = / a(Aw)* e AT ()2 dw
0
too 1 [/ d o
= —/0 w(@\e_(’\w) )T(w“)x dw.
Do item (i7i) da Proposigao e da Regra de Leibniz para integrais temos
+oo ] d +o00
MY A = —/ — —/ e Mt~ I N () dt | T (w®)z dw
o w\d\Jo
+00 +oo N
= / / e Mlat™ M, (t~)T (w™)z dt dw.
0 0
Fazendo agora a mudancga de variavel s = wt, concluimos que
400 ptoo @
NI\ 4 A) e = / / e“aﬂ”a)Ma(t&)T(;)mdt ds.
0 0
Finalmente, tomando t~* = p, e usando o Teorema encontramos

+o00 0
AT+ A) e = —/0 e’“([roo M, ()T (pus®)z du) ds,
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+o0 A\ +o0
= [ e Mo ()T (s p)x dpe ) ds,
0 0
+o0
= / e ME (—t*A)x dt
0

= L{Ea(-t"A)z}(N),

como desejado.

Tomando novamente x € X e usando o Teorema , notemos que
o0 A\
L{t T B (17 A)2} () = / e MR, (1 A dt
0
“+oo +0o0
- / e Mgt (/ asMy(s)T (st*)x ds) dt.
0 0

Para s = wt™®, segue do teorema de Fubini, que

+oo +oo
E{to‘_lEaa(—t"A)$}()\) = / e Mol / awt™ My (wt™*) T (w)xt™*dw | dt
’ 0 0

+oo +o0
= / w (/ ot~ I M (wt=*)e M dt ) T(w)xdw. (2.27)
0 0

1/«

Tomando agora t = Ew'/“ ficamos com

/Jroo at= N (wt™ e M dt = /ﬂo (€t ) TAFI N (w(Ew/*)7) (2.28)
0 ><06_’\(5°’1/a)w1/a d&
= [T e e g, () de
= e () ot

= wle™, (2.29)

onde (2.29) é resultado da Proposigao , item (7ii). Substituindo agora a igualdade
(2.29) em ([2.27)), teremos

(e Baal— )} = T e ) du (2.30)
= A+ A, (2.31)

onde a igualdade (2.31)) é resultado da Proposicio (2). ]
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25 METODOS TOPOLOGICOS

Apresentaremos agora ferramentas topoldgicas que serao uteis para nosso trabalho,
como o principio da contracao de Banach e o teorema de existéncia e unicidade que

utilizaremos para encontrar a solucao do Problema ({1.1)).

Definig¢ao 29 ((RUDIN et all, |1976))). Seja (X;d) um espago métrico. O mapa F : X — X

¢ dito de contragao se existe k € [0;1), tal que,
d(F(z); F(y) < kd(z;y); Vz,yeX.

Teorema 6 ((SAHNI, 2012)) , 2003, Principio de contragao de Banach). Sejam (M;d) um
espago métrico completo nao-vazio e ' : M — M uma contracao. Entao F possui um

unico ponto fixo.

Enunciaremos o resultado topoldgico que traz a garantia de boa colocacao, no sentido
de Hadamard, para as solu¢oes do modelo de Keller-Segel (1.1]). Um argumento de ponto

fixo é apresentado no teorema abaixo.

Teorema 7 ((FERREIRA; PRECIOSO) 2011)). Seja X um espago de Banach com norma
|“llx eT : X =Y um mapa linear continuo com norma 7. Suponha que B : X xY — X

¢ um mapa bilinear continuo, isto €, existe K > 0, tal que,

1B(z,y)llx < Kllzllxlylly, V¥ (r,y) e X xV.

Seja 0 < ¢ < e B = {o € Xillzlly < 2. Se llylly < e e il <

2K (1 + 27) = =
entdo existe uma unica solugio x € Ba, para a equagio x = y+ B(x, H(x)), onde H(z) =

g+ T (x).

Demonstragio. Considere o mapa F : X — X dado por F(z) = y + B(z, H(x)). Para

T € By, temos que

IF@)lx < llyllx + 1Bz, H(z)) | x
< llyllx + Kllzl x| H() |y
< Al + Kzl x([7lly + 1 T() [ly)
< Ayl + Kzl x (e + 7l x)
< e+ 2Ke(e + 27e) (2.32)
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onde usamos em ([2.32)), que

logo

2¢,

2Ke(e + 27¢) < ¢,

1

e<— (2.33)

2K (14 27)’

pela escolha de €, temos F'(Bs.) C Ba.. Em seguida, tomamos x, z € By, e estimamos

1 F () = F(2) ]l

N AN VAN VAN |

IN

1B(x, H(x)) = B(z, H(2)) |l x
I1B((x = 2), H(x)) + B(z, H(z) = H(2)) || x

I1B((z = 2), H(x)) || x + || B(z, H(x) = H(2)) [ x
Kllz = z|[x 1 H (@) [ly + Kl z[lx [ # () = H(2)[ly
Kllz =zl x(lglly +7llzllx) + Kzl x(7llz = 2]l x)
K(lglly +rlzlx +7llzlollz = 2[lx

K(e+4re)||z — 2| 5,

e segue de (2.33)) que K (e + 41e) < 2K (1 + 27)e < 1, entdo, pela Defini¢ao F é uma

contra¢do em By, logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, dado pelo Teorema [6]

concluimos a demonstragao.

O
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3 CONTEXTO FRACIONARIO DO MODELO DE KELLER-SEGEL

O célculo fracionario, ou calculo de ordem nao inteira, é a generalizacao do céalculo
diferencial integral classico. Este calculo tem sido bastante utilizado nos iltimos anos na
formulacao de equacoes diferenciais de ordem fracionaria, para caracterizar com maior
precisao fendmenos naturais que os de ordem inteira (ver (TAVARES; LAZO, 2021)).

O calculo de ordem fracionaria surgiu com a finalidade de generalizar o de ordem
inteira, existem relatos do ponto de partida ter sido uma correspondéncia trocada entre
Leibniz (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716) e ’'Hopital (Guillaume Frangois Antonie
I'Hopital, 1661-1704), possivelmente por uma manipulacdo de simbolos levou I'Hopital
a perguntar a Leibniz quanto a possibilidade do expoente da derivada ser uma fracao,
dada a notacao de Leibniz. O grande questionamento se deu inicialmente em entender o
que significava derivar a fun¢ao f(x) meia vez? ou até mesmo qual o significado geomé-
trico? Leibniz respondeu que a possibilidade de existir o conceito de tal derivada poderia
cair num paradoxo e que, algum dia, consequéncias frutiferas seriam geradas (ver (ROSS,
20006)).

Em 1812, Laplace (Pierre Simon Laplace, 1749-1827) expressou uma derivada fracio-
naria a partir de uma integral, porém o primeiro a publicar um livro a esse respeito foi
Lacroix (Silvestre Frangois Lacroix) em 1819, e em 1822, Fourier (Jean Baptista Joseph
Fourier, 1768-1830) obteve uma versao generalizada de uma derivada de ordem arbitraria.

A primeira aplicagdo do célculo fracionario é datada de 1823, por Abel (Niels Henrik
Abel, 1802-1829), utilizando o fato que a derivada fracionaria de uma funcao constante
nao é sempre nula, diferentemente das derivadas de ordem inteira. Posteriormente muitos
matematicos publicaram trabalhos utilizando-se dessas derivadas, nomes como Liouville
(Joseph Liouville, 1809-1882), Letnikov (Aleksey Vasilievich Letnikov, 1837-1888) e ou-
tros, isso chamou a atencao mundial para a tematica.

Neste Capitulo, definimos a derivada fracionaria de Caputo, através da derivada fracio-
naria de Riemann-Liouville, faremos a construcao do espaco funcional de tipo Fujita-Kato
e através do principio de Duhamel, mostraremos como obter solu¢oes para o modelo fra-
cionario de Keller-Segel . Por fim, estimaremos via semigrupo do calor, os operadores
de Mittag-Leffler em espagos de Morrey e Besov-Morrey. Tais resultados serao essenciais

a obtencao dos resultados estabelecidos e provados no Capitulo 4.
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3.1 DERIVADA FRACIONARIA

Definigao 30 ((NETO, [2013)). Sejam o € (0,1) e f € L'(0,b; X). O operador JXf,
definido por

1

IO = o [ =51 f)ds = gox (1), (3.1)

para t € [0,b], é chamado de integral de ordem o de Riemann-Liouville de f.

Lema 16 ((NETO, 2013)). Seja f € L'(0,b; X). Entdo para todo t € [0, D]

lim Jgf(t) = ().

a—0t

Observacao 9 ((NETO| 2013)). Através do Lema |16| podemos estender a Definicao

para o = 0. Neste caso JO passa a ser: JP f(t) := f(t), isto €, o operador identidade.

Exemplo 3. A transformada de Laplace da integral de ordem « de f, dada pela Definicao
¢ igual a

L{TFE)}A) = A F ().

Demonstracao. Dada a funcao g, da Definicao Entao

ta—l

Cloalt)} = [ e o

Fazendo 7 = At, temos d7 = Adt, e segue que

Ll = oy )y T
1
= T @
= A

Usando a Definigao [30] e a Proposicao [0, temos

LN = L{ga* [}
= L{ga®IL{FDOIN)
= A

Como queriamos demonstrar. n
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Definigao 31 ((NETO, 2013)). Sejam a € (0,1),b>0 e f € L'(0,b; X), com f*g1_o €
WYL, b; X). Definimos a derivada de Riemann-Liowville de ordem o, D f(t), por

Dy f(t) == D}Jf(t) = Di (g1 % f)(),  qtp. em [0,0],

d
onde D} = (dt) Ezxplicitamente, obtemos

D?f@)::DQ{F<L£CQté%t—-@‘“f@)ds}, gtp. em (0,4,

Observagao 10 ((NETO, 2013)). [Um problema na Derivada de Riemann-Liouville] Para

£ >0, a>0, temos
D(s" 1) (t) = Mtﬁfﬂ.

I8 —a)
Em particular,
tOZ

ril—a)’

Esse ponto nao é interessante, pois quando derivamos a func¢do constante a derivada

Dfc=c¢ com « € (0,1)

é diferente de zero, com « € (0, 1), mas gostarfamos que isso fosse uma generalizagao.

A derivada de Caputo foi proposta pelo matematico italiano Michele Caputo, em 1969,
inspirado na derivada fracionaria de Riemann-Liouville, que em resumo trata-se da deriva
de ordem inteira de uma integral de ordem arbitraria, enquanto a sugerida por Caputo
é a integral arbitraria da derivada de ordem inteira. Essa derivada (de Caputo), foi bas-
tante aceita por varios autores, principalmente por simplificar problemas com dependéncia

temporal e pela dependéncia de condigoes iniciais.

Defini¢ao 32 ((NETO, 2013)). Sejam a € (0,1),b>0 e f € L*(0,b; X), com f*g1_o €
W(0,0; X), onde WH1(0,0; X) denota o espago de fungoes L*(0,b; X) que possuem as
derivadas fracas de ordem menor ou igual que 1 em L'(0,b; X). A derivada de Caputo de

ordem «, denotada por D f(t), é definida da sequinte forma
°DYf(t) :=J" D f(t), q.tp. em [0,b],
onde, DY € a derivada de Riemann-Liouvile.
Observagao 11 ((NETO, 2013)). A derivada de Caputo de uma constante é zero e

J1 eDYR(t) = h(t) — h(0).
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Proposigao 11 ((NETO, 2013)). Seja a € (0,1) e supunha que f € C*([0,b], X), entdo
<Dy € C([0,0], X). e

‘DXf(t) = Jf'(t) para todo t € [0,B).

Proposicao 12 ((NETO, |2013))). As sequintes propriedades sao vdlidas em rela¢io d in-
tegrais e derivadas fraciondrias: Dados oy, e, b > 0 com f € L*(0,b; X) e h € C(0,b; X).

L JMJeef(t) = Jorezf(t);
I DI f(t) = f(t);

III. Se g1_o, * [ € WH(0,b; X), entdo;

JE D f(t) = f(1) - Ffwtall{ﬁmﬂs)}

Além disso, se eziste uma fungdo integravel ¢, tal que, f = J¢(t), entdo

s=0

JED () = f(t);
IV. D2 JEh(t) = h(t);
V. Se g1_a, x h € WH(0,b; X), entdo J* <D h(t) = h(t) — h(0).

Observagao 12 ((NETO, 2013)). A Derivada de Caputo da fungao de Mittag-Leffler
(Definicao @) nos da a propria funcdo. Especificamente,
() ch(tak)
I'(ak +1)

I(ak +1) ok—a
F(ak —a+ 1) T(ak+1)’

t&m

‘DY Ea(t) =

Mz 11

tomem =k — 1,

B
Il
—

I
M8

o (am +1)
= a(t%).

3
Il

3.2 ESPACO FUNCIONAL DE TIPO FUJITA-KATO

Hiroshi Fujita e Tosio Kato, foram dois renomados matematicos, que contribuiram
significativamente para a teoria das equacgoes diferenciais parciais ao introduzir a ideia de
espagos de solugoes invariantes por escala. Sua pesquisa se concentrou em compreender

as solugoes de equagoes que exibem invariancia quando escaladas apropriadamente.



40

A chave para essa abordagem é o reconhecimento de que muitos fenomenos fisicos,
como a difusdo de calor, a propagacao de ondas e a dissipacao de energia, exibem pro-
priedades de escala. Isso significa que, se vocé tiver uma solugao vélida, ela pode ser
multiplicada por uma constante apropriada, resultando em outra solucao valida. Essa
invariancia por escala tem implicacoes profundas para a andlise desses sistemas.

Para investigar essa invariancia por escala, Fujita e Kato utilizaram a analise funcio-
nal e a teoria dos semigrupos. Essas ferramentas matematicas poderosas permitiram-lhes
estudar a estrutura dos espacos de solugoes que preservam a invariancia sob as transfor-
magoes de escala.

Um dos resultados mais notaveis de Fujita e Kato foi o desenvolvimento de teoremas
de existéncia de solugoes. Esses teoremas sao fundamentais para a resolucao de problemas
praticos em fisica e engenharia, nos quais a compreensao do comportamento em diferentes
escalas é crucial. Eles permitiram a formulacao de solugbes para uma ampla variedade
de equagoes diferenciais parciais que exibem invaridncia por escala, tornando-se uma
ferramenta valiosa para a modelagem e analise de sistemas fisicos complexos.

Afim de garantirmos a existéncia de de solugoes para o problema , apresentaremos

nessa secao o espacgo funcional de Fujita-Kato. O qual atuard como base dos resultados.

Lema 17. Considerando u,(z,t) = c*u(oz, oat) e vy(z,t) = v(ox, oat), se o par [u,v]
¢ uma solugio do Problema (1.1)) suficientemente regular com v = 0, entao [uy,v,] €
solugado.

Demonstragao. De fato, note que, sendo [u, v] uma solugao do Problema (1.1)) com v = 0,

2u(ow,0at) ¢ v, = v(ox,oat) também satisfazem o problema com dado

entao u, = o
inicial ug, () = c?up(ox) e vy, = vo(oT).

Nosso problema é dado por:
*Diu =V - (Vu—uVo)

‘Dv=Av—yv+u

u(z,0) = ug(x), wv(z,0) = vy(x)
Substituindo v = 0 temos:

*D¢u =V - (Vu—uVv)
‘Div=Av+u

u(z,0) = up(x), wv(x,0)=uvy(x)
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Em termos de u, e v, queremos mostrar que:

*Du, =V - (Vu, — uyV,)

‘Difv, = Avg + U,

Uy (2,0) = upe (), v(x,0) = vy (2)

Por um lado, usando a Proposigao [11| temos

& (63 1 t -
Diu,(x,t) = F(l—a)/o (t —s) “Dsuy(z,s)ds

1

= F(1_04)/;(15 — 3)’“D8(02u(a:c,a%s))ds

Fazendo y(s) = oas entdo ds = a’idy(s). Quanto aos intervalos de integracao tem-se

que s = 0 implica em y(0) = 0, e s = ¢ implica em y(s) = to«. Portanto,

‘Diuy(z,1) = F(la—a)/ow (t— U_%y(s))_o‘U%Dy(s)u(ax,y(s))a_%dy(s)
= T )=o) Dyl )y
~ i ) Ry Dy (s)dute)

por outro lado temos,

Au, = Z 9

Q
Q

em que y = ox.

Note ainda que,
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v(ax,agt)

"0 0
) 8902 81‘1
" 9%

— 42 3
= o ;ayi2(aa€,aat)

= o*Av(oz, a%t). (3.3)

1

Portanto usando (3.2)) e (3.3)), temos,

Au, — V- (u,Vv,) = o*Au(y, O'%t) — (0*Vu(oz, U%t) -Vu(oz, O'%t)
+otu(ow, Jét)Av(y, a%t))
= o (Auly,oat) — (Vu(ox,oat) - Vu(ox, oat)
+u(oz, a%t)Av(y, a%t))
= o*(Au(y, a%t) -V - (u(oz, O'%t)vv(O':L‘, O'%t))
= o'V (Vu(oz,oat) — uVo(oz, oat))
= o °D*u(ow, o%t)

= ‘D%uy(z,t).

Analogamente temos,

1 t a
CD?'UO- = M/Q (t — S) . DS'UO—(JZ, S)dS
t 2
= F(ll—a)/o (t—s5)"% Dsyv(ox,008)ds
1 ’ s
= F(l—a)/o (t—s) %o - Dyv(ox,y(s))ds.

Fazendo y(s) = ags, temos ds = 0_%, quanto ao intervalo de integracao tem-se s = 0

implica em y(0) =0, e s = t implica em y(s) = tos, entdo,

CD?UO. = F(ll_a)/otm(t_aiy(s»aDy(S)U<Ux’y(S))U§Uid@j(‘s)
= Fia e = ue) Dy y()dy(e
- F(la—a) /ot(m (05t = () *Dyeyv(o, y(s))dy(s)

= o?-“DM(ox, O'%t).
Note agora que,

Avy +u, = o*Av(oz, O'%t) — o?u(ow, O'%t)
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= o*(Av(oz, O'%t) - u(am,agt))
= o -“DMv(ox, O'%t)

= “Div,(x,t).
Isto conclui a demonstracao. O]

O mapa [u,v] = [uy, v,] é chamado de escala, e as solugoes invariantes por escala sao
chamadas auto-similares. Quando fazemos ¢t — 0 temos os candidatos a dado inicial sdao

func¢oes homogéneas

limy_yo+ te(z,t) = limy_o+ 02u(ox, oat)
= c%ug(ox)
Analogamente temos,
vo, () = vo(oT)

ou seja, os dados ug, vy sao fungoes homogéneas de graus —2 e 0 respectivamente. Diante
disso somos motivados entdao a tomar os dados iniciais do Problema (I.1) no espago

BWK x B, o qual é invariante pela aplicacdo de escala.

'vv+%¥i

Observagao 13. Denotaremos por BY o espago BWKU:O0,00

Buscaremos as solugoes globais [u(x,t),v(z,t)] pertencentes a classe de Fujita-Kato

X1 X Xy, em que
a9 N_4 .
X, = {UGLO"((O,OO);B;”) :t2<2 v )ueLoo<(0,oo);WKﬁgo>,

[e3

$3(@=G )y ¢ [ <(0, 00); WK;;) }

Xy = {v e L~ ((O, 00); ijo?oo) 12V € L°°<(0, 0); L”)} :
e X| e &, sao espacos de Banach com normas
9N

alg _N_, a —
I\U\!X1=sup!!u(t)\!B:1+supt2( 2o) Hunmgﬁsuptz( i) lu®)llw iz, (3-4)
t>0 t>0 ’ t>0

0ll.x, = sup [[v(®)ll 5o, _ +supt? [Vo(t)]| - (3.5)
t>0 ’ t>0
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3.3 PRINCIPIO DE DUHAMEL

O Principio de Duhamel é uma técnica na teoria de equagoes diferenciais parciais
que permite resolver EDPs lineares com termos forcantes ndao homogéneos. Ele envolve a
representacao da solucao da EDP nao homogénea como uma integral que combina uma
solugdo da EDP homogénea (chamada de "kernel'ou "nicleo") com o termo forgante nao
homogéneo. Essa técnica é til para resolver problemas em fisica, engenharia e matematica
aplicada, onde a EDP nao homogénea nao pode ser resolvida diretamente por outras
técnicas analiticas. O Principio de Duhamel é uma ferramenta valiosa para encontrar
solugoes de EDPs complexas. A representacao geral da solugdo usando o principio de

Duhamel é a seguinte:

u(z,t) = ug(x) + /OtF(a:,t —5)- f(x,s)ds

onde:
u(z,t) é a solugao da EDP ndo homogénea;
F(x,t — s) é o nucleo, que é a solucao da EDP homogénea;
f(z,s) é o termo forgante nao homogéneo;
uo(z) é a condicao inicial.
Suponha que o par [u, v] satisfaca . Entao aplicando J{* (Definicao , em ambos
os lados da primeira equacao diferencial de , e usando a Proposicao item (V),

obtemos
JH(CDfu(t) = JH(Au =V - (uVo)(t)
u(t) = wo+ AJ7u(t) — JV - (uVo)(t)
u(t) = ug+ A(ga xu(t)) — go * V- (uV0)(1). (3.6)
Assumindo agora que o par [u, v] é do tipo exponencial e localmente integravel, aplicamos

a transformada de Laplace a ambos os lados de (3.6)) e utilizando o Exemplo , ficamos
com

. 1

a(A) = Tuo+ AL{(ga * u)(t)}(A) = L{ga * V- (uV0)(£) }(A)

A —_—

= Al + APAUN) — AV - (uVo) (V). (3.7)

Segue entao de (3.7]), que

—

(I = A"*A)a(A) = A lug — AV (uVo)(N).
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Tomando A\* € p(A) encontramos

—

AN = AT = A) g — (A — A) IV Vo) (). (3.8)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, em (3.8)) e utilizando a Definigao [20} temos

u(t) = L7 = A)uph(t) — L7 — A) TV (Vo) ()

—

= E,(t“A)uy — /Ot LHANY — A1t —8) L7 (uVv)} (s)ds

= Baea) - [ (= )OIV By o ((t — 8)"A) (V) (s)ds.

Procedendo agora para a segunda equagao de ([1.1]) de forma analoga a primeira, aplicamos

o operador J;* e obtemos

v(t) = v+ JHA —y)v(t) + JPu(t)

= o+ (A =7)(ga *0)(t) + ga * u(t).
tomando a transformada de Laplace de v(t) e utilizando o Exemplo , passamos a ter

8()) = i\vo F (A = )AB(A) + AN, (3.9)

Multiplicando ambos os lados de por A%, obtemos
A D(A) = A Mg + (A = 9)0(N) + a(N)
e segue dai, para A* € p(A — ), que
0(A) = XA = (A=) oo+ (AT = (A =) a(A).

Aplicando a transformada inversa de Laplace na igualdade acima e usando a Defini¢ao

temos

o(t) = L7HXTTANA =) o) + LAY = (A =) a(A) HE)
= Eo(t"(A —7))vo + /0 L7HXY = (A=7) Mt —s)L7H{a(N)}(s)ds
— EL((A — 4))ue + /0 (= )0 By ((t — 5)7(A — ) )u(s)ds.

Definicao 33. Um par [u,v] satisfazendo

u(t) = Ea(t“A)ug — /Ot(t — 8)* 'VE,o((t — 8)*A)(uVv)(s)ds, (3.10)
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t
v(t) = Eo(t*(A — v))vo + /0 (t—8)* ' Eyo((t—8)*(A —7))u(s)ds, (3.11)

¢ chamado solugao branda do Problema de valor inicial (1.1)) em que a familia E,(+), Eqq(+)

sao os operadores de Mittag-Leffler, definidas na secao (2.4]) e que, pelo Teorema obte-

Eo(t°A) = /OOOMQ(S)G(stO‘)dS, (3.12)
Eon(t®A) = /Oooosta(s)G(sta)ds, (3.13)
Eat*(A=7) = [ Ma(s)Gy(st)ds, (3.14)
Eonlt®(A =) = /OooasMa(s)Gv(st‘“)ds, (3.15)

em que G(t) é o semigrupo do calor, G,(t) = e G(t) é o semigrupo do calor amortecido

e M, € a fungao de Mainardi.

3.4 ESTIMATIVAS ESTRUTURAIS PARA OS OPERADORES DE MITTAG-LEFLER

Lema 18. AssumaqueNEQ,% <r< N <g<oo,0< 1y <2—%,0§’02<
1— %, vy < vy e suponha que ug € B* N B? e vg € Bgom; entdao existem ki e ko positivos
tais que
sup | Ealt*A)uoll s < ol (3.10)
>
3(2-2-n) 1 g o
supt I1Ea( Aol < ol (3.17)
N :
3(0) | e
sup [Ea(t*A)uollwizz, < kalluollgye , (3.18)
>0 ©00 a
sup | Ealt(8 = Vellzg < o lollgg (3.19)
S : :
sup 13 [ VE,(t(A = )uoll e < o ol (320)

>0
Desigualdade (3.16)). Pela igualdade (3.12) e Proposicao |8 item (i), obtemos a seguinte
desigualdade

/OOO M, (s)G(st*)ugds

sup || Ea(t*A)ugl| g = sup
>0

t>0 Byt

< sup [ My(s) [|G(st¥)ug|| o ds.
t>0 JO "

° * V1,V N _ . ’
Note que B}* = BWKT,LQ,EJOFQ 2, por hipdtese temos —% <0<uvy <2-— g < N(1- %),

pois N > 2 implica em 1 < r < co e 1 < p,¢ < oo, pelo Lema [11] (fazendo s = o), e
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Proposigao (8| item (ii), existe C; > 0 tal que

oo
sup | Ma() 1G(stuoll ey ds < Crlluoll, oy

Ch[uol| gy -

com isso demonstramos que a desigualdade (3.16|) é verdadeira.

Desigualdade (3.17)). Pela Observacao |5 item (4), temos BWK”“ 1 WK}}’})O

(3.12) com a Proposigao [§]item (i), temos

| Balt D)o i, < c||Ea<taA>uo||BWmol

<cC / S| G(st%)

uOHBWK”l 0 ds

Note agora que por hipdtese vy + % — 2 < 0, entao, pelo lema

c/ NGt )t |y o s

< 0/ §)C! (st2) 3@+ =D |y | ds

+& 2
BWK LT

_ Gt /0 SR ()l

N_o _ v+8-2

Com00<—<2temos—2<——2<00que1mphcaem—1<T <

2 = 2

pela Proposigdo [§ item (ii), tem-se

Cset D) [ g s

N
L= +1)

N _
M@ =2 1)

[uoll e

Portanto temos a desigualdade desejada da seguinte maneira

sup £3 250 | B (1 Aoy e
t>0 N

sup ¢35 0= 5T Oy | s

t>0

IA

= Clluoll g

isso conclui a demonstragao de (3.17]).

]

e por

entao,
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Desigualdade (3.18)). Pela Observagao [5| item (4), temos BWK”Q’ 1= WKY_ e por
q,00

com a Proposi¢ao [§ item (i), temos

|Ea(t*Muollwiy, < ClE("A)

o BWEK!ZY|

< c/ NGt gy a0 ds
Note agora que por hipbtese vy + ﬂ — 2 < 0, entao, pelo lema
C/ s)||G(st” )uoHBWKﬂzo ds
< c/ O (st EH T D gl ds
BWK, e @
= C’tf(vﬁgﬂ)/ S“ﬁ%*QMa(S)dSHUOHBSQ'
0
Ny _9
Como 0 < —<2temos -2 < ——2<Ooquelmphcaem -1 <45-<

pela Proposi¢ao [§ item (ii), tem-se

U [ ol

v+ —2
) D= 4y

F(ozvﬁ%i2

= 57O g | e

— C’t%(v2+%—2 ||u0||352

+1)

Portanto temos a desigualdade desejada da seguinte maneira
§2-F v apn :
sup 20 ) | Ea (87 A)uollw sz,
< ,

< supt3PT DI g |
t>0 4

= Clluolz

isso conclui a demonstragao de (3.18]).

entao,

]

Desigualdade (3.19). Usando o Lema [2equagao (2.11)) e Proposicao [§item (i) e (ii) temos

[Eat™(A = 7))voll o,

IA

VAN

| Ma(s)e "k gy, _ds
Ealloollg [ Ma(s)ds

kalvoll o,

IN

Portanto segue de (3.21) que

sup || Ea (t"(A = 7))voll o

up o . < hallvollgg,

/ Ma(s)e_s’f%||G(3ta)7)0||]30 ds
0 00,00

(3.21)
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Desigualdade (3.20]). Usando o Lema equagao (2.12)) e Proposigéoitem (i) e (ii) temos

IVEL(t*(A = Yol < /0 Mo (s)e " VG (st*)vo]| p~ds

< [T Ma()C(st) ol g ds
< 7% ool go c/ M, (s)s%ds
00,00 0
< % kollvoll gy - (3.22)

Multiplicando (3.22)) por ¢2 e calculando o sup temos a desigualdade desejada

1 1 _«a
supe>ot? [[VEL (1" (A = Y)voll e < suppsot?t™ 2 kalvol[ g,

= kallvoll g, .

m
Isto completa a demonstragao do Lema
Lema 19. AssumaqueNEZ,% <r<N<g<oo,0< 1y <2—%,0§v2<
1— %, v < vy. Temos as sequintes desiqualdades:
« _Q(y N

| Eaa(t*(A — 7))||BWK;J{.;§)OC—>BWK:£,§’S¥ < Ot~ st (3.23)
1B o) i, swro,, < CE2 (3.24)
IVEaalt*(A =y, < Ot (3.25)

Booot T 00
IV Baa(t (A =D s, < Ot 30D (3.26)

’ Boomo 1 L
IV Eaa(t*A) | gy goro pn < Ot~ 3-u=%) (3.27)
IV Baalt D)l wrer, < O3 (3.28)
IV Eoa(t*Dllwiez swiczs, < Ct2 (3.29)
IV Baalt )l g iz, < Ct 80Tt (3.30)

Desigualdade [3.23. Note que, usando a equagao (3.15), o Lema e a Proposicao

temos
1Bt (D =Dl e = [ asMa()G (st sl oy
= /0 asMa(s)e NGtV oy i ds

< [T ashMy(s)e IOt KD f o ds
0

T,00,00

IA

/0 sMa(s)e™"7s7 2 D ds aCt™ 2D fl gy oo



50

IN

/Oo st T2y (s)ds aCt= 5wt

o(8)
0
F(? — 9(1)1 + E)) o N
< aC 2 r t—i(’l}l'f‘j)“fu 1.0
T(1+22—v - ) BWK; L oo
< Ot 5w+

I

Isto conclui a demonstracao de (3.23)).

M e

O

Desigualdade (3.24). Note que (3.24)) segue de (2.14) e da Proposicao itens (i) e (ii),

pois

||Ecv,oz(tO[A>fHWK9’Oo

IN

[ as MG
Cr 8 [ sMu(s)s~ 4 sl
0 7,00

< CE | fllwsen .

IA

Isto conclui a demonstragao de ((3.24]). O
Desigualdade ([3.25). Usando o Lema |3|de e o Lema |§|, temos
1
IVG (@) flle < Ct 20| f] 0,0 > 0. (3.31)
Fazendo 6 = vy + N/r em (3.31)), temos
IV Eaqa(t*(A =) flle < /0 asMo(s)e™" ||V G(st®) fl| L= ds
PGB —ui =)  aqpmen
S Citsamomy o Wl
O
Desigualdade (3.26)). Fazendo 6 = vy + N/q em (3.31]), temos
IV Eao(t*(A =) fllze < /0 asMa(s)e™ 7| VG(st®) f| L=ds
1 N
< F(§(3 — Uy — ;)]\)[ t7%(1+v2+%)||f” e (ot N/a) -
- 1+ 51-v—7)) Boo,0o
Isso conclui a demonstracao de ((3.26]). [

Para provar (3.27) usamos (9) e o Lema [7] da seguinte maneira:

IV EaaltD)fllgn < [ asMa(s)|G(st)V - fllponds

0

< / asMa(s)C’(sta)%(l_“_%)||V Sl gy g1 ds
0 7,00,00
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= 80 [T (5)sH O AT - fll e

F1+4B-v -5 BWE; L o

< CEEOT T |y o
7,00,00

Desigualdade (3.28)). De ([2.15]) temos
IV Bl ) by, < [ asMus)IVG() o ds
< [T asMa(9)Cst7) 3 f s, ds.
0 7,00
Utilizando a Proposicao |8 itens (i) e (ii) obtemos a seguinte desigualdade
IV Eaat® D) lwis, < CEflwicn, [ s Ma(s)ds
< Ot 3| fllwi.
Isso conclui a demonstragao de (3.28)) O

Desigualdade (3.29)). A demonstracao de ([3.29)) é andloga a demonstragao de (3.28)). [

Desigualdade (3.30). Lembrando que vo < v; inferimos que (2.17)) limita superiormente
(13.30), ou seja

IN

IV - Eoa(t*A) fllwree, /0 asMy(s)[[VG(st®) f |y gz ds

| asha(s) IV G(st) fllw e ds
| st OO ) fll e ds
0 oo

Ct—%(l-ﬁ-m —vp+ XX

N Fllwren,

IN A

IN

Isto completa a demonstragao do Lema .
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4 BOA COLOCACAO DO MODELO DE KELLER-SEGEL EM ESPACOS DE
BESOV-HERZ

4.1 SOLUCAO GLOBAL DO MODELO DE KELLER-SEGEL

Usaremos a seguinte notagao para os operadores bilinear e linear que aparecem em

B(u,v)(t) = — /Ot(t — 8)* IWE,o((t — 8)*A)(uVv)(s)ds, (4.1)
T)(#) = /0 (= )0 B ((t — 5)°(A — ) )u(s)ds. (4.2)

Portanto temos as igualdades

u(t) = Eu (t*A)ug— /Ot(t — s)a*1VEa,a((t — 5)*A)(uVwv)(s)ds

= Ey(t*A)ug + B(u,v)(t),

o) = Balt (=)t [ (6= )" Baal(t = 5)7(A —2)uls)ds

= Ea(t*(A—=7))vo+ T(u)(®)

4.2 ESTIMATIVAS PARA O MAPA BILINEAR B

Lema 20. SuponhaqueNZQ,% <r< N <qg<o0,0<Z <2—%,O§1)2 <
1— %, ve < vy. Seja [u,v] em Xy X Xy, entdo existe Kg > 0 tal que as estimativas a sequir

sao satisfeitas:

sup 3 =52 1B, 0) (Ollyire, < Kas(supt3 ) Jut) g o (4.3)
t>0 e t>0 oo
@ N o
suptd o) ()] s Y suptE [ T0(t)] e
t>0 T/ >0
supt? =) B, ) Ol g, < Kesupt 5 ut) oy o (4.4)
t>0 mee t>0 oo
< sup ¢ [[Vo(0)]| e
t>0
afog N _
sup B, 0)(Dll g < Kssupts O fu(t) g, (45)

xsupt3 [|[Vo(t)| o -
t>0

Demonstragio (4.3). Iremos fazer a demonstracao de (4.3) em duas etapas.
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1° Etapa. Usando (3.30) e a observagao obtemos a seguinte sequéncia de inequa-
coes
t

L= 99 Bt = 97 2)@V0)(5) iy, ds

C /05(t — 5) BT D (4T 0) () |y s
t
2

IN

IA

J R i e P (4.6)
0

x sup 2@ u(t) ||y e sup £51IVo() oo
t>0 % >0

A
Q

1
~$(@-f-w) / (1 — )2 8ot F= )1 =5 (3- % —u) g
0
xsup ¢35 u(t) |y, sup £ [ Vo(t) |
t>0 >0

< O sup 3@ u(t) g, sup 3 IVo(t) o, (A7)
t>0 ’ t>0

em (4.6)), utilizamos a seguinte igualdade que recorrentemente utilizaremos ao longo do

texto;
« Q N 3¢ Na av Na av
_ (gt Z(o— L _ [ i T _ =2
BT 5=y 2 T T o 2
3a+
= —+4u«
2
_ —3a + 2«
- 2
_ @
= 5

2° Etapa. Usando (3.29) e a observagao temos

[ =9 Baal(t — ) )Ty ds

2

t
a_q .
< O [ =) @I Iy e, ds
2
t
< C / (t = )5 M ul) gz V()| 1oeds
2
t a N
< C (t—s)2_1s_5(3_7_v2)ds
%
s sup 270 ) (b ||y e sup 3 || Vo(t)]| o
>0 % 150
< ot (1) 50T s
2
xsupt2 0T Ju(t) ||y e supt? [ Vo(t)]| e
t>0 D 50
@ N @ N @
< Ct =2 2_?_”)supﬁ(?—;—w)||u(t)||WKv2 supt2||Vo(t)| pee. (4.8)
t>0 % 150

De (6) ¢ (E8), garantimos (E3). O
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Demonstracao (4.4). Note que

1B (w, v) ()]l iz,
_ ||/ )* IV B a((t — 8)*A)(uV)(s)ds||y o

< [ 0= IV Bl — ) A) T 0)($) o ds
t [e3
< O [ (t= )5 @Ve)(s)llwgp, ds, (Usando (215))
< c / (t = )| (uls) gy, [V0(5)]|zo<dls
< C (t—s)% L= 53T gg
0
xsup £ =5 (u(s) |y i, sup £ [ Vo(s)]| oo
t>0 ’ t>0
< Ct—f@-%-vl)Ba— i N9
- 2 r "2
xsup 3250 (u(s) s, sup 2 [[Tu(s) o,
t>0 t>0
que garante (4.4)). O

Demonstracao (4.5). Usando (3.27)), , (2.13) e sabendo que a + §(1 — vy — —) >0e

23— — ) <1, temos

1B )@l < € [ (6= sy 20D @T0) () |y eno_ds
< O [t =9 D @)y ds
< € [t = o) DT uls) o [Vels) ~ds
< C / (t — )05 a—n=-1-56-F-u) g
0
xsup 35 [u(t) |y g sup tE ([ Vo(t)]
t>0 T t>0
« N « N
= (B1-—-(3——~— —(I—v—=—
(1-5B= " —v)a+g(l—v—")
><supt%ﬂ*%*“l)Hu(t)HWf(:loo supt%HV'U(t)HLoo.
t>0 T t>0
Concluimos com isso a prova do Lema [20] O

4.3 ESTIMATIVAS PARA O MAPA LINEAR 7

Lema 21. SuponhaqueNZQ,%<r<N<q<oo,0§v1<2—%,O§vg<

1-— %, vy < w1. Seja u em Xy, entdo existe K. > 0 tal que as sequintes estimativas sao
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WK, —

satisfeitas:
sup [T (Ol g, < Krsuptd CF) Ju(o)lly gor_, (4.9)
t>0 00,80 t>0 oo
a §(2-2-u)
supt? VT (w)(#)lp < Ko (supt? )l o, +
t>0 oo
sup =57 Ju () oz )- (4.10)
t>0 ©00
Demonstracio (4.9)). Usando 1) e as inclusoes continuas BWK;?})Q“;N/ T Bgo 00
BWK}JgO - Segue que
1T (W) (s, . = II/ ) Baa((t = 5)"(A = 7))uls)ds| go,
< cfu- alwaux<—swux—v»u@waﬁqwmﬁw
< of Yt = )7 FONO|u(s)]| oo _ds
< c{/ (t = )3T u(s) iy, ds
< O [ (t— sy T 5N 5O E )y () o ds
0 "
t
< C (t—3)“‘5(”1+7_1)s_%(2_¥_“1)d5
0
x sup 5 @500 u(t) |y o
t>0 ’
« N « N
< CB(1-—=(2—-—— - = -
< CBI-52-— —v)a=- S+ )
x sup 3757 u(t) |y o
>0 e
O

Demonstragio (4.10). A demonstragao de ( serd feita em duas etapas:
1° Etapa. Utilizando (| e a inclusao continua WK},”{X) — BgoﬁgyN/ ") inferimos que

N+

/(w—fﬂWEww—@<A—ww<

t
2
C [Pt = B0 DT )],

¢
2 OC_, (14v+ %

IN

IA
Q
|
@

Hluls)lw i, ds

L
0/2 o)L= 5 (T s

IN

X Supt’z( T ) g,
t>0 ’
1

Ct 2 /2(1 — )27 Tlgms2-Tug

IN

22— .
X sup 2 (@)l g,

$)|lL=ds

ds

(4.

11)
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< Ot Esupt3E T () ||y o (4.12)
>0 ’
2° Etapa. Usando (3.26)) e a inclusdo continua WK rh < BN/ podemos verificar que

00,00

(t = 5)" IV Eaa((t — 5)*(A = ))u(s)|| = ds

M\N\
3

o t(t _ S)Q_%(1+v2+%)—1

IN

[u(s)llw iz, ds

N+

o t(t B S)a—%(1+v2+%)—18_%(2_%_v2)d8

IA

|+

a(2-N_ .
X stgg)ﬂ a vzHU(t)HWK;?OO

Ct %2 /0

x sup 27T lu(t) |y e
>0 9,00

D=

T e

IA

< Ot 3 supt?@ T2 ut) ||y pon (4.13)
t>0 e

Com as estimativas (4.11]) e (4.13)), temos (£.10). Assim, o Lema[21]est4 demonstrado. [

Lema 22. Assuma que o € (0,1), N > 2, ¥ <r < N<g< oo, 0<v; <22

79 r

0<w<1-— %, vy < vy e suponha que ug € BY' N B2 e vy € B _ e seja [u,v] em

00,00

Xy X Xy. Temos B(u,v)(t) converge para 0 na topologia fraca-* de BO_O?OO quando t — 0%

Demonstracao. Pelo Lema |5 tem-se que Bo_o?oo é o espaco dual do espaco B’il. Seja ¢ em
Bil e € > 0 arbitrario. Podemos escolher ¢ € CS°(RYN) tal que ||¢ — </3||B% | < €. Entéao por

um lado temos

[(Blu.v)(t),¢ =) < (1B, 0)llpz2_llé— ol
OB, v) ()| gz 16 — 1l 52
< CKge. (4.14)

IN

Por outro lado, utilizando (3.24)) e (2.13]) temos,

[ (= ) Bt — ) A) ¥ 0)(5), V) ds

< 193l [ (=9 Bl = 9 ) @),

[(B(u,v)(t), )]

IN

ds

Bo%,oo
t

< G [ Bl — ) A) V) ()l
t a

< G [ (=t
t

s e, 90 s
Q] —e3_N_,
< G5 [t =t ts 008 g o
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1 [e3 «
< c;(/ (t—tg)a-zv1-1<t§)-2<3-7-v1>td§)Huu,ﬁuuu&
0
1 a a o
< CJ></0 (1- §)a_2vl_1§_2(3_]*v_”1)d§) HuHXlHUHthi(%_l)
o N o a(x_p)
< oqu(1 ~SB-——w)a- 201) el [0yt 55D, (4.15)

Além disso temos

[(B(u, v)(t), $)| = [(B(u,v)(t),4)] < [(Blu,)(t), ¢ — )|
De e , obtemos

0 < [(B(u,0)(t), )| < [(Bu,v)(t), ¢ — )| + [(B(u,v)(t), d)|
< CKe+ C3B(1 = 53— =)o Gl ol

Note que por hipdtese %(ﬁ — 1) > 0, portanto

T

0 < limsup [(B(u,v)(t), »)| < Ce.

t—0t+

Comoe>0¢e ¢ e Bfl sao arbitrarios, temos a convergéncia desejada. O]
Lema 23. Seja ug em BY'; temos Eq(t*A)ug = em Bgo%oo quando t — 0

Demonstragio. Seja ¢ € Bil. Pelo Lema |4 temos [|G(t)¢ — ¢| 32, — 0 quando ¢t — 0.
Portanto, nossa convergéncia desejada decorre do teorema da Convergéncia Dominada e

da estimativa

(Ealt™ Ao = 0,6)| < Clluollgpr [~ Mals)[Glst)o = 5, s

A prova do Lema [23] estd completa. n

4.4 BOA COLOCACAO DO MODELO DE KELLER-SEGEL FRACIONARIO

Teorema8.AssumaqueN22,%<T<N<q<oo,0§vl<2—%,0§v2<

1— %, vy < vy € suponha que ug € By* N B? € vy € Bgom. Para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, existem d; = 61() e do = d5(e) tais que o probLema tem uma solugcao global
branda [u,v] pertencente a classe de Fujita-Kato Xy x X, desde que [|ug||gorpr2 < 01 €
[voll o, . < 02 A solugio € tinica satisfazendo |[ul| , < p1 e[v]y, < p2, em que p1 = pi(e)
e pa = p2(€) sao constantes adequadas. Além disso, a solugao depende continuamente das
condigoes iniciais e também obtemos a continuidade fraca em t =0 : u(t) = uy em BO’O?OO

quando t — 0%, v(t) = vy em Bgom quando t — 0.
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Demonstragio. Seja e € R tal que 0 < € < (6K50;)7!, em que o, = 1 + 4k,. Definimos a
funcéo u e ¥ por
U= Ea(taA)U[)

0= E,(t%(A —7))vo.

Portanto
- am@g N _
it]| 2, = sup || Ea(tA)ug|| g1 + sup 27~ || B, (4" A)ug ||y or
>0 >0 ’
—|—supt%(z_%_”)HEa(taA)uonkvz )
t>0 B0
Entao

laflay < Killuoll g 4+ Kifluoll g + Kiluol| gre
= K1(2[Juol| gz + [luol p22)

< 3K ([Juoll pr + lluoll pz=)
De forma analoga temos
0], < 2kalvoll g,

escolhendo [ug, vp] tal que

€ €
[[woll gz + [luoll g2 < 61 = 3K, e Jluollgo <62 = T
temos
[allx, <€
0], <€

Note agora que

a —E—’U
1B(w, v)la, = sup [ B(u, v)l| 21 +sup 2@+ B(u, v) |z,
t>0 t>0 ’

+sup t 23T B(u, v) |y o
t>0 4,00
< Kpsup t32=5 =) lu(t)||ypgonsup t2 || Vo(t)]|
t>0 t>0
+Kssup 327770 u(t) |y s sup t2 | Vo(t)]|
t>0 t>0

K (sup t3CF 0 ut) o, + 503 () i,
t>0 oo t>0 e



99

X supt2 || Vo(t)] =
>0

= (350 5 )y g, + 50p £5E Ju0) ,)
t>0 e t>0 e

x supt2 || V()| =
>0

Kis(35up 30 )y o, + 50 #3050 i, )
>0 ) e

x supt2 || Vo(t)| ze
t>0

< Kis(35up [[u(t) 51 + 3sup ¢35 u(t) |y

t>0 t>0 ’
+35up 8 u(t) |y )

t>0 e
< (sup V001 + sup [o(0) g, )

t>0 t>0 ’
= 3K ul o]0
ou seja
1B, )y < 3Ksllull o],
De forma similar temos

1T ()|, < 28 Jull v,

portanto pelo lema do ponto fixo, existe uma unica solugao u € X; com |lu|ly, < 2€
para a equagao

u(t) = a+ Blu,v)(t)

com

v=04+T(u) € Xy

Além disso temos

[ollv, = [0+ T (w)(®)]x,

€+ 2K |Jullx,

IA

IA

(14+4K,)e

o€.

Iremos provar agora a dependéncia continua.
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Sejam [u, v] e [u, 7] duas solugoes correspondentes aos valores iniciais [ug, vo| e [T, T

respectivamente.

Pela forma da solugao temos

lu =l 2,

Além disso,

Entao,

Portanto,

Como

IN

IN

v — |,
”u - ﬂ“)fl <
<

[Ea(-)uo — Blu,v) — Eo(-)Uo + B(w,v)||,

| Eo () (uo — o) — B(u,v) + B(u,v) — B(u,v)
+B(w, )| x,

[Ea()(uo — ) — B(u —w,v) — B(u, v — )|,

[ Ea(-) (1o — o) |2, + || B(u — @, v) ||,

+B@, v —0)|x

3k1([[uo — Woll gz + [luo — ol gr2) + 3Ksllu — @l x, €01
+3Kp2¢||v — 7| o,

3k ([luo — ol g1 + [luo — Tol| gr2)

+3eKp(|lu — Ul x,01 + 2||v — || 1)

= [Ea(()*(A = 7))o + T (u)
—Ea((-)*(A =7)vo — T (1) || x,
[Ea((-)"(A = 7)) (vo = Tolla, + |7 (u = u)| 2,

2kslvo — Voll o, + 20 [lu — ul|x,

IN

IN

3k1([luo — @l g1 + [luo — Tol| g2)
+12€K3]€2||U0 — @()HBOO’OO + SEKBHU — ﬂ”){l (0'1 + 4/{37)
3k (lluo — Toll g1 + [luo — o p22)

—|—12€KB]{32||U0 - WOHBgo,oo + 6K301€||U - ﬂ”xl.

lu =1l (1 = 6Kpore) < C(llug — ol gz + [[uo — Uol| g2

O<e<

+|lvo —WOHBQW)

S 0<6Kpoe<le0<1—6Kgoe
BO1
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Entao
_ 1 _ _
Ju—7lly, < mC(HuO — ol g1 + [Juo — UOHBZ;2
+llvo — ol gy, )
Ainda mais,
lo—olley, < 2allvo — Dol . + 25 |lu— 7l
S 2]{:2”1)0 — fOHBgOYOC -+ QKTWCO‘UO — ﬂ(]l B:l
+lluo = Toll gz + [lvo — WOHBgo,OO)

< Coy(lluo — ol g1 + lluo — ol g2 + llvo = Toll 5o, )

O que garante a dependéncia continua.

Continuidade fraca no tempo em t = 0. A prova da convergéncia fraca-* de wu(t) segue
dos lemas e (23). Iremos provar a convergéncia fraca-* de v(t). Pelo Lema [4] temos
G, (t)vg = vo em ]'320700 quando t — 0%. Com isso, inferimos que E, (t*(A—~))vy = vy em
Bgoﬁoo quando t — 0%. Usando um argumento similar da prova do Lema , garantimos
que T (u)(t) = 0 em BY  quando ¢t — 0. Portanto, v(t) = vy em B ., quando

t— 0T, 0

Com isso concluimos a prova do Teorema . n

4.5 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Teorema 9. Sob as hipéteses do Teorema anterior. Assuma que [u,v] e [u,v] sdo duas
solugoes dadas pelo teorema anterior correspondentes aos dados iniciais [ug,vo] € [, To)

respectivamente. Temos

1 Ea(t2A) (uo = @) lwgon = o(t~23=77))  quando t — oo,

[ Ea(tA) (1o — ol w oz, = 0(757%(2*%’”2)), quando t — oo, (4.16)

[V Eq(t*(A — 7)) (vo — o)1 = o(t™%), quando t — oo,

| Ba(t2 ) (g — o) [ r = (1), quando t - oo,
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se e somente se

lu(t) —a(@®)[lwgo, = O(t_2(2_r_”1)> quando t — 00,

u(t) —u(t pvg = 0< —5(2-T ) quando t — o0,
[u(t) = w(@)llw ke, ) (4.17)
Vu(t) — Vi(t)||ze = o(t™2) quando t — oo,
|u(t) —a(t)| g = o(1) quando t — oo.

Demonstragio. Obteremos (4.17)) de (4.16)). Sejam [u, v] e [u, 7] duas solugoes suaves dadas
pelo teorema com dados iniciais [ug, vo] e [T, o] respectivamente. Lembrando que
HUHXN ||U||X1 < 2e ||U||X27 ”U“Xz < 01€, em que 01 = 1+ 4K7’> S T(u)<t) < KTHUH)Q'

Introduzimos a notacao

Ay = limsupt%@_%_vl)u(u_ﬂ)(t)HWK:loo
t—o0 7
Ay = limsupt?||V(v —0)(t)|| g~
t—o00
Ag = limsmpt%@_%_mH(U_ﬂ)(t)HWK”2
t—o00 o
Ay = limsup |lu(t) —a(t)|| zn
t—o00

Note que A; < o0, i = 1,2,3,4. pois A; < limsup, . |[(u —@)(t)||x, < 4e, de forma

ansloga verifica-se para i = 2, 3, 4. Estimaremos entdo WK rto-norma da diferenca t2 (2—

&Y — v1)(u — ). Note inicialmente que;

[u(t) =u(®)llyge, = IEa(tA)(uo — o) — /Ot(t —8)* 71V - Eao((t — 5)*A) (Vo) (s)ds

- /0 (= $)971Y - Bua((t — 5)°A) @) (s)ds

+ /0 (= $)971Y - B a((t — 5)°A) @) (s)ds

- /Ot(t — )27 - Baal(t — ) A)@Vo) (s)dsly g

= | Bt (uo — T — /Ot(t = )Y Boa((t — $)*A)(u — ) Vo(s)ds

+ /O (t = )71V Eaa((t — 5)°A) @V (0 — 9)ds |y o
[ Ea(t*A)(uo — o) llyy ger,
40 [t 9= ) F = VO )y o b
40 [= = 9 N0 = D)6 o d

= Bt 8) o ~ Tz, +C [t =937

IN

t
x| (u = uVo) (s) ||y e ds+C/ (t—5)27H[aV (v —9))(s) g ds
7,00 0 7,00
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portanto,

lu(®) = TOllwiz, < 1Bt A) (w0 — o) Iy,
+C/0t(t_8)g_ls_g(g_f—msg(z—f—vnH(u—u)(s)l!wzz:}oo
x52||Vu(s)| Lo ds
+C /Ot(t —5) s O TSR0 () | e

X% | V(v = 0))(s)| L ds

< [Ea(t*A)(uo — To)llyy g,
t 8] o [e3
4O [[(1 551 HO T EC R - ) (9)y i d
0 7,00
< sup tE [Vo(t) 1~
t>0
t
+C [ (t— )2 s EB=T 55|V (v — 7))(s)|| Lo ds
0
X Sup $5 (2= ) () ||y o
t>0 e
Fazendo s’ = § em ambas integrais temos, s = ts’ entdo tds = ds’, quanto aos limites de

integragdo s = 0 temos s’ =0, e s = t temos s’ = 1 dal,

lu() =T i, < 1 BaltA)(uo — o) |y o,
1

O [ t) o) O F ) 1) B
0

X || (u — ﬂ)(tsl)Hwk:‘)lootds suIO)t% IV(t)| oo
’ >

1 « [} «

+c/ (t —ts) 571 (ts') 2B T~ (1) |V (v — 1)) (t8) || Lootds
0

s supts % 0 |a(8) |y oo

t>0 e
= [ Ea(®A)(uo — uo) [y g,

+C/1t3“1(1 - s’)%—1t—%t—%<3—¥—’Uﬂs'*%@*g*”l’s'%@*?*””

0

=)0y e s > sup 5 V()
’ >

1
+C’/ B0 _S/)g_1t_%(3—%—@1)8/_%(3—7—v1)tg
0

x'5||V (0 — ) (t') || potds sup 3= =0 [a(t) |y o
t>0 e

= Ba(t"A) (o — )y,

@

1
O [ (1= ) 3O SR ) 1)y s
0 7,00
x sup 2 || Vo(t)||
t>0

N

1
+C/ (1—s)2 71207020503V (v — 0))(ts) || oo ds
0
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><§1>1%)752 —- H (t )HWI'(}’}OQ

Multiplicando por #3251 temos

[e] N « N
£3 Q=m0 ||y () — ﬂ(ﬂ”wkﬁ}w < 22T | By (12 A) (ug — ﬂO)HwK:}m
1 . o .
+C/ (1- 3')5713’75(3*7*”1)(ts’)a@*?*m)
0
x| (w = @) () |lyy geon_ds iugt% V0 ()] oo
’ >
1 o (- N o
+C/ (1 — 8/)5_18/—5(3—7—’01)(tsl)7
0

x|V (0 =) (ts) || oo ds sup 3 =%~ |[w(t) |y oo
t>0 e

IN

@ N
£3 075 | Bo (t7A) (uo — To)llyy o
0
x||(u— H)(t3,)|‘wkflood5||v||/’\’2
o[- gyt BeEs

x|V (v = 0))(ts") | Lo dsl [l v,

IN

aro N
t§(2777v1) HEa(tO‘A)(uo - ﬁO)HWI'd,loo

1O [ (11— )81 5B T (1g) 52T )

wlQ

1 et a N
O [ (1= ) E O )
0

X ||V (v —))(ts")|| Lo ds - 2¢
portanto, aplicando o limite superior, temos;

A < 6(0’1Al + 2A2)CB<1 - =

< 6(0’1Al + 2A2)KB (418)

Note agora que;

Ju®) ~ Tl < [ Ealt*A) (o — o e
4 [ =9IV Baal(t = 9°8) [((u ~ 1) F0) (9
@V (0 ~9))(s)| g ] ds

< [1Ba(tA) (uo — Tol| g +c/ e
X (H((U — ﬂ)vv)(S)HBWKULO -+ ||(EV(’U — U))(S)HBWK:«),{)’(?,OO>d5
< Ea(t*A)(uo — ol g + C/ s)otg(1-F-v)-1
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IN

IN

times (| (( =) V0)(3) ez, + 1T (0 = D)) i, )ds
Bt ) o — Tl + € [ (0= s)+ 3000
(1=l IV + e, 190 = ) ()] ) s
[ Ea (t*A) (uo — || g1

t
+Core [t =) H0-F o0l g 0T )
0

(=) (3) gy o ds

t
120 / (t — 5)o+ 307 o)L= 5050 3|9 (v — 1) (s)| L= ds
0

[ Ea(t*A)(uo — Uol| g1

o

1 o o
+C'016/ s 8B T (1 _ gyt g T -u)—1() 52T -v)
0

sl — 7))y s

1
+206/ sTEETE (1 = )t E T () 5|V (0 — 7) (st) | Lo dis
0

portanto, calculando o limite superior temos;

Ay <

<

6(01141 +2A2)CB<1 — g(3 — 7 - U1)704+ 5

6(0’1Al + QAQ)KB.

N al—g—vl))

2 2(

Precisamos estimar agora o termo ¢2 |V (v — 7). Note que:

£3(|V (0 — )|l

IN

IN

IN

% [ Ea(t*(A = 7)) (v0 — To

+ (¢ = 9 Bt — 5)°(A — 7)) u(s) — (s))ds] . |
t3 [HE (t%(A = 7)) (vo = Dol

[ 9 Bt~ 57D =) a(s) T(s) ]
t3 [nE (£(A = 7)) (v0 = To =

+ / ) | Baa((t = 8)°(A = 7)) (u(s) = u(s)) | =
4 = 5 Bl )%~ )(uls) — () ]

2

13 || Ba(t(A = 7)) (vo = To|l 1oc

[SIES

+ [ =9tew = E D us) @), ap s

00,00

+/ oa Yo™ 2(1+1)2+q ”( ( )—U( ))” _(U2+N)d8:|

OOOC

t3 [nE (t(A = 7)) (vo — Tol e

+/ yo- 10 ) 214+ H( ( ) — (@)HWK:}OOCZS

(4.19)
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IN

+/ 1ot — )~ %(1+U2+%)H(U(S)_ﬂ(s))HWK;%ods]

ts [HE (t%(A — 7)) (vo — To| 1=

+/ (t— )80~ m—%)—lcu(u(s) — ()l o ds

- t(t—s)f(l D70 (u(s) — () gy e, ]
2

3| B (t%(A — 7))(vo — Dol
1

i /2 (1 _ S)%(1—@1—%)—105—%(2—01—%)(St)%(Q_Ul_g)
0

x| (us) — (5)) lyy o s

! N

+ (1 — S)%(1_1)2_%)_103_%(2_’02_%)(st)%(z_UQ_;)

x| (u(s) = a(s))llyy o, ds

=

calculando o limite superior temos;

A

IN

CAlB(l _ %(

< (A1 + A3)K

() = (0l v,

N o o N o
2 — 7 —Ul),§> +OA3B(1 — 5(2— ; _UZ)’E(l — V2 — 7))
(4.20)
Agora precisamos limitar o termo $2= g —v2) |lu(t) — ﬂ(t)HWK;’%X,‘ Sabendo que,
< [|Ea(t*A) (uo — olly oz,
| / )71V Baa((t = 9)*8) (u = 1) Vo) (s)ds
- / )Y - Eaa((t - )@V (0 — 7)) (s)dsly g
= [[Ea(t"A)(uo — Uolly ko2,
L [F = 9719 Bul(t - 978
x(((u = w)Vo)(s) + @V (v = 0))(s) ) dsllyy g2z,
#6977V Bual(t = 78)

x(((w = @) V) (s) + @V (0 = 0))(s) ) dsly oz

| Ea (1% ) (w0 — T Ly 2

IN

+ [Ft= 9"V - Eaalt = 5°0)

x(((u =) Vo)(s) + @V(v = 0))(5)) oz ds
(=9 T Faal(t - 9)74)

2

% (((uw=m)V)(s) + @V (0 = ))(5)) lly 22, ds
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Usando (3.30) e (3.29) temos

lu(t) = TWllywiz, < 1Balt®A) (w0 — Tolly gz,

_'_/é a 1C ) 5 (1+v1— 1)2-"-*—*)
X[[((w —w)V)(s) + @V (v —0))(s)llyy o1 _ds
+/ )2 1O = 8) 72 [|((w = @) Vo)(s) + @V (0 = ) (5) oz ds

Bt A) (o — o)y e
+0 [ = T D v (4.21)
HEV(o - ) >||wkg,lmds

+C ﬂt(t — )27 Y|((w — @) Vo)(s) + @V (v — @))(s)”wkg?oods (4.22)

sejam

Gi(t) = C / £ )" 3T (4 -V (s) + @V (0 — 9)(5) |y e ds
G:(t) = © [[(t—9)F (- T)Ve)(s) + @0 )5 s, ds
Iremos estimar o termo Gi(t). Usando ({ - ) temos

G < o[ -9t “ﬁvr%%)*ur(u—ﬂ><s>\|wk:;wuw<s>um
) i, [V (0 = 9)(5) [ ) ds
R R e T e e L [ YTy
X||Vv(s)||peeds
10 [ - i g g s
X[[V(0 =) (s)l| = ds
0 [F(t sy B0mn e E D0 o 0 )l s

IN

x supt2 Vo)l Lo

+C/ (t - s) % (1- m+v2—¥+%)—1s_g(3-%—111)3%HV(U —)(s )HLoodssupt2(2 N_vy)
t>0

<18l e,
Usando o fato de ||ul|x,, ||[T]|x, < 2€ € ||v]|ay, |T]|x, < o1€ temos;
t
2 a N N o
Gi(1) < oneC [[F(— )BT D SO 0 =) (9)]y s

120 [ - )10 E 080 0 )0 s
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Fazendo a mudancga de varidvel z =

~+|®n

1
Gi(t) < opeCt 235 / (1= ) BT )L g (8T (44 52T )
0

N, N
2) (I—vitve—+0)—1

X
=
IS
|
£l
—
I
~~
-
<
=
S
Q
N
_|_
[\
o
Q
H~|
Sl
©
|
|
S
>
[N]l)

2" 53T ()8 ||V (v — T) (2t)|| Lo dz (4.23)
iremos estimar agora o termo Ga(t)
Gxt) < C [[= 95Ol [T
e / (t = )5 () gy i, V(0 — B)(s) | vl

N

= c/(t_8)3—18—2(3—T.—v1)33(2—7—v1)”(u—u)(S)HWK'q”?oodsiggt?va(s)HLw

a a N a
+C [, (t= )5 LT3 [V (0 — 1) (s) [ eds sup 37T T [0y
3
t a a
< oeC | (t— )2 s 2 BT g2 o T[4 — ) (s) |y s ds

ol

(1-— z)%_lz_%(i‘_%_”l)(zt)%(z_g_vl)H(u - ﬂ)(zt)HWK;Jzoodz

«@ 1 (e « (e}
4260 T ) / (1-2)5 1273653V —0)(at) | pedz (4.24)

Portanto juntando (4.21)), (4.23) e (4.24), obtemos;

a(y N_ 5@
O ) ~ W)l < 17T Balt A) o — Tolly gz,

1
+0160/2(1 _ z)%(1_U1+U2_¥+%)_12_%(3—¥—v1)
0

x<zt>%<2—%—w>||(u I w42

—i—QEC/ S(1- vl+v2**+N) 127%(37%71}1)(2’1&)%
x|V (v —0)(2t)|| pedz

1
+01€C/1 (1—2)%* 77(37%7”1)(215) 2-X—u)

3

(=) (28) |y o

1
+2ec/1 (1—2)57 12756 F =) (1) (|V (0 — 1) (2t)|| Lo
2
Calculando o limite superior temos

1
A5 < 6<A10'1 +2A2)C/2<1 _Z)5(1—1)1-1-112—%4‘%)—12—5(3—7—v1)dz
0
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1
+€(A3U1 + 2142)0/1 (1 _ z)g—lz—i(g_%_vl)dz

< e(o1(A1 + As) + 4AZ) (4.25)

somando (4.18]) e (4.25)), e usando (4.20) temos

Ay + As

IN

eKp(o1 A1 + 2A5 + Ul(Al +A3) —|—4A2)

IN

IN

(
6K3(01(2A1 + A3) + 6A2)
6K3(0'12(A1 + Ag) + 6(A1 + A3)k7—)
(

IN

eKp(012(A1 + As) + 4(A;y + As)(1 + 4k,))

IN

6K30’16(A1 + A3)

como o € escolhido foi tal que eKpo16 < 1 obtemos que A = A3 = 0 e consequentemente pelas
estimativas do As e A4 temos Ay = A4 = 0, concluindo assim a primeira parte da demonstracio
do teorema. Para provar a reciproca usaremos como hipdtese que 4; = 0, i = 1,2, 3,4. Lembre-se

que

w(t) = Eo(t*A)ug — /0 (= )OIV B (L — 8)°A) (uV0)(s)ds

entio temos a seguinte igualdade
Eo(t*A)ug = ult +/ )OIV B a((t = 5)*A) (uVo)(s)ds
analogamente temos
Eo(t*(A = 7))vo = v(t) — /Ot(t — )" Baa((t — )" (A = 7))u(s)ds
portanto temos
Ea(t*A) (g — ) = u(t) —(t +/ )Y B o ((t — 5)*A) (uVo)(s)ds
/ (t — $)° 'V Eqo((t — 5)°A)@Vv)(s)ds
4 / )Y B (= 5)*A) (@V0)(5)ds
/ (t — ) 'V Eaa((t — 5)*A)@Vo)(s)ds
— u(t) ) + / )Y Baa((t — )*A) (4 — 1) V) (s)ds
4 / )OIV B (£ = $)*A) (@V0 — 7)(s)ds

dai

Ea(t8) o~ @), < [0l @O, + [ (=9 V] Eaal(t = 5)°)
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usando (3.28)) e (2.13) temos

[ o (£ A) (uo — o) llyy o,

Entao segue a estimativa

«ro N
L o)) | Ea(t*A)(ug — o) HWK:}OO

<

IN

X((u = @) Vo) (s)lly g, ds

4 [ ) I Bl = 9 B0~ D)) ds
0

[u(®) = a(®)lly g,

t o
+C [ (= 9T =Dk, |(Vo(s)1=ds

t a 1. B
4 [ (0= 93l g, IV 0 =) (3) s

() =Ty o

t
O [ (4= )F B0
0

x[[V(s)| L~ds

t
e / (t — 5)5 130G —u) g8
0

xs% ||V (v —0)(s)|| poods
lut) = Tl i
t
—1—0’160/ (t—s)271,720
0

x|[(u = @) ()|l o ds

t «
0

() =)y o

1
+O’1€C7f_%(2_¥_v1)/ (1-2)2712
0

G (=) () e, 52

(-

T

X (2t) 3O 77 | (u — W) (2t) |y o dz

1
+260t_%(2_¥_”1)/ (1—-=2)
0

x[[V(v = 0)(2t)| L dz

<

1
—|—O'1€C/ (1—2)271
0

X|[(u =) (2t) |y o dz

+2C /01(1 _2)

a1

z

am N_, _
£3 @77 |lu(t) — ()|

z

o]

2

x[|V (v =) (2t)]| L dz

o) [2llyy gevs,
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Calculando o limite superior temos

lim sup £5 25 =00 || By (t2A) (up — ) [y s, <

t—o00

A1 + €(A10'1 + 2A2)

« N «
(33— _ 1. =
2( U1)+ 72>

xCB(
,

=0

de forma andaloga obtemos o resultado desejado aplicando o limite superior as seguintes estima-

tivas;

5| Ba(t°(A = 7)) (w0 — Bo)l= <

IA

ag N _
£ By (6 A) (uo — o) |y oz,

IN

[ Ea(t*A)(uo — To)|| g1

e assim a prova do teorema esta completa.

t3]|V (0 = 0)(1)] L
1
+0/2 (1— 2)80-Fo)=1,-g@-Fu)
0

y (tz)%@_%—m) [u(tz) —u(tz) |y oo dz

1

YO [ (1= 2)F0- G )l m5@-Fw)
%
g(2—ﬂ—v2) .

X (tz)2 q |lu(tz) — u(tz)HWK:floodZ,

X (t2) 37T (u — @) (2t) |y oz, 2

1
2 a1 _ NNy _q
(1_2)2( vitva— T 47)

1
21 —5B-E ) $(2-T—v)
R / (1—2)51,73 (t2)3

(=) (1)l v,z
1

+2eC | (1-— z)%71275(37%7v2)(t3)%

1
2

x[|V (v = 0)(t2)| Lo dz,
lu(t) = (@)l g1
1 N N

+0160/ (1 _Z)Ot-i—g(l—m—7)—12—5(3_7_1,1)
0

x(t2) 3075z (0= ) e,
1

—i—QGC/ (1 _ z)O‘Jr%(1*1’17%)71275(3*%*1&)(tz)%
0

<[V (0 = B)(t2)]| = d2
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Buscou-se por meio de ferramentas da Andlise Funcional e do Calculo fracionario, o
estudo do sistema acoplado de equagoes do Modelo de Keller-Segel fracionario no tempo
para a quimiotaxia, de ordem a € (0,1), em R" com n > 2, dado em . Disso,
concluimos a existéncia de solugao global branda para o sistema . Analisamos também
o comportamento assintotico das solugoes e obtivemos resultado de estabilidade no tempo
para estas solugoes.

No entanto, se pensarmos em outras investigagoes para o sistema alguns proble-

mas em aberto podem ser considerados. Sao eles:

(a) E possivel encontrarmos solugbes para o sistema acoplado de equagoes diferenciais

parciais em R", n > 2,

‘Difu=V-(Vu—uVv), reR" t>0,
Dy = Av— v +u, reR" t>0, (5.1)
u(z,0) = ug, v(z,0) = v, xr € R,

onde, “Dy* e CDf sdo derivadas fraciondrias de Caputo de ordem a, 8 € (0, 1), res-
pectivamente, com « # 5 7 Se sim, também conseguimos concluir resultados seme-
lhantes aos vistos nesta dissertagao? Ressaltamos que v, u(z,t) e v(x,t) em (5.1

possuem as mesmas representagoes como no problema ([1.1)).

(b) Consideremos o problema (|1.1)). Existe solu¢do para algum « > 1, e o que dizer do

comportamento assintotico das solugoes, caso estas existam?

(c) E possivel encontrarmos solugoes para o sistema acoplado de equagoes diferenciais

parciais em R", n > 2,

‘Diu=V-(Vu—uVv), reR" t>0,
‘Dyv = A" — v + u, reR" t>0, (5.2)
u(z,0) = ug, v(z,0) = vy, r € R,

onde, °Dy é a derivada fracionaria de Caputo de ordem a € (0,1), e w € Q.
Ressaltamos que v, u(z,t) e v(x,t) em (5.2)) possuem as mesmas representagoes

como no problema (|1.1))
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