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RESUMO

Essa pesquisa tem como objetivo analisar os livros didaticos, que fazem parte da ementa do
curso Licenciatura em Matematica, da Universidade Federal de Pernambuco, Campus
Caruaru, sobre o ponto de vista das praxeologias matematicas na definicdo formal de limite
convergentes quando x tende a um ponto p. Para isso iremos nos apoiar nos estudos sobre as
praxeologias da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD). A TAD proposta por Yves
Chevallard e colaboradores situa a atividade matematica no conjunto de atividades humanas e
das instituicdes sociais. Para atingir 0 nosso objetivo, iremos analisar as praxeologias
matematicas, contidas nos livros didaticos de Guidorizzi, Leithold e Stewart, e dessa forma
apreender as escolhas dos autores, no que se refere a construgdo conceitual, da definigcdo
formal de limite. E uma pesquisa de abordagem qualitativa, que busca investigar as
praxeologias matemaéticas presentes nos livros didaticos, apoiada no modelo de anélise de
livros didaticos desenvolvido por Marilena Bittar. Os resultados evidenciaram que as
praxeologias matematicas, presentes nos livros didaticos contribuem para a construcdo
conceitual, na definicdo formal de limite, desde que desenvolvidas de forma conjunta, pelas
trés obras.

Palavras-chave: Defini¢do formal de limite; Teoria Antropoldgica do Didatico; Praxeologia
matematica.



ABSTRACT

This research has the objective to analyze the didatic books, which are part of the syllabus of the
degree in Mathematics Course, at the Federal University of Pernambuco, Campus Caruaru,
about of mathmatical praxeologies point of view in a formal definition of convergent limit when
X tends to a point P. To do this, we will rely on studies on the praxeologies of the
Anthropological Theory of Didactics (ATD). The ATD, proposed by Yves Chevallard and
collaborators situate the mathematical activity in the set of human activities and social
institutions. To achieve our goal, we will analyze the mathmaticals praxeologies, contained in
textbooks Guidorizzi, Leithold, and Stewart, and in this way understand the authors' choices,
regarding the conceptual construction, of the formal definition of limit. It’s a qualitative research
approach, which seeks to investigate the mathematical praxeologies present in textbooks,
supported by the textbook analysis model developed by Marilena Bittar. The results showed
that, the mathmatical praxeologies present in textbooks contribute to the conceptual
construction, in the formal definition of limit. as long as they are developed jointly, by the three
works.

Keywords: Formal definition of limit; Anthropological Theory of Didactics; Mathematical
Praxeology.
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1 INTRODUCAO

O ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral (CDI) € um tema que vem
sendo investigado no meio académico, ja ha algum tempo (Abreu, 2011; Alves, 2010;
Amorim, 2011, entre outros). Estas pesquisas vém enfatizando sobre as dificuldades que os
licenciandos em matematica apresentam na compreensdo dos conceitos envolvidos na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral I, a exemplo, o conceito de limites.

O limite, assim como a derivada e a integral, sdo os trés principais conceitos
desenvolvidos na disciplina de Calculo Diferencial e Integral. O Célculo Diferencial e Integral
compreende um ramo da matematica, que foi desenvolvido a partir de estudos sobre taxas de
variagéo e grandezas e acumulagdo de quantidades.

O Calculo é entendido como a matematica da mudanca e reconhecido como a
matematica de retas tangentes, areas, curvaturas, etc., possibilita que engenheiros,
economistas e cientistas possam realizar modelac6es da vida real (LARSON et al, 2006).
Nesse sentido, o Célculo Diferencial e Integral, esta presente em diferentes areas e ciéncias, 0
gue demonstra a importa de entender com clareza os seus conceitos (Holanda, 2015).

O interesse pelo tema “A definicdo formal de limite”, surgiu a partir de minhas
experiéncias, primeiro enquanto estudante de Licenciatura em Matematica, pela Universidade
Estadual da Paraiba (UEPB), e posteriormente, durante o tempo em que fui professor substituto
do curso de Licenciatura de Matematica da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), nas
disciplinas de Célculo I, 1 e I11.

Quando era estudante de Licenciatura em Matematica (UEPB), percebia a grande
dificuldade que os alunos tinham para compreender 0s conceitos mais abstratos, como 0s que
envolviam a disciplina de CDI, apesar de todo o esforco dos nossos mestres em ministrar a
disciplina, poucos alunos conseguiam aprender os conceitos, ao final da disciplina.

Ao concluir a graduacdo, passei atuar na educacdo basica, como professor de
matematica, até 2021, quando ingressei como professor substituto nas disciplinas de Célculo I,
Il e III(UFPE), onde pude presenciar as mesmas dificuldades na apreenséo dos conceitos pelos
alunos. Foi a partir da minha experiéncia como professor dessas disciplinas, que me senti
instigado a olhar de forma mais especifica e detalhada para as dificuldades na compreensédo da

definicdo formal de limite.
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O acesso ao Mestrado em Educacdo em Ciéncias e Mateméatica (PPGECM) pela
Universidade Federal de Pernambuco (UFPE/CAA) e, posteriormente, ao Grupo de Estudos e
Pesquisa em Didatica da Matematica — EPeDiMa, oportunizou aprofundar sobre o Ensino e a
Aprendizagem de conceitos especificos da matematica no ensino superior.

Tal aprofundamento, aponta que as pesquisas tém se dedicado bastante sobre as
dificuldades presentes no ensino da matematica que afetam o processo de ensino e
aprendizagem, e que comprometem a aquisicdo do conhecimento pelo aluno. Dentre as
dificuldades, podemos destacar aquelas que estdo relacionadas a auséncia ha compreensdo dos
conceitos matematicos mais abstratos, em decorréncia da falta de compreensdo de outros
conceitos matematicos, que sdo ensinados no ensino médio.

Pesquisas no campo da Didatica da Matematica (Chevallard,1999; Brousseau, 1983;
Durval, 2003, etc.) vem sendo desenvolvidas, com intuito de entender os cenarios didaticos, e
a partir dessa compreensao contribuir para a constru¢do de um arcabouco teérico que forneca
aos professores elementos para a construcdo de metodologias, e consequentemente para a
melhoria do ensino a aprendizagem da matematica.

Colaboradores associados, procuram contribuir através de pesquisas para promover
um maior alcance analitico com énfase nessas teorias (Araujo, 2020; Almouloud et al, 2018;
Batista, 2019; Almeida,2016 entre outros).

Dentre as teorias que surgiram no campo da Didatica da Matematica, particularmente,
temos interesse pela a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) (Chevallard, 1999), e em
especial, o estudo das organizacdes praxeoldgicas matematicas, que foram pensadas a fim de
contribuir para o processo de ensino (Almoloud et al, 2018).

As praxeologias € uma importante ferramenta da TAD para analisar as praticas em sala
de aula. Através dessa ferramenta é possivel analisar as organizacGes matematicas e didaticas,
presentes na relacdo didatica. Essa teoria caracteriza o conhecimento matematico, no sentido
de organizacdes ou praxeologias, sendo as no¢des basicas, os tipos de tarefas T, técnica t,
tecnologias 8 e teorias ®. Essas nogdes basicas modelam as praticas socias em geral e a
atividade matematica em particular (Chevallard, 1999).

Acreditamos que os estudos sobre a TAD, especificamente no que se refere a
investigacdo das praxeologias matematicas, podera contribuir para as pesquisas sobre a
definicdo formal de Limite, ja que permitira ao pesquisador investigar como vem sendo

proposto o ensino dessa definigdo nos livros didaticos.
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Do ponto de vista das pesquisas, ja ha algumas décadas, a Teoria Antropoldgica do
Didatico tem inspirado diversos estudos, inclusive esse que, de forma geral, procura dar luz as
transformacdes da definicdo formal de Limite.

Estudos como o de Brito de Menezes (2006) buscou analisar as Inter-relacGes entre 0s
fendmenos didaticos (contrato didatico e transposicdo didatica), no ensino de algebra
elementar, em uma turma de 62 série do Ensino Fundamental. A pesquisa evidenciou que 0s
fendmenos didaticos se relacionam de forma estreita, ja que tanto os efeitos de contrato estdo
relacionados diretamente ao fenbmeno da Transposicdo Didatica, quanto a relacdo ao saber do
professor, esta presente na relagdo didatica, e influencia os fendmenos didaticos e a formacao
do conhecimento pelo aluno.

Ja os estudos de Araujo (2009) tiveram como intuito caracterizar e comparar as
transposicOes didaticas realizadas na Franca e no Brasil, sobre o ensino de resolucdo de
equacdes do 1° grau, com uma incognita. Para isso, ele se baseia na Transposic¢do Didatica (TD)
e na Teoria Antropoldgica do Didatico (Chevallard, 1999 e 2001). Os resultados da sua
pesquisa apontam que no Ensino Fundamental, a algebra, tanto na Franca, quanto no Brasil,
ndo é enfatizada como um dominio proprio do conhecimento matematico. Em relacdo ao
ensino de equagdes do 1° grau com uma incognita, nos dois paises, ele é usado como uma
ferramenta para resolver problemas de contextos sociais e de outros dominios da matematica.
Com relacdo as organizagbes matematicas presentes nos documentos oficiais, as analises
apontam que estas nao oferecem elementos para uma caracterizacao das praxeologias nos dois
paises investigados.

A pesquisa de Bessa de Menezes (2010) se prop6s a refletir sobre as semelhancas e
diferencas existentes nas praticas de professores e de alunos, a partir do trabalho com as
equacOes de segundo grau. Com esse objetivo o autor caracterizou, analisou e comparou as
praxeologias do professor e de seus alunos. Os resultados apontam que os alunos, a partir das
suas relagdes com o objeto equacdes de segundo grau, conseguem reorganizar, de modo
particular, o conhecimento construido em sala de aula. Outro achado da pesquisa diz respeito
ao uso de diferentes técnicas e subtécnicas pelos alunos, diferentemente das que sdo ensinadas
pelo professor, demonstrando dessa forma as relagdes de conformidade que os estudantes tem

com a instituicdo escolar.
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A tese de Barbosa (2017) faz uma andlise sobre as praxeologias contidas em
documentos oficiais, no livro didatico e do professor, no que diz respeito ao ensino de
equacgOes polinomiais do primeiro grau, a fim de compreender as relagbes existentes entre
essas praxeologias. O estudo foi baseado nas pesquisas sobre a Teoria Antropoldgica do
Didéatico (TAD), que foi proposta por Yves Chevallard e seus colaboradores. De acordo com
os resultados obtidos foi confirmado que existe uma consonancia entre as praxeologias a
serem ensinadas, propostas pelos autores dos livros didaticos, e as praxeologias efetivamente
ensinadas pelos professores na sala de aula.

No que diz respeito as pesquisas que revelam as dificuldades que os alunos estdo
apresentando na compreensdo do Calculo Diferencial e Integral (CDI), apontamos a de
Verissimo (2020), Marcédo e Gregor (2020), Rosa et. Al. (2019), Santos et.al. (2019), entre
outros. Esses estudos destacam o baixo rendimento dos alunos em matematica na disciplina de
CDI, como também a necessidade de uma maior investigacdo sobre 0s processos de ensino e
aprendizagem e a possibilidade de pensar em agdes educativas que venha colaborar com a
aprendizagem mais eficaz da disciplina pelos estudantes.

Para Verissimo (2020, p.48), as deficiéncias dos alunos no tocante a aprendizagem do
Calculo esta relacionada ndo s6 a auséncia de conhecimentos matematicos que, na visdo da
pesquisadora, deveriam ser construidas no ensino basico, mas também estdo relacionadas a
maneira tradicional de ensino de alguns professores de Calculo Diferencial e Integral.

Ainda sobre a aprendizagem do CDI, Abreu (2011), alerta para um conflito
relacionado a definicdo formal de continuidade. O pesquisador revela que “ao associar a
continuidade de uma funcdo no ponto apenas a existéncia de um valor da fungdo nesse ponto,
os alunos recorrem a uma imagem conceitual bastante intuitiva, mas sem “consultar” sua
defini¢do formal” (p.94).

Partilhando dessas inquietagOes sobre as dificuldades dos alunos em compreender
conceitos relacionados ao CDI nos cursos de Matematica, delineamos como objeto de nossa
pesquisa, “a definicdo formal de limite a partir do olhar da TAD”. Optamos por realizar essa
investigacdo na Universidade Federal de Pernambuco (UFPE) Campus Agreste, no curso de
Licenciatura em Matematica. A escolha da instituicdo se justifica por ser o l6cus de trabalho

do professor/pesquisador.

14



O curso de Licenciatura em Matemética da Universidade Federal de Pernambuco
(UFPE) é regido pelo Parecer N° 1.302/2001 do Conselho Nacional de Educacdo (CNE) e da
Camara de Educacdo Superior (CES). Neste documento é apresentado as competéncias e
habilidades, os contedos curriculares que devem contemplar os curriculos dos cursos de
Bacharelado e de Licenciatura de Matematica das IES.

O referido Parecer (N° 1.302/2001/CNE/CES) recomenda a organizacdo do curriculo
das InstituicGes de Ensino Superior, em consonancia com essas diretrizes e com o nucleo de
formacéo especifica.

Outro documento que é referéncia para os cursos de Licenciatura de Matematica, € o
Projeto Pedagdgico do Curso de Matematica-Licenciatura (PPC), dado pela Portaria MEC N°
121, de 05 de julho de 2012. Dentre varios aspectos que o PPC apresenta um deles é o
Programa de Componente Curricular, que consta a ementa das disciplinas a serem cursadas.

Ainda sobre o curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de
Pernambuco (UFPE) Campus Agreste, é importante frisar que este curso recebeu o conceito 31
no Exame Nacional de Desempenho dos Estudante (Enade)?, no ano de 20173 (INEP, 2017).
Isso nos leva a conjecturar que o componente CDI pode ter uma forte influéncia nesse
resultado, ja que trata-se de um componente tido como de dificil compreensdo. E preciso
enfatizar também que a assimilacdo desse componente requer o entendimento de definicGes
essenciais, como o conceito formal de limite.

E necessario entender que o conceito de Limite é inerente ao estudo de célculo. Nesse
sentido, o conceito de Limite se apropria da matematica elementar do pré- calculo (algebra,
geometria e trigonometria) suficiente para solucionar problemas envolvendo grandezas
constantes, areas regulares e somas finitas, e aplica em problemas cujas grandezas variam com
passar do tempo, em regides em que as areas sao irregulares e em somas cujas parcelas sao
infinitas. Para tais problemas, as regras da matematica basica ndo sdo suficientes para resolvé-

las.

1 Os conceitos do ENADE variam de 1 a 5. Disponivel em: https:// enade.inep.gov.br/enade/#!/relatorioCursos

2 O Exame Nacional de Desempenho (Enade) tem o objetivo de avaliar o rendimento dos concluintes dos cursos
de graduacdo, no que tange os conteldos programaticos previstos nas diretrizes curriculares dos cursos.
Disponivel em: emfile:///C:/Users/User/Downloads

/07020058026041060000118100%20(1).pdf

3 O Gltimo resultado do Enade para o curso de Licenciatura em Matematica foi divulgado em 2017, de acordo com
pesquisa realizada no site https://enade.inep.gov.br/enade/#!/relatorioCursos

15



Nessas condic¢des o limite aproxima as grandezas variantes em grandezas constante, faz areas
irregulares tender para areas constantes e torna possivel calcular somas infinitas por meio de
somas parciais finitas (Simmons, 1987).

Quando discutimos questdes relacionadas ao ensino, lembramos o papel do livro
didatico. Este, é considerado por muitos pesquisadores como uma importante ferramenta que
auxiliam o ensino da matematica (Bittar, 2017).

Segundo Branddo (2013, p.45) “um bom livro didatico deve levar o aluno a
compreender os contetdos, investigar, refletir, concluir, generalizar e aplicar seus
conhecimentos, ele pode ser um grande motivador da aprendizagem e importante suporte para
eliminacdo de davidas”.

Podemos acrescentar que o livro aciona métodos de aprendizagem, uma vez que sao
propostos exercicios e atividades que podem contribuir para o processo de memorizacdo dos
conhecimentos, assim como favorecer a aquisicdo de competéncias disciplinares ou
transversais” (Santana Filho, 2017, p.11). Esses autores destacam em suas pesquisas a
importancia do livro didatico para o processo de aquisi¢do do conhecimento matematico.

Ainda sobre a anéalise dos livros didaticos, Mateus (2006, p.41) pontua que “levantar
0s aspectos que um livro didatico possui pode ser uma contribuicdo no sentido de chamar
atencdo ao usudrio sobre o que vai encontrar no tal material (...)”. Na relacao entre a analise
do livro didatico e as praxeologias, Bittar (2017) destaca que estudar essa relagdo é essencial
para a andlise de livros didaticos, pois €é através da compreensdo de uma organizacao didatica
que poderemos apreender os paradigmas de aprendizagem do sujeito autor da praxeologia. O
estudo da OM e OD nos possibilita descrever as escolhas didaticas e matematicas que foi
instituida para uma dada instituicio. E importante ressaltar, a importancia dos estudos de
Bittar(2027), para a analise do livro didatico.

Ao realizar analises de livros didaticos é preciso verificar se a forma que o0s objetos
matematicos sdo apresentados auxiliam na compreensdo dos alunos, sem provocar confusdes
conceituais. Desse modo salientamos o cuidado que o professor deve ter ao utilizar esse
instrumento didatico, pois a depender da maneira que o conteldo estd sendo apresentado,
poderd facilitar o entendimento do objeto matematico, ou introduzir obstaculos
epistemologicos e didaticos.

No que diz respeito ao objeto matematico Limite, podemos compreendé-lo como a
pedra fundamental do célculo, ou a pedra angular do calculo, pois € sé através do conceito de

limite que todo célculo diferencial e integral é desenvolvido (Larson et al, 2006).
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Posto isso, apresentaremos no tépico seguinte uma revisao de literatura, realizada no

Banco de Teses e DissertacGes da Capes, sobre pesquisas que abordam o tema.

1.1 Revisdo de literatura em Teses e Dissertac6es

Para compreendermos melhor nosso objeto de estudo, realizamos no dia 23 de janeiro
de 2023 um levantamento das producGes cientificas no Banco de Teses e Dissertacdes da
Capes, que tratam da definicdo formal de limite, e constatamos que existem poucas pesquisas.
Ao todo encontramos apenas dez trabalhos, sendo seis dissertacfes e quatro teses. Utilizamos
como descritor para esse levantamento “conceito de limite”.

Além desse descritor, haviamos testados os seguintes descritores: “definicao formal de
limite”; “conceito formal de limite”; “ensino e aprendizagem de limite”; “ensino e
aprendizagem do conceito de limite”, porém ndo obtivemos nenhum resultado.

Os trabalhos encontrados inicialmente correspondiam a um total de 42 producdes,
entre teses e dissertagcdes. Percebemos que muitos desses trabalhos abrangiam diferentes areas
como educacéo, ensino, etc. Desse modo optamos por fazer um refinamento da pesquisa, e
selecionamos como é&rea de conhecimento ensino de ciéncias e matematica. Ap6s 0
refinamento apareceram 12 trabalhos, sendo que dois deles estavam duplicados, restando 10
trabalhos para serem analisados.

Os trabalhos encontrados estdo concentrados nas seguintes Universidades: Pontificia
Universidade Catolica de Minas Gerais, Universidade Federal da Bahia, Universidade
Estadual de Roraima, Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo, Universidade Estadual
da Paraiba, Universidade Federal do Pard, Universidade Franciscana e Universidade Federal
do Mato Grosso. Apresentaremos a seguir as pesquisas encontradas.

A tese “Um Modeéle didactique de reference pour la construction des savoirs et
I’actualisation des connaissances sur la notion de limite au Mali” de Doumbia (2020) tem
como objetivo central ajudar futuros professores, participantes do projeto de pesquisa, a
construir situagbes de ensino que lhes permitam atribuir um significado matematico a nocao
de limite de uma fungdo numeérica de uma variavel real em um ponto e usa-la para mostrar que
um dado real é o limite de uma fungcdo em um determinado ponto. Para isso 0 autor opta por
uma pesquisa de abordagem qualitativa, que estd fundamentada no campo da Didéatica da
Matematica, tendo como referenciais tedricos a teoria das situacfes didaticas, a teoria
antropologica do didatico, a teoria dos campos conceituais e a teoria dos registros de
representacdo semidtica. As discussfes da pesquisa apresentam que a definicdo intuitiva que
surge, impede o entendimento da definicdo formal e que os professores que foram sujeitos da

pesquisa tém uma concepcéo dindmica do limite.
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Revelam também, que é preciso incluir a histéria da matematica no curriculo dos
futuros professores, que é possivel os alunos compreenderem a defini¢cdo formal do conceito
de limite. Outra informacgéo importante que esse estudo aponta, € que a manipulagdo dessa
definicdo permite aos alunos atualizarem muitos conhecimentos relacionados a definigéo,
como a nogdo de intervalo, as desigualdades com valor absoluto, a distancia, a composi¢éo, a
decomposicgdo de funcdo, de ordem em R etc. Para o autor é através da defini¢do formal que os
alunos tem a possibilidade de corrigir os obstaculos como “o limite atingido ou nao”, a
auséncia dos quantificadores, a confusdo entre o limite e a continuidade. Ele ainda enfatiza
que € o dominio de definicdo no céalculo do limite que marca a passagem da algebra para a
andlise.

A tese de Ferreira (2021), intitulada “Compreensao do conceito de limite por alunos de
cursos de ciéncias exatas” tem como objetivo geral analisar a compreensdo do conceito de
limite de funcdo de uma variavel real por alunos de cursos de Ciéncias Exatas de uma
universidade publica. Ele utiliza uma metodologia de carater qualitativo, considerando
aspectos da Engenharia Didatica. Os resultados da pesquisa evidenciam os elementos que
surgiram a partir das atividades desenvolvidas, e indicaram que a realizagdo de sequéncias
de atividades utilizando as tecnologias digitais como applets combinada as diferentes
representacdes do objeto matematico limite de funcdo de uma variavel podem fortalecer a
compreensdo da definicdo formal de limite.

A pesquisa que tem por titulo “Um olhar para o conceito de limite: constitui¢do,
apresentacao e percepcao de professores e alunos sobre o seu ensino e aprendizado” de Santos
(2013), trata-se de uma tese, que objetiva trazer novas reflexdes relacionadas ao conceito de
limite de uma funcdo buscando respostas para alguns questionamentos. A autora elenca 0s
seguintes questionamentos: de onde vem a dificuldade de aprendizagem desse conceito?
Como os livros o apresentam? E as tarefas? Como sdo propostas? Em que os professores
universitarios se apoiam para ensinar esse conceito? Que elementos utilizam para motivar o
aprendizado? Com quais defini¢Ges trabalham? Como veem as dificuldades dos alunos? E os
alunos? Que testemunho nos trazem com relacdo aos seus aprendizados de limite de uma
funcéo? Para conseguir obter as respostas a pesquisadora utiliza a combinagédo das abordagens
quantitativa e qualitativa e também diferentes instrumentos de coleta de dados (questionario,
atividade livre e entrevistas). A analise dos dados coletados foi realizada a partir da teoria de
Bakhtin e da Psicologia Cognitiva. Os resultados da pesquisa primeiro confirmam resultados
de estudos anteriores, mostram outros elementos relacionados ao conceito, e apresentam
novos questionamentos para as pesquisas futuras, entre eles, a definicdo formal de limite- que

continua a ser um desafio tanto para quem ensina, quanto para quem aprende.
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A tese de Moraes (2021), que tem por titulo “Processos de superagdo dos obstaculos
epistemologicos na historia do conceito de limite de funcdo: potencialidades conceituais e
didaticas para a formacdo de professores de matematica” tem como objetivo discutir os
processos de superacdo dos obstaculos epistemoldgicos, que surgiram durante o
desenvolvimento histérico do conceito de limite de funcdo, com vistas a apontar
potencialidades para a abordagem do tema nos cursos de licenciatura em matematica. A autora
destaca que realizou uma revisao bibliografica sobre o desenvolvimento histérico do conceito
de limite de funcdo, tanto em manuais de histdria da matemaética, publicados em lingua
portuguesa, quanto nas linguas espanhola e inglesa. Os processos de superacao dos obstaculos
epistemologicos referentes ao assunto, em sua perspectiva conceitual e didatica foram
analisados a partir da analise de conteddo. No que se refere aos resultados da pesquisa, a
autora nada informou no resumo. Ao fazer uma busca do trabalho completo, constatamos que
esta pesquisa ndo possui autorizacao de divulgagéo.

A dissertacdo “Perspectivas no estudo de limite: numa perspectiva figural e conceitual-
foco em objetos e aprendizagem” de Moura (2014) tem como objetivo compreender as
manifestacdes de representacdo e os processos de ensino e aprendizagem no estudo de célculo,
sobretudo nos Tépicos de Limite e Continuidade. A autora utiliza a abordagem qualitativa,
realiza aplicacdo de atividades e analise dos erros e utiliza como ferramenta de coleta de
dados, os registros dos alunos e das resolucdes das atividades, além de gravacdo de audio e
notas de campo. A pesquisadora ndo traz muitas informacgdes no resumo sobre os resultados
encontrados, afirmando apenas que o resultado final trata de um conjunto de atividades que
constitui o produto da dissertacdo, em um caderno de atividades. Todavia, nas consideragdes
finais da pesquisa, ela aponta que a proposta de uma pratica pedagdgica através de tarefas que
efetivem os Objetos de Aprendizagem, associada ao uso da tecnologia, se mostrou positiva,
enquanto processo e ferramenta para um ensino e aprendizagem, pois a maioria dos estudantes
conseguiram responder corretamente grande parte das questdes.

O estudo realizado por Souza ( 2014), intitulado “Estudo da aprendizagem do conceito
de limite fundamentado na teoria da aprendizagem significativa aplicado a licenciatura em
matematica” busca analisar o processo de ensino e aprendizagem do conteudo de limite de
funcBes de uma variavel real, dos estudantes da Licenciatura em Matematica, no Instituto
Federal de Roraima, utilizando como referéncia de analise a resolugdo de problemas como

metodologia de ensino e fundamentado na teoria de aprendizagem significativa de Ausubel.
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A pesquisa estd configurada em uma perspectiva interpretativa com enfoque misto,
porém enfatizando mais no aspecto qualitativo, a partir de coleta de dados realizadas por meio
de observagdes direta, entrevistas, filmagem e provas de lapis e papel. Os resultados da
pesquisa apontam para uma melhoria da aprendizagem dos estudantes, apesar de néo ter se
mostrado muito significativa, quanto o esperado. A autora ressalta a importancia da teoria da
aprendizagem significativa para todos os participes da pesquisa.

A pesquisa realizada por Aradjo (2020) que tem como titulo “A construcdo do
conceito de limite através da resolu¢ao de problemas” tem como objetivo identificar os erros
cometidos pelos estudantes a partir de suas atividades e avaliacfes. Trata-se de uma pesquisa
qualitativa que esta assentada no Modelo Metodolégico de
Romberg-Onuchic. A coleta de dados, como os registros produzidos pelos alunos, ocorreu nas
aulas de Calculo Diferencial Integral (CDI) por meio de diario de campo do professor-
pesquisador. Os resultados obtidos apontam que a compreensdo do conceito de Limite ndo é
bem internalizada pelos estudantes. Outro dado importante aponta que a ndo consolidacao de
aspectos algébricos no Ensino Basico sdo fatores que contribuem para um aproveitamento
insatisfatorio de uma parcela significativa dos estudantes. A partir dos resultados encontrados
0 pesquisador desenvolveu uma proposta de ensino e aprendizagem de Limite fundamentada
na Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo através da Resolucdo de Problemas.

A dissertacdo “Um estudo exploratorio sobre a imagem conceitual de estudantes
universitarios acerca do conceito de limite de fung¢do” de Messias (2013) investiga 0s
elementos que compdem a imagem conceitual de estudantes universitarios sobre o conceito de
limite de uma funcdo de uma variavel real. E uma pesquisa de carater exploratorio. Os
resultados encontrados na pesquisa indicam que 0s estudantes relacionam o conceito de limite
de uma funcéo a uma variavel real com interpretacOes estaticas e/ou dindmicas que, em alguns
momentos, constituiram-se como fatores de conflito potencial, conforme destacado por Vinner
. O estudo também evidencia que algumas das imagens conceituais evocadas pelos sujeitos
investigados ndo se fizeram coerentes, fato que os influenciou a construir uma definicao
conceitual pessoal diferente da definicdo conceitual formal de limite de uma funcdo de uma
variavel real.

A pesquisa de Soares (2018), “O conceito de limite na formagao inicial de professores
de matematica: um estudo a luz dos trés mundos da matematica “tem como objetivo analisar o
conceito de limite de uma funcdo em um ponto, apresentado por estudantes de dois cursos de
Licenciatura em Matematica, bem como suas estratégias de resolucdo de questdes, a luz da
Teoria dos Trés Mundos da Matematica. Trata-se de uma pesquisa de carater qualitativo.
Como achados do estudo o autor destaca que a maior parte dos alunos utiliza a linguagem

natural para conceituar limite, apresentando caracteristicas do Mundo Corporificado, com
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alguns elementos simbolicos, mas sem atingir um desenvolvimento compativel com o Mundo
Axiomatico Formal.

A ultima dissertacdo que tem como titulo “Metodologia da resolu¢do de problemas e a
construc¢ao do conceito de limite em uma turma do 3° ano do ensino médio” de Pereira (2015)
busca investigar se a metodologia de Resolucdo de Problemas contribui para a compreensdo
do conceito de limite de funcbes reais por alunos do terceiro ano do Ensino Médio. Para a
realizac@o da pesquisa a autora utilizou a metodologia de pesquisa qualitativa e a metodologia
de ensino de Resolugdo de Problemas proposta por Onuchi e Allevato, juntamente com 0s
pressupostos tedricos de Tall e Vinner, que tratam das teorias de “imagem de conceito” e
“defini¢do de conceito” para aquisi¢ao de conhecimento. A partir de encontros, dez no total
com o tempo de 50 minutos cada um, a pesquisadora desenvolveu junto com os alunos:
nogdes de limite, relacdo entre os simbolos épsilon e delta, conceito de limites laterais e limites
infinitos. Os resultados mostram que os alunos evoluiram no conhecimento sobre limite,
apropriando-se de conceitos que sdo ensinados somente no Ensino Superior.

As primeiras andlises indicam que ainda sdo infimas as pesquisas que tratam do
conceito formal de limite. Outro dado importante diz respeito aos anos de publicacdo que
abrangem o periodo de 2013 a 2021, onde vem revelar uma maior preocupacao com o0 ensino
desse conceito, isso pode ser justificado pelo aumento da reprovacdo do componente de
Calculo Diferencial e Integral nas Universidades. De acordo com estudos realizados (ROSA et
al, 2019; SANTOS et al, 2020) os estudantes vém apresentando um desempenho insatisfatério
na disciplina de Calculo, apresentando uma elevada reprovacdo e médias muito baixas. Em
relacdo aos Programas de Pos-Graduacdo onde foram desenvolvidas as pesquisas, percebemos
que estes estdo localizados em diferentes regides do Brasil: Norte (2), Nordeste (2), Centro
Oeste (1), Sudeste (3) e Sul (2), com uma maior concentragao nas duas regides consideradas
mais desenvolvidas, Sul e Sudeste. Isso nos leva a problematizar sobre a necessidade de
estudos voltados para a definicdo formal de Limite em nossa regido, pois trata de um

conhecimento essencial para a compreensao de Célculo.
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1.2 Problema

Diante do contexto apresentado, e considerando a importancia de uma maior
discusséo, sobre a definicdo formal de limite, elencamos a seguinte questdo de pesquisa: De
que forma os livros didaticos, indicados da Ementa de Calculo 1, do curso Licenciatura em
Matematica, da Universidade Federal de Pernambuco, Campus Caruaru, apresenta as
praxeologias matematicas, sobre o ponto de vista de uma constru¢do conceitual, da
definicdo formal de limite? A fim de responder essa questdo enumeramos alguns objetivos, que

sdo apresentados no proximo topico.

1.2 Objetivos

Objetivo Geral

e Analisar os livros didaticos, que fazem parte da ementa do curso Licenciatura em
Matematica, da Universidade Federal de Pernambuco, Campus Caruaru, sobre o ponto
de vista das praxeologias matematicas na definicdo formal de limite convergentes
quando x tende a um ponto p.

Obijetivos Especificos

e Identificar as praxeologias matematicas adotadas para o ensino formal de limites, nos
livros indicados na ementa do curso de Licenciatura em matematica, da Universidade
Federal de Pernambuco;

e Caracterizar as organizacbes matematicas presentes nos livros didaticos da
bibliografia basica, do curso de Licenciatura em matematica da Universidade Federal
de Pernambuco, sobre o ensino formal de limite;

e Analisar as organizagdes matematicas, que se distanciam e se aproximam, sobre a

definicdo formal de limite, presentes nos livros didaticos.

1.4 Estrutura da Pesquisa

Nossa pesquisa esta dividida em quartos capitulos. O primeiro capitulo corresponde a
introducdo. Neste apresentamos nosso trabalho, destacamos alguns elementos que justificam
essa escolha, algumas pesquisas que foram realizadas sobre o conceito de limite, o problema
de pesquisa, 0s objetivos (geral e especificos), e a estrutura da pesquisa.

No segundo capitulo discutimos sobre a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD),
ressaltando a Transposicdo Didatica (TD) como fundamento para a TAD, e apontando as

praxeologias como importante ferramenta da TAD.

22



O terceiro capitulo apresentamos o conceito de Limite, e também algumas reflexdes
acerca das dificuldades presentes no ensino e aprendizagem da defini¢do formal de Limite. O
quarto capitulo diz respeito aos caminhos tracados na/para a referida pesquisa, através dos
procedimentos metodoldgicos. Nesse capitulo também apresentamos as analises das
praxeologias, sobre a definicdo formal de Limite, e verificamos as praxeologias matematicas,

sobre o ponto de vista de uma construcdo conceitual, da definicdo formal de limite.
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2. ATEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO (TAD)

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), teorizada por Yves Chevallard (1992),
apresenta-se como uma importante teoria para a Didatica da Matematica, ja que “além de ser
uma evolucdo do conceito de transposicdo didatica, inserindo a didatica no campo da
antropologia, focaliza o estudo das organizacbes praxeoldgicas didaticas pensadas para 0
ensino e a aprendizagem de organizagdes matematicas” (Almouloud, 2007, p.111).

Para Verbisck (2019) “A TAD surge com o objetivo de oportunizar ao pesquisador o
estudo da atividade matematica, uma vez que com suas ferramentas nos permite
compreender(...) aspectos do processo de ensino e aprendizagem do saber”.

Chevallard (1999) aponta que um dos maiores principios da TAD é a compreensdo que
toda atividade humana, € explicada, inteligivel justificada, contabilizada, em algum tipo de
raciocinio. No que tange os elementos introdutérios da teorizacdo da TAD temos: 0s
conceitos iniciais de objetos, pessoas, instituicdes, relacdes de pessoas com objeto, e também
relacdo da instituicdo com o objeto.

O conceito de objeto é o que fundamenta a TAD. Assim, a compreensdo de
conhecimento na TAD esta intrinsicamente relacionada com o conhecimento de um objeto.
Segundo Araujo (2009, p. 33-34) um individuo s6 passa a conhecer um objeto quando “esse
objeto passa a existir para esse individuo, isto é, conhecer um objeto O significa ter uma
relacdo pessoal com ele”. Isso implica dizer que esse objeto existe apenas para a pessoa que o
conhece.

De acordo com essa teoria, 0s objetos matematicos ndo existem em si mesmos, mas
sdo elementos que surgem através de sistemas de préaticas que sao adotadas pelas instituicdes.
Trata-se de uma teoria que estuda 0 homem em sua relacdo com os saberes matematicos, isso
significa que a atividade e o estudo da matematica, fazem parte do conjunto das acGes
humanas, que séo desenvolvidas nas institui¢des sociais (Batista, 2019).

Assim, podemos dizer, que todo saber é saber de alguma instituicdo (Chevallard
,1991), sendo que cada saber sofre transformacdes/adaptacdes de acordo com cada instituicao
em que se encontra. Esse processo de mudancas ¢ denominado de transposi¢do didatica. Para
compreendermos melhor sobre a TAD, é importante refletir/discutir sobre a Transposi¢do
Didética (TD).
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2.1  ATransposi¢do Didatica (TD) como Fundamento da Teoria Antropoldgicado
Didatico (TAD)

E a partir dos estudos de Michel Verret, em 1975, que o conceito de transposicao
didatica, € introduzido no meio académico, sendo desenvolvido, em seguida por Chevallard
(Carvalho, 2022).

A transposicdo didatica “refere-se as transformagdes que sofrem as teorias dos
matematicos quando se tornam saberes escolares, em primeiro lugar nas propostas
curriculares, depois nos livros didaticos e em sala de aula” (Almouloud, 2011).

A Transposicdo Didéatica (TD) depois de ser apresentada aos pesquisadores, passou a
adentrar em varios paises, sendo que os primeiros interessados foram os paises francofonos, e
aliada a ecologia dos saberes, e o estudo de préaticas institucionais constituem a Teoria
Antropologica do Didéatico que foi elaborada por Chevallard e colaboradores.

A TD passou a integrar a TAD, depois de mais de 20 anos contribuindo para os estudos
em Didatica da Matemaética. As primeiras formulacBes da antropologia didatica partem de
investigacdes sobre 0s saberes e instituicdes (Almeida, 2016). Os saberes surgem das praticas
sociais, e levam em consideracdo um certo dominio de realidade, porém, é importante
destacar que o desenvolvimento desse saber estd diretamente relacionado a organizacdo das
instituicoes.

Para entendermos melhor a TD é importante em primeiro lugar compreender que 0s
saberes ensinados na escola, sdo constituidos fora dela, e que a transposicao desses saberes
acontece mediante uma necessidade social da educacdo e de sua divulgagdo. Em segundo
lugar é preciso entender que ndo se trata de uma pratica individual do professor, € um
processo, que implica em um movimento que conduz ao saber.

A construcdo do saber se fundamenta em uma ou mais institui¢oes, isso quer dizer que
cada saber é saber de uma instituicdo, e que através da TD esses saberes sdo passados de uma
instituicdo para outra. Porem é preciso compreender que o fato de o saber ter sido passado de
uma instituicdo a outra, ndo significa que esse saber deixou de existir na instituicdo de origem.

Outra questdo importante para destacarmos sobre a existéncia do saber em uma
instituicdo é que este saber para poder existir precisa estar subordinado a algumas exigéncias,

que irdo promover transformacGes necessarias para que possa permanecer na instituicao.
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Nesse sentido, o trabalho fecundo realizado pelos agentes da noosfera, ndo € um
trabalho como diz Gascon e Bosch (2007) de mera transferéncia, adaptacao ou simplificacao,
trata-se de um trabalho que requer engenhosidade.

A noosfera na compreensdo de Chevallard (1991) é uma instituicdo oculta, nédo
percebivel, que abrangem coletivos de pessoas (professores, pedagogos, técnicos do governo)
que sdo responsaveis pela transformacéo dos saberes cientificos em saberes a ensinar. Nesse
sentido, a noosfera tem o trabalho de definir programas, curriculos, manuais e livros didaticos,
levando em conta a producéo cientifica, e as demandas da sociedade e do sistema de ensino.

Chevallard (1991) enfatiza que os técnicos do governo sdo os profissionais que tem a
incumbéncia de organizar os saberes que precisam ser ensinados na escola. Esses agentes
publicos, para Bessa de Menezes( 2004), sdo os profissionais responsaveis por gerir o ensino,
juntamente com os professores, pedagogos, etc. Assim, a noosfera, é entendida como um
centro operacional do processo de transposicéo de saberes de uma instituicdo para outra, sendo
responsavel por aprovar o0s “saberes cientificos a serem expostos ao trabalho externo e visivel da
Transposi¢do Didatica” (Barbosa, 2017, p.39).

Os elementos que fazem parte de um dado saber, s6 serdo passiveis de serem ensinados,
se tiverem passados por determinadas deformacGes, que os tornardo apropriados para serem
ensinados. Nesse sentido, é importante refletir sobre a existéncia de diferentes instituicdes que
elaboram distintas atividades matematicas, em que cada atividade matematica apresenta
discursos diversos sobre a propria matematica (Almeida, 2016).

Quando um pesquisador produz o saber, ele sofre pressdes internas e externas para
apresentar este saber a sociedade e a comunidade cientifica, pois esse saber é compreendido
como uma construcdo histérica e social, e ndo como um saber que deve ser isolado e de posse
apenas de quem o produziu. “ O pesquisador, no mundo académico/cientifico, sofre pressdes
internas e externas (...) as pressdes internas aparecem quando a propria comunidade
cientifica e exige que tais saberes sejam comunicados, pois, a partir deles, novos saberes
serdo produzidos” (Bessa de Menezes, 2010, p.26).

As pressdes externas se referem a obrigacdo de apresentar os saberes a sociedade. O
saber para ser ensinado precisa adquirir uma roupagem didatica, para serem ensinados, visto
que a comunidade cientifica e a escola tém objetivos diferentes (Barbosa, 2017).

E importante salientarmos que os saberes presentes no interior do sistema didatico
passam também por adequacOes pelos professores. Essa relacdo entre o professor e o saber,
influencia a nova producéo de saberes, que por questdo da necessidade social da educagéo, do

seu desenvolvimento e de sua difusdo, precisam ser transferidos de uma instituicdo para outra.
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Para Brito Menezes (2006) a relacdo que existem entre o funcionamento didatico do
saber e o funcionamento cientifico é o que explica a existéncia da transposicdo didatica. Esses
saberes se inter-relacionam, mas atuam de formas diversas, isso acontece porque o0 saber que
sera apreendido pelo aluno, precisa ser diferente daquele saber que é elaborado na comunidade
cientifica, j& que os objetivos a serem alcancados pelas comunidades cientificas e escolares
sdo diferentes.

Depois que a escola sistematiza o saber cientifico, por meio de uma didatizag&o, ou
seja, se coloca uma roupagem didatica, esse saber tornasse comunicavel e apto para ser
ensinado aos alunos (Almeida, 2016).

Chevallard (1991) chama a atencdo para a perda que o saber cientifico sofre, em
relacdo a sua origem, no processo de TD. Por isso ele alerta que € preciso que a noosfera
realize um trabalho cuidadoso com o conhecimento que sera transposto, para que este saber
ndo venha a perder sua propria epistemologia, em virtude das deformacdes e supressdes em
que passa nesse processo de transformagdes. “A aplicagdo de uma teoria deslocada de seu
territorio original torna-se estéril, perde seu significado, obscurece sua validade e confunde a
solucéo do problema estudado naquele momento” (Pais, 2008).

Desse modo, é importante que a distancia entre o saber sabio e o saber escolar seja
preservado, sem que tal separagdo venha provocar erros conceituais ao objeto de saber
(Pereira et al, 2016).

Barbosa (2017) pontua que enquanto a transposicao didatica externa esta relacionada
com a transformacdo do saber cientifico, ao saber a ensinar, a transposicdo didatica interna
ocorre na introducao formal dos novos saberes no interior do sistema de ensino.

A Transposicdo Didatica Interna é compreendida como a etapa final da transformacéo
que passa o saber cientifico, “acontece intramuros da sala de aula, cujos parceiros envolvidos
sdo, a rigor, professor e aluno, e que tem no professor o elemento humano responsavel por tal
transposicao” (Bessa de Menezes, 2010, p.31). A TAD, e mais especificamente a nog¢ao de
praxeologia, é o resultado da ampliacdo dos estudos referentes a transposicdo didatica, que
estdo relacionados a compreensdo dos diferentes objetos de saberes a ensinar, que acontecem
no interior de uma dada instituicdo. Barbosa (2017), exemplifica as instituicbes como sendo o
tempo de vida, a familia, a sala de aula, o livro didatico. No tocante dessa pesquisa, a institui¢do

investigada é o livro didatico, e 0 objeto matematico enfocado é o conceito formal de limite.
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2.2 AsPraxeologias como importante ferramenta da TAD

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) estabelece a atividade matematica, em um
conjunto que estdo relacionadas as atividades humanas e as instituicdes sociais (Chevallard,
1999). Segundo o principio que fundamenta a TAD as atividades humanas, que sdo
realizaveis, podem ser descritas e analisadas através de um modelo Unico, denominado de
praxeologia. Sobre essa questao Chevallard (2018, p.34) aponta que “a nocao de praxeologia ¢
0 coracdo da TAD. Essa nocdo generaliza diferentes nogdes culturais comuns - a de saber e de
saber-fazer”, ou seja, ela caracteriza toda estrutura de conhecimento possivel.

A TAD tem como fundamento também a antropologia cognitiva ou antropologia do
conhecimento, esta busca articular as nocdes, de forma a garantir a unificacdo de muitos
fenémenos didaticos, partindo da premissa de que toda atividade humana pode ser caracterizada
a partir de uma praxeologia. A praxeologia, € constituida de um modelo, denominado de
organizagdo praxeoldgica ou quarteto praxeoldgico, e € representado por [T, t, 0, ©].

As praxeologias estdo relacionadas a um saber matematico, e podem ser de dois tipos:
matematicas e didaticas. As organiza¢fes matematicas (OM) estdo relacionadas ao estudo do
objeto matematico, que no caso dessa pesquisa seria 0
conceito formal de limite, e as organizacgdes didaticas (OD) estdo associadas a forma que sera
realizado esse estudo.

Para compreendermos a TAD € preciso nos apropriarmos da nogdo de praxeologia. A
praxeologia é constituida por nocdes chaves de tipos de tarefas (T), que precisam ser
realizadas, e para isso € necessario o desenvolvimento de uma técnica (1), que é explicada e
confirmada por uma tecnologia (6), e legitimada e esclarecida por uma teoria (®). Isso implica
dizer que toda atividade realizada por um ser humano é descrita através de uma tarefa. Existem
tarefas que sdo de um mesmo tipo, e outras de tipos diferentes. Para cada tarefa é preciso uma
técnica especifica. A tarefa a ser desenvolvida é definida por um verbo de acdo e um
complemento. As técnicas que sdo escolhidas para resolver cada tarefa podem ser ou nédo
justificadas de forma explicita, isso vai depender do tipo da tarefa.

O modelo praxeoldgico que € proposto para desenvolver atividades de matematica ou
de outras disciplinas esta baseado no quarteto seguinte: tipo de tarefa T; técnicas utilizadas
para resolver tarefa desse tipo t; tecnologias (6) que irdo justificar e assegurar a validade das

técnicas e a teoria (®) que comprova a tecnologia.



Quando utilizamos 0 modelo tedrico proposto pela TAD para explicar uma atividade
de matematica, estamos considerando o0s aspectos matematicos e didaticos, pois o professor ao
planejar sua aula realiza escolhas matematicas e didaticas (Bittar, 2017).

As organizacdes matematica e didatica sdo importantes ferramentas para compreender
as mudangas que ocorrem nos objetos dos saberes a ser ensinados no interior do sistema
didatico, ou em outra instituicdo, ja que caracterizam os elementos que estdo presentes na
transposicao didatica interna. A Organizacdo matematica (OM) e a Organizacdo didatica (OD)
tem uma relacéo de interdependéncia no Sistema Didatico, sendo que a OM se refere a toda
atividade matematica que é produzida na sala de aula, através da OD. A OD se refere a propria
atuacdo da OM, pois para uma OM ser colocada em pratica é necessario que se tenha uma OD.

O quarteto praxeoldgico também pode contribuir para modelar a atividade do
professor. A praxeologia didatica ou organizacao didatica (OD) € a acdo de fazer escolhas
didaticas para resolver uma tarefa didatica.

Importante enfatizar que, ao desenvolver uma mesma organizacdo matematica, em
instituicdes distintas, utilizando organizacBes didaticas diferenciadas, teremos uma
praxeologia matematica diferente. A partir de um conjunto de tarefas bem planejadas,
podemos analisar a pratica de uma instituicdo, atraveés de diversas formas e sob diferentes
perspectivas.

Sobre esse tema é importante salientar que o tipo de tarefa estd relacionado
diretamente a um objeto especifico. “Assim, quando dizemos subir uma escada, estamos
diante de um tipo de tarefa. Mas, se dizemos apenas subir, ndo haveria tarefa” (Almeida,
2016, p. 95). Do mesmo modo temos uma tarefa quando falamos calcular o valor de uma
funcdo no ponto, mas quando usamos apenas a expressdo calcular, segundo Chevallard (
1999) se trata apenas de um género de tarefa, assim como os verbos decompor, somar, que de
forma isolada ndo explicam o contetido que ira ser estudado (Silva, 2005).

A organizacdo didatica esta relacionada com o tipo de tarefa e um nimero de técnicas
que sdo reconhecidas, nas instituicbes que a engendraram. No entanto, Almeida (2016, p.96)
aponta que “os alunos podem ter acesso a técnicas alternativas que ndo se encontram a
disposicao nessa mesma instituicdo. Para o autor, a utilizacdo dessas técnicas, podem causar

rupturas e renegociacdes.
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Sobre o0 uso das técnicas institucionais é importante enfatizar que muitas dessas
técnicas sdo constituidas sem uma problematizacdo, isso acaba resultando em apenas uma
pratica rotineira de atividades. Para Barbosa (2017, p. 46) “uma técnica (T) é uma maneira de
fazer ou realizar as tarefas t € T”. Essa praxeologia que se estabelece pela relacdo entre tarefa T
e técnica 1, foi nomeada por Chevallard (1999) de bloco préatico-técnico que diz respeito ao
desenvolvimento de uma tarefa, mediante a utilizacédo de determinadas técnicas.

Ainda sobre as técnicas utilizadas é preciso frisar que nem sempre a técnica usada sera
satisfatoria para a realizacdo de todas as tarefas, pois o0 que é possivel resolver com a técnica
em uma determinada tarefa, pode ser ineficiente para outra. Dessa forma essas atividades que
ndo foram contempladas, vao requerer a aplica¢do de outras técnicas. Podemos inferir que no
desenvolvimento de uma praxeologia é preciso considerar a existéncias de técnicas superiores
no que diz respeito a resolucdo de varias tarefas.

Com relagéo a vida na instituicdo, podemos afirmar que existem uma correlagcdo das
condicdes e restricdes na elaboracdo e no uso das tarefas e técnicas na instituicdo. Para
Chevallard (1999) uma técnica para existir em uma instituicdo precisa ser compreensivel,
legivel e justificada, e essa necessidade ecoldgica provoca o surgimento de um discurso
explicativo e esclarecedor das tarefas e técnicas, que o autor denomina de tecnologia da
técnica.

A defini¢do da tecnologia est4 firmada em um discurso coerente sobre a técnica, e
busca primeiramente justificar a técnica de forma sensata. A funcdo da técnica é fazer com
que a tarefa possa ser concluida, e a tecnologia tem um papel muito importante nesse sentido,
pois descreve e justifica a técnica, para que a tarefa possa ser resolvida de fato com precisao.

Outra funcdo da tecnologia “consiste em explicar, tornar inteligivel e esclarecer uma
técnica t isto ¢, em expor por que ela funciona bem” (Barbosa, 2017, p.47). Ainda segundo
Barbosa (2017) a matematica nessa logica, tem a prevaléncia da fungdo de justificacéo,
através da cobranca da demonstracéo, sobre a execucdo da explicagéo.

E importante salientar que independentemente do tipo de tarefa, a técnica a ser
utilizada apresenta sinais de tecnologia. Desse modo pode ocorrer que alguns elementos
tecnologicos estejam incorporados a técnica. Percebemos a necessidade de justificacdo que
tem a tecnologia, a qual ¢ denominada de teoria da técnica. "A teoria (©) tem como objetivo
justificar e esclarecer a tecnologia, bem como tornar inteligivel o discurso tecnolégico”
(Araujo, 2019, p.38).

Chevallard (2007) adverti que em cada instituicdo existe uma técnica que foi
estabelecida, e por isso, em tese, é a Unica técnica aceita. Essa técnica considerada canonica
na instituicdo pode ser transformada pela tecnologia, e se tornar mais eficaz e a0 mesmo tempo

mais ampla (Almeida, 2016).



A funcéo de producdo de técnicas € a terceira atribuicdo da tecnologia. Nesse contexto
ocorre “o fendmeno de subutilizacdo de tecnologias disponiveis, tanto do ponto de vista da
explicacdo como da produgdo” (Barbosa, 2017, p.47).

A relacdo entre a teoria e a tecnologia é similar ao da tecnologia e da técnica, pois a
funcdo da teoria é de justificar e esclarecer a tecnologia. Porém, nesse cenéario o diferencial
estd no nivel, pois segundo Chevallard (1999) passa ao nivel superior: justificacdo, explicacéo
e producao.

Almeida (2016) chama a atencgéo para o fato da excessiva abstracdo na apresentacéo da
teoria pelos professores e em sua organizacdo presente nos livros didaticos. O autor atribui
essa situacdo a auséncia de clareza nos caminhos percorridos para tornar clara a funcéo de
justificar e esclarecer da teoria.

Portanto, é importante que os professores tenham clareza quanto aos caminhos que
precisam trilhar, para que os alunos possam compreender os conceitos matematicos. Dai a
necessidade de consultar e analisar a forma que os conceitos vém sendo apresentados nos livros
didaticos.

O conhecimento matematico, de acordo com Bosch e Gascon (2007) ndo € algo
elaborado e certo, porém pode ser caracterizado a partir da praxeologia. E importante observar
que as praxeologias matematicas sdo constituidas com o tempo, e se desenvolvem de forma
continua. Com o envelhecimento das praxeologias, 0s seus elementos tedricos e tecnoldgicos
ndo permanecem claros, o que acarreta o aparecimento de novas tecnologias, que passam a
considerar as técnicas anteriores ultrapassadas (Chevallard, 1991).

Sobre as praxeologias é importante destacar que elas estdo em constante
desenvolvimento “ou seja, as praxeologias matematicas decorrem de atividades variadas e
continuas, e, nessa complexidade, elas precisam ser modelizadas” (Almeida, 2016, p.108).

A OD é compreendida como um processo de estudo, desenvolvido a partir da introducdo da
OM, sendo esta entendida como uma praxeologia local e relativamente completa. As praxeologias
locais se referem ao resultado da unido das praxeologias pontuais (Ti, ti, 6, ®), que séo centradas
em volta de uma determinada tecnologia (0), justificada por uma mesma teoria (®) (Santos e
Bessa de Menezes, 2015).

Percebemos que a relacdo existente entre a OM e a OD se configura em uma relagao
dialética, pois a elaboracdo da OM ¢ viabilizada pela OD, atraves das proprias caracteristicas
existentes na OD, e do mesmo modo, a partir das caracteristicas que constituem as OM o
professor e/ou pesquisador pode organizar o seu estudo (organizacGes didaticas).

No processo de estudo o professor direciona a acdo didatica, tendo como objetivo a
compreensdo dos estudantes sobre determinada OM. Nesse sentido existe uma participacdo
tanto dos professores na condugéo didatica, quanto dos alunos no processo para aquisi¢ao dos
conhecimentos matematicos (Almeida, 2016).
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Sobre os seis momentos de estudo ou didaticos da OD temos: o encontro com a OM, a
exploracdo do tipo de tarefa, a formacdo do ambiente tecnoldgico-tedrico, o trabalho com a
técnica, a institucionalizacdo e a avaliagdo (Chevallard, 1999).

O primeiro momento, diz respeito ao encontro com a OM, isto é 0 momento em que o0
estudante tem o primeiro encontro com o tipo de tarefa, Chevallard (1999) afirma que este
encontro pode vir a acontecer em outros momentos, ndo se trata de um momento Unico, pois
pode ocorrer a necessidade de que esse tipo de tarefa seja novamente revisitado, podendo ser
compreendido como um reencontro. Para Almeida (2016, p.111) “essa situagao pode ocorrer
em funcgéo do entorno matematico e didatico, ambos produzidos pelos atores”.

E importante discutir sobre a exploracdo do tipo de tarefa e elaboragdo da técnica,
segundo momento de estudo, e refletir sobre o lugar mais apropriado para explorar o tipo de
tarefa proposto, pois este seria entendido como o operador chave da formacao dos tipos de
tarefas, conforme organizacdo especifica. Outro ponto importante a destacar diz respeito a
questdo de examinar, na organizacdo da técnica, se o tipo de tarefa se inclui no rol de tarefas
problematicas, pois essa organizacdo é entendida como o coracdo do trabalho didatico
(Barbosa, 2017).

O momento de elaboracdo do ambiente tecnoldgico-tedrico, o terceiro momento de
estudo didatico, refere-se & técnica e ao tipo de tarefa que estd sendo colocado pela OM. E
preciso mencionar que todos os outros momentos de estudo estdo diretamente relacionados
com esse terceiro momento.

O trabalho da técnica, que é considerado o quarto momento de estudo, é entendido
como o trabalho da OM. E um momento em que a técnica pode ser aperfeicoada, através do
auxilio da tecnologia, ou até mesmo da teoria, a tornando mais efetiva.

A institucionalizacdo, é o quinto momento de estudo, e representa 0 momento em que
ocorre a distingdo dos elementos que fizeram parte da OM, dos elementos que foram sendo
incluidos ao seu equipamento praxeoldgico. Desse modo seu propdsito é integrar os elementos
que realmente tem relacdo com a OM. Isso implica dizer que nos momentos anteriores de
estudo alguns elementos podem ser deixados de lado, e outros possam ser acrescentados,
mediante a elucidacao realizada pelo professor ou pelo aluno, incluindo dessa forma esses
elementos na cultura da instituicdo, ou da sala de aula.

A avaliagcdo corresponde ao sexto momento e esta associada ao momento de
institucionalizagdo. E possivel que esse momento seja conhecido pela avaliagdo das relagdes
institucionais e pelas relacdes pessoais. Para Barbosa (2017, p.53) “0 momento da avaliagdo ¢
uma fase importante na TAD porque se supde que é aquela na qual o professor toma por

objeto de estudo as solugdes produzidas por seus aluno
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No proximo capitulo iremos discutir sobre o ensino e aprendizagem do Calculo e o
conceito formal de Limite, apresentado nos livros de Calculo, e na literatura da éarea, e
também discutir com base em algumas pesquisas as principais dificuldades percebidas para a
compreensdo da definicdo de limite.
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3. OENSINO E AAPRENDIZAGEM DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
EA DEFINICAO FORMAL DE LIMITE

O Calculo apresentado no ensino superior é fundamentalmente diferente da
matematica que estudamos no ensino médio, a qual chamamos de Pré-Calculo. O Pré- Célculo
é formado pelas areas da Algebra, Geometria, Aritmética e Trigonometria. J4 o Calculo é
formado pelas areas do Pré-Calculo, Processos de Limites, Derivadas e Integrais.

O célculo tem como objetivo principal estudar o movimento e as variagdes. E uma
ferramenta indispensavel em quase toda area das ciéncias pura e aplicadas — em Fisica,
Quimica, Biologia, Astronomia, Engenharia, etc. Também possui muitas aplica¢es em outras
areas da matematica, especialmente na Geometria (Simmons,1987).

O Calculo consiste em compreender as varia¢fes das grandezas e modelé-las por meio
do processo de Limites. Isto significa que quando estamos analisando um objeto que se move
a uma velocidade constante podemos modela-lo e resolvé-lo com as técnicas da matematica do
Pré-Calculo, todavia, para analisar um objeto que se movimenta com uma dada aceleracdo ou
variacdo de suas grandezas, € preciso utilizar as ferramentas do Calculo.

Quando estudamos a area de um retangulo podemos examinar usando as técnicas do
Pré-Célculo, mas quando estamos diante de uma area sob uma curva, é necessario o uso do
Célculo. Quando estamos calculando uma soma com um numero finito de parcelas, utilizamos
as técnicas do Pré-Célculo, no entanto, para somar infinitas parcelas, apenas utilizando as
ferramentas sofisticadas do Célculo (Larson et al, 2006).

Perceba que cada uma dessas situacdes envolvem a mesma estratégia geral ou
modelagem padrdo. Quando nos deparamos com questdes de area de Figuras Planas,
resolvemos por meios da Geometria Plana, que é uma area do Pré-Calculo, porém, quando
estamos diante de uma é&rea irrregular, ndo contemplada pelas Figuras Planas, usamos a
geometria Plana para resolver, porém, reformulada pela nogédo de Limite, que corresponde ao
calculo (Leithold, 1994). De outro modo podemos afirmar que o Caélculo é uma ferramenta
valiosa para resolver problemas ndo alcancados pelo Pré-Célculo, por conter em seu bojo o
conceito de Limite, que é um mecanismo suficiente para resolver problemas com grandezas

variaveis e dinamicas.



Alguns alunos tentam apreender o Célculo como se fosse simplesmente uma colecdo
de novas formulas, no entanto € preciso mostrar a esses estudantes que as formulas e técnicas
do Pré-Calculo sdo as mesmas ferramentas usadas no Célculo, sendo apenas reformuladas
pela nogéo de Limites (Guidorizzi, 2011).

O desenvolvimento do Calculo no século XVII por Newton e Leibniz, forneceu aos
cientistas o primeiro entendimento real sobre o que significa uma taxa de variagcdo instantanea,
tal como a velocidade ou a aceleracdo. Uma vez entendida conceitualmente essa ideia,
seguiram-se métodos computacionais eficientes, e a ciéncia deu um salto quantico para a frente.
A pedra fundamental sobre a qual se apoia a ideia de taxa de variacdo é o conceito de Limite
(Larson et al, 2006). Uma nogéo tdo importante que atualmente todos os demais conceitos do
Calculo se baseiam nela, ou seja, o conceito de Limite é o alicerce sobre o qual se
fundamentam todos os demais conceitos do Célculo.

Nesse sentido, o ensino e aprendizagem de limite vem sendo discutido por
pesquisadores (Amorim, 2011; Soares, 2018; Miranda, 2017) com o intuito de enfatizar a
importancia desse conceito para uma melhor compreensdo do célculo. Esse conceito esta
presente na ementa da disciplina de Célculo I, que é ofertada comumente nos cursos de
Matematica (Licenciatura e Bacharelado), Engenharias, Economia, Fisica, Quimica, entre
outras, nas diversas Instituicdes superiores do pais. A seguir, apresentamos uma breve

discussdo sobre o ensino e aprendizagem do Célculo.

3.1 Oensino e aprendizagem do Célculo

Muito se tem discutido sobre o ensino e aprendizagem do célculo, e as dificuldades
que os estudantes do ensino superior vém apresentando na/para compreensdo dessa disciplina.
Pesquisas como as de Barufi (1999), ja revelavam as dificuldades dos estudantes, ao se
depararem com o calculo, na Universidade. A pesquisadora destacou que muitas dessas
dificuldades estavam relacionadas a auséncia de algumas técnicas operatdrias, a exemplo, a
linguagem logica- formal (Barufi, 1999). A discussdo, delineada na Tese de Barufi, enfatizou
o papel fundamental do professor, para o ensino do Calculo, tendo como importante aliado o

computador.
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A questdo da falta de compreensdo e assimilacdo dos conceitos mais rigorosos da
matematica, como é o caso do Calculo Diferencial e Integral, também foi estudado por
Faria(2019). “Como observado, cada vez mais os alunos chegam aos cursos superiores com
um conhecimento matematico superficial. Com dificuldade em realizar operages simples
como, por exemplo, as operacdes com fracOes, resolucdo de equacgdes e inequacOes, sem
contar com a trigonometria e a geometria espacial” (p. 18).

Para Rezende (2003), o insucesso que vem se configurando, nos cursos superiores, no
que diz respeito o ensino de célculo, estd atrelado a propria historia desse ensino. “Creio, no
entanto, que, se investigarmos a origem historica de tal “fracasso”, verificaremos que este tem
inicio desde 0 momento em que se comega a ensinar Calculo” (p. 1)

Pesquisas vem apontando os baixos indices de aprovacdo e evasdo na disciplina de
calculo (Nascimento, 2018; Santos et al, 2019; Barbosa et al, 2021).

Para Barbosa et al (2021) as causas dos elevados indices de reprovacles, e de
desisténcia dos alunos, em célculo I, no curso de Engenharia, estdo relacionados a defasagem
de saberes matematicos dos estudantes, no ensino médio; a enorme dificuldade em entender
os contetdos de Célculo; e a uma despreparacdo dos professores para ministrar essa
disciplina.

Diante disso, os autores explicitam a necessidade de ser criado programas que possam
acompanhar os estudantes, uma reorganizagdo curricular, a criagdo de reforco, enfatizando
também a inclusdo de uma disciplina de pré-calculo, e a introducdo de monitorias, que possam
vir ajudar a sanar as dificuldades dos estudantes, no que tange as deficiéncias técnicas
relacionadas aos saberes matematicos basicos.

Rezende (2003) aponta que as dificuldades de aprendizagem presentes no ensino
superior, quanto a disciplina de Calculo encontra-se no ensino basico. Para o autor, evitar
trabalhar as ideias e problemas construtores do calculo no ensino basico, constitui no maior
obstaculo ao ensino do célculo. “E incompreensivel que o Célculo, conhecimento t&o
importante para a construcdo e evolucdo do proprio conhecimento matematico, ndo participe
do ensino de matematica. O Calculo é, metaforicamente falando, a espinha dorsal do
conhecimento matematico” (p.403). Assim, o autor argumenta que € preciso rediscutir o papel
do ensino do célculo na Universidade, e destaca que o éxito desse ensino, depende da

preparacdo das ideias basicas do calculo no ensino bésico.
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E notério, que a problematica do ensino do Calculo Diferencial e Integral, se encontra
presente em pesquisas que vem sendo desenvolvidas no campo da Educacdo Matematica.
Pesquisas estas que tem discutido questBes relacionadas as dificuldades do ensino da
disciplina de Calculo, no ensino superior. Soares (2018) salienta que o aumento de estudos
sobre a problematica do ensino do Calculo Diferencial e Integral, justifica-se pela alta
complexidade dos tépicos matematicos abordados ao trabalhar essa disciplina. O autor ainda
ressalta que problemas associados aos altos indices de reprovacdo, o despreparo dos
professores, com este componente curricular no ambito académico, e a necessidade de uma
boa apropriagdo da Matematica do ensino bésico, sdo questdes que precisam ser melhores
investigadas, a fim contribuir para uma melhoria dos processos de ensino e aprendizagem do
Calculo.

De acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais para os Cursos de Licenciatura em
Matematica, a organizacdo dos conteddos curriculares, nos cursos de Licenciaturas em
Matematica, precisam estar de acordo com as seguintes orientacdes: partir das representaces
que os alunos possuem dos conceitos matematicos, assim como, dos processos escolares para
organizar o desenvolvimento das abordagens durante o curso, a fim de construir uma visao
global dos conteudos de maneira teoricamente significativa para o aluno( Brasil, 2001).

Assim, percebemos que o ensino e aprendizagem de calculo, na Licenciatura em
Matematica, que é o foco de nosso estudo, precisa levar em consideragdo essa organizacao
curricular, e isso significa que os contetdos precisam ser apresentados de formaampla, através
de uma abordagem que permita estabelecer relacdes, no que diz respeito aos conteldos,
aplicacdes e a pratica docente(Soares,2018),destacando que é preciso considerar, N0 processo
de ensino e aprendizagem, as representacfes dos conceitos matematicos, que 0s estudantes

apresentam.
3.2 Conceituando Limite
O conceito de limite, é considerado uma nog¢do particularmente dificil, e ocupa um

lugar central em todo estudo da Anélise Matematica, como base da teoria da aproximacao, da

Continuidade e do Calculo Diferencial e Integral (Igliori, 2008).



Historicamente, a definicdo mais precisa de limite s6 foi desenvolvida posteriormente ao
desenvolvimento das nogdes iniciais de diferenciacao e integracéo.

As ideias basicas contidas nos cursos de Calculo, tais como Derivada e Integral, tém
suas géneses em conceitos e problemas geométricos que a Matematica Grega colocava entre
as suas principais preocupacgdes. Dentre esses destacam-se o tracado de retas tangentes e a
quadratura de figuras. Muito embora essas construcfes geométricas estejam relacionadas com
ideias aparentemente simples, o seu entendimento perfeito somente se tornou possivel com
o0 advento do Calculo Diferencial e Integral, cuja criacdo remota ao século XVII associada as
pessoas de Fermat, Newton, Leibniz, entre outros, que comegaram a associar tais nogdes
geométricas as de derivada e integral que, por sua vez, estdo associadas ao conceito de limite.
A auséncia desse dltimo foi exatamente 0 que impediu que 0s matematicos gregos se
antecipassem aos dos séculos XVI1I e subsequentes na criagdo do Célculo.

A Quadratura da Parabola, efetuada por Arquimedes, € um exemplo tipico de quanto
0s matematicos da Grécia Antiga se aproximaram da criacdo do Calculo. Muito embora os
criadores do Calculo tenham preenchido certas lacunas deixadas pelos gregos, havia ainda
muitas deficiéncias, no que se refere ao formalismo e o rigor. Os conceitos estavam repletos de
motivacdes geométricas e fisicas, 0 que ndo € um coisa ruim, mas o rigor que se impunha na
Matematica, principalmente a partir do século XVIII, exigia que os conceitos do Calculo,
baseados em interpretacbes geomeétricas, fossem devidamente aritmetizados. Isso foi feito por
varios matematicos entre os quais se destacam Cauchy, Riemann, Bolzano, Weierstrass, entre
outros, que colocaram em bases firmes e rigorosas 0s conceitos de limite, continuidade, etc.
(Corréa,2008).

O conceito de limite passa a se estabelecer de forma definitiva , apds a defini¢do
formalizada por Weierstrass, que sobrepujou a de Cauchy, por conseguir excluir aspectos
considerados subjetivos. No entanto,0s aspectos mais intuitivos do conceito de limite,
permanecem sendo explorados (Santos, 2013).

O conceito de limite € um dos conceitos matematicos que mais gera controvérsias e
dificuldades. Este € o primeiro conceito a ser ensinado, nas disciplinas de calculo, no ensino
superior, e que norteia 0s demais conceitos fundamentais do Calculo Diferencial e Integral
(Santos, 2013).

Igliori (2008) aponta que as dificuldades na aprendizagem do conceito de limite, veio se

configurando na historia, e tem sido objeto de estudo de trabalhos no campo
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da Educacdo Matemaética. Cornu (1981 apud Igliori 2008) apresenta que a no¢do de limite foi
historicamente sendo introduzida com a finalidade de resolver problemas geométricos (calculo
de areas), problemas de soma e raio de convergéncia de séries, e problemas que tratam de
diferenciacdo, e isso implicou em quatro grandes obstaculos epistemolégicos: a ndo
possibilidade de estabelecer ligacdo entre o geométrico e 0 numérico; a concep¢do de
infinitamente grande e infinitamente pequeno; o aspecto metafisico do conceito de limite e a
questdo que diz respeito se o limite € atingido ou néo.

Outra abordagem, no que se refere aos obstaculos epistemoldgicos, associados a
definicdo de limite, foi investigado por Sierpinska (1985 apud Igliori, 2008). De acordo com
essa autora, os entraves para a compreensdo de limite, se deve a obstaculos gerados pelo o
horror ao infinito; o que esta relacionado a nocdo de funcdo; os obstaculos geométricos, 0s
obstaculos 6gicos, e 0 obstaculo do simbolo.

Para Santos (2013) ao ensinar limite, é importante pensar na maneira que este conceito
é apresentado, a linguagem que esta sendo utilizada, os elementos que sdo enfatizados, e 0s
que sdo ignorados, definicdo formal apresentada por Weierstrass, se esta sendo explorado a
nocdo intuitiva de limite, e os aspectos de natureza algébrica, que estdo presentes nesse
estudo. Outros aspectos que precisam ser considerados, no ensino de limite dizem respeito a
forma que o professor ensina, e que apresenta o conceito de limite, o seu discurso, as tarefas
que pede aos alunos, o livro que adota, etc.(Santos, 2013).

Em sua pesquisa, que tinha como objetivo suscitar reflexdes sobre o conceito de
limite, considerando as dificuldades de aprendizagem desse conceito, Santos (2013) constatou
que a utilizacdo da Historia da Matemética em sala de aula é quase nula, “(..)ha um
apagamento das vozes de atores importantes da Histéria que contribuiram para o
desenvolvimento da matematica” (p. 357). Segundo a autora, isso poderd contribuir para
fortalecer a ideia de que a matematica nasceu pronta, e ndo existe erros na sua evolucao, ou
ainda que esta evolucdo aconteceu de forma natural e linear.Na sequéncia discutiremos um

pouco sobre o conceito intuitivo de limite.
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3.21 Conceito Intuitivo de Limite

Consideremos uma funcéo f(x) definida para valores de x proximos de um ponto p sobre
0 eixo X, mas ndo necessariamente definida no proprio ponto p. Suponhamos que exista um
nimero L com a propriedade de que f(x) fica cada vez mais préximo de L quando x se
aproxima mais e mais de p. Nessas circunstancias dizemos que L é o Limite de f(x) quando x

tende a p e expressamos simbolicamente por:

limf(x) =L

X—p

Se ndo existe um nimero L com essa propriedade, dizemos que f(x) ndo tem Limite
quando X tende a p, ou usamos a notacao seguinte:
x#L
lim f(x) # L

X—p

Vejamos um exemplo usando o conceito intuitivo de Limite, de acordo com Larson et
al( 2006).

Suponha que lhe seja pedido para analisar a funcéo f dada por: f

(x):X3;x¢ 1. Quando x—1 ,
X-1
Podemos fazer x se aproximar tanto de 1 pela esquerda como pela direita.
X 0,75 | 09 0,99 0,999 | 1 1,001 | 101 |11 1,25
f(x) 2,313 | 2,710 | 2,970 | 2,997 | ? 3,003 | 3,030 | 3,310 | 3,813

Percebemos que quando x tende a 1 pela esquerda, f(x) se aproxima de 3 por valores

inferiores a 3. Quando x tende a 1 pela direita, f(x) se aproxima de 3 por valores maiores que 3.

Isso nos mostra que quando x— 1, f ( x)— 3; isto significa que
lim f(x) = 3

x—1
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Entdo podemos dizer que: os limites laterais pela esquerda e pela direita quando
existirem e forem iguais € uma condicdo necesséria e suficiente para que o Limite de f(x)

exista. Dizemos de forma genérica que:
lim f(x) =L

xX—p

Se e somente se seus Limites laterais existem e sdo iguais.
Vejamos abaixo algumas definicbes que nos auxiliam na compreenséo sobre a

Defini¢do Formal de Limite.

3.2.2 Definigdes preliminares
Rodrigues, Meneghetti e Poffal (2016) traz algumas definicbes importantes para a

compreensdo do nosso objeto de estudo, vejamos:

3.2.2.1 Vizinhanca de um namero real
Denomina-se vizinhanca de centro P e raio § o intervalo aberto (p- &, p +8), onde 6>0.
Denotamos por:
V(p, 8)= (p-6, p+ 6)={xeR/ [x-p|<d}

3222 Vizinhanca Perfurada

Trata-se de um intervalo (p-6,p)U(p,p+9). Ou seja, é a vizinhanca de p quando p ndo
esta definido no intervalo.

Denotamos por:

Vo (p, 6)= (p-6,p)U(p,p+6)= {X-R/p-6<x<p+6,x#p}

3.2.2.3 Pontode acumulagao

Um ndmero p é dito ponto de acumulagdo de um conjunto C se, e somente se, para toda
vizinhanca perfurada Vp (p, &) de centro p, existe pelo menos um ponto x#p tal que xec e xeVp (p,
d).

Agora iremos apresentar a Defini¢cdo Formal de Limite que é objeto do nosso estudo.
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3.2.3 Definicdo Formal de Limite

Para Stewart et al(2022) a definigéo formal de limite consiste em:

Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que contenha o numero p,
exceto possivelmente no proprio p. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tendeap é L,
e escrevemos

lim f(x) =L

X—p

Se para todo nimero €>0 houver um numero 6>0 tal que se 0<[x-a[<d entdo
If(x) - L|<€

3.24 Definicdo Formal de Limite de uma funcdo f(x) convergente quando x tende para p.

Sejauma funcao f definida em um intervalo aberto que contém o ponto p, exceto
possivelmente no préprio ponto p, e seja L um namero real.
Aafirmacéo
lim f(x) =L

X—p

Significa que, paratodo € > 0 existe um 6 > 0 tal que Se 0 < |x-p| < &, entdo
[f(x)-L|<€.

A desigualdade o < | x-p| < d ¢ chamada tolerancia 6 (delta) ou vizinhanga de p com raio
delta, e |x — p| <& implica em

- 0<x-p <3, isto & p-d<x<pt

d

A desigualdade | f (X) — L | <€ é chamada tolerancia € (épsilon) ou
vizinhangade f(x) comraio €, e|f (X)— L | <€ implicaem

- €<f(x)-L<€queequivaleal - €<

f(x)<L+E€.
Podemaos reescrever a proposi¢do acima do seguinte modo:
lim f(x) = L

X—>p
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Significa que, para todo € > o, existe um & > o tal que Se x esta no intervalo (p- d,p + 8) e X # p,
entdo f (x) esta no intervalo aberto (L - €, L+ €)

E importante ressaltar que o nosso interesse de estudo compreende apenas a defini¢io
formal de limites convergentes, quando x tende a um ponto p.

No préximo tépico discorreremos  sobre as  dificuldades no  ensino e

aprendizagem do conceito formal de limite.

3.3 Dificuldades no ensino e aprendizagem da defini¢do formal de Limite

A definicdo de limite € um elemento importante para o desenvolvimento de outros
conceitos como Calculo Diferencial e Integral. O conceito de limite, frequentemente, € o
primeiro contetdo visto pelos alunos nas disciplinas de Calculo, e segundo Soares (2018,
p.18) “deve-se a isso a necessidade do seu entendimento para a aprendizagem dos outros
conceitos do Célculo, como o da derivada, que é definida como um limite”.

Ainda segundo o autor as dificuldades de aprendizagem no que tange a definicdo
formal de limite, estdo associadas a fatores de natureza epistemoldgica (a complexidade do
conceito), e a processos mentais, que requerem um maior nivel de abstragdo (Soares, 2018).

Os estudos realizados por Santos et al (2019) indicam que as maiores dificuldades dos
estudantes na disciplina de célculo do curso de Licenciatura em matematica do Instituto
Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia da Paraiba- Campus Cajazeiras se encontram no
ensino e aprendizagem de Limites e Continuidade e Integrais. Essa pesquisa sinaliza a
problematica do alto indice de retencdo da disciplina de Calculo Diferencial e Integral | (CDI
).

Uma questdo que vem sendo colocada é sobre a grande dificuldade de ensinar e
aprender limite (Amorim, 2011). Segundo Miranda (2017) para compreender o conceito de
limite, € preciso entender o conceito de sistema cartesiano, funcéo e grafico de funcéo, sua
representacdo geométrica e suas propriedades. “A falta de entendimento desses conteudos
podem resultar em uma ilusdo de compreensao e aprendizado sobre limites levando o aluno a
acreditar que uma simples aplicacdo de técnica ou propriedade de limite € resultado de um
aprendizado s6lido” (Miranda, 2017, p.9).



E importante destacar que sendo o Calculo uma disciplina considerada dificil, exige
tanto dos alunos quanto do professor uma maior responsabilidade, dedicacdo e organizacao
(Macédo; Gregor, 2020). Ainda segundo o0s autores “a principal tarefa do professor ¢ realizar
uma transposicdo didatica eficaz, ou seja, transformar o conhecimento cientifico em
conhecimento escolar, passivel de ser compreendido pelos alunos(...)” (Macédo; Gregor,
2020, p.4).

Essa questdo é muito delicada, visto que muitos sdo os desafios que os professores
vém enfrentando. Problemas como a falta de interesse dos alunos, a defasagem escolar, e as
dificuldades no uso com as tecnologias digitais nas aulas (Macédo; Gregor, 2020).

Alguns estudos vém propondo alternativas metodologicas que possam vir a contribuir
com o ensino e aprendizagem da definicdo formal de limite. Silva Neto (2006) destaca a
necessidade de promover praticas que facilitem esse ensino e aprendizagem, através da
introducdo de mais aplicagdes nas notas de aulas, no uso adequado das novas tecnologias, na
utilizacao de bibliografias complementares que envolva outras areas do conhecimento. “Desta
forma, estaremos formando um profissional com visdo ampla do assunto, tanto da parte
formal como da parte aplicativa, com capacidade de amenizar as dificuldades dos alunos de
outras areas na aprendizagem da matematica” (Silva Neto, 2006, p. 66). No tdpico seguinte
apresentaremos os procedimentos metodologicos e a analise das praxeologias, contidas nos

livros didaticos, que foram adotadas para o ensino da definicdo formal de limite.
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4. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS E ANALISES DAS PRAXEOLOGIAS
MATEMATICAS

A pesquisa pode ser compreendida como um processo formal e sistematico que visa
descobrir respostas para questdes a partir da aplicacdo de procedimentos cientificos (Gil,
2008).

Minayo (2014) entende que o ato de pesquisar forma uma atitude e uma prética tedrica
de constante busca, e por esse motivo “tem a caracteristica do acabado provisorio e do
inacabado permanente (p.47)”.

Assim, para se ter uma pesquisa é necessario o preenchimento de trés requisitos: a
existéncia de uma pergunta, a elaboragcdo de um conjunto de passos que possibilite responder a
pergunta, e a indicacao do grau de confiabilidade diante da resposta atingida (Luna, 2008).

Nesse sentido, a pesquisa € um processo investigativo, que tem como objetivo
responder a um questionamento, e para isso € preciso a realizacdo de procedimentos, que
venham produzir informacdes, sendo estas decorrentes dos procedimentos gerados, e que
resulta em um conhecimento.

A referida pesquisa tem como objeto de investigacdo a definicdo formal de limite a
partir do olhar da TAD. Para apreendermos nosso objeto, realizamos inicialmente um
levantamento bibliografico, no Banco de Teses e Dissertaces da Capes. A partir desse
levantamento, e com base em leituras mais especificas sobre o tema, apresentamos uma
discusséo sobre a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) e o Ensino e aprendizagem do
conceito formal de limite, apoiada nos estudos de Yves Chevallard (1999) e colaboradores,
Almouloud e Farias (2018), Batista (2029), Araudjo (2020), entre outros.

Essa pesquisa tem como fundamento teérico-metodoldgico a Teoria Antropoldgica do
Didéatico (TAD). A TAD estabelece a atividade matematica, aliada as atividades humanas e as
instituicOes sociais (Chevallard, 1999). Sustenta-se no principio de que as atividades humanas,
consideradas realizaveis, podem ser descritas e analisadas a partir de um modelo
praxeolégico.

A pesquisa apresenta uma investigacdo sobre as praxeologias matematicas presentes
nos livros didaticos que tratam da definicdo formal de limite. Dessa forma optamos por
analisar os livros que fazem parte da ementa do curso de Licenciatura em Matematica da

Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), Campus Caruaru.



Para realizarmos as andlises dos livros, consideramos o modelo de anélise de livros
didaticos sob a 6tica da TAD, discutido por Marilena Bittar (2017). O modelo elaborado pela
autora compreende as seguintes etapas:

e Primeira etapa: escolha do material (livro) a ser analisado;

e Segunda etapa: a separacdo entre Curso e Atividades Propostas (divisdo do material
para analise);

e Terceiraetapa: elaboracéo/identificacdo do quarteto praxeoldgico matematico;

e Quarta etapa: elaboracdo/identificacdo do quarteto praxeoldgico didatico;

e Quintaetapa: analise das organizacdes modeladas.

Segundo Bittar (2017, p. 369) “as 3* e 4* fases ndo precisam ser realizadas (e nem
apresentadas) separadamente. E mais, o processo de andlise é dinamico, com diversas idas e
vindas entre o material de estudo, o apoio teorico e 0s objetivos da pesquisa”.

Para esse estudo, optamos em analisar as praxeologias matematicas, nos livros, de
acordo com o modelo proposto por Bittar (2017). Os livros selecionados para analise foram:
Um curso de calculo de Guidorizzi (2011); O Calculo com Geometria Analitica de Leithold
(1994) e Célculo de Stewart (2016).

De acordo com Severino (2002, p. 193) “a anélise ¢ um processo de tratamento do
objeto (...), pelo qual este objeto € decomposto em suas partes constitutivas, tornando-se
simples aquilo que era composto e complexo”. Para que possamos analisar o nosso objeto ¢
preciso determinar parametros.

O parametro a ser utilizado para analisar os livros didaticos sdo as organizagdes
matematicas presentes nos livros, que dizem respeito a definicdo formal de limite. Para isso
iremos nos apoiar nos estudos realizados sobre a TAD, que tratam das praxeologias
matematicas ou organizagcdes matematicas (tarefas, técnicas, tecnologias e teoria) (Chevallard,
1990).

Abaixo, apresentamos a analise das praxeologias matematicas contidas nos livros

didaticos, sobre a definicdo formal de limite, de Calculo Diferencial e Integral.

4.1 Andlise das praxeologias matematicas contidas nos livros didaticos sobre adefini¢do
formal de limite do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de
Pernambuco (UFPE)
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As praxeologias matematicas ou organizagfes matematicas, estd relacionada a
realidade matematica que podemos construir, a fim de ser desenvolvida em uma sala de aula
(Chevallard, 1999). “Uma praxeologia matematica ¢ construida no contexto das nocdes e dos
conceitos relativos ao proprio corpo dos saberes matematicos” (Batista, 2019, p. 35).

O professor/pesquisador precisa descrever as praxeologias matematicas, que deverao
ser estudadas, e para isso ele se baseia em livros didaticos, em programas, e documentos
oficiais (Chevallard, 1998). Nesse processo cabe ao professor/pesquisador saber, por exemplo:
se as tarefas podem ser reconhecidas; se as técnicas apresentadas para resolver as tarefas se
encontram de forma nitidas e se sdo satisfatorias para resolver as tarefas; se existe espago para
0 desenvolvimento de novas técnicas ou adaptacOes das ja existentes; se as tecnologias
presentes sdo suficientes para que se possa esclarecer/justificar as técnicas, e se as teorias
estdo bem explicadas, e tem condigdes de justificar as tecnologias (Batista, 2019).

A andlise de livros didaticos € um importante instrumento para 0 ensino e
aprendizagem da matematica, pois permiti aos professores/pesquisadores identificar e
aprender as dificuldades e os obstaculos que podem ser gerados no ensino dos objetos
matematicos.

Segundo Bittar (2017, p. 365-366) “O Livro Didatico é o principal material utilizado
pelo professor no preparo de suas aulas, seu estudo permite, entre outros, certa aproximacao
com o gue €é ensinado pelo professor”.

Nesse sentido, nossa pesquisa buscou analisar os seguintes livros: Um curso de calculo
de Guidorizzi (2011); O Célculo com Geometria Analitica de Leithold (1994) e Calculo de
Stewart (2016). A escolha dos livros se justifica por serem estes que estdo presentes na ementa
do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Pernambuco.

O objeto matematico a ser analisado é a definicdo formal de limite. Este que é
considerado como um fundamento mais importante do Calculo Diferencial e Integral. O
conceito formal de limite € utilizado para organizar e justificar as definicbes modernas, em
relacdo a continuidade de funcdes, de derivada, de integral, de convergéncia ou divergéncia de
sequéncias e séries (Batista, 2019).

Ao analisar os livros, partimos dos seguintes questionamentos:

e De que formaa definicdo formal de limite foi apresentado nos livros didaticos?

47



48

e As tarefas e técnicas utilizadas pelos autores dos livros didaticos, contribuiram para a
compreens&o da defini¢do formal de limite?

e Os objetos ostensivos e ndo ostensivos utilizados nos livros didaticos, auxiliaram
satisfatoriamente para a construgéo conceitual da definigdo formal de limite?

e As tecnologias utilizadas, para esclarecer e justificar as técnicas, foram suficientes? E
as teorias, estdo bem explicadas, para que as tecnologias possam ser justificadas?

4.1.1 Parte Curso nos livros didaticos

Como vimos, a analise dos livros didaticos, a luz da TAD nos ajuda a compreender
como estad organizado as praxeologias matematicas, no que diz respeito as tarefas e técnicas
escolhidas, e a tecnologia e teoria utilizada, para fundamentar as técnicas. Dito isso,
apresentaremos cada obra selecionada e posteriormente, partiremos para a analise das tarefas

e técnicas utilizadas nos livros.

4.1.1.1 Livro 1- GUIDORIZZI, Hamilton Luiz- Um curso de calculo, volume 1, 2011.

O prefacio da obra explicita inicialmente que a construcdo do livro se fundamentou
nos cursos de Calculo ministrados aos alunos da Escola Politécnica da USP, do Instituto de
Matematica e Estatistica da USP e do Instituto de Ensino de Engenharia Paulista — IEEP.

Guidorizzi enfatiza que o curso foi desenvolvido de modo que os conceitos e teoremas,
pudessem sempre que possivel, vir acompanhados de uma motivacdo ou interpretacdo
geométrica ou fisica. O autor destaca também que as demonstracdes de alguns teoremas,
foram postos no final da secdo, ou em apéndice, para que dessa forma o leitor pudesse ter a
opcao de omiti-las, caso queira.

Outro ponto que o autor enfatiza, € sobre a quantidade de exemplos e exercicios, que
para ele, estd em uma quantidade suficiente para que o leitor possa entender a matéria.

No que tange a organizagdo dos exercicios, Guidorizzi afirma que estdo dispostos em ordem
crescente de dificuldade, no entanto, salienta que alguns, por apresentarem maiores sutilezas,
vao requerer um maior dominio do assunto. Entdo o autor j& alerta que é preciso manter o
foco, seguir em frente, e depois retornar nas questfes que ndo conseguiram resolver, quando

acharem que ja estdo preparados para isso.



E importante destacar que o autor se coloca & disposicao, para qualquer elucidacéo ou
troca de ideias, que podem acontecer tanto através de email pessoal, ou por carta, sobre 0s
cuidados da editora.

A defini¢io formal de limite

A definicdo formal de limite é apresentado no capitulo 3, denominado Limite e
continuidade, e no subtopico 3.3, que tem como titulo “Defini¢do de Limite”. Nesse
subtopico, inicialmente Guidorizzi traz uma explanacdo sobre a representacdo grafica da
definicdo de limite.

Sejam f uma funcdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos

intervalos que comp&em o dominio de f (veja o final da Se¢éo 3.1).

Figura 1- SituacGes de limite
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Fonte: Guidorizzi (2011, p. 71)

O autor traz a representacdo grafica do comportamento das funcbes que satisfazem a
definicdo formal de limites (a, b e c), no item (d) é exibido como se comporta uma funcéo

cuja definigdo ndo é satisfeita, isto é, o limite da funcdo ndo existe.
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Abaixo, Guidorizzi comenta cada item destacando que para existir limite de uma funcéo,
0s pontos x(s) devem pertencer a um intervalo (p-6, pto) de centro (p) e raio (d), e
consequentemente 0s pontos de y(s) pertencem a um intervalo (L-¢, L+€) de centro L e raio
(e), com o ponto (p) estando definido ou ndo no dominio de funcdo f.

Na situacdo (), f ndo esta definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade:

Na situacdo (b), f esta definida em p, mas ndo é continua em p, entretanto existe L
satisfazendo (1); observe que neste caso a restrigio x # p é essencial. Na situagdo (c), f é
continua em p, assim L = f (p) satisfaz (1). Finalmente, na situacdo (d), ndo existe L
satisfazendo (1) em p.

A propriedade (1) é equivalente a:

0<[X-p[<dep-d<x<p+iXED.

Vamos provar a seguir que existe no maximo um numero L satisfazendo a propriedade
acima. De fato, suponhamos que L1 e L2 satisfacam, em p, a propriedade acima; entdo, para
todo € > 0 dado, existem 61 >0 e 52 > 0 tais que

0<|x-p|<dl=2|f(x)-LL|<e

e

0<|x-p|<®2=|f(x)-L2|<¢;

tomando-se & = min {51, 52}

0<|x-pl<d=|f(x)-Ll|<ee|f(x)-L2|<E.

Das hipdteses sobre p e sobre o dominio de f, segue que existe x0 € Df com 0

<[X0-p]<3; temos:

[L1-L2|=|L1-f(x0)+f(x0)—L2|<|L1-f(x0)|+]|f(x0)—L2| Assim,paratodo € > 0,

|L1-L2|<2e. Logo,

L1=L2.

Aqui Guidorizzi demonstra a unicidade do limite se existir, que consiste em dizer, se 0
limite de uma funcéo existe esse limite L é Unico. Em seguida o autor apresenta a definicéo
formal de limite.

De acordo com a definicdo que daremos a seguir, 0 Unico nimero L (caso exista)

satisfazendo (1) € o limite de f (x), para x tendendo ap :
lim f(x)= L.

xX—p
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Abaixo, vejamos a definicdo formal de limite elencada no livro de Guidorizzi.

Defini¢do. Seja f uma fungdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos
intervalos que compdem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se, para todo <0 dado,

existir um &>0 tal que, paratodo x € Ds,

0<Ixpl<i=1f(x)-LI<.
Tal nimero L, que quando existe é Unico, seré indicado por lim f(x).

xX—-p
Assim
limf(x) = L &{v ¢>03 & >0 tal que, para todo X € Ds

X=p

0<Ix-plkd=1fx)-Ll<e

Apos o autor apresentar a definicdo de limite, elenca dezoito exemplos, mostrando
questdes de limite, porém desses, apenas 0s exemplos 16, 17 e 18, aborda o conceito formal de
limite. Vejamos abaixo.

EXEMPLO 16. Prove que
lim f(x)=0 < lim If(x)I=0.

X—> P X=>D
Solucéo

[Ve>0,38>0 tal que Vx € Dy
[0<lx=pl<d=If(x)=0I<e
| Ye>0,38>0 tal que Vx € Dy
= a .
0<lx=pl<éd=11f(x)I=01<e€

lim f(x)=0 &

X=p

& lim [f(x)l=0.
I=p il
EXEMPLO 17. Prove que

lim f(x)=L& ilim f(p+h)y=L.

xX—=p 1— 0

Solucéo

Suponhamos
lim f(x)= L assim dado € > 0 existe § >
X—p
Otal que
0<|x-p|<d=|f(X)-L|<e
dai
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0<|h|<86=0<|(p+h)-p|<d=|f(p+th)-L|<e, ouseja, 0<|h|<
0=|f(p+h)—L|<e.Assim
lim f(p + h)= L.

h— 0

Verifique vocé a reciproca.

Aqui o autor interage com o leitor convidando-o a concluir a demonstracdo. Ao nosso
ver, concluir esta demonstragdo ndo é tarefa facil para alunos iniciantes de célculo, tendo em
vista que demonstrar requer dos estudantes conhecimentos e percep¢des matematicas mais

avancadas e saber utilizar as técnicas de demonstrag&o.

EXEMPLO 18. (Conservagéo do sinal.) Suponha que
lim f(x)=L,
X=p Prove que existe 6 > 0 tal que, V x € Df,

p—8<x<p+d,x£p=7F(x)>0.Solucdo

lim f(x)=L,
Sendo * — P para todo € > 0 dado existe & > 0 tal

que, V X € Df,
p-0<x<p+i,x£p=>L-e<f(x)<L+e.

Parae =L, existe 6 > 0 tal que, V x € Df, p -6 <

X<p+d,x#p=>L-L<f(xou

seja,

p-d<x<p+o,x#p=>f(x)>0.

Notemos que somente 0 uso da linguagem matematica, e a forma sucinta como é
apresentada a demonstracdo, sem nenhum comentario explicando cada passagem dificulta a
compreensdo do aluno. Nesse sentido, Bessa de Menezes (2010, p. 88) ja destaca que 0s
“elementos que compdem uma organizagao (ou praxeologia) matematica, a saber: os tipos de
tarefas, as técnicas, as tecnologias e as teorias (...) sdo feitos” de objetos ostensivos e ndo-
ostensivos. Os objetos ostensivos sdo aqueles que tem uma forma material, sensivel,e 0s
objetos ndo-ostensivos sdo0 como 0s conceitos, as nogdes, as ideias (Dias e Santos Janior,
2018). Logo, a necessidade de trabalhar, a defini¢do formal de limite(objetos ndo-ostensivos),
através de manipulacGes de diferentes objetos ostensivos( esquemas, desenhos, gréficos,
escritas formalismos, etc) (Ibidem,2018), para alcancar uma maior compreensdo do objeto

matematico.
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4.1.1.2 Livro 2. STEWART, James- Célculo, volume 1, 2016.

Stewart apresenta no prefacio, citando Mark VVan Dorem, que a arte de ensinar, consiste
na arte de auxiliar a descoberta. Nesse sentido, o autor explica que o proposito dessa obra esta
em auxiliar os estudantes a descobrirem o calculo, enfatizando que essa descoberta abrange o
seu poder pratico, quanto sua surpreendente beleza. Stewart salienta que a énfase se concentra
na compreensdo dos conceitos, pois para ele esse deve ser o principal objetivo do ensino do
calculo. A obra apresenta também uma carta enderecada ao aluno, a qual o autor incentiva 0s
estudantes a ler e compreender toda a secdo antes de partir para a resolucdo dos exercicios.
Stewart destaca a necessidade de fazer uma leitura atenta as defini¢cbes buscando compreender
o significado exato dos termos.

O livro de Stewart inicia com testes de verificagéo, justificando que 0 sucesso no
calculo depende de grande parte do conhecimento da matematica que antecede o célculo, como
por exemplo: algebra, geometria analitica, funcdes e trigonometria. Este livro esta organizado
em oito capitulos. Todos os capitulos apresentam uma revisdo do objeto matematico que foi
trabalhado, e a partir do capitulo dois, o autor inclui uma se¢do que ¢ nomeada de “Problemas

Quentes”, que segundo o autor, ira explorar problemas mais desafiadores.

A definigédo formal de limite
A definicdo formal de limite, se encontra no capitulo dois, que tem como titulo
“Limites ¢ Derivadas”, no topico 2.4, denominado de “A defini¢do precisa de limite”.
Inicialmente o autor problematiza a respeito da definicdo intuitiva de limite que foi
dada na segdo 2.2, apontando como inadequada para alguns propdsitos, citando como
exemplo o uso de frases como “x esta proximo de 2” e ““ se aproxima cada vez mais de L”, sdao

consideradas vagas, para demonstrar conclusivamente que
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lim (x3+ “>°>*)=0,0001 ou lim ¥ =1
x—0 10.000 x-0 x

devemos tornar precisa a defini¢éo de limite.
Nesse sentido Stewart passa a construir, a partir da funcéo dada abaixo a definicédo
precisa de limite.

Consideremos a funcédo

f(x) ={ 2x —1sex # 3
6sex =3

E intuitivamente claro que quando x esta préximo de 3, mas X #3, entdo f(x) esta
proximo de 5 e, sendo assim, lim f(x)=5

x—3
Para obter informacGes mais detalhadas sobre como f(x) varia quando x esta proximo de
3, fazemos a seguinte pergunta:
Quéo préximo de 3 devera estar x para que f (x) difira de 5 por menos que 0,1?
Adistanciade x a 3 € [x-3|, e a distancia de f(x) a5 é [f(x) — 5| logo,
nosso problema é achar um namero 6 tal que
[f(x)-5]<0,1 s |[x-3|<dmasx#3

Se | x - 3] >0, entdo x # 3; portanto uma formulacdo equivalente de nosso problema
é achar um namero 4 tal que
[f(x) -5/ <0,1 se 0<]x-3|<d

Observe que, se 0 < |x-3| < (0,1)/2 = 0,05, entdo

[ f(x) = 5| =] (2x - 1) = 5| =|2x - 6] = 2|x-3|< 2(0,05)= 0,1 Isto é,

| f(x) -5/ <0,1 se 0<|x-3|<0,05

Logo abaixo, o autor comeca a elencar as possibilidades de respostas dadas ao
problema.

Assim, uma resposta para o problema ¢ dada por & = 0,05 ; isto €, se x estiver a uma
distancia de no maximo 0,05 de 3, entdo f(x) estara a uma distancia de no maximo 0,1 de 5.

Se mudarmos o numero 0,1 em nosso problema para o nimero menor 0,01, entdo,
usando o mesmo método, achamos que f(x) diferira de 5 por menos que 0,01, desde que x
difira de 3 por menos que (0,01)/2 =0,005:

| f(x)-5|<0,0Lse 0<]|x-3<0,005
De forma anéloga,
|f(x)-5]<0,001 se 0<|x-3]<0,0005
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Perceba que falar em x se aproximar de 3, ou x tender para 3, é equivalente a falar na
distancia entre x e 3, representado por |X-3| com raio de tolerancia 6=0,05 sea distancia entre f(x)
e5émenor que 0,1. Analogamente para | f(x) - 5| < 0,01, teremos
| X — 3 |< 0,005 e assim sucessivamente. Generalizando esta distancia para qualquer namero real
positivo temos, | f(x) —5|<e se0<|x—-3|<d

Os nameros 0,1, 0,01 e 0,001, anteriormente considerados, sdo tolerancias de erro que
podemos admitir. Para que o numero 5 seja precisamente o limite de f( x), quando x tende a 3,
devemos ndo apenas ser capazes de tornar a diferenca entre f(x) e 5 menor que cada um desses
trés numeros; devemos ser capazes de torna-la menor que qualquer numero positivo. E, por
analogia ao procedimento adotado, nds podemos! Se chamarmos &(a letra grega épsilon) a um
numero positivo arbitrario, entdo encontramos, como anteriormente, que

i) [f(x)-5<e se 0<|x-3]<h=s -

Esta ¢ uma forma rigorosa de afirmar que “f( x) estd préximo de 5 quando x estd
proximo de 3, pois (i) diz que podemos fazer os valores de f( x) ficarem dentro de uma
distancia arbitraria ede 5 tomando os valores de x dentro de uma distancia /2 de 3 (mas # 3
)”’( Stewart, 2016, p.91).

Note que o autor enfatiza que essa € uma maneira precisa de dizer que o limite
existe, isto é lim f(x) = L

x—a

Stewart apresenta em seguida a reescrita de (i).
Se 3-0<x<3ti(x£3) entéo S-e<f(x)<hte

Logo em seguida o livro traz a definicdo precisa de limite.

Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero a,
exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a

é L, e escrevemos

limf(x) =1L

x—a

se para todo ndmero & > 0 houver um nimero 6 0 tal que se 0 <|

X-a/<d entdo | f(x)—L |<e
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Umavez que |x —a|éadistanciade xaae|f(x)— L |éadistanciadef(x)al,e
como epode ser arbitrariamente pequeno, a definicdo de limite pode ser expressa em palavras

da seguinte forma:

lim f(x) = L significa que adistancia entre f(x) e L fica arbitrariamente pequena

x—a
ao se exigir que a distancia de x a a seja suficientemente pequena (mas ndo igual a 0).

Alternativamente,
lim f(x) = L significa que os valores de f (x) podem ser tornados tdo préximos

x—a

de L quanto desejarmos, tornado-se x suficientemente proximo de a (mas néo igual a a).

O autor mostra que a definigdo de limite podera também ser remodelada em termos de
intervalos considerando que a desigualdade | x- a| <6 é equivalente a— 6
<X -a<29, que pode ser escrita como a0 < x <a+ d. Stewart destaca ainda que, 0 < | x
—a | é vélida se, e somente se, x —a # 0, isto é, X # a. E analogo a isso, temos que a desigualdade |
f(x)— L <eeéequivalente ao par de desigualdades L - e<f(x) <L
+e.

Em seguida o livro apresenta a definicdo formal de limite, em termos de intervalo.
lim f(x) = L significa que para todo £ > 0 (ndo importa qudo pequeno & for)
x—a

podemos achar 6 > 0 tal que, se x estiver no intervalo aberto (a — 3, a + 8) e x # a, entdo f (x)
estara no intervalo aberto (L — ¢, L + €).

E importante enfatizar que o autor expde a definicio também de forma geométrica, a
partir da representacdo de uma funcdo por um diagrama de flechas, como podemos perceber
na figura abaixo, onde f leva um subconjunto de R em outro subconjunto de R.

Figura 2- Representacdo geométrica da definicdo de limite

—

X a f(a) f(x)

Fonte: Stewart (2016, p. 92).



Na definicdo de limite, temos que, “se for dado qualquer intervalo pequeno (L — ¢, L +
€) em torno de L, entdo podemos achar um intervalo (a — 8, a + 6) em torno de a tal que f leve
todos os pontos de (a — 8, a + &) exceto possivelmente no proprioa para dentro do intervalo (L —
g, L + &) ( Stewart, 2016, p. 92). Isto quer dizer que dado um intervalo de raio 6 na
vizinhanca simetrica de a, se x esta dentro desse intervalo, entdo f(x) esta dentro do intervalo
de raio € por uma vizinhanca simétrica de

L. Como mostra a figura seguinte.

Figura 3- Representacdo geométrica de limite

p
x Jx)

a

a—_> a+do L—e L L+e

Fonte: Stewart (2016, p. 92).

Stewart apresenta cinco exemplos sobre a definigéo de limite, dos quais dois tratam de
limites laterais e no infinito, que ndo iremos elencar, por néo serem objeto do nosso estudo.

Exemplo 1. Como f(x)=x3—5x + 6 € uma funcéo polinomial, sabemos da Propriedade
de Substituicdo Direta que lim f(x) = f(1) — 13— 5(1) + 6 = 2. Use um grafico para

x—1

encontra um numero § tal que se x estaa menos de & de 1, entdo y estd a menos de 0,2 de 2, isto
e,

| x-1<d entio | (x®-5x+6)-2[<0,2
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Em outras palavras, encontre um nimero 6 que corresponda a € = 0,2 na defini¢do de um

limite para a funcéo f(x) =x3 -5x + 6 coma=1e L =2.

Exemplo 2. Prove que lim(4x —5) = 7

x—3

Exemplo 3. Demonstre que lim x2=9.

x—3



Os exemplos mostrados tratam da definicdo formal de limites sendo que no primeiro é
solicitado a construcdo grafica para que o estudante visualize o intervalo em que x estad
inserido e determine o valor de delta ( § ), dado um epsilon = 0,2. Nos outros exemplos é
explorado a definicdo formal de limite de forma genérica onde epsilon () e delta (3) assumem

valores reais positivos por menor que sejam.

4.1.1.3 Livro3.LEITHOLD, Louis. O Célculo com Geometria Analitica, 1994.

No prefacio, Leithold anuncia inicialmente, que o publico-alvo da referida obra séo os
futuros matematicos, e estudantes da Engenharia, Ciéncias Exatas e Humanas, ou areas ndo
técnicas. O autor destaca que o livro, ao ser escrito, para estudantes, considerou a experiéncia
e maturidade de um principiante, sem que isso causasse qualquer omisséo ou deixasse algo
sem explicacdo. Leithold ainda enfatiza que espera que 0s estudantes compreendam a
necessidade das demonstracbes dos teoremas, pontuando que estes foram explicados com
cuidado, a fim de se tornar compreensivel para os alunos.

O livro esta organizado em 20 capitulos, 19 capitulos sobre o célculo com geometria
analitica, e o ultimo capitulo que foi escrito especificamente para a edicdo brasileira, e que
aborda as equacdes diferenciais. Além dos capitulos, existem as se¢fes suplementares.

As sessOes suplementares estdo dispostas, ao final de cada capitulo. Estas secOes
apresentam algumas discussGes teoricas, que a caso 0 estudante tenha interesse, podera
explorar ou ndo, sem prejuizo da sequéncia do texto.

O autor enfatiza, que desde a primeira versdo do livro, em 1968, vem ocorrendo
mudancas importantes, no conteddo e ensino. Leithold ainda salienta que as mudancas vém
acontecendo considerando o equilibrio saudavel entre uma abordagem rigorosa e um ponto de

vista intuitivo.

A definigdo formal de limite

O capitulo dois, mostra o conceito de Limites e Continuidade. Leithold inicia a se¢do
2.1 apresentando a ideia de limite de uma funcdo, através de um passo a passo, que integra desde
a discussdo do célculo, do valor de uma funcdo na proximidade de um namero, por meio de
um tratamento intuitivo do processo de limite, até chegar na definicdo rigorosa,

compreendendo épsilons e deltas.

58



59

Considerando a funcéo @

— 2x%4x-3
fx)= 220

Observe que f(x) existe para todo x, exceto x = 1. Investigaremos os valores da func¢éo
guando X esta proximo de 1.

O livro expbe em seguida como a funcdo definida por (1) pode aparecer e porque é
importante considerar tais valores funcionais.

O ponto P (1,2) esta sobre a curva de equacdo Y= 2x?

+x-1

Seja Q (x, 2x% + x — 1) um outro ponto sobre essa curva, distinto de P.

O autor aponta que na Figura 7, no primeiro grafico, a coordenada x de Q é menor do que

1, e no segundo gréafico ela é maior do que 1.

Figura 4- Gréafico da reta secante 1

P(1, 2)

Qx,2x2+x—1)
FIGURA 1

Fonte: Leithold (1994, p. 56) Figura

5- Grafico da reta secante 2

Olx, 2x2+x—1)

P(1,2)

FIGURA 2

Fonte: Leithold (1994, p. 56)

Suponhamos que f(x) seja a inclinacéo da reta PQ. Entdo

2
f(x) = 224212 isto significa que f(x)=2_**3

x—1 x—1
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que ¢ a igualdade (1). Além disso, x # 1, pois P ¢ Q sdo pontos distintos. A medida que
x fica cada vez mais préximo de 1, os valores de f(x) tornam-se cada vez mais proximos do
valor que iremos definir na secdo 3.1 como a inclinacéo da reta tangente & curva no ponto P.

O autor parte da nocao intuitiva de limite, por meio de tomar valores de x cada vez
mais proximo de 1 tanto pela direita quanto pela esquerda, ele mostra o que acontece com f(x)
0 quanto o valor de funcdo se aproxima de 5. Desta maneira Leithold vai construindo a
defini¢dao formal de limites exibindo um intervalo de centro a e raio delta (8) no eixo dos x, €
consequentemente o intervalo de centro L e raio € no eixo y.

Leithold continua a explicacdo, com base nas informacdes da Tabela abaixo.

Tabela 1- Aproximacao para X e f(X) pela esquerda

2 Xr—3

x oo = 2 XX
0 3
0,25 3,5
0,5 4
0,75 4,5
0,9 4,8
0,99 4,98
0,999 4,998
0,9999 4,9998
0,99999 4,99998

Fonte: Leithold (1994, p. 56)

Para a funcdo f definida por (1), vamos atribuir a x os valores 0, 0,25, 0,50, 0,75, 0,9,
0,99, 0,999, 0, 9999, e assim por diante. Estamos tomando valores de x cada vez mais
proximos de 1, porém menores que 1, em outras palavras, a variavel x esta aproximando-se de
1 através de valores menores do que 1.
Note que a medida que vamos aumentando os valores de x sé que pela esquerda
de 1, ou seja, por valores menores que 1, temos o0 seguinte:
x=0,9 = f(x)=4,8; isto é x-1=-0,1 =f(x)-5=-0,2;
x=0,99 =f(x)=4,98; istoé x-1=-0,01 =f(x)-5=-0,02
x=0.999 =f(x)=4,998; isto € x-1=0,001 =f(x)-5=-0,002
e assim sucessivamente.
Se chamarmos estas diferengas x-1 e f(x) -5 de distancia teremos:
|x-1]=0,1. Isto implica que |f(x)-5|=0,2



Para |x-1|=0,01. Isto implica que [f(x)-5|= 0.02 e assim sucessivamente. Perceba que
é possivel fazer f(x) ficar tdo préximo de 5 quanto quisermos,

bastando fazer x ficar suficientemente proximo de 1, pela esquerda.
Leithold segue explicando.

Por outro lado, vamos deixar que a variavel x aproxime-se de 1, através de valores
maiores do que 1, isto €, vamos atribuir a x os valores 2, 1,75, 1,5, 1,25, 1,1,
1,01, 1,001, 1,0001, 1,00001, e assim por diante. Observe a Tabela 2.

Tabela 2- Aproximacao de x e f(X) pela direita

2x2 + x — 3

X Jx) = x — 1
2 7
1,75 6,5
1.5 6,0
1,25 3.9
1.1 5.2
1,01 5,02
1.001 5,002
1.0001 5,0002
1,00001 5,00002

Fonte: Leithold (1994, p. 57)

Atabela 2 nos mostra que:
Parax=1.1=f(x)=5,2,istoéx-1=0,1= f(xX) -5=0,2;

Para x = 1,01 =f(x)= 5,02, isto é x — 1= 0,01 =f(x) - 5 = 0,02;
Parax = 1,001 =f(x) =5,002, isto é x — 1= 0,001 = f(x) = 0,002 e

assim sucessivamente.

Aplicando estas diferencas em modulo teremos sempre valores positivos, pois X se
aproxima de 1 pela direita de 1, ou seja, por valores maiores que 1.

Note que, em ambas as tabelas a medida que x fica cada vez mais proximo de 1, f(x)
torna-se cada vez mais proximo de 5 e quanto mais proximo de x estiver de 1, mais proximo
de 5 estara f(x). Por exemplo, na tabela 1, quando x = 0,9, f(x) = 4,8, isto é, quando x for 0,1
inferior a 1, f(x) serad 0,2 inferior a 5. Quando x- 0,999, f(x) — 4,998, isto €, quando x for 0,001

inferior a 1, f(x) serd 0,002 inferior a 5(Leithold, 1994).

Comumente usamos simbolo para indicar estas diferencas pequenas. Os simbolos
usualmente sdo ¢ (épsilon) e 6 (delta).

61



Assim, quando tomamos um numero positivo g, se desejamos que [f(x) — 5| seja menor que €
devemos considerar |x-1| suficientemente pequeno, isto é, devemos encontrar um nimero
positivo 6 de tal modo que:

Se0<|x-1< 6 = | f(x) -5 <

Percebe que ao questionar o qudo proximo de 1 deve estar x para que f (x) difira de 5
por menos que 0,2? Significa que o 6 depende do ¢ considerado.

Assim, |x-1]=0,1 = |f(x) - 5|= 0,2

Logo, vemos gue que quando x difere de 1 de £+ 0,001 (isto €, x = 0,999 ou x = 1,001),
f (x) difere de 5 de + 0,002, isto é, f (x) = 4, 998 ou f(x)= 5,002). E quando x difere de 1 de +
0,0001, f(x) difere de 5 + 0,0002.

Atente que, consideremos os valores de f(x) primeiro. Vemos que podemos tornar 0s
valores de f(x) tdo proximos de 5 quanto desejarmos, tomando x suficientemente proximo de
1. Outro modo de dizer isto € que podemos tornar o valor absoluto da diferenca entre f(x) e 5
tdo pequeno quanto desejarmos tomando o valor absoluto da diferenca entre x e 1
suficientemente pequeno. Isto é, | f(X) — 5 | pode se tornar tdo pequeno quanto desejarmos,
tomando | x - 1| suficientemente pequeno. Mas tenha em mente que f(x) nunca assume o valor
5 (Leithold, 1994).

Se |x-1]=0,1 = |f(x) — 5|=0,2; isto é, se for dado € = 0,2 devemos encontrar umd
=0,1 para a qual 0<|x-1|< & = | f(x) - 5| < ¢ é satisfeita.

Leithold enfatiza que uma forma mais precisa de notar essa questdo é utilizando dois
simbolos para essas pequenas diferengas. Assim, os simbolos geralmente usados s&o as letras
gregas ¢ (epsilon) e & (delta). Dessa forma, o autor explica que:

Para todo nimero & dado positivo existe um ndmero & escolhido apropriadamente, tal
que se | x — 1| for menor do que § e | x - 1] # 0 (isto é, x # 1), entdo | f(x) -5 | serd menor do
que .

O autor destacar a necessidade de observar que o tamanho de § depende de
&, e apresenta outra forma de expressar essa situacao.

Dado um namero ¢ positivo qualquer, podemos tornar | f(x) — 5 | < e tomando |x — 1 |
suficientemente pequeno, isto € existe um nimero & positivo suficientemente pequeno, tal que se
0<|x-1<§ entdo|f(x)-5|<e 2

Observe que o numerador da fracdo em (1) pode ser fatorado de forma que

f(x) = (%
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Sex #1, podemos dividir o numerador e o denominador por X — 1 para obter

f(x) =2x +3 X#1 3)
(2x43)(x—1)

x—1

Perceba que lim f(x) = lim =lim 2x+3=5, quando x tende a 1.

Afoérmula (3), com a estipulacdo de que x # 1, é tdo adequada quanto (1) para uma
definicdo de f (x). De (3) e das duas tabelas, note que se | x - 1| < 0,1, entdo | f(x) - 5| <0,2.
Assim, dado ¢ = 0,2, tomamos § = 0,1 e afirmamos:

Se0<|x-1/<0,1 entdo|f(x)-5/<0,2 Essaéa

afirmativa (2),come =0,2e 6 =0,1.

Também, se | x - 1| < 0,001, entdo | f(x) — 5| <0,002. Logo, se € = 0,002, tomamos § =

0,001 e afirmamos que

Se 0 <|x-1]<0,001 entdo | f(x) - 5| < 0,002

Essa é a afirmativa (2), com & = 0,002 e §=0,001.

Da mesma forma, se € = 0, 0002, tomamos § = 0,0001 e afirmamos que Se 0 <|x

-1|<0,001 entdo | f (X)—5<0,0002

Essa é a afirmativa (2), com £=0,0002 e § = 0,0001.

Poderiamos prosseguir e atribuir a & qualquer valor positivo, a fim de encontrar um
valor adequado para §, de tal forma que se |x - 1| for menor do que 6 ex#1 (ou
|x - 1| >0), entdo | f(X) - 5| serd menos do que &. Agora, como para todo € > 0 podemos encontrar
umé >0, talquese 0<|x—1|<4,entdo | f(x) - 5| < &, afirmamos que o limite de f(x) quando

x tende a 1 é igual a 5 ou, em simbolos
limf(x) =5

x—1

Observe que nessa equagdo temos um novo uso do simbolo “igual”. Aqui, f(x)
ndo assume o valor 5 para nenhum valor x. O simbolo “igual” € apropriado, pois 0 primeiro
membro esta escrito como lim f(x)

x—1

O que a expressdao acima afirma que a funcdo f(x) tende a 5 quanto mais X se

aproxima de 1.
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De (3) € evidente que f(x) pode se tornar tdo proximo de 5 quanto desejarmos,
tomando x suficientemente proximo de 1 e essa propriedade da funcéo f ndo depende do fato de

f estar definida em x = 1. Esse fato permite-nos distinguir entre lim f(x) e
x—1
ovalor da funcdo 1, isto ¢, lim f(x) = 5, mas f (1) ndo existe.
x—1
Isto significa que f(x) = (@xt3)(=1) , para x=1, a imagem de f (1) ndo existe, pois

x—1

f(x) ndo esta definida no ponto x=1. Por outro lado, para x muito proximo de 1, mas x

£1,0lim @YD — fim (2x+3) =5
x—1

Figura 6- Grafico de f(x)

Fonte: Leithold (1994, p. 56)

A Figura 6 ilustra o significado geométrico de € e §. Observe que se x (no eixo
horizontal) estiver entre 1 — 6§ e 1 + &, entdo f(X) (no eixo vertical) estara entre 5 —ee 5 + ¢,
ou

Se0<|x-1 <dentdo|f(x) -5 |<e

Percebemos na imagem que a definicdo formal de limite quando x tende a,
geometricamente nos mostra um intervalo no eixo do x, que chamamaos de vizinhanca de centro
a e raio o e a denotamos por:

V(3 0)=|xg<d=-05 <x-a<d=a-5<x<atd coma=l; Tem-se: V(1,0)=]|x-]

<H2-0<X-1<d=21-0<x<1+§,

Jano eixo y temos o intervalo de centro L e raio ¢, denotado por: V(L,e) =

[f(x)-L|<e=-e<f(x)-L<e=L-¢e<f(x)<L+e com L=5
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Tem-se:

V(56 =|f(x)-5]<e=-e<f(x)-5<e=5-¢g<f(x)<5+¢

Outra forma indicada por Leithold para estabelecer isso € que f(x) (no eixo vertical)
pode ser restrita a ficar entre 5 — e e 5 + &, se restringirmos x no eixo horizontal) a ficar entre
1-6el+d.

Pode-se notar que os valores de & sdo escolhidos arbitrariamente e podem ser tdo
pequenos quanto quisermos, e que o valor de § depende do ¢ escolhido. Precisamos enfatizar
que quanto menor for o valor de &, menor sera o valor correspondente de §( Leithold, 1994).

O autor enfatiza que para termos um intervalo ¢ muito pequeno devemos considerar €

suficientemente pequeno.
Entdo, lim f(x) = 5, pois para qualquer & 0, ndo importa o qudo pequeno ele seja,

x—1

existeum § >0, tal quese 0 <|x — 1|<§ entdo | f(X) -5 | <e.

Em seguida Leithold apresenta a definicdo formal de limite.

Seja f uma funcédo definida para todo nimero em algum intervalo aberto contendo a,
exceto possivelmente no préprio nimero a. O limite de f(x) quando x tende a a sera L, escrito

como

limf(x) =1L

x—a

Se a seguinte afirmativa for verdadeira
Dado ¢ > 0 qualquer, existe um § > 0, tal que 4

Se0<|x—a|<dentdo|f(X)—L|<e

O limite de uma funcdo existe, quando a funcdo f(x) satisfaz em p a propriedade: para
todo € > 0, existe 6 > 0, tal que f(x) pertence ao intervalo (f(p) - ¢, f(p)+ €), quando x pertence ao
intervalo (p - 8, p+ &), com x no dominio de f. Ou
equivalentemente, paratodo € > 0, existe & > 0, tal que:
p-0<x<p+d=1f(p)-e<f(x)<f(p) + ¢ que significa
Ip—X| < &= [f(X)- f(p)| < € ou em termos de vizinhanca se XxeV(p, 9),
entdo f(xX)eV(f(p),¢).

Observe a Figura 7. Ela mostra uma interpretacdo geométrica da Definicdo formal de

limite.
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Fonte: Leithold (1994, p. 59)

Como f ndo é necessariamente definida em a , ndo precisa haver no grafico um ponto
com abscissa a. Observe que se X ( no eixo horizontal) estiver entre a — a—3d1 e a+4d1, entdo
f(x) ( no eixo vertical) estara entre L — €1 e L + &1 .Expressando de outra maneira: se X ( no
eixo horizontal) for restringida a ficar entre a—31 e a+41, entdo f(x) ( no eixo vertical) podera
ser restringida a ficar entre L - €1 e L + 1. Assim,

se0<|x-a|<é1 entdo |f(x)-L|<er

O gréfico de f nos mostra que que o ponto a ndo precisa necessariamente esta definida
em f, pois quando estudamos limite de uma funcdo o0 que nos interessa é saber o
comportamento daquela fungdo na vizinhanga de um ponto a e ndo necessariamente o que
acontece com a funcdo no ponto a.

A figura abaixo apresenta como um valor de & menor pode requerer uma escolha
diferente para é .

Figura 8- Gréafico da diminuicao épsilon delta 1
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y=f(x)

Fonte: Leithold (1994, p. 59)

Vemos que para &2 < &1, 0 valor §1 € muito grande, isto é, existem valores de X para 0s
quais 0 < | x —a| < d1, mas | f(x) — L | ndo é menor do que 2. Por exemplo, 0
<|x—a|<d&1, mas|f(x)—L|>e2. Assim, precisamos escolher um valor menor &2, conforme

mostrado na préxima figura, tal que

Se0<|x-a|<d entdo | f(x) — L <e2. No entanto, para escolha de ¢ >
0, ndo importa quao pequeno seja, existe um &> 0, tal que a afirmativa (4) seja verdadeira.
Logo, lim f(x) = L.

x—a

Perceba que, tomando um ponto x na fronteira de a- 61 f(x) estara dentro do intervalo (L-

€1, L) mas como se pode ver ndo esta dentro do intervalo (L- €2, L).
Figura 9- Gréafico da diminuicdo épsilon delta 2

A y =f(x)

Fonte: Leithold (1994, p. 59)

Abaixo apresentaremos os exemplos usados por Leithold sobre a defini¢do de

limite.

Exemplo 1. Seja f a funcéo definida por
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f(x) = x2
limf(x) =4

x—2

Usando uma figura para € = 0,001, determine § > 0, tal que Se 0 <|x

—2| < § entdo | f(x)- 4/ < 0,001

Exemplo 4.Use a Definicdo 2.1.1 para provar quef

(X)=4x—-Te
suponhaque
limf(x) =5

x—3

a) Usando uma figurasimilar a Figura 3, para € — 0,01, determine um § >0, tal que Se 0 <|

X-3|<6 entdio | f(x0-5/<0,01

b) Usando as propriedades das desigualdades, determine § >0, tal que a

afirmativa na parte (a) seja verdadeira.

Exemplo 2. Use a definicdo 2.1.1 para provar que
lim(4x —7) =5

x—3

Nestes exemplos o autor explora a definicdo formal de limite, tanto usando a
linguagem grafica quanto usando a linguagem algébrica. No exemplo 12, é solicitado que o
estudante construa um grafico para o valor de € dado e determine 8. Neste quesito € nitida a
intencdo do autor em que o aluno compreenda o intervalo de maneira grafica para somente
depois explorar a parte algébrica. No item b, ¢ pedido que o estudante usando o valor de o
encontrado em no item a) mostre a implicacdo da definicdo formal de limite, isto &, se | x-a| <&
= | f(x)-L| < &. Ainda sobre o esse item, ¢ utilizada a linguagem algébrica, assim como no
exemplo 22,

Observamos que o exemplo 3?2, é explorada novamente a representacdo grafica para
melhor compreender o0 menor intervalo capaz de satisfazer a defini¢do formal de limite, que s

é cobrado no exemplo 4%) por meio da linguagem algébrica.



Percebemos que Leithold ao utilizar os objetos ostensivos, manipulados de forma
apropriada, favorece o entendimento da defini¢do formal de limite. Desse modo, corroboramos
com Dias e Santos Junior (2018, p. 545) quando afirmam que “o trabalho matematico ¢
realizado por meio dos ostensivos manipulados adequadamente e regrados pelos nao
ostensivos que lhes sdo associados, o que faz com que 0s ostensivos associem aos nao

ostensivos um determinado contetido”.

4.2 Atividades presentes nos livros didaticos e a identificacdo das tarefas,técnicas e

elementos tecnoldgicos/tedricos

Com o intuito de responder as questbes propostas sobre as organizagdes matematica
contidas nos livros didaticos, sobre a definicdo formal de limite, apresentamos nesse tépico as
tarefas, técnicas e os elementos tecnologicos/tedricos identificadas nos livros.

Nesse contexto apresentaremos nos topicos seguintes as tarefas, organizamos a priori, as
atividades que foram listadas pelos autores. Vejamos abaixo as atividades presentes nos livros

analisados.

4.2.1 Guidorizzi (2011)

Guidorizzi apresenta uma bateria com 15 exercicios. Desses exercicios, dez vao focar
na definicdo formal de limite. Algumas dessas atividades apresentam similaridade, por isso

optamos por elencar apenas oito. Vejamos no quadro abaixo.

Quadro 1- Atividades encontradas no livro de Guidorizzi (2011, p. 80a 82)
Atividades

1. Prove que existe 5> 0 tal que 1 - <X

<P -2t -
3 3

2. Sejam f e g definidas em R com g (x) # 0 para todo x. Suponha que
lim”™ = 0. Prove que existe 6 > 0 tal que

x-p g(x)
0<lx-pl<o=f)l<lgl

3. Suponha que lim f(x)=L. Prove que existem r >0, o e B tais que,
xX-p

paratodo x € Dy,
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0<|x-p|<r=20<f(x)<p.

Interprete graficamente.

4. Suponha que lim f(x)=L. Prove que existem r >0 e M >0 tais que,
X—=>p

paratodo x € Dy,
O0<|x—p|<r=|f(X)|<M.

5. Prove: limf(x)=Le lim  f(x)-L|=0.

X—p X—=>p
6. Prove: lim’® =0 & 1im '™ = .
X-p X—p x—p X—pV

7. Suponha que existe r >0 tal que f (x) >0 para0O<|x—p|<reque
lim f(x)= L. Prove que L>0.

X—p

(Sugestéo: Suponha L < 0 e use a conservagao do sinal.

8. Suponha f continuaem R e f (X) >0 para todo x racional. Prove que f(x) > 0
para todo Xx.

Fonte: autor

422 STEWART (2016)

Stewart elenca uma lista com 44 atividades, destas 37 dizem respeito a definicao
formal de limite. Das 37 questdes que tratam da definicdo, escolhemos apenas seis, ja que as
demais sdo tipos de tarefas e técnicas utilizadas pelas 37 apresentadas.

Observe 0 Quadro 2, que dispde sobre as atividades que foram expressas pelo
autor.

Quadro 2- Atividades encontradas no livro de Stewart (2016, p. 80 a 82)

Atividades

1.Use o gréafico dado de f para encontrar um numero 4 tal que Se
[ x - 1] <& entdo | fIx) - 1< 0,2
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2.Use um grafico para encontrar um nimero $ tal que Se
| x-7|<&entdo|tgx-1<0.2
4

3.Parao limite
lim(x2—3x+4)=6

x—2

[lustre a Defini¢do encontrando os valores de & que correspondam a € = 0,2es — 0,1

4.Encontre um nimero & tal que se | x - 3| <4, entdo | 5x - 15| < &,0nde
e=0,1.

5.Demonstre cada afirmacdo usando a definicdo &,0 de um limite.
lim(x2—1)=3

x——2

6. Demonstre a afirmacdo usando a definicéo ¢, & de limite.
2

limx+t2x=8 — g
x-1 x—4

Fonte: autor.

423 LEITHOLD, (1994)
O livro de Leithold apresenta uma lista com 44 atividades. Por muitas dessas
atividades se apresentarem de forma anéloga, elencamos apenas trés, que serdo expressas logo

abaixo.

Quadro 3- Atividades encontradas no livro de Leithold( 1994, p.63)

Atividade

Nos exercicios de 23 a 42, prove que o limite € um ndmero indicado,
aplicando a Definicdo 2.1.1( ver figura 10)

33. lim* '=-2

x—»—1x+1

25.lim(2x+1) =9

x—4

Nos exercicios de 23 a 42, prove que o limite é o nimero indicado,
aplicando a Definicdo 2.1.1.

43.Prove que lim x2 = a2, se a for qualquer nimero positivo

X—-a

Fonte: autor



Tarefas

Inicialmente, buscamos observar todas as atividades que haviam sido elencadas pelos
autores. Para Almeida (2016, p. 160) “para resolver um tipo de tarefa ou subtipo de tarefa, é
necessario, no minimo, uma técnica de base. E esta diz respeito a maneira de fazer ou realizar
as tarefas t €T”.

As atividades exemplificadas contribuiram para que pudéssemos identificar a tarefa
central proposta nos livros, e consequentemente organizar, e reagrupar essa tarefa em tipos de
tarefas.

Tomando como referéncia as atividades listadas pelos autores dos livros didéaticos,

elaboramos uma tabela contendo os tipos de tarefas.

Tabela 3- Tarefas identificadas nos livros

Tipos de tarefa Descricdo dos tipos de tarefas

T1 Provar que existe que existe 6>0 tal que 0<
|x-Pl<d=|f(x)-L|<e

T, Provar que existe 6 > 0 tal que P- <X <P +§
oL-e<flx)<L+e

T3 Usar o gréfico para encontrar um nimero § tal que se
|Xx—-P|<dentdo|f(X)-L|<e
T Prove que lim "= L
X-P Q(x)
Ts Prove que lim f(x)=L & lim g(x) =k
X-P X-P
Ts Prove que lim f(x)=L
X—-P

Fonte: o autor

Para que possamos entender melhor e identificar as tarefas presentes em cada obra,

elaboramos o quadro seguinte.

Quadro 4- Tipos de Tarefas

Livros Tarefas

Guidorizzi T2, Ts

Stewart T T3 TaTe




Técnicas
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Leithold T4; Te

Fonte: Autor

Para identificarmos as técnicas, relativas a definicdo formal de limite, analisamos as

atividades resolvidas nos trés livros didaticos. As Técnicas estdo diretamente associadas a

resolucdo por meio da definicdo formal de limite.

A partir da identificagdo das tarefas e técnicas contidas nos livros didaticos, podemos

entender algumas das razdes que podem estar ocasionando as dificuldades no ensino e

aprendizagem da definicdo formal de limite. Vejamos abaixo a Tabela 4 que apresenta a

caracterizacdo das Técnicas presentes nos livros.

Tabela 4- Técnicas identificadas nos livros

Técnicas Descricéo
t1 Aplicacdo da definicdo formal de limite em mddulo.
t2 Aplicacéo da definigdo formal de limite em desigualdade.
ts Interpretacdo geométrica da definicdo formal de limite .
ty Manipulag&o algébrica, substituicdo e comparagdes na aplicagdo da
definicdo formal de limite.
ts Combinacéo entre a definicdo formal de limite e outras proposi¢Ges

Fonte: o autor

Segue abaixo 0 Quadro 5 que apresenta as tarefas e técnicas contidas em cada

obra.

Quadro 5- Tipos de Tarefas e Técnicas identificadas nos livros

Livros Tarefas Técnicas
Guidorizzi T2 Ts to ts
Stewart T1.T3 Ta Te ty: t3; U
Leithold T4 Te ty by,

Fonte: Autor



Elementos tecnoldgicos/tedricos

Os elementos tecnoldgicos/tedricos encontrados nas atividades propostas nos livros

analisados foram:

01 Definigdo formal de limite
B12Ve>0,30>0/0<|x-PKé=|fx)-L|<e ou
B3V e> 0,30 > 0tal que P-6<x<P+§ > L-e<f(x)<L+e¢

02 Desigualdades

02.Sea>beb>centdoa>c

02.2Se a>b, entdo a+c > b+c

023Sea>bec>0, entdo ac>hc

624Se a>b e ¢ <0, entdo ac < hc

~ 1 1
f5Sea>bentdo < -

a b
63 Propriedades de valor absoluto Se
abeReb>0

31 <be -b<ach

a,sea =0
032 al={

—a,sea <0

033] a_| =|e|seb#0
b b

034 |a.b| =a] . |b]

035 |a|>bse, esomentesea>boua<-b
036 |a+b|<|a| + |b| desigualdade triangular
03.7]a-b| = |b-a|

B3slax - ab|=[a].|x-b|
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64Plano cartesiano

041 Gréfico de funcdes

OsPropriedades algébricas do corpo dos reais
Iremos reunir algumas propriedades mais relevantes para o estudo de limite

051V X,y,Ze Rtem-se (x +y) + z=x+ (y + 2)

f52V X, yeR, tem-se X +y =y +X

053530 R/ x+0=x, VXxeR

G54V X € R, 3-xeRtal x+(x)=0

Bs5(X.y). Z=X. (Y2 VX, ¥,Z€eR

f56 X.y =V, X VX yeR

fs731eRtalquel#0ex.1=x V xeR

Bs8VxeR, x#0. IxteR/xx1=1

59 V X, Y, Z € R tem-sex.( y+z)

= Xy + Xz

0510 V X € R tem-se - (-X) =X

0511V X, Y, Z € R tem-se x

+Z=y+z=X=y

0512V X, Y, Z € R tem-se

X.Z= Y. Z2 X =Y

0513V X € R tem-se x.0= 0

0514V X, Y, € R tem-se x.y= 0 se, e somente se x=0 ou y=0

f515V X € R tem-se |x| = V2

0s Relagdes trigonometricas
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Optamos por chamar esta técnica simplesmente de relacBes trigonométricas para
alcancar o maior numero possivel de técnicas auxiliares que envolvem nogdes de

trigonometria.
67 Intervalo nareta numerada

Essa tecnologia aborda todos os intervalos descritos na reta.

Outros elementos que fazem parte do Bloco Tecnoldgico/tedrico sao: Limite;
Vizinhanca de namero real; Ponto de acumulacdo de um ndmero real; Corpo dos reais,

Geometria Analitica e Trigonometria.

4.3 Elaboracdo do quarteto praxeol6gico matematico

Neste topico, faremos a descri¢do e andlise da praxeologia matematica contida nos
livros analisados, sobre a definicdo formal de limite, com base nas tarefas, técnicas,
tecnologias e teorias mobilizadas sobre o tema em questao.

Para isso, realizamos a elaboracdo e identificacdo do quarteto praxeoldgico
matematico, a partir dos dados obtidos na parte do curso e atividades propostas, com o intuito
de apresentar a organiza¢do matematica.

A identificacdo dos tipos de tarefas, partem de uma tarefa T central que é demonstrar
que limite de f(x) = L quando x tende a p, isto €, que vale a demonstrar que para todo épsilon
maior do que zero, existe um delta também maior do que zero tal que satisfaz a condicéo:

Se zero é menor do que 0 mddulo de x menos a, menor do que delta entdo o0 mddulo

de f(x) menos L € menor do que épsilon. Que denotamos da seguinte forma:
limf(x) =1

X—p

Ve > 0,36 > 0tal que se0<|x-p|<dentdo|f(x)-L|<e

Com o propésito de entender de que forma a defini¢do formal de limite vem sendo

desenvolvido nos livros didaticos, buscamos identificar nas tarefas elementos
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que nos possibilitem essa compreensdo. “A que tipo de exercicio tedrico-cognitivo o aluno
seria levado a realizar por meio dela” (Santos; Almouloud, 2014, p. 550).

Nesse sentido, as técnicas, caracterizadas, também tem um papel fundamental, pois
dizem respeito a forma de realizar as tarefas.

As tarefas identificadas nos livros, e suas respectivas técnicas serdo analisadas a
seguir, a fim de explicitarmos as escolhas/pontos de vista dos autores, em relacdo ao objeto
matematico em questdo. Para uma melhor visualizacdo da praxeologia matemaética,
apresentaremos as tarefas, técnicas, tecnologia e teoria propostas nos livros didaticos

analisados, que nos ajudaram a atingir o objetivo da pesquisa.

43.1 Guidorizzi (2011)

Tarefa 2 Provar que existe § > 0 tal que P- d<x <P +§=> L-e <f(x) <L +¢

Exercicio
Prove que existe 5> 0 tal que 1 -5 <X <1+ 822 - <X+ x<2+1 _ _
3 3
Nesse tipo de tarefa temos a seguinte proposigao.
Dado ¢ > 0, prove que existe § >0talque P-§ <x<P+§ = L-e<f(x)<L+

Esta tarefa também é equivalente a prova que lim f(x) = L.

x—P

Atécnica apresentada para esse tipo de tarefa consiste em aplicar a proposi¢éo
Ve > 0,38 > Otalque
P-0<x<P+f= L-e<f(x)<L+ ¢

Devemos mostrar que dado um e qualquer positivo, existe um § > 0 tal que a
proposicao acima é verdade. Uma boa sugestdo para encontrar & é partir da desigualdade L — ¢

<f(x)<L+eechegaremP -§ <x<P+5§.

Para concluira demonstracéo, bastamostrar quese P - § <X P + § = L- e < f(X)

<Lte
Quadro 6- 0s 4 Ts na tarefa 2- Guidorizzi (2011)
Bloco tecnoldgico tedrico
Limite; Vizinhanga de nimero real; Ponto 61 Definicdo formal de limite
de acumulacéo de um




namero real; Corpo dos reais. Dado &>0, existe § > 0 tal que P- d<x <P
t§2L-e<f(x)<L+e

6, Desigualdades
021Sea>beb>centdoa>c
6,,Se a>b, entdo a+c > b+c
0,3Sea>bec>0, entdo ac>bc
624Se a >b e ¢ <0, entdo ac < be
625Se a > b entdo ! <1

a b
Tarefa Técnica
. Provar que existe 6 > 0 tal que P— 6<x Aplicacéo da defini¢do formal de limite em

<PHi=aL-e<flx)<L+e desigualdade

Fonte: autor

Tarefa 5 Prove que lim f(x)=L & lim g(x) =k
X—>P X-P

Exercicio

Prove que lim f(x)=L & lim[f(x) —L] =0
X—-P X—-P

Neste tipo de tarefa combina-se a proposicao da defini¢cdo formal de limite com outras

proposigoes.

Quadro 7- 0s 4 Ts na tarefa 5- Guidorizzi (2011)

Bloco tecnoldgico tedrico
Limite; Vizinhanca de nimero real; Ponto 612Ve>0,36>0/0<|x-P|<d=]f(x) - L
de acumulagéo de um numero real; Corpo |<e
dos reais.
Tarefa Técnica
Prove que lim f(x)=L & lim g(x) =k Combinagéo entre a definicao formal de limite
xop xop e outras proposices

Fonte: autor

4.3.2 Stewart (2016)

Tarefa 1. Provar que existe 6>0 tal que 0<|Xx-P|<d =|f(x)-L|<e



Exercicio

Encontre um nimero § tal que se | x— 3] <9, entdo | 5x — 15| < ¢,onde £=0,1

A técnica usada consiste em aplicar a proposicdo Ve > 0, 36 > 0 tal que Se 0 <|
X—Pl|<éentdo|f(x)—L|<e.

Nesta técnica devemos mostrar que para qualquer nimero positivo &, existe um ndmero

positivo § que satisfaz a proposicao acima.

Uma boa sugestdo para encontrar & é partir da tolerancia ¢, | f(xX) — L | < € e chegar em
|x — Pl que a toleréncia §. Encontrado §,basta mostrar que a proposic¢ao se 0 <| x - P|<§ entdo

[f(x) — L |< <€ satisfeita.

Quadro 8- 0s 4 Ts na tarefa 01- Stewart (2016)

Bloco tecnoldgico teérico

Limite; Vizinhanga de nimero real; Ponto 012Ve>0,36>0/0<|x-P|<d =]f(x) - L
de acumulacdo de um ndmero real; Corpo |<e
dos reais.

Bs1]al <b & -b<a<h

035 |ax-ab|=[a].|x-b|

Tarefa Técnica

Provar que existe >0 tal que 0<|x-P Aplicacéo da defini¢do formal de limite em
IKé=|f(x)-LI<e modulo

Fonte: autor

Tarefa 3 Usar o gréafico para encontrar um nimero § tal que se | x — P | <& entéo | f(x) — L | <e

Exercicio
Use o grafico dado de f para encontrar um nimero & tal que: Se | x - 1

<§ entdo | f9x) - 1< 0,2
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Esta técnica consiste em construir e visualizar a area delimitada pelas duas retas
horizontais (y =L + ey =L — ¢) e pelas duas retas verticais (X =P + §e x=P —§)

formando a tolerancia ¢ e §, onde para cada ¢ € possivel encontrar um § tal que

Se0<|x-P|<dentdo |f(x)-L|<e.

Quadro 9- 0s 4 Ts na tarefa 03- Stewart (2016)

Bloco tecnoldgico tedrico

Limite; Vizinhanca de numero real; Ponto 64 Plano cartesiano
de acumulacdo de um namero real;

Geometria Analitica. 841 Grafico de funcdes

Tarefa Técnica
Usar o gréafico para encontrar um nimero Interpretacdo geométrica da definicao formal
dtalquese|x—P|<dentdo | f(x)—L| de limite

<e

Fonte: autor

Tarefa 4 Prove que lim "= L
X=P Q()

Exercicio
Demonstre a afirmagéo usando a definicéo ¢, & de limite.

lim x%2+2x—8 =6
x-1 x—4

Neste tipo de tarefa f(x)= &) geram indeterminacdes do tipo ¢, quando
QM) 0
aplicado xiem f(x), isto &, f(xi) = PG=0, _
Qx) ©
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Veja o exemplo:

Note que ao aplicar x=4 na funcao f(x) temos:

—42-24-8 — 0
f(4) T 4-4 0

Nesse caso, devemos fazer uma manipulagdo algébrica para levantar essa

indeterminacéo.

Quadro 10- 0s 4 Ts na tarefa 04- Stewart (2016)

Bloco tecnoldgico tedrico

Limite; Vizinhanga de nimero real; Ponto 61 Definicao formal de limite
ge acumulagao de um namero real; Corpo BioWe>0,36 >0/ 0<|X—P 5= f(x)
0S reais. L|<e

05 Propriedades algébricas do corpo dos reais
Bss VXeR x#0.3xTeR/x xt=1

Tarefa Técnica
L) . . o
Prove que lim =L Manipulacdo algebrica, substituicdo e
X=P Q) comparagdes na aplicagdo da definicdo

formal de limite.

Fonte: autor
Tarefa 6 Prove que lim f(x)=L
X—-P

Exercicio Demonstre cada afirmacéo usando a definicéo £, de um limite.
lim(x2—1)=3

x—>-=2

Neste tipo de tarefa devemos mostrar que a seguinte proposicdo é satifeita. Dado &>
0,prove que existe § > 0tal que, 0<|Xx—P|<§=|f(X) - L |<e.
Na resolucéo desta tarefa, podemos em geral obter uma boa escolha para § partindo

da tolerancia e. Encontrado o valor de § que depende do ¢ dado, e assim demonstramos a

proposicéo.
Quadro 11- os 4 Ts na tarefa 06- Stewart (2016)
Bloco tecnoldgico tedrico
Limite; Vizinhanca de nimero real; Ponto 61 Definicdo formal de limite
de acumulagdo de um numero real; Corpo
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f-L|<e
Tarefa Técnica
Prove que lim f(x)=L Aplicagio da definicdo formal de limite em
X=P madulo.

Fonte: autor

433 Leithold (1994)

Tarefa 4 Prove que lim @=L
X-P Q(x)

Exercicio

Nos exercicios de 23 a 42, prove que o limite € um ndmero indicado, aplicando a Definicdo
2.1.1( verzfilgura 10)

33.L0 x__=-2

x—»>—1x+1

Veja que ao aplicar (-1) no limite temos uma indeterminagcdo do tipo 0/0. Para
contornas esta situacdo devemos fazer uma manipulacdo algébrica para levantar essa
indeterminacdo. Note que x?-1 pode ser reescrito como x?-12 que por sua vez pode ser reescrito
como (x-1).(x+1). Feito isso, perceba que x=1 ndo estd no dominio da funcéo, isto significa
que o fator (x+1) ndo pode ser zero. Desta forma pode-se aplicar a lei do cancelamento no fator
do numerador e do denominador, pois ambos sdo inversos e diferentes de zero, restando
apenas o fator (x-1). E assim, temos: (x?- 1)/(x+1)= (x- 1).(x+1)/(x+1)= (x-1). Ao aplicar a
denicdo formal de limite podemos usar o argumento acima para exibir o delta e assim

demonstrar o limite.

Quadro 12- 0s 4 Ts na tarefa 04- Leithold (1994)

Bloco tecnoldgico tedrico

61 Definicdo formal de limite

Limite; Vizinhanca de nimero real;

Ponto de acumulagdo de um ndmero
real; Corpo dos reais.

B12¥e>0,30>0/0<|x-P|<§=]f(x)
-L|<e
0sPropriedades algébricas do corpo dos
reais

fss VXeR x#0. 3xTeR/ x xt=1

Tarefa Técnica

Prove que lim "®= L Manipulagdo algébrica, substituicéo e
X—=PQ(x) comparacdes na aplicacdo da definicdo




formal de limite

Fonte: autor

Tarefa 6 Prove que lim f(x)=L
X-P

Exercicio
25..lim(2x+1) =9

x—4

Para resolver esta tarefa do tipo Ts, usa-se as mesmas técnicas, tecnologia e teoria da
tarefa T1, pois se tratam de tarefas equivalentes.

Quadro 13- 0s 4 Ts na tarefa 06- Leithold (1994)

Bloco tecnoldgico tedrico

Limite; Vizinhanga de nimero real; Ponto 61 Definicéo formal de limite
de acumulacdo de um numero real; Corpo
dos reais. 012¥e>0,30>0/0<|x-P|<d=]|f(x)- L
|<e
Tarefa Técnica
Prove que lim f(x)=L Aplicacdo da definicdo formal de limite em
xoF médulo.

Fonte: autor

4.4 Analise das praxeologias modeladas

Neste topico apresentamos a andlise das organizagdes matematicas modeladas, que se
refere a metodologia, para analise dos livros didaticos, elaborada por Bittar( 2017), com
intuito de modelar as tarefas, técnicas, tecnologias e teorias, com base nas organizacdes
matematicas dos livros didaticos (Guidorizzi, 2011; Stewart, 2016; Leithold, 1994), presentes
na parte curso e na parte atividades propostas.

Os dados a serem discutidos, tratam da analise que fizemos das praxeologias
matematicas contidas nos livros didaticos, com intuito de apreender se estas se distanciam ou
se aproximam da defini¢do formal de limite.

Desse modo pudemos analisar a forma que os livros didaticos, indicados da Ementa de
Calculo 1, do curso Licenciatura em Matematica, da Universidade Federal de Pernambuco,
apresenta as praxeologias matematicas, sobre o ponto de vista de uma construcdo conceitual,

da definicao formal de limite convergente quando x tende a um ponto P.



Inicialmente mostramos como 0 objeto matematico, havia sido apresentado pelos
autores de cada livro didatico. Entdo trouxemos algumas informacdes a esse respeito, da parte
curso e parte atividades.

Foi possivel perceber que todos os livros apresentaram exemplos resolvidos sobre a
definicdo formal de limite, e desses, dois livros (Stewart e Leithold) foram construindo a
definicdo a partir de exemplos numéricos, enquanto o livro de Guidorizzi apresenta a definicao
formal e quatro gréaficos onde compara o que esta escrito na definicdo formal de limite com as
informacdes contidas em cada grafico.

Guidorizzi comenta o comportamento da imagem da funcdo f(x) que pode se
aproximar ou ndo de um certo numero L, quando x esta na vizinhanga de um ponto p,
relacionando esse comportamento com a definicdo de limite. Essa forma de abordagem do
autor, utilizando objetos ostensivos, como os graficos, contribui para melhorar a percepcao
geomeétrica dos alunos, sobre a definicdo formal de limite, no que diz respeito a toleréncia
épsilon e delta.

No que diz respeito a parte das atividades propostas, constatamos que Guidorizzi traz,
na secdo 3.3 destinada a definicdo formal de limites ( épsilon e delta),traz uma bateria de
quinze questdes, dessas, as cinco primeiras sdo dirigidas para calcular os limites, uma para
provar que a funcdo é continua e as demais destinadas a provar os limites usando a definicao
de épsilon e delta, distribuidas em dois tipos de tarefas T2 e Ts. Observamos que apesar do
autor ter comentado a defini¢do de limite utilizando gréaficos, para exibir os intervalos épsilon
e delta, ndo utilizou técnicas que privilegiasse esses aspectos na definicdo formal de limite.
Nesse sentido, é importante frisar que “a compreensao de um conceito depende da técnica a que
ele é submergido, ou seja, ela depende do sistema de objetos ostensivos e ndo ostensivos
ativados por esta técnica” (Dias e Santos Janior, 2018, p.544).

O livro de Stewart apresenta na se¢do 2.4 uma lista de 44 questdes, divididas em
quatro tipos de tarefas caracterizadas: Ti, T3, T4 e Te € mais algumas questdes destinadas a
limites infinitos que nédo € objeto de nosso estudo. Percebemos que o autor explora o conteddo
utilizando tanto objetos ostensivos quanto ndo ostensivos, através de graficos e de sentencas
algébricas, o que leva os estudantes a compreender a relacdo geométrica dos intervalos
épsilon e delta com a proposicdo algébrica descrita na defini¢cdo formal de limite.

Ao analisarmos o livro de Leithold percebemos que é o Unico, entre os livros

analisados, que introduz a definicdo formal de limite ja na primeira se¢do do conteudo.
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O autor constréi a definicdo formal de limite com auxilio de varios valores numericos
assumidos por x que vdo se aproximando de um ponto p, e observa o comportamento das
imagens desses valores que se aproximam de um certo valor L . Desta forma vai construindo a
compreensdo que para valores de x muito perto de p, a distancia entre x e p é um valor
positivo maior que 0, infinitamente pequeno que chamamos de J, obrigando a imagem desses
valores, f(x), a ficar muito perto de L de modo a assumir um valor infinitamente pequeno que
chamamos de €. Observamos que as atividades propostas no livro, um total de quarenta e
quatro, sdo distribuidas em dois tipos de tarefas T4 e Te, estas que utilizam apenas a
linguagem algébrica.

Ao total dos livros analisados, foram elencadas seis tarefas e cinco técnicas, que
denominamos de T1, T2, T3, T4, Tse Tee t1, {2, t3, t4 € ts, respectivamente.

No topico que aborda a identificacdo/elaboragdo do quarteto praxeolégico matematico,
fizemos a retomada das discussfes que haviam sido iniciadas na parte curso e atividades
propostas, com o0 propdsito de caracterizar os tipos de tarefas, técnicas e elementos
tecnoldgicos e tedricos.

Nossa analise apontou que os tipos de tarefas surgem de uma tarefa T central que €
demonstrar que limite de f(x)= L quando x tende a p, isto, equivale a demonstrar que para todo
épsilon maior do que zero, existe um delta também maior do que zero tal que satisfaz a
condicéo:

Se zero € menor do que o modulo de x menos p, que € menor do que delta entdo o
modulo de f(x) menos L é menor do que épsilon.

Notacéo:

Ve>0,36 >0/0<|x-Pl<d=1f(x)-L|<e

Para podermos analisar os livros partimos das questdes abaixo:

e De que forma a definicdo formal de limite foi apresentada nos livros didaticos?

e As tarefas e técnicas utilizadas pelos autores dos livros didaticos, contribuiram
para a compreensao da definigdo formal de limite?

e Os objetos ostensivos e ndo ostensivos utilizados nos livros didaticos, auxiliaram
satisfatoriamente para a construcdo conceitual da definicdo formal de limite?
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e As tecnologias utilizadas, para esclarecer e justificar as técnicas, foram
suficientes? E as teorias, estdo bem explicadas, para que as tecnologias possam ser
justificadas?

O livro de Guidorizzi apresenta as tarefas T2 e Ts, e as técnicas t2 e ts. Para cada tarefa foi
utilizada uma técnica. Na tarefa T2 é pedido que o aluno demonstre a proposicdo descrita na
definicdo formal de limite que é dada por meio de desigualdade algébrica. A técnica utilizada
requer que o aluno identifique os elementos descritos na proposi¢do que também € dado em
forma de desigualdade algébrica: f(x), L e & para que apoOs essa identificacdo, possa
demonstrar o que lhe é pedido. Percebemos que a partir da reescrita da tarefa 2, sendo esta
colocada em forma de desigualdade modular, podemos também resolvé-la pela técnica
ti(Aplicacdo da definigdo formal de limite em mddulo), no entanto o autor ndo apresentou a
tarefa em forma de modulo como Stewart e Leithold.

A tarefa 5 possui uma complexidade maior, requerendo do aluno um nivel de
conhecimento matematico mais elevado e conhecimento de técnicas de demonstracéo.
Gostariamos de salientar, que no tocante da técnica 5, entendemos que ndo se trata de uma
técnica acabada, pronta, mas é a combinacdo da definicdo formal de limite com outras
proposi¢oes. Isso implica dizer que, uma tarefa que relaciona a definicdo formal de limite,
com uma proposicdo complexa requer uma técnica também complexa. Em outras palavras, na
tarefa5, Guidorizzi traz a definicdo formal de limite de forma mais complexa. Vejamos abaixo

a tarefa 5 e uma atividade que se enquadra nesse tipo de tarefa.
Prove que lim f(x)=L & lim g(x) =k

X-P X-P
Prove que lim f(x)=L © lim[f(x) — L] =0
X-P X-P

Perceba que na atividade descrita no tipo de tarefa acima temos a combinacgéo de duas

proposicdes: lim f(x)=L, se relacionando por meio do conectivo bicondicional
X—-P

(& )com outra proposicdo lim[f(x) — L] = 0.Dizer que limite de f(x) quando x tende a
X—-P

p é igual a L significa demonstrar a proposi¢do da definicdo formal de limite, e que isso s6 é
verdade se, somente si o limite de f(x) menos L quando x tende a p for igual a zero, e vice e

versa.
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O livro de Stewart apresenta as tarefas T1; T3, T4; Te € as técnicas ti; ts3; t4. Na tarefa 1, é
solicitado que o aluno demonstre a proposicéo que é dada por meio da desigualdade modular.
Para resolver essa tarefa é utilizado a técnica t1, que consiste na aplicacdo da definicdo formal
de limite em mddulo. A tarefa 3 consiste em mostrar por meio de um grafico que existe uma
regido plana que satisfaz a proposicdo descrita na definicdo formal, que dado um ndmero
pequeno € >0, as retas horizontaisy = L —

e eY =L+ e formam uma regido plana, onde nesta regido existe um nimero positivo
4 tais que as retas verticais x=P + § e x= P — § cortam as retas horizontaisy=L +eey=L—¢
formando uma regido delimitada pelo intervalo (L —&, L + &) n (p — §,P + &), onde para X €

Df, temos a seguinte afirmacéo:
P-6d<x<P+6=>L-e<f(X)<L+¢
ou seu equivalente em valor absoluto
X-P|<d = f(x)-L|<e

A tarefa 4, descrita por uma funcdo racional ™ gera uma indeterminacédo do
q(x)

tipo 0/0. As funcoes racionais onde f(x) ndo apresentam indeterminacédo néo estao tipificadas
neste tipo de tarefa, estdo incluidas nas tarefas do tipo Te. A técnica, ts, utilizada para
demonstrar esse tipo de tarefa, tem como proposito levantar a indeterminagdo através de

manipulacOes algébricas. A tarefa 6 é equivalente as

tarefas T1 e Tz, pois dizer que lim f(x)=L significa provar que para todo & > 0, existe
X—-P

um § > 0 tal que [x-P| <& = [f(X) — L | < &, que corresponde a tarefa 1, e provar que para todo
e>0,existeumd >0talqueP-§<x <P+ 8§ =L —¢<f(x) <L+ e, que corresponde a
tarefa 2, que tem por técnicas de resolugéo as técnicas t1 e t. No entanto, Stewart so utilizou a
técnica t1, para resolugéo da tarefa 6.

O livro de Leithold apresenta as tarefas T4 e Ts, € as técnicas t1 e t4. Diferentemente de
Stewart, as tarefas elencadas por Leithold apresenta valores numéricos para épsilon, o que
contribui para uma melhor visualizacéo e entendimento do intervalo épsilon delta.

Percebemos que as tarefas e técnicas elencadas por Guidorizzi abordam uma parte do
alcance da compreensdo total de limite. Esta compreenséo total da defini¢cdo formal de limite

é completada quando unimos as tarefas e técnicas elencadas por
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Guidorizzi, as que foram expostas por Stewart e Leithold. Assim, podemos depreender que as
tarefas e técnicas caracterizadas nos livros contribuem para a compreensdao da definicao
formal de limite, quando séo desenvolvidas de forma conjunta.

No que tange os elementos tecnoldgicos e tedricos percebemos que as trés obras em
parte dialogam com os mesmos elementos. Porém, apenas o livro de Guidorizzi aplica as
tecnologias relacionadas a desigualdades algebricas : 61 Definicdo formal de limite; Dado £>0,
existe § > 0 tal que P-6<x<P+§ =L — e <f(x)
<L+ ¢; 62Desigualdades; 821 Se a>b e b>c entdo a >c; 822Se a>b, entdo a+c > b+c;

023Sea>bec>0, entdo ac>bc; B24Se a>b e ¢ <0, entdo ac < bc; 25Se a> b entdo

i<i, na tarefa 2, cuja proposicao é descrita por meio de uma desigualdade algébrica.
ab

Jano livro de Stewart, é utilizada a tecnologia que envolve a desigualdade modular na tarefa 1
e tarefa 6, e analogamente Leithold utiliza essa mesma tecnologia na tarefa 6, com a diferenca
de que o épsilon possui um valor numérico. Outros elementos tecnoldgicos identificadosnos
livros foram: Limite; Vizinhanca de numero real; Ponto de acumulacdo de um numero real;
Corpo dos reais e Geometria Analitica.

Identificamos que cada tarefa possui elementos tecnoldgicos e tedricos. O conjunto das
tarefas possuem o conjunto de todas tecnologias e teorias que fundamentam a defini¢do
formal de limite. Logo, para compreendermos de forma ampla a defini¢do formal de limite, é
necessario que sejam consideradas todas as tecnologias e teorias elencadas.

A partir das analises das praxeologias, verificamos que os livros didaticos contribuem
para a construcdo conceitual, na definicdo formal de limite, desde que desenvolvidas de forma
conjunta, pelas trés obras, pois no livro de Guidorizzi essa definicdo é apresentada com auxilio
de gréficos, e nos demais livros é construida a partir de valores numéricos, e combinando essas
duas formas de apresentar a definicdo, entendemos que os estudantes tém a possibilidade de
compreender a partir de diferentes abordagens, tanto a algébrica quanto a geométrica.
Corroborando com esse assunto, Santos e Saddo Almouloud (2014) destacam a necessidade da
exploracdo de mudangas de registros em uma mesma tarefa, para que os estudantes possam
compreender melhor os exercicios elencados. “Alguns exercicios poderiam ser mais bem
compreendidos se fossem trabalhados em diferentes registros(...)” (p.568). A abordagem
geomeétrica permite que os alunos visualizem o que diz a proposi¢éo, ja a abordagem algébrica
possibilita que os estudantes possam desenvolver a percepcdo matematica, as manipulacdes

algébricas dos intervalos épsilon e delta.



5. CONSIDERACOES

A pesquisa procurou analisar os livros didaticos, que fazem parte da ementa do curso
Licenciatura em Matematica, da Universidade Federal de Pernambuco, Campus Caruaru, sobre
0 ponto de vista das praxeologias matematicas na definicdo formal de limite convergentes
guando x tende a um ponto p. Para compreender essa questdo, utilizamos como aporte tedrico-
metodoldgico a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), proposta elaborada por Chevallard
(1991, 1999) e colaboradores, a partir do estudo das praxeologias propostas em livros
didaticos.

Baseado no modelo de analise praxeologica de Marilena Bittar (2017), buscamos
modelar/analisar as organizacdes matematicas, contidas nos livros (Guidorizzi, 2011,
Leithold, 1994 e Stewart, 2016), sobre a definicdo formal de limite, para que dessa forma
pudéssemos perceber se as escolhas dos autores contribuem para o ensino e aprendizagem
dessa definicéo.

Ao longo do estudo trouxemos uma discussdo sobre o ensino e aprendizagem de
Célculo Diferencial e Integral (CDI), e em especial o conceito formal de limite, e as
dificuldades na apreensdo desse conceito, na licenciatura em matematica. Sobre essa questdo,
Rodrigues et al (2017, p. 37) afirmam que “(...) as institui¢cdes responsaveis pelo processo de
ensino e aprendizagem da Matemética devem refletir sobre a conducdo que é seguida
atualmente, se realmente estdo preparando os alunos e futuros professores para
compreender os conceitos matematicos e suas aplicagdes”. Com o intuito de entender como
vem sendo desenvolvido o estudo da definicdo formal de limite, procuramos na
literatura da &rea, alguns trabalhos que pudessem nos dar algum indicativo. Entdo a partir
de uma revisdo sistematica, de Teses e Dissertacdes, no Banco de Teses e Dissertaces da
Capes, conseguimos verificar que ainda sdo poucos 0s estudos que envolvem o ensino e
aprendizagem do conceito formal de limite, e que a maioria das pesquisas estdo
concentradas, nas regides Sul e Sudeste, o que nos leva a problematizar sobre a necessidade de

estudos voltados para o conceito formal de Limite em nossa regido.
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A ideia de investigar essa tematica, parte do pressuposto de que esse conhecimento é
essencial para a compreensdo de CDI, e que de acordo com pesquisas que vem sendo
realizadas (Amorim, 2011, Barbosa, 2021, entre outros) muitos estudantes vém apresentando
dificuldades na compreensdo da definicdo formal de limite, por ser considerado como algo
dificil e de grande complexidade.

Observamos as praxeologias matematicas, nos livros didaticos, a partir do quarteto
praxeolégico (tarefas, técnicas; tecnologias e teorias). Conseguimos identificar seis tipos de
tarefas, e cinco técnicas. A caracterizacdo e analise das tarefas e técnicas evidenciaram que
guando sdo desenvolvidas de forma conjunta, contribuem para a compreensdo da definicdo
formal de limite.

Ao analisarmos os elementos tecnoldgicos e tedricos nos livros didaticos pudemos
depreender que para entender de forma ampla a definicdo formal de limite, é necessério
considerar todas as tecnologias e teorias elencadas.

A partir das andlises das praxeologias, pudemos constatar que as praxeologias utilizadas
nos livros didaticos contribuem para a construcdo conceitual, na definicdo formal de limite,
desde que desenvolvidas de forma conjunta, pelas trés obras. No livro de Guidorizzi essa
definicdo é apresentada com auxilio de gréaficos, e nos demais livros é construida a partir de
valores numéricos, e combinando essas duas formas de apresentar a defini¢do, entendemos que
0s estudantes tém a possibilidade de compreender a partir de diferentes abordagens, tanto a
algébrica quanto a geométrica. Acreditamos que a discussdo iniciada nesse estudo, a partir
da analise do quarteto praxeoldgico, sobre a definicdo formal de limite, presente nos livros
didaticos, possibilitou uma maior reflexdo acerca da construcdo de conceitos abstratos pelos
livros didaticos. A intencdo desse trabalho ndo foi esgotar a discussao sobre o tema, mas
contribuir com o debate, sobre a construcdo conceitual da definicdo formal de limite, e
colaborar com as investigacgdes futuras sobre o tema.

Nesse sentido, elencamos como futuras proposi¢Oes de investigagdes, questdes que
tratam da definicdo formal de limites no infinito e limites infinitos, pois sdo objetos
matematicos que complementam a compreenséo da definigdo formal de limite, no entanto sdo
definicdes pouco exploradas nos livros de célculo, e que por questbes de tempo, ndo

tivemos como tratar nessa pesquisa.
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