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RESUMO

Nesta tese apresentamos resultados de existência local de soluções para problemas pa-
rabólicos não lineares com dados inicias singulares. Primeiramente, no Capítulo 3 fornecemos
novas condições para a existência local de soluções para um problema parabólico não linear
com dados iniciais no espaço de Lebesgue. Como consequência de nossos resultados, consi-
derando um comportamento adequado dos dados iniciais não negativos obtemos um segundo
valor critico que determina a existência (ou não) de uma solução local. Para alcançar esses
resultados, empregamos um método de comparação, mostrando a existência de uma super e
uma subsolução. No Capítulo 4, estudamos condições de existência, não existência e unicidade
de soluções locais para um problema parabólico com expoente variável considerando dados
iniciais no espaço de Lebesgue, usando um método iterativo monótono, estimativas de efeitos
regularizantes nos espaços de Lebesgue e desigualdade de Jensen para expoente variável. No
Capítulo 5, estamos interessados na existência de soluções locais não negativa considerando
o espaço de Lebesgue uniformemente local para o problema parabólico não linear com poten-
cial singular. Em particular, obtemos condições necessárias e suficientes para a existência de
soluções, melhorando os resultados obtidos no contexto dos espaços Lebesgue. As principais
ferramentas técnicas para provar esses resultados são um método iterativo monótono, estima-
tivas de efeitos regularizantes nos espaços de Lebesgue uniformemente locais e desigualdade
de Jensen.

Palavras-chaves: equação não linear; existência local; não existência; unicidade; dados iniciais
singulares; expoente variável; valores críticos.



ABSTRACT

In this thesis, we present results on the local existence of solutions for nonlinear parabolic
problems with singular initial data. Firstly, in Chapter 3, we provide new conditions for the local
existence of solutions to a nonlinear parabolic problem with initial data in the Lebesgue space.
As a consequence of our results, considering an appropriate behavior of non-negative initial
data, we obtain a second critical value that determines the existence (or non-existence) of a
local solution. To achieve these results, we employ a comparison method, showing the existence
of a super and a subsolution. In Chapter 4, we investigate conditions for the existence, non-
existence, and uniqueness of local solutions to a parabolic problem with a variable exponent,
considering initial data in the Lebesgue space. We employ a monotone iterative method,
estimates with regularizing effects in Lebesgue spaces, and Jensen’s inequality for a variable
exponent. In Chapter 5, we are concerned with the existence of non-negative local solutions
considering the uniformly local Lebesgue space for the nonlinear parabolic problem with singular
potential. In particular, we obtain necessary and sufficient conditions for the existence of
solutions, improving results obtained in the context of Lebesgue spaces. The main technical
tools for proving these results include a monotone iterative method, estimates with regularizing
effects in uniformly local Lebesgue spaces, and Jensen’s inequality.

Keywords: nonlinear equation; local existence; non-existence; uniqueness; singular initial data;
variable exponent; critical values.



LISTA DE SÍMBOLOS

𝐶,𝐶1, 𝐶2, . . . Constantes positivas.

R𝑁 Espaço euclidiano 𝑁 -dimensional, onde 𝑥 = (𝑥1, ...., 𝑥𝑁), 𝑥𝑖 ∈ R, 𝑖 =

1, . . . , 𝑁 .

𝐵𝑅(𝑥) Bola aberta do espaço euclidiano R𝑁 centrado em 𝑥 com raio 𝑅 > 0, ou
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{︁
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.
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𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

= 𝑢𝑥𝑖
𝑖− ésima derivada parcial da função 𝑢.

Δ𝑢
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

denota o laplaciano de 𝑢.

𝐶∞
𝑐 (Ω) O conjunto formado pelas funções infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto.

𝐿𝑞(Ω)
{︂
𝑢 : Ω → R, 𝑢 mensurável e

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥 < ∞
}︂
.

𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω) O conjunto de funções que são integráveis em cada subconjunto compacto

de Ω.

𝐿∞(Ω)
{︃
𝑢 : Ω → R, sup ess

𝑥∈Ω
|𝑢(𝑥)| < ∞

}︃
.

𝐶(Ω) O espaço das funções contínuas.

𝐶0(Ω) O fecho do espaço 𝐶∞
𝑐 (Ω) com a norma do máximo.

𝐶𝑘(Ω) O conjunto das funções em Ω que tem derivada parcial contínua em Ω de
ordem menor ou igual a 𝑘.

𝐶∞(Ω) O conjunto das funções em Ω com derivadas parciais contínuas em Ω de
todas as ordens.

𝐿𝑝𝑢𝑙,𝜌(R𝑁)
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)︃1/𝑝
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ℐ𝜌,𝑟 {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≤ 𝐾 𝜒𝐵𝑎(𝑥) q.t.p. em Ω, para alguns 𝐾, 𝑎 >
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{︂
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}︂
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𝑝𝐹 , 𝑝
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1 INTRODUÇÃO

O principal objetivo desta tese é a análise de problemas parabólicos com dados iniciais
singulares. Ao longo desta introdução faremos uma descrição de tais problemas, forneceremos
uma breve visão histórica dos mesmos, e apresentaremos os principais resultados obtidos.

As equações diferenciais constituem uma área da Matemática que surgiu junto com o
Cálculo e suas aplicações nas Ciências Naturais, principalmente na Mecânica dos Corpos,
enquanto, suas subáreas de pesquisa, como a Teoria Geométrica de Equações Diferenciais,
Sistemas Dinâmicos, Equações Diferenciais Parciais e Funcionais (E.D.P. e E.D.F.) entre ou-
tras, desenvolvem até hoje diferentes técnicas e abordagens de estudo.

As equações parabólicas não lineares, bem como sistemas de tais equações modelam di-
versos fenômenos, como por exemplo os que envolvem processos difusivos. Também encon-
tramos aplicações na Teoria da combustão, na Biologia e na Medicina. Estudar o compor-
tamento desses problemas e suas soluções podem ajudar a compreender melhor os modelos
e, consequentemente, as situações modeladas. Sugerimos as referencias (BEBERNES; EBERLY,
1989),(CHILDRESS; PERKUS, 1977), (BELLMAN, 1983),(ARIS, 1975), (GAVALAS, 1968) para
maiores detalhes.

Em geral, resolver um problema envolvendo equações diferenciais consiste em exibir uma
solução explicita, em termo das funções elementares, verificando as condições de fronteira, as
condições iniciais e a equação diferencial do problema. Contudo, nem sempre é possível exibir
a fórmula da solução, e por isso, uma outra abordagem é necessária. A teoria das Equações
Diferenciais Parciais está bem estruturada e subsidiada pelos resultados da Análise Funcional
e Teoria de Operadores, das quais, dentro das diversas técnicas, utilizaremos a teoria de
semigrupo (veja (PAZY, 1983); (CAZENAVE; HARAUX, 1998); (YOSIDA, 2012)) para estudar o
comportamento das soluções de um tipo de Equação Diferencial Parcial parabólica não linear.

A teoria de equações diferenciais parciais parabólicas, vista do ponto da teoria de semi-
grupos, possui diversos resultados quando olhamos para os problemas como uma equação de
evolução em um espaço de dimensão infinita, em específico, de Banach, para isto, reescre-
vemos de alguma forma o problema parabólico original como uma equação que faz sentido
em algum espaço de Banach, na qual, futuramente, denominaremos de formulação abstrata.
A teoria de semigrupos fornece ferramentas poderosas para analisar a existência, unicidade e
regularidade das soluções dessas equações.
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Na presente tese, estamos interessados em estudar resultados de existência local para
problemas parabólicos não lineares com dados iniciais singulares.

O primeiro problema parabólico semilinear, estudado no Capítulo 3, é⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑢) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(1.1)

onde Ω ⊂ R𝑁 um domínio (limitado ou ilimitado) com fronteira 𝜕Ω suave sempre que existir,
𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 e 1 ≤ 𝑟 < ∞. O objetivo principal
é considerar um comportamento adequado dos dados inicias para a existência (ou não) de
soluções do problema (1.1).

A motivação do estudo deste problema está relacionado com o problema parabólico não
linear ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = |𝑢|𝑝−1𝑢 em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 em Ω,

(1.2)

onde 𝑝 ≥ 1.
O problema (1.2) tem sido extensivamente estudado. Um dos pioneiros em estudar a

existência de soluções globais com condições iniciais 𝑢0 ∈ 𝐶0(R𝑁) foi Fujita em (FUJITA,
1966), quem mostrou a existência do seguinte valor "𝑝𝐹 = 1+2/𝑁", conhecido como expoente
crítico de Fujita, que determina a existência ou não existência de soluções globais não negativas.
Este expoente crítico pode ser determinado através do método chamado de scaling e pode ser
usado para encontrar o coeficiente de Fujita de outras equações como, por exemplo 𝑢𝑡−Δ𝑢 =

|·|−𝛾 |𝑢|𝑝−1 𝑢, veja (BANDLE; LEVINE, 1989) 𝑢𝑡 = ∇ (𝑢𝜎∇𝑢) + 𝑢𝛽 veja (GALAKTIONOV et al.,
1980). O trabalho de Fujita gerou inúmeras extensões do problema (1.2). Em lugar de |𝑢|𝑝−1𝑢,
outros termos não lineares são considerados, o espaço R𝑁 dá lugar a outros domínios, limitados
e ilimitados, e condições de contorno são adicionadas. Para cada extensão, tem-se buscado
determinar um expoente crítico que desempenhe papel semelhante ao de 𝑝𝐹 no problema
(1.2). Recomendamos conferir (FUJITA, 1966; WEISSLER, 1980; WEISSLER, 1981; MEIER, 1988;
MEIER, 1990; LEVINE, 1990; LEVINE; MEIER, 1990; DENG; LEVINE, 2000), para resultados nessa
direção. Seguindo a linha de expoente crítico, temos o trabalho realizado por T. Y. Lee e
W. Ni em (LEE; NI, 1992) e Wang (WANG, 1993). Nesses trabalhos, os autores consideraram
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o problema (1.2) com dados iniciais em 𝐶(R𝑁) ∩ 𝐿∞(R𝑁). Para 𝑝 > 𝑝𝐹 = 1 + 2/𝑁 , eles
analisam a existência de soluções globais e explosão em tempo finito quando 𝑢0 pertence aos
conjuntos 𝐼𝜌 ou 𝐼𝜌, onde

𝐼𝜌 = {𝜓 ∈ 𝐶(R𝑁), 𝜓 ≥ 0, lim inf
|𝑥|→+∞

|𝑥|𝜌𝜓(𝑥) > 0},

𝐼𝜌 = {𝜓 ∈ 𝐶(R𝑁), 𝜓 ≥ 0, lim sup
|𝑥|→+∞

|𝑥|𝜌𝜓(𝑥) < ∞}.

Eles determinaram um novo valor crítico 𝜌𝐹 = 2/(𝑝 − 1), chamado de segundo valor crítico,
de modo que se 0 < 𝜌 < 𝜌𝐹 e 𝑢0 ∈ 𝐼𝜌 então as soluções explodem em tempo finito, enquanto
se 𝜌 ≥ 𝜌𝐹 e 𝑢0 ∈ 𝐼𝜌 então a solução é global.

Para 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 1 ≤ 𝑟 < ∞, o problema (1.2) também tem sido extensivamente
estudado, veja os resultados obtidos por Brezis, Cazenave em (BREZIS; CAZENAVE, 1996),
Celik, Zhou em (CELIK; ZHOU, 2003) e Weissler em (WEISSLER, 1980), (WEISSLER, 1981). É
bem sabido que existe um valor crítico 𝑟𝑐 = 𝑁(𝑝− 1)/2 tal que:

• Se 𝑟 ≥ 1 e 𝑟𝑐 < 𝑟 ou 𝑟 > 1 e 𝑟𝑐 = 𝑟, então o problema (1.2) admite uma solução local.

• Se 𝑟 ≥ 1 e 𝑟𝑐 > 𝑟 ou 𝑟 = 1 e 𝑟𝑐 = 𝑟, então existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) não negativo tal que o
problema (1.2) não possui solução.

O problema (1.1) com 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0, foi completamente caracterizado por Laister
et al. em (LAISTER et al., 2016). Eles mostraram a existência de um valor crítico

𝑝* = 1 + 2𝑟
𝑁

(1.3)

obtendo o seguinte resultado:

• Se Ω é um domínio limitado, então o problema (1.1) possui uma solução local para cada
𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 com 𝑟 > 1 se, e somente se, lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡) < ∞.

• Para 𝑟 = 1, o problema (1.1) possui solução local para cada 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω), 𝑢0 ≥ 0 se, e
somente se,

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞, onde 𝐹 (𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)/𝑡.

O caso Ω = R𝑁 também foi tratado por eles, mas neste caso o resultado da existência requer
a condição adicional lim sup

𝑡→0
𝑓(𝑡)/𝑡 < ∞ e 𝐹 é dado por 𝐹 (𝜎) = sup0<𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)/𝑡. Para

mais detalhes veja (LAISTER et al., 2016, Teorema 3.4, Corolário 4.5 e Teorema 5.1). Note
que, quando lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡) = +∞, existem dados iniciais não negativos 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) de

modo que o problema (1.1) não admite uma solução local não negativa. Assim, naturalmente,
surgem as duas seguintes questões:



15

• O que acontece com a existência local de soluções neste caso?

• É possível definir uma classe de dados iniciais onde a existência local de soluções seja
válida?

Até onde sabemos, existem poucos resultados sobre isso e apenas no caso 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑞 > 1

veja (HARAUX; WEISSLER, 1982), (MIYAMOTO, 2021).
Para responder às questões levantadas, assumimos que 0 ∈ Ω e 𝐵𝑎 ⊂ Ω, onde 𝐵𝑎 denota

a bola aberta com raio 𝑎 > 0 centrada em 0, e consideramos dados iniciais nos conjuntos ℐ𝜌,𝑟

e ℐ𝜌,𝑟, onde

ℐ𝜌,𝑟 = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≤ 𝐾 𝜒𝐵𝑎(𝑥) q.t.p. em Ω, para alguns 𝐾, 𝑎 > 0},

ℐ𝜌,𝑟 = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≥ 𝐾𝜒𝐵𝑎(𝑥) q.t.p. em Ω para alguns 𝐾, 𝑎 > 0},

para 0 < 𝜌 < 𝑁 e 𝑟 ≥ 1. A condição 0 < 𝜌 < 𝑁 garante que | · |−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎 ∈ 𝐿𝑟(Ω).
Aqui 𝜒𝐵𝑎 denota a função característica da bola 𝐵𝑎. Como consequência do nosso resultado,
encontramos um novo expoente crítico quando 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑞 > 1, que é dado por 𝜌* =

2𝑟/(𝑞 − 1). Diremos que 𝜌* é o segundo valor crítico.
Os conjuntos ℐ𝜌,𝑟 e ℐ𝜌,𝑟 são inspirados nos conjuntos considerados por Lee e Ni (LEE; NI,

1992) e Wang (WANG, 1993).
Vale ressaltar que dados iniciais na forma 𝑢0 = | · |−𝛼𝜒𝐵𝑎 foram usados primeiramente em

(QUITTNER; SOUPLET, 2001) para mostrar a não existência de solução não negativa para um
sistema relacionado a (1.1), e caracterizações para problemas parabólicos relacionados a (1.1).

Em nosso principal resultado, analisamos a existência de soluções não negativas.

Teorema 1.0.1 Seja 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) convexa, não decrescente e 𝑓(0) = 0.

(i) Suponha que exista 𝑝0 > 𝑝* tal que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) < ∞. Seja

𝑝inf = inf
{︃
𝑝 > 𝑝*; lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑓(𝑡) < ∞

}︃

e 0 < 𝜌 < 2𝑟/(𝑝inf −1). Então, para todo 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, o problema (1.1) possui uma solu-
ção local não negativa em algum intervalo (0, 𝑇 ). Além disso, 𝑢 ∈ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(Ω))

e ‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟 para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) e alguma constante 𝐶 > 0.

(ii) Assuma que existe 𝑝0 > 𝑝* tal que lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) > 0. Se

𝑝sup = sup
{︂
𝑝 > 𝑝*; lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑓(𝑡) > 0

}︂
< ∞,
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e 2𝑟/(𝑝sup − 1) < 𝜌 < 𝑁 , então para cada 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, o problema (1.1) não possui
solução local não negativa.

Os argumentos usados para tratar o problema (1.1) também podem ser usados para resolver
um problema parabólico ponderado no tempo com 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) sem a restrição de sinal. Além
disso obtemos um resultado de unicidade.

O Teorema 1.0.1 faz parte de um primeiro artigo (veja (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LO-

AYZA, 2022)), o qual encontra-se submetido.
O segundo problema que estamos interessados, tratado no Capítulo 4, é o seguinte pro-

blema parabólico com uma não linearidade com expoente variável⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑢)𝑝(𝑥) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(1.4)

onde 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝑝 : Ω → (1,+∞) é uma função contínua tal que

1 < 𝑝− ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ < ∞, para todo 𝑥 ∈ Ω, (1.5)

com 𝑝− = min
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥), 𝑝+ = max
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) e 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑟 ≥ 1. Consideramos aqui Ω ⊂ R𝑁

um domínio limitado com fronteira 𝜕Ω suave. O objetivo principal é apresentar condições que
garantem a existência de soluções para o problema (1.4).

Quando 𝑓(𝑢) = 𝑢, temos o seguinte problema parabólico com não linearidade variável⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑢𝑝(𝑥) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω.

(1.6)

O problema (1.6) aparece em vários modelos das ciências aplicadas, como fluidos eletrorreo-
lógicos (veja (ACERBI; MINGIONE, 2002a; ACERBI; MINGIONE, 2002b; HALSEY, 1992; RŮŽIČKA,
1999; RŮŽIČKA, 2000; RŮŽIČKA, 2004; STRANGROOM, 1983)), fluidos termo-reológicos (veja
(ANTONTSEV; RODRIGUES, 2006)), processamento de imagens (veja (ABOULAICH; MESKINE;

SOUISSI, 2008; BLOMGREN; CHAN; MULET, 1997; BOLLT et al., 2009)), magnetostática (veja
(CEKIC et al., 2012)), reações químicas, transferência de calor e dinâmica populacional (veja
(CRUZ-URIBE; FIORENZA, 2013; DIENNING; RŮŽIČKA, 2007; DIENING et al., 2011)).

O problema (1.6) com 𝑢0 ∈ 𝐶0(Ω) e 𝑝(𝑥) ≡ 𝑝 tem sido extensivamente estudado, veja por
exemplo os trabalhos de (FUJITA, 1966), (WEISSLER, 1981), (HAYAKAWA, 1973) e (KOBAYASHI;
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SIRAO; TANAKA, 1977), (MEIER, 1990). Para dados iniciais no espaço 𝐿𝑟(Ω) o problema (1.6)
foi estudado (veja por exemplo (BREZIS; CAZENAVE, 1996),(HARAUX; WEISSLER, 1982), (MA-

TOS; TERRANEO, 2003), (NI, 1986), (TERRANEO, 2002), (WEISSLER, 1979), e (WEISSLER,
1980)).

O interesse nos problemas com expoente variável têm atraído considerável atenção nos úl-
timos anos. Dentre os estudos relevantes, destacam-se trabalhos como (KHELGHATI; BAGHAEI,
2015), (BAI; ZHENG, 2011), (WANG; HE, 2013), (WUA; GUOA; GAO, 2013), e o livro (DIENING

et al., 2011), juntamente com as referências mencionadas neste último. Pinasco em (PINASCO,
2009) estudo a explosão em tempo finito das soluções positivas do problema (1.6) com dados
iniciais contínuos. Ferreira et al. em (FERREIRA et al., 2012), estudaram o expoente crítico de
Fujita 𝑝𝐹 do problema (1.6) com dados iniciais contínuos e limitadas, considerando 𝑝 uma
função contínua e limitada definida em R𝑁 . Eles mostraram o seguinte resultado que estende
os resultados obtidos por Fujita em (FUJITA, 1966).

• Se 𝑝− > 1 + 2/𝑁 , então existem soluções globais não triviais do problema (1.6).

• Se 1 < 𝑝− < 𝑝+ ≤ 1 + 2/𝑁 , então todas as soluções do problema (1.6) explodem em
tempo finito.

• Se 𝑝− < 1 + 2/𝑁 < 𝑝+, então existem funções 𝑝 tal que o problema (1.6) tem soluções
globais não triviais, e funções 𝑝 tal que todas as soluções não triviais explodem em
tempo finito.

Este resultado foi pioneiro no contexto de coeficiente de Fujita para expoente variável, foram
estendidos para qualquer domínio Ω (limitado ou ilimitado); veja (CASTILLO; LOAYZA, 2017,
Teorema 1.2 e Observação 1.3), para o problema (1.4), com dados iniciais contínuos em
(CASTILLO; LOAYZA, 2023) e para 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡 em (LI; LIU, 2013).

O problema (1.4) com 𝑝 ≡ 1 foi estudado em (LAISTER et al., 2016). Assim o objetivo
principal do Capítulo 4 é estender estes resultados. Até onde sabemos, não existem trabalhos
que tratem da existência de soluções para o problema (1.4) com dados iniciais em espaços
de Lebesgue. Como consequência dos resultados obtidos, podemos analisar completamente a
equação 𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑢𝑝(𝑥) em Ω × (0, 𝑇 ).

Em nosso primeiro resultado, analisamos a existência de soluções não negativas.

Teorema 1.0.2 Sejam 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) verificando
(1.5), 𝑝* dado por (1.3), 𝐹1(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝+

/𝑡 e 𝐹2(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝−
/𝑡.



18

(i) Se
lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+

< ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞, para 𝑟 > 1,

ou ∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 < ∞ e
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 < ∞, para 𝑟 = 1,

então o problema (1.4) possui uma solução local para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), com 𝑢0 ≥ 0.

(ii) Se
lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝− = +∞, para 𝑟 > 1,

ou ∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 = +∞, para 𝑟 = 1,

então existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (1.4) não possui solução local.

Observe que o Teorema 1.0.2 não é ótimo, já que o item (ii) analisa o caso em que
lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝− = +∞, mas não se aplica quando

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ = +∞ e lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞.

Assim, no próximo resultado nos concentramos neste caso e mostramos que a existência e
a não nexistência da solução ocorrem simultaneamente. Para fazer isso, consideramos dados
iniciais nos conjuntos ℐ𝜌(𝑥0) e ℐ𝜌(𝑥0) definidos por

ℐ𝜌(𝑥0) = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥− 𝑥0|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≤ 𝐾 𝜒𝐵𝑎(𝑥0)(𝑥) q.t.p. em Ω, para algum 𝐾, 𝑎 > 0},

ℐ𝜌(𝑥0) = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥− 𝑥0|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≥ 𝐾𝜒𝐵𝑎(𝑥0)(𝑥) q.t.p. em Ω, para algum 𝐾, 𝑎 > 0},

onde 𝐵𝑎(𝑥0) ⊂ Ω é a bola aberta com raio 𝑎 > 0 centrada em 𝑥0, para 0 < 𝜌 < 𝑁 e 𝑟 ≥ 1. A
condição 0 < 𝜌 < 𝑁 garante que | · −𝑥0|−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎(𝑥0) ∈ 𝐿𝑟(Ω). Aqui 𝜒𝐵𝑎(𝑥0) denota a função
característica da bola 𝐵𝑎(𝑥0). Quando 𝑥0 = 0 ∈ Ω, denotamos ℐ𝜌(0) = ℐ𝜌,𝑟 e ℐ𝜌(0) = ℐ𝜌,𝑟 e
𝐵𝑎(0) = 𝐵𝑎.

Os conjuntos ℐ𝜌 e ℐ𝜌 foram usados em (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022)( ou
no Problema 1) para mostrar a existência do segundo valor crítico 𝜌* = 2𝑟/(𝑝 − 1), quando
𝑓(𝑡) = 𝑡 e 𝑝(𝑥) ≡ 𝑝 > 1.

Considerando 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0) e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.0.3 Sejam 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) convexa, não decrescente, 𝑓(0) = 0, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞))

verificando (1.5) e 𝑝* dado por (1.3).
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(i) Suponha que exista 𝑝0 ≥ 𝑝* tal que

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
< ∞ e lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞.

Então, para cada 𝑥0 ∈ Ω e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), com 0 < 𝜌 < 2𝑟/(𝑝0 − 1) ≤ 𝑁 , o problema
(1.4) possui uma solução local não negativa em algum intervalo (0, 𝑇 ). Além disso,
𝑢 ∈ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ), 𝐿∞(Ω)) e ‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟 para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) e alguma constante
𝐶 > 0.

(ii) Suponha que exista 𝑝0 > 𝑝* tal que

lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
> 0 ou lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−

> 0.

Então existe 𝑥0 ∈ Ω tal que, para cada 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), com 2𝑟/(𝑝0 − 1) < 𝜌 < 𝑁 , o
problema (1.4) não possui solução local não negativa.

Os Teoremas 1.0.2 e 1.0.3 fazem parte de um segundo artigo (veja (CARHUAS-TORRE et al.,
2024)), o qual encontra-se submetido. Vale a pena mencionar que unicidade de soluções para
o problema (1.4) na classe 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)) ∩ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ) , 𝐿∞ (Ω)) é também estudada.
Para entrar no terceiro problema desta tese, consideramos o seguinte problema parabólico

não linear ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = |·|−𝛾 |𝑢|𝑝−1𝑢 em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 em Ω,

(1.7)

onde Ω ⊂ R𝑁 é um domínio limitado suave ou Ω = R𝑁 , 𝑝 ≥ 1, 𝛾 > 0.
A primeira equação do problema (1.7) é conhecida na literatura como equação parabólica

de Hardy e tem sido considerada por muitos autores; veja por exemplo (SLIMENE; TAYACHI;

WEISSLER, 2017), (TAYACHI, 2020), (CHIKAMI, 2019), (CHIKAMI; IKEDA; TANIGUCHI, 2022),
(CHIKAMI et al., 2023), (PHAN, 2013), (WANG, 1993) e as referências contidas neles. Sua
versão elíptica, ou seja, −Δ𝑢 = |·|−𝛾 |𝑢|𝑝−1𝑢, foi proposta por Hénon em (HÉNON, 1973)
como um modelo para estudar sistemas estelares de estado esférico estacionários em relação
a distúrbios esféricos, veja (NI, 1986, p. 230).

O problema (1.7) com dados iniciais não negativos no espaço das funções limitadas contí-
nuas 𝐶(R𝑁) ∩ 𝐿∞(R𝑁) foi estudado primeiramente em (WANG, 1993, Teorema 2.3). A boa
colocação do problema (1.7) foi estudada por Slimene et. al. em (SLIMENE; TAYACHI; WEISS-

LER, 2017), onde as questões de existência local e global foram abordadas para dados iniciais
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em 𝐶(R𝑁) e em 𝐿𝑟(R𝑁). Entre outras coisas, eles provaram, para 0 < 𝛾 < min{2, 𝑁}, que
existe um expoente crítico 𝑟𝑐 = 𝑁(𝑝 − 1)/(2 − 𝛾) tal que: Se 𝑟 ≥ 𝑟𝑐 e 𝑟 > 1, então o
problema (1.7) tem uma solução local na classe 𝐶([0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(R𝑁)), mas a unicidade só vale
em um subconjunto próprio de 𝐶([0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(R𝑁)), veja (SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017,
Teorema 1.1(ii)-(iii)) para detalhes. Na mesma linha, considerando dados iniciais no espaço
de Besov foi estudada em (CHIKAMI, 2019). Além disso, a unicidade incondicional foi tratada
por Tayachi em (TAYACHI, 2020) usando os espaços de Lorentz.

No terceiro problema, tratado no Capítulo 5, estendemos os resultados obtidos em (SLI-

MENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017) considerando o seguinte problema parabólico não linear
singular ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = |·|−𝛾 𝑓(𝑢) em R𝑁 × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em R𝑁 ,

(1.8)

com 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝛾 > 0, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) e 1 ≤ 𝑟 < ∞.
O problema (1.8) foi estudado em (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022) com dados

iniciais 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(R𝑁). Para 0 < 𝛾 < min{2, 𝑁} eles mostraram a existência de um valor
crítico

𝑝*
𝛾 = 1 + (2 − 𝛾)𝑟

𝑁
(1.9)

obtendo o seguinte resultado:

Teorema 1.0.4 (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2 e 1.4) Seja 𝑓 : [0,+∞) →

[0,+∞) uma função contínua, não decrescente e 0 < 𝛾 < min{2, 𝑁}.

(i) Caso 𝑟 > 1.

a) Se 𝛾 < 𝑁/𝑟,

lim sup
𝑡→0

𝑡−(1+𝜖−𝛾𝑟/𝑁)𝑓 (𝑡) < ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞,

para algum 𝜖 ∈ (0, 𝛾𝑟/𝑁), ou

𝛾 > 𝑁/𝑟 e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞,

então o problema (1.8) tem uma solução não negativa para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟
(︁
R𝑁

)︁
,

com 𝑢0 ≥ 0.
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b) Se 𝛾 < 𝑁/𝑟 e lim sup
𝑡→0

𝑡−(1−𝛾𝑟/𝑁)𝑓 (𝑡) = +∞ ou lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) = +∞, então

existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟
(︁
R𝑁

)︁
com 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (1.8) não tem solução não

negativa.

(ii) Caso 𝑟 = 1.

a) Se lim sup
𝑡→0

𝑡−(1−𝛾/𝑁)𝑓 (𝑡) = +∞ ou

∫︁ +∞

1
𝐺0 (𝜎)𝜎−[1+(2−𝛾)/𝑁 ]𝑑𝜎 = +∞,

então existe 𝑢0 ∈ 𝐿1
(︁
R𝑁

)︁
, 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (1.8) não tem solução não

negativa.

b) Se

lim sup
𝑡→0

𝑡−(1−𝛾/𝑁+𝜖)𝑓 (𝑡) < ∞ e
∫︁ +∞

1
𝐺𝜖 (𝜎)𝜎−[1+(2−𝛾)/𝑁 ]𝑑𝜎 < ∞,

então para cada 𝑢0 ∈ 𝐿1
(︁
R𝑁

)︁
, 𝑢0 ≥ 0, o problema (1.8) tem uma solução local

não negativa.

Neste caso, os autores consideraram a função 𝐺𝜖 : (0,+∞) → (0,+∞) dada por
𝐺𝜖 (𝑡) = sup

0<𝜎≤𝑡
𝑓 (𝜎) /𝑡1−𝛾/𝑁+𝜖, para 𝜖 > 0 suficientemente pequeno.

Observe que o Teorema 1.0.4 é um resultado “quase ótimo” (seria ótimo se 𝜖 = 0).
O objetivo principal do Capítulo 5 é analisar a existência de soluções para o problema

(1.8), consideramos os dados iniciais no espaço 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁). Como consequência da abordagem
obtemos condições necessárias e suficientes para a existência de soluções não negativas para o
problema (1.8), melhorando os resultados dados em (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022)
veja o Teorema 1.0.6. O resultado é obtido em ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁) que é fecho do espaço das funções
limitadas uniformemente contínuas 𝐵𝑈𝐶(R𝑁) no espaço 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁).

A existência local para o problema (1.8) com condições iniciais em 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) e ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) é

o seguinte.

Teorema 1.0.5 Suponha que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente, 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁}, 𝑝*
𝛾

definido por (1.9) e que uma das seguintes condições é válida:

(i) 𝑢0 ∈ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑢0 ≥ 0 e∫︁ +∞

1
𝜎−(1+(2−𝛾)/𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞, onde 𝐹 (𝑡) := sup

1≤𝜎≤𝑡

𝑓(𝜎)
𝜎

.
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(ii) 𝑟 > 1 e
lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞ se 𝑢0 ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑢0 ≥ 0,

lim
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) = 0 se 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑢0 ≥ 0.

Então, o problema (1.8) possui uma solução não negativa

𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁))

definida em algum intervalo (0, 𝑇 ). Além disso, 𝑡𝑁/2𝑟‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞(R𝑁 ) ≤ 𝐶 para algum 𝐶 > 0 e
todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Como consequência do Teorema 1.0.5, temos o seguinte resultado que melhora os resul-
tados dados no Teorema. 1.0.4.

Teorema 1.0.6 Seja 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua e não decrescente, e
seja 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁}. O problema (1.8) tem uma solução local não negativa para cada
𝑢0 ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0 se, e somente se,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫︁ +∞

1
𝜎−[1+(2−𝛾)/𝑁 ]𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞ se 𝑟 = 1,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞ se 𝑟 > 1,

onde 𝐹 (𝑡) = sup1≤𝜎≤𝑡 𝑓(𝜎)/𝜎, 𝑡 > 0.

Também estabelecemos resultados de unicidade incondicional e condicional para o pro-
blema (1.8), veja os Teoremas 5.3.5 e 5.3.7 para mais detalhes. Estes resultados farão parte
de um terceiro artigo (veja (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2024)), o qual será subme-
tido em breve.

Quanto a organização desta tese, ela está dividida da seguinte maneira. No segundo ca-
pítulo introduzimos algumas notações e resultados preliminares. O terceiro capítulo trata a
existência de um segundo valor crítico que determina a existência (ou não) de uma solução
local para o problema parabólico não linear (1.2) com dados iniciais em espaços de Lebes-
gue. O quarto capítulo é dedicado à existência, não existência e unicidade de soluções para
o problema parabólico semilinear com expoente variável (1.4) com dados iniciais em espaços
de Lebesgue. Finalmente, no quinto capítulo, apresentamos resultados de existência local de
soluções para dados iniciais no espaço de Lebesgue uniformemente locais para o problema
parabólico com potencial singular (1.8).
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capítulo tem como principal objetivo fazer uma breve revisão dos principais conceitos
e resultados que serão usados nos demais capítulos. Omitiremos as demonstrações, fornecendo
a referência onde elas podem ser encontradas.

A maioria dos resultados encontram-se nas referencias (BREZIS, 2010), (EVANS, 2010),
(FOLLAND, 2013) e (PAZY, 1983).

2.1 ESPAÇOS DE LEBESGUE

Seja Ω ⊆ R𝑁 um domínio, 𝑁 ≥ 1.

Definição 2.1.1 Dizemos que uma função 𝑓 : Ω → R é Lipschitz (ou Lipschitziana) se existe
uma constante 𝐿 > 0 tal que

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐿 ‖𝑥− 𝑦‖ , para todo 𝑥, 𝑦 ∈ Ω.

Definição 2.1.2 Dizemos que uma função 𝑓 : Ω → R é localmente Lipschitz se para cada
𝑥 ∈ Ω, existir uma vizinhança do ponto 𝑥, 𝑉𝑥, tal que 𝑓 |𝑉𝑥 é Lipschitz.

Denotaremos por 𝐿𝑝(Ω), 1 ≤ 𝑝 < ∞, o espaço das funções reais 𝑢 definidas em Ω

mensuráveis tais que |𝑢|𝑝 é integrável (à Lebesgue) em Ω, ou seja,

𝐿𝑝(Ω) =
{︂
𝑢 : Ω → R, 𝑢 mensurável e

∫︁
Ω

|𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 < ∞
}︂
.

Além disso, 𝐿𝑝(Ω) munido com a norma

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) =
(︂∫︁

Ω
|𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝
,

é um espaço de Banach.
No caso 𝑝 = ∞, precisamos do seguinte conceito

Definição 2.1.3 Dizemos que uma função 𝑢 mensurável em Ω é essencialmente limitada em
Ω se existe uma constante 𝐶 ∈ R+ tal que |𝑢(𝑥)| ≤ 𝐶 q.t.p. em Ω, ou seja, |𝑢(𝑥)| ≤ 𝐶

exceto, possivelmente, para 𝑥 pertencente a algum subconjunto de Ω com medida nula.

Denotaremos por 𝐿∞(Ω) o espaço das funções 𝑢 mensuráveis em Ω que são essencialmente
limitadas em Ω.
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Chama-se de supremo essencial de 𝑢 ao ínfimo do conjunto

{︁
𝐶 ∈ R+; |𝑢(𝑥)| ≤ 𝐶 q.t.p. em Ω

}︁
,

e o denotamos por
sup ess
𝑥∈Ω

|𝑢(𝑥)| .

Temos que 𝐿∞(Ω) munido com a norma

‖𝑢‖𝐿∞(Ω) = sup ess
𝑥∈Ω

|𝑢(𝑥)|

é um espaço de Banach.
Em toda a tese 𝐶 > 0 será uma constante genérica. Para simplificar a notação, o espaço

𝐿𝑝(Ω), será denotado por 𝐿𝑝 e a norma em 𝐿𝑝(Ω), ‖·‖𝐿𝑝(Ω) será denotada por ‖·‖𝐿𝑝 .
Os seguintes resultados apresentam algumas propriedades da convergência nos espaços

𝐿𝑝(Ω).

Definição 2.1.4 Uma sequência {𝑢𝑛}𝑛∈N em 𝐿𝑝(Ω) converge em 𝐿𝑝(Ω) para 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω), se
para todo 𝜖 > 0 dado existe um número natural 𝑁𝜖 > 0 tal que, se 𝑛 ≥ 𝑁𝜖, então

‖𝑢𝑛 − 𝑢‖𝐿𝑝 =
(︂∫︁

Ω
|𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂1/𝑝
< 𝜖.

Teorema 2.1.5 (Teorema da Convergência Monótona). Seja {𝑢𝑛}𝑛∈N uma sequência não
negativa em 𝐿𝑝(Ω), 1 ≤ 𝑝 < ∞, tal que 𝑢𝑛(𝑥) ≤ 𝑢𝑛+1(𝑥) q.t.p. 𝑥 de Ω e sup

𝑛

∫︁
Ω
𝑢𝑝𝑛 < ∞.

Então, existe 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) tal que 𝑢𝑛(𝑥) converge para 𝑢(𝑥) q.t.p. em Ω, além disso

lim
𝑛→+∞

‖𝑢𝑛 − 𝑢‖𝐿𝑝 = 0.

Teorema 2.1.6 (Teorema da Convergência Dominada). Seja {𝑢𝑛}𝑛∈N uma sequência em
𝐿𝑝(Ω), 1 ≤ 𝑝 < ∞, tal que 𝑢𝑛(𝑥) → 𝑢(𝑥), quando 𝑛 → +∞, q.t.p. 𝑥 de Ω. Se existe uma
função 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(Ω) tal que |𝑢𝑛(𝑥)| ≤ 𝑔(𝑥), q.t.p. 𝑥 de Ω e para todo 𝑛 ∈ N, então 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω)

e {𝑢𝑛}𝑛∈N converge em 𝐿𝑝(Ω) para 𝑢.

Definição 2.1.7 Seja 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Denotamos por 𝐿𝑝𝑙𝑜𝑐(Ω) o conjunto das funções 𝑢 : Ω → R

tais que a restrição de 𝑢 a 𝐾, 𝑢|𝐾 ∈ 𝐿𝑝(𝐾) para todo compacto 𝐾 ⊂ Ω.

Sejam 𝐼 um intervalo da reta e 𝑋 um espaço de Banach com a norma ‖·‖𝑋 .
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Definição 2.1.8 Seja 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Definimos por 𝐿𝑝(𝐼,𝑋) o conjunto de todas as funções
mensuráveis 𝑓 : 𝐼 → 𝑋 tais que a função 𝑡 → ‖𝑓(𝑡)‖𝑋 pertence a 𝐿𝑝(𝐼). Para 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐼,𝑋),
definimos no caso 1 ≤ 𝑝 < ∞

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐼,𝑋) =
{︂∫︁

𝐼
‖𝑓(𝑡)‖𝑝𝑋 𝑑𝑡

}︂1/𝑝
,

e no caso 𝑝 = ∞ definimos

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐼,𝑋) = sup ess
𝑡∈𝐼

‖𝑓(𝑡)‖𝑋 .

2.2 ESPAÇOS DE LEBESGUE UNIFORMEMENTE LOCAIS

Para 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, o espaço de Lebesgue uniformemente local 𝐿𝑝𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) é definido por

𝐿𝑝𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) =
{︂
𝑢 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R𝑁); ‖𝑢‖𝐿𝑝
𝑢𝑙,𝜌

(R𝑁 ) < ∞
}︂
,

onde

‖𝑢‖𝐿𝑝
𝑢𝑙,𝜌

(R𝑁 ) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
sup
𝑦∈R𝑁

(︃∫︁
𝐵𝜌(𝑦)

|𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃1/𝑝

se 1 ≤ 𝑝 < ∞,

sup ess
𝑦∈R𝑁

‖𝑢‖𝐿∞(𝐵𝜌(𝑦)) se 𝑝 = ∞,

e 𝐵𝜌 (𝑦) ⊂ R𝑁 denota a bola aberta centrada em 𝑦 com raio 𝜌 > 0. É claro que 𝐿∞
𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) =

𝐿∞(R𝑁).
Denotamos por ℒ𝑟

𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) o fecho do espaço das funções limitadas e uniformemente con-
tínuas 𝐵𝑈𝐶(R𝑁) no espaço 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌(R𝑁), ou seja,

ℒ𝑟
𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) := 𝐵𝑈𝐶(R𝑁)

‖·‖
𝐿𝑟

𝑢𝑙,𝜌
(R𝑁 )

.

Para reduzir a notação, escrevemos 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) e ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) se 𝜌 = 1.

Os espaços de Lebesgue uniformemente locais foram introduzidos pela primeira vez por
Kato (KATO, 1975) e têm sido usados para estudar diferentes problemas e propriedades rela-
cionadas a semigrupos de Shrödinger (SIMON, 1982), equações hiperbólicas amortecidas (FEI-

REISL, 1996), equações complexas de Ginzburg-Landau (MIELKE, 1997), (MIELKE; SCHNEIDER,
1995), problemas parabólicos (ARRIETA et al., 2004), (EFENDIEV; ZELIK, 2001), (MAEKAWA;

TERASAWA, 2006), (MATOS; SOUPLET, 2004), (MIYAMOTO; SUZUKI, 2021), (SUZUKI, 2019).
De (MAEKAWA; TERASAWA, 2006) as seguintes propriedades são válidas:

• Para quaisquer 𝜌1, 𝜌2 > 0, temos que 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌1(R𝑁) = 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌2(R𝑁) com normas equivalen-
tes.
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• Para 1 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ ∞ e 𝜌 > 0, temos que 𝐿𝑝2
𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) ⊂ 𝐿𝑝1

𝑢𝑙,𝜌(R𝑁).

• Para qualquer 𝜌 > 0 e 1 ≤ 𝑟 ≤ ∞, temos que 𝐿𝑟(R𝑁) ⊂ 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) e 𝐿∞(R𝑁) ⊂

𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌(R𝑁).

2.3 SEMIGRUPOS

Nesta seção apresentamos algumas definições e resultados da teoria dos semigrupos que
serão utilizados no texto. Esta seção é baseada nos livros de (PAZY, 1983; BREZIS, 2010;
CAVALCANTI; CAVALCANTI, 2016). Sejam (𝑋, ‖·‖) um espaço de Banach, 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 um
subconjunto não vazio, e 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 um operador linear.

Definição 2.3.1 Um operador 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋, diz-se dissipativo se

‖𝑢− 𝜆𝐴𝑢‖ ≥ ‖𝑢‖

para todo 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴) e 𝜆 > 0.

Definição 2.3.2 Um operador 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋, diz-se 𝑚-dissipativo se

• 𝐴 é dissipativo;

• para todo 𝜆 > 0 e 𝑓 ∈ 𝑋, existe 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴) tal que 𝑢− 𝜆𝐴𝑢 = 𝑓 .

Definição 2.3.3 Um semigrupo de operadores lineares em um espaço de Banach 𝑋 é uma
família {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 tal que

(i) 𝑆(0) = 𝐼𝑋 ;

(ii) 𝑆(𝑡+ 𝑠) = 𝑆(𝑡)𝑆(𝑠), para todo 𝑡, 𝑠 ≥ 0.

Diz-se que o semigrupo é de classe 𝐶0 ou que o semigrupo é fortemente contínuo se:

(iii) lim𝑡→0+ ‖(𝑆(𝑡) − 𝐼)𝑥‖ = 0, para todo 𝑥 ∈ 𝑋.

Definição 2.3.4 Seja {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares.
O operador 𝐴 : 𝐷(𝐴) → 𝑋 definido por

𝐷(𝐴) =
{︃
𝑥 ∈ 𝑋; lim

ℎ→0

(︃
𝑆(ℎ) − 𝐼

ℎ

)︃
𝑥 existe

}︃
,
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e
𝐴𝑥 = lim

ℎ→0

(︃
𝑆(ℎ) − 𝐼

ℎ

)︃
𝑥; para todo 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴),

é dito o gerador infinitesimal do semigrupo 𝑆(𝑡).

Agora vamos citar alguns resultados sobre a teoria de semigrupos.
Seja {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 um semigrupo fortemente contínuo e 𝐴 o seu gerador infinitesimal. Temos

que:

• Existem 𝑀 ≥ 1 e 𝛽 tais que

‖𝑆(𝑡)‖ ≤ 𝑀𝑒𝛽𝑡, para todo 𝑡 ≥ 0.

• 𝐷(𝐴) é um subespaço vetorial de 𝑋 e 𝐴 é um operador linear.

• Se 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), então 𝑆(𝑡)𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), para todo 𝑡 ≥ 0, e verifica as seguintes igualdades:
d
d𝑡𝑆(𝑡)𝑥 = 𝐴𝑆(𝑡)𝑥 = 𝑆(𝑡)𝐴𝑥 para todo 𝑡 ≥ 0.

• Se 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), então

𝑆(𝑡)𝑥− 𝑆(𝑠)𝑥 =
∫︁ 𝑡

𝑠
𝐴𝑆(𝜉)𝑥𝑑𝜉 =

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑆(𝜉)𝐴𝑥𝑑𝜉, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡.

• Se 𝑥 ∈ 𝑋, então
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝜉)𝑥𝑑𝜉 ∈ 𝐷(𝐴) e

𝐴
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝜉)𝑥𝑑𝜉 = 𝑆(𝑡)𝑥− 𝑥.

• O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe 𝐶0 é um operador linear fechado e
𝐷(𝐴) é denso em 𝑋.

Definição 2.3.5 Seja {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 um semigrupo fortemente contínuo. Dizemos que {𝑆(𝑡)}𝑡≥0

é uniformemente limitado se existe 𝑀 ≥ 1 tal que ‖𝑆(𝑡)‖ ≤ 𝑀 para todo 𝑡 ≥ 0. Além disso
se 𝑀 = 1 dizemos que {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 é um semigrupo de contrações de classe 𝐶0.

Teorema 2.3.6 (Hille-Yosida). Suponha que 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 é um operador linear. 𝐴
é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contração de classe 𝐶0, se e somente se,

(i) 𝐴 é fechado e 𝐷(𝐴) = 𝑋.

(ii) O conjunto resolvente de 𝐴 contém (0,∞) e para cada 𝜆 > 0⃦⃦⃦
(𝜆𝐼 − 𝐴)−1

⃦⃦⃦
≤ 1
𝜆
.

Demonstração. Veja a demonstração em (PAZY, 1983, Teorema 3.1, p.8).
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2.3.1 O problema abstrato de Cauchy

Seja 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 um operador linear. Dado 𝑢0 ∈ 𝑋, o problema abstrato de
Cauchy para 𝐴 com dados iniciais 𝑢0 consiste em encontrar uma solução 𝑢 para o problema
homogêneo de Cauchy ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d
d𝑡𝑢(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0

𝑢(0) = 𝑢0.

(2.1)

Usaremos a seguinte noção de solução para o problema (2.1):

Definição 2.3.7 (Solução clássica ou forte) Uma função 𝑢 : [0,+∞) → 𝑋 é uma solução
clássica de (2.1) se 𝑢 é contínuo para todo 𝑡 ≥ 0, continuamente diferenciável e 𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴)

para 𝑡 > 0 e (2.1) é satisfeito.

Observação 2.3.8 • Note que uma vez que 𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) para todo 𝑡 > 0 e 𝑢 é contínua
em 𝑡 = 0, (2.1) não pode ter solução clássica para 𝑢0 /∈ 𝐷(𝐴).

• Se 𝑢0 ∈ 𝐷(𝐴) e 𝐴 é o gerador infinitesimal do semigrupo de classe 𝐶0, 𝑆 : [0,+∞) →

ℒ(𝑋), então 𝑢(·) = 𝑆(·)𝑢0 : [0,+∞) → 𝐷(𝐴) é uma solução clássica de (2.1). Mais
ainda 𝑆(·)𝑢0 é a única solução de (2.1).

A partir de agora, assumiremos que 𝐴 é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
𝐶0 e 𝑢(·) = 𝑆(·)𝑢0, com 𝑢0 ∈ 𝐷(𝐴) é uma solução clássica de (2.1). A seguir, sejam 𝑇 > 0

uma constante fixa e 𝑓 : [0, 𝑇 ) → 𝑋. Considere o problema não homogêneo de Cauchy⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d
d𝑡𝑢(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0

𝑢(0) = 𝑢0.

(2.2)

Definição 2.3.9 Uma função 𝑢 : [0, 𝑇 ) → 𝑋 é uma solução clássica de (2.2) se 𝑢 é contínuo
em [0, 𝑇 ), continuamente diferenciável em (0, 𝑇 ), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) para 0 < 𝑡 < 𝑇 e (2.2) é
satisfeito.
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Supondo 𝑓 ∈ 𝐿1([0, 𝑇 );𝑋). Seja 𝑢 uma solução clássica de (2.2) e ponhamos, 𝑣(𝜎) =

𝑆(𝑡− 𝜎)𝑢(𝜎) é diferenciável para 0 < 𝜎 < 𝑡, então

d𝑣
d𝜎 = −𝐴𝑆(𝑡− 𝜎)𝑢(𝜎) + 𝑆(𝑡− 𝜎)d𝑢

d𝜎
= −𝐴𝑆(𝑡− 𝜎)𝑢(𝜎) + 𝑆(𝑡− 𝜎)𝐴𝑢(𝜎) + 𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑠)

= 𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝜎).

Portanto, como 𝑣 é integrável em [0, 𝑡], integrando de 0 a 𝑡 resulta

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝜎)𝑑𝜎. (2.3)

Como consequência, a equação (2.3) é uma condição necessária para que 𝑢 seja uma solução
clássica de (2.2).

Para cada 𝑓 ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ];𝑋) o lado direito de (2.3) é uma função continua em [0, 𝑇 ]. É
natural considerá-la como uma solução generalizada de (2.2), mesmo que não seja diferenciável
e não satisfaça estritamente a equação no sentido da Definição 2.3.9. Portanto, é natural
considerar o seguinte conceito.

Definição 2.3.10 Seja 𝐴 o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe 𝐶0. Seja 𝑢0 ∈ 𝑋

e 𝑓 ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ];𝑋). A função 𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝑋) dada por

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝜎)𝑑𝜎, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

é dita solução branda do problema não homogêneo de Cauchy (2.2) em [0, 𝑇 ]. Algumas vezes
podemos nos referir a ela como "mild solution".

Observação 2.3.11 A Definição 2.3.10 do problema (2.2) coincide quando 𝑓 = 0 com a
Definição 2.3.7 de 𝑆(𝑡)𝑢0 como a solução branda da equação homogênea correspondente. É
portanto claro que nem toda solução branda de (2.2) é de fato uma solução clássica mesmo
no caso 𝑓 ≡ 0.

2.3.2 O problema não linear

Seja (𝑋, ‖·‖) um espaço de Banach reflexivo. Considere o problema não linear⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d
d𝑡𝑢(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡) + 𝐹 (𝑢(𝑡)), 𝑡 > 0

𝑢(0) = 𝑢0

(2.4)
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onde 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 é uma função contínua e 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 é o gerador infinitesimal de
um semigrupo de classe 𝐶0, 𝑆(𝑡) : [0,+∞) → ℒ(𝑋) tal que ‖𝑆(𝑡)‖ ≤ 𝑀 , para todo 𝑡 ≥ 0.

O problema (2.2) não tem necessariamente qualquer tipo de solução. Contudo, se tiver
uma solução clássica ou forte (veja a Definição 2.3.9), então o argumento dado na subsecção
anterior mostra que esta solução 𝑢 satisfaz a equação integral

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝐹 (𝑢(𝜎))𝑑𝜎. (2.5)

Portanto, é natural definir.

Definição 2.3.12 Uma solução contínua 𝑢 da equação integral (2.5) será chamada de solução
branda do problema (2.4).

2.4 EQUAÇÃO DO CALOR

Nesta seção apresentamos algumas propriedades do operador Laplaciano em alguns espa-
ços e algumas propriedades sobre a equação do calor homogênea. Para mais detalhes veja
(CAZENAVE; HARAUX, 1998) e (PAZY, 1983).

Seja Ω ⊂ R𝑁 subconjunto aberto não vazio e limitado com fronteira 𝜕Ω regular. Quando

𝐴 = −Δ, chamamos de operador Laplaciano Δ =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑖

, a equação do calor homogênea é
a seguinte equação

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0,+∞).

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 0 em Ω × (0,+∞),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0,+∞),

𝑢(0) = 𝑢0 em Ω.

(2.6)

O problema (2.6) é conhecido como a equação do calor homogênea com condição de Dirichlet
na fronteira. Os seguintes resultados são conhecidos para o problema (2.6):

(a) Quando a condição inicial 𝑢0 ∈ 𝑋 = 𝐻−1(Ω), então o problema (2.6) possui uma
solução 𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) = 𝐻1

0 (Ω).

(b) Quando a condição inicial 𝑢0 ∈ 𝑋 = 𝐿2(Ω), então o problema (2.6) possui uma solução
𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐻1

0 (Ω); Δ𝑢 ∈ 𝐿2(Ω)}.
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(c) Quando a condição inicial 𝑢0 ∈ 𝑋 = 𝐿𝑝(Ω) com 1 < 𝑝 < ∞, então o problema (2.6)
possui uma solução 𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) = 𝑊 2,𝑝(Ω) ∩𝑊 1,𝑝

0 (Ω).

(d) Quando a condição inicial 𝑢0 ∈ 𝑋 = 𝐿1(Ω), então o problema (2.6) possui uma solução
𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) =

{︁
𝑢 ∈ 𝑊 1,1

0 (Ω); Δ𝑢 ∈ 𝐿1(Ω)
}︁
.

(e) Quando a condição inicial 𝑢0 ∈ 𝑋 = 𝐿∞(Ω), então o problema (2.6) possui uma solução
𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐿∞(Ω) ∩𝐻1

0 (Ω); Δ𝑢 ∈ 𝐿∞(Ω)}.

(f) Quando a condição inicial 𝑢0 ∈ 𝑋 = 𝐶0(Ω), então o problema (2.6) possui uma solução
𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐶0(Ω); Δ𝑢 ∈ 𝐶0(Ω)}.

Nos casos (c) e (d) precisamos que o subconjunto Ω tenha fronteira suave e no caso (e)
precisamos que o subconjunto Ω seja limitado.

Proposição 2.4.1 Seja 𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0, com 𝑡 ≥ 0.

(i) Se 𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω), então 𝑢 é solução do problema (2.6) e 𝑢 ∈ 𝐶([0,+∞), 𝐿2(Ω)) ∩

𝐶1((0,+∞), 𝐿2(Ω)),Δ𝑢 ∈ 𝐶((0,+∞), 𝐿2(Ω)). Além disso, temos

𝑢 ∈ 𝐶((0,+∞), 𝐻1
0 (Ω)),

‖Δ𝑢‖𝐿2(Ω) ≤ 1
2
√
𝑡
‖𝑢0‖𝐿2(Ω) para 𝑡 > 0,

‖∇𝑢‖𝐿2(Ω) ≤ 1
2
√
𝑡
‖𝑢0‖𝐿2(Ω) para 𝑡 > 0.

(ii) Se 𝑢0 ∈ 𝐻1
0 (Ω), então 𝑢 ∈ 𝐶([0,+∞), 𝐻1

0 (Ω)) e ‖Δ𝑢‖𝐿2(Ω) ≤ 1√
2𝑡 ‖∇𝑢0‖𝐿2(Ω) para

𝑡 > 0.

(iii) Se Δ𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω), então 𝑢 ∈ 𝐶1([0,+∞), 𝐿2(Ω)),Δ𝑢 ∈ 𝐶([0,+∞), 𝐿2(Ω)) e 𝑢𝑡(𝑥, 0)−

Δ𝑢(𝑥, 0) = 0.

(iv) Se 𝑢0 ∈ 𝐻2(Ω) ∩𝐻1
0 (Ω), então 𝑢 ∈ 𝐶([0,+∞), 𝐻2(Ω)).

Demonstração. Veja (CAZENAVE; HARAUX, 1998, Proposição 3.5.2 e 3.5.3).
A solução do problema linear (2.6) pode ser expressado da seguinte forma

[𝑆Ω(𝑡)𝑢0](𝑥) =
∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 (2.7)

onde 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω) e 𝐾Ω é o nucleo de calor de Dirichlet. De (VAN, 1990, Teorema 2 e Lemas
8 e 9), sabemos também que

𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡) ≥ exp
{︁
−𝑁2𝜋2𝑡/4𝛿2

}︁
(4𝜋𝑡)−𝑁/2 exp

{︁
− |𝑥− 𝑦|2 /4𝑡

}︁
,
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para 𝑡 > 0, se o segmento de linha que liga 𝑥 e 𝑦 estiver a uma distância de pelo menos 𝛿 de
fronteira 𝜕Ω. Em particular, quando Ω = R𝑁 , sabe-se que para 𝑢0 ∈ 𝐿1

𝑢𝑙(R𝑁),

[𝑆(𝑡)𝑢0](𝑥) =
∫︁
R𝑁
𝐾(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦, onde 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝑡) = (4𝜋𝑡)−𝑁/2 exp

{︁
− |𝑥− 𝑦|2 /4𝑡

}︁
,

e
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡) ≤ 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝑡) (2.8)

para 𝑥, 𝑦 ∈ Ω e 𝑡 > 0.

2.4.1 A equação do calor não linear

Consideramos agora o seguinte problema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝐹 (𝑢) em Ω × (0,+∞),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0,+∞),

𝑢(0) = 𝑢0 em Ω,

(2.9)

onde Ω ⊂ R𝑁 é um aberto com fronteira 𝜕Ω regular e 𝐹 : R → R é uma função localmente
Lipschitz. Temos os seguintes resultados.

Teorema 2.4.2 (CAZENAVE; HARAUX, 1998; BREZIS; CAZENAVE, 1996) Dado 𝑢0 ∈ 𝐿∞(Ω),
existe uma única solução 𝑢 do problema (2.9) definida em um intervalo maximal [0, 𝑇𝑚) tal
que 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ) × Ω) para todo 𝑇 < 𝑇𝑚 e é solução da equação integral

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝐹 (𝑢(𝜎))𝑑𝜎,

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑚). Além disso, vale uma das seguintes alternativas:

1. 𝑇𝑚 = ∞, e neste caso dizemos que a solução é global;

2. 𝑇𝑚 < ∞ e lim sup
𝑡→𝑇𝑚

‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ = +∞, e neste caso dizemos que a solução explode num
tempo finito.

O seguinte teorema é um resultado de regularidade da solução do problema (2.9). Este
resultado é conhecido como regularidade maximal.

Teorema 2.4.3 (LAMBERTON, 1987, Corolário 1.1) Sejam 𝑇 > 0, 𝑝, 𝑞 ∈ (1,+∞), 𝐹 ∈

𝐿𝑝((0, 𝑇 ), 𝐿𝑞(Ω)) e a função 𝑢 definida por

𝑢(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝐹 (𝑢(𝜎))𝑑𝜎.
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Então 𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝((0, 𝑇 ), 𝐿𝑞(Ω)), Δ𝑢 ∈ 𝐿𝑝((0, 𝑇 ), 𝐿𝑞(Ω)) e existe uma constante 𝐶 tal que

‖𝑢𝑡‖𝐿𝑝(((0,𝑇 ),𝐿𝑞(Ω)) + ‖Δ𝑢‖𝐿𝑝(((0,𝑇 ),𝐿𝑞(Ω)) ≤ 𝐶 ‖𝐹‖𝐿𝑝(((0,𝑇 ),𝐿𝑞(Ω)) .

2.4.2 Lemas importantes para os espaços de Lebesgue

Relembramos que denotamos por 𝐵𝜌 (𝑥0) ⊂ R𝑁 a bola centrada em 𝑥0 com raio 𝜌 > 0,
por 𝜒𝐵𝜌(𝑥0) a função característica em 𝐵𝜌 (𝑥0). Quando 𝑥0 = 0 denotamos 𝐵𝜌 = 𝐵𝜌 (0),
𝜒𝜌 = 𝜒𝐵𝜌(0), e por 𝜔𝑁 o volume da bola unitária em R𝑁 .

Os seguintes lemas são usados nos seguintes capítulos.

Lema 2.4.4 Sejam 𝑙, 𝛿 > 0 tal que 𝐵𝑙+2𝛿(𝑥0) ⊂ Ω e 0 < 𝛾 < 𝑁 . Então existem constantes
𝑐𝑁 , 𝑐

′
𝑁 > 0, dependendo apenas de 𝑁, 𝑥0 e 𝛾, tal que

(i) 𝑆(𝑡)𝜒𝐵𝑙(𝑥0) ≥ 𝑐𝑁 𝑙
𝑁(𝑙 +

√
𝑡)−𝑁𝜒𝐵𝑙+

√
𝑡(𝑥0), para todo 0 < 𝑡 ≤ 𝛿2.

(ii) 𝑆(𝑡)| · −𝑥0|−𝛾𝜒𝐵𝑙(𝑥0) ≥ 𝑐′
𝑁 𝑡

− 𝛾
2 𝜒𝐵√

𝑡(𝑥0), para todo 0 < 𝑡 ≤ min{𝛿2, 𝑙2}.

O item (i) foi estabelecido em (LAISTER et al., 2016), e o item (ii) em (APARCANA et al., 2020)
para 𝑥0 = 0, mas os métodos utilizados por eles podem ser adaptados ao caso 𝑥0 ̸= 0.

Lema 2.4.5 (LAISTER et al., 2016, Lema 4.2). Suponha que 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) é não
decrescente e 𝑞 > 1. Então as duas condições a seguir são equivalentes

1. Existe uma sequência {𝑠𝑘}𝑘∈N tal que 𝑠𝑘+1 ≥ 𝜃𝑠𝑘, 𝜃 > 1 e
+∞∑︁
𝑘=1

𝑠−𝑞
𝑘 𝑓(𝑠𝑘) = +∞.

2.
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑞𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 = +∞, onde 𝐹 (𝑠) = sup1≤𝑡≤𝑠 𝑓(𝑡)/𝑡.

Seja Ω ⊂ R𝑁 um domínio suave (possivelmente ilimitado). Recordamos o conhecido efeito
regularizante do semigrupo de calor em espaços de Lebesgue, ou seja,

‖𝑆 (𝑡)𝜓‖𝐿𝑞2 (Ω) ≤ (4𝜋𝑡)− 𝑁
2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
‖𝜓‖𝐿𝑞1 (Ω) , (2.10)

para 1 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑞2 ≤ ∞, 𝑡 > 0 e 𝜓 ∈ 𝐿𝑞1 (Ω) (veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996) Lema 7].
Também usamos a seguinte estimativa que pode ser obtida da estimativa (2.8), (SLIMENE;

TAYACHI; WEISSLER, 2017, Proposição 2.1) e (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022, Lema
2.5)
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Lema 2.4.6 Seja 𝛾 ∈ (0, 𝑁), e sejam 𝑞1, 𝑞2 ∈ (1,+∞] satisfazendo

0 ≤ 1
𝑞2
<

𝛾

𝑁
+ 1
𝑞1
< 1.

Então, existe uma constante 𝐶 > 0, dependendo de 𝑁, 𝛾, 𝑞1 e 𝑞2 tal que
⃦⃦⃦
𝑆 (𝑡)

(︁
|·|−𝛾 𝜓

)︁⃦⃦⃦
𝐿𝑞2 (Ω)

≤ 𝐶𝑡
− 𝑁

2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
− 𝛾

2 ‖𝜓‖𝐿𝑞1 (Ω) ,

para todo 𝑡 > 0 e todo 𝜓 ∈ 𝐿𝑞1 (Ω), onde Ω é um domínio limitado com fronteira suave de
R𝑁 ou Ω = R𝑁 .

2.4.3 Lemas importantes para os espaços de Lebesgue uniformemente locais

O seguinte lema fornece algumas propriedades básicas do espaço ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁).

Lema 2.4.7 Seja 1 ≤ 𝑟 < ∞.

(i) 𝜑 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) é equivalente a lim

𝑡→0
‖𝑆(𝑡)𝜑− 𝜑‖𝐿𝑟

𝑢𝑙
(R𝑁 ) = 0.

(ii) 𝑢 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) é equivalente a |𝑢|𝑟 ∈ ℒ1

𝑢𝑙(R𝑁).

(iii) Seja 𝑎 > 0. Se 𝑢 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁), então max {𝑢, 𝑎} ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁).

Além disso, os itens (ii) e (iii) acima também valem para 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁).

O item (i) foi provado em (MAEKAWA; TERASAWA, 2006, Proposição 2.2). A afirmação (ii)
segue de (FUJISHIMA; IOKU, 2018, Observação 2.1) e (iii) segue de (SUZUKI, 2019, Lema
2.5-(ii)).

Em nossas estimativas do semigrupo do calor usamos as fornecidas pelo lema abaixo.

Lema 2.4.8 As seguintes afirmações são válidas:

(i) Seja 1 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑞2 ≤ ∞. Então existe uma constante 𝐶 = 𝐶(𝑁, 𝑞1, 𝑞2) > 0 tal que para
𝜑 ∈ 𝐿𝑞1

𝑢𝑙(R𝑁),

‖𝑆(𝑡)𝜑‖𝐿𝑞2
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ≤ 𝐶

[︃
1 + 𝑡

− 𝑁
2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁]︃
‖𝜑‖𝐿𝑞1

𝑢𝑙
(R𝑁 ) para todo 𝑡 > 0.

Conseqüentemente,

‖𝑆(𝑡)𝜑‖𝐿𝑞2
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ≤ 𝐶𝑡
− 𝑁

2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
‖𝜑‖𝐿𝑞1

𝑢𝑙
(R𝑁 ) para 0 < 𝑡 < 𝑡0.
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(ii) Seja 1 ≤ 𝑞1 < 𝑞2 ≤ ∞. Então, para cada 𝜑 ∈ ℒ𝑞1
𝑢𝑙(R𝑁) e 𝐶* > 0, existe 𝑡0 = 𝑡0(𝐶*, 𝜑)

tal que
‖𝑆(𝑡)𝜑‖𝐿𝑞2

𝑢𝑙
(R𝑁 ) ≤ 𝐶*𝑡

− 𝑁
2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
para 0 < 𝑡 < 𝑡0.

Além disso, a constante 𝐶* > 0 pode ser escolhida arbitrariamente pequena.

A prova do Lema 2.4.8 é baseada em (MAEKAWA; TERASAWA, 2006, Corolário 3.1), (ARRIETA

et al., 2004, Proposição 2.1), (BREZIS; CAZENAVE, 1996, Lema 8) e (GIRAUDON; MIYAMOTO,
2022, Proposições 2.4 e 2.5).

O resultado a seguir estabelece uma relação entre o semigrupo de calor e as funções
convexas (côncavas) e segue diretamente da desigualdade de Jensen.

Lema 2.4.9 Sejam 𝑎 ≥ 0, 𝜑 ∈ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁) e 𝜑 ≥ 𝑎 em R𝑁 .

(i) Suponha que 𝐽 : [𝑎,+∞) → [0,+∞) é uma função convexa. Se 𝐽(𝜑) ∈ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁),

então
𝐽 [𝑆(𝑡)𝜑] ≤ 𝑆(𝑡)[𝐽(𝜑)] em R𝑁 × (0,+∞).

(ii) Suponha que 𝐺 : [𝑎,+∞) → [0,+∞) é uma função côncava. Se 𝐺(𝜑) ∈ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁),

então
𝐺[𝑆(𝑡)𝜑] ≥ 𝑆(𝑡)[𝐺(𝜑)] em R𝑁 × (0,+∞).

Precisamos também do seguinte resultado, veja (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022,
Lema 4.1).

Lema 2.4.10 Assuma que 𝜑 ∈ 𝐿1
𝑢𝑙

(︁
R𝑁

)︁
e 0 < 𝛾 < 𝑁 . Então existe uma constante 𝐶 =

𝐶(𝑁, 𝛾) > 0 tal que

𝑆 (𝑡) |·|−𝛾 𝑆 (𝑠)𝜑 ≤ 𝐶
(︂1
𝑡

+ 1
𝑠

)︂𝛾/2
𝑆 (𝑡+ 𝑠)𝜑

para todo 𝑡, 𝑠 > 0.

2.4.4 Algumas desigualdades

Esta seção tem como objetivo enunciar algumas desigualdades que serão utilizadas ao
decorrer deste trabalho. A prova destas podem ser encontradas em (BREZIS, 2010).
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Teorema 2.4.11 (Desigualdade de Jensen’s). Seja 𝑋 um conjunto dotado de uma medida
positiva 𝜇 tal que

∫︁
𝑋
𝑑𝜇 = 1 e seja 𝐹 : R → R uma função convexa. Então para cada

𝑓 ∈ 𝐿1(𝑋, 𝑑𝜇) tal que 𝐹 (𝑓) ∈ 𝐿1(𝑋, 𝑑𝜇), temos

𝐹
(︂∫︁

𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥)

)︂
≤
∫︁
𝑋
𝐹 (𝑓(𝑥))𝑑𝜇(𝑥).

Corolário 2.4.12 Sejam Ω ⊂ R𝑁 um subconjunto aberto, 𝜙 ∈ 𝐿1(Ω) uma função não
negativa tal que

∫︁
Ω
𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = 1 e 𝐹 : R → R uma função convexa. Então

𝐹
(︂∫︁

Ω
𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥

)︂
≤
∫︁

Ω
𝐹 (𝑓(𝑥))𝜙(𝑥)𝑑𝑥,

para todo 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω) tal que 𝑓𝜙 ∈ 𝐿1(Ω) e 𝐹 (𝑓)𝜙 ∈ 𝐿1(Ω).

Lema 2.4.13 (Desigualdade de Gronwall). Sejam 𝑇 > 0;𝐴 ≥ 0 e 𝑓 ∈ 𝐿1(0;𝑇 ) uma função
não negativa. Considere uma função não negativa 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]) tal que

𝜙(𝑡) ≤ 𝐴+
∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑠)𝜙(𝑠)𝑑𝑠,

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Então,
𝜙(𝑡) ≤ 𝐴 exp

(︂∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑠)𝑑𝑠

)︂
,

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Usamos o seguinte Lema de Gronwall singular, veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996, pág. 288)

Lema 2.4.14 (Desigualdade de Gronwall singular). Sejam 𝑇 > 0, 𝐴 > 0, 0 < 𝛼, 𝛽 ≤ 1 e seja
𝑓 uma função não negativa com 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(0, 𝑇 ) para algum 𝑝 > 1 tal que 𝑝′ max {𝛼, 𝛽} < 1.
Considere uma função não negativa 𝜙 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ) tal que

𝜙(𝑡) ≤ 𝐴𝑡−𝛼 +
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)−𝛽𝑓(𝑠)𝜙(𝑠)𝑑𝑠, para quase todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Então existe uma constante 𝐶 > 0, dependendo apenas de 𝑇, 𝛼, 𝛽, 𝑝 e ‖𝑓‖𝐿𝑝 , tal que

𝜙(𝑡) ≤ 𝐴𝐶𝑡−𝛼,

para quase todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
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3 EXISTÊNCIA DE UM SEGUNDO VALOR CRÍTICO PARA UM PROBLEMA

PARABÓLICO NÃO LINEAR EM ESPAÇOS DE LEBESGUE

Neste capítulo, estudamos a existência local de soluções (sem restrições de sinal) para uma
equação parabólica ponderada no tempo. Como consequência de nossos resultados, conside-
rando o comportamento adequado dos dados iniciais não negativos, obtemos a existência de
um segundo valor crítico para a existência (ou não) de uma solução local.

3.1 INTRODUÇÃO

Seja Ω ⊂ R𝑁 um domínio (limitado ou ilimitado) com fronteira 𝜕Ω suave sempre que
existir. A existência local de soluções não negativas do problema parabólico não linear⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑢) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(3.1)

com 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0, 1 ≤ 𝑟 < ∞ foi completamente
caracterizado por Laister et al. em (LAISTER et al., 2016) no caso de Ω ser limitado ou Ω = R𝑁 .
Eles mostraram a existência de um valor crítico

𝑝* = 1 + 2𝑟
𝑁

(3.2)

obtendo o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 (LAISTER et al., 2016) Seja 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua e
não decrescente.

(i) Quando Ω é um domínio limitado.

a) O problema (3.1) possui uma solução local para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) se, e somente
se,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) < ∞, se 𝑟 > 1, (3.3)

b) O problema (3.1) possui solução local para cada 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω) se, e somente se,
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞, onde 𝐹 (𝜎) = sup
1≤𝑡≤𝜎

𝑓(𝑡)/𝑡, se 𝑟 = 1. (3.4)
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(ii) Quando Ω = R𝑁 , as afirmações (a) e (b) permaneceram válidas se substituirmos as
condições (3.3) e (3.4) por

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) < ∞ e lim sup

𝑡→0
𝑓(𝑡)/𝑡 < ∞, se 𝑟 > 1,

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐺(𝜎)𝑑𝜎 < ∞ e lim sup
𝑡→0

𝑓(𝑡)/𝑡 < ∞, se 𝑟 = 1,

respectivamente, onde 𝐺(𝜎) = sup0<𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)/𝑡.

Além disso, quando a condição (3.3) não é válida, ou seja, lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) = +∞, então

existe um dado inicial não negativo adequado 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) de modo que o problema (3.1)
não admita uma solução local não negativa. Assim, naturalmente, surgem as duas questões
seguintes:

• O que acontece com a existência local de soluções neste caso?

• É possível definir uma classe de dados iniciais onde a existência local de soluções seja
válida?

Até onde se sabe, existem poucos resultados sobre isso e apenas no caso 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑞 > 1 veja
(HARAUX; WEISSLER, 1982), (MIYAMOTO, 2021).

Para responder às questões levantadas, consideramos dados iniciais nos conjuntos ℐ𝜌,𝑟 e
ℐ𝜌,𝑟, onde

ℐ𝜌,𝑟 = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≤ 𝐾 𝜒𝐵𝑎(𝑥) q.t.p. em Ω, para alguns 𝐾, 𝑎 > 0},

ℐ𝜌,𝑟 = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≥ 𝐾𝜒𝐵𝑎(𝑥) q.t.p. em Ω, para alguns 𝐾, 𝑎 > 0},

para 0 < 𝜌 < 𝑁 e 𝑟 ≥ 1. A condição 0 < 𝜌 < 𝑁 garante que | · |−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎 ∈ 𝐿𝑟(Ω). Como
consequência do nosso resultado, encontramos um novo expoente crítico quando 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑞 >

1, veja Observação 3.3.2(i), que é dado por

𝜌* = 2𝑟
𝑞 − 1 . (3.5)

Diremos que 𝜌* é o segundo valor crítico.
Os conjuntos ℐ𝜌,𝑟 e ℐ𝜌,𝑟 são inspirados nos conjuntos considerados por Lee e Ni (LEE; NI,

1992) e Wang (WANG, 1993).
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Os argumentos usados para tratar com o problema (3.1) também podem ser usados para
resolver o problema parabólico ponderado no tempo⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = ℎ(𝑡)𝑔(𝑢) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 em Ω,

(3.6)

onde Ω ⊂ R𝑁 é um domínio limitado com fronteira 𝜕Ω suave ou Ω = R𝑁 , 𝑔 ∈ 𝐶(R), ℎ ∈

𝐶((0,+∞)) uma função de peso geral, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) sem a restrição de sinal com 1 ≤ 𝑟 < ∞

e 𝑇 > 0.
Neste capítulo, determinamos condições para a existência e não existência de soluções do

problema (3.1) e (3.6) considerando um comportamento adequado dos dados iniciais, para
obter um segundo valor crítico, que determina a existência (ou não) de uma solução local
𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)). Antes disso, definimos o que entendemos por solução do problema
(3.1) e (3.6).

Definição 3.1.2 Sejam 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟 (Ω) com 1 ≤ 𝑟 < ∞, 𝑔 ∈ 𝐶(R) e ℎ ∈ 𝐶((0,+∞)). Uma
função mensurável 𝑢 definida q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ), para algum 𝑇 > 0, é chamada de solução
local do problema (3.6) se

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ (𝜎) 𝑔 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 = F (𝑢, 𝑢0) (3.7)

q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ) e 𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)). Aqui {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 denota o semigrupo do calor.
Quando 𝑢0 ≥ 0 e 𝑔|[0,∞) ∈ 𝐶([0,+∞)) dizemos que 𝑢 é uma solução não negativa se

(3.7) for válido e 𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)).

O presente capítulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 3.2 apresentamos
alguns resultados preliminares e enunciamos os resultados obtidos. Após isso, demonstramos
os teoremas na Seção 3.3.

3.2 RESULTADOS PRELIMINARES

3.2.1 Resultado de existência

Para os resultados da existência local, usamos o método de super e subsolução, os quais
são entendidos no seguinte sentido.



40

Definição 3.2.1 Sejam 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟 (Ω) com 1 ≤ 𝑟 < ∞, 𝑔 ∈ 𝐶(R) e ℎ ∈ 𝐶((0,+∞)).
Dizemos que uma função 𝑤, definida q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ), é uma supersolução de (3.6) se
𝑤 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)) e F (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ), onde F é definido por (3.7).

As subsoluções de (3.6) são definidas da mesma forma com a desigualdade reversa.

O seguinte resultado é uma versão de (LAISTER; SIERŻȨGA, 2020, Teorema 2).

Lema 3.2.2 Assuma que 𝑔 ∈ 𝐶(R) é não decrescente, ℎ ∈ 𝐶((0,+∞)), e 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟 (Ω) com
1 ≤ 𝑟 < ∞. Se 𝑢 e 𝑢 são uma supersolução e uma subsolução do problema (3.6) em Ω×(0, 𝑇 ),
respectivamente, tal que 𝑢 ≥ 𝑢 com 𝑔(𝑢), 𝑔(𝑢) ∈ 𝐿𝑟(Ω) e ℎ(·) ‖𝑔(𝑢(·))‖𝐿𝑟 , ℎ(·) ‖𝑔(𝑢(·))‖𝐿𝑟 ∈

𝐿1((0, 𝑇 )), então existe uma solução 𝑢 do problema (3.6) definido em Ω × (0, 𝑇 ) tal que
𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢.

Demonstração. De (3.7), 𝑢 ≥ F (𝑢, 𝑢0), pois 𝑢 é uma supersolução de (3.6). Além disso, F
é não decrescente em 𝑢, pois 𝑔 é não decrescente, ℎ > 0 e pela propriedade de monotonici-
dade do semigrupo de calor {𝑆(𝑡)}𝑡≥0. Considere a sequência {𝑢𝑛}𝑛≥0, dada por 𝑢0 = 𝑢, e
F(𝑢𝑛−1, 𝑢0) = 𝑢𝑛 para cada 𝑛 ≥ 1. Como F é não decrescente e 𝑢 é uma subsolução com 𝑢 ≤ 𝑢

temos que a sequência {𝑢𝑛}𝑛≥0 é não crescente q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ) e 𝑢 ≥ 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢.
Seja 𝑢 (𝑥, 𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 (𝑥, 𝑡), sempre que o limite existir.

Pela continuidade da função 𝑔 segue que 𝑔(𝑢(𝑥, 𝑡)) = lim
𝑛→+∞

𝑔(𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)) q.t.p. em Ω ×

(0, 𝑇 ). Por outro lado, como 𝑔 é não decrescente, temos que 𝑔(𝑢) ≤ 𝑔(𝑢𝑛) ≤ 𝑔(𝑢). Daí,
|𝑔(𝑢𝑛)| ≤ max {|𝑔(𝑢)| , |𝑔(𝑢)|}, e vemos que 𝑔(𝑢𝑛) ∈ 𝐿𝑟(Ω) porque 𝑔(𝑢), 𝑔(𝑢) ∈ 𝐿𝑟(Ω). As-
sim, pelo Teorema da convergência dominada (veja Teorema 2.1.6) lim

𝑛→+∞
𝑔(𝑢𝑛(𝑡)) = 𝑔(𝑢(𝑡))

em 𝐿𝑟(Ω) q.t.p. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
Da expressão do semigrupo (2.7) e da estimativa (2.10) temos

‖𝑆(𝑡− 𝜎)𝑔(𝑢(𝜎)) − 𝑆(𝑡− 𝜎)𝑔(𝑢𝑛(𝜎))‖𝐿𝑟 ≤ ‖𝑔(𝑢(𝜎)) − 𝑔(𝑢𝑛(𝜎))‖𝐿𝑟 ,

para 0 < 𝜎 < 𝑡. Portanto, lim
𝑛→+∞

𝑆(𝑡 − 𝜎)𝑔(𝑢𝑛(𝜎)) = 𝑆(𝑡 − 𝜎)𝑔(𝑢(𝜎)) em 𝐿𝑟(Ω) q.t.p.
𝜎 ∈ (0, 𝑡). Além disso, usando novamente a estimativa (2.10) temos

‖𝑆(𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔(𝑢𝑛(𝜎))‖𝐿𝑟 ≤ ℎ(𝜎) ‖𝑔(𝑢𝑛(𝜎))‖𝐿𝑟

≤ ℎ(𝜎) ‖max {|𝑔(𝑢(𝜎))| , |𝑔(𝑢(𝜎))|}‖𝐿𝑟 ,

e ℎ(·) ‖𝑔(𝑢(·))‖𝐿𝑟 , ℎ(·) ‖𝑔(𝑢(·))‖𝐿𝑟 pertencem a 𝐿1((0, 𝑇 )) por hipótese. Usando novamente
o Teorema da convergência dominada, segue-se que∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔(𝑢(𝜎))𝑑𝜎 = lim

𝑛→+∞

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔(𝑢𝑛(𝜎))𝑑𝜎
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em 𝐿𝑟(Ω).
Portanto 𝑢 = lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = lim

𝑛→+∞
F
(︁
𝑢𝑛−1, 𝑢0

)︁
= F (𝑢, 𝑢0). Além disso, como |𝑢| ≤

max{|𝑢|, |𝑢|} e 𝑢, 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) concluímos que 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)). □

3.2.2 Resultado de não existência

Lema 3.2.3 Suponha que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é convexa com 𝑓(0) = 0 e 𝑢 : Ω × (0, 𝑇 ) →

[0,+∞) uma função mensurável finita. Então 𝑓(𝑆(𝑡)𝑢) ≤ 𝑓(𝑆(𝑡)𝑢).

Demonstração. Da desigualdade (2.8) temos que 0 < 𝜂 =
∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑑𝑦 ≤

∫︁
R𝑁
𝐾(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑑𝑦 =

1. Usando a expressão (2.7), a desigualdade de Jensen, a convexidade de 𝑓 e 𝑓(0) = 0, obte-
mos

𝑓(𝑆(𝑡)𝑢) = 𝑓
(︂∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑢(𝑦)𝑑𝑦

)︂
= 𝑓

(︃
𝜂
∫︁

Ω

𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)
𝜂

𝑢(𝑦)𝑑𝑦 + (1 − 𝜂)0
)︃

≤ 𝜂𝑓

(︃∫︁
Ω

𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)
𝜂

𝑢(𝑦)𝑑𝑦
)︃

≤
∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑓(𝑢(𝑦))𝑑𝑦 = 𝑆(𝑡)𝑓(𝑢)

para todo 𝑡 ≥ 0. □

A seguinte proposição é usada na prova de nossos resultados de inexistência. Sua prova
segue das ideias de (WEISSLER, 1980) e (WEISSLER, 1986) (veja também o Lema 15.6 em
(QUITTNER; SOUPLET, 2007)).

Proposição 3.2.4 Assuma ℎ ∈ 𝐶((0,+∞)), 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, convexa,
𝑓(0) = 0 e 𝑓(𝑠) > 0 para todo 𝑠 ≥ 𝑧0, para algum 𝑧0 > 0, tal que

∫︁ +∞

𝑧0

𝑑𝜎

𝑓(𝜎) < ∞. (3.8)

Sejam 𝑢0 : Ω → [0,+∞) e 𝑢 : Ω × (0, 𝑇 ) → [0,+∞) funções mensuráveis tais que

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎 q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ). (3.9)

Assuma também que 𝑢(𝑥, 𝑡) < ∞ q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ) e 𝑢0 ̸= 0. Então
∫︁ 𝜏

0
ℎ(𝜎)𝑑𝜎 ·

(︃∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑢0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎)

)︃−1

≤ 1

para todo 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ).
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Demonstração. Como 𝑓 é convexa, 𝑓(0) = 0, pelo Lema 3.2.3 obtemos

𝑓(𝑆(𝑡)𝑢) ≤ 𝑆(𝑡)𝑓(𝑢)

para todo 𝑡 > 0. De (3.9) e das propriedades do semigrupo, temos, para 0 < 𝑡 < 𝑠,

𝑆(𝑠− 𝑡)𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑠− 𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0 + 𝑆(𝑠− 𝑡)
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎

= 𝑆(𝑠)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑠− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎

= 𝑆(𝑠)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆(𝑠− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎

≥ 𝑆(𝑠)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑓(𝑆(𝑠− 𝜎)𝑢(𝜎))𝑑𝜎.

Logo,
𝑆(𝑠− 𝑡)𝑢(𝑡) ≥ Θ(·, 𝑡), (3.10)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑠) com 𝑠 ∈ (0, 𝑇 ), onde

Θ(·, 𝑡) := 𝑆(𝑠)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑓(𝑆(𝑠− 𝜎)𝑢(𝜎)) 𝑑𝜎 ≤ 𝑢(·, 𝑠) < ∞,

para todo (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑠).

Note que para 𝑥 ∈ Ω fixo a função 𝛽(𝑡) := Θ(𝑥, 𝑡) é absolutamente contínua em (0, 𝑠),
consequentemente é diferenciável q.t.p. em (0, 𝑠) e de (3.10) temos

𝛽′(𝑡) = ℎ(𝑡)𝑓(𝑆(𝑠− 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)) ≥ ℎ(𝑡)𝑓(𝛽(𝑡)) q.t.p. 𝑡 ∈ (0, 𝑠), (3.11)

pois 𝑓 é não decrescente.
Para 𝑧 ≥ 𝑧0, seja 𝐻 (𝑧) =

∫︁ +∞

𝑧

𝑑𝜎

𝑓 (𝜎) . De (3.8) e (3.11),

𝐻 ′ (𝛽 (𝑡)) = − 𝛽′ (𝑡)
𝑓 (𝛽 (𝑡)) ≤ −ℎ (𝑡) .

Integrando, obtemos

𝐻 (𝛽 (𝑠)) −𝐻 (𝛽 (0)) =
∫︁ 𝑠

0
𝐻 ′ (𝛽 (𝜇)) 𝑑𝜇 ≤ −

∫︁ 𝑠

0
ℎ (𝜇) 𝑑𝜇,

isto é, ∫︁ 𝑠

0
ℎ (𝜇) 𝑑𝜇 ≤

∫︁ +∞

𝛽(0)

𝑑𝜎

𝑓 (𝜎) −
∫︁ +∞

𝛽(𝑠)

𝑑𝜎

𝑓 (𝜎) ≤
∫︁ +∞

𝛽(0)

𝑑𝜎

𝑓 (𝜎) .

Portanto ∫︁ ∞

𝑆(𝑠)𝑢0

𝑑𝜎

𝑓(𝜎) ≥
∫︁ +∞

𝛽(0)

𝑑𝜎

𝑓(𝜎) ≥
∫︁ 𝑠

0
ℎ(𝜎)𝑑𝜎

e segue o resultado. □



43

3.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

3.3.1 Existência e não existência de soluções para dados inicias não negativas

Em nosso primeiro resultado, analisamos a existência de soluções não negativas. Estas
soluções são entendidas no sentido da Definição 3.1.2.

Teorema 3.3.1 Seja 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) convexa, não decrescente, 𝑓(0) = 0 e 0 < 𝜌 < 𝑁 .

(i) Assuma que exista 𝑝0 > 𝑝* tal que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) < ∞. Seja

𝑝inf = inf
{︃
𝑝 > 𝑝*; lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑓(𝑡) < ∞

}︃
e 0 < 𝜌 < 2𝑟/(𝑝inf−1). Então, para todo 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, o problema (3.1) possui uma solução
local não negativa em algum intervalo (0, 𝑇 ). Além disso, 𝑢 ∈ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(Ω)) e
‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟 para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) e alguma constante 𝐶 > 0.

(ii) Assuma que existe 𝑝0 > 𝑝* tal que lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) > 0. Se

𝑝sup = sup
{︂
𝑝 > 𝑝*; lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑓(𝑡) > 0

}︂
< ∞,

e 2𝑟/(𝑝sup − 1) < 𝜌 < 𝑁 , então para cada 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, o problema (3.1) não possui
solução local não negativa.

Observação 3.3.2 Alguns comentários sobre o Teorema 3.3.1 são:

(i) A condição 𝑝0 > 𝑝* implica que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) ≤ lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡). Portanto, o Teo-

rema 3.3.1 permanece válido quando lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) = +∞.

(ii) O Teorema 3.3.1 fornece resultados otimais. Por exemplo, suponha 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑡 ≥ 0,

com 𝑞 > 𝑝* e 𝑝* dado por (3.2). Então lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) = +∞ e a condição (3.3) não

é satisfeita, mas 𝑝sup = 𝑝inf = 𝑞 e o Teorema 3.3.1 implica que:

• Se 0 < 𝜌 < 𝜌* e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, então existe uma solução local não negativa de (3.1).

• Se 𝜌* < 𝜌 < 𝑁 e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, então não existe uma solução local não negativa de
(3.1).

Assim, o valor 𝜌* = 2𝑟/(𝑞−1), dado por (3.5), é o segundo valor crítico para a existência
de soluções locais não negativas.

Uma situação semelhante ocorre se 𝑓(𝑡) = (1 + 𝑡)𝑞[ln(1 + 𝑡)]𝑠 com 𝑠 ≥ 1, 𝑞 > 𝑝*.
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(iii) A condição de convexidade de 𝑓 e 𝑓(0) = 0 é exigida em (i) para garantir que a função
𝑡 ∈ (0,+∞) ↦→ 𝑓(𝑡)/𝑡 esteja bem definida e é não decrescente, e em (ii) para mostrar
a estimativa 𝑓(𝑆(𝑡)𝑢0) ≤ 𝑆(𝑡)𝑓(𝑢0), veja a prova do Lema 3.2.3 e da Proposição 3.2.4.

(iv) A condição lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) > 0, para algum 𝑝0 > 𝑝*, implica que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) =

+∞, mas a recíproca não é verdadeira. De fato, argumentamos por contradição, suponha
que lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡) < ∞, então 𝑓 (𝑡) ≤ 𝐶𝑡𝑝

* para 𝑡 suficientemente grande e alguma
constante 𝐶 > 0. Assim, 𝑡−𝑝0𝑓 (𝑡) ≤ 𝐶𝑡𝑝

*−𝑝0 para 𝑡 grande e tomando 𝑡 → +∞

concluímos que lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) ≤ 0 temos uma contradição.

(v) A condição lim sup
𝑡→+∞

𝑡−(1+2/𝑁)𝑓(𝑡) = +∞ implica
∫︁ +∞

1
𝑡−(1+2/𝑁)𝐺(𝑡)𝑑𝑡 = +∞. Mas, a

implicação inversa não é necessariamente válida. Portanto, o caso 𝑟 = 1 pode ser me-
lhorado. Com efeito, como 𝑓 é convexa, não decrescente e 𝑓(0) = 0 temos que 𝐺(𝑠) =

𝑓(𝑠)/𝑠 então fazendo a prova por contrapositiva, suponha que
∫︁ +∞

1
𝑠−(1+ 2

𝑁 )𝐺 (𝑠) 𝑑𝑠 <

∞, para 𝑠 > 𝑡 > 1 suficientemente grande, então

∞ >
∫︁ +∞

1
𝑠−(1+ 2

𝑁 )𝐺 (𝑠) 𝑑𝑠 =
∫︁ +∞

1
𝑠−(1+ 2

𝑁 )𝑓 (𝑠)
𝑠

𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

1
𝑠−(2+ 2

𝑁 )𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠

≥
∫︁ +∞

𝑡
𝑠−(2+ 2

𝑁 )𝑓 (𝑠) 𝑑𝑠

≥ 𝑓 (𝑡)
∫︁ +∞

𝑡
𝑠−(2+ 2

𝑁 )𝑑𝑠

= 𝑡−(1+2/𝑁)

1 + 2
𝑁

𝑓 (𝑡) .

Demonstração do Teorema 3.3.1.

(i) Como 𝑓 é convexa e 𝑓(0) = 0 a função 𝑡 ∈ (0,+∞) ↦→ 𝑓(𝑡)/𝑡 é não decrescente.
Assim, a função 𝐺 : (0,+∞) → [0,+∞) dada por 𝐺 (𝑡) = 𝑓(𝑡)/𝑡 está bem definida.

Como
𝑝inf = inf

{︃
𝑝 > 𝑝*; lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑓(𝑡) < ∞

}︃
da definição de ínfimo, seja 𝜖 > 0, existe 𝑝0 > 𝑝* tal que lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) < ∞ e

𝑝0 < 𝑝inf + 𝜖. Então existe 𝑡0 > 1 de modo que 𝑓(𝑡) ≤ 𝜂𝑡𝑝0 para algum 𝜂 > 0 e todo
𝑡 ≥ 𝑡0. Assim,∫︁ +∞

1
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌 )𝐺 (𝜎) 𝑑𝜎 =
∫︁ 𝑡0

1
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌 )𝐺 (𝜎) 𝑑𝜎 +
∫︁ +∞

𝑡0
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌 )𝐺 (𝜎) 𝑑𝜎

≤ 𝐶 + 𝜂
∫︁ +∞

𝑡0
𝜎−2− 2𝑟

𝜌
+𝑝0𝑑𝜎 < ∞,

(3.12)
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pois 𝑝0 < 𝑝inf + 𝜖 < 1 + 2𝑟/𝜌 se 𝜖 > 0 é suficientemente pequeno.

Seja 𝑤 (𝑡) = 𝐴𝑆 (𝑡)𝑢0 com 𝐴 > 1, e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, isto é, existe uma constante 𝐾 > 0

tal que 0 ≤ 𝑢0 ≤ 𝐾1/𝑟 |·|−𝜌/𝑟 𝜒𝐵𝑎 . Se 𝑢0 = 0 então 𝑢 = 0 é uma solução, já que
𝑓(0) = 0. Assim, podemos assumir que 𝑢0 ̸= 0. Do Lema 2.4.6 temos ‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿∞ ≤

𝐶0𝐾
1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟. Portanto,

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎 =

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝐴𝑆 (𝜎)𝑢0) 𝑑𝜎

=
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺 (𝐴𝑆 (𝜎)𝑢0)𝐴𝑆 (𝜎)𝑢0𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺 (‖𝐴𝑆 (𝜎)𝑢0‖𝐿∞)𝐴𝑆 (𝜎)𝑢0𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝐴𝑆 (𝜎)𝑢0𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑆 (𝑡)𝑢0

∫︁ 𝑡

0
𝐺
(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎

= 𝑤(𝑡)(𝐴𝐶0)2𝑟/𝜌𝐾2/𝜌
(︁

2𝑟
𝜌

)︁ ∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺(𝜎)𝑑𝜎.

(3.13)
Então, de (3.12) e (3.13) temos

F (𝑤, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤ 𝑆 (𝑡)𝑢0 + 𝑤(𝑡)(𝐴𝐶0)2𝑟/𝜌𝐾2/𝜌
(︃

2𝑟
𝜌

)︃∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺(𝜎)𝑑𝜎

=
[︃

1
𝐴

+ (𝐴𝐶0)2𝑟/𝜌𝐾2/𝜌
(︃

2𝑟
𝜌

)︃∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)𝐺(𝜎)𝑑𝜎

]︃
𝑤 (𝑡)

≤ 𝑤 (𝑡) ,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) com 𝑇 > 0 suficientemente pequeno. Assim, F (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 em (0, 𝑇 ) e
𝑤 é uma supersolução de (3.1) em (0, 𝑇 ).

Como 𝑓(0) = 0 vemos que 𝑣 = 0 é uma subsolução de (3.1). Além disso, usando a
estimativa (2.10) temos que

∫︁
Ω

|𝑓(𝑤(𝑡))|𝑟 𝑑𝑥 =
∫︁

Ω

(𝑓(𝐴𝑆(𝑡)𝑢0))𝑟
(𝐴𝑆(𝑡)𝑢0)𝑟

(𝐴𝑆(𝑡)𝑢0)𝑟𝑑𝑥

≤
∫︁

Ω

[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟

(𝐴𝑆(𝑡)𝑢0)𝑟𝑑𝑥

=
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟 ∫︁

Ω
|𝐴𝑆(𝑡)𝑢0|𝑟 𝑑𝑥

=
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟

‖𝐴𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑟𝐿𝑟

≤
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟
𝐶𝐴𝑟 ‖𝑢0‖𝑟𝐿𝑟 .
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Então, da condição integral (3.12) temos que∫︁ 𝑇

0
‖𝑓(𝑤(𝜎))‖𝐿𝑟 𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴 ‖𝑢0‖𝐿𝑟

∫︁ 𝑇

0
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎

= 𝐶𝐴 ‖𝑢0‖𝐿𝑟
2𝑟
𝜌

(𝐴𝐶0𝐾
1/𝑟)2𝑟/𝜌

∫︁ +∞

𝐴𝐶0𝐾1/𝑟𝑇−𝜌/2𝑟
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)𝐺(𝜎)𝑑𝜎 < ∞,

e ∫︁ 𝑇

0
‖𝑓(𝑣(𝜎))‖𝐿𝑟 𝑑𝜎 =

∫︁ 𝑇

0
‖𝑓(0)‖𝐿𝑟 𝑑𝜎 < ∞.

Portanto 𝑓(𝑤(𝑡)), 𝑓(𝑣(𝑡)) ∈ 𝐿𝑟(Ω) e ‖𝑓(𝑤(·))‖𝐿𝑟 , ‖𝑓(𝑣(·))‖𝐿𝑟 ∈ 𝐿1((0, 𝑇 )). Do Lema
3.2.2, com ℎ ≡ 1, 𝑔 ∈ 𝐶(R) definido por 𝑔(𝑡) = 0, 𝑡 ≤ 0 e 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) para 𝑡 > 0,
concluímos que existe uma solução do problema (3.1) tal que 0 = 𝑣 ≤ 𝑢 ≤ 𝑤 em (0, 𝑇 ).
Além disso, ‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ ‖𝑤(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟 para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) para alguma constante
𝐶 > 0.

(ii) Seja 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, ou seja, 𝑢0 ≥ 𝐾1/𝑟| · |−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎 = 𝑣0, onde 𝐵𝑎 ⊂ Ω. Observe que
𝑣0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) pois 0 < 𝜌 < 𝑁 .

Argumentamos por contradição e supomos que existe uma solução local não negativa 𝑢
de (3.1) com condição inicial 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, isto é,

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) para algum 𝑇 > 0. Daí

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑡)𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎 (3.14)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Note que o Lema 2.4.6 implica que 𝑆(𝑡)𝑣0 ∈ 𝐿∞(Ω) para todo 𝑡 > 0. Além disso,
pelo Lema 2.4.4, temos que 𝑆(𝑡)𝑣0 ≥ 𝑐′

𝑁 𝑡
− 𝜌

2𝑟𝜒√
𝑡, para todo 0 < 𝑡 < min{(𝑎/3)2, 𝑇}.

Portanto,
‖𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑐′

𝑁 𝑡
−𝜌/2𝑟, (3.15)

para todo 0 < 𝑡 < min{(𝑎/3)2, 𝑇}.

Como
𝑝sup = sup

{︂
𝑝 > 𝑝*; lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑓(𝑡) > 0

}︂
< ∞,

da definição de supremo, tomando 𝜖 suficientemente pequeno tal que 0 < 𝜖 < 𝑝sup −

1 − 2𝑟/𝜌. Existe 𝑝0 > 𝑝* tal que lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) > 0 e 𝑝sup < 𝑝0 + 𝜖. Assim, existe
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uma constante 𝜂 > 0 tal que 𝑓(𝑡) ≥ 𝜂𝑡𝑝0 para 𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 1 para alguma constante 𝑡0. De
(3.15), vemos que existe 𝜏0 tal que ‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑡0 para todo 0 < 𝜏 ≤ 𝜏0. Usando
novamente (3.15), temos∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎) ≤ 1
𝜂

∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝜎𝑝0

= 1
𝜂(𝑝0 − 1)‖𝑆(𝜏)𝑣0‖1−𝑝0

𝐿∞

≤ 1
𝜂(𝑝0 − 1)‖𝑆(𝜏)𝑣0‖1−𝑝sup+𝜖

𝐿∞

≤ (𝑐′
𝑁)1−𝑝sup+𝜖

𝜂(𝑝0 − 1) 𝜏−𝜌(1−𝑝sup+𝜖)/2𝑟

Assim, de (3.14) e da Proposição 3.2.4, segue que

1 ≥ 𝜏

(︃∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎)

)︃−1

≥ 𝜂(𝑝0 − 1)(𝑐′
𝑁)−(1−𝑝sup+𝜖)𝜏 1+𝜌(1−𝑝sup+𝜖)/2𝑟

para todo 0 < 𝜏 ≤ min{𝜏0, (𝑎/3)2, 𝑇}. Isso é uma contradição para 𝜏 suficientemente
pequeno, pois 1 + 𝜌(1 − 𝑝sup + 𝜖)/2𝑟 < 0.

□

3.3.2 Existência e não existência de soluções para dados inicias que mudam de

sinal

Assumindo que 𝑔 ∈ 𝐶(R𝑁) é localmente Lipschitz, não decrescente e 𝑔(0) = 0 estão bem
definidas as funções não decrescentes 𝐺,𝐿 : [0,+∞) → [0,+∞) dadas por

𝐺(𝑠) = sup
0<|𝑡|≤𝑠

𝑔 (𝑡)
𝑡
, 𝑠 > 0; 𝐺(0) = 0, (3.16)

𝐿 (𝑠) = sup
|𝑢|,|𝑣|≤𝑠

𝑢̸=𝑣

𝑔 (𝑢) − 𝑔 (𝑣)
𝑢− 𝑣

, 𝑠 > 0; 𝐿(0) = 0.

Estas funções foram usadas por Laister e Sierżęga em (LAISTER; SIERŻȨGA, 2020) para mostrar
a existência e unicidade de uma solução local para o problema (3.6), com ℎ ≡ 1 e 𝑢0 ∈ 𝐿1(R𝑁),
sob a condição integral ∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐺(𝜎)𝑑𝜎 < ∞. (3.17)

Como no Teorema 3.3.1, analisamos o problema (3.6) para 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟 e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟. Obtemos
o seguinte resultado.

Teorema 3.3.3 Sejam 𝑔 ∈ 𝐶(R) e ℎ ∈ 𝐶((0,+∞)).
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(i) Suponha que 𝑔 seja localmente lipschitz, não decrescente e 𝑔(0) = 0. Para cada 𝑢0 ∈

𝐿𝑟(Ω), com |𝑢0| ∈ ℐ𝜌,𝑟 e 0 < 𝜌 < 𝑁 , o problema (3.6) possui uma solução local em
algum intervalo (0, 𝑇 ) se as seguintes condições forem válidas∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)ℎ

(︁
(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟)2𝑟/𝜌𝜎−2𝑟/𝜌
)︁
𝐺 (𝜎) 𝑑𝜎 < ∞, (3.18)

onde 𝐴 > 1, 𝐶0 é dado pelo Lema 2.4.6 (para 𝑞1 = 𝑞2 = ∞) e 𝐾 é a constante de |𝑢0|

no conjunto ℐ𝜌,𝑟. Além disso, 𝑢 ∈ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(Ω)) e existe uma constante 𝐶 > 0

tal que 𝑡𝜌/2𝑟‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶 para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

(ii) Assuma que a restrição 𝑔|[0,+∞) é não decrescente, convexa, 𝑔(0) = 0 e

𝑝sup = sup
{︂
𝑝 > 𝑝*; lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝𝑔(𝑡) > 0

}︂
< ∞.

Se existe 0 < 𝜖 < 𝑝sup − 1 tal que

lim sup
𝑡−→0+

𝑡−
𝜌

2𝑟
(𝑝sup−1−𝜖)

∫︁ 𝑡

0
ℎ (𝜎) 𝑑𝜎 = +∞, (3.19)

então para cada 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟, 0 < 𝜌 < 𝑁 , o problema (3.6) não possui solução local não
negativo.

Observação 3.3.4 A seguir são dados alguns comentários sobre o Teorema 3.3.3.

(i) De (3.17) e (3.18) vemos que∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)𝐺(𝜎)𝑑𝜎 <

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐺(𝜎)𝑑𝜎,

quando 𝑟 = 1 e ℎ ≡ 1. Portanto, sob as hipóteses do Teorema 3.3.3 pode-se obter uma
solução do problema (3.6) para 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,1 mesmo se (3.17) não é válido.

(ii) Se 𝑔(𝑡) = |𝑡|𝑞−1𝑡, 𝑡 ∈ R, 𝑞 ≥ 𝑝*, então 𝐺(𝑠) = 𝑠𝑞−1 e a condição (3.18) é satisfeita,
para ℎ ≡ 1, quando 𝜌(𝑞 − 1)/2 < 𝑟. Assim, o Teorema 3.3.3 nos permite obter uma
solução local para dados iniciais no conjunto ℐ𝜌,𝑟 quando 1 ≤ 𝑟 < 𝑁(𝑞− 1)/2 e o caso
duplamente crítico 𝑟 = 𝑁(𝑞 − 1)/2 = 1.

(iii) Se 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é convexa com 𝑓(0) = 0, então definindo 𝑔(𝑡) = 0 para 𝑡 ≤ 0 e
𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) para 𝑡 > 0 temos que 𝑔 é contínua e

𝐺(𝑠) = sup
0<|𝑡|≤𝑠

𝑔(𝑡)
𝑡

= sup
0<𝑡≤𝑠

𝑓(𝑡)
𝑡

= 𝑓(𝑠)
𝑠
.

Assim, pelo Teorema 3.3.3, assumindo as hipóteses do Teorema 3.3.1, com ℎ(𝑡) = 𝑡𝛽,
𝛽 > −1, temos:
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• Se 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟 e 0 < 𝜌 < 2𝑟(𝛽 + 1)/(𝑝inf − 1) então o problema (3.6) admite uma
solução não negativa.

• Se 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟 e 2𝑟(𝛽 + 1)/(𝑝sup − 1) < 𝜌 < 𝑁 , então problema (3.6) não admite
uma solução local não negativa.

Em particular, quando 𝛽 = 0 recuperamos o Teorema 3.3.1, e para 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑞 > 1 o
segundo valor crítico é dado por 𝜌* = 2𝑟(𝛽 + 1)/(𝑞 − 1), veja Observação 3.3.2(ii).

Demonstração do Teorema 3.3.3.

(i) Adaptamos a prova do Teorema 3.3.1-(i) para obter uma solução para dados iniciais com
sinal indefinido. Para fazer isso, mostramos que para |𝑢0| ∈ ℐ𝜌,𝑟 e 𝐴 > 1, as funções
𝑤(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0| e 𝑣(𝑡) = −𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0| são, respectivamente, uma supersolução e uma
subsolução de (3.6).

Observe que tomando 𝑡 = 𝑠 em (3.16), temos

𝑔(𝑠) ≤ 𝑠𝐺(𝑠), 𝑠 ≥ 0, (3.20)

e tomando 𝑡 = −𝑠, segue que

𝑔(𝑠) ≥ 𝑠𝐺(−𝑠), 𝑠 ≤ 0. (3.21)

Argumentando da mesma forma que na derivação de (3.13), usando a desigualdade
(3.20) e a estimativa ‖𝑆(𝜎)|𝑢0|‖𝐿∞ ≤ 𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟, obtemos∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎 =

∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑔 (𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|) 𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺 (𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|)𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺 (‖𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|‖𝐿∞)𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑆 (𝑡) |𝑢0|
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎

= 𝑤(𝑡)
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎.

(3.22)
Assim, pela desigualdade (3.18) e (3.22)

F (𝑤, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤ 𝑆 (𝑡) |𝑢0| + 𝑤(𝑡)
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐾1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟

)︁
𝑑𝜎

≤
(︂ 1
𝐴

+
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎
)︂
𝑤 (𝑡)

≤ 𝑤 (𝑡) ,
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para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) com 𝑇 > 0 suficientemente pequeno. Portanto, F (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 em (0, 𝑇 )

e 𝑤 é uma supersolução de (3.6) em (0, 𝑇 ).

Agora, usando (3.21) e argumentando da mesma forma que na derivação de (3.22),
temos∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔 (𝑣 (𝜎)) 𝑑𝜎 =

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔 (−𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|) 𝑑𝜎

≥ −
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺 (𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|)𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|𝑑𝜎

≥ −
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺 (‖𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|‖𝐿∞)𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|𝑑𝜎

≥ −
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆 (𝑡− 𝜎)𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑠−𝜌/2𝑟)[𝐴𝑆 (𝜎) |𝑢0|]𝑑𝜎

≥ −𝐴𝑆 (𝑡) |𝑢0|
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎

= 𝑣(𝑡)
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎

e assim

F (𝑣, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ(𝜎)𝑔 (𝑣 (𝜎)) 𝑑𝜎

≥ −𝑆 (𝑡) |𝑢0| + 𝑣(𝑡)
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎

≥
(︂ 1
𝐴

+
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝐺

(︁
𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟
)︁
𝑑𝜎
)︂
𝑣 (𝑡)

≥ 𝑣 (𝑡) ,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) com 𝑇 > 0 suficientemente pequeno. Portanto, F (𝑣, 𝑢0) ≥ 𝑣 em (0, 𝑇 )

e 𝑣 é uma subsolução de (3.6) em (0, 𝑇 ). Além disso, usando a estimativa (2.10) temos
∫︁

Ω
|𝑔(𝑤(𝑡))|𝑟 𝑑𝑥 ≤

∫︁
Ω

[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟

|𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0||𝑟𝑑𝑥

=
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟 ∫︁

Ω
|𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0||𝑟 𝑑𝑥

=
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟

‖𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0|‖𝑟𝐿𝑟

≤
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟
𝐶𝐴𝑟 ‖𝑢0‖𝑟𝐿𝑟 ,

e ∫︁
Ω

|𝑔(𝑣(𝑡))|𝑟 𝑑𝑥 ≤
∫︁

Ω

[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟

|𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0||𝑟𝑑𝑥

=
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟 ∫︁

Ω
|𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0||𝑟 𝑑𝑥

=
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟

‖𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0|‖𝑟𝐿𝑟

≤
[︁
𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟)
]︁𝑟
𝐶𝐴𝑟 ‖𝑢0‖𝑟𝐿𝑟 .
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Pela condição integral (3.18) temos que
∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝜎) ‖𝑔(𝑤(𝜎))‖𝐿𝑟 𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴 ‖𝑢0‖𝐿𝑟

∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝜎)𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎

= 𝐶𝐴 ‖𝑢0‖𝐿𝑟
2𝑟
𝜌

(𝐴𝐶0𝐾
1/𝑟)2𝑟/𝜌

×
∫︁ +∞

𝐴𝐶0𝐾1/𝑟𝑇−𝜌/2𝑟
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)ℎ((𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟)2𝑟/𝜌𝜎−2𝑟/𝜌)𝐺(𝜎)𝑑𝜎 < ∞,

e ∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝜎) ‖𝑔(𝑣(𝜎))‖𝐿𝑟 𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴 ‖𝑢0‖𝐿𝑟

∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝜎)𝐺(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎

= 𝐶𝐴 ‖𝑢0‖𝐿𝑟
2𝑟
𝜌

(𝐴𝐶0𝐾
1/𝑟)2𝑟/𝜌

×
∫︁ +∞

𝐴𝐶0𝐾1/𝑟𝑇−𝜌/2𝑟
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)ℎ((𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟)2𝑟/𝜌𝜎−2𝑟/𝜌)𝐺(𝜎)𝑑𝜎 < ∞.

Conseqüentemente 𝑔(𝑤(𝑡)), 𝑔(𝑣(𝑡)) ∈ 𝐿𝑟(Ω) e ℎ(·) ‖𝑔(𝑤(·))‖𝐿𝑟 , ℎ(·) ‖𝑔(𝑣(·))‖𝐿𝑟 ∈

𝐿1((0, 𝑇 )). Portanto, o Lema 3.2.2 garante que o problema (3.6) admite uma solução
definida em (0, 𝑇 ) e 𝑣(𝑡) ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). Portanto, |𝑢(𝑡)| ≤ 𝐴𝑆(𝑡)|𝑢0|

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), e
‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐴 ‖𝑆(𝑡)|𝑢0|‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟

para alguma constante 𝐶 > 0.

(ii) Seja 𝑢0 ∈ ℐ𝜌,𝑟 com 0 < 𝜌 < 𝑁 , isto é, 𝑢0 ≥ 𝐾|𝑥|−𝜌/𝑟𝜒𝑎 = 𝑣0 e seja 𝑓 = 𝑔|[0,+∞).
Então 𝑣0 ∈ 𝐿𝑟(Ω).

Argumentamos por contradição e assumimos que existe uma solução local 𝑢 não negativa
de (3.6), com condição inicial 𝑢0, isto é,

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) para algum 𝑇 > 0. Como 𝑢0 ≥ 𝑣0 obtemos

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑡)𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
ℎ(𝜎)𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑑𝜎,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Como na prova do Teorema 3.3.1(ii) temos

‖𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑐′
𝑁 𝑡

−𝜌/2𝑟, (3.23)
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para todo 0 < 𝑡 < min{(𝑎/3)2, 𝑇}, veja (3.15).

Como 𝑝sup < ∞ existe 𝑝0 > 𝑝sup − 𝜖 e lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) > 0. Assim, existem 𝐶 > 0 e
𝑡0 > 1 tais que 𝑓(𝑡) ≥ 𝐶𝑡𝑝sup−𝜖 para todo 𝑡 > 𝑡0. Então, de (3.23) para 𝜏 > 0 pequeno
temos

𝐶−1(𝑝sup − 1 − 𝜖)−1(𝑐′
𝑁)−(𝑝sup−1−𝜖)𝜏 𝜌(𝑝sup−1−𝜖)/2𝑟

≥ 𝐶−1(𝑝sup − 1 − 𝜖)−1‖𝑆(𝜏)𝑣0‖1−𝑝sup+𝜖
𝐿∞

= 𝐶−1
∫︁ +∞

‖𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝜎𝑝sup−𝜖

≥
∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎) .

Assim, da Proposição 3.2.4, segue que

1 ≥
∫︁ 𝜏

0
ℎ(𝜎)𝑑𝜎 ·

(︃∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎)

)︃−1

≥ 𝐶(𝑝sup − 1 − 𝜖)(𝑐′
𝑁)−(1−𝑝sup+𝜖) 𝜏− 𝜌(𝑝sup−1−𝜖)

2𝑟 ·
∫︁ 𝜏

0
ℎ(𝜎)𝑑𝜎,

para todo 𝜏 suficientemente pequeno. Isso contradiz a condição (3.19).

□

Nosso resultado de unicidade é o seguinte.

Teorema 3.3.5 Sejam 𝑔 ∈ 𝐶(R) localmente Lipschitz, não decrescente com 𝑔(0) = 0,
ℎ ∈ 𝐶((0,+∞)) e 0 < 𝑇 < ∞. O problema (3.6) admite solução única na classe

{𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)) ; sup
𝑡∈(0,𝑇 )

𝑡𝜌/2𝑟‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶1} (3.24)

se a seguinte condição integral
∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑟/𝜌)ℎ

(︁
(𝐶−1

1 𝜎)−2𝑟/𝜌
)︁
𝐿 (𝜎) 𝑑𝜎 < ∞ (3.25)

é satisfeita.

Observação 3.3.6 A seguir, são dados alguns comentários sobre o Teorema 3.3.5.

(i) Do Teorema 3.3.3(i), o conjunto (3.24) é não vazio se 𝑔 é não decrescente e |𝑢0| ∈ ℐ𝜌,𝑟

com 0 < 𝜌 < 𝑁 .

(ii) Suponha 𝑔 (𝑡) = |𝑡|𝑝−1𝑡 para 𝑡 ∈ R, 𝑝 > 1 e ℎ(𝑡) = 𝑡𝛽 com 𝛽 > −1. Então 𝐿(𝑠) = 𝑝𝑠𝑝−1

e a condição (3.25) é verificada para 𝜌 < 2𝑟(1 + 𝛽)/(𝑞 − 1) = 𝜌*, veja Observação
3.3.4(iii).
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(iii) Para ℎ ≡ 1 um resultado de unicidade similar para o problema (3.6) com 𝑢0 ∈ 𝐿1(R𝑁)

foi obtido em (LAISTER; SIERŻȨGA, 2020) quando
∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐿(𝜎)𝑑𝜎 < ∞.

Demonstração do Teorema 3.3.5. Suponha que o problema (3.6) tenha duas soluções
locais 𝑢 e 𝑣 na classe (3.24) definidas em algum intervalo (0, 𝑇 ) com dados iniciais 𝑢0 e 𝑣0

respectivamente, isto é,

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ (𝜎) 𝑔 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 (3.26)

e
𝑣 (𝑡) = 𝑆 (𝑡) 𝑣0 +

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ (𝜎) 𝑔 (𝑣 (𝜎)) 𝑑𝜎, (3.27)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). Subtraindo (3.27) de (3.26), e usando a estimativa (2.10), obtemos

‖𝑢 (𝑡) − 𝑣 (𝑡)‖𝐿𝑟

≤ ‖𝑆 (𝑡) (𝑢0 − 𝑣0)‖𝐿𝑟 +
⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ (𝜎) [𝑔 (𝑢 (𝜎)) − 𝑔 (𝑣 (𝜎))] 𝑑𝜎

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑟

= ‖𝑆 (𝑡) (𝑢0 − 𝑣0)‖𝐿𝑟 +
⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎)ℎ (𝜎) [𝑔 (𝑢 (𝜎)) − 𝑔 (𝑣 (𝜎))]

𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎) [𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎)]𝑑𝜎
⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑟

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 +
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑔 (𝑢 (𝜎)) − 𝑔 (𝑣 (𝜎))

𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞

ℎ (𝜎) ‖𝑆 (𝑡− 𝜎) (𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎))‖𝐿𝑟 𝑑𝜎

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 +
∫︁ 𝑡

0
𝐿
(︁
𝐶1𝜎

−𝜌/2𝑟
)︁
ℎ (𝜎) ‖𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)‖𝐿𝑟 𝑑𝜎.

Pela condição (3.25) e pela desigualdade de Gronwall (veja o Lema 2.4.13) obtemos

‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖𝐿𝑟 ≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 exp
[︃∫︁ 𝑇

0
𝐿(𝐶1𝜎

−𝜌/2𝑟)ℎ(𝜎)𝑑𝜎
]︃
,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). Portanto, a unicidade segue tomando 𝑢0 = 𝑣0. □
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4 UMA EQUAÇÃO DE CALOR SEMILINEAR COM FONTE VARIÁVEL E DA-

DOS INICIAIS SINGULARES

Neste capítulo estudamos a equação de calor semilinear com expoente variável e condição
de contorno de Dirichlet nula. Nosso objetivo é estabelecer resultados de existência, não
existência e unicidade de soluções com dados iniciais em espaços de Lebesgue.

4.1 INTRODUÇÃO

Seja Ω ⊂ R𝑁 um domínio limitado com fronteira 𝜕Ω suave e 𝑇 > 0. Consideramos o
seguinte problema parabólico com uma não linearidade variável⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑢)𝑝(𝑥) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(4.1)

onde 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente, 𝑝 : Ω → (1,+∞) é uma função contínua tal que

1 < 𝑝− ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ < ∞, para todo 𝑥 ∈ Ω, (4.2)

com 𝑝− = min
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥), 𝑝+ = max
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) e 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑟 ≥ 1.
Quando 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente e 𝑝 ≡ 1, o problema (4.1) foi estudado em

(LAISTER et al., 2016, Teorema 3.4 e Corolário 4.5). Explicitamente, foi mostrado o seguinte.

Proposição 4.1.1 Seja 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua e não decrescente. O
problema (4.1) tem uma solução com dados iniciais 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 se, e somente se,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) < ∞ para 𝑟 > 1,

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞ para 𝑟 = 1,

onde 𝐹 (𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)/𝑡 e
𝑝* = 1 + 2𝑟

𝑁
, (4.3)

para 1 ≤ 𝑟 < ∞.

Observação 4.1.2 A solução obtida acima pertence à classe{︃
𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) ∩ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ) , 𝐿∞ (Ω)) ; sup
𝑡∈(0,𝑇 )

𝑡𝑁/2𝑟‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ < ∞
}︃
,

veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996), (LAISTER et al., 2016) e (WEISSLER, 1980).



55

O objetivo principal deste capítulo é estender os resultados obtidos em (LAISTER et al., 2016)
para o problema (4.1) assumindo 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)), 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) e 𝑝 uma função dependendo
de 𝑥. Até onde sabemos, não existem trabalhos que tratem da existência de soluções para
o problema (4.1) com dados iniciais em espaços de Lebesgue. Como consequência de nossos
resultados, podemos analisar completamente a equação 𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑢𝑝(𝑥) em Ω × (0, 𝑇 ) (veja
Corolários 4.3.3 e 4.3.6).

Antes disso, definimos a noção de solução do problema (4.1).

Definição 4.1.3 Seja 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟 (Ω) , 𝑢0 ≥ 0 com 1 ≤ 𝑟 < ∞, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) e 𝑓 ∈

𝐶([0,+∞)). Uma função mensurável 𝑢 definida q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ), para algum 𝑇 > 0, é
chamada de solução local do problema (4.1) se

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝑢 (𝜎))𝑝(·) 𝑑𝜎 = F (𝑢, 𝑢0) (4.4)

q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ) e 𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)).

O presente capítulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 4.2 apresentamos
alguns resultados preliminares para o problema (4.1) e enunciamos os resultados obtidos,
seguidamente demonstramos esses teoremas na Seção 4.3.

4.2 RESULTADOS PRELIMINARES

4.2.1 Resultado de existência

Para os resultados da existência local de soluções do problema (4.1), usamos o método de
supersolução. Supersolução é entendido no seguinte sentido.

Definição 4.2.1 Seja 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 com 1 ≤ 𝑟 < ∞, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) e 𝑓 ∈

𝐶([0,+∞)). Dizemos que uma função não negativa 𝑤 definida q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ) é uma
supersolução de (4.1) se satisfaz F (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 q.t.p. em Ω×(0, 𝑇 ) e 𝑤 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)).

O resultado a seguir é uma versão do resultado de Robinson e Sierżęga em (ROBINSON;

SIERŻȨGA, 2013, Teorema 1).

Lema 4.2.2 Assuma que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) e 𝑢0 ∈

𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 com 1 ≤ 𝑟 < ∞. Então, o problema (4.1) admite uma solução em Ω × (0, 𝑇 )

se e somente se admite uma supersolução em Ω × (0, 𝑇 ).
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Demonstração. Da Definição 4.1.3, qualquer solução de (4.1) é uma supersolução de (4.1).
Assim, precisamos apenas mostrar que a existência de uma supersolução 𝑢 para (4.1) implica
a existência de uma solução 𝑢 para (4.1).

Como 𝑢 é a supersolução de (4.1) temos que 𝑢 ≥ F (𝑢, 𝑢0). Além disso, F(·, 𝑢0) é não
decrescente, porque 𝑓 é não decrescente e o semigrupo de calor {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 é monótono (ou
seja, se 𝑢0 ≥ 𝑣0 ≥ 0 então 𝑆(𝑡)𝑢0 ≥ 𝑆(𝑡)𝑣0 ). Considere agora a sequência {𝑢𝑛}𝑛≥0,
dada por 𝑢0 = 𝑢, e F (𝑢𝑛−1, 𝑢0) = 𝑢𝑛 para cada 𝑛 ≥ 1. Então, a sequência {𝑢𝑛}𝑛≥0 não
crescente q.t.p em Ω× (0, 𝑇 ) e 𝑢 ≥ 𝑢𝑛 ≥ 0. Seja 𝑢(𝑥, 𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛(𝑥, 𝑡), sempre que existir.

Então, a partir da continuidade da função não decrescente 𝑓 , da monotonicidade de {𝑆(𝑡)}𝑡≥0,
e pela aplicação do Teorema da convergência monótona (veja o Teorema 2.1.5), obtemos
que 𝑢 = lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = lim

𝑛→+∞
F
(︁
𝑢𝑛−1, 𝑢0

)︁
= F (𝑢, 𝑢0). Devido à construção da sequência é

possível concluir que 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢. Além disso, como 𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) concluímos que
𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) e a prova está completa. □

Para mostrar a existência de uma solução para o problema (4.1) consideramos o problema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑢)𝑝+ + 𝑓(𝑢)𝑝− em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(4.5)

com 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω). Temos o seguinte resultado.

Proposição 4.2.3 Seja 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝑝* dado por (4.3), 𝐹1(𝜎) =

sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝+
/𝑡 e 𝐹2(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝−

/𝑡. O problema (4.5) tem uma solução para
qualquer condição inicial 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), com 𝑢0 ≥ 0 definido em algum intervalo (0, 𝑇 ) se, e
somente se,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+

< ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞ se 𝑟 > 1.∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 < ∞ e

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 < ∞ se 𝑟 = 1.

Demonstração. (i) Caso 𝑟 > 1. (⇐) Como 𝑓(·)𝑝+ + 𝑓(·)𝑝− ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente
porque 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente e 𝑝+, 𝑝− > 1, e

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*(𝑓(𝑡)𝑝+ + 𝑓(𝑡)𝑝−) = lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡)𝑝+ + lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞,

pela Proposição 4.1.1, segue-se que o problema (4.5) tem uma solução local não negativa
para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0.
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(⇒) Sem perda de generalidade, assumimos que 0 ∈ Ω e suponhamos que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ =

+∞. O caso lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝− = +∞ pode ser tratado de forma similar.

Como 𝑓(·)𝑝+ + 𝑓(·)𝑝− ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente porque 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não
decrescente e 𝑝+, 𝑝− > 1, com

+∞ = lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ ≤ lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*(𝑓(𝑡)𝑝+ + 𝑓(𝑡)𝑝−),

pela Proposição 4.1.1, segue-se que existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) com 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (4.5)
não tem solução não negativo.

(ii) Caso 𝑟 = 1. (⇐) Como 𝑓(·)𝑝+ + 𝑓(·)𝑝− ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente porque
𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente e 𝑝+, 𝑝− > 1, e
∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 =

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁) sup

1≤𝑡≤𝜎

(︃
𝑓(𝑡)𝑝+ + 𝑓(𝑡)𝑝−

𝑡

)︃
𝑑𝜎

≤
∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁) sup

1≤𝑡≤𝜎

𝑓(𝑡)𝑝+

𝑡
𝑑𝜎 +

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑁) sup

1≤𝑡≤𝜎

𝑓(𝑡)𝑝−

𝑡
𝑑𝜎

=
∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 +

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑁)𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 < ∞,

pela Proposição 4.1.1, segue-se que o problema (4.5) tem uma solução local não negativa
para cada 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω), 𝑢0 ≥ 0.

(⇒) Sem perda de generalidade, assumimos que 0 ∈ Ω e suponhamos que
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 =

+∞. O caso
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 = +∞ pode ser tratado de forma semelhante. Como 𝑓(·)𝑝+ +

𝑓(·)𝑝− ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente porque 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente e 𝑝+, 𝑝− >

1, com
+∞ =

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑁)𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 ≤

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎,

onde 𝐹 (𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎

(︁
𝑓(𝑡)𝑝+ + 𝑓(𝑡)𝑝−

)︁
/𝑡 obtemos que

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 = +∞. Pela

Proposição 4.1.1, segue-se que existe 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω) com 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (4.5) não
tem solução não negativa. □

4.2.2 Resultado de não existência

A seguinte versão da desigualdade de Jensen foi estabelecida em (FERREIRA et al., 2012,
Lema 3.1).
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Lema 4.2.4 Seja 𝜂 uma medida positiva em Ω ⊂ R𝑁 tal que
∫︁

Ω
𝑑𝜂 = 1 e seja 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

+(Ω, 𝑑𝜂)

com 1 ≤ 𝑝− ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ para todo 𝑥 ∈ Ω. Então∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝜂(𝑥) ≥ 2−𝑝+ min
{︃(︂∫︁

Ω
|𝑓(𝑥)|𝑑𝜂(𝑥)

)︂𝑝−

,
(︂∫︁

Ω
|𝑓(𝑥)|𝑑𝜂(𝑥)

)︂𝑝+}︃
.

A seguinte proposição é usada na prova dos nossos resultados de inexistência. Sua prova
segue as mesmas ideias de (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022), (CASTILLO; LOAYZA,
2023, p. 9) e (QUITTNER; SOUPLET, 2007, Lema 15.6).

Proposição 4.2.5 Assuma 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, convexa, 𝑓(0) = 0 e 𝑓(𝑠) > 0

para todo 𝑠 ≥ 𝑧0, para algum 𝑧0 > 0, tal que∫︁ +∞

𝑧0

𝑑𝜎

min {𝑓(𝜎)𝑝+ , 𝑓(𝜎)𝑝−}
< ∞. (4.6)

Sejam 𝑢0 : Ω → [0,+∞) e 𝑢 : Ω × [0, 𝑇 ] → [0,+∞) mensuráveis satisfazendo

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎 q.t.p. em Ω × (0, 𝑇 ).

Assuma também que 𝑢(𝑥, 𝑡) < ∞ q.t.p. (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑇 ) e 𝑢0 ̸= 0. Então

2−𝑝+
𝑡 ·
(︃∫︁ +∞

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿∞

𝑑𝜎

min {𝑓(𝜎)𝑝+ , 𝑓(𝜎)𝑝−}

)︃−1

≤ 1

para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

Demonstração. Usando a convexidade de 𝑓 , 𝑓(0) = 0, a desigualdade de Jensen, 0 < 𝜂 =∫︁
Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑑𝑦 ≤ 1 (veja (2.8)), (2.7) obtemos

𝑓(𝑆(𝑡)𝑢) = 𝑓
(︂∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑢(𝑦)𝑑𝑦

)︂
= 𝑓

(︃
𝜂
∫︁

Ω

𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)
𝜂

𝑢(𝑦)𝑑𝑦
)︃

≤ 𝜂𝑓

(︃∫︁
Ω

𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)
𝜂

𝑢(𝑦)𝑑𝑦
)︃

≤
∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡)𝑓(𝑢(𝑦))𝑑𝑦 = 𝑆(𝑡)𝑓(𝑢)

(4.7)

para todo 𝑡 ≥ 0.
Por outro lado, como

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), tomando 0 < 𝑡 < 𝑠 < 𝑇 temos

𝑆(𝑠− 𝑡)𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑠)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑠− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎. (4.8)
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Seja
Θ(·, 𝑡) := 𝑆(𝑠)𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑠− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎

para todo (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × (0, 𝑠).

Note que para 𝑥 ∈ Ω fixo a função Θ(𝑥, 𝑡) é absolutamente contínua em (0, 𝑠), conseqüen-
temente é diferenciável q.t.p. em (0, 𝑠) e de (4.8) temos

Θ′(𝑡) = 𝑆(𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡))𝑝(·) q.t.p. 𝑡 ∈ (0, 𝑠),

e do Lema 4.2.4

𝑆(𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡))𝑝(·) =
∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡, 𝑦))𝑝(𝑦)𝑑𝑦

≥ 2−𝑝+ min
{︃

[𝑆(𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡))]𝑝−

𝑎(𝑠− 𝑡, 𝑥)𝑝−−1 ,
[𝑆(𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡))]𝑝+

𝑎(𝑠− 𝑡, 𝑥)𝑝+−1

}︃
,

onde 𝐾Ω é o kernel de calor de Dirichlet em Ω e 𝑎(𝑠− 𝑡, 𝑥) =
∫︁

Ω
𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑠− 𝑡)𝑑𝑦 > 0. Como

𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑠−𝑡) ≤ 𝐾R𝑁 (𝑥, 𝑦; 𝑠−𝑡) (veja (VAN, 1992, Lema 7)), concluímos que 𝑎(𝑠−𝑡, 𝑥) ≤ 1.
Assim, como 𝑝− ≥ 1, 𝑓 é não decrescente, a desigualdade (4.7) e (4.8) obtemos

Θ′(𝑡) ≥ 2−𝑝+ min
{︁
[𝑆(𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡))]𝑝−

, [𝑆(𝑠− 𝑡)𝑓(𝑢(𝑡))]𝑝+}︁
≥ 2−𝑝+ min

{︁
[𝑓(𝑆(𝑠− 𝑡)𝑢(𝑡))]𝑝+

, [𝑓(𝑆(𝑠− 𝑡)𝑢(𝑡))]𝑝−}︁
≥ 2−𝑝+ min

{︁
[𝑓(Θ(𝑡))]𝑝+

, [𝑓(Θ(𝑡))]𝑝−}︁
.

(4.9)

Seja 𝑔(𝑡) = min
{︁
𝑓(𝑡)𝑝−

, 𝑓(𝑡)𝑝+
}︁

para todo 𝑡 ≥ 0. Por (4.9), Θ′(𝑡) ≥ 2−𝑝+
𝑔(Θ(𝑡)). Definindo

𝐻(𝑡) =
∫︁ +∞

𝑡

𝑑𝜎

𝑔(𝜎) para 𝑡 > 0 obtemos [𝐻(Θ(𝑡))]′ = − Θ′(𝑡)
𝑔(Θ(𝑡)) ≤ −2−𝑝+ , para 0 < 𝑡 < 𝑠.

Observe que a condição (4.6) garante que a função 𝐻 esta bem definida.
Integrando de 0 a 𝑠 obtemos 𝐻 (Θ (𝑠)) −𝐻 (Θ (0)) ≤ −2−𝑝+

𝑠, isto é

2−𝑝+
𝑠 ≤

∫︁ +∞

Θ(0)

𝑑𝜎

𝑔 (𝜎) −
∫︁ +∞

Θ(𝑠)

𝑑𝜎

𝑔 (𝜎) ≤
∫︁ +∞

Θ(0)

𝑑𝜎

𝑔 (𝜎) =
∫︁ +∞

𝑆(𝑠)𝑢0

𝑑𝜎

𝑔(𝜎) .

Assim, como 𝐻 é decrescente e o lado esquerdo não depende de 𝑥, concluímos que

2−𝑝+
𝑠 ≤

∫︁ +∞

‖𝑆(𝑠)𝑢0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑔(𝜎)

e o resultado segue. □

A não existência de solução será mostrada usando o seguinte resultado, veja (LAISTER et

al., 2016, Lema 4.2).

Lema 4.2.6 Suponha que 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) é não decrescente e 𝑞, 𝑝− > 1. Então as
duas condições a seguir são equivalentes
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(i) Existe uma sequência {𝑠𝑘}𝑘∈N tal que 𝑠𝑘+1 ≥ 𝜃𝑠𝑘, 𝜃 > 1 e
+∞∑︁
𝑘=1

𝑠−𝑞
𝑘 𝑓(𝑠𝑘)𝑝

− = +∞.

(ii)
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑞𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 = +∞, onde 𝐹 (𝑠) = sup1≤𝑡≤𝑠 𝑓(𝑡)𝑝−

/𝑡.

4.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

Em nosso primeiro resultado, analisamos a existência de soluções não negativas.

Teorema 4.3.1 Seja 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) verificando (4.2),
𝑝* dado por (4.3), 𝐹1(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝+

/𝑡 e 𝐹2(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝−
/𝑡.

(i) Se
lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+

< ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞, para 𝑟 > 1, (4.10)

ou ∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 < ∞ e
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 < ∞, para 𝑟 = 1, (4.11)

então o problema (4.1) possui uma solução local para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), com 𝑢0 ≥ 0.

(ii) Se
lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝− = +∞, para 𝑟 > 1,

ou ∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 = +∞, para 𝑟 = 1,

então existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (4.1) não possui solução local.

Observação 4.3.2 O Teorema 4.3.1 é obtido usando as mesmas ideias de (LAISTER et al.,
2016). Assim, este resultado também é válido quando Ω = R𝑁 considerando as suposições
adicionais lim sup

𝑡→0
𝑓(𝑡)𝑝+

/𝑡 < ∞ e lim sup
𝑡→0

𝑓(𝑡)𝑝−
/𝑡 < ∞ em (4.10) e (4.11).

Demonstração do Teorema 4.3.1. Note que

min{𝑓(𝑡)𝑝−
, 𝑓(𝑡)𝑝+} ≤ 𝑓(𝑡)𝑝(𝑥) ≤ 𝑓(𝑡)𝑝+ + 𝑓(𝑡)𝑝−

,

𝑓(𝑡)𝑝+ ≥ 𝑓(𝑡)𝑝− se 𝑓(𝑡) ≥ 1,

𝑓(𝑡)𝑝− ≥ 𝑓(𝑡)𝑝+ se 𝑓(𝑡) < 1,

onde 1 < 𝑝− ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ para todo 𝑥 ∈ Ω.
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(i) Seja 𝑣 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) uma solução local, dada pela Proposição 4.2.3, com 𝑟 ≥ 1,
para o problema (4.5). Como 𝑣 é uma supersolução de (4.1), a existência local segue do Lema
4.2.2.

(ii) Sem perda de generalidade assumimos que 0 ∈ Ω. Consideramos duas situações:
Caso 𝑟 > 1. Assuma lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓 (𝑡)𝑝

−
= +∞. Então, existe uma sequência {𝜑𝑛}𝑛≥1 tal

que 𝜑𝑛 ≥ 𝑛 e 𝑓 (𝜑𝑛)𝑝
−

≥ 𝑒𝑛/𝑟𝜑𝑝
*
𝑛 ≥ 1.

Seja 𝜌𝑛 = (𝜑𝑛𝑛2)−𝑟/𝑁 . Como lim
𝑛→+∞

𝜌𝑛 = 0, é possível assumir que 𝐵3𝜌𝑛 ⊂ Ω para cada

𝑛 ≥ 1. Seja 𝑢0 =
+∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛, onde 𝑢𝑛 = 𝑐−1
𝑁 2𝑁𝜑𝑛𝜒𝜌𝑛 , e 𝑐𝑁 é a constante dada no Lema 2.4.4(i).

Note que
‖𝑢0‖𝐿𝑟 ≤

+∞∑︁
𝑛=1

𝑐−1
𝑁 2𝑁𝜑𝑛𝜔1/𝑟

𝑁 𝜌𝑁/𝑟𝑛 = 𝑐−1
𝑁 2𝑁𝜔1/𝑟

𝑁

+∞∑︁
𝑛=1

𝑛−2 < ∞,

onde 𝜔𝑁 é o volume da bola unitária. Agora, argumentamos por contradição e assumimos que
existe 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) uma solução do problema (4.1) com 𝑢(0) = 𝑢0, para algum
𝑇 > 0. Como 𝑢 ≥ 0 e 𝑓 ≥ 0, pelo Lema 2.4.4(i) temos

𝑢(𝜎) ≥ 𝑆(𝜎)𝑢0 ≥ 𝑆(𝜎)𝑢𝑛 ≥ 2𝑁𝜑𝑛
(︃

𝜌𝑛
𝜌𝑛 +

√
𝜎

)︃𝑁
𝜒𝜌𝑛+

√
𝜎 ≥ 𝜑𝑛𝜒𝜌𝑛 ,

para 0 < 𝜎 ≤ 𝜌2
𝑛. Como 𝑓 é não decrescente, temos

𝑓(𝑢(𝜎)) ≥ 𝑓(𝜑𝑛)𝜒𝜌𝑛 , 0 < 𝜎 ≤ 𝜌2
𝑛. (4.12)

Portanto, para 𝑡 ∈ [𝜌2
𝑛/2, 𝜌2

𝑛], por (4.4), (4.12) e o Lema 2.4.4(i), temos

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎

≥ 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎) min

{︁
𝑓(𝑢(𝜎))𝑝+

, 𝑓(𝑢(𝜎))𝑝−}︁
𝑑𝜎

≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎) min

{︁
[𝑓(𝜑𝑛)𝜒𝜌𝑛 ]𝑝+

, [𝑓(𝜑𝑛)𝜒𝜌𝑛 ]𝑝−}︁
𝑑𝜎

=
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)[𝑓(𝜑𝑛)𝜒𝜌𝑛 ]𝑝−

𝑑𝜎

≥ 𝑓(𝜑𝑛)𝑝−
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝜒𝜌𝑛𝑑𝜎

≥ 𝐶𝑓(𝜑𝑛)𝑝−
∫︁ 𝑡

0
𝜒𝜌𝑛+

√
𝑡−𝜎𝑑𝜎

≥ 𝐶𝑓(𝜑𝑛)𝑝−
∫︁ 𝜌2

𝑛/2

0
𝜒𝜌𝑛𝑑𝜎

≥ 𝐶𝑓(𝜑𝑛)𝑝−
𝜌2
𝑛𝜒𝜌𝑛 .
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Daí,
‖𝑢 (𝑡)‖𝐿𝑟 ≥ 𝐶𝑓 (𝜑𝑛)𝑝

−
𝜌2
𝑛 ‖𝜒𝜌𝑛‖𝐿𝑟

= 𝐶𝜔
1/𝑟
𝑁 𝑓 (𝜑𝑛)𝑝

−
𝜌2+𝑁/𝑟
𝑛

≥ 𝐶𝜔
1/𝑟
𝑁 𝑒𝑛/𝑟𝜑𝑝

*
𝑛 (𝜑−1

𝑛 𝑛−2)𝑝*

= 𝜔
1/𝑟
𝑁 𝐶𝑒𝑛/𝑟𝑛−2𝑝*

.

Como o lado direito tende ao infinito quando 𝑛 → +∞, concluímos que 𝑢 /∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)),
e temos uma contradição.

Caso 𝑟 = 1: Assuma que
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 = +∞. Pelo Lema 4.2.6, existe uma sequência

{𝑠𝑘}𝑘≥0 tal que 𝑠𝑘+1 ≥ 𝜃𝑠𝑘, para algum 𝜃 > 1, e
+∞∑︁
𝑘=1

𝑠
−(1+2/𝑁)
𝑘 𝑓(𝑠𝑘)𝑝

− = +∞. Seja 𝛿 > 0

suficientemente pequeno para que 𝐵3𝛿 ⊂ Ω e considere uma sequência {𝜓𝑛}𝑛≥1, com 𝜓𝑁𝑛 =

𝑛2𝑠𝑘𝑛+1 > 0 (a sequência {𝑘𝑛}𝑛≥1 será escolhida posteriormente) tal que 1/𝜓𝑛 < 𝛿 para
𝑛 ≥ 𝑛0, para algum 𝑛0 ∈ N.

Agora, argumentamos por contradição e assumimos que para cada 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω) existe uma

solução local do problema (4.1). Defina 𝑢0 = 2𝑁𝑐−1
𝑁

+∞∑︁
𝑛=1

𝑛−2𝜓𝑁𝑛 𝜒1/𝜓𝑛 , onde 𝑐𝑁 é a constante

do Lema 2.4.4(i). Note que

‖𝑢0‖𝐿1 ≤ 2𝑁𝑐−1
𝑁 𝜔𝑁

+∞∑︁
𝑛=1

𝑛−2 < ∞.

Assim, existe 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿1(Ω)) uma solução do problema (4.1) com 𝑢(0) = 𝑢0, para
algum 𝑇 > 0. Pelo Lema 2.4.4(i) temos

𝑆(𝜎)𝑢0 ≥ 2𝑁𝑐−1𝑛−2𝜓𝑁𝑛 𝑆(𝜎)𝜒1/𝜓𝑛 ≥ 𝑛−2𝜎−𝑁/2𝜒1/𝜓𝑛+
√
𝜎,

para 1/𝜓𝑛 ≤
√
𝜎 ≤ 𝛿 e 𝑛 ≥ 𝑛0. Como 𝑓 é não decrescente, temos

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎

≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎) min

{︁
𝑓(𝑢(𝜎))𝑝+

, 𝑓(𝑢(𝜎))𝑝−}︁
𝑑𝜎

≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎) min

{︁
[𝑓(𝑆(𝜎)𝑢0)]𝑝

+
, [𝑓(𝑆(𝜎)𝑢0)]𝑝

−}︁
𝑑𝜎

≥
∫︁ 𝑡

1/𝜓2
𝑛

𝑆(𝑡− 𝜎) min
{︁
[𝑓(𝑛−2𝜎−𝑁/2)𝜒1/𝜓𝑛+

√
𝜎]𝑝+

, [𝑓(𝑛−2𝜎−𝑁/2)𝜒1/𝜓𝑛+
√
𝜎]𝑝−}︁

𝑑𝜎

≥
∫︁ 𝑡

1/𝜓2
𝑛

min
{︁
[𝑓(𝑛−2𝜎−𝑁/2)]𝑝+

, [𝑓(𝑛−2𝜎−𝑁/2)]𝑝−}︁
𝑆(𝑡− 𝜎)𝜒1/𝜓𝑛+

√
𝜎𝑑𝜎

para 0 < 𝑡 < 𝛿2. Defina 𝑔(𝑡) = min
{︁
𝑓(𝑡)𝑝+

, 𝑓(𝑡)𝑝−
}︁

para todo 𝑡 ≥ 0. Do Lema 2.4.4(i), as
estimativas √

𝜎 +
√
𝑡− 𝜎 ≥

√
𝑡 para todo 0 ≤ 𝜎 ≤ 𝑡, e 1/𝜓𝑛 +

√
𝜎 +

√
𝑡− 𝜎 ≤ 3

√
𝑡 para



63

todo 1/𝜓2
𝑛 ≤ 𝜎 ≤ 𝑡, obtemos

𝑢(𝑡) ≥ 𝑐
∫︁ 𝑡

1/𝜓2
𝑛

𝑔(𝑛−2𝜎−𝑁/2)
(︃

1/𝜓𝑛 +
√
𝜎

1/𝜓𝑛 +
√
𝜎 +

√
𝑡− 𝜎

)︃𝑁
𝜒1/𝜓𝑛+

√
𝜎+

√
𝑡−𝜎𝑑𝜎

≥ 𝐶𝑡−𝑁/2𝜒1/𝜓𝑛+
√
𝑡

∫︁ 𝑡

1/𝜓2
𝑛

𝑔(𝑛−2𝜎−𝑁/2)𝜎𝑁/2𝑑𝜎.

Assim, fazendo uma mudança na variável, temos

‖𝑢(𝑡)‖𝐿1 ≥ 𝐶
∫︁ 𝑡

1/𝜓2
𝑛

𝑔(𝑛−2𝜎−𝑁/2)𝜎𝑁/2𝑑𝜎

≥ 𝐶 𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
∫︁ 𝑠𝑘𝑛+1

𝑡−𝑁/2
𝑔(𝜎)𝜎−2−2/𝑁𝑑𝜎,

(4.13)

para 𝑛 ≥ 𝑛0.
Observe que existe 𝜎0 > 1 tal que 𝑓(𝜎0) > 1. De fato, suponha por contradição que

𝑓(𝜎) ≤ 1 para todo 𝜎 > 1, então

+∞ =
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 ≤
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝* sup

1≤𝑡≤𝜎

𝑓(𝑡)𝑝−

𝑡
𝑑𝜎 ≤

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝑑𝜎 < ∞,

o que resulta uma contradição. Portanto, como 𝑓 é não decrescente, 𝑓(𝜎) > 1 para 𝜎 ≥ 𝜎0.
Fixe 𝑡 ∈

(︁
0,min

{︁
𝑇, 𝜎

−2/𝑁
0

}︁)︁
e seja 𝑛1 ≥ 𝑛0 tal que 𝑠𝑘𝑛1

≥ 𝑡−𝑁/2, de (4.13) temos

‖𝑢(𝑡)‖𝐿1 ≥ 𝐶𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
∫︁ 𝑠𝑘𝑛+1

𝑡−𝑁/2
𝑓(𝜎)𝑝−

𝜎−2−2/𝑁𝑑𝜎

≥ 𝐶𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
𝑘𝑛∑︁

𝑗=𝑘𝑛1

∫︁ 𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

𝑓(𝜎)𝑝−
𝜎−2−2/𝑁𝑑𝜎

≥ 𝐶𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
𝑘𝑛∑︁

𝑗=𝑘𝑛1

𝑓(𝑠𝑗)𝑝
−
∫︁ 𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

𝜎−2−2/𝑁𝑑𝜎

= 𝐶𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
𝑘𝑛∑︁

𝑗=𝑘𝑛1

𝑓(𝑠𝑗)𝑝
−

⎡⎣𝑠−1−2/𝑁
𝑗+1 − 𝑠

−1−2/𝑁
𝑗

−1 − 2/𝑁

⎤⎦
= 𝐶𝑛−(2𝑁+4)/𝑁

𝑘𝑛∑︁
𝑗=𝑘𝑛1

𝑓(𝑠𝑗)𝑝
−
𝑠

−1−2/𝑁
𝑗

⎡⎣1 −
(︃
𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

)︃−1−2/𝑁
⎤⎦

≥ (1 − 𝜃−1−2/𝑁)𝐶𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
𝑘𝑛∑︁

𝑗=𝑘𝑛1

𝑓(𝑠𝑗)𝑝
−
𝑠

−(1+2/𝑁)
𝑗 ,

(4.14)

para todo 𝑛 > 𝑛1. Portanto, como
+∞∑︁
𝑘=1

𝑠
−(1+2/𝑁)
𝑘 𝑓(𝑠𝑘)𝑝

− = +∞ existe uma subsequência

{𝑘𝑛}𝑛≥1 tal que 𝑛−(2𝑁+4)/𝑁
𝑘𝑛∑︁

𝑗=𝑘𝑛1

𝑓(𝑠𝑗)𝑝
−
𝑠

−(1+2/𝑁)
𝑗 diverge como 𝑛 → +∞. A partir disso e

da estimativa (4.14) temos que 𝑢 /∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿1(Ω)). Isto é uma contradição.
□

Como consequência do Teorema 4.3.1 temos.
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Corolário 4.3.3 Suponha que 𝑓(𝑡) = 𝑡 para 𝑡 ≥ 0, e 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) verificando (4.2).

(i) Se 𝑝+ < 𝑝* (resp. 𝑝+ = 𝑝* ) então o problema (4.1) tem uma solução local para cada
𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 com 1 ≤ 𝑟 < ∞ (resp. 𝑟 > 1).

(ii) Se 𝑝− > 𝑝* (resp. 𝑝− = 𝑝*) então existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (4.1)
não admite uma solução com 1 ≤ 𝑟 < ∞ (resp. 𝑟 = 1).

Observe que há uma lacuna no Teorema 3.3.1. De fato, se 𝑟 > 1 e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ =

+∞, então 𝑓(𝑡) > 1 para 𝑡 suficientemente grande e temos que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝− ≤

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ = +∞. Portanto, o Teorema 3.3.1 (ii) analisa o caso lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡)𝑝− =

+∞, mas não se aplica quando lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ = +∞ e lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞. Isso
fica claro quando consideramos 𝑓(𝑡) = 𝑡, porque o Teorema 4.3.1 não se aplica quando:
𝑝− < 𝑝* < 𝑝+, 𝑟 ≥ 1; 𝑝* = 𝑝+, 𝑟 = 1; e 𝑝* = 𝑝−, 𝑟 > 1 (veja Corolário 4.3.3). Assim,
nos próximos resultados (Teorema 4.3.4 e Corolário 4.3.6) nos concentramos nestes casos e
mostramos que a existência e a não existência de solução ocorrem simultaneamente. Para
fazer isso, consideramos os dados iniciais nos conjuntos ℐ𝜌(𝑥0) e ℐ𝜌(𝑥0) definidos por

ℐ𝜌(𝑥0) = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥− 𝑥0|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≤ 𝐾 𝜒𝐵𝑎(𝑥0)(𝑥) q.t.p. em Ω, para algum 𝐾, 𝑎 > 0},

ℐ𝜌(𝑥0) = {𝜓 ∈ 𝐿𝑟(Ω);𝜓 ≥ 0 e |𝑥− 𝑥0|𝜌𝜓𝑟(𝑥) ≥ 𝐾𝜒𝐵𝑎(𝑥0)(𝑥) q.t.p. em Ω, para algum 𝐾, 𝑎 > 0},

onde 𝐵𝑎(𝑥0) ⊂ Ω é a bola aberta com raio 𝑎 > 0 centrada em 𝑥0, para 0 < 𝜌 < 𝑁 e 𝑟 ≥ 1. A
condição 0 < 𝜌 < 𝑁 garante que | · −𝑥0|−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎(𝑥0) ∈ 𝐿𝑟(Ω). Aqui 𝜒𝐵𝑎(𝑥0) denota a função
característica da bola 𝐵𝑎(𝑥0). Quando 𝑥0 = 0 ∈ Ω, denotamos ℐ𝜌(0) = ℐ𝜌 e ℐ𝜌(0) = ℐ𝜌 e
𝐵𝑎(0) = 𝐵𝑎.

Os conjuntos ℐ𝜌 e ℐ𝜌 foram usados em (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022) para
mostrar a existência de um segundo valor crítico 𝜌* = 2𝑟/(𝑝− 1), quando 𝑓(𝑡) = 𝑡 e 𝑝(𝑥) =

𝑝 > 1 é uma função constante.
Considerando 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0) e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.4 Seja 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) convexa, não decrescente, 𝑓(0) = 0, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞))

verificando (4.2) e 𝑝* dado por (4.3).

(i) Suponha que exista 𝑝0 ≥ 𝑝* tal que

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
< ∞ e lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞. (4.15)
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Então, para cada 𝑥0 ∈ Ω e 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), com 0 < 𝜌 < 2𝑟/(𝑝0 − 1) ≤ 𝑁 , o problema
(4.1) possui uma solução local não negativa em algum intervalo (0, 𝑇 ). Além disso,
𝑢 ∈ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ), 𝐿∞(Ω)) e ‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟 para todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) e alguma constante
𝐶 > 0.

(ii) Suponha que exista 𝑝0 > 𝑝* tal que

lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
> 0 ou lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−

> 0.

Então existe 𝑥0 ∈ Ω tal que para cada 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), com 2𝑟/(𝑝0 − 1) < 𝜌 < 𝑁 , o
problema (4.1) não possui solução local não negativa.

Observação 4.3.5 A seguir fazemos alguns comentários sobre o Teorema 4.3.4.

(a) Como 𝑝0 > 𝑝* podemos concluir que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+ ≤ lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+

. Isso

significa que a condição (4.15) não exclui o caso lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ = +∞.

(b) Algumas funções convexas e não decrescentes onde é possível aplicar o Teorema 4.3.4
são: 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞 e 𝑓(𝑡) = (1 + 𝑡)(ln(1 + 𝑡))𝑞 para 𝑞 > 1.

(c) As suposições do item (ii) implicam que lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ = +∞. Observe que este

caso não é coberto pelo Teorema 4.3.1. Provamos a afirmação apenas quando lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
>

0 porque o outro caso é semelhante. Para isto, argumentamos por contradição e assumi-
mos que lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝

*
𝑓(𝑡)𝑝+

< ∞. Então 𝑓 (𝑡)𝑝
+

≤ 𝐶𝑡𝑝
* para 𝑡 suficientemente grande

e alguma constante 𝐶 > 0. Assim, 𝑡−𝑝0𝑓 (𝑡)𝑝
+

≤ 𝐶𝑡𝑝
*−𝑝0 para 𝑡 grande e temos uma

contradição quando 𝑡 → +∞.

Demonstração do Teorema 4.3.4. (i) Como 𝑓 é convexa e 𝑓(0) = 0, as funções 𝑡 ∈

(0,+∞) ↦→ 𝑓(𝑡)𝑝+
/𝑡 e 𝑡 ∈ (0,+∞) ↦→ 𝑓(𝑡)𝑝−

/𝑡 são não decrescentes. Assim, as funções
𝐺1, 𝐺2 : (0,+∞) → [0,+∞) dadas por 𝐺1 (𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑝+

/𝑡 e 𝐺2 (𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑝−
/𝑡 estão bem

definidas.
Usando as condições lim sup

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
< ∞ para 𝑝0 ≥ 𝑝*,

existe 𝑡0 > 1 então 𝑓(𝑡)𝑝+ ≤ 𝜂1𝑡
𝑝0 e 𝑓(𝑡)𝑝− ≤ 𝜂2𝑡

𝑝0 para alguns 𝜂1, 𝜂2 > 0 e todo 𝑡 ≥ 𝑡0.

Assim, ∫︁ +∞

1
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌 )𝐺1 (𝜎) 𝑑𝜎 ≤ 𝐶 + 𝜂1

∫︁ +∞

𝑡0
𝜎−2− 2𝑟

𝜌
+𝑝0𝑑𝜎 < ∞, (4.16)

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌 )𝐺2 (𝜎) 𝑑𝜎 ≤ 𝐶 + 𝜂2

∫︁ +∞

𝑡0
𝜎−2− 2𝑟

𝜌
+𝑝0𝑑𝜎 < ∞, (4.17)
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porque 0 < 𝜌 < 2𝑟/(𝑝0 − 1) ≤ 𝑁 .
Sem perda de generalidade assumimos que 𝑥0 = 0 ∈ Ω. Seja 𝑤(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡)𝑢0 com 𝐴 > 1,

𝑢0 ∈ ℐ𝜌, e 𝜌 < 2𝑟/ (𝑝0 − 1). Logo, existem 𝐾 > 0 e 𝑎 > 0 tais que 𝑢0 ≤ 𝐾1/𝑟| · |−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎 .
Se 𝑢0 = 0, então 𝑢 = 0 é uma solução pois 𝑓(0) = 0. Suponha agora que 𝑢0 ̸= 0. Do Lema
2.4.6, temos ‖𝑤(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝑡−𝜌/2𝑟, para alguma constante 𝐶0 > 0 e todo 𝑡 > 0. Dai,
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑤(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)[𝑓(𝑤(𝜎))𝑝+ + 𝑓(𝑤(𝜎))𝑝− ]𝑑𝜎

=
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝐺1(𝑤(𝜎))𝑤(𝜎)𝑑𝜎 +

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝐺2(𝑤(𝜎))𝑤(𝜎)𝑑𝜎

≤ 𝐴
∫︁ 𝑡

0
𝐺1(‖𝑤(𝜎)‖𝐿∞)𝑆(𝑡− 𝜎)𝑆(𝜎)𝑢0𝑑𝜎 + 𝐴

∫︁ 𝑡

0
𝐺2(‖𝑤(𝜎)‖𝐿∞)𝑆(𝑡− 𝜎)𝑆(𝜎)𝑢0𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑆(𝑡)𝑢0

∫︁ 𝑡

0
𝐺1(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎 + 𝐴𝑆(𝑡)𝑢0

∫︁ 𝑡

0
𝐺2(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎

= 𝑤(𝑡)
∫︁ 𝑡

0
𝐺1(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎 + 𝑤(𝑡)
∫︁ 𝑡

0
𝐺2(𝐴𝐶0𝐾

1/𝑟𝜎−𝜌/2𝑟)𝑑𝜎

= 𝑤(𝑡)(𝐴𝐶0𝐾
1/𝑟)2𝑟/𝜌

(︁
2𝑟
𝜌

)︁{︃ ∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺1(𝜎)𝑑𝜎

+
∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺2(𝜎)𝑑𝜎

}︃
.

Ao combinar as limitações (4.16) e (4.17) com as informações fornecidas acima e assumindo
𝑇 > 0 suficientemente pequeno, obtemos

F (𝑤, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝑤 (𝜎))𝑝(·) 𝑑𝜎

≤ 𝑆 (𝑡)𝑢0 + 𝑤(𝑡)(𝐴𝐶0𝐾
1/𝑟)2𝑟/𝜌

(︃
2𝑟
𝜌

)︃{︃∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺1(𝜎)𝑑𝜎

+
∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺2(𝜎)𝑑𝜎

}︃

=
{︃

1
𝐴

+ (𝐴𝐶0𝐾
1/𝑟)2𝑟/𝜌

(︃
2𝑟
𝜌

)︃{︃∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺1(𝜎)𝑑𝜎

+
∫︁ +∞

𝑡−𝜌/2𝑟𝐴𝐶0𝐾1/𝑟
𝜎−(1+ 2𝑟

𝜌
)𝐺2(𝜎)𝑑𝜎

}︃}︃
𝑤 (𝑡)

≤ 𝑤 (𝑡) ,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). Logo, F (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 em (0, 𝑇 ) e 𝑤 é uma supersolução de (4.1) em (0, 𝑇 ).
Do Lema 4.2.2, concluímos que existe uma solução do problema (4.1) tal que 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑤

em (0, 𝑇 ). Além disso, ‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ ≤ ‖𝑤(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−𝜌/2𝑟 para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) e alguma constante
𝐶 > 0.

(ii) Assuma primeiro que lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
> 0, 𝑝0 > 𝑝* e 2𝑟/(𝑝0 − 1) < 𝜌 < 𝑁 . Como 𝑝

é uma função contínua, consideramos 𝜁 = 𝑝+ − 𝛿 > 0 e o conjunto Ω1 = 𝑝−1(𝜁,+∞) ⊂ Ω,
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a pré-imagem de (𝜁,+∞), para 𝛿 suficientemente pequeno tal que

𝑝0 >
𝑝*𝑝+

𝜁
> 𝑝* e 𝜌 > 2𝑟

(𝜁𝑝0/𝑝+ − 1) >
2𝑟

(𝑝0 − 1) .

Escolha um 𝑥0 ∈ Ω1 e considere 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), ou seja 𝑢0 ≥ 𝐾1/𝑟| · −𝑥0|−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎(𝑥0) = 𝑣0,
onde 𝐵𝑎(𝑥0) ⊂ Ω1. Observe que 𝑣0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) uma vez que 0 < 𝜌 < 𝑁 .

Argumentamos por contradição e assumimos que existe uma solução local não negativa 𝑢
de (4.1) com condição inicial 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), isto é

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎 (4.18)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), e 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(Ω)) para algum 𝑇 > 0. Das propriedades do núcleo de
calor e (4.18), temos que

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆Ω1(𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆Ω1(𝑡− 𝜎)𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)𝑑𝜎

≥ 𝑆Ω1(𝑡)𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆Ω1(𝑡− 𝜎) min

{︁
𝑓(𝑢(𝜎))𝑝+

, 𝑓(𝑢(𝜎))𝜁
}︁
𝑑𝜎

(4.19)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). Observe que o Lema 2.4.6 implica que 𝑆Ω1(𝑡)𝑣0 ∈ 𝐿∞(Ω1) para todo 𝑡 > 0.
Além disso, pelo Lema 2.4.4(ii), temos que 𝑆Ω1(𝑡)𝑣0 ≥ 𝑐′

𝑁 𝑡
− 𝜌

2𝑟𝜒𝐵√
𝑡(𝑥0), para todo 0 < 𝑡 <

min{(𝑎/3)2, 𝑇}. Assim,
‖𝑆Ω1(𝑡)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑐′

𝑁 𝑡
−𝜌/2𝑟, (4.20)

para todo 0 < 𝑡 < min{(𝑎/3)2, 𝑇}.

Como lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+
> 0 com 𝑝0 > 𝑝*𝑝+/𝜁 existe uma constante 𝜂 > 0 tal que

𝑓(𝑡)𝑝+ ≥ 𝜂𝑡𝑝0 ≥ 1 para 𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 1 para alguma constante 𝑡0. De (4.20), vemos que existe 𝜏0

tal que ‖𝑆Ω1(𝜏)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑡0 para todo 0 < 𝜏 ≤ 𝜏0. Usando novamente (4.20), temos
∫︁ +∞

‖𝑆Ω1 (𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

min {𝑓(𝜎)𝑝+ , 𝑓(𝜎)𝜁} =
∫︁ +∞

‖𝑆Ω1 (𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎)𝜁

≤ 𝜂−𝜁/𝑝+
∫︁ +∞

‖𝑆Ω1 (𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝜎𝑝0𝜁/𝑝+

= 𝜂−𝜁/𝑝+

(𝑝0𝜁/𝑝+−1)‖𝑆Ω1(𝜏)𝑣0‖1−𝑝0𝜁/𝑝+

𝐿∞

≤ 𝜂−𝜁/𝑝+ (𝑐′
𝑁 )1−𝑝0𝜁/𝑝+

(𝑝0𝜁/𝑝+−1) 𝜏−𝜌(1−𝑝0𝜁/𝑝+)/2𝑟.

Portanto, de (4.19) e da Proposição 4.2.5, temos

1 ≥ 2−𝑝+
𝜏

(︃∫︁ +∞

‖𝑆Ω1 (𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

min {𝑓(𝜎)𝑝+ , 𝑓(𝜎)𝜁}

)︃−1

≥ 2−𝑝+
𝜂𝜁/𝑝

+(𝑝0𝜁/𝑝
+ − 1)(𝑐′

𝑁)(𝑝0𝜁/𝑝+−1)𝜏 1−𝜌(𝑝0𝜁/𝑝+−1)/2𝑟
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para todo 0 < 𝜏 ≤ min{𝜏0, (𝑎/3)2, 𝑇}. Isto é uma contradição para 𝜏 suficientemente pe-
queno, já que 1 − 𝜌(𝑝0𝜁/𝑝

+ − 1)/2𝑟 < 0.
Quando lim inf

𝑡→+∞
𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−

> 0 argumentamos como no caso anterior. Seja 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0),
isto é 𝑢0 ≥ 𝐾1/𝑟| ·−𝑥0|−𝜌/𝑟𝜒𝐵𝑎(𝑥0) = 𝑣0, onde 𝐵𝑎(𝑥0) ⊂ Ω e supomos que existe uma solução
local não negativa 𝑢 verificando (4.18). Como na derivação de (4.19) e (4.20) obtemos

𝑢(𝑡) ≥ 𝑆(𝑡)𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎) min

{︁
𝑓(𝑢(𝜎))𝑝+

, 𝑓(𝑢(𝜎))𝑝−}︁
𝑑𝜎, (4.21)

e
‖𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑐′

𝑁 𝑡
−𝜌/2𝑟, (4.22)

para todo 0 < 𝑡 < min{(𝑎/3)2, 𝑇}.

Como 𝑝0 > 𝑝* tal que lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝−
> 0. Assim, existe uma constante 𝜂 > 0 tal que

𝑓(𝑡)𝑝− ≥ 𝜂𝑡𝑝0 ≥ 1 para 𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 1 para alguma constante 𝑡0. De (4.22), vemos que existe 𝜏0

tal que ‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞ ≥ 𝑡0 para todo 0 < 𝜏 ≤ 𝜏0. Usando novamente (4.22)∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

min {𝑓(𝜎)𝑝+ , 𝑓(𝜎)𝑝−}
=
∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝑓(𝜎)𝑝−

≤ 1
𝜂

∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

𝜎𝑝0

= 1
𝜂(𝑝0−1)‖𝑆(𝜏)𝑣0‖1−𝑝0

𝐿∞

≤ (𝑐′
𝑁 )1−𝑝0

𝜂(𝑝0−1) 𝜏
−𝜌(1−𝑝0)/2𝑟.

Assim, de (4.21) e da Proposição 4.2.5 segue-se

1 ≥ 2−𝑝+
𝜏

(︃∫︁ +∞

‖𝑆(𝜏)𝑣0‖𝐿∞

𝑑𝜎

min {𝑓(𝜎)𝑝+ , 𝑓(𝜎)𝑝−}

)︃−1

≥ 2−𝑝+
𝜂(𝑝0 − 1)(𝑐′

𝑁)(𝑝0−1)𝜏 1−𝜌(𝑝0−1)/2𝑟

para todo 0 < 𝜏 ≤ min{𝜏0, (𝑎/3)2, 𝑇}. Isto é uma contradição para 𝜏 suficientemente pe-
queno, pois 1 − 𝜌(𝑝0 − 1)/2𝑟 < 0.

□

Quando 𝑝 é uma função constante, ou seja 𝑝(𝑥) = 𝑝− = 𝑝+ (𝑥 ∈ Ω), é possível aplicar o
Teorema 4.3.1. Assim, assumindo 𝑝− < 𝑝+ obtemos.

Corolário 4.3.6 Suponha que 𝑓(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ≥ 0, 𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) verificando (4.2), e
𝑝− < 𝑝+.

(i) Se 𝑝− < 𝑝* ≤ 𝑝+, então o problema (4.1) tem uma solução local para cada 𝑥0 ∈ Ω e
𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), com 0 < 𝜌 < 2𝑟/(𝑝0 − 1) para cada 𝑝0 ≥ 𝑝+ e 𝑝0 > 𝑝*.
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(ii) Se 𝑝− ≤ 𝑝* < 𝑝+, então existe 𝑥0 ∈ Ω tal que para cada 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0), com 2𝑟/(𝑝0−1) <

𝜌 < 𝑁 e 𝑝+ ≥ 𝑝0 > 𝑝*, o problema (4.1) não admite uma solução.

Observação 4.3.7 Suponha que 𝑓(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ≥ 0. Como foi mencionado anteriormente, o
Corolário 4.3.3 não cobre os casos: 𝑝− < 𝑝* < 𝑝+, 𝑟 ≥ 1; 𝑝* = 𝑝+, 𝑟 = 1; e 𝑝* = 𝑝−, 𝑟 > 1.
Esses casos são analisados no Corolário 4.3.6.

Resultados sobre a unicidade para 𝑓(𝑡) = 𝑡 com 𝑝(𝑥) = 𝑝 > 1 uma função constante foram
obtidos em (BREZIS; CAZENAVE, 1996), (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022),(LAIS-

TER; SIERŻȨGA, 2020), (TERRANEO, 2002), (WEISSLER, 1980). Como em (CARHUAS-TORRE;

CASTILLO; LOAYZA, 2022) e (LAISTER; SIERŻȨGA, 2020) assumimos que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é
localmente Lipschtiz, não decrescente e definimos a função 𝒢 : [0,+∞) → [0,+∞) dado por

𝒢(𝑡) = sup
0≤𝑢,𝑣≤𝑡

𝑢̸=𝑣

𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)
𝑢− 𝑣

, para 𝑡 > 0, 𝒢(0) = 0.

Nosso resultado de unicidade é o seguinte.

Teorema 4.3.8 Sejam 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) localmente Lipschitz, não decrescente, 𝑓(0) = 0, e
𝑝 ∈ 𝐶(Ω, (1,+∞)) satisfazendo (4.2). O problema (4.1) admite uma única solução na classe{︃

𝑢 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ) , 𝐿∞ (Ω)) ; sup

𝑡∈(0,𝑇 )
𝑡𝛼/2𝑟‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞ < ∞

}︃
, (4.23)

para 𝛼 > 0 se a seguinte condição integral∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2𝑟/𝛼)𝒢 (𝜎)

[︁
𝑓(𝜎)𝑝+−1 + 𝑓(𝜎)𝑝−−1

]︁
𝑑𝜎 < ∞ (4.24)

é satisfeita.

Observação 4.3.9 A seguir fazemos alguns comentários sobre o Teorema 4.3.8.

(a) A solução obtida no Teorema 4.3.1 (i) para 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) pertence ao conjunto definido
em (4.23 ) com 𝛼 = 𝑁 , veja a Observação 4.1.2.

(b) A solução dada pelo Teorema 4.3.4 (i) para 𝑢0 ∈ ℐ𝜌(𝑥0) ⊂ 𝐿𝑟(Ω) está na classe definida
em (4.23) para 𝛼 = 𝜌.

(c) Quando 𝑓(𝑡) = 𝑡 para 𝑡 ≥ 0 obtemos 𝒢(𝑡) = 1. Então, a condição (4.24) é verificada
para 𝑝+ < 1 + 2𝑟/𝛼. Em particular, a solução obtida no Corolário 4.3.3 (i) é única na
classe definida por (4.23), porque 𝑝+ < 𝑝* = 1 + 2𝑟/𝑁 . Por outro lado, a solução do
Corolário 4.3.6 (i) é única na classe definida por (4.23) pois 𝑝0 < 1 + 2𝑟/𝜌 e 𝑝0 ≥ 𝑝+.
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Demonstração do Teorema 4.3.8.
Suponha que o problema (4.1) tem duas soluções locais 𝑢 e 𝑣 na classe (4.23) definidas

em algum intervalo (0, 𝑇 ) com dados iniciais 𝑢0 e 𝑣0 respectivamente, ou seja, 𝑢, 𝑣 pertencem
ao conjunto{︃

𝑧 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇 ) , 𝐿𝑟 (Ω)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐 ((0, 𝑇 ) , 𝐿∞ (Ω)) ; sup

𝑡∈(0,𝑇 )
𝑡𝛼/2𝑟‖𝑧(𝑡)‖𝐿∞ < 𝐶1

}︃
,

para alguma constante 𝐶1 > 0,

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝑢 (𝜎))𝑝(·) 𝑑𝜎 (4.25)

e
𝑣 (𝑡) = 𝑆 (𝑡) 𝑣0 +

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) 𝑓 (𝑣 (𝜎))𝑝(·) 𝑑𝜎. (4.26)

Observe que

𝑓(𝑢(𝑥, 𝜎))𝑝(𝑥) − 𝑓(𝑣(𝑥, 𝜎))𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑤𝑝(𝑥)−1 [𝑓(𝑢(𝑥, 𝜎)) − 𝑓(𝑣(𝑥, 𝜎))] ,

onde 𝑤 = 𝜃𝑓(𝑢(𝑥, 𝜎)) + (1 − 𝜃)𝑓(𝑣(𝑥, 𝜎)), 𝜃 ∈ [0, 1] para q.t.p. 𝑥 ∈ Ω, 0 < 𝜎 < 𝑡 < 𝑇 . Além
disso, como 𝑓 é não decrescente temos⃒⃒⃒⃒

⃒𝑓 (𝑢 (𝑥, 𝜎)) − 𝑓 (𝑣 (𝑥, 𝜎))
𝑢 (𝑥, 𝜎) − 𝑣 (𝑥, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑓 (𝑢 (𝑥, 𝜎)) − 𝑓 (𝑣 (𝑥, 𝜎))

𝑢 (𝑥, 𝜎) − 𝑣 (𝑥, 𝜎) ≤ 𝒢
(︁
𝐶1𝜎

−𝛼/2𝑟
)︁
.

Assim, subtraindo (4.26) de (4.25), e usando a estimativa (2.10) obtemos

‖𝑢 (𝑡) − 𝑣 (𝑡)‖𝐿𝑟

≤ ‖𝑆 (𝑡) (𝑢0 − 𝑣0)‖𝐿𝑟 +
⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡 − 𝜎)

[︁
𝑓 (𝑢 (𝜎))𝑝(·) − 𝑓 (𝑣 (𝜎))𝑝(·)

]︁
𝑑𝜎

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑟

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 + 𝑝+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
𝑆 (𝑡 − 𝜎) max

{︁
𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)−1, 𝑓(𝑣(𝜎))𝑝(·)−1

}︁
[𝑓(𝑢(𝜎)) − 𝑓(𝑣(𝜎))]

⃦⃦⃦
𝐿𝑟

𝑑𝜎

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 + 𝑝+
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
𝑓 (𝑢 (𝜎)) − 𝑓 (𝑣 (𝜎))

𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞

⃦⃦⃦
𝑆 (𝑡 − 𝜎) max

{︁
𝑓(𝑢(𝜎))𝑝(·)−1, 𝑓(𝑣(𝜎))𝑝(·)−1

}︁
×

(𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎))‖𝐿𝑟 𝑑𝜎

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 + 𝑝+
∫︁ 𝑡

0
𝒢
(︁
𝐶1𝜎−𝛼/2𝑟

)︁ ⃦⃦⃦
max

{︁
𝑓(‖𝑢(𝜎)‖𝐿∞)𝑝(·)−1, 𝑓(‖𝑣(𝜎)‖𝐿∞)𝑝(·)−1

}︁⃦⃦⃦
𝐿∞

×

‖𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)‖𝐿𝑟 𝑑𝜎

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 + 𝑝+
∫︁ 𝑡

0
𝒢
(︁
𝐶1𝜎−𝛼/2𝑟

)︁
[𝑓(𝐶1𝜎−𝛼/2𝑟)𝑝+−1 + 𝑓(𝐶1𝜎−𝛼/2𝑟)𝑝−−1] ‖𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)‖𝐿𝑟 𝑑𝜎.

Pela condição (4.24) e pela desigualdade de Gronwall (veja Lema 2.4.13) obtemos

‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖𝐿𝑟

≤ ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 exp
[︃
𝑝+
∫︁ 𝑇

0
𝒢
(︁
𝐶1𝜎

−𝛼/2𝑟
)︁

[𝑓(𝐶1𝜎
−𝛼/2𝑟)𝑝+−1 + 𝑓(𝐶1𝜎

−𝛼/2𝑟)𝑝−−1]𝑑𝜎
]︃

= ‖𝑢0 − 𝑣0‖𝐿𝑟 exp
[︂

2𝑟𝑝+𝐶
2𝑟/𝛼
1

𝛼

∫︁ +∞

𝐶1𝑇−𝛼/2𝑟
𝜎−(1+2𝑟/𝛼)𝒢 (𝜎) [𝑓(𝜎)𝑝+−1 + 𝑓(𝜎)𝑝−−1]𝑑𝜎

]︂
,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). Portanto, a unicidade segue quando 𝑢0 = 𝑣0. □
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5 O PROBLEMA PARABÓLICO DE HARDY COM DADOS INICIAIS EM ES-

PAÇOS DE LEBESGUE UNIFORMEMENTE LOCAIS

Neste capítulo estudamos a equação parabólica com potencial singular, a qual tem sido
extensivamente estudada na literatura. Nossa análise produz um resultado de existência local
para os dados iniciais em espaços de Lebesgue uniformemente locais. Também estabelecemos
condições necessárias e suficientes para a existência local de soluções. Nossas descobertas
melhoram significativamente o trabalho recente de Castillo et al. em (CASTILLO; GUZMÁN-

REA; LOAYZA, 2022), que consideraram apenas dados iniciais em espaços de Lebesgue e não
obtiveram resultados otimais nesse caso.

5.1 INTRODUÇÃO

A existência local de soluções não negativas do problema parabólico não linear singular⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 − Δ𝑢 = |·|−𝛾 𝑓(𝑢) em R𝑁 × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em R𝑁 .

(5.1)

com 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente, 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁}, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0 foi
estudado por Castillo et al. em (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022). Eles mostraram a
existência de um valor crítico

𝑝*
𝛾 = 1 + (2 − 𝛾)𝑟

𝑁
(5.2)

obtendo o seguinte resultado:

Teorema 5.1.1 (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2 e 1.4) Sejam 𝑓 :

[0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua, não decrescente e 0 < 𝛾 < min{2, 𝑁}.

(i) Caso 𝑟 > 1

a) Se 𝛾 < 𝑁/𝑟, lim sup
𝑡→0

𝑡−(1+𝜖−𝛾𝑟/𝑁)𝑓 (𝑡) < ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞, para algum

𝜖 ∈ (0, 𝛾𝑟/𝑁), ou 𝛾 > 𝑁/𝑟 e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞, então o problema (5.1) tem

uma solução não negativa para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟
(︁
R𝑁

)︁
, com 𝑢0 ≥ 0.

b) Se 𝛾 < 𝑁/𝑟 e lim sup
𝑡→0

𝑡−(1−𝛾𝑟/𝑁)𝑓 (𝑡) = +∞ ou lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) = +∞, então

existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟
(︁
R𝑁

)︁
com 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (5.1) não tem solução não

negativa.
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(ii) Caso 𝑟 = 1

a) Se lim sup
𝑡→0

𝑡−(1−𝛾/𝑁)𝑓 (𝑡) = +∞ ou
∫︁ +∞

1
𝐺0 (𝜎)𝜎−[1+(2−𝛾)/𝑁 ]𝑑𝜎 = +∞, então

existe 𝑢0 ∈ 𝐿1
(︁
R𝑁

)︁
, 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (5.1) não tem solução não

negativa.

b) Se lim sup
𝑡→0

𝑡−(1−𝛾/𝑁+𝜖)𝑓 (𝑡) < ∞ e
∫︁ +∞

1
𝐺𝜖 (𝜎)𝜎−[1+(2−𝛾)/𝑁 ]𝑑𝜎 < ∞, então para

cada 𝑢0 ∈ 𝐿1
(︁
R𝑁

)︁
, 𝑢0 ≥ 0, o problema (5.1) tem uma solução local não negativa.

Neste caso, os autores consideraram as funções Γ𝜖, 𝐺𝜖 : (0,+∞) → (0,+∞) dada por
𝐺𝜖 (𝑡) = sup

0<𝜎≤𝑡
𝑓 (𝜎) /Γ𝜖 (𝜎), onde

Γ𝜖 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡1−𝛾/𝑁+𝜖 se 0 < 𝑡 ≤ 1,

𝑡 se 𝑡 > 1,

para 𝜖 > 0 suficientemente pequeno.

Observe que o Teorema 5.1.1 é um resultado quase ótimo porque os itens (a) e (b) em (i) e
(ii) não fornecem uma caracterização completa para a existência local no sentido de (LAISTER

et al., 2016, Teorema 5.1), isto é,

• Para 𝛾 = 0, o problema (5.1) admite uma solução não negativa para 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(R𝑁), 𝑢0 ≥

0 se, e somente se,

lim sup
𝑡→0

𝑓(𝑡)
𝑡

< ∞ e

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
lim sup
𝑡→∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓(𝑡) < ∞ se 𝑟 > 1,∫︁ ∞

1
𝑡−(1+2/𝑁)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡 < ∞ se 𝑟 = 1,

onde 𝐹 (𝑡) = sup0≤𝜎≤𝑡 𝑓(𝜎)/𝜎;

também, o caso 𝛾 = 𝑁/𝑟 não foi tratado por eles.
Para melhorar esses resultados anteriores, trabalhamos com um espaço maior que os es-

paços de Lebesgue, os espaços de Lebesgue uniformemente locais denotados por 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌(R𝑁),
1 ≤ 𝑟 < ∞.

Neste capítulo o objetivo principal é analisar a existência de soluções para o problema
(5.1). Para tanto, consideramos 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente e os dados iniciais no
espaço 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) o qual é maior que o espaço de Lebesgue 𝐿𝑟(R𝑁). Esses espaços são úteis
ao lidar com equações em domínios ilimitados. Eles compartilham a propriedade de inclusão
𝐿𝑟1
𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) ⊂ 𝐿𝑟2

𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) para 𝑟1 ≥ 𝑟2, assim como os espaços limitados, e contêm as funções
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constantes. Nossa abordagem fornece condições necessárias e suficientes para a existência
de soluções não negativas para o problema (5.1), isto melhora os resultados apresentados
em (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022), onde trabalhamos com o espaço denotado por
ℒ𝑟
𝑢𝑙,𝜌(R𝑁) que é o fecho do espaço das funções limitadas uniformemente contínuas 𝐵𝑈𝐶(R𝑁)

no espaço 𝐿𝑟𝑢𝑙,𝜌(R𝑁). Para reduzir a notação, escrevemos 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) e ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) se 𝜌 = 1.

Antes disso, definimos a noção de solução do problema (5.1).

Definição 5.1.2 Sejam 𝛾 > 0, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0, 1 ≤ 𝑟 < ∞ e 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)).
Dizemos que 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)), para algum 𝑇 > 0, é solução
do problema (5.1) se verifica

𝑢 (𝑡) = ℱ (𝑢, 𝑢0) (𝑡) := 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 (5.3)

q.t.p. em R𝑁 × (0, 𝑇 ), onde {𝑆 (𝑡)}𝑡≥0 denota o semigrupo de calor.

O presente capítulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 5.2 apresentamos
alguns resultados preliminares para o problema (5.1) e enunciamos os resultados obtidos, em
seguida, demonstramos esses teoremas na Seção 5.3.

5.2 RESULTADOS PRELIMINARES

5.2.1 Resultado de existência

Para os resultados da existência local de soluções do problema (5.1), usamos o método de
supersolução. Supersolução é entendido no seguinte sentido.

Definição 5.2.1 Sejam 𝛾 > 0, 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0, 1 ≤ 𝑟 < ∞ e 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)).
Suponha que 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)), para algum 𝑇 > 0. Dizemos
que 𝑢 é uma supersolução do problema (5.1) se 𝑢(𝑡) ≥ ℱ(𝑢, 𝑢0)(𝑡) q.t.p. em R𝑁 × (0, 𝑇 ).

Lema 5.2.2 Suponha que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente e 𝛾 > 0. Seja 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁),
𝑢0 ≥ 0 com 1 ≤ 𝑟 < ∞. Então, o problema (5.1) admite uma solução definida em R𝑁 ×(0, 𝑇 )

se, e somente se, admite uma supersolução em R𝑁 × (0, 𝑇 ).

Demonstração. Pela Definição 5.1.2, qualquer solução de (5.1) é uma supersolução de (5.1).
Assim, precisamos apenas mostrar que a existência de uma supersolução 𝑢 para (5.1) implica
a existência de uma solução 𝑢 para (5.1).
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Como 𝑢 é uma supersolução de (5.1), 𝑢 ≥ ℱ (𝑢, 𝑢0). Além disso, ℱ é não decrescente em
𝑢, pois 𝑓 é não decrescente e o semigrupo do calor {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 tem a propriedade de monoto-
nicidade (ou seja, se 𝑢0 ≥ 𝑣0 ≥ 0 então 𝑆(𝑡)𝑢0 ≥ 𝑆(𝑡)𝑣0). Considere a sequência {𝑢𝑛}𝑛≥0,
dada por 𝑢0 = 𝑢, e ℱ(𝑢𝑛−1, 𝑢0) = 𝑢𝑛 para cada 𝑛 ≥ 1. Então a sequência {𝑢𝑛}𝑛≥0 é não
crescente q.t.p. em R𝑁 × (0, 𝑇 ) e 𝑢 ≥ 𝑢𝑛 ≥ 𝑢𝑛+1 ≥ 0. Seja 𝑢 (𝑥, 𝑡) = lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 (𝑥, 𝑡),

sempre que existir. Então, a partir da continuidade da função não decrescente 𝑓 , a mono-
tonicidade do semigrupo {𝑆(𝑡)}𝑡≥0, e pela aplicação do Teorema da convergência monótona
(veja Teorema 2.1.5) podemos concluir que 𝑢 = lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = lim

𝑛→∞
ℱ(𝑢𝑛−1, 𝑢0) = ℱ(𝑢, 𝑢0).

Devido à construção da sequência é possível concluir que 𝑢 = F (𝑢, 𝑢0) e 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢.
Além disso, como 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)) concluímos que 𝑢 ∈

𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)). □

Lema 5.2.3 Sejam 0 < 𝛾 < 𝑁 e 1 < 𝑞1, 𝑞2 ≤ ∞ tal que

1
𝑞2

≤ 1
𝑚

+ 1
𝑞1

≤ 1,

com 1 < 𝑚 < 𝑁/𝛾. Então existe uma constante 𝐶 > 0 que depende de 𝑚, 𝑞1 e 𝑞2 tal que

⃦⃦⃦
𝑆 (𝑡)

(︁
|·|−𝛾 𝜓

)︁⃦⃦⃦
𝐿

𝑞2
𝑢𝑙

(R𝑁 )
≤ 𝐶𝑡

− 𝑁
2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
− 𝑁

2𝑚 ‖𝜓‖𝐿𝑞1
𝑢𝑙

(R𝑁 )

para 𝑡 ∈ (0, 1) e 𝜓 ∈ 𝐿𝑞1
𝑢𝑙

(︁
R𝑁

)︁
.

Demonstração. Como |·|−𝛾 ∈ 𝐿𝑚𝑢𝑙(R𝑁) e 𝜓 ∈ 𝐿𝑞1
𝑢𝑙(R𝑁), pela desigualdade de Hölder

⃦⃦⃦
|·|−𝛾 𝜓

⃦⃦⃦
𝐿𝑠

𝑢𝑙
(R𝑁 )

≤
⃦⃦⃦
|·|−𝛾

⃦⃦⃦
𝐿𝑚

𝑢𝑙
(R𝑁 )

‖𝜓‖𝐿𝑞1
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ,

onde 1/𝑠 = 1/𝑚 + 1/𝑞1. Então, pelo efeito regularizante do semigrupo de calor, veja Lema
2.4.8(i), segue

⃦⃦⃦
𝑆 (𝑡)

(︁
|·|−𝛾 𝜓

)︁⃦⃦⃦
𝐿

𝑞2
𝑢𝑙

(R𝑁 )
≤ 𝐶𝑡

− 𝑁
2

(︁
1
𝑠

− 1
𝑞2

)︁ ⃦⃦⃦
|·|−𝛾 𝜓

⃦⃦⃦
𝐿𝑠

𝑢𝑙
(R𝑁 )

≤ 𝐶𝑡
− 𝑁

2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
− 𝑁

2𝑚
⃦⃦⃦
|·|−𝛾

⃦⃦⃦
𝐿𝑚

𝑢𝑙
(R𝑁 )

‖𝜓‖𝐿𝑞1
𝑢𝑙

(R𝑁 )

≤ 𝐶𝑡
− 𝑁

2

(︁
1

𝑞1
− 1

𝑞2

)︁
− 𝑁

2𝑚 ‖𝜓‖𝐿𝑞1
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ,

para 0 < 𝑡 ≤ 1. □
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5.2.2 Resultado de não existência

O problema (5.1) num domínio suave limitado 0 ∈ Ω ⊂ R𝑁 foi também estudado em
(CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022). Mais precisamente, eles consideram o problema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = | · |−𝛾𝑓(𝑢) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(5.4)

com 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 1 ≤ 𝑟 < ∞, e estabeleceram o seguinte resultado, veja (CASTILLO; GUZMÁN-

REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2 (i) e Teorema 1.4 (i)).

Proposição 5.2.4 Seja 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua e não decrescente,
1 ≤ 𝑟 < ∞ e 0 < 𝛾 < min{2, 𝑁}. O problema (5.4) admite uma solução não negativa para
𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 se, e somente se,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓(𝑡) < ∞ se 𝑟 > 1,

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝛾𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞ se 𝑟 = 1,

onde 𝐹 (𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)/𝑡.

Observação 5.2.5 A parte necessária é mostrada escolhendo um 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0, 1 ≤

𝑟 < ∞ apropriado, tal que
∫︁

Ω

(︂∫︁ 𝑡

0
𝑆Ω(𝑡− 𝜎)| · |−𝛾𝑓(𝑆Ω(𝜎)𝑢0)𝑑𝜎

)︂𝑟
𝑑𝑥 = +∞, para 𝑡 pequeno. (5.5)

5.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

Em nosso primeiro resultado, estabelecemos a existência local para o problema (5.1) com
condições iniciais em 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) e ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁).

Teorema 5.3.1 Suponha que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente, 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁}, 𝑝*
𝛾

definido por (5.2) e uma das seguintes condições é válida:

(i) 𝑢0 ∈ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑢0 ≥ 0 e

∫︁ +∞

1
𝜎−(1+(2−𝛾)/𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞, (5.6)
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onde
𝐹 (𝑡) := sup

1≤𝜎≤𝑡

𝑓(𝜎)
𝜎

. (5.7)

(ii) 𝑟 > 1 e

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞ se 𝑢0 ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑢0 ≥ 0, (5.8)

lim
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) = 0 se 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑢0 ≥ 0. (5.9)

Então, o problema (5.1) possui uma solução não negativa

𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁))

definida em algum intervalo (0, 𝑇 ). Além disso, 𝑡𝑁/2𝑟‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞(R𝑁 ) ≤ 𝐶 para algum 𝐶 > 0 e
todo 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Observação 5.3.2 A seguir, fazemos alguns comentários sobre o Teorema 5.3.1.

(i) Dado 𝑢0 ∈ 𝐿1(R𝑁) ⊂ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁). O Teorema 5.3.1 implica a existência de uma solução em

𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁)) se a condição (5.6 ) é satisfeito. Neste caso, para 𝛾 = 0, Laister e

Sierżȩga em (LAISTER; SIERŻȨGA, 2020) obtiveram uma solução em 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿1(R𝑁))

assumindo 𝑓 ∈ 𝐶(R) localmente Lipschitz e
∫︁ +∞

1
𝜎−(1+2/𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞,

com 𝐹 (𝑡) = sup0<|𝜎|≤𝑡 𝑓(𝜎)/𝜎 para 𝑡 > 0.

(ii) Seja 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 para 𝑡 ≥ 0 e 𝑝 > 1. As condições (5.6) e (5.9) são verificadas se 𝑝 < 𝑝*
𝛾.

Assim, concluímos que, para 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁}, o problema (5.1) tem uma solução
local para cada 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁), 𝑟 ≥ 1. A condição (5.8) é satisfeita para 𝑝 ≤ 𝑝*

𝛾, e neste
caso temos apenas soluções para 𝑢0 ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁) com 𝑟 > 1.

(iii) Observe que para 𝑢0 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) ⊂ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁), o Teorema 5.3.1 implica a existência de

uma solução no espaço 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)).

Demonstração do Teorema 5.3.1.

(i) Se 𝑟 = 1.
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a) 𝑢0 ∈ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁). Seja 𝜈(𝑡) =

∫︁ +∞

𝐴1𝑡−𝑁/2
𝐹 (𝜎)𝜎−1− (2−𝛾)

𝑁 𝑑𝜎 para 𝑡 ∈ (0, 1), onde
𝐴1 > 0 será escolhido posteriormente. Por uma mudança de variável temos
∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

− 𝑁
2
)︁
𝜎− 𝛾

2 𝑑𝜎 = 2
𝑁
𝐴

2−𝛾
𝑁

1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡−𝑁/2
𝐹 (𝜇)𝜇−1− (2−𝛾)

𝑁 𝑑𝜇 = 2
𝑁
𝐴

2−𝛾
𝑁

1 𝜈 (𝑡) ,
(5.10)

e como 𝐹 é não decrescente

2𝑡 2−𝛾
2

2 − 𝛾
𝐹
(︁
𝐴1𝑡

− 𝑁
2
)︁

≤ 2
𝑁
𝐴

2−𝛾
𝑁

1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡
− 𝑁

2
𝐹 (𝜇)𝜇−1− (2−𝛾)

𝑁 𝑑𝜇 = 2
𝑁
𝐴

2−𝛾
𝑁

1 𝜈 (𝑡) . (5.11)

Observe também que
∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

− 𝑁
2
)︁
𝑑𝜎 ≤

∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

− 𝑁
2
)︁
𝜎− 𝛾

2 𝑑𝜎 = 2
𝑁
𝐴

2−𝛾
𝑁

1 𝜈 (𝑡) , (5.12)

para 𝑡 ∈ (0, 1).

Para obter uma solução para dados iniciais não negativos mostramos que existe uma
supersolução não negativa do problema (5.1). Assim, seja 𝜑 = max {𝑢0, 1} ≥ 1,

𝑤(𝑡) = 𝐴𝑆(𝑡)𝜑 ≥ 1,

onde 𝐴 > 1. Então, 𝑤 é uma supersolução de (5.1) em algum intervalo (0, 𝑇 ).
De fato, como 𝜑 ∈ 𝐿1

𝑢𝑙(R𝑁) pelo Lema 2.4.7(iii), segue-se do Lema 2.4.8(i) que
existe uma constante 𝐶0 > 0 tal que

‖𝑤(𝑡)‖𝐿∞(R𝑁 ) ≤ 𝐶0𝐴𝑡
−𝑁/2 ‖𝜑‖𝐿1

𝑢𝑙
(R𝑁 ) ≤ 𝐴1𝑡

−𝑁/2,

para 𝑡 > 0 e 𝐴1 = 𝐶0𝐴‖𝜑‖𝐿1
𝑢𝑙

(R𝑁 ). Além disso, usando novamente o Lema 2.4.8(i),
existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que

‖𝑤(𝑡)‖𝐿1
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ≤ 𝐶1𝐴 ‖𝜑‖𝐿1
𝑢𝑙

(R𝑁 ) .

Portanto,
𝑤 ∈ 𝐿∞((0,∞), 𝐿1

𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0,∞), 𝐿∞(R𝑁)).

Observe que considerando 𝑡 = 𝑠 em (5.7) e temos

𝑓(𝑠) ≤ 𝑠𝐹 (𝑠), para 𝑠 ≥ 1. (5.13)
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Usando as desigualdades (5.13), (5.10), (5.11), (5.12) e Lema 2.4.10, temos
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝐹 (𝐴𝑆 (𝜎)𝜑) [𝐴𝑆 (𝜎)𝜑]𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝐹

(︁
‖𝐴𝑆 (𝜎)𝜑‖𝐿∞(R𝑁 )

)︁
𝐴𝑆 (𝜎)𝜑𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 [𝐴𝑆 (𝜎)𝜑]𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴𝑆 (𝑡)𝜑𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴𝑆 (𝑡)𝜑21+𝛾/2
∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 𝑤(𝑡)𝐶2𝛾/2+1 2
𝑁
𝐴

(2−𝛾)/𝑁
1 𝜈(𝑡),

(5.14)

onde 𝐶 é a constante do Lema 2.4.10. Na dedução da penúltima desigualdade de
(5.14) argumentamos da seguinte forma

𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

+𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

𝑡/2
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎 + 2𝛾/2𝐹

(︁
𝐴1(𝑡/2)−𝑁/2

)︁ ∫︁ 𝑡

𝑡/2
(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎 + 2𝛾/2𝐹

(︁
𝐴1(𝑡/2)−𝑁/2

)︁ 2
2 − 𝛾

(𝑡/2)1−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎 + 2𝛾/2

∫︁ 𝑡/2

0
𝐹
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎.

Assim, da formulação (5.3), da desigualdade (5.14) e da condição (5.6), segue

ℱ (𝑤, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤ 𝑆 (𝑡)𝜑+ 𝑤(𝑡)𝐶2𝛾/2+1 2
𝑁
𝐴

(2−𝛾)/𝑁
1 𝜈(𝑡)

≤
(︃

1
𝐴

+ 𝐶
2𝛾/2+2

𝑁
𝐴

(2−𝛾)/𝑁
1 𝜈(𝑡)

)︃
𝑤 (𝑡)

≤ 𝑤 (𝑡) ,

(5.15)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) com 𝑇 > 0 suficientemente pequeno. Assim, ℱ (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 em
(0, 𝑇 ) e 𝑤 é uma supersolução de (5.1) em (0, 𝑇 ).

Portanto, o Lema 5.2.2 garante que o problema (5.1) admite uma solução definida
em (0, 𝑇 ) e 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).



79

b) Se 𝑢0 ∈ ℒ1
𝑢𝑙(R𝑁), a desigualdade (5.14) também é válida. Pelo Lema 2.4.7(iii)

implica que 𝜑 ∈ ℒ1
𝑢𝑙(R𝑁), segue do Lema 2.4.8(ii) que

‖𝑤(𝑡)‖𝐿∞(R𝑁 ) ≤ 𝐴𝐶*𝑡
−𝑁/2, com 0 < 𝑡 < 𝑡0,

para algum 𝑡0 = 𝑡0(𝐶*, 𝜑). Procedendo como na derivação de (5.15) com 𝐶0

substituído por 𝐶*, segue que

ℱ(𝑤, 𝑢0) ≤
(︃

1
𝐴

+ 𝐶
22+𝛾/2

𝑁
(𝐴𝐶*)(2−𝛾)/𝑁𝜈(𝑡)

)︃
𝑤(𝑡),

para 0 < 𝑡 < 𝑡0. Portanto, por (5.6) e do Lema 2.4.8(ii), podemos considerar
𝐶* > 0 suficientemente pequeno tal que se 0 < 𝑡 < 𝑡0(𝐶*, 𝜑), de modo que

𝐶
22+𝛾/2

𝑁
(𝐴𝐶*)(2−𝛾)/𝑁𝜈(𝑡) ≤ 𝐴− 1

𝐴
. (5.16)

Então por (5.16), vemos que 𝑤 é um supersolução de (5.1). Dai, pelo Lema 5.2.2, o
problema (5.1) tem uma solução verificando 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para 0 < 𝑡 < 𝑡0 = 𝑇 .

(ii) Caso 𝑟 > 1.

a) 𝑢0 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁). Analisamos algumas situações.

Caso 1. 2(𝛾 − 1)/𝑁 < 1/𝑟 ≤ [𝑁 − (2 − 𝛾)]/𝑁 e 𝑁 ≥ 2.

Seja 𝜃 = 1/𝑟 + (2 − 𝛾)/𝑁 . Então, 𝑟𝜃 = 1 + (2 − 𝛾)𝑟/𝑁 = 𝑝*
𝛾 e 𝛾/𝑁 < 𝜃 ≤ 1.

Por (5.8) existe 𝐶0 > 0 tal que

𝐺(𝑡) = sup
1≤𝜎≤𝑡

𝑓(𝜎)
𝜎𝑟𝜃

≤ 𝐶0, (5.17)

para todo 𝑡 ≥ 1. Portanto,

𝜂
(2−𝛾)𝑟

𝑁

∫︁ +∞

𝜂
𝐺(𝜎)𝜎−(1+ (2−𝛾)𝑟

𝑁
)𝑑𝜎 ≤ 𝜂

(2−𝛾)𝑟
𝑁 𝐶0

∫︁ +∞

𝜂
𝜎−1− (2−𝛾)𝑟

𝑁 𝑑𝜎 = 𝑁𝐶0

(2 − 𝛾)𝑟 .

(5.18)
Seja 𝜈1(𝑡) =

∫︁ +∞

𝐴1𝑡−𝑁/(2𝑟)
𝐺 (𝜎)𝜎−1− (2−𝛾)𝑟

𝑁 𝑑𝜎 para 𝑡 ∈ (0, 1) onde 𝐴1 > 0 é uma
constante que será escolhida posteriormente. Fazendo uma mudança de variável
temos∫︁ 𝑡

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

− 𝑁
2𝑟

)︁
𝜎− 𝛾

2 𝑑𝜎 = 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡
− 𝑁

2𝑟

𝐺 (𝜇)𝜇−1− (2−𝛾)𝑟
𝑁 𝑑𝜇 = 2𝑟

𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1 𝜈1 (𝑡) ,
(5.19)

e como 𝐺 é não decrescente
2𝑡 2−𝛾

2

2 − 𝛾
𝐺
(︁
𝐴1𝑡

− 𝑁
2𝑟

)︁
≤ 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡
− 𝑁

2𝑟

𝐺 (𝜇)𝜇−1− (2−𝛾)𝑟
𝑁 𝑑𝜇 = 2𝑟

𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1 𝜈1 (𝑡) .

(5.20)
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Observe também que∫︁ 𝑡

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

− 𝑁
2𝑟

)︁
𝑑𝜎 ≤

∫︁ 𝑡

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

− 𝑁
2𝑟

)︁
𝜎− 𝛾

2 𝑑𝜎 = 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1 𝜈1 (𝑡) , (5.21)

para 𝑡 ∈ (0, 1).

Seja 𝜑 = max {𝑢0, 1} ≥ 1, 𝐴 > 1,

𝑤(𝑡) = 𝐴(𝑆(𝑡)𝜑𝑟)1/𝑟 ≥ 1, (5.22)

para 𝑡 ≥ 0. Pelo Lema 2.4.7(iii) temos que 𝜑 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁), segue do Lema 2.4.8(ii)

que
‖𝑤(𝑡)‖𝐿∞(R𝑁 ) ≤ 𝐶*𝐴𝑡

−𝑁/2𝑟 ‖𝜑𝑟‖1/𝑟
𝐿1

𝑢𝑙
(R𝑁 ) = 𝐴1𝑡

−𝑁/2𝑟,

onde 𝐴1 = 𝐶*𝐴 ‖𝜑𝑟‖1/𝑟
𝐿1

𝑢𝑙
(R𝑁 ), e

‖𝑤(𝑡)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 ) = 𝐴 ‖𝑆(𝑡)𝜑𝑟‖1/𝑟
𝐿1

𝑢𝑙
(R𝑁 ) ≤ 𝐶*𝐴 ‖𝜑𝑟‖1/𝑟

𝐿1
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ,

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) com 𝑇 suficientemente pequeno. Assim,

𝑤 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)).

Agora, mostramos que 𝑤 é uma supersolução de (5.1) em (0, 𝑇 ), para 𝑇 > 0

possivelmente pequeno.

Note que, considerando 𝑡 = 𝑠 ≥ 1 em (5.17), temos que

𝑓(𝑠) ≤ 𝑠𝑟𝜃𝐺(𝑠), 𝑠 ≥ 1, (5.23)

De (5.23), Lema 2.4.9(ii), Lema 2.4.8(ii) e Lema 2.4.10 obtemos∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝐺(𝑤(𝜎))𝑤𝑟𝜃(𝜎)𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑝
*
𝛾

∫︁ 𝑡

0
𝐺(‖𝑤(𝜎)‖𝐿∞(R𝑁 ))𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 (𝑆(𝜎)𝜑𝑟)𝜃𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑝
*
𝛾

∫︁ 𝑡

0
𝐺(𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟)𝑆(𝑡− 𝜎)
[︁
| · |−𝛾/𝜃𝑆(𝜎)𝜑𝑟

]︁𝜃
𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑝
*
𝛾

∫︁ 𝑡

0
𝐺(𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟)
[︁
𝑆(𝑡− 𝜎)| · |−𝛾/𝜃𝑆(𝜎)𝜑𝑟

]︁𝜃
𝑑𝜎

≤ 𝐶[𝑤(𝑡)]𝑟𝜃𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

0
𝐺(𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟)(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎.

(5.24)

Observe que pelo Lema 2.4.8(ii) obtemos

[𝑤(𝑡)]𝑟𝜃 ≤ ‖𝑤(𝑡)‖𝑟𝜃−1
𝐿∞(R𝑁 )𝑤(𝑡) ≤

[︁
𝐴1𝑡

−𝑁/(2𝑟)
]︁(2−𝛾)𝑟/𝑁

𝑤(𝑡) ≤ 𝐴
𝑝*

𝛾−1
1 𝑡−(2−𝛾)/2𝑤(𝑡),

(5.25)
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e por (5.19), (5.20), (5.21) e (5.18)

𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

+𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

𝑡/2
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁

(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎 + 2𝛾/2𝐺

(︁
𝐴1(𝑡/2)−𝑁/2𝑟

)︁ ∫︁ 𝑡

𝑡/2
(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝑑𝜎

= 2𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎 + 2𝛾/2𝐺

(︁
𝐴1(𝑡/2)−𝑁/2𝑟

)︁ 2
2 − 𝛾

(𝑡/2)1−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2
∫︁ 𝑡/2

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎 + 2𝛾/2

∫︁ 𝑡/2

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2+1
∫︁ 𝑡

0
𝐺
(︁
𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟
)︁
𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

= 2𝛾/2+1 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟/𝑁
1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡−𝑁/2𝑟
𝐺(𝜎)𝜎−(1+ (2−𝛾)𝑟

𝑁 )𝑑𝜎

≤ 2𝛾/2+1 2𝐶0

2 − 𝛾
𝑡(2−𝛾)/2.

(5.26)

Portanto, pela desigualdade (5.25) e (5.26) em (5.24) segue que

ℱ (𝑤, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤ (𝑆 (𝑡)𝜑𝑟)1/𝑟 + 2𝛾/2+2𝐶𝐶0𝐴
𝑝*

𝛾−1
1

2 − 𝛾
𝑤(𝑡)

≤

⎛⎝ 1
𝐴

+ 2𝛾/2+2𝐶𝐶0𝐴
𝑝*

𝛾−1
1

2 − 𝛾

⎞⎠𝑤(𝑡)

(5.27)

para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Como 𝐴1 = 𝐶*𝐴‖𝜑𝑟‖1/𝑟
𝐿1

𝑢𝑙
(R𝑁 ) depende de 𝐶* é possível escolher 𝐴1 suficientemente

pequeno tal que
1
𝐴

+ 2𝛾/2+2𝐶𝐶0𝐴
𝑝*

𝛾−1
1

2 − 𝛾
≤ 1 (5.28)

(veja Lema 2.4.8(ii)). Assim, de (5.27) e (5.28), ℱ (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 em (0, 𝑇 ) e 𝑤 é
uma supersolução de (5.1) em (0, 𝑇 ).

Portanto, o Lema 5.2.2 garante que o problema (5.1) admite uma solução definida
em (0, 𝑇 ) e 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Caso 2: 𝑁 = 1 ou [𝑁 − (2−𝛾)]/𝑁 < 1/𝑟 e 𝑁 ≥ 2. Então, 1/𝑟+(2−𝛾)/𝑁 > 1.
De (5.17) (com 𝜃 = 1) e (5.8) temos
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𝐺(𝑡) = sup
1≤𝜎≤𝑡

𝑓(𝜎)
𝜎𝑟

≤ sup
1≤𝜎≤𝑡

⎛⎝𝑓(𝜎)
𝜎𝑟

(𝑡𝑟) 1
𝑟

+ 2−𝛾
𝑁

−1

(𝜎𝑟) 1
𝑟

+ 2−𝛾
𝑁

−1

⎞⎠
= sup

1≤𝜎≤𝑡

(︃
𝑓(𝜎)

𝜎1+ (2−𝛾)𝑟
𝑁

)︃
𝑡1+ 𝑟(2−𝛾)

𝑁
−𝑟

≤ 𝐶0𝑡
1+ 𝑟(2−𝛾)

𝑁
−𝑟.

(5.29)

Daí, segue-se que

𝜂𝑟−1
∫︁ +∞

𝜂
𝐺(𝜎)𝜎−[1+ (2−𝛾)𝑟

𝑁
]𝑑𝜎 ≤ 𝜂𝑟−1𝐶0

∫︁ +∞

𝜂
𝜎−𝑟𝑑𝜎 = 𝐶0

𝑟 − 1 . (5.30)

Argumentando de forma similar ao caso anterior, considerando a função 𝑤 definida
por (5.22), é possível concluir que é uma supersolução do problema (5.1) em algum
intervalo (0, 𝑇 ). Argumentamos da seguinte forma: A partir de (5.23) usando o
Lema 2.4.10, Lema 2.4.8(ii) e resolvendo de forma similar a (5.26), temos∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝐺(𝑤(𝜎))𝑤𝑟(𝜎)𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑟
∫︁ 𝑡

0
𝐺(‖𝑤(𝜎)‖𝐿∞(R𝑁 ))𝑆(𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑆(𝜎)𝜑𝑟𝑑𝜎

≤ 𝐴𝑟
∫︁ 𝑡

0
𝐺(𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟)𝑆(𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑆(𝜎)𝜑𝑟𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴𝑟𝑆(𝑡)𝜑𝑟𝑡𝛾/2
∫︁ 𝑡

0
𝐺(𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟)(𝑡− 𝜎)−𝛾/2𝜎−𝛾/2𝑑𝜎

≤ 𝐶[𝑤(𝑡)]𝑟2𝛾/2+1
∫︁ 𝑡

0
𝐺(𝐴1𝜎

−𝑁/2𝑟)𝜎−𝛾/2𝑑𝜎.

Fazendo uma mudança de variável e usando a desigualdade (5.30), temos∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤ 𝐶 ‖𝑤(𝑡)‖𝑟−1
𝐿∞(R𝑁 ) 𝑤(𝑡)2𝛾/2+1 2𝑟

𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡−𝑁/2𝑟
𝐺(𝜎)𝜎−(1+ (2−𝛾)𝑟

𝑁
)𝑑𝜎

≤ 𝐶𝐴𝑟−1
1 𝑡−

𝑁
2𝑟

(𝑟−1)𝑤(𝑡)2𝛾/2+1 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1

∫︁ +∞

𝐴1𝑡−𝑁/2𝑟
𝐺(𝜎)𝜎−(1+ (2−𝛾)𝑟

𝑁
)𝑑𝜎

≤ 𝐶𝑤(𝑡)2𝛾/2+1 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1
𝐶0

𝑟 − 1 .

Portanto, segue que

ℱ (𝑤, 𝑢0) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑤 (𝜎)) 𝑑𝜎

≤ (𝑆 (𝑡)𝜑𝑟)1/𝑟 + 𝐶2𝛾/2+1 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1
𝐶0

𝑟 − 1𝑤(𝑡)

≤
(︂ 1
𝐴

+ 𝐶2𝛾/2+1 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1
𝐶0

𝑟 − 1

)︂
𝑤(𝑡)

(5.31)
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para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Como 𝐴1 depende de 𝐶*, é possível escolher 𝐴1 > 0 suficientemente pequeno tal
que

1
𝐴

+ 𝐶2𝛾/2+1 2𝑟
𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1
𝐶0

𝑟 − 1 ≤ 1. (5.32)

Assim, de (5.31) e (5.32), ℱ (𝑤, 𝑢0) ≤ 𝑤 em (0, 𝑇 ) e 𝑤 é uma supersolução de
(5.1) em (0, 𝑇 ), e podemos concluir usando o Lema 5.2.2 que o problema (5.1)
admite uma solução definida em (0, 𝑇 ) com 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Caso 3. 1/𝑟 ≤ 2(𝛾 − 1)/𝑁 e 𝑁 ≥ 2. Escolha 𝜂 > 1 tal que

1
𝑟

≤ 2(𝛾 − 1)
𝑁

<
1
𝜂
<
𝑁 − (2 − 𝛾)

𝑁
e 𝑁 ≥ 2. (5.33)

Como ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) ⊂ ℒ𝜂

𝑢𝑙(R𝑁) para 𝑟 > 𝜂, por hipótese temos que 𝜑 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁)

então 𝜑 ∈ ℒ𝜂
𝑢𝑙(R𝑁). Logo, de (5.33), como no Caso 1, segue que existe uma

supersolução para o problema (5.1), dada por 𝑤(𝑡) = 𝐴(𝑆(𝑡)𝜑𝜂)1/𝜂 em (0, 𝑇 )

com 𝑤 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝜂𝑢𝑙(R𝑁)) ∩𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)). Podemos concluir, usando

o Lema 5.2.2, que o problema (5.1) admite uma solução definida em (0, 𝑇 ), ou
seja, 𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝜂𝑢𝑙(R𝑁)) ∩ 𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)) com 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para
𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

Como 𝜑 ∈ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁) então 𝜑𝜂 ∈ ℒ𝑟/𝜂

𝑢𝑙 (R𝑁) e pelo Lema 2.4.8(ii), temos que

‖𝑢(𝑡)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ≤ ‖𝑤(𝑡)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 ) = 𝐴 ‖(𝑆(𝑡)𝜑𝜂)‖1/𝜂
𝐿

𝑟/𝜂
𝑢𝑙

(R𝑁 )
≤ 𝐶.

Portanto, o problema (5.1) admite uma solução definida em (0, 𝑇 ) tal que 𝑢 ∈

𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁))∩𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)) com 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑤(𝑡) para 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).

b) Se 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁). O argumento é similar ao caso anterior. Explicamos apenas
alguns detalhes. Dado 𝜖 > 0. Do limite (5.9) existe 𝑡1 ≥ 1 tal que

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡) ≤ 𝜖,

para todo 𝑡 ≥ 𝑡1. Como 𝜑 = max{𝑢0, 𝑡1} ≥ 𝑡1 e 𝜑 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁), podemos argu-
mentar como no caso ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁) considerando no lugar de (5.17) e (5.29)

𝐺(𝑡) = sup
𝑡1≤𝜎≤𝑡

𝑓(𝜎)
𝜎𝑟𝜃

≤ 𝜖

e
𝐺(𝑡) = sup

𝑡1≤𝜎≤𝑡

𝑓(𝜎)
𝜎𝑟𝜃

≤ 𝜖𝑡1+ (2−𝛾)𝑟
𝑁

−𝑟
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para 𝑡 ≥ 𝑡1, respectivamente. Além disso, com essas mudanças temos, no lugar de
(5.28) e (5.32),

1
𝐴

+ 𝐶2𝛾/2+2𝜖𝐴
𝑝*

𝛾−1
1

2 − 𝛾
≤ 1, 1

𝐴
+ 𝐶2𝛾/2+2𝑟

𝑁
𝐴

(2−𝛾)𝑟
𝑁

1
𝜖

𝑟 − 1 ≤ 1,

que é verificado para 𝜖 > 0 suficientemente pequeno.

□

Como consequência do Teorema 5.3.1, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.3.3 Seja 𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞) uma função contínua e não decrescente, e
seja 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁}. O problema (5.1) tem uma solução local não negativa para cada
𝑢0 ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0 se, e somente se,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫︁ +∞

1
𝜎−[1+(2−𝛾)/𝑁 ]𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞ se 𝑟 = 1,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞ se 𝑟 > 1,

onde 𝐹 (𝑡) = sup1≤𝜎≤𝑡 𝑓(𝜎)/𝜎, 𝑡 > 0.

Observação 5.3.4 A seguir fazemos alguns comentários sobre o Teorema 5.3.3.

(i) O Teorema 5.3.3 estende os resultados obtidos para 𝛾 = 0 em (MIYAMOTO; SUZUKI,
2021, Teorema 5.3)(𝑟 = 1) e (MIYAMOTO; SUZUKI, 2021, Teorema 9.3)(𝑟 > 1).

(ii) Se 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(R𝑁) ⊂ ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁), 𝑟 ≥ 1, o Teorema 5.3.3 implica que existe uma solução

no espaço 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)). Para obter uma solução em 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟(R𝑁)) pre-
cisamos de uma condição adicional sobre o comportamento de 𝑓 na origem, ou seja,
lim sup𝑡→0 𝑡

−(1+𝜖−𝛾𝑟/𝑁)𝑓 (𝑡) < ∞, 𝜖 > 0 suficientemente pequeno quando 𝛾 < 𝑁/𝑟,
veja (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022).

(iii) Nenhuma condição próxima à origem é necessária para 𝑓 . Assim, o resultado é seme-
lhante ao obtido em (CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2(i))(𝑟 > 1) e
(CASTILLO; GUZMÁN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.4(i))(𝑟 = 1) para o problema (5.1)
em um domínio limitado.

Demonstração do Teorema 5.3.3.
Caso 1. 𝑟 = 1. (⇐) Dado 𝑢0 ∈ ℒ1

𝑢𝑙(R𝑁) ⊂ 𝐿1
𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0, pelo Teorema 5.3.1(i) o

problema (5.1) tem uma solução não negativa 𝑢 definida em (0, 𝑇 ).
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(⇒) Seja 𝑢0 ∈ 𝐿1(Ω) a condição inicial não negativa dada na Observação 5.2.5 e seja 𝑢0 a
extensão zero, ou seja, 𝑢0 = 𝑢0 em Ω e 𝑢0 = 0 em R𝑁 ∖ Ω. Então, 𝑢0 ∈ 𝐿1(R𝑁) ⊂ ℒ1

𝑢𝑙(R𝑁).
Suponha por contradição que o problema (5.1) admite uma solução não negativa 𝑢 com
𝑢(0) = 𝑢0. Como

𝑢(𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 ≥ 𝑆(𝑡)𝑢0

obtemos

𝑢(𝑡) ≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 ≥

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑆(𝜎)𝑢0) 𝑑𝜎.

Como 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝑡) ≥ 𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡) (veja (2.8)), 𝑆(𝑡)𝑢0 ≥ 𝑆Ω(𝑡)𝑢0, e

𝑢(𝑡) ≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆Ω (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑆Ω(𝜎)𝑢0) 𝑑𝜎.

A partir disso e (5.5), temos uma contradição.
Caso 2. 𝑟 > 1. (⇐) Dado 𝑢0 ∈ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0. Observe que pelo Teorema 5.3.1(ii) o
problema (5.1) tem uma solução não negativa 𝑢 definida em (0, 𝑇 ).

(⇒) Argumentamos por contradição, similarmente ao caso anterior, usando a Observação
5.2.5 para 𝑟 > 1, isto é: Seja 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω) a condição inicial não negativa dada na Observação
5.2.5 e seja 𝑢0 a extensão zero, ou seja, 𝑢0 = 𝑢0 em Ω e 𝑢0 = 0 em R𝑁 ∖ Ω. Então,
𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(R𝑁) ⊂ ℒ𝑟

𝑢𝑙(R𝑁). Suponha por contradição que o problema (5.1) admite uma solução
não negativa 𝑢 com 𝑢(0) = 𝑢0.

Como
𝑢(𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 ≥ 𝑆(𝑡)𝑢0

obtemos

𝑢(𝑡) ≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎 ≥

∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑆(𝜎)𝑢0) 𝑑𝜎.

Como 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝑡) ≥ 𝐾Ω(𝑥, 𝑦; 𝑡) (veja (2.8)), 𝑆(𝑡)𝑢0 ≥ 𝑆Ω(𝑡)𝑢0, e

𝑢(𝑡) ≥
∫︁ 𝑡

0
𝑆Ω (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑆Ω(𝜎)𝑢0) 𝑑𝜎.

Daí, segue que

‖𝑢(𝑡)‖𝑟𝐿𝑟(Ω) ≥
∫︁

Ω

(︂∫︁ 𝑡

0
𝑆Ω (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑆Ω(𝜎)𝑢0) 𝑑𝜎

)︂𝑟
𝑑𝑥.

A partir disso e (5.5), temos uma contradição.
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□

Resultados sobre a unicidade para 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 para 𝑡 ≥ 0, 𝑝 > 1 foram obtidos em (BREZIS;

CAZENAVE, 1996), (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022),(LAISTER; SIERŻȨGA, 2020),
(TERRANEO, 2002), (WEISSLER, 1980) (for 𝛾 = 0), e em (CHIKAMI et al., 2023), (SLIMENE;

TAYACHI; WEISSLER, 2017), (TAYACHI, 2020), para 𝛾 > 0. A noção de unicidade incondicional,
ou seja, sem condição adicional em 𝑢 foi introduzido em (TAYACHI, 2020).

Quando 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 com 𝑡 ≥ 0, 𝑝 > 1 e 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0, Slimene et al. em
(SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017) mostrou que a solução do problema (5.1) é única na
classe 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐿𝑟(R𝑁)) se

𝑝 < 𝑝*
𝛾 and 𝑟 >

𝑁𝑝

𝑁 − 𝛾
. (5.34)

Estabelecemos o seguinte resultado de unicidade incondicional.

Teorema 5.3.5 Sejam 0 < 𝛾 < min {2, 𝑁} e 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) verificando

|𝑓 (𝜏) − 𝑓 (𝑡)| ≤ 𝑀 (𝜏, 𝑡) |𝜏 − 𝑡| , (5.35)

para 𝜏, 𝑡 ≥ 0 e alguma função 𝑀 : [0,+∞) × [0,+∞) → [0,+∞). Se

sup
𝑡∈(0,𝑇 )

‖𝑀 (𝑢 (𝑡) , 𝑣 (𝑡))‖𝐿𝛼
𝑢𝑙

(R𝑁 ) < ∞

para 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) com 𝛼 > 𝑁/(2 − 𝛾) e 1/𝛼 + 1/𝑟 + 𝛾/𝑁 < 1, então o
problema (5.1) tem uma solução única na classe 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)).

Observação 5.3.6 Suponha 𝑓 (𝑡) = 𝑡𝑝 para todo 𝑡 ≥ 0 e 𝑝 > 1. Então a condição (5.35)
é satisfeita para 𝑀 (𝜏, 𝑡) = 𝑝 (𝜏 𝑝−1 + 𝑡𝑝−1) . Definindo 𝛼 = 𝑟/(𝑝 − 1), pelo Teorema 5.3.5
temos que a unicidade é válida em 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) se a condição (5.34) é verificada.

Demonstração do Teorema 5.3.5. Sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) duas soluções de
(5.1) com condição inicial 𝑢 (0) = 𝑣 (0) = 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙

(︁
R𝑁

)︁
. Então, 𝑢 e 𝑣 satisfazem

𝑢 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑢 (𝜎)) 𝑑𝜎, (5.36)

𝑣 (𝑡) = 𝑆 (𝑡)𝑢0 +
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 𝑓 (𝑣 (𝜎)) 𝑑𝜎. (5.37)

Subtraindo (5.37) de (5.36), e usando a condição (5.35) temos

|𝑢 (𝑡) − 𝑣 (𝑡) | ≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾 |𝑓 (𝑢 (𝜎)) − 𝑓 (𝑣 (𝜎))| 𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾𝑀 (𝑢 (𝜎) , 𝑣 (𝜎)) |𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)| 𝑑𝜎.
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Como 1/𝛼+ 1/𝑟 + 𝛾/𝑁 < 1 e 1/𝛼+ 𝛾/𝑁 < 2/𝑁 , é possível escolher 𝜖 > 0 suficientemente
pequeno tal que

1
𝑚

= 𝛾 + 𝜖

𝑁
< 1, 1

𝛼
+ 1
𝑟

+ 1
𝑚
< 1 e 1

𝛼
+ 1
𝑚
<

2
𝑁
.

Assim, pelo Lema 5.2.3 (com 𝑞2 = 𝑟, 1/𝑞1 = 1/𝛼 + 1/𝑟) e da desigualdade de Hölder

‖𝑢 (𝑡) − 𝑣 (𝑡)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 )

≤
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
𝑆 (𝑡− 𝜎) |·|−𝛾𝑀 (𝑢 (𝜎) , 𝑣 (𝜎)) |𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)|

⃦⃦⃦
𝐿𝑟

𝑢𝑙
(R𝑁 )

𝑑𝜎

≤ 𝐶
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜎)− 𝑁

2𝛼
− 𝑁

2𝑚 ‖𝑀 (𝑢 (𝜎) , 𝑣 (𝜎)) [𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)]‖
𝐿

(1/𝛼+1/𝑟)−1
𝑢𝑙

(R𝑁 )
𝑑𝜎

≤ 𝐶
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜎)− 𝑁

2𝛼
− 𝑁

2𝑚 ‖𝑀 (𝑢 (𝜎) , 𝑣 (𝜎))‖𝐿𝛼
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ‖𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 ) 𝑑𝜎

≤ 𝐶 sup
𝜎∈(0,𝑇 )

‖𝑀 (𝑢 (𝜎) , 𝑣 (𝜎))‖𝐿𝛼
𝑢𝑙

(R𝑁 )

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜎)− 𝑁

2𝛼
− 𝑁

2𝑚 ‖𝑢 (𝜎) − 𝑣 (𝜎)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 ) 𝑑𝜎.

Pelo Lema de Gronwall singular (veja Lema 2.4.14) concluímos que 𝑢 = 𝑣 q.t.p. em R𝑁 ×

(0, 𝑇 ).
□

Resultados de unicidade condicional (ou seja, uma condição adicional ao fato que 𝑢 ∈

𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(RN))) em espaços de Lorentz foram obtidos em (TAYACHI, 2020), em espaços
de Lebesgue ponderados em (CHIKAMI; IKEDA; TANIGUCHI, 2022), e em espaços de Lorentz
ponderados em (CHIKAMI et al., 2023). Para estabelecer nosso resultado de unicidade condi-
cional, assumimos que 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é localmente Lipschtiz, não decrescente e definimos
𝒢 : [0,+∞) → [0,+∞) dado por

𝒢(𝑡) = sup
0≤𝑢,𝑣≤𝑡

𝑢̸=𝑣

𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)
𝑢− 𝑣

, para 𝑡 > 0, 𝒢(0) = 0.

Esta função foi usada em (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022) e (LAISTER; SIERŻȨGA,
2020) para analisar a unicidade do problema (5.1) para 𝛾 = 0.

Estabelecemos o seguinte resultado de unicidade condicional.

Teorema 5.3.7 Seja 0 < 𝛾 < min{2, 𝑁} e 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) localmente Lipschitz, não
decrescente. O problema (5.1) admite uma solução única na classe{︃

𝑢 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(RN)) ∩ 𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)); sup

𝑡∈(0,𝑇 )
𝑡

𝑁
2𝑟 ‖𝑢(𝑡)‖𝐿∞(R𝑁 ) ≤ 𝐶0

}︃

se
∫︁ 𝑇

0
𝒢𝑞(𝐶0𝜎

−𝑁/2𝑟)𝑑𝜎 < ∞ com 𝛾/𝑁 + 1/𝑟 < 1, 1/𝑞 + 𝛾/2 < 1.
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Observação 5.3.8 Se 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 para 𝑡 ≥ 0 e 𝑝 > 1, então 𝒢(𝑡) = 𝑝𝑡𝑝−1. Assim, pelo
Teorema 5.3.7 a unicidade vale para 𝑝 < 𝑝*

𝛾 e 𝑟 > 𝑁/(𝑁 − 𝛾).

Demonstração do Teorema 5.3.7. Sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁))∩𝐿∞
𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁))

soluções de (5.1) com condição inicial 𝑢 (0) = 𝑣 (0) = 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁) no sentido de que (5.36)
e (5.37) são verificados.

Subtraindo (5.37) de (5.36) temos

𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)| · |−𝛾[𝑓(𝑢(𝜎)) − 𝑓(𝑣(𝜎))]𝑑𝜎

=
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜎)| · |−𝛾 [𝑓 (𝑢 (𝜎)) − 𝑓 (𝑣 (𝜎))]

𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎) [𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎)]𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑓(𝑢(𝜎)) − 𝑓(𝑣(𝜎))

𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿∞(R𝑁 )

𝑆(𝑡− 𝜎)| · |−𝛾[𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎)]𝑑𝜎

≤
∫︁ 𝑡

0
𝒢(𝐶0𝜎

−𝑁/2𝑟)𝑆(𝑡− 𝜎)| · |−𝛾[𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎)]𝑑𝜎.

Como 𝛾 < 𝑁 , 𝛾/𝑁 + 1/𝑟 < 1 e 1/𝑞 + 𝛾/2 < 1 é possível escolher 1/𝑚 = (𝛾 + 𝜖)/𝑁 com
𝜖 > 0 suficientemente pequeno tal que

1
𝑚

+ 1
𝑟
< 1 e 1

𝑞
+ 𝑁

2𝑚 < 1.

Pelo Lema 5.2.3 (com 𝑞1 = 𝑞2 = 𝑟) obtemos

‖𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 ) ≤
∫︁ 𝑡

0
𝒢(𝐶0𝜎

−𝑁/2𝑟)(𝑡− 𝜎)−𝑁/2𝑚‖𝑢(𝜎) − 𝑣(𝜎)‖𝐿𝑟
𝑢𝑙

(R𝑁 )𝑑𝜎.

Portanto, o resultado segue do Lema de Gronwall singular (veja o Lema 2.4.14). □
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6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Apresentamos brevemente alguns projetos em curso e trabalhos futuros que surgem natu-
ralmente do que foi discutido nos capítulos anteriores.

6.1 OBSERVAÇÕES FINAIS SOBRE O PRIMEIRO PROBLEMA

Em nosso primeiro resultado, no Teorema 3.3.1, assumindo que 0 < lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) ≤

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡) < ∞, 𝑝0 > 𝑝* = 1 + 2𝑟/𝑁 , 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) convexa, não decrescente e
𝑓(0) = 0 obtivemos novos resultados de existência e não existência de soluções não negativas
para o problema (3.1). Para fazer isso, consideramos dados iniciais não negativos 𝑢0 nos
conjuntos ℐ𝜌,𝑟 e ℐ𝜌,𝑟 respectivamente. Como consequência, quando 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑞, 𝑞 > 1, obtemos
um segundo valor crítico 𝜌* = 2𝑟/(𝑞 − 1) para a existência de soluções não negativas.

6.1.1 Existência de um segundo valor crítico para uma equação de calor fracionário

não linear e um sistema parabólico acoplado em espaços de Lebesgue

Seja Ω ⊂ R𝑁 um domínio (limitado ou ilimitado) com fronteira 𝜕Ω suave sempre que
existir. As técnicas utilizadas no Capitulo 3 podem ser adaptadas para o seguinte problema
semilinear ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 + (−Δ)𝜃𝑢 = 𝑓(𝑢) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em (R𝑁 ∖ Ω) × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(6.1)

onde 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)), 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 0 < 𝜃 < 1 e (−Δ)𝜃 é o Laplaciano fracionário. O
problema (6.1) foi estudado para 𝜃 ∈ (1/2, 1) em (LI, 2017) com dados iniciais no espaço de
Lebesgue 𝐿𝑟(Ω).

Também podem ser aplicados para tratar o seguinte sistema parabólico acoplado da forma⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑣) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑣𝑡 − Δ𝑣 = 𝑔(𝑢) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 𝑣 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0, 𝑣(0) = 𝑣0 em Ω,

(6.2)
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onde 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶([0,+∞)) e (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝐿𝑟(Ω) × 𝐿𝑠(Ω). O sistema (6.2) foi estudado em
(APARCANA et al., 2020) com dados iniciais no espaço de Lebesgue 𝐿𝑟(Ω) × 𝐿𝑠(Ω).

Para ambos problemas surge a seguinte questão, é possível determinar um segundo va-
lor crítico relacionado com a existência e não existência de soluções não negativas para os
problemas (6.1) e (6.2)?

6.2 OBSERVAÇÕES FINAIS SOBRE O SEGUNDO PROBLEMA

Em nosso segundo resultado, o Teorema 4.3.1, a existência de uma solução local de (4.1)
é garantida se

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+

< ∞ e lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝−

< ∞, se 𝑟 > 1, ou

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹1(𝜎)𝑑𝜎 < ∞ e
∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 < ∞, se 𝑟 = 1,

onde 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente, 𝐹1(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝+
/𝑡 e 𝐹2(𝜎) = sup1≤𝑡≤𝜎 𝑓(𝑡)𝑝−

/𝑡.
O resultado de não existência de solução é obtida assumindo

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝− = +∞, se 𝑟 > 1,

∫︁ +∞

1
𝜎−𝑝*

𝐹2(𝜎)𝑑𝜎 = +∞, onde 𝐹2(𝜎) = sup
1≤𝑡≤𝜎

𝑓(𝑡)𝑝−

𝑡
se 𝑟 = 1,

isto é, existe 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑢0 ≥ 0 tal que o problema (4.1) não possui uma solução local.
No Teorema 4.3.4, obtivemos novos resultados de existência e não existência de soluções

não negativas para o problema (4.1) assumindo que

0 < lim inf
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+ ≤ lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝0𝑓(𝑡)𝑝+ ≤ lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝑓(𝑡)𝑝+ = +∞,

onde 𝑝0 > 𝑝⋆ = 1 + 2𝑟/𝑁 , 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é convexa, não decrescente e 𝑓(0) = 0. Para
fazer isso, consideramos dados iniciais não negativos 𝑢0 ≥ 0 nos conjuntos ℐ𝜌(𝑥0) e ℐ𝜌(𝑥0)

respectivamente.
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6.2.1 Sobre a existência local de equações parabólicas de Hardy-Hénon com fonte

de expoente variável e dados iniciais singulares

As técnicas utilizadas no Capítulo 4 podem ser adaptadas para tratar o seguinte problema:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = | · |𝛾𝑓(𝑢)𝑝(𝑥) em Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢 = 0 em 𝜕Ω × (0, 𝑇 ),

𝑢(0) = 𝑢0 ≥ 0 em Ω,

(6.3)

onde Ω ⊂ R𝑁 um domínio (limitado ou ilimitado) com fronteira 𝜕Ω suave sempre que existir,
𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) é não decrescente, 𝛾 ∈ R, 𝑝 : Ω → (1,+∞) é uma função contínua tal que

1 < 𝑝− ≤ 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝+ < ∞, para todo 𝑥 ∈ Ω,

com 𝑝− = min
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥), 𝑝+ = max
𝑥∈Ω

𝑝(𝑥) e 𝑢0 ∈ 𝐿𝑟(Ω), 𝑟 ≥ 1.
A questão aqui é a seguinte, será possível obter resultados de existência e não existência

de soluções não negativas para o problema (6.3)?

6.3 OBSERVAÇÕES FINAIS SOBRE O TERCEIRO PROBLEMA

Em nosso terceiro resultado, o Teorema 5.3.1, estabelecemos um resultado de existência
na classe 𝐿∞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑟𝑢𝑙(R𝑁)) ∩𝐿∞

𝑙𝑜𝑐((0, 𝑇 ), 𝐿∞(R𝑁)). Como consequência temos o Teorema
5.3.3. Neste caso temos uma condição necessária e suficiente para a existência de soluções
não negativas, isto é, o problema (5.1) tem uma solução local não negativa para cada 𝑢0 ∈

ℒ𝑟
𝑢𝑙(R𝑁), 𝑢0 ≥ 0 se, e somente se,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡−𝑝
*
𝛾𝑓 (𝑡) < ∞ se 𝑟 > 1,∫︁ +∞

1
𝜎−(1+(2−𝛾)/𝑁)𝐹 (𝜎)𝑑𝜎 < ∞ se 𝑟 = 1,

com 𝐹 (𝑡) := sup1≤𝜎≤𝑡 𝑓(𝜎)/𝜎 onde 𝑓 ∈ 𝐶([0,+∞)) não decrescente.
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6.3.1 Uma caracterização completa da existência local para um sistema acoplado

tipo Hardy em espaços de Lebesgue uniformemente local

As técnicas utilizadas no Capitulo 5 podem ser adaptadas para estudar o seguinte sistema⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 − Δ𝑢 = |·|−𝛾1 𝑓(𝑣) em R𝑁 × (0, 𝑇 ),

𝑣𝑡 − Δ𝑣 = |·|−𝛾2 𝑔(𝑢) em R𝑁 × (0, 𝑇 ),

𝑢 (0) = 𝑢0, 𝑣 (0) = 𝑣0 em R𝑁 ,

(6.4)

onde 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶([0,+∞)), 𝛾𝑖 ≥ 0 com (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝐿𝑟1
𝑢𝑙(R𝑁) × 𝐿𝑟2

𝑢𝑙(R𝑁). O problema (6.4) foi
estudado para 𝛾1 = 𝛾2 = 0 em (APARCANA et al., 2020) com dados iniciais no espaço de
Lebesgue 𝐿𝑟1(R𝑁) × 𝐿𝑟2(R𝑁).

Será possível obter uma condição necessária e suficiente para a existência de soluções não
negativas para o problema (6.4)?
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