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RESUMO

Nesta tese apresentamos resultados de existéncia local de solucdes para problemas pa-
rabdlicos ndo lineares com dados inicias singulares. Primeiramente, no Capitulo 3 fornecemos
novas condicGes para a existéncia local de solucdes para um problema parabdlico nao linear
com dados iniciais no espaco de Lebesgue. Como consequéncia de nossos resultados, consi-
derando um comportamento adequado dos dados iniciais ndo negativos obtemos um segundo
valor critico que determina a existéncia (ou n3o) de uma soluc3o local. Para alcancar esses
resultados, empregamos um método de comparacdo, mostrando a existéncia de uma super e
uma subsolucdo. No Capitulo 4, estudamos condicoes de existéncia, n3o existéncia e unicidade
de solucdes locais para um problema parabdlico com expoente varidvel considerando dados
iniciais no espaco de Lebesgue, usando um método iterativo monétono, estimativas de efeitos
regularizantes nos espacos de Lebesgue e desigualdade de Jensen para expoente variavel. No
Capitulo 5, estamos interessados na existéncia de solucdes locais ndo negativa considerando
o espaco de Lebesgue uniformemente local para o problema parabélico ndo linear com poten-
cial singular. Em particular, obtemos condicdes necessarias e suficientes para a existéncia de
solucdes, melhorando os resultados obtidos no contexto dos espacos Lebesgue. As principais
ferramentas técnicas para provar esses resultados sdo um método iterativo monétono, estima-
tivas de efeitos regularizantes nos espacos de Lebesgue uniformemente locais e desigualdade

de Jensen.

Palavras-chaves: equacio n3o linear; existéncia local; ndo existéncia; unicidade; dados iniciais

singulares; expoente variavel; valores criticos.



ABSTRACT

In this thesis, we present results on the local existence of solutions for nonlinear parabolic
problems with singular initial data. Firstly, in Chapter 3, we provide new conditions for the local
existence of solutions to a nonlinear parabolic problem with initial data in the Lebesgue space.
As a consequence of our results, considering an appropriate behavior of non-negative initial
data, we obtain a second critical value that determines the existence (or non-existence) of a
local solution. To achieve these results, we employ a comparison method, showing the existence
of a super and a subsolution. In Chapter 4, we investigate conditions for the existence, non-
existence, and uniqueness of local solutions to a parabolic problem with a variable exponent,
considering initial data in the Lebesgue space. We employ a monotone iterative method,
estimates with regularizing effects in Lebesgue spaces, and Jensen's inequality for a variable
exponent. In Chapter 5, we are concerned with the existence of non-negative local solutions
considering the uniformly local Lebesgue space for the nonlinear parabolic problem with singular
potential. In particular, we obtain necessary and sufficient conditions for the existence of
solutions, improving results obtained in the context of Lebesgue spaces. The main technical
tools for proving these results include a monotone iterative method, estimates with regularizing

effects in uniformly local Lebesgue spaces, and Jensen's inequality.

Keywords: nonlinear equation; local existence; non-existence; uniqueness; singular initial data;

variable exponent; critical values.
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LISTA DE SIMBOLOS

Constantes positivas.

Espaco euclidiano N-dimensional, onde = = (z1,.....,zx), x; € Rji =

1,...,N.

Bola aberta do espaco euclidiano RY centrado em = com raio R > 0, ou
seja, Br(z) = {y eERY; |z —y| < R}.

Bola aberta do espaco euclidiano RY centrado na origem.

Circunferéncia de RY centrado em 2 com raio R > 0, ou seja, dBg(x) =

{y e RY;|y — 2| = R}.
© — ésima derivada parcial da funcao w.

N 9%y
E —+— denota o laplaciano de u.
=1 i

O conjunto formado pelas funcdes infinitamente diferencidveis com suporte

compacto.
{u : Q= R, wu mensurdvel e / lu(z)|? dx < oo} .
0

O conjunto de funcdes que sdo integraveis em cada subconjunto compacto

de Q.

{u Q= R, supess|u(x)| < oo} :

z€e)
O espaco das funcdes continuas.

O fecho do espaco C'2°(2) com a norma do méaximo.

O conjunto das funcdes em €2 que tem derivada parcial continua em €2 de

ordem menor ou igual a k.

O conjunto das funcdes em €2 com derivadas parciais continuas em €2 de

todas as ordens.

1/p
u € Ll10c<RN); sup </ |U(5L')|p de‘) <00y, p> 0.
yERN Bo(y)
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O fecho do espaco das funcdes uniformemente continuas e limitadas BUC/(RY)

no espaco L, ,(RY), ou seja , Ly, ,(RY) := WH'||LL,,,<RN>_

{p € C(RN), 4 > 0, liminf |x|’(z) > 0}.

|z|—+o0

{1 € C(RN), 4 > 0, limsup |z|’1(z) < oc}.

|| =400
{v e L"(Q);¢ > 0e |z (z) < K xp,(x) q.t.p. em 2, para alguns K,a >
0}.

{p e L"(Q2);¢ > 0e |z|fy" () > Kxp,(z) q.t.p. em Q para alguns K,a >

0}.
inf {p > p*; limsupt P f(t) < oo}
t—-+o0

. Tim inf P
sup {p > p*; l%ggloft f(t) > O}.
Significa quase todo ponto de ).
S3o os expoentes criticos.
S3o os segundos expoentes criticos.

significa que a funcdo h é constante identicamente igual a C'.



2.1
2.2
2.3
2.3.1
2.3.2
2.4
241
24.2
2.4.3

24.4

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.3
3.3.1

3.3.2

4.1
4.2
4.2.1

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . .. ittt e e et e e e e
CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . . .. ... . oo
ESPACOS DE LEBESGUE . . . . . .. . .. ... ... .. ... ...
ESPACOS DE LEBESGUE UNIFORMEMENTE LOCAIS . . . .. ... ..
SEMIGRUPOS . . . . . . . .
O problema abstrato de Cauchy . . . . . . . ... ... ... ... ...
O problema nao linear . . . . . . .. ... ... L.
EQUACAO DO CALOR . . . . . . . . . . . o
A equacdo do calor nao linear . . . . . .. .. .. ...
Lemas importantes para os espacos de Lebesgue . . . . . . . . . ..
Lemas importantes para os espacos de Lebesgue uniformemente

locais . . . . . . .
Algumas desigualdades . . . . . . .. ... o000
EXISTENCIA DE UM SEGUNDO VALOR CRITICO PARA UM

PROBLEMA PARABOLICO NAO LINEAR EM ESPACOS DE LE-

BESGUE . . . . . . . . . e e e
INTRODUCAO . . . . . . . . .
RESULTADOS PRELIMINARES . . . . . . ... ... ... .. .. ...,
Resultado de existéncia . . . . . . . . ... ... ... ... ...
Resultado de ndo existéncia. . . . . . . . .. ... ... ... ...
PRINCIPAIS RESULTADOS . . . . . . . . . . .. . ..
Existéncia e nao existéncia de solucées para dados inicias nao ne-

gativas . . . . . . L
Existéncia e ndo existéncia de solucdes para dados inicias que mu-

damdesinal . . . . . ...
UMA EQUACAO DE CALOR SEMILINEAR COM FONTE VARIA-

VEL E DADOS INICIAIS SINGULARES . ... ... ........
INTRODUCAO . . . . . . .. .
RESULTADOS PRELIMINARES . . . . . ... . ... ... ... ...,

Resultado de existéncia . . . . . . . . . . ... . ...



4.2.2
4.3

5.1
5.2
5.2.1
5.2.2
5.3

6.1

6.1.1

6.2

6.2.1

6.3
6.3.1

Resultado de ndo existéncia. . . . . . . . . ... ... ...
PRINCIPAIS RESULTADOS . . . . . . . . . . . . . ..
O PROBLEMA PARABOLICO DE HARDY COM DADOS INICI-

AlIS EM ESPACOS DE LEBESGUE UNIFORMEMENTE LOCAIS .
INTRODUCAO . . . . . . . . . ..
RESULTADOS PRELIMINARES . . . . . . . ... ... ... ... ...,
Resultado de existéncia . . . . . .. . ... ... ... ... .
Resultado de ndo existéncia. . . . . . . . .. ... ... ...
PRINCIPAIS RESULTADOS . . . . . . . . . .
CONCLUSOES E PERSPECTIVAS . . . ... .. ... .......
OBSERVACOES FINAIS SOBRE O PRIMEIRO PROBLEMA . . . . . ..
Existéncia de um segundo valor critico para uma equacao de calor

fracionario nao linear e um sistema parabdlico acoplado em espacos

de Lebesgue . . . . . . ...
OBSERVACOES FINAIS SOBRE O SEGUNDO PROBLEMA . . . . . . ..
Sobre a existéncia local de equacdes parabdlicas de Hardy-Hénon

com fonte de expoente variavel e dados iniciais singulares . . . . . .
OBSERVACOES FINAIS SOBRE O TERCEIRO PROBLEMA . . . . . ..
Uma caracterizacao completa da existéncia local para um sistema

acoplado tipo Hardy em espacos de Lebesgue uniformemente local

REFERENCIAS . . . . . . e e e e e e e e e s s



12

1 INTRODUCAO

O principal objetivo desta tese é a analise de problemas parabdlicos com dados iniciais
singulares. Ao longo desta introducao faremos uma descricao de tais problemas, forneceremos
uma breve visao histérica dos mesmos, e apresentaremos os principais resultados obtidos.

As equacdes diferenciais constituem uma area da Matematica que surgiu junto com o
Célculo e suas aplicacdes nas Ciéncias Naturais, principalmente na Mecanica dos Corpos,
enquanto, suas subdreas de pesquisa, como a Teoria Geométrica de Equacdes Diferenciais,
Sistemas Dinamicos, Equacdes Diferenciais Parciais e Funcionais (E.D.P. e E.D.F.) entre ou-
tras, desenvolvem até hoje diferentes técnicas e abordagens de estudo.

As equacoes parabdlicas nao lineares, bem como sistemas de tais equacdes modelam di-
versos fendmenos, como por exemplo os que envolvem processos difusivos. Também encon-
tramos aplicacGes na Teoria da combustao, na Biologia e na Medicina. Estudar o compor-
tamento desses problemas e suas solucdes podem ajudar a compreender melhor os modelos
e, consequentemente, as situacdes modeladas. Sugerimos as referencias (BEBERNES; EBERLY,
1989),(CHILDRESS; PERKUS, 1977), (BELLMAN, 1983),(ARIS, 1975), (GAVALAS, 1968) para
maiores detalhes.

Em geral, resolver um problema envolvendo equacdes diferenciais consiste em exibir uma
solucdo explicita, em termo das funcdes elementares, verificando as condicdes de fronteira, as
condicoes iniciais e a equacao diferencial do problema. Contudo, nem sempre é possivel exibir
a férmula da solucdo, e por isso, uma outra abordagem é necesséria. A teoria das Equacdes
Diferenciais Parciais estd bem estruturada e subsidiada pelos resultados da Anélise Funcional
e Teoria de Operadores, das quais, dentro das diversas técnicas, utilizaremos a teoria de
semigrupo (veja (PAZY, 1983); (CAZENAVE; HARAUX, 1998); (YOSIDA, 2012)) para estudar o
comportamento das solu¢des de um tipo de Equacdo Diferencial Parcial parabdlica ndo linear.

A teoria de equacdes diferenciais parciais parabdlicas, vista do ponto da teoria de semi-
grupos, possui diversos resultados quando olhamos para os problemas como uma equacao de
evolucdo em um espaco de dimensdo infinita, em especifico, de Banach, para isto, reescre-
vemos de alguma forma o problema parabdlico original como uma equacdo que faz sentido
em algum espaco de Banach, na qual, futuramente, denominaremos de formulacao abstrata.
A teoria de semigrupos fornece ferramentas poderosas para analisar a existéncia, unicidade e

regularidade das solucoes dessas equacdes.
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Na presente tese, estamos interessados em estudar resultados de existéncia local para
problemas parabdlicos nao lineares com dados iniciais singulares.

O primeiro problema parabdlico semilinear, estudado no Capitulo 3, é
uw—Au = f(u) em Qx(0,7T),

u = 0 em 00 x (0,7), (1.1)

u(0) = up>0 em £,

onde © C RY um dominio (limitado ou ilimitado) com fronteira 9¢) suave sempre que existir,
f € C([0,4+00)) ndo decrescente, ug € L"(Q),up > 0 e 1 < r < oo. O objetivo principal
é considerar um comportamento adequado dos dados inicias para a existéncia (ou n3o) de
solugbes do problema (1.1).

A motivacao do estudo deste problema estad relacionado com o problema parabdlico nao

linear
uy— Au = |ulPlu em Qx(0,7),
u = 0 em 09 x (0,7), (1.2)
uw(0) = ug em €,
onde p > 1.

O problema (1.2) tem sido extensivamente estudado. Um dos pioneiros em estudar a
existéncia de solucdes globais com condicdes iniciais uy € Co(RY) foi Fujita em (FUJITA,
1966), quem mostrou a existéncia do seguinte valor "pr = 14+2/N", conhecido como expoente
critico de Fujita, que determina a existéncia ou ndo existéncia de solucdes globais ndo negativas.
Este expoente critico pode ser determinado através do método chamado de scaling e pode ser
usado para encontrar o coeficiente de Fujita de outras equacdes como, por exemplo u; — Au =
|77 [u["~" u, veja (BANDLE; LEVINE, 1989) u, = V (u”Vu) + u’ veja (GALAKTIONOV et al.,
1980). O trabalho de Fujita gerou indmeras extensdes do problema (1.2). Em lugar de |u[P~'u,
outros termos n3o lineares s3o considerados, o espaco RY d4 lugar a outros dominios, limitados
e ilimitados, e condicoes de contorno sao adicionadas. Para cada extensao, tem-se buscado
determinar um expoente critico que desempenhe papel semelhante ao de pr no problema
(1.2). Recomendamos conferir (FUJITA, 1966; WEISSLER, 1980; WEISSLER, 1981; MEIER, 1988;
MEIER, 1990; LEVINE, 1990; LEVINE; MEIER, 1990; DENG; LEVINE, 2000), para resultados nessa
direcdo. Seguindo a linha de expoente critico, temos o trabalho realizado por T. Y. Lee e

W. Ni em (LEE; NI, 1992) e Wang (WANG, 1993). Nesses trabalhos, os autores consideraram
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o problema (1.2) com dados iniciais em C(RY) N L®(RY). Para p > pr = 1+ 2/N, eles
analisam a existéncia de solucdes globais e explosdao em tempo finito quando u pertence aos

conjuntos /, ou I”, onde
%Z{wEC@@%w20kpmHMW@ﬂ>OL
x|—+400

I° = {th € C(RY), 40 > 0, limsup o} (x) < o0}

|z| =400

Eles determinaram um novo valor critico pr = 2/(p — 1), chamado de segundo valor critico,
de modo que se 0 < p < pr e ug € I, entdo as solugdes explodem em tempo finito, enquanto
se p > pr e uy € I” entdo a solucdo é global.

Para up € L"(2), 1 < r < oo, o problema (1.2) também tem sido extensivamente
estudado, veja os resultados obtidos por Brezis, Cazenave em (BREZIS; CAZENAVE, 1996),
Celik, Zhou em (CELIK; ZHOU, 2003) e Weissler em (WEISSLER, 1980), (WEISSLER, 1981). E

bem sabido que existe um valor critico r. = N(p — 1)/2 tal que:
= Ser>ler.<rour>1er.=r,entdo o problema (1.2) admite uma solu¢do local.

» Ser>ler.>rour=1er.=r, entdo existe ug € L"(£2) ndo negativo tal que o

problema (1.2) ndo possui solucdo.

O problema (1.1) com uy € L"(£2),uy > 0, foi completamente caracterizado por Laister
et al. em (LAISTER et al., 2016). Eles mostraram a existéncia de um valor critico

2
ﬁ:1+%r (1.3)

obtendo o seguinte resultado:

= Se () é um dominio limitado, entdo o problema (1.1) possui uma solugdo local para cada

ug € L7(Q),ug > 0 com r > 1 se, e somente se, limsupt ™ f(t) < oo.
t——+o00

» Parar =1, o problema (1.1) possui solucdo local para cada ug € L'(2),uq > 0 se, e

+oo N
somente se, / o P F(o)do < oo, onde F(0) = sup;«;«, f(t)/t.
) <t<

O caso Q2 = R também foi tratado por eles, mas neste caso o resultado da existéncia requer
a condicdo adicional limsup f(t)/t < oo e F' é dado por F(0) = supy.<, f(t)/t. Para
mais detalhes veja (LAIé'—I'}I(;R et al., 2016, Teorema 3.4, Corolédrio 4.5 e Teorema 5.1). Note
que, quando 1itrilfupt_p*f(t) = +o00, existem dados iniciais ndo negativos uy € L"()) de

modo que o problema (1.1) ndo admite uma solucdo local ndo negativa. Assim, naturalmente,

surgem as duas seguintes questoes:



15

» O que acontece com a existéncia local de solu¢es neste caso?

» E possivel definir uma classe de dados iniciais onde a existéncia local de solucdes seja

valida?

Até onde sabemos, existem poucos resultados sobre isso e apenas no caso f(t) = t¢, ¢ > 1
veja (HARAUX; WEISSLER, 1982), (MIYAMOTO, 2021).

Para responder as questoes levantadas, assumimos que 0 € 2 e B, C {2, onde B, denota
a bola aberta com raio a > 0 centrada em 0, e consideramos dados iniciais nos conjuntos Z*"

el

o onde

P ={Y e L"(Q);¢ > 0 e |2y (z) < K xp,(x) q.t.p. em 2, para alguns K,a > 0},

Ly ={ e L"(Q);¢ > 0e 2|V (z) > Kxp,(z) q.t.p. em Q para alguns K, a > 0},

para 0 < p < N er > 1. A condicio 0 < p < N garante que | - | ?/"xp, € L"(Q).
Aqui xp, denota a funcdo caracteristica da bola B,. Como consequéncia do nosso resultado,
encontramos um novo expoente critico quando f(t) = t?,q > 1, que é dado por p* =
2r/(q — 1). Diremos que p* é o segundo valor critico.

Os conjuntos Z#" e Z,,, sdo inspirados nos conjuntos considerados por Lee e Ni (LEE; NI,
1992) e Wang (WANG, 1993).

Vale ressaltar que dados iniciais na forma uy = | - |~*xp, foram usados primeiramente em
(QUITTNER; SOUPLET, 2001) para mostrar a ndo existéncia de solucdo n3o negativa para um
sistema relacionado a (1.1), e caracterizacBes para problemas parabdlicos relacionados a (1.1).

Em nosso principal resultado, analisamos a existéncia de solucées ndo negativas.

Teorema 1.0.1 Seja f € C([0,+0)) convexa, ndo decrescente e f(0) = 0.

(i) Suponha que exista py > p* tal que limsupt " f(t) < oc. Seja

t—4o00

t—+o00

Ding = inf {p > p*; limsupt P f(t) < oo}

e 0<p <2r/(pms—1). Entdo, para todo ug € Z*", o problema (1.1) possui uma solu-

¢do local ndo negativa em algum intervalo (0,T"). Além disso, u € L;3.((0,T"), L>(12))

loc

e |u(t)||p < Ct=*/*" para todo t € (0,T) e alguma constante C' > 0.

(ii) Assuma que existe py > p* tal que lggngnf 7P f(t) > 0. Se

_ N EISUE -p
Psup = SUp {p > s Hminf 77 f(t) > 0} < 00,
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e 2r/(psuyp — 1) < p < N, entdo para cada uy € Z,,, o problema (1.1) ndo possui

solucdo local ndo negativa.

Os argumentos usados para tratar o problema (1.1) também podem ser usados para resolver
um problema parabdlico ponderado no tempo com ug € L"(£2) sem a restricdo de sinal. Além
disso obtemos um resultado de unicidade.

O Teorema 1.0.1 faz parte de um primeiro artigo (veja (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LO-
AYZA, 2022)), o qual encontra-se submetido.

O segundo problema que estamos interessados, tratado no Capitulo 4, é o seguinte pro-

blema parabdlico com uma n3o linearidade com expoente variavel
u — Au = f(u)’@  em Q x (0,7),
u= em 00 x (0,7), (1.4)
u(0) =up >0  em

onde f € C([0,+00)) ndo decrescente, p: 2 — (1,+00) é uma funcdo continua tal que

1<p <plx)<p" < oo, paratodo x € Q, (1.5)
com p~ = Iglelélp(x), pt = Igéﬂg{p(x) e ug € L"(2),r > 1. Consideramos aqui 2 C RY

um dominio limitado com fronteira OS2 suave. O objetivo principal é apresentar condicoes que
garantem a existéncia de solucdes para o problema (1.4).

Quando f(u) = u, temos o seguinte problema parabdlico com n&o linearidade variavel

u — Au = uP@ em Q x (0,7),
u=0 em 002 x (0,7), (1.6)
u(0) =up >0 em S

O problema (1.6) aparece em varios modelos das ciéncias aplicadas, como fluidos eletrorreo-
l6gicos (veja (ACERBI; MINGIONE, 2002a; ACERBI; MINGIONE, 2002b; HALSEY, 1992; RUZICKA,
1999; RUZICKA, 2000; RUZICKA, 2004; STRANGROOM, 1983)), fluidos termo-reolégicos (veja
(ANTONTSEV; RODRIGUES, 2006)), processamento de imagens (veja (ABOULAICH; MESKINE;
SOUISSI, 2008; BLOMGREN; CHAN; MULET, 1997; BOLLT et al., 2009)), magnetostatica (veja
(CEKIC et al., 2012)), reagBes quimicas, transferéncia de calor e dindmica populacional (veja
(CRUZ-URIBE; FIORENZA, 2013; DIENNING; RUZICKA, 2007; DIENING et al., 2011)).

O problema (1.6) com uy € Cy(2) e p(x) = p tem sido extensivamente estudado, veja por

exemplo os trabalhos de (FUJITA, 1966), (WEISSLER, 1981), (HAYAKAWA, 1973) e (KOBAYASHI;
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SIRAO; TANAKA, 1977), (MEIER, 1990). Para dados iniciais no espaco L"(§2) o problema (1.6)
foi estudado (veja por exemplo (BREZIS; CAZENAVE, 1996),(HARAUX; WEISSLER, 1982), (MA-
TOS; TERRANEO, 2003), (NI, 1986), (TERRANEO, 2002), (WEISSLER, 1979), e (WEISSLER,
1980)).

O interesse nos problemas com expoente variavel tém atraido consideravel atencdo nos ul-
timos anos. Dentre os estudos relevantes, destacam-se trabalhos como (KHELGHATI; BAGHAEI,
2015), (BAI; ZHENG, 2011), (WANG; HE, 2013), (WUA; GUOA; GAO, 2013), e o livro (DIENING
et al., 2011), juntamente com as referéncias mencionadas neste Gltimo. Pinasco em (PINASCO,
2009) estudo a explosdo em tempo finito das solucdes positivas do problema (1.6) com dados
iniciais continuos. Ferreira et al. em (FERREIRA et al., 2012), estudaram o expoente critico de
Fujita pr do problema (1.6) com dados iniciais continuos e limitadas, considerando p uma
funcdo continua e limitada definida em R . Eles mostraram o seguinte resultado que estende

os resultados obtidos por Fujita em (FUJITA, 1966).
= Sep~ >1+42/N, entdo existem solucdes globais n3o triviais do problema (1.6).

= Sel<p <pt <1+2/N, entdo todas as solugdes do problema (1.6) explodem em

tempo finito.

» Sep” < 1+4+2/N < p", entdo existem funcdes p tal que o problema (1.6) tem solucdes
globais nao triviais, e funcoes p tal que todas as solucdes ndo triviais explodem em

tempo finito.

Este resultado foi pioneiro no contexto de coeficiente de Fujita para expoente variavel, foram
estendidos para qualquer dominio € (limitado ou ilimitado); veja (CASTILLO; LOAYZA, 2017,
Teorema 1.2 e Observacdo 1.3), para o problema (1.4), com dados iniciais continuos em
(CASTILLO; LOAYZA, 2023) e para f(t) = €' em (LI; LIU, 2013).

O problema (1.4) com p = 1 foi estudado em (LAISTER et al., 2016). Assim o objetivo
principal do Capitulo 4 é estender estes resultados. Até onde sabemos, n3o existem trabalhos
que tratem da existéncia de solucdes para o problema (1.4) com dados iniciais em espacos
de Lebesgue. Como consequéncia dos resultados obtidos, podemos analisar completamente a
equacdo u; — Au = uP® em Q x (0, 7).

Em nosso primeiro resultado, analisamos a existéncia de solucoes ndo negativas.

Teorema 1.0.2 Sejam f € C([0,+00)) ndo decrescente, p € C(,(1,+00)) verificando
(1.5), p* dado por (1.3), Fi(0) = sup;;<, f(t)p+ [t e Fy(0) = sup, <<, f(1)" /t.



18

(i) Se

limsupt’p*f(t)er < o0 e limsupt ™ f(t)P < oo, parar > 1,
t——+oo t——+oo

ou

+o0 " +o0 «
/ o P Fi(o)do < oo e / o P Fy(o)do < oo, parar =1,
1 1

entdo o problema (1.4) possui uma solucdo local para cada ug € L"(2), com uy > 0.

(ii) Se
limsupt ™ f(t)’ = +o0, parar > 1,

t——+o0

ou

400 N
/ o P Fy(o)do = +o0, parar =1,
1

entdo existe ug € L"(2),up > 0 tal que o problema (1.4) ndo possui solucdo local.

Observe que o Teorema 1.0.2 n3o é étimo, ja que o item (ii) analisa o caso em que

limsupt~? f(t)?” = 400, mas nio se aplica quando
t—-+o0

limsupt ™ f(t)?" =400 e limsupt ™ f(t)? < .

t——+o00 t——+o00
Assim, no préximo resultado nos concentramos neste caso e mostramos que a existéncia e
a nao nexisténcia da solucdo ocorrem simultaneamente. Para fazer isso, consideramos dados

iniciais nos conjuntos Z”(z) e Z,(xo) definidos por
TP(0) = { € I'(9); 6 > 0 |2 — 2P0 () < K Xpen) () atp. em 2, para slgum K, a > 0},

Ip({EO) ={YeL"(Q);¢Y>0el|z— x|V () > KXBE(xO)(:E) q.t.p. em ), para algum K, a > 0},

onde B,(xy) C 2 é a bola aberta com raio a > 0 centrada em zp, para0 < p < Ner > 1. A
condi¢do 0 < p < N garante que | - —xo| /"X, z) € L"(2). Aqui x5, (z0) denota a fungio
caracteristica da bola B,(z). Quando zy = 0 € Q, denotamos Z#(0) = Z*" e Z,(0) =Z,, e
B,(0) = B,.

Os conjuntos Z” e Z, foram usados em (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022)( ou
no Problema 1) para mostrar a existéncia do segundo valor critico p* = 2r/(p — 1), quando
f(t)y=tep(zx)=p>1.

Considerando uy € Z*(x) e ug € Z,(x() obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.0.3 Sejam f € C([0,400)) convexa, ndo decrescente, f(0) =0, p € C(, (1, +00))
verificando (1.5) e p* dado por (1.3).



19

(i) Suponha que exista py > p* tal que

limsupt " f(t)?" < oo e limsupt ™ f(t)” < oo.
t—+o00 t=+o0

Entéo, para cada o € Q e uy € IP(x), com 0 < p < 2r/(po — 1) < N, o problema
(1.4) possui uma solucdo local ndo negativa em algum intervalo (0,T). Além disso,
u € L3S ((0,T),L2(Q)) e |lut)| = < Ct=*/* paratodot € (0,T) e alguma constante

C>0.
(ii) Suponha que exista py > p* tal que

liminf ¢ 7 f(£)?" > 0 ou lim inf £ f(£)”" > 0.

t—4o00

Entdo existe xy € Q tal que, para cada uy € Z,(x), com 2r/(pp —1) < p < N, o

problema (1.4) ndo possui solucdo local ndo negativa.

Os Teoremas 1.0.2 e 1.0.3 fazem parte de um segundo artigo (veja (CARHUAS-TORRE et al.,

2024)), o qual encontra-se submetido. Vale a pena mencionar que unicidade de solu¢des para

o problema (1.4) na classe L ((0,7),L" () N L2, ((0,7), L (2)) é também estudada.

loc

Para entrar no terceiro problema desta tese, consideramos o seguinte problema parabdlico

nao linear
u—Au = || |uflu em Qx(0,7),
u = 0 em 0% x (0,7, (1.7)
u(0) = wug em

onde Q C RY é um dominio limitado suave ou Q =RY, p > 1, v > 0.

A primeira equac3o do problema (1.7) é conhecida na literatura como equacdo parabdlica
de Hardy e tem sido considerada por muitos autores; veja por exemplo (SLIMENE; TAYACHI;
WEISSLER, 2017), (TAYACHI, 2020), (CHIKAMI, 2019), (CHIKAMI; IKEDA; TANIGUCHI, 2022),
(CHIKAMI et al., 2023), (PHAN, 2013), (WANG, 1993) e as referéncias contidas neles. Sua
versdo eliptica, ou seja, —Au = |-| 7" |u[P"1u, foi proposta por Hénon em (HENON, 1973)
como um modelo para estudar sistemas estelares de estado esférico estacionarios em relacdo
a disturbios esféricos, veja (NI, 1986, p. 230).

O problema (1.7) com dados iniciais no negativos no espaco das funcdes limitadas conti-
nuas C'(RY) N L>*(RY) foi estudado primeiramente em (WANG, 1993, Teorema 2.3). A boa
colocacdo do problema (1.7) foi estudada por Slimene et. al. em (SLIMENE; TAYACHI; WEISS-

LER, 2017), onde as questdes de existéncia local e global foram abordadas para dados iniciais
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em C(RY) e em L"(RY). Entre outras coisas, eles provaram, para 0 < v < min{2, N}, que
existe um expoente critico r. = N(p — 1)/(2 — 7) tal que: Se r > r. e r > 1, entdo o
problema (1.7) tem uma solucdo local na classe C([0,T), L"(R")), mas a unicidade s6 vale
em um subconjunto préprio de C([0,7), L"(R")), veja (SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017,
Teorema 1.1(ii)-(iii)) para detalhes. Na mesma linha, considerando dados iniciais no espaco
de Besov foi estudada em (CHIKAMI, 2019). Além disso, a unicidade incondicional foi tratada
por Tayachi em (TAYACHI, 2020) usando os espacos de Lorentz.

No terceiro problema, tratado no Capitulo 5, estendemos os resultados obtidos em (SLI-
MENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017) considerando o seguinte problema parabdlico n3o linear
singular

w—Au = |77 f(u) em RN x(0,7T), (18)

uw0) = up>0 em RY,
com f € C([0,4+00)) nio decrescente, v > 0, up € L",(RY) e 1 <7 < 0.
O problema (1.8) foi estudado em (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022) com dados
iniciais ug € L"(RY). Para 0 < v < min{2, N} eles mostraram a existéncia de um valor

critico
(2—9)r

- (1.9)

py=1+
obtendo o seguinte resultado:

Teorema 1.0.4 (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2 e 1.4) Seja f : [0, +00) —

[0, +00) uma fungdo continua, ndo decrescente e 0 < v < min{2, N}.
(i) Casor > 1.
a) Sey < N/r,

limsup ¢~ N £ (1) < oo e limsupt 5 f (t) < oo,
t—0 t—+00

para algum € € (0,7r/N), ou

v > N/r e limsupt 77 f (t) < oo,

t—+00

entdo o problema (1.8) tem uma solucio ndo negativa para cada ug € L" (RN )

com ug > 0.
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b) Sey < N/r elimsupt U="/M f (t) = +o0 ou limsupt P f (t) = +oo, entdo
t—=0 t—+oo
existe ug € L" (]RN ) com uy > 0 tal que o problema (1.8) ndo tem solucdo ndo

negativa.
(ii) Casor = 1.

a) Selimsupt=""VNMf (1) = +00 ou

t—0

/+OO Go (0) oMM go = 400,
1

entdo existe ug € L* (]RN) ,ug > 0 tal que o problema (1.8) ndo tem solucdo ndo

negativa.

b) Se

+o00
limsupt =79 f (1) <00 e / G (0) o MHENN s < o0,
t—0 1

entdo para cada ug € L' (RN ) ,ug > 0, o problema (1.8) tem uma solucdo local

nao negativa.

Neste caso, os autores consideraram a funcio G. : (0,+00) — (0,400) dada por

G (t) = sup f (o) /t'Y/N*< para e > 0 suficientemente pequeno.
0<o<t

Observe que o Teorema 1.0.4 é um resultado “quase 6timo” (seria étimo se € = 0).

O objetivo principal do Capitulo 5 é analisar a existéncia de solucbes para o problema
(1.8), consideramos os dados iniciais no espaco L",(RY). Como consequéncia da abordagem
obtemos condices necessarias e suficientes para a existéncia de solucdes nao negativas para o
problema (1.8), melhorando os resultados dados em (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022)
veja o Teorema 1.0.6. O resultado é obtido em L7;(RY) que é fecho do espaco das funcdes
limitadas uniformemente continuas BUC(RY) no espaco L’,(RY).

A existéncia local para o problema (1.8) com condicdes iniciais em L7,(RY) e £7,(RY) é

0 seguinte.

Teorema 1.0.5 Suponha que f € C([0,+00)) é ndo decrescente, 0 < v < min {2, N}, p}

definido por (1.9) e que uma das seguintes condicGes é valida:

(i) uop € LL,(RN) comug >0 e

400 - -
/ o~ WHCEINP(g)do < oo, onde F(t) :== sup —f(a).
1 1<o<t O
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(i) r>1e
limsupt#1 f (t) < oo se ug € LI, (RY) com wug >0,
t——+o0
tlgrn tPf(t) =0 se ug € LT)(RY) com uy > 0.

Entdo, o problema (1.8) possui uma solucdo ndo negativa

u € L2((0,7), L1, (RY)) N Liz,((0,T), L%(RY))

definida em algum intervalo (0,T). Além disso, t"V/?"

todo t € (0,7).

|w(t)|| oo mrvy < C para algum C >0 e

Como consequéncia do Teorema 1.0.5, temos o seguinte resultado que melhora os resul-

tados dados no Teorema. 1.0.4.

Teorema 1.0.6 Seja f : [0,+00) — [0,+00) uma fungdo continua e ndo decrescente, e
sefa 0 < v < min{2, N}. O problema (1.8) tem uma solugdo local ndo negativa para cada

ug € L7, (RN),ug > 0 se, e somente se,

“+oo
/ o WHEINE(G)do < 0o ser =1,
1

limsupt #7f (t) < oo ser > 1,
t—+o00

onde F(t) = sup,<,<; f(o)/o, t > 0.

Também estabelecemos resultados de unicidade incondicional e condicional para o pro-
blema (1.8), veja os Teoremas 5.3.5 e 5.3.7 para mais detalhes. Estes resultados fardo parte
de um terceiro artigo (veja (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2024)), o qual serd subme-
tido em breve.

Quanto a organizacdo desta tese, ela estd dividida da seguinte maneira. No segundo ca-
pitulo introduzimos algumas notacdes e resultados preliminares. O terceiro capitulo trata a
existéncia de um segundo valor critico que determina a existéncia (ou n3o) de uma solugdo
local para o problema parabdlico n3o linear (1.2) com dados iniciais em espacos de Lebes-
gue. O quarto capitulo é dedicado a existéncia, n3o existéncia e unicidade de solucGes para
o problema parabdlico semilinear com expoente variavel (1.4) com dados iniciais em espacos
de Lebesgue. Finalmente, no quinto capitulo, apresentamos resultados de existéncia local de
solucdes para dados iniciais no espaco de Lebesgue uniformemente locais para o problema

parabdlico com potencial singular (1.8).
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo tem como principal objetivo fazer uma breve revisdo dos principais conceitos
e resultados que serdo usados nos demais capitulos. Omitiremos as demonstracdes, fornecendo
a referéncia onde elas podem ser encontradas.

A maioria dos resultados encontram-se nas referencias (BREZIS, 2010), (EVANS, 2010),
(FOLLAND, 2013) e (PAZY, 1983).

2.1 ESPACOS DE LEBESGUE

Seja € RY um dominio, N > 1.

Definicdo 2.1.1 Dizemos que uma funcdo f : 0 — R é Lipschitz (ou Lipschitziana) se existe

uma constante L > 0 tal que
|f(x) = f)| < Lz —yll, paratodo x,ye

Definicao 2.1.2 Dizemos que uma funcdo f : ) — R é localmente Lipschitz se para cada

x € , existir uma vizinhanca do ponto x, V,, tal que f|y, é Lipschitz.

Denotaremos por LP(€2),1 < p < oo, o espaco das funcles reais u definidas em

mensuraveis tais que |u|P é integravel (a Lebesgue) em (2, ou seja,
LP(Q) = {u :Q— R, wu mensurdvel e / |u(z)|P dz < oo}.
Q

Além disso, L”(€2) munido com a norma

/p
Jall sy = ([ JuCoPde) ™

é um espaco de Banach.

No caso p = oo, precisamos do seguinte conceito

Definicao 2.1.3 Dizemos que uma funcdo u mensuravel em ) é essencialmente limitada em
(z)) < C

exceto, possivelmente, para x pertencente a algum subconjunto de ) com medida nula.

) se existe uma constante C' € RT tal que |u(x)| < C q.t.p. em 2, ou seja,

Denotaremos por L>°(£2) o espaco das fun¢es u mensuraveis em ) que sdo essencialmente

limitadas em ().
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Chama-se de supremo essencial de u ao infimo do conjunto
{C’ € R*:u(z)] < C q.t.p. em Q},

e o denotamos por

supess |u(z)| .
e

Temos que L*°(€2) munido com a norma
[l oo () = sup ess |u(z)]
zeQ
é um espaco de Banach.
Em toda a tese C' > 0 serd uma constante genérica. Para simplificar a notac3o, o espaco
LP(§2), sera denotado por L¥ e a norma em L?(Q), |||| .5y serd denotada por |[[-[| ,.

Os seguintes resultados apresentam algumas propriedades da convergéncia nos espacos

L7(Q).

Definicao 2.1.4 Uma sequéncia {uy}, . em LP(Q) converge em LP(§)) para u € LP(2), se

para todo € > 0 dado existe um numero natural N, > 0 tal que, se n > N,, ent3o

o=l = ([ Junte) )P )" < e

Teorema 2.1.5 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja {un}, .y uma sequéncia nio
negativa em LP(Q2), 1 < p < oo, tal que u,(x) < upi1(z) q.t.p. x de Q e sup/ ub < o00.
n JQ

Entdo, existe u € LP(2) tal que u,(x) converge para u(x) q.t.p. em €2, além disso

i | — ul|r = 0.

Teorema 2.1.6 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {u,}, . uma sequéncia em
LP(2), 1 < p < oo, tal que u,(x) — u(z), quando n — +oo, q.t.p. © de Q. Se existe uma
funcdo g € LP(Q2) tal que |u,(z)| < g(x), q.t.p. v de Q) e para todon € N, entdo u € LP({)

e {un}, .y converge em LP(Q) para u.

Definicdo 2.1.7 Sejal < p < co. Denotamos por LY () o conjunto das funcéesu : @ — R

loc

tais que a restricio de uw a K, u|x € LP(K) para todo compacto K C Q.

Sejam I um intervalo da reta e X um espaco de Banach com a norma ||-|| .
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Definicdo 2.1.8 Seja 1 < p < oo. Definimos por LP(I, X) o conjunto de todas as funcdes
mensuraveis f : I — X tais que a funcdot — || f(t)|| pertence a LP(I). Para f € LP(I,X),

definimos no caso 1 < p < oo

iy = { [ 1@t} ™,

e no caso p = oo definimos

”fHLP(I,X) = supess || f(¢)|x -
tel

2.2 ESPACOS DE LEBESGUE UNIFORMEMENTE LOCAIS

Para 1 < p < 00, o espago de Lebesgue uniformemente local L, ,(RY) é definido por

L2, (RY) = {u € LLo(®Y); ull g, av, < o0}

onde

1/p
sup </ lu(x) P d:v) se 1<p<oo,
By(y)

.— J yeRVN
HUHLZW(RN) =197

SBER?VSS [ll oo, () € P=00,
e B, (y) C RY denota a bola aberta centrada em y com raio p > 0. E claro que L (RY) =
L>®(RM).
Denotamos por L, ,(RY) o fecho do espaco das funcGes limitadas e uniformemente con-

tinuas BUC(RY) no espaco L, ,(RY), ou seja,

r(RY) = BOO®N) Fas ™),

ul,p

Para reduzir a notac3o, escrevemos L”;(RY) e L,(RY) se p = 1.

Os espacos de Lebesgue uniformemente locais foram introduzidos pela primeira vez por
Kato (KATO, 1975) e tém sido usados para estudar diferentes problemas e propriedades rela-
cionadas a semigrupos de Shrodinger (SIMON, 1982), equac¢des hiperbdlicas amortecidas (FEI-
REISL, 1996), equacdes complexas de Ginzburg-Landau (MIELKE, 1997), (MIELKE; SCHNEIDER,
1995), problemas parabdlicos (ARRIETA et al., 2004), (EFENDIEV; ZELIK, 2001), (MAEKAWA;
TERASAWA, 2006), (MATOS; SOUPLET, 2004), (MIYAMOTO; SUZUKI, 2021), (SUZUKI, 2019).

De (MAEKAWA; TERASAWA, 2006) as seguintes propriedades sdo validas:

= Para quaisquer pi, po > 0, temos que L7, (RY) = L, (R") com normas equivalen-

ul,p1 ul,p2

tes.
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» Paral <p; <py < o0ep>0, temos que Lﬁip

(RN) € L (RY).

ul,p

= Para qualquer p > 0 e 1 < r < oo, temos que L"(RY) C Ly, (RY) e L*(RY) C
Lr, (RY).

ul,p

2.3 SEMIGRUPOS

Nesta secdo apresentamos algumas definicdes e resultados da teoria dos semigrupos que
serdo utilizados no texto. Esta secdo é baseada nos livros de (PAZY, 1983; BREZIS, 2010;
CAVALCANTI; CAVALCANTI, 2016). Sejam (X, ||-||) um espaco de Banach, D(A) C X um

subconjunto n3o vazio, e A: D(A) C X — X um operador linear.

Definicdo 2.3.1 Um operador A : D(A) C X — X, diz-se dissipativo se
[ = AAwul] = [|u]

para todo u € D(A) e A > 0.

Definicdo 2.3.2 Um operador A : D(A) C X — X, diz-se m-dissipativo se
= A é dissipativo;
= paratodo )\ >0e f € X, existe u € D(A) tal que u — NAu = f.

Definicao 2.3.3 Um semigrupo de operadores lineares em um espaco de Banach X é uma

familia {S(t)},s, tal que
(i) S(0) = Ix;
(ii) S(t+s)=5(t)S(s), para todo t,s > 0.
Diz-se que o semigrupo é de classe Cy ou que o semigrupo é fortemente continuo se:

(iii) limy o+ |[(S(t) — I)z|| = 0, para todo = € X .

Definicdo 2.3.4 Seja {S(t)},., um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.

O operador A : D(A) — X definido por

D(A) = {x € X; lim <S(hz_l> x existe},

h—0
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h—0

h)—1
Ax = lim (M) x; para todo x € D(A),

é dito o gerador infinitesimal do semigrupo S(t).

Agora vamos citar alguns resultados sobre a teoria de semigrupos.
Seja {S(t)},>, um semigrupo fortemente continuo e A o seu gerador infinitesimal. Temos

que:
» Existem M > 1 e [ tais que

1S(2)|| < MeP*, para todo t > 0.

= D(A) é um subespaco vetorial de X e A é um operador linear.

= Sex € D(A), entdo S(t)x € D(A), para todo ¢ > 0, e verifica as seguintes igualdades:

jtS( t)yx = AS(t)xr = S(t) Az para todo t > 0.

» Sez € D(A), entdo

S(t) — S(s)r = | " AS(€)wde — / "S(©)Awde, 0<s<t.
» Sez € X, entdo /OtS(f):vdf € D(A) e

A/ Exdé = S(t)r — x.

= O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cj é um operador linear fechado e

D(A) é denso em X.

Definicdo 2.3.5 Seja {S(t)},., um semigrupo fortemente continuo. Dizemos que {S(t)},-
é uniformemente limitado se existe M > 1 tal que ||S(t)|| < M para todo t > 0. Além disso

se M =1 dizemos que {S(t)},., é um semigrupo de contracbes de classe Cy.

Teorema 2.3.6 (Hille-Yosida). Suponha que A : D(A) C X — X € um operador linear. A

é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracdo de classe C\, se e somente se,
(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente de A contém (0, 00) e para cada A > 0
1

Jor -] < %

Demonstracdo. Veja a demonstracdo em (PAZY, 1983, Teorema 3.1, p.8).
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2.3.1 O problema abstrato de Cauchy

Seja A : D(A) € X — X um operador linear. Dado uy € X, o problema abstrato de
Cauchy para A com dados iniciais ug consiste em encontrar uma solucdo u para o problema
homogéneo de Cauchy

d

LUt = Au(t), >0 (2.1)

u(0) = wup.

Usaremos a seguinte nocdo de solucdo para o problema (2.1):

Definicao 2.3.7 (Solucdo classica ou forte) Uma fungdo u : [0,4+00) — X € uma solucdo
classica de (2.1) se u € continuo para todo t > 0, continuamente diferenciavel e u(t) € D(A)

parat > 0 e (2.1) é satisfeito.

Observacdo 2.3.8 = Note que uma vez que u(t) € D(A) para todot > 0 e u é continua

emt =0, (2.1) ndo pode ter solucdo classica para uy ¢ D(A).

= Seuy € D(A) e A é o gerador infinitesimal do semigrupo de classe Cy, S : [0, +00) —
L(X), entdo u(-) = S(-)ug : [0,400) — D(A) é uma solucdo classica de (2.1). Mais

ainda S(-)ug € a tnica solugcdo de (2.1).

A partir de agora, assumiremos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Co e u(-) = S(-)ug, com ug € D(A) é uma solucdo classica de (2.1). A seguir, sejam 7' > 0

uma constante fixa e f : [0,7) — X. Considere o problema ndo homogéneo de Cauchy

d
) = Au(t)+ f(t), >0 (2.2)

u(0) = wup.

Definicdo 2.3.9 Uma funcdo u : [0,T) — X é uma solugdo classica de (2.2) se u é continuo
em [0,T), continuamente diferencidvel em (0,T), u(t) € D(A) para0 <t < T e (2.2) é

satisfeito.
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Supondo f € L'([0,7T); X). Seja v uma soluc3o classica de (2.2) e ponhamos, v(c) =

S(t — o)u(o) é diferencidvel para 0 < o < t, entdo

dv du
o —AS(t—a)u(a)%—S(t—U)@
= —AS(t —o)u(o) + St — o)Au(o) + S(t — o) f(s)

= S(t—=0)f(9).

Portanto, como v é integravel em [0, ], integrando de 0 a ¢ resulta

u(t) = S(tuo + [ " S(t = o) f(0)do (2.3)

Como consequéncia, a equacdo (2.3) é uma condi¢do necesséria para que u seja uma solucdo
classica de (2.2).

Para cada f € L'([0,T]; X) o lado direito de (2.3) é uma funcdo continua em [0,77]. E
natural considerd-la como uma solucdo generalizada de (2.2), mesmo que n&o seja diferenciavel
e ndo satisfaca estritamente a equacdo no sentido da Definicdo 2.3.9. Portanto, é natural

considerar o seguinte conceito.

Definicao 2.3.10 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cyy. Seja ug € X

e fe LY[0,T]; X). A funcdo u € C([0,T]; X) dada por
u(t) = S(t)uo + | 'St — o) f(o)do, 0<t<T,

é dita solugdo branda do problema ndo homogéneo de Cauchy (2.2) em [0,T]. Algumas vezes

podemos nos referir a ela como "mild solution”.

Observacdo 2.3.11 A Definicdo 2.3.10 do problema (2.2) coincide quando f = 0 com a
Definicdo 2.3.7 de S(t)uy como a solucdo branda da equacdo homogénea correspondente. E
portanto claro que nem toda solucdo branda de (2.2) é de fato uma solucdo cldssica mesmo

no caso f = 0.

2.3.2 O problema nao linear

Seja (X, ||-||) um espago de Banach reflexivo. Considere o problema n3o linear

Su(t) = Au(t) + Fu(t)), t >0

uw(0) = wug
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onde F': X — X é uma func3o continuae A: D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de

um semigrupo de classe Cy, S(t) : [0, +00) — L(X) tal que ||S(¢)|| < M, para todo t > 0.
O problema (2.2) n3o tem necessariamente qualquer tipo de solucdo. Contudo, se tiver

uma solucdo classica ou forte (veja a Definicdo 2.3.9), entdo o argumento dado na subseccdo

anterior mostra que esta solucdo u satisfaz a equacao integral
t
u(t) = S(t)uo + / S(t — o) F(u(0))do. (2.5)
0
Portanto, é natural definir.

Definicao 2.3.12 Uma solucdo continua u da equacdo integral (2.5) sera chamada de solucdo

branda do problema (2.4).

2.4 EQUACAO DO CALOR

Nesta secao apresentamos algumas propriedades do operador Laplaciano em alguns espa-
cos e algumas propriedades sobre a equacido do calor homogénea. Para mais detalhes veja
(CAZENAVE; HARAUX, 1998) e (PAZY, 1983).

Seja 2 C RY subconjunto aberto n3o vazio e limitado com fronteira 9 regular. Quando

82

N
A = —A, chamamos de operador Laplaciano A = Z a equacdo do calor homogénea é

27
— Ox;

a seguinte equacao

u— Au =0, (x,t) € Q x (0,+00).

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

u—Au = 0 emQx(0,+00),
u = 0 em99Q x (0,4+00), (2.6)
u(0) = w em ().

O problema (2.6) é conhecido como a equacdo do calor homogénea com condicdo de Dirichlet

na fronteira. Os seguintes resultados sdo conhecidos para o problema (2.6):

(a) Quando a condic3o inicial uy € X = H~'(f), entdo o problema (2.6) possui uma

solucdo u(t) € D(A) = HL(Q).

(b) Quando a condic3o inicial ug € X = L?(12), entdo o problema (2.6) possui uma solucio

u(t) € D(A) = {u € H(Q); Au € L*(Q)}.



31

(c) Quando a condicdo inicial ug € X = LP(2) com 1 < p < oo, entdo o problema (2.6)
possui uma solucio u(t) € D(A) = W2P(Q) N Wy (Q).

(d) Quando a condic3o inicial ug € X = L'(2), ent3o o problema (2.6) possui uma solucio

u(t) € D(A) = {u € W' (Q); Au € LY(Q) }.

(e) Quando a condicdo inicial uy € X = L*>(2), entdo o problema (2.6) possui uma solucdo

u(t) € D(A) = {u € L®(Q) N HY(Q); Au € L®(Q)}.

(f) Quando a condicdo inicial uyp € X = Cy(12), entdo o problema (2.6) possui uma solucdo

u(t) € D(A) = {u € Cy(Q); Au € Co(Q)}.

Nos casos (c) e (d) precisamos que o subconjunto ) tenha fronteira suave e no caso (e)

precisamos que o subconjunto €2 seja limitado.
Proposicao 2.4.1 Seja u(t) = S(t)ug, comt > 0.

(i) Se ug € L*(QY), entdo u é solucio do problema (2.6) e u € C([0,+00), L*(Q2)) N
CH((0,+00), L*(Q)), Au € C((0,400), L*(2)). Além disso, temos

u € C((0, +00), Hy(52)),
1Al 120y < 507 o]l 2y Parat >0,
IVull 2y < 5uz ol 2y parat > 0.

(i) Se ug € Hy(Y), entdo u € C([0, +00), Hy(Q2)) e [|Aul| 12y < ﬁ IVuol| 2y para
t>0.

(iii) Se Auy € L*(Q), entdou € C([0, +0), L*(Q)), Au € C([0, +0), L*(Q2)) e us(x,0)—
Au(z,0) = 0.

(iv) Seuy € H*(Q) N H(Q), entdo u € C([0,+00), H*()).

Demonstracdo. Veja (CAZENAVE; HARAUX, 1998, Proposicdo 3.5.2 e 3.5.3).

A solucdo do problema linear (2.6) pode ser expressado da seguinte forma

Sa(t)uo] (@) = | Kale,y: thuo(y)dy (27)

onde uy € L'(2) e Kq é o nucleo de calor de Dirichlet. De (VAN, 1990, Teorema 2 e Lemas

8 € 9), sabemos também que

Kq(x,y;t) > exp {—N27r2t/452} (4mt) N2 exp {— |z —y|? /4t} )
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parat > 0, se o segmento de linha que liga = e y estiver a uma distancia de pelo menos ¢ de

fronteira 9€). Em particular, quando Q = R”, sabe-se que para uy € L}, (RY),

[S(t)uo)(z) = /RN K (x,y; thuo(y)dy, onde K (z,y;t) = (4mt) ™ exp {— | —y|* /4t},

paraz,y € Qet>N0.

2.4.1 A equacao do calor nao linear

Consideramos agora o seguinte problema
uw—Au = F(u) em Q x (0,+00),
u = 0 em 09Qx(0,+00), (2.9)

uw(0) = wy em Q,

onde  C RY é um aberto com fronteira 02 regular e ' : R — R é uma func3o localmente

Lipschitz. Temos os seguintes resultados.

Teorema 2.4.2 (CAZENAVE; HARAUX, 1998; BREZIS; CAZENAVE, 1996) Dado u, € L*>(2),
existe uma tnica solucdo u do problema (2.9) definida em um intervalo maximal [0,T,,) tal

que u € L*((0,T) x §2) para todo T' < T,,, e é solucdo da equagio integral
u(t) = S(t)uo + [ "S(t — o) F(u(o))do.
para todo t € [0,T,,). Além disso, vale uma das seguintes alternativas:
1. T,, = 0o, e neste caso dizemos que a solucio é global;

2. T,, < o0 elimsup ||u(t)]|« = +00, e neste caso dizemos que a solugdo explode num
t—Tm

tempo finito.

O seguinte teorema é um resultado de regularidade da solucdo do problema (2.9). Este

resultado é conhecido como regularidade maximal.

Teorema 2.4.3 (LAMBERTON, 1987, Corolario 1.1) Sejam T" > 0, p,q € (1,400), F €
LP((0,T), L(S2)) e a funcdo u definida por

u(t) = [ " S(t — o) F(u(o))do.
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Entdo w € Whr((0,T), LY(Q)), Au € LP((0,T), L1(Q)) e existe uma constante C' tal que

el o 0.0y, 200)) T 1A Lo 0.7),202)) < C NE Lo q0,0),2902) -

2.4.2 Lemas importantes para os espacos de Lebesgue

Relembramos que denotamos por B, (o) C RY a bola centrada em z com raio p > 0,
POr XB,(z;) @ funcdo caracteristica em B, (zy). Quando zy = 0 denotamos B, = B, (0),
Xp = XB,(0), € Por wy o volume da bola unitaria em R,

Os seguintes lemas s3o usados nos seguintes capitulos.

Lema 2.4.4 Sejam [, > 0 tal que B 25(x9) C Q2 e 0 <y < N. Entdo existem constantes

cn, cy > 0, dependendo apenas de N,z e v, tal que

(i) S)XByo) = enl¥ (1 + V)N XB,, ;(xo)> Para todo 0 <t < 6%,
(ii) SE)| - —20| T XBi(zg) = 2 XB.;(xo)s Para todo 0 <t < min{0?,I*}.

O item (i) foi estabelecido em (LAISTER et al., 2016), e o item (ii) em (APARCANA et al., 2020)

para o = 0, mas os métodos utilizados por eles podem ser adaptados ao caso xy # 0.

Lema 2.4.5 (LAISTER et al., 2016, Lema 4.2). Suponha que f : [0,+00) — [0, +00) é ndo

decrescente e ¢ > 1. Ent3o as duas condicbes a seguir sdo equivalentes

+oo
1. Existe uma sequéncia {sy}, .y tal que sp11 > Os, 0 >1 e > s.7f(s;) = +o0.
k=1

2 / 0)do = +00, onde F(s) = sup, ;- f(t)/t.

Seja 2 C RY um dominio suave (possivelmente ilimitado). Recordamos o conhecido efeito

regularizante do semigrupo de calor em espacos de Lebesgue, ou seja,

15 (8) ¥l L ) < (4m‘)7(i7 ) 191l ar (@) » (2.10)

para l < ¢ < ¢ < o0, t > 0ep € L1 (Q) (veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996) Lema 7].
Também usamos a seguinte estimativa que pode ser obtida da estimativa (2.8), (SLIMENE;
TAYACHI; WEISSLER, 2017, Proposicdo 2.1) e (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022, Lema
2.5)
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Lema 2.4.6 Seja~y € (0, N), e sejam q1,q2 € (1, +00] satisfazendo

1 ¥ 1
0<—<—=4+—<1.
q2 N q

Entdo, existe uma constante C' > 0, dependendo de N,~,q, e q» tal que

1 1

|5 @ (-7 %)] ey < or M) g .

L92(Q

para todo t > 0 e todo 1) € L% (Q2), onde 2 é um dominio limitado com fronteira suave de

RN ou Q) =RV,

2.4.3 Lemas importantes para os espacos de Lebesgue uniformemente locais

O seguinte lema fornece algumas propriedades bésicas do espaco L7, (RY).

Lema 2.4.7 Sejal <r < 0.

ul

(i) ¢ € L7, (RY) é equivalente a lim [|S(£)¢ = ¢l 17 @y = 0.
(i) u € L7,(RY) é equivalente a |u|" € LL,(RY).
(iii) Seja a > 0. Seu € L;(RY), entdo max {u,a} € L,(RY).
Além disso, os itens (ii) e (iii) acima também valem para L7;(R").

O item (i) foi provado em (MAEKAWA; TERASAWA, 2006, Proposicdo 2.2). A afirmacdo (ii)

segue de (FUJISHIMA; IOKU, 2018, Observacdo 2.1) e (iii) segue de (SUZUKI, 2019, Lema

2.5-(ii)).

Em nossas estimativas do semigrupo do calor usamos as fornecidas pelo lema abaixo.
Lema 2.4.8 As seguintes afirmacdes sdo validas:

(i) Sejal < ¢ < g < oo. Entdo existe uma constante C' = C'(N, q1,q2) > 0 tal que para
¢ € Ly (RY),

N 1 1

HS(t)qﬁHLZ%(RN) <Cl1 +t_2<ql_q2)‘| H¢||L3(RN) para todo t > 0.

Conseqiientemente,

N1 1
||S(t>¢||Lq%(RN) < ct *? (ql q2) ||¢||Lq%(RN) para 0<t<ty.
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(i) Sejal < q; < g2 < 0o. Entdo, para cada ¢ € LT(RY) e C, > 0, existe ty = to(C, @)
tal que

N 1 1

SO0 < €t FEE) b o<ty
Além disso, a constante C, > 0 pode ser escolhida arbitrariamente pequena.

A prova do Lema 2.4.8 é baseada em (MAEKAWA; TERASAWA, 2006, Corolario 3.1), (ARRIETA
et al., 2004, Proposicdo 2.1), (BREZIS; CAZENAVE, 1996, Lema 8) e (GIRAUDON; MIYAMOTO,
2022, Proposicdes 2.4 e 2.5).

O resultado a seguir estabelece uma relacdo entre o semigrupo de calor e as funcoes

convexas (cbncavas) e segue diretamente da desigualdade de Jensen.
Lema 2.4.9 Sejama >0, ¢ € LL,(RY) e ¢ > a em RY.

(i) Suponha que J : [a,+00) — [0,+00) é uma funcdo convexa. Se J(¢) € Lk (RY),
entdo

J[S(t)g] < S(1)[J(9)] em RY x (0,+00).

(i) Suponha que G : [a,+00) — [0,+00) é uma funcdo céncava. Se G(¢) € LL,(RY),
entao

G[S(t)¢] = S(t)[G(¢)] em RY x (0,+00).

Precisamos também do seguinte resultado, veja (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022,

Lema 4.1).

Lema 2.4.10 Assuma que ¢ € L}, (RN> e 0 < v < N. Entdo existe uma constante C' =
C(N,v) > 0 tal que

_ /2
SOITSEo<C(7+2) St+59

S

para todo t,s > 0.

2.4.4 Algumas desigualdades

Esta secdo tem como objetivo enunciar algumas desigualdades que serao utilizadas ao

decorrer deste trabalho. A prova destas podem ser encontradas em (BREZIS, 2010).
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Teorema 2.4.11 (Desigualdade de Jensen's). Seja X um conjunto dotado de uma medida
positiva v tal que / dp =1 eseja ' : R — R uma fungcdo convexa. Entdo para cada
X

f € LY(X,du) tal que F(f) € L'(X,du), temos

F([ f@du(@)) < [ F(f@)dn(a).

Corolario 2.4.12 Sejam Q@ C RY um subconjunto aberto, ¢ € L'()) uma funcdo nio

negativa tal que/ p(x)dr =1 e F : R — R uma funcdo convexa. Entdo
Q

F([ s@e@ir) < [ F(f@)pa)ds,
para todo f € L},.(Q) tal que fo € L'(Q) e F(f)p € L*().

Lema 2.4.13 (Desigualdade de Gronwall). Sejam T > 0; A > 0 e f € L'(0; T) uma funcio

ndo negativa. Considere uma funcdo ndo negativa p € C([0,T)) tal que

o) < A+ [ f()p(s)ds,

para todo t € [0,T]. Entéo,
t
olt) < Aexp ([ f(s)ds).
0

para todo t € [0, 7.

Usamos o seguinte Lema de Gronwall singular, veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996, pag. 288)

Lema 2.4.14 (Desigualdade de Gronwall singular). SejamT > 0,A > 0,0 < a, < 1 e seja
f uma funcdo ndo negativa com f € LP(0,T) para algum p > 1 tal que p’ max{a, f} < 1.

Considere uma funcdo ndo negativa p € L>°(0,T) tal que
o(t) < At + /Ot(t — )P f(s)p(s)ds, para quase todot € [0,T].
Entdo existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de T, o, B,p e || f||,,, tal que
p(t) < ACt™,

para quase todo t € [0,T].
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3 EXISTENCIA DE UM SEGUNDO VALOR CRITICO PARA UM PROBLEMA
PARABOLICO NAO LINEAR EM ESPACOS DE LEBESGUE

Neste capitulo, estudamos a existéncia local de solu¢des (sem restricdes de sinal) para uma
equacdo parabdlica ponderada no tempo. Como consequéncia de nossos resultados, conside-
rando o comportamento adequado dos dados iniciais ndo negativos, obtemos a existéncia de

um segundo valor critico para a existéncia (ou n3o) de uma solucgo local.

3.1 INTRODUCAO

Seja © € RY um dominio (limitado ou ilimitado) com fronteira 9} suave sempre que

existir. A existéncia local de solucSes ndo negativas do problema parabdlico nao linear
uw—Au = f(u) em Qx(0,7T),

u = 0 em 00 x (0,7), (3.1)

u(0) = up>0 em £,

com f € C([0,400)) ndo decrescente, ug € L"(2),up > 0, 1 < r < oo foi completamente
caracterizado por Laister et al. em (LAISTER et al., 2016) no caso de 2 ser limitado ou © = RV,

Eles mostraram a existéncia de um valor critico

2
ﬂ:1+§r (3.2)

obtendo o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 (LAISTER et al., 2016) Seja f : [0,400) — [0, +00) uma funcdo continua e

nao decrescente.
(i) Quando 2 é um dominio limitado.

a) O problema (3.1) possui uma solucdo local para cada uy € L"(§2) se, e somente
se,

limsupt ™ f(t) < oo, ser > 1, (3.3)

t——+o0

b) O problema (3.1) possui soluc3o local para cada ug € L*(S2) se, e somente se,

/1+OO 0P F(0)do < oo, onde F(o) = sup f(t)/t, ser =1. (3.4)

1<t<o
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(i) Quando Q = RY, as afirmacées (a) e (b) permaneceram vdlidas se substituirmos as
condicdes (3.3) e (3.4) por

limsupt* f(t) < oo e limsup f(t)/t < oo, ser > 1,
t—0

t—+o00

+oo "
/ o P G(o)do < oo e limsup f(t)/t < oo, ser =1,
1

t—0

respectivamente, onde G(0) = supy,<,, f(t)/t.

Além disso, quando a condicdo (3.3) n3o é vélida, ou seja, lim sup t_p*f(t) = 400, entdo
t——+o00

existe um dado inicial ndo negativo adequado uy € L"(€2) de modo que o problema (3.1)

ndo admita uma solucdo local ndo negativa. Assim, naturalmente, surgem as duas questoes

seguintes:
= O que acontece com a existéncia local de solu¢Ges neste caso?

» E possivel definir uma classe de dados iniciais onde a existéncia local de solucdes seja

valida?

Até onde se sabe, existem poucos resultados sobre isso e apenas no caso f(t) = t?, ¢ > 1 veja
(HARAUX; WEISSLER, 1982), (MIYAMOTO, 2021).
Para responder as questoes levantadas, consideramos dados iniciais nos conjuntos Z7" e

7z

o, onde

P ={ e L"(Q2);¢ > 0 e |z|v"(x) < K xp, () q.t.p. em Q, para alguns K,a > 0},

L, ={v e L"(Q);¢>0e |z|’V (z) > Kxp,(z) q.t.p. em §, para alguns K,a > 0},

para0 < p < N er > 1. A condicdo 0 < p < N garante que | - | */"xp, € L"(2). Como
consequéncia do nosso resultado, encontramos um novo expoente critico quando f(t) = t4,q >

1, veja Observacdo 3.3.2(i), que é dado por

pr = . (3.5)

Diremos que p* é o segundo valor critico.
Os conjuntos Z#" e Z,,, sdo inspirados nos conjuntos considerados por Lee e Ni (LEE; NI,

1992) e Wang (WANG, 1993).



39

Os argumentos usados para tratar com o problema (3.1) também podem ser usados para

resolver o problema parabdlico ponderado no tempo
ur—Au = h(t)g(u) em Qx(0,7),
u = 0 em 00 x (0,7, (3.6)

u(0) = wup em (2,

onde © C RY é um dominio limitado com fronteira 92 suave ou Q@ = RV, ¢ € C(R), h €
C((0,400)) uma funcdo de peso geral, ug € L"(§2) sem a restricdo de sinal com 1 <7 < 0o
el > 0.

Neste capitulo, determinamos condicGes para a existéncia e ndo existéncia de solucbes do
problema (3.1) e (3.6) considerando um comportamento adequado dos dados iniciais, para
obter um segundo valor critico, que determina a existéncia (ou n3o) de uma solugdo local
u € L*((0,7),L"(£2)). Antes disso, definimos o que entendemos por solugdo do problema

(3.1) e (3.6).

Definicdo 3.1.2 Sejam uy € L" () com 1 <r < oo, g € C(R) e h € C((0,400)). Uma
funcdo mensuravel u definida q.t.p. em Q x (0,T), para algum T > 0, é chamada de solucdo
local do problema (3.6) se

w(t) =S (t)uy + /OtS(t — o) h(0) g (u (o)) do = F (u, uo) (3.7)

q.t.p.emQx (0,T) eu e L ((0,T),L"(2)). Aqui {S(t)},s, denota o semigrupo do calor.
Quando uy > 0 e g|jp,) € C([0,4+00)) dizemos que v é uma solucdo ndo negativa se

(3.7) for vélido e u € L ((0,T),L" (£2)).

O presente capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secdo 3.2 apresentamos
alguns resultados preliminares e enunciamos os resultados obtidos. Apds isso, demonstramos

os teoremas na Secdo 3.3.

3.2 RESULTADOS PRELIMINARES
3.2.1 Resultado de existéncia

Para os resultados da existéncia local, usamos o método de super e subsolucdo, os quais

sao entendidos no seguinte sentido.
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Definicdo 3.2.1 Sejam uy € L"(Q) com1 < r < o0, g € C(R) e h € C((0,400)).
Dizemos que uma funcdo w, definida q.t.p. em Q x (0,T'), é uma supersolucdo de (3.6) se
we L>®((0,7),L"(Q)) eF (w,up) <w q.t.p. em Q x (0,T), onde § é definido por (3.7).

As subsolugées de (3.6) sdo definidas da mesma forma com a desigualdade reversa.
O seguinte resultado é uma versdo de (LAISTER; SIERZEGA, 2020, Teorema 2).

Lema 3.2.2 Assuma que g € C(R) é ndo decrescente, h € C((0,+00)), e up € L" (2) com
1 <r < oo. Set e u sdo uma supersolucdo e uma subsolucdo do problema (3.6) em Q2% (0,T),
respectivamente, tal que > u com g(u), g(w) € L*(9) () lg(u()[l . , h() (@), €
LY((0,T)), entdo existe uma solucdo u do problema (3.6) definido em 2 x (0,T) tal que

u<u<u.

Demonstracdo. De (3.7), uw > § (4, ug), pois u é uma supersolucdo de (3.6). Além disso, §
é nao decrescente em u, pois g é ndo decrescente, h > 0 e pela propriedade de monotonici-
dade do semigrupo de calor {S(t)};>. Considere a sequéncia {u"},.,, dada por u’ =17, e
F(u""1 ug) = u™ paracadan > 1. Como § é n3o decrescente e u é uma subsolucdo com u <
temos que a sequéncia {u"}, ., é ndo crescente q.t.p. em Q2 x (0,7) e u > u" > Uttt > .
Seja u (x,t) = nlim u" (x,t), sempre que o limite existir.

—>+400

Pela continuidade da funcdo g segue que g(u(x,t)) = lim g(u"(z,t)) q.t.p. em £ X

n—+o0o
(0,T). Por outro lado, como g é n3o decrescente, temos que g(u) < g(u™) < g(u). Dai,
) € L™(Q). As-

lg(u™)| < max {|g(u)|, |g(@)|}, e vemos que g(u") € L"(Q2) porque g(u), g(T
L g(u™(t)) = g(u(t))

sim, pelo Teorema da convergéncia dominada (veja Teorema 2.1.6) h
em L"(Q2) q.t.p. t € (0, 7).
Da expressdo do semigrupo (2.7) e da estimativa (2.10) temos

15(t = o)g(u(o)) = S(t = o)g(u™(o))|[cr < [lg(u(o)) = g(u"(o)]|zr,

para 0 < o < t. Portanto, 1_1}13 St —o)g(u™(o)) = S(t — o)g(u(c)) em L"(Q) q.t.p.

€ (0,t). Além disso, usando novamente a estimativa (2.10) temos

IN

15t = a)h(o)gu" (@)Dl < h(o) [lglw" (@)l

< (o) [Imax {|g(u(o))l, |g(u(o))[}
h() lgw( ) s h(-) lg(@())]| - pertencem a L*((0,T)) por hipétese. Usando novamente

L

o Teorema da convergéncia dominada, segue-se que

t

/Ot S(t —o)h(o)g(u(c))do = lim S(t —o)h(o)g(u"(o))do

n—-+o00 JQ
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em L"(§2).
Portanto u = nEIJIrlOOun = nglfoog(u”’l,uo) = F(u,up). Além disso, como |u| <
max{|u|, |u|} e w,u € L>((0,T), L"()) concluimos que u € L>((0,T"), L"(X2)). O

3.2.2 Resultado de nao existéncia

Lema 3.2.3 Suponha que f € C([0,+00)) é convexa com f(0) =0 ewu : Q2 x (0,T) —
[0, +00) uma fungdo mensuravel finita. Entdo f(S(t)u) < f(S(t)u).

Demonstracdo. Da desigualdade (2.8) temos que 0 < n = / Kq(z,y;t)dy < /N K(z,y;t)dy =
Q R
1. Usando a expressdo (2.7), a desigualdade de Jensen, a convexidade de f e f(0) = 0, obte-

mos

f(Su) =Ff (/Q Kg(fv,y;t)U(y)dy>

=f (n/ﬂ Wuw)dy + (1 - n)0>

<of ([ 22Dy

n
< [ Kola.y:t)f(uly))dy = S0 f (w)
para todo t > 0. O
A seguinte proposicdo é usada na prova de nossos resultados de inexisténcia. Sua prova
segue das ideias de (WEISSLER, 1980) e (WEISSLER, 1986) (veja também o Lema 15.6 em

(QUITTNER; SOUPLET, 2007)).

Proposicdo 3.2.4 Assuma h € C((0,4+00)), f € C([0,+00)) ndo decrescente, convexa,

f(0) =0 e f(s) > 0 para todo s > zy, para algum z, > 0, tal que

2:00 ‘EZ) < 0. (3.8)

Sejam ug : 0 — [0,+00) ew: Q x (0,T) — [0,400) funcées mensuraveis tais que
t
u(t) > S(t)ug +/ S(t —o)h(o)f(u(o))do g.t.p. em Q x (0, 7). (3.9)
0
Assuma também que u(x,t) < oo q.t.p. em Q x (0,T) e ug # 0. Entdo

/orh(g)dg' </n;:>u0Loo ;(g)) =1

para todo T € (0,T).
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Demonstracdo. Como f é convexa, f(0) = 0, pelo Lema 3.2.3 obtemos

f(S@)u) < S@) f(u)
para todo t > 0. De (3.9) e das propriedades do semigrupo, temos, para 0 < ¢ < s,

S(s —t)u(t)

v

S(s — 1)S(t)uo + S(s — 1) /0 " S(t — o)h(0) f(u(o))do
— S(s)uo + /0 ' S(s — o)h(e) f(u(o))do
= S(s)up + ; h(c)S(s — o) f(u(o))do

> S(syuo+ [ "h(0) F(S(s — o)u(o))do.

Logo,
S(s —t)u(t) > O(-, 1), (3.10)

parat € (0,s) com s € (0,7, onde
):=S(s u0+/ (s —o)u(o)) do < u(-,s) < oo,

para todo (z,t) € © x (0, s).
Note que para = € ( fixo a funcdo 3(t) := O(z,t) é absolutamente continua em (0, s),

consequentemente é diferenciavel q.t.p. em (0, s) e de (3.10) temos

BI(t) = h(t) f(S(s — hulz, 1)) = R(t)f(B())  a.tp.t€(0,s), (3.11)

pois f é ndo decrescente.

Para z > z, seja H (z / ——. De ( e (3.11),

Integrando, obtemos

isto €,

s too do to do too do
/o hlu)dp < /B(O) f (o) _/ﬂ(s) f(o) S/mo) f(o)

Portanto

e segue o resultado. O
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3.3 PRINCIPAIS RESULTADOS
3.3.1 Existéncia e nao existéncia de solucdes para dados inicias nao negativas

Em nosso primeiro resultado, analisamos a existéncia de solucdes ndo negativas. Estas

solucdes sdo entendidas no sentido da Definicdo 3.1.2.
Teorema 3.3.1 Seja f € C([0,+00)) convexa, ndo decrescente, f(0) =0e0 < p < N.

(i) Assuma que exista py > p* tal que limsupt " f(t) < oco. Seja

t—+o00

Ping = inf {p > p*limsupt P f(t) < oo}

t—4o00
e0 < p < 2r/(pme—1). Entdo, para todo uy € ZP", o problema (3.1) possui uma solugcdo

local ndo negativa em algum intervalo (0,T). Além disso, u € L{2.((0,T),L>*(Q2)) e

loc

|lu(t)||z < Ct=P/?" para todot € (0,T) e alguma constante C' > 0.
(ii) Assuma que existe py > p* tal que lggngnf 7P f(t) > 0. Se

_ *. Tim inf P
Psup = SUp {p >p’; liminf? f(t) > 0} < 00,
e 2r/(psuyp — 1) < p < N, entdo para cada uy € Z,,, o problema (3.1) ndo possui

solucdo local ndo negativa.

Observacao 3.3.2 Alguns comentarios sobre o Teorema 3.3.1 sdo:

(i) A condicdo py > p* implica que limsupt ™ f(t) < limsupt ¥ f(t). Portanto, o Teo-
t—+o0 t—+o00

rema 3.3.1 permanece valido quando lim supt™"" f(t) = +oo.
t——+o0

(ii) O Teorema 3.3.1 fornece resultados otimais. Por exemplo, suponha f(t) = t%;t > 0,
com q > p* e p* dado por (3.2). Entdo limsupt ™ f(t) = +oo e a condicio (3.3) ndo
t——+o0
é satisfeita, mas psup, = Pint = q € 0 Teorema 3.3.1 implica que:
= Se0 < p<p*euy €Il entdo existe uma solucdo local ndo negativa de (3.1).
= Sep* <p< N euy €Z,,, entdo ndo existe uma solucdo local ndo negativa de
(3.1).
Assim, o valor p* = 2r /(q—1), dado por (3.5), é o segundo valor critico para a existéncia
de solucdes locais ndo negativas.

Uma situacdo semelhante ocorre se f(t) = (14 t)?[In(1 +¢)]* com s > 1,q > p*.
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(iii)

(iv)

(v)

A condicdo de convexidade de f e f(0) = 0 € exigida em (i) para garantir que a funcdo
t € (0,400) — f(t)/t esteja bem definida e é ndo decrescente, e em (ii) para mostrar

a estimativa f(S(t)ug) < S(t)f(uo), veja a prova do Lema 3.2.3 e da Proposicdo 3.2.4.

A condicdo liminf t 77 f(t) > 0, para algum py > p*, implica que limsupt™? f(t) =
t——+00 t—4o0
00, mas a reciproca ndo é verdadeira. De fato, argumentamos por contradicdo, suponha
que limsupt ™" f(t) < oo, entdo f (t) < Ct*" para t suficientemente grande e alguma
t——+o00
constante C' > 0. Assim, t7P°f (t) < Ct* ~P para t grande e tomando t — +o00

concluimos que l%r_>n Jrinf t7P0 f(t) < 0 temos uma contradicio.
o0

A condicio limsupt~ M) f(t) = +oo implica /1+Oo t~ 12N G (t)dt = +00. Mas, a
implicacdo intv—eiJrrso; ndo é necessariamente valida. Portanto, o caso r = 1 pode ser me-
lhorado. Com efeito, como f é convexa, ndo decrescente e f(0) = 0 temos que G(s) =
f(s)/s entdo fazendo a prova por contrapositiva, suponha que /:OO s (+%)g (s)ds <

00, para s >t > 1 suficientemente grande, entio

oo>/1+oos_(1+12v)G(s)ds = /1.+Oos_(1+12v)f(8)ds

Y,
e\
+
8

»

+ |
‘¥
2z

N

©

QU

V)

I
[\
~
—~
~
~—

Demonstracdo do Teorema 3.3.1.

(i)

Como f é convexa e f(0) = 0 a fungdo t € (0,400) — f(t)/t é ndo decrescente.
= [

Assim, a funcdo G : (0, +00) — [0, 4+00) dada por G (t) t)/t estd bem definida.

Como

Pint = inf {p >p*; limsupt P f(t) < oo}

t—+o00

da definicdo de infimo, seja ¢ > 0, existe py > p* tal que limsupt " f(t) < oo e
t——+o0

Po < pint + €. Entdo existe ty > 1 de modo que f(t) < nt?° para algum 1 > 0 e todo
t > tg. Assim,

/1+OOO'_<1+2;)G<O') do = /lto O'_(1+%)G(O') d0+/t+ooa_(1+2;)6’(a) do

+00 2r
< C+n o 2T dg < oo,
to

(3.12)
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Pois po < Pinf + € < 1+ 2r/p se € > 0 é suficientemente pequeno.

Seja w(t) = AS (t)up com A > 1, e ug € ZP", isto é, existe uma constante X > 0
tal que 0 < ug < KY7|-|?" xp.. Se ug = 0 entdo u = 0 é uma solucdo, j& que
f(0) = 0. Assim, podemos assumir que ug # 0. Do Lema 2.4.6 temos ||.S(t)ugl|p~ <
CoKY7t=r/?" Portanto,

['st—o)fwo)io
(t—0)G(AS (0)ug) AS (o) updo

S
S
S(t—0)G(|AS (o) ug|| ) AS (o) updo
S

<
t
< (t = 0) G (ACoK "o "1*") AS (o) ugdo
t
< AS () ug / G (ACOK"o/) do
0

—+00 2r
POAGTR (5) e H N
(3.13)

Ent3o, de (3.12) e (3.13) temos

3 (w,ug) = S(t)qur/tS(t—a)f(w(a))da

2 2r
< S (8)up + w(t)(ACo)> ! K7 ( , ) L G0

27"

_ |4 2 /p 2/ / —(1+2r/p)
- lA (ACy)"PK ; t*P/QTACOKl/TU G(o)do| w (t)

< w(t),
parat € (0,7) com T > 0 suficientemente pequeno. Assim, § (w, up) < w em (0,7) e
w é uma supersolucdo de (3.1) em (0, 7).

Como f(0) = 0 vemos que v = 0 é uma subsolugdo de (3.1). Além disso, usando a

estimativa (2.10) temos que

[t e = [ LS (As(t)ue)rds
< /Q (AC, Kl/Tt o2\ (AS (tyuo)" da
= [eucerr ) [ ASEul do
[GACOKYrt=#/2) | || AS (t)uo |7,
I

G(ACK Y t=P12) | CAT |Jug|[7,
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(ii)

Ent3o, da condicdo integral (3.12) temos que

[ 1) do

T
< CAlluol,, /O G(ACLK Y o) do

+oo
= CAllugl - Z(ACK ) /e /A i oI/ G(o)do < oo,
0

[, do = [ 1O, do < oc

Portanto f(w(t)), f(v(t)) € L7(Q) e [Lf (w( )l -, If ()l € L1((0,T)). Do Lema
3.2.2, com h = 1, g € C(R) definido por g(t) = 0,t < 0 e g(t) = f(t) parat > 0,

concluimos que existe uma solugdo do problema (3.1) tal que 0 = v < u < wem (0,7).
Além disso, |[u(t)|| e < ||w ()| < Ct=?/?" parat € (0,T) para alguma constante
C>0.

Seja up € Z,,, ou seja, ug > K'Y - |=°/"xp, = vy, onde B, C . Observe que
vg € L7(Q2) pois 0 < p < N.
Argumentamos por contradicdo e supomos que existe uma solucao local ndo negativa u
de (3.1) com condicdo inicial ug € Z,,, isto &,
t
u(t) = S(t)uo + [ S(t =) f(u())do.
parat € (0,7), w e L>((0,T), L"(52)) para algum 7" > 0. Dai
t
ut) > S(t)vo + / S(t — o) f(u(0))do (3.14)
0
parat € (0,7).
Note que o Lema 2.4.6 implica que S(t)vy € L*>*(Q2) para todo ¢ > 0. Além disso,
pelo Lema 2.4.4, temos que S(t)vy > cyt~% x4 para todo 0 < ¢ < min{(a/3)2 T'}.
Portanto,
1S (t)vol|poe > iyt ™"/, (3.15)
para todo 0 < ¢ < min{(a/3)? T}.
Como
Psup = SUP {p > p; lgr_1>1+inft_pf(t) > 0} < 00,
da definicdo de supremo, tomando ¢ suficientemente pequeno tal que 0 < € < pgp —

1 — 2r/p. Existe py > p* tal que lggrinft’pof(t) > 0 e peup < po + €. Assim, existe
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uma constante 7 > 0 tal que f(t) > nt* parat > t, > 1 para alguma constante t,. De
(3.15), vemos que existe 7y tal que ||.S(7)vo||L~ > o para todo 0 < 7 < 7. Usando

novamente (3.15), temos

/+°° do < 1 /+00 do
IS(ryvollzee f(o) = 1 JIS(ryvollpee oPO
1 .
————||S(7)vol| "
n(po — 1) g
1 1— +e€
S - S )V OOpsup
ISl
< (CN) _]7su;)"!‘E
~ n(po—1)

T—ﬂ(l—psup +e)/2r

Assim, de (3.14) e da Proposicdo 3.2.4, segue que
-1
Foo do
1 2 T / > 2 77 po _ 1 (C/ )7(17psup+€)Tl+p(1*psup+€)/2r
( ISyl f(0) (o= 1ley
para todo 0 < 7 < min{y, (a/3)? T}. Isso é uma contradicio para 7 suficientemente

pequeno, pois 1 + p(1 — pgup +€)/2r < 0.

3.3.2 Existéncia e nao existéncia de solucées para dados inicias que mudam de

sinal

Assumindo que g € C(RY) é localmente Lipschitz, n3o decrescente e g(0) = 0 estio bem

definidas as fun¢des ndo decrescentes G, L : [0, +00) — [0, 4+00) dadas por

Gis) = sp 29 so0 Gy =0, (3.16)
o<lt|<s t
L(s)= sup M, s>0; L(0)=0.
Wl fol<s U=

u#v

Estas funcdes foram usadas por Laister e Sierzega em (LAISTER; SIERZEGA, 2020) para mostrar
a existéncia e unicidade de uma soluc3o local para o problema (3.6), com h = 1 e ug € L'(RY),

sob a condicao integral

+o0
/ o 12N G (g)do < co. (3.17)
1

Como no Teorema 3.3.1, analisamos o problema (3.6) para ug € Z”" e ug € Z,,. Obtemos

o seguinte resultado.

Teorema 3.3.3 Sejam g € C(R) e h € C((0,+00)).
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(i) Suponha que g seja localmente lipschitz, ndo decrescente e g(0) = 0. Para cada uy €

(ii)

L™(Q2), com |ug| € I°" e 0 < p < N, o problema (3.6) possui uma solucdo local em

algum intervalo (0,T) se as seguintes condicées forem validas
+oo
/ o~ UF2r/op ((AC’OKI/’")QT/”U_QT/”) G (0)do < o0, (3.18)
1

onde A > 1, Cyy é dado pelo Lema 2.4.6 (para ¢ = q» = 00) e K é a constante de |uy|
no conjunto Zr". Além disso, u € Li5.((0,T), L>(Q2)) e existe uma constante C' > 0

loc

tal que t°/%" ||u(t)||~ < C parat € (0,T).

Assuma que a restricdo g|jo, o) € Ndo decrescente, convexa, g(0) =0 e
Psup = SUP {p > p*; I%I_{l_&(l)lof tPg(t) > 0} < 00.

Se existe 0 < € < pgyp — 1 tal que

, t
lim sup ¢~ 27 (Paup—=176) / h(o)do = +o0, (3.19)
t—0+ 0

entdo para cada uy € Z,,, 0 < p < N, o problema (3.6) ndo possui solugdo local ndo

negativo.

Observacao 3.3.4 A seguir sdo dados alguns comentarios sobre o Teorema 3.3.3.

(i)

(ii)

(iii)

De (3.17) e (3.18) vemos que
T /) HRCEE YN
/ o "PG(o)do < / o G(o)do,
1 1

quandor =1 e h = 1. Portanto, sob as hipéteses do Teorema 3.3.3 pode-se obter uma

solucdo do problema (3.6) para ug € ZP"* mesmo se (3.17) nio é vdlido.

Se g(t) = |t|77't,t € R,q > p*, entdo G(s) = s ! e a condicdo (3.18) é satisfeita,
para h = 1, quando p(q — 1)/2 < r. Assim, o Teorema 3.3.3 nos permite obter uma
solucdo local para dados iniciais no conjunto ZP"" quando 1 < r < N(q—1)/2 e o caso

duplamente criticor = N(q —1)/2 = 1.

Se f € C([0,400)) é convexa com f(0) = 0, entdo definindo g(t) = 0 parat <0 e

g(t) = f(t) parat > 0 temos que g € continua e

G(s) = sup @: sup M:@

o<jtj<s t o<t<s U S
Assim, pelo Teorema 3.3.3, assumindo as hipdteses do Teorema 3.3.1, com h(t) = t°,

£ > —1, temos:
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= Seuy €ZP" e0 < p<2r(B+1)/(pms — 1) entdo o problema (3.6) admite uma

solucdo ndo negativa.
= Seuy€Z,, e2r(B+1)/(psup — 1) < p < N, entdo problema (3.6) ndo admite

uma solugdo local ndo negativa.

Em particular, quando 3 = 0 recuperamos o Teorema 3.3.1, e para f(t) =t?,q > 1 o

segundo valor critico é dado por p* = 2r( +1)/(q — 1), veja Observacdo 3.3.2(ii).
Demonstracdo do Teorema 3.3.3.

(i) Adaptamos a prova do Teorema 3.3.1-(i) para obter uma solugdo para dados iniciais com
sinal indefinido. Para fazer isso, mostramos que para |ug| € Z" e A > 1, as funcdes
w(t) = AS(t)|ug| e v(t) = —AS(t)|ug| sdo, respectivamente, uma supersolucdo e uma

subsolucdo de (3.6).
Observe que tomando ¢ = s em (3.16), temos

g(s) < sG(s), s>0, (3.20)
e tomando t = —s, segue que

g(s) > sG(—s), s<0. (3.21)

Argumentando da mesma forma que na derivacdo de (3.13), usando a desigualdade

(3.20) e a estimativa ||.S(0)|u|||r~ < CoKY/"a=P/?" obtemos
[st-o)ho)gw@)ds = [ ho)S(t—0)g(AS (0)]uo]) do

/Ot h(o)S (t — o) G (AS (0) [u]) AS () |uo|do

[ (@) (¢ = 0) G (148 (0) gl ) AS () uoldo

< AS(t) |u0|/ AC’OKI/’"U_”/ZT> do

IN

IA

t
w(t) [ hlo AC’OKl/’“a*”/”) do.
0
(3.22)
Assim, pela desigualdade (3.18) e (3.22)

Swuy) = S(t u0+/t5 t— o) ho)g (w (o)) do
t

< t) |ug| + w(t h(o AKl/TJ_p/%) do
0

- 1/r _—p/2r
< (A—i-/o (0)G AC’OK o )da)w(t)

w (1),

IN



50

parat € (0,7) com T > 0 suficientemente pequeno. Portanto, § (w, up) < w em (0,7)

e w é uma supersolucdo de (3.6) em (0,7).

Agora, usando (3.21) e argumentando da mesma forma que na derivacdo de (3.22),

temos

['st-0)ho)g (v (0)do = [ 8(t=0)h(o)g(~AS (o) luo]) do

> —/ S (t — o) G (AS (o) |uo|) AS (0) |uo|do

> — [ h(0)S (t = ) G (148 (o) o]l ) AS (0) luoldo
> / S (t — o) GIACO K" s~/ [AS (o) |u ] do
> AS (1) |uo| / G (ACK o7 do

— v(t)/o h(o )G(AC KYro /) do
e assim
F(wu) = S u0+/0tS(t—a)h(o)g (v (o)) do
—5 1) ol + 0t) | h(o)G (AC K o7/ do
(il + /Ot h(o)G (AC’OKl/TU_p/2T) da) v (t)

> v(t),

v

v

parat € (0,7') com T > 0 suficientemente pequeno. Portanto, § (v,ug) > v em (0,7)
e v é uma subsoluc3o de (3.6) em (0,7). Além disso, usando a estimativa (2.10) temos
Llgtw)rde < [ [GACK 7] | AS(O)]uo|"do
= [G(AC K o)) /Q LAS(8)|uo||” dx

= [GACOKYrt=20)]" | AS(8) uol I3,

IA

{G(ACOKl/rt—p/Qr)]T C A" ||UOHZT :

r 1/rp—p/2r\|" r
[ lg(o(®)]"dz < /Q[G(ACOK £ || AS(#) o[ dx
= [GAC K o)) /Q LAS®)|uo||” dx

= [GAC R =) | AS (1)}

< [Gracok e )| CAT ully,
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Pela condicdo integral (3.18) temos que

T
| b0 lg(w (o)), do
T
CAHUOHLT/ h(O’)G(ACOKl/TO.*p/ZT)dO_
0

IA

= CAlupll,, Z(ACKY")>/?

—+00
< | o IO (ACO KT 19)G(0)do < oo,
ACoKY/rT=p/2r

/OT h(o)|lg(v(o))ll . do
L /OT (o) G(ACLK Y o=/ do

IN

CA HUO

= CAllug|| % (ACoK )P

+o0o
x / o I R((ACK YT Pa=21P) G (o) do < oc.
ACOKl/rT—P/QT

Conseqtientemente g(w(t)), g(v(t)) € L(2) e h(:) [lg(w(-DllL, hC) lgCo( DL €
L'((0,T)). Portanto, o Lema 3.2.2 garante que o problema (3.6) admite uma solucio

definida em (0,7) e v(t) < u(t) < w(t) para t € (0,T). Portanto, |u(t)| < AS(t)|ug|
parat € (0,7), e
[u(t)]] e < AlIS @) uoll| e < CE#

para alguma constante C' > 0.

Seja ug € Z,, com 0 < p < N, isto é, uy > Kl|z|™"/"xq = vy € seja f = )10, +00)-
Entdo vy € L7 ().

Argumentamos por contradicdo e assumimos que existe uma solucdo local u nao negativa

de (3.6), com condico inicial ug, isto &,
ult) = S(t)uo + /O "W(0)S(t — o) f(u(o))do,

para t € (0,T), u € L*((0,T), L"(2)) para algum T > 0. Como ug = vy obtemos
u(t) 2 80w + [ h0)S(t — o) f(u(o))do,

parat e (0,7).

Como na prova do Teorema 3.3.1(ii) temos

1S (t)vg|| e > it/ (3.23)
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para todo 0 < t < min{(a/3)2, T}, veja (3.15).

Como psyp < 00 existe py > Pgyp — € € I}gjgnf t7P f(t) > 0. Assim, existem C' > 0 e
to > 1 tais que f(t) > C'tPs»»~< para todo t > to. Ent3o, de (3.23) para 7 > 0 pequeno
temos

Cil(psup —-1- 6)71(C/]V)7(psup7176)Tp(psup*1*€)/27‘

_ _ 1—psup+e€
> C 1(psup —1- E) IHS(T)UUHLOOP et

+o0 do
e C_l /
[S(t)vollpoo OPsuPT€

[
I1S(wolle f(0)

Assim, da Proposicao 3.2.4, segue que

. 400 do \ ™'
> /{)h(a)dff‘(/ns(ﬂmm f(")>

Psup*lfe)

> Clpup = 1= €)(ch) 0Pt =5 (),

para todo 7 suficientemente pequeno. Isso contradiz a condicdo (3.19).

Nosso resultado de unicidade é o seguinte.

Teorema 3.3.5 Sejam g € C(R) localmente Lipschitz, ndo decrescente com ¢g(0) = 0,

h e C((0,400)) e0 < T < co. O problema (3.6) admite solucdo tnica na classe

{ue L®((0,T),L"(Q)); sup t*/7|lu(t)||p~ < C1} (3.24)
te(0,T)

se a seguinte condic3o integral
+oo
/ o~ UF2r/op ((Cl_la)_2T/p) L(o)do < 0o (3.25)
1
é satisfeita.

Observacao 3.3.6 A seguir, sdo dados alguns comentarios sobre o Teorema 3.3.5.

(i) Do Teorema 3.3.3(i), o conjunto (3.24) é ndo vazio se g é ndo decrescente e |uy| € ZP"

com( < p<N.

(i) Suponhag(t) = |t|P~'t parat € R, p > 1 eh(t) = t’ com 3 > —1. Entdo L(s) = psP~*
e a condigdo (3.25) é verificada para p < 2r(1 + 3)/(q¢ — 1) = p*, veja Observacio
3.3.4(ii).



53

(iii) Para h =1 um resultado de unicidade similar para o problema (3.6) com ug € L*(RY)

“+o0o
foi obtido em (LAISTER: SIERZEGA, 2020) quando / o~ W2N [ (5)do < 0.
1

Demonstracdo do Teorema 3.3.5. Suponha que o problema (3.6) tenha duas solucdes
locais u e v na classe (3.24) definidas em algum intervalo (0,7") com dados iniciais uy e vy

respectivamente, isto &,

w(t) = S (t) uo + /Ots (t— o) (o) g (u (o)) do (3.26)

v(t)=S5(t) vo+/0t5(t—0)h(a)g(v (0)) do, (3.27)

para t € (0,7"). Subtraindo (3.27) de (3.26), e usando a estimativa (2.10), obtemos

lu () — v (t)

< IS o)l + | [ St~ 01 h @) g ()~ g (0 (@) o]

— 1) (w0 vl + | [ S (= o) >[ = N o) ~ ool
B @) =9 @] o

<ol + [ [ HEENZ2ED] o)1 0= 0 (0) = vl

< flus = vollys + [ L(C1o7) h(0) u (o) = v (o). do

Pela condicdo (3.25) e pela desigualdade de Gronwall (veja o Lema 2.4.13) obtemos
4 2
lut) — w(®)]12r < l[wo — voll . exp [ [ o hioyio]

para t € (0,7"). Portanto, a unicidade segue tomando uy = vy. O
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4 UMA EQUACAO DE CALOR SEMILINEAR COM FONTE VARIAVEL E DA-
DOS INICIAIS SINGULARES

Neste capitulo estudamos a equacdo de calor semilinear com expoente varidvel e condicao
de contorno de Dirichlet nula. Nosso objetivo é estabelecer resultados de existéncia, ndo

existéncia e unicidade de solucGes com dados iniciais em espacos de Lebesgue.

4.1 INTRODUCAO

Seja 2 C RY um dominio limitado com fronteira 9 suave e T' > 0. Consideramos o

seguinte problema parabdlico com uma nao linearidade variavel
u — Au = f(u)?@  em Q x (0,7),
u=0 em 0 x (0,7), (4.1)
uw(0) =up >0  em
onde f € C([0,+00)) é ndo decrescente, p : 2 — (1,+00) é uma funcio continua tal que

1<p <p(x)<p" < oo, para todo x € Q, (4.2)

com p~ = minp(z), p"=maxp(z)eu € L(Q),r > 1.

Quando f € C([0,+00)) é n3o decrescente e p = 1, o problema (4.1) foi estudado em

(LAISTER et al., 2016, Teorema 3.4 e Corolario 4.5). Explicitamente, foi mostrado o seguinte.

Proposicao 4.1.1 Seja f : [0, +00) — [0,4+00) uma funcdo continua e ndo decrescente. O

problema (4.1) tem uma solucdo com dados iniciais uy € L"(2),uy > 0 se, e somente se,

limsupt ™" f(t) < oo parar > 1,

t—+o00
+o0 "

/ o P F(o)do < oo parar =1,
1

onde F(0) = sup,; <<, f(t)/t e

paral <r < oo.

Observacao 4.1.2 A solucdo obtida acima pertence a classe

{166L“W(0777717(Q))f‘Lﬁi((OKT)>L“°G?D; SugthVWNUKﬂHLw < 03},

te(0,T)

veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996), (LAISTER et al., 2016) e (WEISSLER, 1980).
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O objetivo principal deste capitulo é estender os resultados obtidos em (LAISTER et al., 2016)
para o problema (4.1) assumindo f € C([0,+00)), up € L"(£2) e p uma funcdo dependendo
de x. Até onde sabemos, nao existem trabalhos que tratem da existéncia de solucdes para
o problema (4.1) com dados iniciais em espacos de Lebesgue. Como consequéncia de nossos
resultados, podemos analisar completamente a equacdo u; — Au = uP® em Q x (0,7T) (veja
Corolarios 4.3.3 € 4.3.6).

Antes disso, definimos a nocdo de solucdo do problema (4.1).

Definicdo 4.1.3 Seja up € L"(Q),up > 0com1 <r < oo, p € C(Q,(1,4x)) e f €
C([0,400)). Uma funcdo mensurével u definida q.t.p. em 2 x (0,T), para algum T > 0, é

chamada de solucdo local do problema (4.1) se
t
u®) =S Ouo+ [ S(t-0)f (@) do =F(uu0) (44)
g.t.p.em Q x (0,T) euec L*((0,T),L" (52)).

O presente capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secdo 4.2 apresentamos
alguns resultados preliminares para o problema (4.1) e enunciamos os resultados obtidos,

seguidamente demonstramos esses teoremas na Secdo 4.3.

4.2 RESULTADOS PRELIMINARES
4.2.1 Resultado de existéncia

Para os resultados da existéncia local de solucdes do problema (4.1), usamos o método de

supersolucdo. Supersolucao é entendido no seguinte sentido.

Definicdao 4.2.1 Seja ug € L"(Q),ug > 0 com 1 < r < oo, p € C(,(1,+0)) e f €
C([0,4+00)). Dizemos que uma funcdo ndo negativa w definida q.t.p. em Q x (0,7) é uma

supersolucdo de (4.1) se satisfaz § (w,up) < w q.t.p. em Q2 x (0, T) ew € L*((0,T"), L"(X2)).

O resultado a seguir é uma versdo do resultado de Robinson e Sierzega em (ROBINSON;

SIERZEGA, 2013, Teorema 1).

Lema 4.2.2 Assuma que f € C([0,+00)) é ndo decrescente, p € C(£,(1,+00)) e uy €
L"(Q),ug >0 com 1 < r < oco. Entdo, o problema (4.1) admite uma solucdo em €2 x (0,T)

se e somente se admite uma supersolucdo em §2 x (0,T).
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Demonstracdo. Da Defini¢do 4.1.3, qualquer solugdo de (4.1) é uma supersolugdo de (4.1).
Assim, precisamos apenas mostrar que a existéncia de uma supersolucdo w para (4.1) implica
a existéncia de uma solucdo u para (4.1).

Como @ é a supersolucdo de (4.1) temos que @ > § (@, up). Além disso, F(-,up) é ndo
decrescente, porque f é n3o decrescente e o semigrupo de calor {S(t)}:>0 é mondtono (ou
seja, se ug > vy > 0 entdo S(t)ug > S(t)vy ). Considere agora a sequéncia {u"}, .,
dada por v’ = 4, e §F (u""',ug) = u" para cada n > 1. Entdo, a sequéncia {u"},., ndo
crescente q.t.pem Q x (0,7) euw > u™ > 0. Seja u(x,t) = nl_l)Ifoo u™(x,t), sempre que existir.
Ent3o, a partir da continuidade da fun¢do ndo decrescente f, da monotonicidade de {S() }+>o,
e pela aplicacdo do Teorema da convergéncia monétona (veja o Teorema 2.1.5), obtemos
que u = nl_l)I_POOUn = ng@mg(u"—l,uo) = F (u,up). Devido a construcdo da sequéncia é
possivel concluir que 0 < u < u. Além disso, como u € L ((0,7"), L"(£2)) concluimos que

ue L*((0,7),L"(Q)) e a prova esta completa. O

Para mostrar a existéncia de uma solucdo para o problema (4.1) consideramos o problema
u — Au= f(uw)? + f(u)” em Qx(0,7T),
u=0 em 002 x (0,7, (4.5)
u(0) =ug >0 em €,
com uy € L"(§2). Temos o seguinte resultado.
Proposicdo 4.2.3 Seja f € C([0,+00)) ndo decrescente, p* dado por (4.3), Fi(o) =

SUD; <4<y fP" Jt e Fy(o) = SUp <<, f(t)? /t. O problema (4.5) tem uma solucdo para

qualquer condicdo inicial ug € L"(§2), com ug > 0 definido em algum intervalo (0,T') se, e

somente se,
limsupt ™ f(t)P" < oo e limsupt ™ f(t) < oo ser > 1.
t—+o0 t—+o0
+oo +oo
/ o 2N (5)do < oo e / o UM (g)do < 00 ser =1.
1 1

Demonstracio. (i) Caso r > 1. («<=) Como f(:)" + f(-)*" € C(]0, +00)) é n3o decrescente
porque f € C([0,+00)) é ndo decrescente e p*,p~ > 1, e

limsupt ™ (f(£)” + f(t)” ) =limsup ¢t f(¢)*" + limsupt ™ f(t)" < oo,

t—+o00 t—-+o0 t—+o00

pela Proposicdo 4.1.1, segue-se que o problema (4.5) tem uma solugdo local ndo negativa

para cada ug € L"(£2),up > 0.
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(=) Sem perda de generalidade, assumimos que 0 € 2 e suponhamos que lim sup t_p*j‘“(zf)f”+ =
t—4o00

+00. O caso limsupt™? f(t)’" = +oo pode ser tratado de forma similar.
t—+o00
Como f(:)?" + f(-)» € C(]0,+00)) é n3o decrescente porque f € C([0,+0c)) é ndo
decrescente e p™,p~ > 1, com

+oo = limsupt? f(£)?" < limsupt  (f(¢)*" + f(t)),

t—400 t—4o00

pela Proposicdo 4.1.1, segue-se que existe ug € L"(£2) com ug > 0 tal que o problema (4.5)
ndo tem solucdo ndo negativo.
(i) Caso 7 = 1. (<) Como f(-)*" + f(-)»" € C(]|0,400)) é ndo decrescente porque

f € C(]0,+00)) é ndo decrescente e pT,p~ > 1, e

/+oo 0_(1+2/N)F(0)d0 = /+OO o~ H2/N) qup (f( )p+ + f(t )p> do

1<t<o
400 P
< / o~ UF2/N) sup d +/ ~0+2N) qup &da
1 1<t<o 1<t<o
= / o U2 E (o da—i—/ 2N ) (0)do < oo,
1

pela Proposicdo 4.1.1, segue-se que o problema (4.5) tem uma solucdo local ndo negativa
para cada uy € L*(Q),ug > 0.

+oo

(=) Sem perda de generalidade, assumimos que 0 € €2 e suponhamos que / o P F(0)do =
1

+o00 .

+00. O caso / 0 P Fy(0)do = +00 pode ser tratado de forma semelhante. Como f()"" +
1

f()P € C(]0,+00)) é ndo decrescente porque f € C([0,400)) é ndo decrescente e p*, p~ >

1, com

z+oo
+o0 = / ~U2N By (0)do §/ o~ 2N P(o)do,

1
+00
onde F(0) = sup;«;<, (f(t)p+ + f(t)pf) /t obtemos que/ o 2N P(5)do = 400. Pela
== 1
Proposicdo 4.1.1, segue-se que existe uy € L'(2) com ug > 0 tal que o problema (4.5) n3o

tem soluciao nao negativa. O

4.2.2 Resultado de nao existéncia

A seguinte vers3o da desigualdade de Jensen foi estabelecida em (FERREIRA et al., 2012,
Lema 3.1).
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Lema 4.2.4 Sejan uma medida positivaem Q C RV tal que/ dn=1esejafe L (Q,dn)
Q

com1 < p~ <p(x) < pt para todo x € Q). Entdo

[ = 2w ([ @l ([ i) |

A seguinte proposicdo é usada na prova dos nossos resultados de inexisténcia. Sua prova
segue as mesmas ideias de (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022), (CASTILLO; LOAYZA,
2023, p. 9) e (QUITTNER; SOUPLET, 2007, Lema 15.6).

Proposicao 4.2.5 Assuma f € C(]0,+00)) ndo decrescente, convexa, f(0) =0 e f(s) >0
para todo s > zy, para algum zy > 0, tal que

do

+o0
L smgor gory <> (4.6)

Sejam ug : Q — [0, 4+00) ew: Q2 x [0,T] — [0,+00) mensuraveis satisfazendo
t
ul(t) > S(t)uo + / S(t — o) f(u(@))?Vdo  q.tp. em Q x (0,T).
0
Assuma também que u(x,t) < oo q.t.p. (x,t) € Q x (0,T) e ug # 0. Entdo

+oo do -1
2Pt < / : - ) <1
5ol oo min{f ()", f(o)?"}
para todo t € (0,T].

Demonstracdo. Usando a convexidade de f, f(0) = 0, a desigualdade de Jensen, 0 < n =

/ Ko(z,y:)dy < 1 (veja (2.8)), (2.7) obtemos
Q

$8@w) = £ ([ Kalw.y:tyuly)dy)

=f (77/9 KQ(Z’y;t)U(y)dy>

<of ([ 2w

< | Foe.y:0)f (ulu))dy = S(2)7 ()

(4.7)

para todo t > 0.

Por outro lado, como
t
ult) = S(uo + [ S(t =) f(u(0))do,
0
parat € (0,7), tomando 0 <t < s < T temos

S(s — H)ult) 2 S(s)uo + | " S(s = o) f(u(o))"do (4.8)
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Seja
t
O, 1) = S(s)uo + / S(s — o) f(u(o))POdo
0
para todo (z,t) €  x (0, s).
Note que para z € €2 fixo a fungdo O(x,t) é absolutamente continua em (0, s), conseqiien-

temente é diferenciavel q.t.p. em (0, s) e de (4.8) temos

O'(t) = S(s —t)f(u(t))PY)  qtp. te(0,s),

e do Lema 4.2.4

S(s = Of ) = | Kolw,y:s =) (ult, )"V dy
e [ISG RO [S(s— )]
22 { a(s—t,x)p" =1 7 a(s—t,x)r" 1 }’

onde Kq é o kernel de calor de Dirichlet em Q e a(s—t,z) = / Kqo(z,y;s—t)dy > 0. Como
Q
Ko(z,y;s—t) < Kgn(x,y; s—t) (veja (VAN, 1992, Lema 7)), concluimos que a(s—t,x) < 1.

Assim, como p~ > 1, f é ndo decrescente, a desigualdade (4.7) e (4.8) obtemos

P 1S(s — ) flu())" }
> 277" min {[f(S(s — )u()]"", [f(S(s = hu(®)]" } (4.9)
> 27" min {[f(O@))"", [f(O®) }.

Seja g(t) = min { f(t)", f(t)" } para todo t > 0. Por (4.9), ©'(t) > 277" g(O(t)). Definindo
o'(t)
9(0(t))

Observe que a condicdo (4.6) garante que a funcdo H esta bem definida.

Integrando de 0 a s obtemos H (O (s)) — H (© (0)) < —277"s, isto é

o+ oo do +oo  do +oo  do +oo do
s e e [
o) g(o) Jew g(o) ~ Jew g(o) /s g(o)
Assim, como H é decrescente e o lado esquerdo nao depende de x, concluimos que

JF
0—p* g < / > do
uol| oo

g9(o)

e o resultado segue. O

O'(t) > 277" min {[S(s — t)f(u(t)
(

+oo
H(t) = / :) para t > 0 obtemos [H(O(t))] = — < —277 para 0 < t < s.
t  g(o

A n3o existéncia de solucdo serd mostrada usando o seguinte resultado, veja (LAISTER et

al., 2016, Lema 4.2).

Lema 4.2.6 Suponha que f : [0,400) — [0,+00) é ndo decrescente e q,p~ > 1. Entdo as

duas condicdes a seguir sdo equivalentes
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+oo
(i) Existe uma sequéncia {sy}, .y tal que spy1 > Os, 0> 1 e > sl f(sg)P = 4o0.
k=1

(ii) /1 = 0~ 1F(0)do = +o0, onde F(s) = sup <, f(t)" /t.

4.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

Em nosso primeiro resultado, analisamos a existéncia de solucoes ndo negativas.

Teorema 4.3.1 Seja f € C([0,+00)) ndo decrescente, p € C(2, (1, +00)) verificando (4.2),
p* dado por (4.3), Fi(0) = sup; <<, f(t)p+/t e Fy(0) = sup <, f(1)" /1.

(i) Se

limsupt ™ f(t)P" < oo e limsupt ™ f(t)" < oo, parar > 1, (4.10)
t—+o00 t—+o00
ou
+oo " +oo "
/ o P Fi(o)do < oo e / o P Fy(o)do < oo, parar =1, (4.11)
1 1

entdo o problema (4.1) possui uma solucdo local para cada ug € L"(2), com uy > 0.

(ii) Se
limsupt? f(t)? = 4o0, parar > 1,

t—+o00

ou

+00 N
/ o~ P Fy(o)do = +o0, parar =1,
1

entdo existe uy € L"(2),up > 0 tal que o problema (4.1) ndo possui solucdo local.

Observacao 4.3.2 O Teorema 4.3.1 é obtido usando as mesmas ideias de (LAISTER et al.,
2016). Assim, este resultado também é vélido quando € = RY considerando as suposicées
adicionais lim sup f(t)?" /t < oo e limsup f(t)? /t < 0o em (4.10) e (4.11).
t—0 t—0
Demonstracdo do Teorema 4.3.1. Note que

+

min{ f(t)", ()P} < F@)P < F()P + fOP

FOPT > fr se f(t) =1,
fOP > fOP" se f(t) <1,

onde 1 < p~ < p(z) < p* para todo x € Q.
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(i) Sejav € L*>((0,T), L"(€2)) uma soluc3o local, dada pela Proposicdo 4.2.3, com r > 1,
para o problema (4.5). Como v é uma supersolucdo de (4.1), a existéncia local segue do Lema
4.2.2.

(i) Sem perda de generalidade assumimos que 0 € 2. Consideramos duas situacdes:

Caso 7 > 1. Assuma limsupt * f (t)’ = +oo. Entdo, existe uma sequéncia {¢,}, -, tal
t—+oo -

que ¢ >ne f(pn)’ >eToh > 1.

Seja pn = (¢,n?)~"/N. Como lim p, = 0, é possivel assumir que Bs,, C () para cada

n—-+00
+o0
n>1.Sejaug =Y uy,, onde u, = cy'2V¢,X,,, € cy é a constante dada no Lema 2.4.4(i).
n=1

Note que

400 1 1 +o00
HUUHLT < Z CN12N¢nWNTPnN/T = CN12NWNT Z n*Q < 00,

n=1 n=1

onde wy é o volume da bola unitaria. Agora, argumentamos por contradicdo e assumimos que
existe u € L*°((0,7),L"(€2)) uma solugcdo do problema (4.1) com u(0) = uy, para algum

T >0.Comou>0ef >0, peloLema 2.4.4(i) temos

N
u(o) > S(o)ug > S(o)u, > 2V, (,0n> Xpntva = PnXpns

Pn + 0

para 0 < o < p2. Como f é n3o decrescente, temos

(o)) > f(dn)Xp, 0<0<pi (4.12)

Portanto, para t € [p2/2, p2], por (4.4), (4.12) e o Lema 2.4.4(i), temos

u(t) = Stuo+ /Ot S(t— O')f(u(o'))p(')do-
S(t)ug + /Ot S(t — o) min {f(u(g))p+’ f(u(U))pi} do
[ 5 - oymin ([ (@, [0, }do
[ 80— )50 do
FG [ St = Yo
Cfon) /Ot Xpn-i,-\/ﬁdo'
_rpE/2
CH@Y [ Xpudo

Cf(¢n)P_ 10121XPn .

[AVZRRN AVARR AV4 I AVARRNAY/

v
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Dai,
lu @l = CF(on)" P2 Xl

= Cuy'f (o) AN

> Cuwy" e gl (¢, 02

= wyCeVrn=",
Como o lado direito tende ao infinito quando n — o0, concluimos que u ¢ L ((0,7), L" (2)),
e temos uma contradicao.

+o00

Caso r = 1: Assuma que / 07 Fy(0)do = +o0. Pelo Lema 4.2.6, existe uma sequéncia
1

{8k }r>o tal que spy1 > Osg, para algum 6 > 1, e Jios,;(lﬁ/mf(sk)f = 400. Sejad >0
suficientemente pequeno para que Bss C (e consi]é:rle uma sequéncia {wn}nZI’ com Y =
n?sg,+1 > 0 (a sequéncia {kn},>, serd escolhida posteriormente) tal que 1/¢, < J para
n > ng, para algum ng € N.

Agora, argumentamos por contradic3o e assumimos que para cada uy € L'(Q) existe uma
solucdo local do problema (4.1). Defina uy = 2Vcy! i@ n_21/1,]1VX1/¢n, onde cy é a constante

n=1

do Lema 2.4.4(i). Note que

+o0
[uoll 1 < 2Veytwn Y n7? < 0.

n=1
Assim, existe u € L>((0,T), L'(Q)) uma solucdo do problema (4.1) com u(0) = ug, para

algum T > 0. Pelo Lema 2.4.4(i) temos
S(o)yug > 2N ' 2N S(0) X1y, > n_QJ_N/Qxl/wnh/g,
para 1/v¢, < /o < en > ng. Como f é ndo decrescente, temos

ut) = Suo+ [ ' S(t — o) fu(o)Pdo
[ 5t~ o)min (o) 1(u(0)" o

" S(t — o) min {[F(S@)uo)l", [F(S(@)uo) } do
1/62 S(t = o)min {[f(n 20" N2)x1 5 [F (07202 X0 )05 o

[, min {07202 (20} S = ) o

v

t

v

J
J

v

para 0 < t < &% Defina g(t) = min{f(t)p+, f(t)p_} para todo ¢ > 0. Do Lema 2.4.4(i), as

estimativas /o + v/t — 0 > /t paratodo 0 < 0 <t, e 1/¢, + o+t — 0 < 3/t para
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todo 1/¢? < o < t, obtemos

o, G
fH > / 25-N/2 4
e P R Sy ey -y = BRI

t
> Oy [ o0 o

Assim, fazendo uma mudanca na variavel, temos

t
lu®lly = €[ gn 20040
193 (4.13)

> O p-@N+4/N /Sk”“ g(o)o 22N o,
t—N/2
para n > ny.
Observe que existe oy > 1 tal que f(0g) > 1. De fato, suponha por contradicdo que
f(o) <1 para todo o > 1, entdo
+00 . +00 . f)r +oo «
+00 :/ o P Fy(o)do §/ o ? sup do §/ o P do < oo,
1 1 1

1<t<o

o que resulta uma contradicdo. Portanto, como f é n&o decrescente, f(o) > 1 para o > 0.

Fixe t € (O,min {T, 0'0_2/N}) e seja ny > ng tal que sy, > t=N/2 de (4.13) temos

Skn _
(o) ECWWMw/MjmmUQWWU
t
> Cn~ (2N+4)/N Z /SJ+1 _2 2/Nd0
Jj= kn1
j:kn Sj
b, s N 1N (4.14)
= (Cn GN+H/N AVl j
' ; i) 1-2/N
J=Fnq
kn RN
= —(2N+4)/N - —1-2/N 41
= CnmEEI S0 T s [1—<3-> ]
J=kn, j
> (1—06- 1- 2/N)Cn (2N+4)/N Z f - (1+2/N)
Jj= knl
para todo n > n;. Portanto, como Zsk (F2/N) £(5,)P” = +00 existe uma subsequéncia

k=1

{kn},>; tal que n-GNTO/N K" f(sj)pfsj_u”/m diverge como n — +00. A partir disso e
j:knl
da estimativa (4.14) temos que u ¢ L>((0,T), L'(Q)). Isto é uma contradico.

Como consequéncia do Teorema 4.3.1 temos.
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Corolario 4.3.3 Suponha que f(t) =t parat >0, ep € C(£, (1,+00)) verificando (4.2).

(i) Se p™ < p* (resp. p* = p* ) entdo o problema (4.1) tem uma solucdo local para cada

up € L™(Q), ug >0 com1 <r < oo (resp. r > 1).

(ii) Se p~ > p* (resp. p~ = p*) entdo existe uy € L"(2), ug > 0 tal que o problema (4.1)

ndo admite uma solucdo com 1 < r < oo (resp. r =1).

Observe que hd uma lacuna no Teorema 3.3.1. De fato, se r > 1 e limsupt_p*f(t)p+ =

t—+o00
400, entdo f(t) > 1 para t suficientemente grande e temos que limsupt ™ f(t)P <
t—+o0
limsup ¢t " f(t)?" = +o0. Portanto, o Teorema 3.3.1 (ii) analisa o caso limsup ¢ 7" f(t)?” =
t—+o00 t—+o0
+00, mas n3o se aplica quando limsupt’p*f(zf)]”+ = 400 e limsupt™? f(t)’ < oco. Isso

t——+o0 t——+00
fica claro quando consideramos f(t) = t, porque o Teorema 4.3.1 n3o se aplica quando:

pm<pt<ptr>1p"=pt,r=1ep"=p,r > 1 (veja Corolério 4.3.3). Assim,
nos préximos resultados (Teorema 4.3.4 e Corolario 4.3.6) nos concentramos nestes casos e
mostramos que a existéncia e a nao existéncia de solucao ocorrem simultaneamente. Para

fazer isso, consideramos os dados iniciais nos conjuntos Z”(x¢) e Z,(zo) definidos por
IP(xg) ={ € L"(Q);¢0 > 0e |z — xo|Y"(2) < K XBG(J;O)(:E) q.t.p. em €, para algum K, a > 0},

Ip(mo) ={Y e L"(Q);1v>0e|r— x| V" (x) > KXBa(xo)(x) q.t.p. em €, para algum K, a > 0},

onde B, () C 2 é a bola aberta com raio a > 0 centrada em zp, para0 < p < Ner > 1. A
condicdo 0 < p < N garante que | - —2o| /"X, (z) € L"(Q). Aqui x5, () denota a fungdo
caracteristica da bola B,(z(). Quando zp = 0 € 2, denotamos Z#(0) = Z* e Z,(0) =7, e
B,(0) = B,.

Os conjuntos Z* e Z, foram usados em (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022) para
mostrar a existéncia de um segundo valor critico p* = 2r/(p — 1), quando f(t) =t e p(z) =
p > 1 é uma funcdo constante.

Considerando uy € Z*(xz) e ug € Z,(x() obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.4 Seja f € C([0,+00)) convexa, ndo decrescente, f(0) = 0,p € C(£2, (1, +00))
verificando (4.2) e p* dado por (4.3).

(i) Suponha que exista py > p* tal que

limsup t ™ f(t)?" < oo e limsupt ™ f(t)? < . (4.15)

t—+00 t—+00
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Entdo, para cada xg € 2 e ug € ZP(x), com 0 < p < 2r/(py — 1) < N, o problema
(4.1) possui uma solucdo local ndo negativa em algum intervalo (0,T). Além disso,
u € L2 ((0,T), L=()) e ||u(t)| p~ < Ct=°/?" paratodot € (0,T) e alguma constante

loc

C>0.
(ii) Suponha que exista py > p* tal que

liminf ¢ f(£)"" > 0 ou l%gljnf P f ()P > 0.

t—4o00

Entdo existe xo € ) tal que para cada vy € Z,(xo), com 2r/(pp —1) < p < N, o

problema (4.1) ndo possui solucdo local ndo negativa.

Observacao 4.3.5 A seguir fazemos alguns comentdarios sobre o Teorema 4.3.4.

(a) Como py > p* podemos concluir que limsupt 7 f(t)P* < limsupt_p*f(t)p+. Isso
t—+4o00 t—4o00

significa que a condicdo (4.15) ndo exclui o caso limsupt 7" f(t)?" = +oo.
t—+00

(b) Algumas funcées convexas e ndo decrescentes onde é possivel aplicar o Teorema 4.3.4
sdo: f(t) =1t e f(t) = (1 +t)(In(1 +¢))? para ¢ > 1.

(c) As suposicdes do item (ii) implicam que limsupt ™" f(¢)?" = +o0. Observe que este

t—-+o0
caso ndo é coberto pelo Teorema 4.3.1. Provamos a afirmacdo apenas quando 1%1_{1 Jrinf trof (t)p+
0 porque o outro caso é semelhante. Para isto, argumentamos por contradicdo e assumi-
mos que limsupt " f(t)*" < co. Entdo f (t)p+ < Ct¥" para t suficientemente grande
t—-+o0

e alguma constante C' > 0. Assim, t 70 f ()" i < Ct""~P para t grande e temos uma

contradicdo quando t — +00.

Demonstracdo do Teorema 4.3.4. (i) Como f é convexa e f(0) = 0, as fungBes ¢t €
(0,400) — f(t)P" /t et € (0,+00) — f(t)P" /t s3o ndo decrescentes. Assim, as funcdes
G1,Gy : (0,400) — [0,4+00) dadas por Gy (t) = f(t)"" /t e G5 (t) = f(t)” /t estdo bem
definidas.

Usando as condicdes limsupt ™ f(t)? < oo e limsup t—pof(t)pJr < 00 para pg > p¥,

t—+00 t—+00
existe to > 1 entdo f(t)P" < mt™ e f(t)P < not?® para alguns 1y, 1, > 0 e todo t > t.
Assim,

“+00 2 +o0 2r
/ 07(1+7)G1 (0)do < C+ 771/ o o < oo, (4.16)
1

to

400 r +oo r
/ 07(1+27)G2 (0)do < C+ 772/ oy < 00, (4.17)
J1

to
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porque 0 < p < 2r/(po — 1) < N.

Sem perda de generalidade assumimos que zo = 0 € Q. Seja w(t) = AS(t)ug com A > 1,
ug € I, e p < 21/ (po — 1). Logo, existem K > 0 e a > 0 tais que ug < KY7|-|=7/"xp,.
Se up = 0, entdo u = 0 é uma solucdo pois f(0) = 0. Suponha agora que ug # 0. Do Lema

2.4.6, temos ||w(t)|| . < ACoKY/"t=°/?", para alguma constante Cj > 0 e todo ¢ > 0. Dai,

/Ot S(t — o')f(w<0-))l7(')d0.
/Ot St —o)[f(w(o))”" + f(w(o))? |do
— /Ot S(t —o)Gi(w(o))w(o)do + /Ot S(t — 0)Gy(w(o))w(o)do

A [ Galllwlo)ll )5 = )S(0)uodo + A [ Galllwlo)|)S(t = )S(o)uoder

IN

IN

IN

t t
AS(t)ug / G1(AC,KY" 67 do 4+ AS(t)ug / Ga(ACO K6/ do
0 0

t t
= w(t)/o G1<ACOK1/TU_p/2r>dO'+w(t)/0 Go(AC K" 677 do

“+o0o 2
— 1/r\2r/p ( 2r —(1+=5)
w(t)(ACHK ™) (p){ /t_p/QTACOWU )G (0)do
+o0 r
—|—/ U_(HQP)G2(0)dU}.
t=P/2r ACo K1/ 7

Ao combinar as limitacdes (4.16) e (4.17) com as informagdes fornecidas acima e assumindo

T > 0 suficientemente pequeno, obtemos

3 (w,uy) = S(t)qur/OtS(t—a)f(w(a))p(')da
2r

S (8) o + w(t) (AC KM 1)7 () { J

p 7/)/2'7'ACOK1/T

+oo r
+/ 0_(1+2/J)G2(0)d0}
t

7p/2rACOK1/T

1 2 +oo 2r
- {A + (AC KM /my2r/e <T> {/t o )G (0)do

p 7p/27‘ACOK1/'r

+ /t+oo 0’(1+2;)G2(O')d0’} }w (1)

+oo r
0_(1+27)G1(U)d0

IA

7p/27‘ACOK1/T
< w(t),

parat € (0,7T). Logo, § (w,up) < w em (0,7T) e w é uma supersolucdo de (4.1) em (0,7).
Do Lema 4.2.2, concluimos que existe uma solucdo do problema (4.1) tal que 0 < u < w
em (0,7). Além disso, [|u(t)|| e < ||w(t)]| o < Ct#/? parat € (0,T) e alguma constante
C > 0.
(ii) Assuma primeiro que I%gn_’_lglof P F(E)PT >0, po > pre2r/(po—1) < p < N. Como p

é uma funcio continua, consideramos ( = p™ — ¢ > 0 e o conjunto ©; = p~*((, +o0) C €,
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a pré-imagem de (¢, +00), para ¢ suficientemente pequeno tal que

p0>@>p*ep> 2r > 2r
¢ (Cpo/p™=1) = (po—1)

Escolha um zy € Q; e considere ug € Z,(w), ou seja ug > K| - —x0| /"X B, (xo) = V0,

onde B, (zg) C ;. Observe que vy € L"(€2) uma vez que 0 < p < N.
Argumentamos por contradicdo e assumimos que existe uma solucdo local ndo negativa u

de (4.1) com condicdo inicial uy € Z,(x), isto é
u(t) = Sty + [ " S(t — o) f(u(e))Vdo (4.18)

parat € (0,7), e u € L>((0,T), L"(£2)) para algum T' > 0. Das propriedades do niicleo de

calor e (4.18), temos que

u(t)

v

Sou(t)uo + [ " So. (t — o) f(u(o))do

t (4.19)
> Sou(vo + [ So,(t = o) min {f(u(0))" f(u(0))"} do

para t € (0,T). Observe que o Lema 2.4.6 implica que Sq, (t)vy € L>(£2;) para todo t > 0.
Além disso, pelo Lema 2.4.4(ii), temos que Sq, (t)vy > C/Nt_£XBﬁ(a:0)' para todo 0 < t <
min{(a/3)? T}. Assim,

1S, (t)voll o > eyt (4.20)

para todo 0 < ¢ < min{(a/3)* T}.
Como lglr_>1f1+ilr1f7f_pof(t)p+ > 0 com py > p*pT/( existe uma constante > 0 tal que
f(t)P" >ntPo > 1 parat >ty > 1 para alguma constante t,. De (4.20), vemos que existe 7

tal que || Sq, (T)vo||L > to para todo 0 < 7 < 73. Usando novamente (4.20), temos

/+oo dU B /-‘roo dU
IS0, (Tvoll e min { f(0)P", f(0)¢} IS0, (Tvollzee f(0)¢

+
ST]_C/IJ*/ o d70-+
1Sa, (T)vollLoo oPoC/p
g/t 1 poc/p*

o W”Sﬂl(T)UOHLw

— poG/pPT—

Portanto, de (4.19) e da Proposicdo 4.2.5, temos

—1
+o0 do
1 >927; / . )
( IS0, (Fvollee min { f(o)P", f(0)¢}
> 2P /P (ol /pt — 1)(cy ) Pos/PT =D p1=p(pol/pT=1)/2r
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para todo 0 < 7 < min{7, (a/3)?,T}. Isto é uma contradicio para T suficientemente pe-
queno, ja que 1 — p(poC/pt —1)/2r < 0.

Quando 1%£r)1+1(1>10f t7P0 f(t)P > 0 argumentamos como no caso anterior. Seja ug € Z,(zo),
isto é ug > K| —a:0|*p/TXBa(x0) = g, onde B, () C 2 e supomos que existe uma solucdo

local ndo negativa u verificando (4.18). Como na derivacdo de (4.19) e (4.20) obtemos

+

u(t) > S(t)vg +/0tS(t —o)min { f(u(0))"", f(u(0))"" } do, (4.21)

1S5(t)voll e > iyt =/, (4.22)

para todo 0 < ¢ < min{(a/3)? T}.
Como py > p* tal que lgr_1>1+inf t7Pf(t)P > 0. Assim, existe uma constante 1 > 0 tal que
f(t)P >mntPo > 1 parat >ty > 1 para alguma constante ty. De (4.22), vemos que existe 7

tal que ||S(7)vol|L > to para todo 0 < 7 < 7y. Usando novamente (4.22)

+oo do - +oo do
/HS(T)UOHLOO min {f(0>p+7 f(‘7>p7} B /|S(T)UO|L°° f<a>p*

<1 /+OO di
= TJIS(r)wvollpee PO

1—
LS (7)ol

<c’év>l‘f)° ~—p(1=po)/2r
— Mpo—

Assim, de (4.21) e da Proposicdo 4.2.5 segue-se

— +o00 do -
I =2 (/HS(T)UOHLOO min { f(o)?*, f(U)p}>

> 27p+n<p0 — 1)(cy) oD 7l=plpo—1)/2r

para todo 0 < 7 < min{7, (a/3)? T}. Isto é uma contradicdo para 7 suficientemente pe-
queno, pois 1 — p(po — 1)/2r < 0.

U

Quando p é uma func3o constante, ou seja p(x) = p~ = p* (z € Q), é possivel aplicar o

Teorema 4.3.1. Assim, assumindo p~ < p™ obtemos.
Corolario 4.3.6 Suponha que f(t) = t, t > 0, p € C(Q,(1,+00)) verificando (4.2), e
p- <p*.

(i) Se p~ < p* < p*, entdo o problema (4.1) tem uma solucdo local para cada xy € Q) e

uy € Z”(x0), com 0 < p < 2r/(py — 1) para cada po > p* e py > p*.
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(i) Sep~ < p* < p*, entdo existe xy € () tal que para cada uy € Z,(x¢), com2r/(py—1) <

p <N ept >py > p* o problema (4.1) ndo admite uma soluc3o.

Observacao 4.3.7 Suponha que f(t) = t,t > 0. Como foi mencionado anteriormente, o
Coroldrio 4.3.3 n3o cobre os casos: p~ < p* <pt,r>1,p"=pT,r=1,ep* =p ,r > 1.

Esses casos sdo analisados no Corolario 4.3.6.

Resultados sobre a unicidade para f(t) =t com p(z) = p > 1 uma funcdo constante foram
obtidos em (BREZIS; CAZENAVE, 1996), (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022),(LAIS-
TER; SIERZEGA, 2020), (TERRANEO, 2002), (WEISSLER, 1980). Como em (CARHUAS-TORRE;
CASTILLO; LOAYZA, 2022) e (LAISTER; SIERZEGA, 2020) assumimos que f € C([0,+0)) é

localmente Lipschtiz, ndo decrescente e definimos a funcdo G : [0, +00) — [0, +00) dado por

G(t) = sup M, parat >0, G(0) = 0.
0<u,v<t u —
uFv

Nosso resultado de unicidade é o seguinte.

Teorema 4.3.8 Sejam f € C([0,+00)) localmente Lipschitz, ndo decrescente, f(0) =0, e

p € C(,(1,4+00)) satisfazendo (4.2). O problema (4.1) admite uma dnica solucdo na classe

{u e L®((0,T),L" () N L

loc

((0,7),L>(Q)); sup t** ||u(t)|z~ < oo} ,  (4.23)

te(0,T)

para o > 0 se a seguinte condicio integral
+oo _
/1 o~ IH2/0G (5) [f(a)”+_1 + f(o)? _1} do < o0 (4.24)
é satisfeita.

Observacao 4.3.9 A seguir fazemos alguns comentdarios sobre o Teorema 4.3.8.

(a) A solucdo obtida no Teorema 4.3.1 (i) para ug € L"(Q2) pertence ao conjunto definido

em (4.23 ) com o = N, veja a Observacdo 4.1.2.

(b) A solucdo dada pelo Teorema 4.3.4 (i) para ug € Z*(xo) C L"(S2) estd na classe definida
em (4.23) para a = p.

(c) Quando f(t) =t parat > 0 obtemos G(t) = 1. Entdo, a condicdo (4.24) é verificada
para pt < 1+ 2r/a. Em particular, a solucdo obtida no Corolario 4.3.3 (i) é dnica na
classe definida por (4.23), porque p* < p* = 1+ 2r/N. Por outro lado, a solucdo do
Corolério 4.3.6 (i) € dnica na classe definida por (4.23) pois pg < 1+ 2r/p epy > p™.
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Demonstracdo do Teorema 4.3.8.
Suponha que o problema (4.1) tem duas solucdes locais u e v na classe (4.23) definidas
em algum intervalo (0, 7") com dados iniciais ug € vy respectivamente, ou seja, u, v pertencem

ao conjunto

{z € L ((0,1), 17 () 1 I (07), 1 @) sup 1% (0)] 1~ < 01} ,

S
te(0,T)

para alguma constante C > 0,

w(t) =S 0w+ [ "S(t =) f (u(o)) do (4.25)

() =S+ [ "S(t— o) f (v(0))" do. (4.26)

Observe que

fu(z, 0)P ) — f(o(z, )" = p(z)w? @ [f(u(z, 0)) — f(u(z,0))],
onde w = 0f(u(z,0))+ (1 —0)f(v(xz,0)), 8 €[0,1] paraq.t.p. 2 € 2,0 <o <t <T.Além
disso, como f é n3o decrescente temos

‘f(U(%U)) AG (%U))’ _ flu(z,0)) = f(v(z,0)) _ G (Cro—e/)
u(z - ' '

,0) —v(x,0) u(z,0) —v(x,0)

Assim, subtraindo (4.26) de (4.25), e usando a estimativa (2.10) obtemos

[l (8) = v (&)l .-

< 118 () (uo = wo)l - + /Otsua) [ @@y = 1wy do
< luo — ol +p* /0 18 (¢ oy max { Fu(@) O, £} (o)) — Fo(o)) .
< o=l -+ [ [FEEEERD] s ¢ o) ma { a0, o)1

(u (o) = v (0))llpr do
+ ¢ —a/2r
Juo = voll . +5" [ G (Croe)

lu (o) = v (@), do

IN

e {7 (o) 50, o)

t —
< Jluo—volly +p" [ G (Coo™2) [F(Cro /2y 4 f (oY fu o) = 0 (0) | do

Pela condi¢do (4.24) e pela desigualdade de Gronwall (veja Lema 2.4.13) obtemos

Ju(t) = v(t)-
< o — vol| 1 exp [zﬁ 6 (Cio ) oy f(Cm—a/”)p—l]da]

2% +02'r/o¢ +00 B o _ -
= [Juo — o[ exp {p o /C ey C (219G (o) [f (o) ' + f(o) l}dU] :
1

para t € (0,7). Portanto, a unicidade segue quando uy = vy. O
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5 O PROBLEMA PARABOLICO DE HARDY COM DADOS INICIAIS EM ES-
PACOS DE LEBESGUE UNIFORMEMENTE LOCAIS

Neste capitulo estudamos a equacado parabdlica com potencial singular, a qual tem sido
extensivamente estudada na literatura. Nossa analise produz um resultado de existéncia local
para os dados iniciais em espacos de Lebesgue uniformemente locais. Também estabelecemos
condicdes necessarias e suficientes para a existéncia local de solucdes. Nossas descobertas
melhoram significativamente o trabalho recente de Castillo et al. em (CASTILLO; GUZMAN-
REA; LOAYZA, 2022), que consideraram apenas dados iniciais em espacos de Lebesgue e ndo

obtiveram resultados otimais nesse caso.

5.1 INTRODUCAO

A existéncia local de solucdes ndo negativas do problema parabdlico nao linear singular

u— Au = |77 f(u) em RN x(0,7),
t (5.1)
w0) = uy>0 em RV,
com f € C([0,+00)) ndo decrescente, 0 < v < min{2, N}, ug € L"(RY),uy > 0 foi
estudado por Castillo et al. em (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022). Eles mostraram a

existéncia de um valor critico
(2—9)r

pi';:1+ N

(5.2)

obtendo o seguinte resultado:

Teorema 5.1.1 (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2 e 1.4) Sejam f :

0, +00) — [0, +00) uma funcdo continua, ndo decrescente e 0 < v < min{2, N'}.
(i) Casor >1

a) Sey < N/r, limsupt= /M f (1) < oo e limsupt 7 f (t) < oo, para algum
t—0 t—+-o00
e € (0,9r/N), ouy > N/r elimsupt 5 f (t) < oo, entdo o problema (5.1) tem
t——+o00

uma solugcdo ndo negativa para cada uy € L" (]RN ) com ug > 0.

b) Sey < N/r elimsupt U=7"/M f (#) = +oo ou limsupt P f (t) = +oo, entdo
t—0

t—+o0
existe ug € L" (RN ) com ug > 0 tal que o problema (5.1) ndo tem solucdo ndo

negativa.
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(ii) Casor =1
+oo
a) Se limsupt~ "M £ (t) = 00 ou Go (0) o HCINds = 400, entdo
t—0 1
existe uy € L' (RN) ,up > 0 tal que o problema (5.1) ndo tem solucdo nio

negativa.

+oo
b) Selimsupt~=7/N+9) £ (1) < 0o e/ G (0) o 0FCIN iy < 0o, entdo para
t—0 1

cadauy € L' (RN) ,up > 0, o problema (5.1) tem uma soluco local ndo negativa.

Neste caso, os autores consideraram as fung¢ées I'., G : (0, +00) — (0, +00) dada por

G (t) = Os<u1[<>tf (0) /Tc(0), onde

para € > 0 suficientemente pequeno.

Observe que o Teorema 5.1.1 é um resultado quase 6timo porque os itens (a) e (b) em (i) e
(i) ndo fornecem uma caracterizagdo completa para a existéncia local no sentido de (LAISTER

et al., 2016, Teorema 5.1), isto é,

= Para~ = 0, o problema (5.1) admite uma solugdo n3o negativa para uy € L"(RY), ug >
0 se, e somente se,

£(t) limsupt P f(t) <oco ser >1,
lim N7 t—00
sup — = <00 e

=0 /OO t=UF2NE)dt < 0o ser =1,
1
onde F(t) = supy<,<; f(0)/0;

também, o caso 7 = N/r ndo foi tratado por eles.

Para melhorar esses resultados anteriores, trabalhamos com um espaco maior que os es-
pacos de Lebesgue, os espacos de Lebesgue uniformemente locais denotados por Lzl’p(RN),
1 <r<oo.

Neste capitulo o objetivo principal é analisar a existéncia de solucGes para o problema
(5.1). Para tanto, consideramos f € C(]0,400)) ndo decrescente e os dados iniciais no
espaco LZl,p(RN) o qual é maior que o espaco de Lebesgue L"(RY). Esses espacos s3o (teis
ao lidar com equacoes em dominios ilimitados. Eles compartilham a propriedade de inclusdo

Ly (RY) c Lii (RN) para 71 > 75, assim como os espacos limitados, e contém as fun¢es
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constantes. Nossa abordagem fornece condicoes necessérias e suficientes para a existéncia
de solucdes n3o negativas para o problema (5.1), isto melhora os resultados apresentados

em (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022), onde trabalhamos com o espaco denotado por

T

w1.,(RY) que é o fecho do espaco das fun¢des limitadas uniformemente continuas BUC(RY)

no espaco L, ,(RY). Para reduzir a notacdo, escrevemos L, (RY) e L;(RY) se p = 1.

Antes disso, definimos a nogdo de solu¢do do problema (5.1).

Definicdo 5.1.2 Sejam v > 0,ug € LT,(RY),ug > 0,1 <r < o0 e f € C([0,+00)).
Dizemos que u € L>=((0,T), L",(R™)) N L2 ((0,T), L°(RY)), para algum T > 0, é solucio

loc

do problema (5.1) se verifica

u(t) = F (u,up) (t) := S (t) up + /OtS (t—0o)|-|77 f(u(o))do (5.3)
g.t.p. em RN x (0,T), onde {S (t)},, denota o semigrupo de calor.

O presente capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secdo 5.2 apresentamos
alguns resultados preliminares para o problema (5.1) e enunciamos os resultados obtidos, em

seguida, demonstramos esses teoremas na Secao 5.3.

5.2 RESULTADOS PRELIMINARES
5.2.1 Resultado de existéncia

Para os resultados da existéncia local de solu¢des do problema (5.1), usamos o método de

supersolucdo. Supersolucdo é entendido no seguinte sentido.

Definicdo 5.2.1 Sejam v > 0,uq € LT,(RY),ug > 0, 1 <r < o0 e f € C([0,+00)).
Suponha que w € L>=((0,T), L7,(R™)) N L2.((0,T), L=(RY)), para algum T > 0. Dizemos

loc

que U é uma supersolucdo do problema (5.1) se u(t) > F(u, uo)(t) q.t.p. em RY x (0, 7).

Lema 5.2.2 Suponha que f € C([0,+00)) é ndo decrescente e v > 0. Seja ug € LT, (RY),
ug > 0 com1 < r < oo. Ent3o, o problema (5.1) admite uma solucdo definida em RN x (0, T')

se, e somente se, admite uma supersolucio em RV x (0, 7).

Demonstracdo. Pela Definicdo 5.1.2, qualquer solugdo de (5.1) é uma supersolucdo de (5.1).
Assim, precisamos apenas mostrar que a existéncia de uma supersolucdo @ para (5.1) implica

a existéncia de uma solugdo u para (5.1).
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Como @ é uma supersolucdo de (5.1), w > F (u, up). Além disso, F é ndo decrescente em
u, pois f é ndo decrescente e o semigrupo do calor {S(t)}:>0 tem a propriedade de monoto-
nicidade (ou seja, se ug > vy > 0 entdo S(t)ug > S(t)vy). Considere a sequéncia {u"}, .,
dada por u’ =1, e F(u"""',up) = u" para cada n > 1. Entdo a sequéncia {u"},., é ndo
crescente q.t.p. em RY x (0,T) e w > u™ > u"™! > 0. Seja u(z,t) = Jim " (z,1),
sempre que existir. Entdo, a partir da continuidade da funcdo ndo decrescente f, a mono-
tonicidade do semigrupo {S(t)}:>0, € pela aplicagdo do Teorema da convergéncia monétona
(veja Teorema 2.1.5) podemos concluir que u = nl_lgloo u" = lim Fu" " ug) = Flu,ug).
Devido a construcdo da sequéncia é possivel concluir que u = §(u,up) e 0 < u < .
Além disso, como u € L>((0,T),L7,(R™)) N L2.((0,T), L=(RY)) concluimos que u €

L=((0,7), Ly, (RY)) N L, ((0,T), L*(RY)). N

loc

Lema 5.2.3 Sejam 0 <y < N el < ¢q,q < oo tal que

com 1 < m < N/v. Entdo existe uma constante C' > 0 que depende de m, q; e ¢z tal que

1 1 N

<o ¥ F
=~ LE(RN)

[FIOT(mED)

LI ®N)
parat € (0,1) e v € L (RY).

Demonstracdo. Como |-|77 € L™(RY) e ¢ € LI (RY), pela desigualdade de Holder

7] ey < 17

onde 1/s = 1/m + 1/q;. Entdo, pelo efeito regularizante do semigrupo de calor, veja Lema

2.4.8(i), segue

s ) (117 ) < o ¥EE) ey

L2®N)y —

L (RY)

,Q(L,L),A
e #2)#

IN

O [y

_E(L_L)_i
Ct 2 \a1 a2 2m ||77Z1||Lq%(]RN)7

IN

para 0 <t < 1. 0
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5.2.2 Resultado de nao existéncia

O problema (5.1) num dominio suave limitado 0 € Q C R" foi também estudado em

(CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022). Mais precisamente, eles consideram o problema

w—Au =|-|77f(u) emQx(0,T),

u =0 em 02 x (0,7), (5.4)

u(0) =wuy>0 em (2,

com uy € L"(Q), 1 <r < 00, e estabeleceram o seguinte resultado, veja (CASTILLO; GUZMAN-

REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2 (i) e Teorema 1.4 (i)).

Proposicao 5.2.4 Seja f : [0,+0c0) — [0,+00) uma funcdo continua e ndo decrescente,
1<r<ooel<vy<min{2, N}. O problema (5.4) admite uma solucido ndo negativa para

ug € L"(2),ug > 0 se, e somente se,

limsuptPv f(t) < oo ser > 1,
t—4o00

+o0 N
/ o P F(o)do <ooser =1,
1

onde F(0) = sup, <<, f(t)/t.

Observacao 5.2.5 A parte necessaria é mostrada escolhendo um ug € L"(2),up > 0, 1 <

r < oo apropriado, tal que

/Q (/Ot Sa(t — o)l - ’_'yf(SQ(O')Uo)dO'>T dx = +o0, parat pequeno. (5.5)

5.3 PRINCIPAIS RESULTADOS

Em nosso primeiro resultado, estabelecemos a existéncia local para o problema (5.1) com

condicdes iniciais em L7, (RY) e LT, (RY).

Teorema 5.3.1 Suponha que f € C([0,+00)) é ndo decrescente, 0 < v < min {2, N}, p}

definido por (5.2) e uma das seguintes condicbes é valida:
(i) uwo € LL,(RY) comug >0 e

+o0 ~
/ o~ WHCENMN P(5)do < oo, (5.6)
1
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onde
F(t) := sup Jlo) (5.7)
1<o<t O
(i) r>1e
htrilful) tPf(t) <oo  se ug € L, (RY) com uy >0, (5.8)
1Tm tHf(t) =0 se ug€ L7,(RY) com ug > 0. (5.9)

t——+o0

Entéo, o problema (5.1) possui uma solucdo ndo negativa
w € L2((0,7), Ly (RY)) N Ly ((0,T), L*(RY))

definida em algum intervalo (0,T). Além disso, t"/?"|[u(t)|| @~y < C para algum C > 0 e
todot € (0,7).

Observacao 5.3.2 A seguir, fazemos alguns comentarios sobre o Teorema 5.3.1.

(i) Dadouy € L*(RY) C LL,(RY). O Teorema 5.3.1 implica a existéncia de uma solucdo em
L>((0,T), LL,(RY)) se a condicdo (5.6 ) é satisfeito. Neste caso, paray = 0, Laister e
Sierzega em (LAISTER; SIERZEGA, 2020) obtiveram uma solucdo em L>°((0,T), L*(RY))

assumindo f € C'(R) localmente Lipschitz e
+o0o _
/ o~ YN F(g)do < oo,
1
com F(t) = supy|,<; f(0)/o parat > 0.

(i) Seja f(t) =t parat > 0 e p > 1. As condicdes (5.6) e (5.9) sdo verificadas se p < p,.
Assim, concluimos que, para 0 < v < min{2, N}, o problema (5.1) tem uma solucdo
local para cada ug € Lj;(RY), r > 1. A condicdo (5.8) é satisfeita para p < pZ, e neste

caso temos apenas solucées para ug € L7,(RY) comr > 1.

(iii) Observe que para ug € L7;(RY) C L7,(RY), o Teorema 5.3.1 implica a existéncia de

uma solucdo no espaco L>((0,T), L,(RY)).

Demonstracdo do Teorema 5.3.1.

(i) Ser=1.
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tooo o 2=

a) ug € LL(RY). Seja v(t) = / N/QF(O’) o do para t € (0,1), onde
At~

Ay > 0 sera escolhido posteriormente. Por uma mudanca de variavel temos

- [too ~

b= N 7 2 =) 2 2
2o 3do = AN -1- _ A AN
/0 F (Am )0 do NA1 Aer/2F(M)'u N du NA1 v(t),
(5.10)
e como F é n3o decrescente
2t* 2 - 9 2
2~ N 2= o] ~ _1_M - 2—
S (A7) < A" /AtN Py p™ = dp = AT v(©). (511)

Observe também que

parat € (0,1).
Para obter uma soluc3do para dados iniciais nao negativos mostramos que existe uma

supersolucdo n3o negativa do problema (5.1). Assim, seja ¢ = max{ug, 1} > 1,
w(t) = AS(t)e > 1,

onde A > 1. Entdo, w é uma supersolugdo de (5.1) em algum intervalo (0,7").

De fato, como ¢ € L., (R"Y) pelo Lema 2.4.7(iii), segue-se do Lema 2.4.8(i) que

1
u

existe uma constante Cy > 0 tal que
Jeo @)l pgany < CoAE™2 612 ny < Ast™"2,

parat > 0e Ay = CoAl|@] 1 (mv). Além disso, usando novamente o Lema 2.4.8(i),

existe uma constante C; > 0 tal que

lo@ll 1 gy < CrA 6l s -

Portanto,

w € L((0,00), Lyy(RY)) N Lz ((0, 00), L*(RY)).
Observe que considerando t = s em (5.7) e temos

f(s) < sF(s), paras>1. (5.13)
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Usando as desigualdades (5.13), (5.10), (5.11), (5.12) e Lema 2.4.10, temos

['s=o) 1171 wo))do

[8 (= 0) |17 F (A8 (0)9) AS (0) dldo

5= o) 117 E (1AS (0) llegamy) AS (o)

/ (A2 S (1 0) |7 [AS (o) dlde (5.14)

_ t .
CAS (t) gbt”ﬂ/ F (AIJ_N/2) (t — o) 2677 %do
0

IN NN A

IA

_ t .
CAS (1) 921772 / F (Ao ?) o do
0

IA

w(t)C2/H 2 APy,

onde C' é a constante do Lema 2.4.10. Na deduc3o da peniiltima desigualdade de

(5.14) argumentamos da seguinte forma

t7/2/ ( —N/Q) (t — o) %6 do
t7/2/0 F (A *N/z) (t — o) 2do
—|—t7/2/ F ( _N/2> (t— o) 26077 2do

o ~ '
27/2/ (Ala_N/Q) o 2do + 272F (Al(t/Q)_N/2> / (t — o) " %do
0 t/2

VAN

IA

/2 _ ) 5
27/2/ F <A10_N/2) o %o 4+ 22 F (Al(t/Q)—N/Q) 2 (t/2)2do
0 2~

t/2 t/2 .
27/2/ F (Ala*N/Q) o do + 27/2/ F (AlafN/z) o ?do.
0 0

IN

Assim, da formulagdo (5.3), da desigualdade (5.14) e da condigdo (5.6), segue

Flwug) = S#)ue+ /OtS(t — oV F (w (o)) do
S (1) ¢+ w(t)C2/>H 2 APV (1)

1 2P o N
(A +C N A V(t)> w (t)

w(t),

IN

(5.15)

IN

IN

para t € (0,7) com T > 0 suficientemente pequeno. Assim, F (w,up) < w em
(0,T) e w é uma supersolucdo de (5.1) em (0,7).
Portanto, o Lema 5.2.2 garante que o problema (5.1) admite uma solu¢3o definida

m (0,7) e 0 < wu(t) <w(t) parat e (0,7).
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b) Se ug € LL,(RY), a desigualdade (5.14) também é valida. Pelo Lema 2.4.7(iii)
implica que ¢ € L,(R"), segue do Lema 2.4.8(ii) que

[w(t)]] oo gy < AC,t™N/2, com 0 < t < to,

para algum tq = to(Cs, ¢). Procedendo como na derivacdo de (5.15) com C

substituido por C,, segue que

_92+7/2
F(w,ug) < (il —1—02;7 (AC, ) (2—)/N (ﬂ) wl(t),

para 0 < t < ty. Portanto, por (5.6) e do Lema 2.4.8(ii), podemos considerar
C, > 0 suficientemente pequeno tal que se 0 < t < to(C., ¢), de modo que
A—-1

A

22+'y/2

C (AC,)E/Ny(t) < (5.16)

Ent&o por (5.16), vemos que w é um supersolucdo de (5.1). Dai, pelo Lema 5.2.2, 0

problema (5.1) tem uma solucio verificando 0 < u(t) < w(t) para0 <t < tg =1T.
(i) Casor > 1.

a) ug € L7,(RY). Analisamos algumas situacdes.
Casol. 2(v—1)/N<1/r<[N—-(2—7)]/NeN >2.
Sejaf) =1/r +(2—7)/N. Entdo, rf =1+ (2 —7)r/N =pj ev/N <0 < 1.
Por (5.8) existe Cj > 0 tal que

G(t) = sup f(o) <y, (5.17)

1<o<t o'

para todo t > 1. Portanto,

—yr [0 - —r +oo —r NC,
77<2N) / G(U)07(1+<2N))d0§77(2N) CO/ (7717(21\7) do — Vo
U n 2=7)r
(5.18)

do parat € (0,1) onde A; > 0 é uma

_1— (2— 'Y)

+oo
Seja 11(t) = / G(o)o
jawn(t) = | e, G0
constante que serd escolhida posteriormente. Fazendo uma mudanca de variavel

temos

‘ L op o e e 2
/G(Ala*%>a*5d0:—rA1N / LGSy = AT ),
0

N At~ 2r N
(5.19)
e como (G é n3o decrescente
2—
2t 27” @2—yr ’Y)T +oo 2—7)r 27" 2—y)r
LAty <A / SR g = A .
5= ,YG( t?) w4 Alt,%G(u)u Vodp =AY v ()

(5.20)
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Observe também que

! _N t NN\ _7 2r @—r
/0 G (Ala 2r) do < /0 G (A10 2T> o 2do = NAl v (), (5.21)
parat € (0,1).
Seja ¢ = max {ug, 1} > 1, A>1,
w(t) = A(S(t)e")V" > 1, (5.22)

para t > 0. Pelo Lema 2.4.7(iii) temos que ¢ € L7;(RY), segue do Lema 2.4.8(ii)
que

||’UJ( )HLOO(RN) < C At_N/QT ||¢T||1/T — 1411;—]\7/27“7

onde A; = C, A ||¢" || e

L (RN)"
Jw@)l o @y = AUSOD N vy € CeAND N @y
para t € (0,7) com T suficientemente pequeno. Assim,
w € L*((0,T), L, (RY)) N L5, ((0,T), L= (RY)).

Agora, mostramos que w é uma supersolu¢do de (5.1) em (0,7"), para 7" > 0

possivelmente pequeno.

Note que, considerando t = s > 1 em (5.17), temos que
f(s) <s™G(s), s>1, (5.23)
De (5.23), Lema 2.4.9(ii), Lema 2.4.8(ii) e Lema 2.4.10 obtemos

['s=0) 17 fwio)do

< [(8(t= o)l Glulo))w (0)do

< A7 /OtG(Hw<J)HL°°(RN))S(t —o) | (S(U)ﬁ’")@fh7 (5.20)
< AP /0 G(Ao™™)S(t — o) [|-[7S(0)¢" ] do

< | G [S(t = o) |8 (0)er | do

t
< Clw()]*t/? / C(AoN2)(t — 0) 726120,
0

Observe que pelo Lema 2.4.8(ii) obtemos

2—y)r/N *_
CTIN () < AT 2 1),

(5.25)

()] < ()b w(t) < [t/
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e por (5.19), (5.20), (5.21) e (5.18)
t
tV/Q/ G (Ala*N/Q’") (t — o) 2077 2do
0
t/2
t7/2/ G (Ala_N/Qr) (t — o) 207 2do
0
¢
+17/2 // G (AIO'_N/ZT) (t — o) 2077 2do
2

27/2 /

G (A=)
27/2/ (AlafN/Zr) o 2de + 2723 (Al (t/2)fN/2r) ﬁ(t/mlwﬂda
G (=)

27/2 /

G(A
27/2+1/ (Am N/2r) o 2do

IA

IN

G (AN 672 do + 27/2G( 1(t/2)” N/QT) // (t — o) do
2

IN

t/2
10 N2 6724+ 27/2/ G (Ala_N/zr) o %o
0

<
— 2V/2+12TA(2 ’YT/N/ G(O’)U_(H_w)da
N Alt—N/Qr
< o1 200 4oy
< 2~
(5.26)
Portanto, pela desigualdade (5.25) e (5.26) em (5.24) segue que
F(w,up) = u0+/ (t—o) 17" f (w (o)) do
27/2+200 Apv
< (S)en)Vr+ o, v (5.27)
1 222gc,An
< — t
- (A + 2—7 w(?)
parat € (0,7).
Como 4; = C*A||¢T||1L/IT(RN) depende de C, é possivel escolher A; suficientemente
ul
pequeno tal que
1 221200, AT
=+ L <1 (5.28)

A 2—79 -
(veja Lema 2.4.8(ii)). Assim, de (5.27) e (5.28), F (w,up) < w em (0,7) e w é
uma supersolucdo de (5.1) em (0,7).
Portanto, o Lema 5.2.2 garante que o problema (5.1) admite uma soluco definida
m (0,7) e 0 < wu(t) <w(t) parat € (0,7).
Caso 2: N=1ou[N—(2—7)]/N <1/reN > 2. Entdo, 1/r+(2—~)/N > 1.
De (5.17) (com 6 = 1) e (5.8) temos
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1<o<t O
1 2—
) flo) ()T
= Sup v 129,
1ot \ 07 (o7) TN (5.29)

IA
£

Dai, segue-se que

oo —r too C
n’"’l/ G(a)a’[H(QN) ldo < 77”*100/ o "do = —2. (5.30)
n

n r =
Argumentando de forma similar ao caso anterior, considerando a funcdo w definida
por (5.22), é possivel concluir que é uma supersolucdo do problema (5.1) em algum
intervalo (0,7"). Argumentamos da seguinte forma: A partir de (5.23) usando o

Lema 2.4.10, Lema 2.4.8(ii) e resolvendo de forma similar a (5.26), temos

['st=o)l17 1 tw(o))do

[ 8t = o) 17 Gluo))ur (0)do

A7 [ G008 = 0) |77 ()" dor
ar | (AN — o) [T S(0)¢ do

ININ A

IA

_ t
CA™S(t) o/ / G(Ao N2 (t — o) 2024
0

IN

_ ¢
Clw(t)] 27/2+1 / G(A o~ N o124,
0

Fazendo uma mudanga de varidvel e usando a desigualdade (5.30), temos

[8=0) 117 f (w (o) do

= 2r (2 “/)T +oo B @
<l w2 Ta ™ [T G+ 5 do
S CA1 t72 w(t)2 NAI Alt—N/%G(O-)O- N do

_ 2Qr  (2—yr CO
< Cw(t)2/2H1Z_ AN .
< Cult) Nt r—1

Portanto, segue que

F(w,u) = s<t)u0+/0t5(t—a>y-\Wf(w@))da

— 2 2—)r
< (S(t)cb’“)l/?“+O2v/2+1ﬁ7ﬂ41 N Colw(t) (5.31)
r —
1 - o ey (O
S (A + CQ’Y/Q—HNTAl N , _01> w(t}
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parat € (0,7).
Como A; depende de C,, é possivel escolher A; > 0 suficientemente pequeno tal

que

1 - 2r  C-r ()
1 +02’Y/2+1NA v _01 <1. (5.32)

Assim, de (5.31) e (5.32), F (w,up) < w em (0,7") e w é uma supersolucdo de

(5.1) em (0,7, e podemos concluir usando o Lema 5.2.2 que o problema (5.1)
admite uma solucgdo definida em (0,7") com 0 < u(t) < w(t) para t € (0,7).

Caso 3. 1/r <2(y—1)/N e N > 2. Escolha > 1 tal que

2y—=1) 1 N-—-(2-—7)
<< — "2 e N >2 5.33
STN S, ST N #h e (5:33)

(
B
r
Como L7,(RY) c L /(RY) para r > 7, por hipétese temos que ¢ € L7,(RY)
entdo ¢ € L!(RY). Logo, de (5.33), como no Caso 1, segue que existe uma
supersolucdo para o problema (5.1), dada por w(t) = A(S(t)¢")*/" em (0,7)
com w € L®((0,7T), LT (RN)) N L2.((0,T), L=(RY)). Podemos concluir, usando
o Lema 5.2.2, que o problema (5.1) admite uma solucdo definida em (0,7), ou
seja, w € L>=((0,7), L7,(RN)) N L2 ((0,T), L(RY)) com 0 < u(t) < w(t) para
te(0,7).

Como ¢ € L7,(RY) entdo ¢" € L1"(R") e pelo Lema 2.4.8(ii), temos que

L/ <C.

L @) =

[0) g vy < Mol vy = A(S(0)")

Portanto, o problema (5.1) admite uma solucdo definida em (0,7") tal que @ €

L((0,T), LT, (RN ))NL.((0, T), L=(RY)) com 0 < w(t) < w(t) parat € (0,T).

Se ug € L7;(RY). O argumento é similar ao caso anterior. Explicamos apenas

alguns detalhes. Dado ¢ > 0. Do limite (5.9) existe t; > 1 tal que
() <e

para todo t > t;. Como ¢ = max{ug,t1} > t; e ¢ € L7;(RY), podemos argu-

mentar como no caso L7,(R") considerando no lugar de (5.17) e (5.29)
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para t > tq, respectivamente. Além disso, com essas mudancas temos, no lugar de

(5.28) e (5.32),

Sov/2+2, APY L 197/2+2 (2=y)r
;+022 €Ay <1 i+C2N rAlNW €
-

<1,
r—1—

que € verificado para € > 0 suficientemente pequeno.

Como consequéncia do Teorema 5.3.1, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.3.3 Seja f : [0,+00) — [0,+00) uma fungdo continua e ndo decrescente, e

seja 0 < v < min{2, N}. O problema (5.1) tem uma solucdo local ndo negativa para cada

ug € L7, (RY),ug > 0 se, e somente se,

+oo
/ o MHCEINP(G)do < 0o ser =1,
1

limsupt#1f (t) < oo ser > 1,

t—+o00

onde F(t) = sup,<,<; f(o)/o, t > 0.

Observacao 5.3.4 A seguir fazemos alguns comentarios sobre o Teorema 5.3.3.

(i) O Teorema 5.3.3 estende os resultados obtidos para v = 0 em (MIYAMOTO; SUZUKI,

(ii)

(i)

2021, Teorema 5.3)(r = 1) e (MIYAMOTO; SUZUKI, 2021, Teorema 9.3)(r > 1).

Seuy € L"(RY) C £7,(RY), r > 1, o Teorema 5.3.3 implica que existe uma solucio
no espaco L>°((0,T), L",(RN)). Para obter uma solucido em L>=((0,T), L"(R™)) pre-
cisamos de uma condicdo adicional sobre o comportamento de f na origem, ou seja,
limsup,_,,t~U+7/N £ () < oo, € > 0 suficientemente pequeno quando v < N/r,

veja (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022).

Nenhuma condicdo préxima a origem é necessaria para f. Assim, o resultado é seme-
lhante ao obtido em (CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.2(i))(r > 1) e
(CASTILLO; GUZMAN-REA; LOAYZA, 2022, Teorema 1.4(i))(r = 1) para o problema (5.1)

em um dominio limitado.

Demonstracdo do Teorema 5.3.3.

Caso 1. r = 1. (<) Dado uy € LL(RY) C LL(RY),ug > 0, pelo Teorema 5.3.1(i) o

problema (5.1) tem uma solugcdo n3do negativa u definida em (0, 7).
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(=) Seja up € L'(2) a condicio inicial ndo negativa dada na Observacdo 5.2.5 e seja Uy a

extens3o zero, ou seja, Uy = ug em 2 e Uy = 0 em RV \ Q. Entdo, uy € L'(RY) C LL,(RY).
Suponha por contradicdo que o problema (5.1) admite uma solucdo n3o negativa u com

u(0) = wy. Como
u(t) = S 0T+ [ St 0) |7 f (u(o)) do > (1)
obtemos

u(t) 2 [(S(t—0) |7 f (w(o))do = [ (=) 17 [ (S(o)o) do
Como K (z,y;t) > Kq(z,y;t) (veja (2.8)), S(t)ug > Sqa(t)uo, e

ut)> [ Salt— o) |17 f (Salo)uo) do.

A partir disso e (5.5), temos uma contradic3o.

Caso 2. r > 1. (<) Dado ug € L7;(RY), uy > 0. Observe que pelo Teorema 5.3.1(ii) o

u
problema (5.1) tem uma solugdo ndo negativa u definida em (0, 7).

(=) Argumentamos por contradicdo, similarmente ao caso anterior, usando a Observacéo
5.2.5 para r > 1, isto é: Seja ug € L"(2) a condicdo inicial ndo negativa dada na Observacdo
5.2.5 e seja Uy a extens3o zero, ou seja, Uy = uy em ) e Uy = 0 em RY \ Q. Ent3o,
Uy € L"(RY) C L7, (RY). Suponha por contradicdo que o problema (5.1) admite uma solucio
ndo negativa u com u(0) = .

Como

u(t) = S (O + [ St 0) |7 f (u(o)) do > (1)

obtemos
w(t) 2 [(S(t=0) |7 f (w(o))do > [ (= o)1 [ (S(o)o) do
Como K (z,y;t) > Kq(z,y;t) (veja (2.8)), S(t)ug > Sq(t)ug, e
u(t) = [ So(t= o) |77 (Sao)u) do
Dai, segue que
w0y 2 [ ([ Sat=0) |17 (Sa(o)uo) do ) d.

A partir disso e (5.5), temos uma contradic3o.
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0
Resultados sobre a unicidade para f(t) = t? parat > 0,p > 1 foram obtidos em (BREZIS;
CAZENAVE, 1996), (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022),(LAISTER; SIERZEGA, 2020),
(TERRANEO, 2002), (WEISSLER, 1980) (for v = 0), e em (CHIKAMI et al., 2023), (SLIMENE;
TAYACHI; WEISSLER, 2017), (TAYACHI, 2020), para v > 0. A nogdo de unicidade incondicional,
ou seja, sem condic3o adicional em w foi introduzido em (TAYACHI, 2020).
Quando f(t) = tP comt > 0, p > 1 e uy € L"(RY),uy > 0, Slimene et al. em
(SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017) mostrou que a solu¢do do problema (5.1) é (nica na
classe C'([0,T], L"(RY)) se

N
p<p, and 71> I _pv. (5.34)
Estabelecemos o seguinte resultado de unicidade incondicional.
Teorema 5.3.5 Sejam 0 < v < min{2, N} e f € C([0,400)) verificando
f ()= F@OI <M (1) |7 -1, (5.35)

para 7,t > 0 e alguma fungdo M : [0, +o0) X [0, +00) — [0, +00). Se

sup [[M (u(t), v (t))

te(0,T)

Ly (RY) < OF

para u,v € L*((0,T), LT,(RY)) com a > N/(2 —v) e 1/a+ 1/r + v/N < 1, entdo o

problema (5.1) tem uma solucdo tnica na classe L>°((0,T), L",(RY)).

Observacao 5.3.6 Suponha f (t) = t? para todot > 0 e p > 1. Entdo a condicdo (5.35)
é satisfeita para M (1,t) = p(7P~' +*~') . Definindo o = r/(p — 1), pelo Teorema 5.3.5

temos que a unicidade é vélida em L°°((0,T),L",(RY)) se a condicdo (5.34) é verificada.

Demonstracdo do Teorema 5.3.5. Sejam u,v € L>®((0,T),L",(RY)) duas solucdes de

(5.1) com condicdo inicial u (0) = v (0) = up € L, (]RN). Entdo, u e v satisfazem
t —
ult) =S Ouo+ [ St—a) |7 f (u(o))do. (5.36)

v(t):S(t)u0+/0t5(t—a)|~]_7f(v (o)) dor (5.37)
Subtraindo (5.37) de (5.36), e usando a condi¢do (5.35) temos
u@) —v@| < [ SE-0) 71 (o)~ f (w(o))ldo
< [[St-0) [ M @(0),v(0) u(o) ~ v (o) dor
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Como 1l/a+1/r+~y/N <1lel/a+~y/N <2/N, é possivel escolher ¢ > 0 suficientemente

pequeno tal que

1 v+ € 1 1 1 1 1 2
= <1, —+-+—<1 e —+—<—.
a r m a m N

m N

Assim, pelo Lema 5.2.3 (com g2 =7,1/q; = 1/ + 1/r) e da desigualdade de Holder

Ju (@) = v @)L @y
< [Is@-o 1 M) v @) ule) =0 @], 40 do

<C /Ot (1= 0) 72 M (u(0), v (0)) [u(0) = (@)l /as1/0-1 g, 40
<O [ (= o) B M w(0),0 () g amy Nt (0) = 0 (0 vyl

t _N_ N
<C Sng)HM(U(U),U(O))HLgl(RN)/O (t—o) 2" Ju(o) = v (o) @) do.

Pelo Lema de Gronwall singular (veja Lema 2.4.14) concluimos que u = v q.t.p. em RY x
(0,7).
O
Resultados de unicidade condicional (ou seja, uma condicdo adicional ao fato que u €
L>=((0,T), L7;(RY))) em espacos de Lorentz foram obtidos em (TAYACHI, 2020), em espacos
de Lebesgue ponderados em (CHIKAMI; IKEDA; TANIGUCHI, 2022), e em espacos de Lorentz
ponderados em (CHIKAMI et al., 2023). Para estabelecer nosso resultado de unicidade condi-
cional, assumimos que f € C([0,+00)) é localmente Lipschtiz, ndo decrescente e definimos

G :[0,4+00) — [0, +00) dado por

G(t) = sup M, parat >0, G(0) = 0.
0<u,v<t u—v
uFv

Esta func3o foi usada em (CARHUAS-TORRE; CASTILLO; LOAYZA, 2022) e (LAISTER; SIERZEGA,

2020) para analisar a unicidade do problema (5.1) para v = 0.

Estabelecemos o seguinte resultado de unicidade condicional.

Teorema 5.3.7 Seja 0 < v < min{2,N} e f € C([0,+00)) localmente Lipschitz, ndo

decrescente. O problema (5.1) admite uma solucdo tnica na classe

{u € L((0,T), Ly (R™) N Li5.((0,7), L(RY)); sup ¢ [u(t)] (e, < 00}

te(0,7)

T
se/ G1(Coo ™" Vdo < 0o com /N +1/r <1, 1/q+~/2 < 1.
0
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Observacdo 5.3.8 Se f(t) = t? parat > 0 e p > 1, entdo G(t) = ptP~'. Assim, pelo
Teorema 5.3.7 a unicidade vale parap < p: er > N/(N — 7).

Demonstracdo do Teorema 5.3.7. Sejam u,v € L>((0,T), L",(RN))NL:2.((0,T), L= (RY))

loc

solucdes de (5.1) com condic3o inicial u (0) = v (0) = uy € L",(RY) no sentido de que (5.36)

e (5.37) sdo verificados.

Subtraindo (5.37) de (5.36) temos

= [ ste- o = i ) - o
t flulo)) — fv(o)) —o)| - |7 u(o) —v(o)ldo
- 0 U(U)—U(U) Loo(RN) S(t )| | [ ( ) ( )]d

t
< [ 6(Coo")S(t = )] -1 fulo) — v(o)do.
0
Comoy < N,v/N+1/r<lel/q+v/2 <1 é possivel escolher 1/m = (v + €)/N com
€ > 0 suficientemente pequeno tal que

1 1 1 N
—+-<1 e —+—<1.
m T qg 2m

Pelo Lema 5.2.3 (com ¢; = g2 = ) obtemos

t
[u(t) — U(t)HLzl(RN) < /0 G(Coo ™M) (t — )N ||u(o) — U(O’)HLZL(RN)CZO'.

Portanto, o resultado segue do Lema de Gronwall singular (veja o Lema 2.4.14). O
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Apresentamos brevemente alguns projetos em curso e trabalhos futuros que surgem natu-

ralmente do que foi discutido nos capitulos anteriores.

6.1 OBSERVACOES FINAIS SOBRE O PRIMEIRO PROBLEMA

Em nosso primeiro resultado, no Teorema 3.3.1, assumindo que 0 < ltignjgoft_pof(t) <
litmsupt_p‘)f(t) < o0, po >p"=1+2r/N, f € C(]0,+00)) convexa, ndo decrescente e
f(—(>)J)roi 0 obtivemos novos resultados de existéncia e ndo existéncia de solucdes ndo negativas
para o problema (3.1). Para fazer isso, consideramos dados iniciais ndo negativos wu, nos

conjuntos Z”" e 7, , respectivamente. Como consequéncia, quando f(t) =t?, ¢ > 1, obtemos

um segundo valor critico p* = 2r/(q¢ — 1) para a existéncia de solu¢bes ndo negativas.

6.1.1 Existéncia de um segundo valor critico para uma equacao de calor fracionario

nao linear e um sistema parabélico acoplado em espacos de Lebesgue

Seja © C RY um dominio (limitado ou ilimitado) com fronteira J) suave sempre que
existir. As técnicas utilizadas no Capitulo 3 podem ser adaptadas para o seguinte problema
semilinear

u + (=A)Yu = f(u) em Qx(0,7),

u = 0 em (RV\ Q) x (0,7), (6.1)

u(0) = up>0 em Q,

onde f € C([0,4+00)), up € L"(2), 0 < 8 < 1 e (—A)? é o Laplaciano fracionario. O
problema (6.1) foi estudado para 6 € (1/2,1) em (LI, 2017) com dados iniciais no espaco de
Lebesgue L"(12).

Também podem ser aplicados para tratar o seguinte sistema parabdlico acoplado da forma

uw—Au = f(v) em Qx (0,7,
v —Av = g(u em Qx (0,7,
' (u) (0,7) (62)
u = v=0 em 00 x (0,7,
uw(0) = wug,v(0) =vy em Q,
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onde f,g € C([0,+00)) e (ug,v9) € L"(2) x L*(2). O sistema (6.2) foi estudado em
(APARCANA et al., 2020) com dados iniciais no espaco de Lebesgue L"(Q2) x L*().

Para ambos problemas surge a seguinte questao, é possivel determinar um segundo va-
lor critico relacionado com a existéncia e ndo existéncia de solucoes ndo negativas para os

problemas (6.1) e (6.2)7

6.2 OBSERVACOES FINAIS SOBRE O SEGUNDO PROBLEMA

Em nosso segundo resultado, o Teorema 4.3.1, a existéncia de uma solucio local de (4.1)

é garantida se

limsupt ™ f()? < oo e limsupt™? f(t)? < oo, ser > 1, ou
t——+00 t——+o0

+o00 N +o00 .
/ o P Fi(o)do < oo e / o P Fy(o)do < oo, ser =1,
1 1
onde f € C([0,+00)) é ndo decrescente, Fi(0) = sup; <<, f@)P" Jte Fy(o) = Sup; <<, f(H)F /.

O resultado de n3o existéncia de solucdo é obtida assumindo

limsupt™? f(t)? = 4o0, ser > 1,

t——+o0

f@r

+oo "
/ o P Fy(o)do = +o0, onde Fy(o) = sup ser =1,
1

1<t<o
isto &, existe ug € L"(§2),uy > 0 tal que o problema (4.1) ndo possui uma solugdo local.
No Teorema 4.3.4, obtivemos novos resultados de existéncia e nao existéncia de solucoes

ndo negativas para o problema (4.1) assumindo que

0 < liminf# 2 f(t)P" < limsupt ™ f(t)*" < limsupt® f(t)*" = +oo,

t—+oo t—+00 t—~4-00
onde pg > p* =1+ 2r/N, f € C([0,400)) é convexa, ndo decrescente e f(0) = 0. Para
fazer isso, consideramos dados iniciais ndo negativos uy > 0 nos conjuntos Z”(xg) e Z,(zo)

respectivamente.
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6.2.1 Sobre a existéncia local de equacdes parabdlicas de Hardy-Hénon com fonte

de expoente variavel e dados iniciais singulares

As técnicas utilizadas no Capitulo 4 podem ser adaptadas para tratar o seguinte problema:

u — Au=|-|"f(w)P@ em Q x (0,7),
u=70 em 00 x (0,7), (6.3)

u(0) =ug >0 em €,

onde 2 C RY um dominio (limitado ou ilimitado) com fronteira 9<) suave sempre que existir,

f € C(]0,+00)) é ndo decrescente, v € R, p: Q — (1,+00) é uma funcdo continua tal que
1<p <p(x)<p" < oo, para todo x € Q,

com p~ =minp(z), p" =maxp(x)euy € L"(Q),r > 1.
€ z€Q
A questdo aqui é a seguinte, serd possivel obter resultados de existéncia e ndo existéncia

de solu¢des ndo negativas para o problema (6.3)?

6.3 OBSERVACOES FINAIS SOBRE O TERCEIRO PROBLEMA

Em nosso terceiro resultado, o Teorema 5.3.1, estabelecemos um resultado de existéncia

na classe L>=((0,7), L7,(RN)) N L2 ((0,T), L>°(RY)). Como consequéncia temos o Teorema

loc

5.3.3. Neste caso temos uma condicdo necesséria e suficiente para a existéncia de solucdes

ndo negativas, isto é, o problema (5.1) tem uma soluc3o local ndo negativa para cada ug €

T

" (RY), ug > 0 se, e somente se,

limsupt #1f (t) <oo ser > 1,
t—+o00

“+oo
/ o NN P(gYdo < 00 ser =1,
1

com F(t) := sup;,<, f(0)/o onde f € C([0, +00)) ndo decrescente.
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6.3.1 Uma caracterizacao completa da existéncia local para um sistema acoplado

tipo Hardy em espacos de Lebesgue uniformemente local

As técnicas utilizadas no Capitulo 5 podem ser adaptadas para estudar o seguinte sistema
uy— Au= || f(v) em RY x (0,7T),
v —Av=|]""gu) emRN x(0,T), (6.4)

u(0) = ug,v (0) =vy em RV,

onde f,g € C([0,4+00)), 75 > 0 com (ug,v) € LIH(RYN) x L'2(RY). O problema (6.4) foi
estudado para 73 = 72 = 0 em (APARCANA et al., 2020) com dados iniciais no espaco de
Lebesgue L™ (RY) x L2(RY).

Sera possivel obter uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de solucdes ndo

negativas para o problema (6.4)7
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