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RESUMO

No ano de 1888, o experimento de Heinrich Rudolf Hertz comprovou a existéncia de
ondas eletromagnéticas, e que seus comportamentos sao os mesmos da Luz, a qual
ja se sabia sua natureza ondulatoria. Esse experimento foi um marco para a ciéncia e
a tecnologia, ja que validou o que foi proposto teoricamente por James Maxwell, onde
a onda eletromagnética € obtida por meio das conhecidas Equacdes de Maxwell.
Sendo assim, do ponto de vista tecnoldgico, essas comprovacdes tedrica e
experimental possibilitaram o desenvolvimento de equipamentos, que estao presentes
no dia a dia, tais como TVs de espessuras finas, sinal wi-fi, smartphones, tablets entre
outros. Essas tecnologias modernas possuem forte influéncia na &rea educacional, o
que ainda é um “tabu” por parte dos profissionais da area, na tentativa de qualificacédo
profissional, melhorando assim a qualidade da didatica em sala de aula, como também
na producdo de produtos educacionais modernos. Por fim, este Trabalho de
Conclusédo de Curso (TCC) analisa um experimento comumente aplicado em
Laboratorio de Ensino de Eletromagnetismo, a niveis de ensino médio e superior, a
depender da abordagem, por meio de modelagens computacionais produzidas
através de um software de acesso livre, para simular, especificamente, o experimento
de geracao e propagacao de ondas eletromagnéticas realizado por Hertz. Além disso,
na abordagem analitica, foi usada a Transformada de Laplace, que é bastante
utilizada em cursos de Fisica e Engenharia, por exemplo, e, na abordagem numérica,
o Método de Euler-Cromer. Como resultado, foi desenvolvida uma modelagem
computacional que simula bem o experimento de Hertz. Essa simulacdo pode ser
usada por estudantes e professores, para manipulagdes dos valores nominais dos
equipamentos eletrénicos assim como outras grandezas presentes no experimento,

para acompanhamento do fenémeno fisico.

Palavras-chave: Ondas eletromagnéticas; simulacdo; modelagem; Hertz; Maxwell.



ABSTRACT

In 1888, Heinrich Rudolf Hertz's experiment proved the existence of electromagnetic
waves, and that their behavior is the same as that of light, whose wave nature was
already known. This experiment was a milestone for science and technology, since it
validated what was theoretically proposed by James Maxwell, where the
electromagnetic wave is obtained by means of the well-known Maxwell Equations.
From a technological point of view, these theoretical and experimental proofs enabled
the development of equipment that is present in everyday life, such as thin TVs, wi-fi
signals, smartphones and tablets, among others. These modern technologies have a
strong influence on the educational field, which is still a "taboo" for professionals in the
area, in an attempt to gain professional qualifications, thus improving the quality of
teaching in the classroom, as well as in the production of modern educational products.
Finally, this Final Paper analyzes an experiment commonly applied in
Electromagnetism Teaching Laboratories, at secondary and higher education levels,
depending on the approach, by means of computer models produced using open-
access software, to simulate, specifically, the electromagnetic wave generation and
propagation experiment carried out by Hertz. In addition, the analytical approach used
the Laplace transform, which is widely used in physics and engineering courses, for
example, and the numerical approach used the Euler-Cromer method. As a result, a
computer model was developed that simulates Hertz's experiment well. This simulation
can be used by students and teachers to manipulate the nominal values of the
electronic equipment as well as other quantities present in the experiment, in order to

monitor the physical phenomenon.

Keywords: Electromagnetic waves; simulation; modeling; Hertz; Maxwell.
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1 INTRODUCAO

Em 1888, Heinrich Rudolf Hertz comprovou a existéncia de ondas
eletromagnéticas, confirmando o que foi demonstrado teoricamente, 23 anos antes,
por James Clark Maxwell através das conhecidas Equacfes de Maxwell. Esse feito foi
um marco muito importante para a ciéncia e a tecnologia, tanto para a época quanto
para o presente, pois foi a partir dessas contribuicbes de Hertz que o Italiano
Guglielmo Marconi construiu o primeiro sistema de telégrafos sem fio, e mais tarde
veio a ser criada a televiséo.

A Figura 1 mostra o aparato experimental de geracao e deteccédo de ondas de

Radio feito por Hertz, onde comprovou a existéncia de ondas eletromagnéticas.

Figura 1 — Experimento original de Hertz.

T e— —— —_—

Fonte: GUAZZARONI, C., 2024. Disponivel <https://espaciodecesar.com>. Acesso em 05 fevereiro
2024.

De acordo com Mangili (2011), como ilustra a Figura 1, o aparato de Hertz era
composto por um oscilador, que seria uma bobina de Ruhmkorff, equipamento esse
ligado a duas barras de cobre préximas uma da outra com esferas de metal em suas
pontas. Essas duas barras serviram como antena transmissora de ondas
eletromagnéticas. Além disso, ele utilizou um detector, em forma de anel, para
detectar e registrar a variacdo de grandezas fisicas, tais como campos elétrico e

magnético e poténcia elétrica. Com isso, ele conseguiu comprovar que a Onda


https://espaciodecesar.com/
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Eletromagnética, descrita pela Equacdo da Onda Eletromagnética, que por sua vez é
obtida a partir das Equacdes de Maxwell, existia.

Fisicamente, a bobina de Ruhmkorff produz nas esferas, que funcionam como
unidades capacitivas, um campo elétrico varidvel, que gera um campo magnético na
regido, gerando “faiscas” entre as barras metdlicas, gerando assim uma onda
eletromagnética, que se propaga em todas as direcbes, e, tendo um dispositivo
receptor semelhante ao dispositivo de geracdo, € possivel detecti-las. A antena
receptora transforma a Onda Eletromagnética gerada pelo transmissor em corrente
elétrica, gerando assim uma faisca também nas pontas da antena receptora. Portanto,
como descrito anteriormente, o experimento de Hertz € equivalente ao circuito

apresentado na Figura 2

Figura 2 — Circuito do experimento feito por Hertz.

Extremidades
capacitivas
o Receptor
o, _L J>ﬁ
. 1 = Antena
Bobina de — = dipolo com
Ruhmkorff — = Qcentelhador

Extremidades

Transmissor capacitivas

de
faiscas

Fonte: GUALTIERI, D. M., 2014. Disponivel
<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hertz_Transmitter Receiver.svg>. Acesso em 05 fevereiro
2024.

Para a reproducdo de um modelo equivalente ao experimento de Hertz,
utilizamos a modelagem computacional, que é um recurso usado para simular
condicdes reais de fendbmenos quimicos e/ou fisicos (FREITAS-FILHO, P. J.,2008). O
experimento faz uso de um circuito RLC, visto que é um circuito oscilante, para assim

gerar as ondas eletromagnéticas.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hertz_Transmitter_Receiver.svg
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Para a simulacdo, foi utilizado o método de Euler-Cromer, que é uma
modificacdo do método de Euler (HENTZ; BRUNNET). Toda a simulacéo foi realizada
em um software de livre acesso conhecido como Octave.

Com isso, o0 objetivo geral deste Trabalho de Conclusédo de Curso (TCC) €, a
partir de simula¢cdes computacionais, fazendo uso do Octave, assim como de calculos
analiticos, refazer o experimento de Hertz através de modelagem computacional.

Os objetivos especificos sao:

e Resolver a Equacao Diferencial do circuito RLC descrito por Hertz tanto
numericamente como analiticamente;

e Analisar como a tensao, a corrente e a carga variam em funcéo do tempo;

e Analisar como se comportam 0s campos elétricos e magnéticos, para assim
analisar poténcia.

Por fim, este TCC esta organizado da seguinte maneira:

Capitulo 1 — Introducédo: Aborda a histéria do experimento de Hertz de ondas
eletromagnéticas, e o quanto ele foi importante para o nosso entendimento de hoje.

Capitulo 2 — Fundamentacao tedrica: Esse capitulo vai abordar as teorias e
meétodos usados neste TCC, e que, para melhor entendimento € dividido em 4 partes,
sendo elas:

2.1 Ondas Eletromagnéticas: Vai descrever o que sao ondas eletromagnéticas,
e a importancia delas para o cotidiano;

2.2 Circuito RLC: Vai descrever o funcionamento desse circuito, que foi usado
no experimento de Hertz,;

2.3 Transformada de Laplace: Vai descrever o método utilizado para resolver
equacdes diferenciais ordinarias presentes neste TCC;

2.4 Método de Euler-Cromer: Vai descrever o método de resolver equacoes
diferenciais ordinarias numericamente.

Capitulo 3 — Resultados obtidos e discussdo: Vai expor todos os resultados
analitico, numérico e experimental, e discuti-los.

Capitulo 4 — Consideracdes finais.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, serdo abordadas todas as teorias e métodos que fundamentam
este TCC. Para isso, ele foi dividido em sec¢des, onde, na Secao 2.1, sdo abordadas
as Ondas Eletromagnéticas, na Secao 2.2, a descri¢cdo do Circuito RLC, e, finalmente,
nas Secoes 2.3 e 2.4, sdo descritas a Transformada de Laplace e o Método de Euler-

Cromer.

2.1 Ondas eletromagnéticas

De forma simplificada, ondas eletromagnéticas sao perturbacdes periddicas
geradas pela variacdo do campo elétrico e magnético (ALEXANDER; SADIKU, 2013),
como ilustra da Figura 3. Além disso, as ondas eletromagnéticas podem se propagar
em qualquer meio material e no vacuo. Essas ondas sdo usadas em muitas

tecnologias, como sinal de wi-fi, Raio-x, Sinal de Radio, entre outros.

Figura 3 — Composicdo de uma onda eletromagnética.

Campo Elétrico

Fonte: ASTH, R. C., 2024. Disponivel <https://www.todamateria.com.br/ondas-eletromagneticas/>

Acesso em: 10 fevereiro 2024.

James Clerk Maxwell formulou um conjunto de equacfes que descreveu
perfeitamente para 0 comportamento e como séo geradas as ondas eletromagnéticas,

equacgles essas que estdo descritas a seguir em sua forma diferencial:

VeE=L, (1)
&y

VeB=0,; (2)

JxE--B. (3)


https://www.todamateria.com.br/ondas-eletromagneticas/
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?xlgz,uoj-l-,uoeoa. 4)

A partir das equacgfes de Maxwell descritas nas Equacdes (1-4), obtém-se as
equacdes da onda para o campo elétrico e para 0 campo magnético no espaco livre

ou vacuo (ALEXANDER; SADIKU, 2013), como sendo:
0°E

VZE—,Lloé‘O?:O ; )
- 0B
VB_IUO‘C"OWZO! (6)

onde os campos elétricos e magnéticos variam espacialmente, em um sistema de
coordenadas cartesiano, especificamente, e também temporalmente. Além disso, as
Equacdes (5) e (6) dependem das propriedades elétrica e magnética no espaco livre,
dados pela permeabilidade magnética e permissividade elétrica. Por fim, essas
equacbes descrevem o comportamento e propagac¢ao da onda, separadamente, para
0O campo magnético e campo elétrico, onde sua juncdo forma o campo
eletromagnético.

Pela teoria do eletromagnetismo, € possivel relacionar parametros
fundamentais de circuitos, tensdo e corrente elétrica, com campos elétricos e

magnéticos, como mostram as seguintes equacoes:

vz—jEEdT; @)
_1les
|_ﬂom5ml. (8)

Sendo assim, tem-se que a intensidade da onda eletromagnética em RMS é
dada pelo médulo do vetor de Poynting, que, para uma onda transversal

eletromagnética, tem-se

S — ERMS BRMS — E;MS (9)
Hy HoC
e
E
B, O (10
RMS

onde c é a velocidade da luz no espaco livre (vacuo). Como a poténcia elétrica RMS
(poténcia irradiada) na antena é dada por Prvs = Vrus.lrvs. Sendo assim, os campos

elétrico e magnético gerado pela fonte podem ser descritas como sendo
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1 / ch,
ERMS(d):E % (11)

1 P
BRMS (d):E % ) (12)

onde d é a distancia de propagac¢do da onda eletromagnética no espaco livre.
2.2 Circuito RLC

Diferentemente de um circuito LC, onde temos um indutor e um capacitor, e
com isso a energia total € dada por (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2009):

U=U,+U,, (13)

onde Ue e Ug sdo as energias armazenadas do campo elétrico no capacitor e do
campo magnético no indutor, respectivamente. Isso mostra que a energia total é
conservada, visto que ndo temos resisténcia elétrica para dissipar a energia.

O circuito RLC é um circuito do tipo oscilante, composto por um resistor (R),
responsavel por dificultar a passagem da corrente elétrica pelo circuito, ocasionando
assim, dissipacdo da energia elétrica em forma de energia térmica. Um capacitor (C),
responsavel por armazenar carga em seu interior, através de transferéncia de elétrons
de uma carga para a outra. Por fim, o indutor (L), responsavel por armazenar energia
em seu campo magnético (ALEXANDER; SADIKU, 2013).

O circuito RLC pode ser caracterizado como subamortecido, criticamente
amortecido ou super amortecido, a depender dos valores da resisténcia elétrica, da
capacitancia e da indutancia dos elementos do circuito (ALEXANDER; SADIKU,
2013). A Figura 4 mostra um esquema do circuito RLC em série.
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Figura 4 - Circuito RLC, formado por um indutor, um capacitor e uma resisténcia.

I

Fonte: HALLIDAY; RESNICK; WALKER (2009, p.1).
O circuito RLC é descrito pela seguinte equacao diferencial ordinaria (EDO):

Ld§+qu La-0,
a dt C

onde L, C, R e g sdo a indutancia, a capacitancia, a resisténcia e a carga,

(14)

respectivamente. Além disso, a derivada da carga g em funcdo do tempo pode ser
reescrita como sendo a corrente elétrica do circuito. Ou seja, cada termo da equacao
corresponde a tensdo em cada componente elétrico. Sabendo disso, € possivel

calcular a tensdo em cada componente pelas seguintes equacgoes:

dq
Vi=L— 1
e (15)
_mi_pdg. 16
Ve =Ri=R_; (16)
1
_2 17
Ve co (17)

onde as Equacbes (15-17) descrevem, respectivamente, as tensdes no indutor, no
resistor e no capacitor.

Como esperado, a solucdo da Equacao (14) diz que as oscilagcdes séo
amortecidas e descritas por (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2009):

q(t)=q,exp(-Rt/2L)cos(w't+a) ; 18)

i(t)= exp( Rt/2L)sin(w't+a), (29)

onde
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o'= o —(R/2L) (20)

sendo a frequéncia angular. Onde o valor dessa frequéncia caracteriza o tipo de
circuito RLC, que pode ser subamortecido, criticamente amortecido ou super
amortecido. Na analise do circuito RLC deste TCC, a condicdo dele é subamortecido.

Usando os valores RMS das Equacdes (16) e (19), é obtido a poténcia RMS
gerada na antena, e, consequentemente, os campos elétricos e magnéticos de

propagacéo da onda, bem como a poténcia de propagacao dela no espaco livre.
2.3 Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace é um método para resolver Equacdes Diferenciais
Ordinérias (EDOs), em particular, Problemas de Valor Inicial (PVI), que sao problemas
onde séo conhecidas as condic¢des iniciais do problema proposto.

O método consiste em, a partir de uma EDO, por exemplo f(t), fazer uso da
Transformada de Laplace, que € dada por:

£ ()} = F(s)= [exp(st) f (L. (21)

Com isso, a EDO é transformada em uma funcéo algébrica, que € mais simples
de resolver. ApGs resolver a equacdo algébrica, € feito uso da transformada inversa
para recuperar a funcdo de interesse, que € a solugdo da Equacdo Diferencial
(BOYCE; DIPRIMA, 2015).

A Figura 5 mostra o esquema para resolver uma EDO pela Transformada de
Laplace, onda a EDO ¢é transformada em uma equacdo algébrica, que,
conseguentemente, gera a solucdo da equacdo algébrica. Fazendo sua inversa,
obtém-se a solucdo da EDO. Note que, se o parametro de analise da EDO € o dominio
do tempo, pode-se obter a solucao algébrica no dominio da frequéncia, e, com a sua

funcao inversa, ter a solugdo no dominio do tempo, e vice-versa.
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Figura 5 — Esquema da Transformada de Laplace.

Equacao L Equacao
Diferencial ::> algébrica

Ordinaria
Solugéo da -1 Solugdo da
Equacédo <:| Equacao
Diferencial algébsica

Fonte: o autor (2024).
Para auxiliar na utilizacdo da Transformada de Laplace, tem-se acesso a uma

tabela das transformadas, que esta destacada na Tabela 1. Essa tabela € muito util,

principalmente, no processo de obtengao da transformada inversa de Laplace.

Tabela 1 — Transformadas de Laplace.

N[ Funcao /1) N | Funcao ot Condico
T u(t)=1 7 IR e 550

03 t2 2/s° 04 t" ny/s™* s>0

%] e aeh 1Y(s-a) %l e aeh 1(z-a) Re(z-a)>0
| cos(at) s/(s*+a’) ® | sin(at) a/(s*+a%) 5>0

* | e* cos(bt) s—a/[(s—a)ﬁbﬂ | e%sin(bt) b/[(s—a)%bﬂ s>a

"1 cosh(at) s/(s*-a%) | sinh(at) a/(s*-a’) 5>a

P tcosh(at) | s*-a?/(s*+a?)’ || tsinh(at) | 2as/(s*+a?)’ s>0

Fonte: o autor (2024).
Apesar de ndo ser um método usual no curso de Fisica Licenciatura, € um

método bastante usado na area de engenharias, além disso € um método
interessante, e simples de usar. Por isso, ele foi adotado na resolugéo da EDO. Além
disso, segundo Tonidandel e Araudjo (2012):

“A vantagem mais interessante desta transformacado e que as integracdes e
derivacfes tornam-se multiplicacdes e divisdes. Ela permite fazer a resolugéo
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de equacdes diferenciais em forma de equacfes polinomiais, que sdo muito
mais simples de resolver.”

2.4 Método de Euler-Cromer

Resolucdes numéricas de Equacgbes Diferenciais Ordinarias sdo muito Uteis,
visto que algumas EDOs ndo podem ser resolvidas analiticamente, e os métodos
numéricos ddo uma boa aproximacao da solugédo da EDO. Por isso, métodos niUmeros
podem ser considerados experimentos virtuais, devido ao grau de complexidade de
analise do modelo fisico estudado, que muitas vezes ¢é caracterizado por
experimentacédo fisica. Sendo assim, para este TCC, é usado o método de Euler-
Cromer, que é uma variacao do método de Euler para resolucdo numericamente de
EDOs, e pode € usado em EDOs que resultam em oscila¢cdes amortecidas (HENTZ;
BRUNNET, 2015).

O método de Euler-Cromer consiste em discretizar a EDO, como, por exemplo,
a segunda Lei de Newton define que a forca € igual a massa vezes a aceleragéo, ou

seja, em uma dimensao, por simplicidade, tem-se que

F=ma= md_"’x (22)
dt®
Discretizando a EDO da Equacéao (22), obtém-se que
dx
= 23
a @3)
e
dv
DN _a(t, x,v). 24
" a(t,x,v) (24)

Com isso, 0 método de Euler-Cromer é aplicado na seguinte discretizacéo
(HENTZ; BRUNNET, 2015):

Vo =V, +a(t,, X, v, ) At (25)

n!“n?

X, =X, +V At (26)
onde At € o passo temporal e t, = to+nAt € o tempo depois dos passos dados por n. O
método de Euler-Cromer permite que a energia total do sistema fisico durante o
calculo permaneca praticamente constante, diferentemente do método de Euler, onde

aumenta com a quantidade de passos temporais.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, serdo abordados os resultados obtidos através das simulacdes
computacionais feitas a partir do software de acesso livre, Octave, do experimento de
Hertz sobre ondas eletromagnéticas. Sendo assim, na Secédo 3.1, é destacada a
modelagem analitica do circuito RLC, na Secao 3.2, a modelagem numeérica, e, por
fim, na Secao 3.3, sdo analisados os resultados analiticos e numéricos em conjunto
com resultados experimentais desenvolvidos por (FACCIO; CLARICI; TAMBUCHI,
2006).

3.1 Modelagem analitica do circuito RLC

O circuito equivalente ao experimento de Hertz é representado na Figura 6.
Esse sistema consiste de uma fonte de alimentacao alternada (gerador de funcdes),
gerando sinais elétricos da ordem de Volts, conectada ao circuito primario, contendo
um resistor, um capacitor, e uma bobina primaria do autotransformador elevador de
tensdo com 220V. Pelo autotransformador, € gerado uma forga eletromotriz induzida,
da ordem de kV, na bobina secundaria, que, por sua vez, € conectada a uma antena
do tipo dipolo. Como previsto por Maxwell, cargas elétricas oscilando geram ondas
eletromagnéticas. Portanto, tal fendbmeno é gerado na antena, onde o sinal da onda
eletromagnética é detectado por outra antena conectada a um capacitor, um resistor

e um equipamento de medi¢ao elétrico, em um dado ponto P no espaco.

Figura 6 — Circuito equivalente ao experimento de Hertz.

Onda eletromagnética

| ~ Transtormadon S S WL
( (=4 // \ \ .‘\ ‘| ||
=" & \ P k]
Fonte de —- = 1\ SO | | | 1-.' |
alimentacao g : LKL AL LK , [ Ponto |
R P Linha de ’n :l distante |
; 7 ransmissao " iy o Y AN A

/
Ante /
Oscilador Antena do

l]])n (|l|n|](|
elétrico

Fonte: HALLIDAY; RESNICK; WALKER (2009, p.1).

Fazendo uma analise fisica do circuito oscilador, pela lei das malhas, tem-se

que
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V=V +V +V, (27)
onde
1 . di
- = = . 28
\Y Cq+R|+Ldt (28)

Escrevendo a Equacéo (28) em funcéo da carga q, tem-se

2
d_q+ Ld—? .
dt  dt

Agora, resolvendo a EDO da Equacgéo (29), por meio da Transformada de

1
V=20q+R 2
CQ+ (29)

Laplace, e utilizando o esquema exposto na Figura 6, obtém-se

Ve =2 oo+ Rz{‘;_f}+ Lé{zi?} (30)
ou
V{1 =é€{q}+R€{q'}+ Le{qry. (31)
Utilizando a Tabela 1 e as condig¢des iniciais, como sendo q(0) =0, q’(0) = 0,
tem-se
\%
Q(S):s(Lsz+Rs+]/C)' (32)

onde s é a frequéncia no modelo fisico proposto na Figura 6.

Voltando para o dominio do tempo, basta aplicar a transformada inversa de
Laplace na Equacado (32), como esperado na Equacdo (18). Por fim, o célculo
detalhado da Equacéo (32), e sua inversa, esta no Apéndice A.

3.2 Modelagem numérica do circuito RLC

Como abordado nos capitulos anteriores, foi utilizado o método de Euler-
Cromer para resolugdo da EDO expressa na Equacdo (28). Sendo assim,

primeiramente, isolando o termo de grau 2 na EDO, tem-se

CI"— I{ql q V' :33

Agora, discretizando a Equagéo (33), obtém-se

ik+1 = ik + akAt; (34)

Gsg = O+l sAL; (35)
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b =t +AL (36)
R. 1 V
a'k+1 = _t Ik+1 - E qk+1 + t : (37)

Note que foi utilizado a igualdade q’=i (derivada da carga em funcéo do tempo
igual a corrente elétrica), para facilitar na extracdo dos resultados, as equacoes (34-
37) sao, respectivamente, a discretizacdo da corrente elétrica, da carga elétrica, do
tempo e da EDO. Os cddigos dos programas analiticos e numeéricos estdo no
Apéndice B.

3.3 Resultados das modelagens computacionais

Em resumo, o experimento de geracdo de ondas eletromagnéticas por
(FACCIO; CLARICI; TAMBUCHI, 2006) faz uso de um autotransformador elevador de
tensdo (220V/6kV). Esse autotransformador alimenta um capacitor conectado a uma
antena, que possui resisténcia e indutancia, formando, assim, o circuito RLC. A
energia elétrica armazenada no capacitor alimenta a antena, onde é gerada a onda
eletromagnética, por meio da oscilacdo dos elétrons na antena. A Tabela 2 mostra os
parametros de entrada utilizados na simulacdo computacional, que séo obtidos no
préprio experimento. Por fim, fazendo uso dos dados da Tabela 2, a proposta da
simulacdo é comparar os resultados obtidos com o resultado do experimento realizado
por (FACCIO; CLARICI; TAMBUCHI, 2006).

Tabela 2 — Parametros de entrada da simulacéo.

V (tensao) 6 kV
f (frequéncia) 2,3 MHz
R (Resisténcia) 6,1 Q
C (Capacitancia) 1nF
L (Indutancia) 4,9 uH

Fonte: FACCIO; CLARICI; TAMBUCHI (2006, p.1).
Usando os dados dos parametros de entrada da Tabela 2, € possivel analisar

as curvas analitica e numéricas da carga e corrente elétrica do circuito RLC no
dominio do tempo, como mostra a Figura 7. Note que os comportamentos da oscilagcao
da carga elétrica nas modelagens analitica e numérica sédo equivalentes. Contudo, o

erro relativo da curva numérica com a curva analitica, usada para validar o resultado
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numerico é de 33,3%, para a carga elétrica. Ja para corrente elétrica, esse erro relativo

é de 8,3%, o0 que mostra maior confiabilidade.

Figura 7 — Comparagéo da solu¢éo da EDO analiticamente e numericamente.
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Fonte: o autor (2024).
A Figura 8 mostra os resultados experimentais dos campos elétrico, Figura 8a,

e magnético, Figura 8b, detectados por uma antena localizada a 2 m do gerador de
onda eletromagnética. Nos resultados experimentais apresentados, os decaimentos
dos campos sdo da ordem de 1/r2 e 1/r3, pelos ajustes de curvas, respectivamente.
Contudo, na abordagem tedrica, sdo esperados decaimentos da ordem de 1/r, como

mostram as Equacgdes (11-12).
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Figura 8 — Resultados experimentais dos campos elétrico e magnético da onda eletromagnética

propagada no espaco livre.
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(b)
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Fonte: FACCIO; CLARICI; TAMBUCHI (2006, p.1).
Usando os dados experimentais do circuito RLC proposto por (FACCIO;

CLARICI; TAMBUCHI, 2006), sédo analisados os resultados analiticos e numéricos, 0s
campos elétrico e magnético, assim como a intensidade da onda eletromagnética
propagada no espaco livre, como ilustra a Figura 9. Ainda nessa figura, € possivel
observar a concordancia entre os resultados numéricos e analiticos.

Contudo, analisando esses resultados com os resultados experimentais da
Figura 8, € possivel dizer que ambos tém 0 mesmo comportamento de decaimento.
Contudo, no experimento, isso acontece mais rapido. Além disso, os niveis de sinais
de campo elétrico e magnético estdo na mesma ordem de grandeza. Por fim, dada as
condicdes analitica e numérica, usando os parametros de entrada do experimento,
pode-se dizer que os resultados possuem o mesmo comportamento do experimento,
como esperado.

Sendo assim, as discrepancias geradas entres os resultados apresentados na
Figura 9 com os resultados da Figura 8 podem estar associados a outros fatores
experimentais, que demandaram mais perdas energéticas, onde nao sao previstos

nas modelagens computacionais.
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Figura 9 — Andlises analitica e numérica dos campos elétrico e magnético, além da intensidade da
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Fonte: o autor (2024).
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4 CONSIDERACOES FINAIS E PRETENSOES FUTURAS

Como visto anteriormente, as simulagbes analitica e numérica feitas do
experimento de Hertz se comportaram como 0 esperado com o0 resultado
experimental. Contudo, em termos de precisdo, as curvas analitica e numérica dos
campos elétrico e magneéticos, além da intensidade da onda eletromagnética, estéo
em boas aproximacdes, mas nao condizentes com os decaimentos de 1/r2 e 1/r3,
dadas pelas curvas de ajustes dos dados experimentais. Nesse caso, as simulacdes
estdo seguindo a previsao teorica, e, provavelmente, ha outros fatores no experimento
gue ndo sdo implementados nas simulacées, como justificativa dessa divergéncia na
preciséo entre os resultados.

Para pretensdes futuras, reproduzir o experimento de Hertz de maneira real,
otimizando as medicfes, assim como, refazer novas simulacfes, usando os métodos
apresentados neste TCC, com o0 objetivo de auxiliar alunos e professores de
componentes curriculares experimentais, diminuindo o risco de danos de

equipamentos, e otimizando estratégias de tentativa e erro.
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APENDICE A — SOLUCAO DA EDO PELA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Resolvendo pela Transformada de Laplace, tem-se que

1 dqg | d’q
=—g+R—+L—
q dt dt*’

dividindo por L, obtém-se
v.1 q+ Rdq d_q iq —Q'+Q"
L LC  Ldt dt* LC '

e, aplicando a Transformada de Laplace, observa-se que
V
Loty = efabe et efar)

Assim, tem-se

Y _ L q(s)+ Rs0(s)-a(0)] 7 [Q(s)-sa(0)-a'(0)].

Usando as condig¢des iniciais dadas por q(0) = 0, i(0) =0 e q’(0) =0, tem-se

v iq(s)+§sq(s)+52Q(s),

Ls LC

onde, colocando Q(s) em evidéncia, obtém-se

Por fim, isolando Q(s), tem-se a Equacéo (34), dada por:

V
s(Ls’ +Rs+1/C)

Q(s)=

Agora, fazendo um procedimento algébrico na parte direita da Equacéo (34),
tem-se

\ _a bs+c
s(Ls’+Rs+1/C) Ls LLC+R/Ls+s*’

onde
Vv ~a(s’+Rs/L+YLC)+Ls(bs+c)
sL(s?+Rs/L+YLC)  Ls(YLC+R/Ls+s?)

V =a(s*+Rs/L+1/LC)+Ls(bs+c).
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Agora, atribuindo valores convenientes para s, tém-se 0s seguintes pontos:

-s=0:
v=a(5):
LC
a=VLC;
-s=1
V=a(1+R/L+1/LC)+L(b+c) ..
_ L(b+c) |
~ C(R+L)’
-s=-1

V =a(1-R/L+}/LC)-L(-b+c)..
b=-2vC.

Por fim, para c, usando os valores de s = 1, tem-se
VC ( L— R)
C=——"7-—.
L
Agora, substituindo os valores de a, b e ¢ na Equacéao (34), e fazendo produtos
notaveis, e adicionando um deslocamento do produto notéavel, tem-se

Q(s)=ve| - 2s+R/L

5 (s+R/2L) +(UVIC -R/2L) |

Por fim, fazendo a transformada inversa de Laplace, e usando os dados da

Tabela 1, obtém-se as Equacéao (18) e (20), ou seja,

q(t)=¢"{Q(s)}=vce? {l 2s+R/L

S}_[ (s+R/2L) +(1/\/E—R/2L)2

q(t)=¢"{Q(s)} =, exp(-R/2L)cos('t),

a)':,/a)z —(R/ZL)2 :

onde



APENDICE B — CODIGO DE PROGRAMACAO REALIZADO EM OCTAVE

1 ##Gerador de Onda EM no circuito RLC##

2

3%clear;

4%clc;

5%format short;

6%A=[6.1, 1e-9, 4.9e-6, 100*pi, 5, 1le-2, 2.27e+6, 6000, 3e+8, 4e-7];
7%R=A(1,1); #Resisténcia da antena de transmisséo
8%C=A(1,2); #Capacitancia do capacitor que alimenta o cirtuito RLC
9%L=A(1,3); #Indutancia na antena de transmisséo
10%tmax=A(1,4); #tempo maximo

11%N=A(1,5); #numero de pontos

12%dt=A(1,6); #passo no tempo

13%f=A(1,7); #frequéncia do RLC

14%Vrms=A(1,8); #tensdo RMS do RLC
15%c=A(1,9); #velocidade da luz no vacuo
16%mr=A(1,10); #permeabilidade magnética

17

18 ##Modelagem analitica do circuito RLC##

19

20%w=1/sqrt(L*C);

21%w1=sqrt((w."2)-(R/2*L)."2);

22%Xc=1/w1*C;

23%T=2/w1l;

24%XI=w1*L;
25%Irms=Vrms/sqrt((R."2)+(XI-Xc).*2);
26%Th=atan((XI-Xc)/R);

27%\V=sqrt(2)*Vrms;

28%lI=sqrt(2)*Irms;

29%u=R/(2*L);

30%Q=C*V*1e+8;

31%s=2*sqrt(L/C); #Condicao subcritica (pequeno amortecimento) (R<s)
32%q=zeros(100,1);

33%Il1=zeros(100,1);

34%t=0.5:100;

35

36%V1(t)=V*exp(-(u*10.M-7)*t).*sin(wl*t);#tensdo em funcdo do tempo do RLC

34

37%I1(t)=-1*exp(-(u*10.~-7)*t).*sin((wl*t)-Th);#corrente em fungéo do tempo do RLC

38%q(t)=Q*exp(-(u*10.M-7)*t).*sin(wl*t);

39

40%I111=max(I1);

41%I11rms=I11/sqrt(2);

42

43%Prms=Vrms*I11rms; #poténcia da onda EM gerada no RLC em RMS
44%d=0.5:10;

45%Y=sqrt(mr*c*Prms);

46%Y1=sqrt((mr*Prms)/c);
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47%Erms=zeros(10,1);

48%Hrms=zeros(10,1);

49%S=zeros(10,1);

50%Erms(d)=Y./(2*d); #campo elétrico propagado no espaco livre
51%Brms(d)=Y1./(2*d);

52%Hrms(d)=Brms(d)/mr; #campo magnético propagado no espaco livre
53%S=((Erms(d)).2)/(mr*c); #intensidade da onda EM

54

55 ##Modelagem numérica do circuito RLC##

56

57%n=(R/L)*1e-7,

58%m=1/(C*L)*1e-15;

59%G=floor((100-0.5)/dt)+1; #nUmero de pontos
60%I2=zeros(G,1);

61%ql=zeros(G,1);

62%a=zeros(G,1);

63%tl1=zeros(G,1);

64%0q1(1)=C*V; 12(1)=I; t1(1)=0.5;

65

66 ## Euler-Cromer (RK de Ordem 2)##

67

68%for k=1:G;

69%t1(k)=k*dt;

70%t1(k+1)=t1(k)+dt;
71%0q1(k+1)=12(k)*(dt-((n*dt.~2)/2))+gq1(K)*(1-((m*dt).*2)/2);
72%I2(k+1)=12(k)*(1+(n-m)*((dt.~2)/2)-n*dt)+q1(K)*(((n*m*dt.~2)/2)-dt*m."2);
73%endfor

74

75%I22=max(12);

76%I122rms=122/sqrt(2);

77

78%figure 1

79%plot(t,q,t1,q1)

80

81%figure 2

82%plot(t,11,t1,12)

83

84%save q.txt q

85%save tl.txt t1

86%save gl.txt g1

87%save I1.txt 11

88%save 12.txt 12

89

90%P1rms=Vrms*I122rms; #poténcia da onda EM gerada no RLC em RMS
91%d=0.5:10;

92%Y1=sqrt(mr*c*P1rms);

93%Y11=sqrt((mr*P1rms)/c);

94%Ermsl=zeros(10,1);

95%Hrmsl1=zeros(10,1);

96%S1=zeros(10,1);



97%Erms1(d)=Y1./(2*d); #campo elétrico propagado no espaco livre
98%Brms1(d)=Y11./(2*d);

99%Hrms1(d)=Brms1(d)/mr; #campo magnético propagado no espaco livre
100%S1=((Erms1(d)).~2)/(mr*c); #intensidade da onda EM

101

102%figure 3

103%plot(d,Erms,d,Erms1)

104

105%figure 4

106%plot(d,Hrms,d,Hrms1)

107

108%figure 5

109%plot(d,S,d,S1)

110

111%save S.txt S

112%save S1.txt S1

113%save Erms.txt Erms

114%save Ermsl.txt Ermsl

115%save Hrms.txt Hrms

116%save Hrms1.txt Hrms1



