VIRTUS IMPAVIDA
v Yy

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE EDUCACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO MATEMATICA E
TECNOLOGICA
CURSO DE DOUTORADO

LEONARDO BERNARDO DE MORAIS

GRANDEZAS E MEDIDAS NO ENSINO FUNDAMENTAL BRASILEIRO

Recife
2022



LEONARDO BERNARDO DE MORAIS

GRANDEZAS E MEDIDAS NO ENSINO FUNDAMENTAL BRASILEIRO

Tese apresentada ao Programa de Po6s-Graduagdo em
Educa¢do Matematica e Tecnologica—- EDUMATEC, da
Universidade Federal de Pernambuco, como requisito
parcial para obtengao do titulo de Doutor em Educacdo
Matematica e Tecnologica.

Area de Concentracao: Ensino de Ciéncias e

Matematica

Orientadora: Prof®. Dr*. Paula Moreira Baltar Bellemain

Coorientador: Prof°. Dr. Paulo Figueiredo Lima

Recife
2022



Catalogacdo na fonte
Bibliotecario Bruno Marcio Gouveia, CRB-4/1788

MS828g

Morais, Leonardo Bernardo

Grandezas e medidas no ensino fundamental brasileiro / Leonardo
Bernardo Morais. —2023.
185 f.

Orientagdo de: Paula Moreira Baltar Bellemain.
Coorientagdo de: Paulo Figueiredo Lima.

Tese (doutorado) - Universidade Federal de Pernambuco, Centro de
Educagdo.  Programa de Poés-graduacdo em Educagdo Matematica e
Tecnologica, Recife, 2023.

Inclui Referéncias e anexos.

1. Matematica (Ensino fundamental). 2. Didatica. 3. Ecologia. I.

Bellemain, Paula Moreira Baltar (Orientagdo). II. Lima, Paulo Figueiredo
(coorientagdo) III. Titulo.

370 (23. ed.) UFPE (CE2023-101)




LEONARDO BERNARDO DE MORAIS

GRANDEZAS E MEDIDAS NO ENSINO FUNDAMENTAL
BRASILEIRO

Tese apresentada ao Programa de Pds-Graduacdo em
Educagao Matematica e Tecnologica— EDUMATEC, da
Universidade Federal de Pernambuco, como requisito
parcial para obtencao do titulo de Doutor em Educacao
Matematica e Tecnologica.

Aprovada em: 13/06/2022

BANCA EXAMINADORA

Profé. Dr2, Paula Moreira Baltar Bellemain (Orientadora e Presidente da Banca)

Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Paulo Figueiredo Lima (Coorientador)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof*. Dr". Rosinalda Aurora de Melo Teles (Examinadora interna)

Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Marcelo Camara dos Santos (Examinador interno)

Universidade Federal de Pernambuco

Prof*. Dr". Lucia de Fatima Durdo Ferreira (Examinadora externa)

Colégio de Aplicacdo da Universidade Federal de Pernambuco

Prof®. Dr". Marilena Bittar (Examinadora externa)

Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

Prof. Dr. Luiz Marcio Santos Farias (Examinador externo)

Universidade Federal da Bahia



A minha esposa, Luciana, e ao meu filho Théo.



AGRADECIMENTOS

A Deus, por me encorajar, do inicio ao fim, na realizagao deste estudo.

Aos meus pais, responsaveis pelo incentivo incessante, pelo exemplo de

pessoas éticas e pelo amor dedicado em todos os momentos.

A minha esposa Luciana, que durante todo esse periodo esteve comigo nessa
empreitada, bloqueando, de alguma maneira, as interferéncias externas para que eu pudesse

me dedicar integralmente a pesquisa.

Ao meu filho Théo, por compartilhar do seu tempo, cedendo-me o precisava para

realizar esta pesquisa.

Aos meus irmaos Wellington, Michele, Maria e Jaqueline pela for¢a e incentivo.

Aos meus orientadores, Paula Baltar e Paulo Figueiredo, por acreditarem em mim, por
dedicarem um pouco do precioso tempo de suas vidas, sempre muito ocupadas, apoiando-me

em cada etapa e proporcionando a oportunidade e o suporte de que eu precisava para seguir.

A professora Rosinalda, pelas inestiméveis contribui¢cdes nesta pesquisa, pelos
ensinamentos proporcionados ao longo da minha trajetéria académica e por sua

disponibilidade e prontidao em colaborar, sempre da melhor maneira possivel.

A Lucia Durao, pelas valiosas contribui¢des nas bancas de Qualificacdo e de Defesa,

pela sua disponibilidade e pelo suporte em todas as etapas da minha vida profissional.

A Marcelo Camara, por contribuir na constru¢ao desta pesquisa desde as aulas de
Semindrios até 0 momento da defesa, e também por suas contribui¢des na minha formacao

inicial enquanto professor.

A Marilena Bittar, por seus ensinamentos nos diversos momentos de minha formagao e

por suas inestimaveis contribui¢des nas bancas de Qualificacdo e de Defesa.



A Luiz Marcio, pelas ricas contribui¢des nas bancas de Qualificagdo e de Defesa,

colocadas, a0 mesmo tempo, de maneira clara, precisa e suave.

A Franklin Pacheco, Alan Ferreira, Andreza Santana e Jailson Cavalcante, pelos

momentos de estudos compartilhados.

Aos técnicos administrativos do EDUMATEC pelas orientagdes e atencao dispensada.

Ao Instituto Federal do Sertdo Pernambucano, por assegurar minha inteira dedicagdo a

pesquisa.



A ciéncia pode ser encarada sob dois aspectos diferentes. Ou se olha
para ela tal como vem exposta nos livros de ensino, como coisa criada,
e 0 aspecto ¢ de um todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam
em ordem, sem contradigdes. Ou se procura acompanha-la no seu
desenvolvimento progressivo, assistir @ maneira como foi sendo
elaborada, e o aspecto ¢ totalmente diferente — descobrem-se hesitagdes,
davidas, contradigdes, que s6 um longo trabalho de reflexdo e
apuramento consegue eliminar, para que logo surjam outras hesitagdes,
outras duvidas, outras contradicdes (CARACA, 1951, p. III).



RESUMO

Esta pesquisa investigou a relacdo entre a grandeza e sua medida na Matematica do ensino
fundamental brasileiro e visou compreender as razdes que levaram a énfase na medida em
detrimento da grandeza. A fundamentacao estd ancorada no modelo didatico-matematico para
o conceito de area (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989), em aportes da Teoria dos Campos
Conceituais (TCC) (VERGNAUD, 1990) e em construtos da Teoria Antropoldgica do Didatico
(TAD) (CHEVALLARD, 1991). A mesma esta organizada em trés estudos. No primeiro,
problematizou-se a relacdo entre grandeza e medida na educacdo basica, a luz da TCC. No
segundo, fez-se uma andlise ecologica de grandeza na matematica do ensino fundamental
brasileiro e no terceiro, analisou-se do ponto de vista epistemologico o conceito de grandeza no
saber sabio. Com a TCC e a luz do modelo didatico-matematico, constatou-se, tanto em
pesquisas mais recentes, como em outras realizadas ha mais de uma década, que estudantes de
diferentes paises e de diferentes etapas de escolarizagdo apresentam dificuldades em distinguir
a grandeza de sua medida e, no caso de comprimento, de area e de volume, persiste a ndo
dissociacdo entre a grandeza e o objeto geométrico. Sob o arcabougo da TAD, constatou-se a
prevaléncia da medida nos documentos curriculares nacionais (RCNEI, PCN, BNCC) e em uma
cole¢do de livros didaticos. A andlise epistemologica revelou que o conceito de grandeza esteve
filiado inicialmente as praticas sociais e a ideia de fenomeno associado a objetos e, mais tarde,
a uma estrutura matematica, com realce para a medida. Com isso, a €nfase nos aspectos
numéricos e algébricos no ensino do dominio das grandezas e medidas enquanto saber a ser
ensinado na matematica do ensino fundamental brasileiro esta relacionada a fatores tais como:
evolucdo do conceito de grandeza enquanto saber sédbio ao longo da histéria da matematica,
usos sociais das grandezas e medidas e ecologia das grandezas e medidas nas demais etapas da

educacgao basica.

Palavras-chave: ecologia; grandeza; medida; modelo epistemologico de referéncia.



ABSTRACT

This research investigated the relationship between magnitude and its measure in brazilian
elementary school mathematics and aimed to understand the reasons that led to the emphasis
on measure to the detriment of magnitude. The theoretical basis is anchored in the didactic-
mathematical model for the concept of area (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989), in
contributions from the Conceptual Field Theory (CFT) (VERGNAUD, 1990) and in constructs
from the Anthropological Theory of the Didactic (ATD) (CHEVALLARD, 1991). It is a
theoretical research organized into three studies. In the first one, the relationship between
magnitude and measure in basic education was problematized, based on CFT. In the second, an
ecological analysis of magnitude in brazilian school mathematics was carried out and in the
third, the concept of magnitude in so called savoir savant (ATD) was analyzed from an
epistemological point of view. With the ATD and based on the didactic-mathematical model, it
was found, both in more recent researches, as in others carried out since a decade ago, that
students from different countries and different stages of schooling have difficulties in
dissociating the magnitude of its measurement and, in the case of length, area and volume, do
not dissociate between the magnitude and the geometric object persists. Under the ATD
framework, the prevalence of the measure was found in national curriculum documents
(RCNEI, PCN, BNCC, PCN+) and in a collection of textbooks. The epistemological analysis
revealed that the concept of magnitude was initially linked to number, social practices and the
idea of phenomenon associated with objects, and later to a mathematical structure, with
highlighting for measure. Thus, the emphasis on numerical and algebraic aspects in teaching
the domain of quantities and measures as knowledge to be taught in mathematics in Brazilian
elementary school is related to factors such as: evolution of the concept of magnitude as wise
knowledge throughout the history of mathematics, the social uses of magnitudes and measures

and the ecology of magnitudes and measures in the other stages of basic education.

Key-words: ecology. magnitude; measure; epistemological reference model.
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa problematizou o ensino e a aprendizagem de grandezas e medidas na
matematica do ensino fundamental brasileiro, considerando para isso suas articulagdes com
outros saberes da matematica, com outras disciplinas, com atividades cotidianas, com praticas
profissionais € com o saber sabio. Os conceitos de grandeza e de medida assumem multiplos
usos e essa diversidade traz implicagdes nos processos de ensino e de aprendizagem, o que nos
levou a investigar a relagdo que se estabelece entre esses conceitos na etapa de ensino
mencionada acima.

A escolha por investigar grandezas e medidas decorreu de um interesse anterior, sobre
o qual se confundem vivéncias académicas e profissionais. Minha experiéncia com esse campo
se deu, de inicio, nos semestres finais da graduagdo, concomitantemente com minha inser¢ao
no grupo de pesquisa Pré-grandezas: Ensino-aprendizagem das grandezas e medidas* e, mais
sistematicamente, durante o curso de Mestrado.

Inicialmente, dediquei-me ao estudo das grandezas geométricas, particularmente a
grandeza volume, quando investigamos (MORAIS; BELLEMALIN, 2010) a abordagem desse
conceito em livros didaticos voltados para os anos finais do ensino fundamental. Nesse estudo,
observamos evidéncias nitidas da énfase em procedimentos numérico-algébricos, bem como o
uso injustificado da férmula. Neste caso, justificava-se a validade da formula para medidas
naturais, mas a passagem para as medidas racionais fraciondrias era feita abruptamente sem
nenhum alerta de que essa extensao ¢ matematicamente valida.

Posteriormente, continuei a estudar a grandeza volume e a analisar livros didaticos,
temas sobre os quais dissertei (MORALIS, 2013), agora no ambito do ensino médio, que assumia
nos documentos curriculares (BRASIL, 2002) da época, uma perspectiva diferente da que
ocorria na etapa escolar anterior. Nos anos finais do ensino fundamental, nos Parametros
Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) ¢ destinado um campo préprio as grandezas, o que nao
acontece no ensino médio (BRASIL, 2002). Com a publicacdo da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) se manteve uma unidade tematica denominada grandezas e medidas, mas
no ensino médio, esses saberes estdo organizados em torno de competéncias e habilidades, sem

a existéncia de um lugar especifico.

! Grupo de pesquisa que se debruga, desde os anos 2000, sobre questdes relativas ao ensino e a aprendizagem de
grandezas.
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Em se tratando da organizac¢ao curricular para o ensino fundamental nos PCN (BRASIL,
1998), o conceito de volume esté inserido no bloco grandezas e medidas, enquanto no ensino
médio (BRASIL, 2002), no eixo geometria e medidas. Logo, a inexisténcia no ensino médio de
um lugar dedicado as grandezas nos levou a refletir sobre a abordagem desses conceitos nessa
etapa de ensino.

Em ambos os estudos acima mencionados, apoiamo-nos na Teoria dos Campos
Conceituais (TCC) (VERGNAUD, 1991), buscando evidenciar se as atividades presentes nas
obras didaticas analisadas possibilitavam compreender volume como uma grandeza. Para tanto,
consideramos como unidades de andlise, relativas a grandeza volume, as propriedades
matematicas, as representagdes simbolicas, as articulagdes com outros saberes e o0s
conhecimentos necessarios e passiveis de serem mobilizados pelos estudantes para dominar os
problemas propostos.

Sob a dtica desse aporte teoérico, analisei (MORAIS, 2013) sete cole¢des de livros
didaticos brasileiros aprovadas no Programa Nacional do Livro Didatico para o ensino médio -
PNLD (BRASIL, 2011), em que constatei que o tratamento de volume recaia
predominantemente em formulas e nimeros e quase nunca na grandeza, ou seja, focava-se, em
ultima instancia, na obtencao de uma medida (nimero), sem problematizar, por exemplo, que
volume € uma grandeza especifica e que tem estreita relagdo com outras grandezas como massa
e densidade. Essa constatacdo decorreu da énfase em problemas de calculo de volume, da
presenca reiterada nos titulos das se¢des dos termos “calculo de volume”, “calculando o
volume” e “determinando o volume”, além da abordagem frequente de medidas (nimeros)
irracionais e de representagdes simbolicas em conflito com contextos sociais, como no excerto

seguinte.

Figura 1 - Exemplo de representagdo de um s6lido em contraste com o cotidiano
Um reservatério tem a forma de um hemisfério (figu-
ra a seguir). Qual é o volume méximo de liquido que
cabe nesse reservatorio, em litros?

Fonte: Morais (2013, p. 93)
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A representagdo simbolica estd em desacordo com situagdes cotidianas, pois ndo sio
usuais modelos concretos de recipientes com esse formato e nessa posicao. Por se tratar de uma
semiesfera, consequentemente o numero 7 sera utilizado. Porém, a atividade ndo explora, por
exemplo, as nocdes de medida aproximada e margem de erro na medicao, o que retiraria a
énfase da formula e do calculo.

A nido explicitagcdo dessas questdes, bem como a énfase em procedimentos algébrico-
numéricos contribuem para o amalgama da grandeza volume com o sélido, com a medida
(nimero) e até mesmo com as formulas. Ao longo da minha investiga¢do observei também uma
concentragdo sistematica desse conceito na segunda metade do livro na maioria das colegdes, o
que, de certo modo, pode provocar o abandono ou um tempo curto de dedicagao ao estudo desse
conteido em sala de aula. J4 nessa ocasido, emergiu minha inquietacdo pela excessiva
valorizagdo, nos livros didaticos, de atividades que exploravam essencialmente procedimentos
numérico-algébricos, ou seja, aqueles envolvendo apenas célculos com formulas e nimeros,
quando se deveria atribuir a grandeza um lugar mais nitido, sendo ela propulsora do
desenvolvimento matematico (D’ALEMBERT et al., 1784).

Por outro lado, em se tratando da minha atuacdo profissional como professor de
matematica do ensino médio, ao abordar, por exemplo, a relacdo entre os volumes de dois
blocos retangulares semelhantes, os estudantes afirmavam que o volume de um deles ¢ o
volume do outro multiplicado pela razdo de semelhanga, desconsiderando, portanto, a

trilinearidade da grandeza.

Figura 2 - Exemplo de s6lidos semelhantes

V(Sz) = 2°%xV(Sq)
Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
Também observei, em sala de aula, que a grandeza ¢ frequentemente confundida com o

objeto geométrico, o que leva os estudantes a acreditarem que objetos diferentes ndo podem ter

mesmo volume, ou ainda, que volume ¢ a medida resultante da aplicagdo de uma formula. A
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primeira observagao sugere que esses estudantes ndo compreendem claramente volume como
uma grandeza trilinear, em que o volume desse solido depende do comprimento de trés arestas
que concorrem em um mesmo vértice, para o caso do bloco retangular. Essa dificuldade esta
relacionada aos problemas investigados por Vergnaud et al., (1983a), que tratam do conceito de
homotetia e que remetem a trilinearidade do volume. Na segunda observacdo, em que 0s
estudantes confundem o volume com o so6lido, reside o fato de que, por exemplo a grandeza
volume nao se distigue do solido e por isso ela ¢ compreendida como tal. Por ultimo, volume ¢
considerado como um nimero e toda a caracterizacdo da grandeza se reduz a operagdes
algébrico-numéricas. Nesse sentido, ndo ¢ incomum serem observados procedimentos de
estudantes em que uma grandeza é representada tdo somente pela medida, omitindo-se a
unidade. Dessa maneira, por exemplo, ¢ comum os estudantes efetuarem os calculos utilizando
apenas as medidas e acrescentarem a unidade ao final. Nesse caso, em particular, ¢ possivel
também que ndo se trate de uma omissao casual, mas uma revelagdo de como o sujeito conceitua
grandeza.

A omissdo ou abandono da unidade de medida para representar uma grandeza pode
ainda ter razdes outras, pois hd modelos matematicos que legitimam a operacionalizacio
algébrica de grandezas, como adicionar dois comprimentos, multiplicar comprimentos ou
comprimento por area, multiplicar velocidade por duragdo de intervalo de tempo, entre outras
(WHITNEY, 1968a; WHITNEY, 1968b; FREUDENTHAL, 1983; ROUCHE, 1992;
CHEVALLARD; BOSCH, 2002; BELLEMAIN; LIMA, 2002). De outro modo, ¢ legitimo,
nesse contexto, adicionar dois comprimentos, assim como multiplicar os comprimentos de
lados adjacentes de um retangulo. A primeira operacao resulta em um comprimento, enquanto
a segunda, em uma area. Portanto, ndo ¢ necessario realizar essas operagdes somente sobre as
medidas, abandonando-se as unidades, ainda que eventualmente estas possam ser inseridas ao
final.

Outro aspecto que contribuiu para minha incursao no campo das grandezas foi sua forte
relagdo com o meio social. Atividades frequentes, como medi¢cdo da temperatura corporal,
preparo de receitas culindrias, estimativa da duracdo de intervalo de tempo de uma viagem,
preparacdo da dosagem de um medicamento e compras em feiras livres revelam os diferentes
usos sociais de saberes desse campo. Algumas dessas atividades remetem a diferentes
sociedades e culturas, nas quais o conhecimento empirico motivou o desenvolvimento de
conhecimentos cientificos.

Com vistas a formacdo do sujeito como um agente critico-reflexivo, os conceitos do

campo das grandezas e medidas possibilitam compreender fendmenos que nos cercam
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constantemente no ambiente familiar, nos meios de comunicagdo e no trabalho. Por exemplo,
afirmag¢des como “em duas horas choveu 40 mm” ¢ “Em maio de 2022 o desmatamento na
Amazonia Legal foi de 1 476 mil quilometros quadrados?” sdo recorrentes e a incompreensio
dos conceitos comprimento, area ¢ volume limita uma interpretagdo apropriada dessas
informacgdes.

O indice pluviométrico, por exemplo, ¢ um comprimento, que decorre da razao entre
outras duas grandezas, volume e area, respectivamente, usualmente expresso em milimetros.
Do ponto de vista conceitual, representar esse indice por meio da grandeza comprimento
permite comparar diferentes volumes de chuvas, considerando as areas de incidéncia dessas
chuvas. Além das grandezas geométricas mencionadas, esse indice considera também a
grandeza duracdo de intervalo de tempo. Em se tratando de grandes extensdes territoriais, como
no exemplo acima, costuma-se utilizar a 4rea de um campo de futebol, que mede 0,0108 km?,
como unidade de medida de area. Nesse caso, a 4 area de desmatamento acima mencionada
corresponde a area de aproximadamente 137 campos de futebol. Assim, essas duas situagdes
evidenciam a relevancia das grandezas e indicam por que € necessario a existéncia de um campo
proprio de estudo, o que permite ao estudante compreender e se posicionar criticamente ao se
deparar com informacdes desse tipo.

Diante da relevancia dos conceitos envolvendo grandezas e medidas para a formagao do
individuo, as discussodes sobre esse tema na educacgao basica se fortaleceram nas ultimas duas
décadas no Brasil e em outros paises. Pesquisas cientificas (HART; BOOTH, 1984; BALTAR,
1996; BARBOSA, 2002; BELLEMAIN; LIMA, 2002; OLIVEIRA 2002; BARROS, 2002;
BRITO, 2003; TELES, 2007; ANWANDTER-CUELLAR, 2008; FERREIRA, 2010;
KOSPENTARIS; SPYROU; LAPPAS, 2011; FIGUEIREDO, 2013; MORAIS, 2013;
FREITAS, 2015; entre muitos outros) ¢ documentos de orientagdo curricular nacionais e de
Pernambuco, por exemplo, (BRASIL, 1997; 1998; 2000; 2002; 2002b; 2017; 2018;
PERNAMBUCO, 2012) destacam a sua importancia sociocultural e cientifica. Além disso, a
emergéncia do grupo de pesquisa Pro-grandezas: ensino-aprendizagem das grandezas e
medidas, bem como de eventos cientificos especificos sobre a temadtica, fortaleceram a
discussao sobre o ensino e a aprendizagem em torno desse ramo de estudo.

Institucionalmente, o ensino brasileiro reconhece a importancia das grandezas e
medidas, uma vez que sua abordagem esta presente nos documentos curriculares que permeiam

a educacdo basica (BRASIL, 1998; 2002b; 2017; 2018) e que lhe ¢ concedido, em alguns desses

2 Fonte: https://imazon.org.br/publicacoes/sistema-de-alerta-de-desmatamento-sad-maio-de-2022/.

Acesso em 28 dez 2022.
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documentos, um dominio préprio denominado grandezas e medidas. Essa institucionaliza¢ao
foi um marco importante, pois atribuiu as grandezas um status antes reservado apenas a outros
dominios da matematica, como numeros e geometria. Com isso, paulatinamente as grandezas e
suas medidas foram adquirindo o seu lugar em pesquisas, nos livros didaticos e em sala de aula.

A emergéncia desse dominio provocou alguns avangos no processo de ensino, de modo
que as grandezas, por vezes, ja aparecem, por exemplo em livros didaticos, como um atributo
de um objeto ou de fendomenos passiveis de serem distinguidos e quantificados. Além disso,
atividades dedicadas apenas a conversdao de unidades ou ao uso de féormulas e procedimentos
puramente numéricos vém perdendo énfase (SILVA, 2011; SANTOS, 2019). Nos livros
didaticos, contudo, ainda existe um excesso de atividades do tipo medir grandezas
(comprimento, area, volume, duracdo de intervalo de tempo, entre outras), o que revela a
persisténcia no aspecto numérico.

Em se tratando do ensino médio, o trabalho com grandezas no ambito das aulas de
matematica se volta para as grandezas geométricas comprimento, area e volume, situadas,
segundo os PCN (BRASIL, 2002b), no eixo geometria e medidas. Por consequéncia, de certa
maneira, isso faz com que o numero, a forma e os procedimentos algébricos sejam evidenciados
em detrimento do atributo grandeza, conforme se verificou em boa parte das cole¢des de livros
didaticos presentes no PNLD 2012 (MORAIS, 2013; FREITAS, 2015). Desde entdo,
aconteceram os PNLD de 2018 e 2021 e, dessa maneira, ¢ possivel que essas abordagens
tenham sofrido modificagdes, o que leva a necessidade de novas analises.

No ambito das grandezas e medidas se situam diversos conceitos (comprimento, area,
volume, massa, densidade, velocidade, temperatura, peso, capacidade, aceleragdo, duragdao de
intervalo de tempo, forga, trabalho, energia, entre muitos outros), que possibilitam fazer inter-
relacdes com outros dominios da matematica, a saber, nimeros, geometria e algebra, bem como
outras disciplinas como fisica, quimica, geografia e historia. Numeros e grandezas tém uma
estreita relacdo. Com efeito, a criagdo dos numeros racionais e irracionais decorreu de
problemas envolvendo medicao de grandezas.

Segundo Caraga (1951), a existéncia da medida foi colocada sob dois pontos de vista: o
pratico e o tedrico. No primeiro caso, afirma ele, ¢ sempre possivel exprimir uma medida, que
esta associada a precisao limitada dos instrumentos de divisao da unidade e de medida. Portanto,
tem-se ainda medi¢des concretas, cujo dominio numérico € o conjunto dos nimeros racionais
positivos.

Do ponto de vista tedrico, surge um caso embaragoso, que consistiu na impossibilidade

de expressar com um numero racional a medida do comprimento da hipotenusa de um triangulo
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retangulo isdésceles, tomando o comprimento de um dos catetos como unidade. Neste caso,
dizemos que a hipotenusa ¢ incomensuravel com o cateto. A solucdo desse problema se deu
com a criacdo de um novo dominio numérico, a saber, o conjunto dos nimeros irracionais, que
representam uma medida tedrica, em contraposi¢ao as medig¢des praticas, ou seja, aquelas que
resultam, necessariamente em um numero racional. Assim, uma medida teérica pode ser
racional ou irracional e, portanto, ¢ o conjunto dos niimeros reais que vai permitir efetuar
qualquer medigao tedrica. Em resumo, grandeza esta no cerne do surgimento e ampliagdo dos
conjuntos numéricos € por isso ¢ uma fonte de ligagdo entre esses diferentes ramos da
Matematica.

A articulagdo entre Matematica e Fisica pode ser observada na relagdo existente entre
as grandezas volume e densidade e no uso que se faz da grandeza duragao de intervalo de tempo
em ambas as disciplinas. Esta ultima, inclusive, permite ainda relacionar Matematica e Historia,
por meio de construgdes de linhas temporais no desenvolvimento da humanidade e, em
particular, no da Matematica nas diferentes épocas e culturas. Em suma, vé-se o quio relevante
¢ o papel das grandezas no ensino e na aprendizagem ndo apenas da matematica, mas das
ciéncias da natureza e das ciéncias humanas.

Nao menos importante ¢ a imbricagdo entre os dominios grandezas e medidas e o da
geometria, propiciada pelo estudo das grandezas comprimento, area, volume e abertura de
angulo. Estas, denominadas grandezas geométricas, ocupam um lugar de destaque no ensino
brasileiro, estendendo-se dos anos iniciais até o ensino superior, notadamente, nessa Ultima
etapa, em cursos voltados para as ciéncias exatas e correlatas. Além disso, esses conceitos tém
um dominio de validade para além das atividades cotidianas, com aplicacdes em meios técnicos
e cientificos. Agricultura e engenharia, por exemplo, dois dos mais importantes setores
econdmicos demandam rotineiramente conhecimentos das referidas grandezas.

Considerando, portanto, a abrangéncia e a relevancia do conceito de grandeza, bem
como indicios de seu abandono em favor da medida, optamos por investigar esse fendmeno,
em razao de observarmos evidéncias da énfase no numérico na abordagem de determinadas
grandezas, e ao agrupa-las, constatamos que essa énfase acontece no dominio das grandezas e
medidas. Para nos, trata-se de um fendmeno ainda ndo investigado no sentido que aqui
percorremos, ao menos por trés razdes. Primeiro, os estudos ja realizados sobre grandezas
focaram, em ultima andlise, uma grandeza em particular, como comprimento (BARBOSA,
2002; 2007; BRITO, 2003), area (TELES, 2007; KOSPENTARIS; SPYROU; LAPPAS, 2011;
ARAUIJO, 2018) ou volume (VERGNAUD et al., 1983; BARROS, 2002; OLIVEIRA, 2007;
ANWANDTER-CUELLAR, 2008; FIGUEIREDO, 2013; MORAIS, 2013; FREITAS, 2015),
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ou mais de uma grandeza (HART; BOOTH, 1984; BARROS, 2006; FERREIRA, 2010; SILVA,
2011), mas sem sair do ambito de uma grandeza, ou seja, nao se perdeu de vista o olhar sobre
cada grandeza investigada. Neste estudo focamos o conceito de grandeza em sentido mais
amplo, cujo olhar se volta, em ultimo plano, para um conjunto de grandezas e ndo apenas para
uma dada grandeza especifica.

Segundo, apesar de existirem indicios robustos de que ha uma énfase no numérico, ndo
encontramos estudos que explicitem as razdes por que isso acontece, mesmo diante de
indicacgdes de relevo, de que esse destaque na medida provoca consequéncias prejudiciais para
aprendizagem do conceito de grandeza na escola. Na verdade, em sentido contrario, deparamo-
nos, de maneira recorrente, com documentos curriculares e colegdes de livros didaticos que
reforcam esse fendmeno.

Por fim, buscaremos explicar a énfase no numero como um fendmeno presente na
matematica do ensino fundamental brasileiro e acreditamos que para entendé-lo e explica-lo,
faz-se necessario tomar distincia do nivel de ensino considerado, bem como buscar as
interrelacdes entre esse nivel e as demais etapas da educagao basica, assim como com as praticas
sociais, com a historia da matematica, com a matemadtica académica contemporanea, com a
educacdo matematica e com a matematica dos anos iniciais, dos anos finais e de ensino médio
da educacdo basica. Além disso, tendo em vista as consequéncias prejudiciais, buscaremos
evidenciar alternativas possiveis para supera-las.

Conforme ja mencionado, esta investigacdo estd vinculada ao grupo de pesquisa Pro-
Grandezas, que hd mais de vinte anos desenvolve pesquisas e extensdo envolvendo o ensino e
a aprendizagem de grandezas e suas medidas, notadamente as geométricas. Nesse percurso,
adotou-se um modelo didatico-matematico (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989) que
legitimou a conceituacdo de drea como uma grandeza, que consiste em distinguir trés quadros:
o numérico, o geométrico e o das grandezas. A palavra quadro, segundo Douady (1986, pp. 10-
11 tradugdo nossa): “deve ser entendida no sentido usual que tem quando falamos de um quadro
algébrico, um quadro aritmético, um quadro geométrico, mas também um quadro qualitativo

ou um quadro algoritmico”. Ela, entdo, define quadro:

Digamos que um quadro € feito dos objetos de um ramo da matematica, as relagGes
entre 0s objetos, suas possivelmente varias formulagdes e as imagens mentais
associadas a esses objetos e essas relacGes. Essas imagens desempenham um papel
essencial no funcionamento como ferramenta dos objetos do quadro. Dois quadros
podem incluir os mesmos objetos e diferir pelas imagens mentais e pela problemética
desenvolvida. Por outro lado, a familiaridade, a experiéncia podem levar a conflitos
entre 0 que se espera e 0 que realmente acontece e, consequentemente, renovar as
imagens ou fazé-las evoluir. Vemos a nogéo de quadro como uma nogao dindmica. A
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mudanca de quadros é uma forma de obter diferentes formulacGes de um problema
que, sem necessariamente serem inteiramente equivalentes, permitem um novo acesso
as dificuldades encontradas e a implementacéo de ferramentas e técnicas que ndo eram
necessarias na primeira formulagdo (DOUADY, 1986, pp. 10 -11 traducéo nossa).

Para o caso das grandezas geométricas, ha, portanto, trés quadros, que possuem, cada
um, seus objetos, relacdes e imagens mentais associadas a esses objetos. O quadro numérico,
envolve as medidas, que resultam do processo de medicao, sendo, portanto, o conjunto dos
numeros reais ndo negativos. O quadro geométrico contempla os objetos geométricos, entre
eles, segmentos de reta, superficies planas e solidos geométricos. Por ultimo, no quadro das
grandezas, t€ém-se, entre outras, as classes de equivaléncia de superficies de mesma area, ou
seja, a particdo do conjunto de superficies em subconjuntos que satisfazem a relagao ter mesma
area.

Ao considerar area como grandeza, Douady e Perrin-Glorian (1989) evidenciaram a
distin¢do da grandeza em relagdo a medida e a superficie, que de outro modo, pode ser expressa
como superficies diferentes podem ter mesma area e que a medida se estabelece em fungao da
unidade escolhida, podendo mudar, mas preservando a area. Por exemplo, um tridngulo cujos
comprimentos do lado e da altura relativa a esse lado medem, respectivamente, 9 cm e 8 cm,
tem a mesma area de um quadrado, cujo comprimento do lado mede 6 cm. Além disso, a area
desse quadrado tem medida 36, se a unidade escolhida for o cm?, e medida 0,0036, se a unidade
escolhida for o m?. Portanto, medidas diferentes (36 # 0,0036) para uma mesma area

(36 cm? = 0,0036m?).

Figura 3 - Superficies diferentes de mesma area

8 cm
6 cm

9 cm 6 cm
Area=36 cm? Area =36 cm?=0,0036 m?

Fonte: Elaboradas pelo autor (2022)

Ao conceber esse modelo, as pesquisadoras ja apontavam que a énfase no numérico

provocava distor¢des na aprendizagem do conceito de area e que por isso era necessario
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compreender area e sua medida (nimero), assim como area e a superficie como nog¢des distintas.
Inspiradas em Douady e Perrin-Glorian (1989), desenvolveram-se varias pesquisas (BALTAR,
1996; TELES, 2007, FERREIRA, 2010) que ndo apenas ratificaram o modelo por elas
elaborado, como também o ampliaram para as grandezas comprimento (BRITO, 2003;
BARBOSA, 2002; 2007) e volume (BARROS, 2002; OLIVEIRA, 2002; ANWANDTER-
CUELLAR, 2008; FIGUEIREDO, 2013), o que permitiu inferir que o fendmeno da énfase no
numero era transversal a grandeza area. Desse modo, assumimos como modelo teorico, o
construto proposto por Douady e Perrin-Glorian (1989) e seus desdobramentos, os quais serdo
retomados e aprofundados nos capitulos seguintes.

Para além do modelo matematico-didatico acima mencionado, recorremos a Teoria dos
Campos Conceituais para analisar e compreender os conceitos em torno das grandezas
geométricas. Se por um lado o mencionado modelo organizou o ensino de area enquanto
grandeza, por outro, a TCC permitiu questionar quais situagoes, invariantes operatorios e
representagoes simbolicas dao sentido a esse conceito. Portanto, recorremos a esse referencial
tedrico, que para nos serviu como um motor de ampliacdo (FERREIRA, 2018) do modelo
proposto por Douady e Perrin-Glorian (1989).

Ancoramo-nos também nos pressupostos da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD)
(CHEVALLARD, 1991), desenvolvida sob a direcdo de Yves Chevallard, que, entre outras
coisas, situa o saber considerando suas multiplas inser¢oes e usos nos diferentes espacos
(CHEVALLARD, 1997), a exemplo da escola e de outras praticas sociais, dos curriculos, entre
outros, ou seja, tem em vista o “ambiente” no qual ele se apresenta. Além disso, esse marco
tedrico coloca as atividades matematicas no ambito das atividades humanas, possibilitando ao
pesquisador modela-las em termos de tarefas a desempenhar, das técnicas que resolvem essas
tarefas, das tecnologias que explicam as técnicas e das teorias que legitimam essas tecnologias.
Portanto, ao considerarmos o fendmeno da énfase no numérico observado no ensino basico
brasileiro, a referida teoria traz subsidios para problematizarmos esse fendmeno no ensino
fundamental, sem perder de vista as influéncias internas e externas que recaem sobre essa etapa
de ensino.

A interface entre teorias ndo ¢ uma novidade na pesquisa em Educacdo Matematica, em
particular na didatica francesa, segundo Michele Artigue, em sua apresentagdo no VIII
Simpdsio Internacional de Pesquisa em Educagao Matematica (SIPEM). Para ela, com quem
concordamos, ao abordar interfaces entre teorias, faz-se necessario pensar sobre essas ligagdes
sem distorcé-las e ir além de uma perspectiva de sistemas articulados de conceitos,

considerando o proposito e as funcionalidades de cada marco teorico. Nao se trata, portanto, de
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comparar teorias, mas utilizar, cada uma, para interpretar os fenomenos observados sob
diferentes perspectivas, mas que se complementam.

Nesse sentido, deparamo-nos com as pesquisas de Anwandter-Cuellar (2008) e Ferreira
(2018), que além de buscarem interfaces entre TCC e TAD, tiveram como objetos do saber, as
grandezas volume e 4rea, respectivamente. A primeira utilizou a TCC para identificar e
classificar um conjunto de situa¢des que dao sentido ao conceito de volume, como também para
classificar e descrever os procedimentos matematicos dos alunos por meio do estudo dos
teoremas-em ag¢do € conceitos-em-a¢do utilizados por eles em situagdes de resolucao de
problemas. No caso da TAD, ela a utilizou como uma ferramenta para analisar
matematicamente os problemas propostos aos alunos e realizar analises a priori e a posteriori,
em complementacdo a cognitiva no ambito da TCC.

Em se tratando de Ferreira (2018), ela utilizou a TCC para investigar “o modo como os
alunos lidam com as situagdes que dao sentido a area e ao perimetro” (p. 72), e no caso da TAD,
“o modo como as institui¢cdes lidam com esse objeto”.

Em nossa pesquisa, adotamos os referidos marcos teoricos considerando as perspectivas
de interface postas por Michele Artigue e considerando as confluéncias das pesquisas de
Anwandter-Cuellar (2008) e Ferreira (2018), que, em nosso entender, t€m em comum, por um
lado, a organizacdo do conceito de area em torno de um campo conceitual e, por outro, as
diferentes praticas desenvolvidas em torno de uma grandeza geométrica.

Portanto, em resumo, partimos do modelo didatico-matematico, que foi ampliando sob
uma perspectiva didatico-cognitiva, cujo saber em evidéncia foi inserido em uma realidade
institucional.

Douady e Perrin-Glorian (1989) focaram no conceito de area, e que a ampliagdo para
comprimento (BARBOSA, 2002; BRITO, 2003) e volume (ANWANDTER-CUEELAR, 2008;
FIGUEIREDO, 2013) se mostrou pertinente. Portanto, consideraremos a adaptacao do referido
modelo incluindo as grandezas geométricas comprimento, volume e abertura de angulo, ditas,
juntamente com area, grandezas geométricas. Sobre abertura de angulo, ndo encontramos
estudos nessa perspectiva, levando-nos a considerar apenas as demais grandezas geométricas.

Ao estudar comprimento, area, volume e abertura de angulo, inevitavelmente os entes
geométricos linhas simples abertas e fechadas, linhas ndo simples, semirretas, circulos,
circunferéncias, regides poligonais e soélidos sdo explorados, pois a eles se associam essas
grandezas. Comprimento pode ser associado a linhas simples abertas e fechadas, abertura de
angulo a angulos, area a superficies e volume a s6lidos. Logo, por um lado, tem-se as grandezas

€ por outro, os objetos geométricos. Somam-se a isso 0s objetos manipulaveis, que embora
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tenham natureza distinta dos anteriores, podem ser modelados matematicamente pelos entes
geométricos e que recebem uma atencao destacada nos anos iniciais de escolarizagdo, em razao
de suas propriedades fisicas. E o caso, por exemplo, de palitos, caixas, recipientes, entre outros.
No entanto, como veremos adiante, o conceito de grandeza nao ¢ trivial, o que conduz a uma
analise minuciosa capaz de trazer respostas para as seguintes questdes:

— O que ¢ grandeza?

— O que ¢ medida?

— Que relagdes existem entre grandeza e medida?

— Por que se ensina grandeza nos anos finais do ensino fundamental? O que se ensina?

Como se ensina? O que ndo se ensina? Por qué?

Para compreender a relacdo entre a grandeza e sua medida, entendemos ser necessario
compreender o conceito da primeira e como ela se estrutura em termos de modelos matematicos
e didaticos.

Para isso, estruturamos esta tese em cinco capitulos. O primeiro corresponde a
introducao, com a construgdo da problematica e da apresentacdo dos elementos principais que
serdo aprofundados ao longo da pesquisa.

No segundo capitulo anunciamos um modelo didatico-matemadtico para o conceito de
area, adotado como referéncia para analisar o ensino e a aprendizagem desse saber e, a luz da
Teoria dos Campos Conceituais, problematizamos a relagdo entre grandeza e medida na
educagdo basica. Nele, também evidenciamos a énfase das grandezas em detrimento do nimero,
bem como explicitamos efeitos negativos dessa énfase.

No capitulo trés apresentamos os pressupostos tedricos da Teoria Antropologica do
Didatico sobre os quais nos apoiamos, para analisar o saber grandeza no ambito da matematica
do ensino fundamental. Optamos por fazer um resgate historico, ainda que breve, dos elementos
de base da Teoria Antropolédgica do Didatico (TAD), tendo em vista que nosso objetivo €
também compreender o processo de transposi¢ao das grandezas no seu decurso historico para,
com isso, compreendé-la no ambito do ensino fundamental brasileiro. Assim, entendemos que
nao se pode, ao mesmo tempo, perder de vista a génese dessa teoria, bem como as nogoes que
a colocam no ambito antropologico.

No capitulo 4 realizamos uma andlise sistematica de grandeza, sob a otica da TAD, nos
documentos curriculares nacionais ¢ em uma colecdo de livros didaticos, considerando

diferentes etapas da educagdo basica.
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No capitulo 5 analisamos o saber grandeza sob uma perspectiva epistemologica e
didatica. Nessa incursdo, elencamos questdes que explicam a complexidade do conceito de
grandeza e também anunciamos um modelo epistemologico de referéncia por meio do qual se
pode questionar a abordagem desse saber na matematica do ensino fundamental.

Por fim, apresentamos as considera¢des finais, com a retomada dos objetivos, dos

achados principais, da anunciagdo da tese e finalizamos com indicac¢des de pesquisas futuras.
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2 PROBLEMATIZANDO O ENSINO E A APRENDIZAGEM DAS GRANDEZAS E MEDIDAS

Neste capitulo, confirmamos a hipdtese de que existe uma énfase no numérico, no
ensino das grandezas geométricas e que essa tendéncia perdura ha décadas. Também indicamos
algumas consequéncias dessa €nfase. Para isso, apoiamo-nos em estudos que investigaram
questdes acerca da aprendizagem e/ou do ensino de grandezas geométricas desde os anos 1980,
tanto no Brasil como em outros paises (HART; BOOTH, 1984; MOREIRA-BALTAR;
COMITI, 1994; BALTAR, 1996; BELLEMAIN; LIMA, 2002; BARROS 2002; BARROS,
2006; OLIVEIRA, 2007; TELES, 2007, FERREIRA, 2010; KOSPENTARIS; SPYROU;
LAPPAS, 2011; SILVA, 2011; FIGUEIREDO, 2013; MORAIS, 2013; ARAUJO, 2018;
BALTAR, 2021), muitos dos quais ddo continuidade as investigagdes desenvolvidas por Régine
Douady e Marie-Jeanne Perrin-Glorian a partir da década de 1980.

Também buscamos lancar luz sobre aspectos cognitivos e didaticos em torno das
grandezas - notadamente as geométricas - ¢ das medidas, para melhor compreender tanto
maneiras de organizagdo do ensino de conceitos desse dominio como origens de dificuldades e
erros manifestados por estudantes.

Nesse sentido, organizamos este capitulo em cinco topicos. No primeiro, apresentamos
o modelo didatico-matematico desenvolvido por Douady e Perrin-Glorian (1989), que
estabelece a perspectiva de grandeza que adotamos. O topico 2 traz alguns construtos da Teoria
dos Campos Conceituais (TCC), com base na qual foi realizada uma primeira ampliagdo do
referido modelo, com foco em aspectos cognitivos relativos as grandezas geométricas
comprimento, area € volume. O terceiro topico ¢ dedicado ao estudo de um conjunto amplo e
diverso de pesquisas que se debrugaram sobre grandezas, especialmente as geométricas, cuja
leitura foi realizada sob a otica da TCC, ainda que algumas delas ndo tenham adotado esse
marco tedrico. Nesse topico, combinado com os dois anteriores, evidenciamos a énfase no
numérico e suas consequéncias. O topico 4 discute pesquisas sobre a abordagem de
comprimento, area e volume em livros didaticos, sobretudo os brasileiros. Por fim, no topico 5,

explicitamos a questdo de pesquisa que buscamos responder nesta tese.

2.1 ESBOCANDO UM MODELO DIDATICO-MATEMATICO EM TORNO DA AREA DE
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SUPERFICIES PLANAS

Na década de 1980, Régine Douady e Marie-Jeanne Perrin-Glorian se debrugaram sobre
o ensino e a aprendizagem de area de figuras geométricas planas e publicaram alguns estudos
em que defenderam a abordagem desse conceito como grandeza. Entre eles, encontra-se o artigo

% (tradugdo

intitulado “Um processo de aprendizagem do conceito de area de superficie plana
nossa), publicado na revista Educational Studies in Mathematics em 1989, no qual
apresentaram um modelo didatico-matematico, em que defendem a abordagem da grandeza
area, distinguindo a area tanto da superficie como do nimero que expressa sua medida numa
determinada unidade.

As autoras elaboraram e aplicaram sequéncias didaticas com estudantes franceses com

idades entre 09 e 12 anos, buscando validar as seguintes hipoteses:

- desenvolver o conceito de area como grandeza ajuda os alunos a estabelecerem
relagdes entre os quadros geométrico e numerico.

- uma identificagdo precoce entre grandezas e ndmeros conduz os alunos a fazerem
confus@es entre comprimento e area (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989, p. 387,
traduc&o nossa)”.

Segundo as pesquisadoras, algumas dificuldades eram frequentemente observadas entre

alunos dos anos iniciais ao resolverem problemas sobre a area. Entre elas, destacamos:

- a superficie unitaria sendo uma superficie com certa forma faz com que a
possibilidade de medida de uma superficie dependa de S ser efetivamente ladrilhavel
com elementos daquela forma. Assim, os alunos encontram dificuldade para
representar a area de um tridngulo em cm? dada a impossibilidade de cobri-lo com um
namero finito de quadrados.

- aarea é ligada a superficie e ndo se dissocia de outras caracteristicas dessa superficie
(...) (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989, p. 394 traducéo nossa)®.

Logo, para alguns alunos duas superficies de mesma area tém necessariamente 0 mesmo
perimetro, e se o perimetro de uma superficie se altera, sua area também se modifica (e

reciprocamente). As autoras observaram ainda a extensao de certas formulas para casos em que

3 Un processus d'apprentissage du concept d'aire de surface plane.

4 - developing the concept of area as a magnitude helps the pupils to establish relations between the geometrical
and the numerical setting; - early identification between magnitudes and numbers induces confusion between
length and area.

5 La surface unité étant une surface avec une certaine forme, la mesure d'une surface S est tributaire de la possibilité
de paver effectivement S avec cette forme. Ainsi des éléves rencontrent des difficultés pour exprimer l'aire d'un
triangle en cm? puisqu'on ne peut pas le paver avec des carrés. L'aire est attachée a la surface et ne se dissocie pas
d'autres caractéristiques de cette surface (...).



31

elas ndo sdo validas, como multiplicar os comprimentos dos lados de um tridangulo ou
multiplicar os comprimentos de lados adjacentes de um paralelogramo para obter a area dessas
figuras (em analogia a0 modo de calcular a area de um retangulo). Esses erros, para elas,
parecem ser originarios do ensino de area considerando apenas dois aspectos: a superficie ¢ a
medida.

Do mesmo modo, na resolucdo de problemas envolvendo area de superficies planas, os
alunos mobilizam, por vezes, o que as autoras chamam de concepcao forma ou uma concepgao
nimero e, em alguns casos, ambas as concep¢des, mas dissociadas uma da outra, sem
interrelacionar superficie e numero.

Uma concepgdo forma pode levar os alunos a compreenderem que para diminuir a area
de uma superficie plana ¢ preciso reduzi-la mantendo sua forma (o que traz como consequéncia
que o perimetro também fica menor). Ja4 a mobilizacdo de uma concepg¢dao numérica leva a
considerar relevantes somente 0s aspectos necessarios para o calculo, o que ocasiona, por
exemplo, a extensdo indevida da validade das formulas anteriormente mencionada.

Douady e Perrin-Glorian (1989) argumentam que os problemas de area devem invocar
essencialmente as relagdes entre os aspectos geométricos e numéricos € defendem que esse
conceito € um “elemento de ligacdo entre as superficies e os nameros”. (Ibid., p. 395).

Nesse sentido, assumir esses pressupostos implica, segundo elas, em

- liberar a area da forma e estabelecer a diferenca entre area e superficie: duas
superficies de formas diferentes podem ter &reas iguais.

- distinguir a area do niumero controlando a correspondéncia superficies — numeros:
a uma mesma superficie podem corresponder nimeros diferentes segundo a unidade
escolhida, mas a area ndo muda (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989, p. 394
tradugdo nossa).

Portanto, 0 modelo didatico para conceituar area como grandeza, por elas estabelecido,
perpassa pela distingdo de trés quadros: o das superficies, o das grandezas e o dos ntimeros. Sob
essa perspectiva, area ndo ¢ a superficie, uma vez que superficies distintas podem ter areas
iguais. Tampouco area ¢ um numero, pois a mudanc¢a da unidade provoca uma mudanga na

medida da area, embora a area seja invariante.
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Figura 4 - Quadros associados a grandeza area

quadro da grandeza
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Um dos objetivos de aprendizagem das sequéncias didaticas implementadas pelas
autoras foi associar um numero ao maximo de superficies possiveis, para com isso efetuar
comparagdes e calculos. Porém, as pesquisadoras consideravam que, antes disso, era necessario
que os alunos distinguissem area de superficie, assim como area de nimero, o que se apoia na
hipotese de que o desenvolvimento da area como grandeza favorece o estabelecimento das
relagdes entre os quadros geométrico e numeérico.

Outro objetivo era distinguir comprimento € area, antes mesmo de ter meios para medir
a area, pois “(...) uma identificagdo precoce entre grandezas e nimeros favorece o amalgama
entre as diferentes grandezas em jogo (no caso area e comprimento)”. (DOUADY; PERRIN-
GLORIAN, pp. 387-388).

Assumindo essas hipdteses, as pesquisadoras conceberam e experimentaram uma
engenharia didatica com criangas de idades de 09 e 10 anos e de 11 e 12 anos das classes CM 1
e CM2, equivalentes no Brasil, aos 4° e 5° anos, respectivamente. Além das produ¢des dos
alunos em sala, foram coletados dados também por meio de testes escritos e entrevistas.

As sessoes se encadearam, no CM 1, com experimentos envolvendo comparagao de area,
independéncia entre perimetro e area e ladrilhamento de superficies. Na classe de CM2,
seguiram-se os mesmos experimentos da CM1 com o acréscimo de outras sessdes dedicadas ao
trabalho com medidas.

Os resultados mostraram, durante a implementacao das sequéncias didaticas, indicios
da mobilizacao da concepcao forma, bem como do amalgama perimetro - area. A concepgao
forma foi observada por exemplo, em uma atividade que requeria a modificagdo de uma
superficie para obter outra com area menor e perimetro maior do que aqueles da superficie dada.

Neste caso, alguns estudantes ficaram presos a forma, conforme figura seguinte:
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Figura 5 - Modificagdo de uma superficie mantendo a forma.

:-If-:i-v-»g.

LA
Fonte: Douady e Perrin-Glorian (1989, p. 407).

Por exemplo, o aluno que recebeu um triangulo desenhou essa mesma figura no interior
da original, buscando obter drea menor, mas ao perceber que o perimetro também diminuiu, ele
desenhou mais um tridngulo, o que mostra seu aprisionamento a forma.

Nas atividades que envolveram medidas, as autoras relataram que,

Os alunos ndo encontram dificuldade para associar nimeros diferentes a mesma
superficie, 0s quais expressam resultados de ladrilhamento com unidades diferentes
ou de medidas obtidas indiretamente. O recurso aos nUmeros para comparar as
superficies e a necessidade de utilizar a mesma unidade para medir as superficies a
comparar ndo causaram problemas. As Unicas dificuldades foram relativas aos
nimeros quando se tratavam de ndmeros fracionarios (DOUADY; PERRIN-
GLORIAN, 1989, p. 409, traducio nossa)®.

De um modo geral, segundo as pesquisadoras, a medi¢ao da area de superficies, bem
como a comparagdo por meio de medidas ndo se mostraram problematicas. Porém, esse

desempenho ndo se manteve quando os nimeros estiveram ausentes.

® Traduzido do original em francés: Les él&ves n'ont pas recontré de difficulté pour associer des nombres différents
a la méme surface, que ce soit pour exprimer le résultat de pavages avec des unités différentes ou des mesures
obtenues indirectement. Le recours aux nombres pour comparer des surfaces et la nécessité d'utiliser une méme
unité pour mesurer les surfaces a comparer n'ont posé de probléme pour personne. Les seules difficultés étalent
sur les nombres dans le cas ou ils étaient fractionnaires.
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Além disso, apesar de a engenharia didatica ser ancorada em hipoteses que
confrontavam a compreensdao da grandeza area como uma superficie ou um numero, ficou
evidente para as pesquisadoras que os alunos recorriam a medidas, mesmo quando isso nao era
necessario, inclusive apos a vivéncia das sequéncias didaticas.

E o caso, por exemplo, dos procedimentos de resolugdo apresentados ao longo das
entrevistas apds a experimentacdo da sequéncia didatica, em que foi apresentada para alguns
estudantes uma atividade de comparagao de area, fornecida em papel branco, conforme a figura

a seguir:

Figura 6 - Comparacdo de areas de figuras planas.

Eyay

53 Sy
Fonte: Douady e Perrin-Glorian (1989, p. 404)

Nessa atividade, ndo foram fornecidas medidas e era possivel comparar as areas das
superficies por meio da sobreposicao das figuras ou da decomposi¢do e recomposi¢do, sem
perda nem sobreposi¢do. Entretanto, alguns alunos remeteram a comparagdo das areas a uma
comparagdo de niimeros, utilizando ladrilhamentos e fazendo uso dos comprimentos dos lados
para produzir férmulas erroneas no caso do tridngulo e do paralelogramo. Portanto, a
necessidade de remeter aos numeros era latente, sobretudo para os estudantes que ja conheciam
a formula do célculo da area do retangulo.

Retomando os objetivos desse estudo, que consistiram em desenvolver a nocao de area
como grandeza e construir uma fun¢ao matematica que associasse numeros a superficies, de
modo a fazer sentido para os alunos, as pesquisadoras constataram que “o jogo entre os quadros
geométrico e numérico faz avangar o conhecimento dos alunos sobre a no¢ao de area, sobre a

medida, sobre os nimeros.” (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, p. 398, traducio nossa)’. Ao

7 Le jeu entre les cadres géométrique et numérique fait avancer la connaissance des éléves sur la notion d'aire, sur
la mesure, sur les nombres.
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mesmo tempo, elas observaram também que “uma consequéncia da aprendizagem ¢ o
distanciamento da relagdo da concepcdo area ligada a forma”. (Ibid., p. 418)8. Portanto, em
resumo, o modelo didatico por elas proposto consiste em distinguir area da superficie, assim
como area do nimero.

Em suas conclusdes, as autoras destacaram também os aspectos: papel branco, papel
quadriculado. Enquanto o papel quadriculado induz a mobilizagdo de uma concepg¢ao de area a
partir da quantidade de quadrados que constitui uma superficie, o papel branco favorece a
mobilizacao de outra concepgao, que independe dos nimeros. Por exemplo, no primeiro caso,
duas superficies representadas em papel quadriculado t€ém mesma area se sdo constituidas pelo
mesmo numero de quadradinhos. No segundo, a comparacao de area pode ser feita utilizando
sobreposi¢do, corte e colagem. Esse jogo de quadros, que consiste em mostrar que duas
superficies que tém mesma area no papel branco o tém também no quadriculado, permite
estender o significado “ter mesma area”.

A relagdo estatico-dinamico foi outro importante aspecto observado, em que a interagao
dos pontos de vista estatico e dindmico ¢ necessaria tanto para compreender area como

grandeza, quanto para dissocia-la de perimetro. Nesse sentido, segundo elas,

Surgiu ao longo das entrevistas, ao final das sequéncias realizadas, que os alunos
levaram em conta nas suas decisdes os efeitos de deformagdes continuas sobre as
superficies que eles manipulam, sobretudo nos casos onde as superficies sdo usuais.
Assim, certos alunos olham um paralelogramo como um retdngulo deformado, para
eles os comprimentos dos lados ndo variam na transformacao, e a drea também nédo —
tanto no caso de uma articulagdo em torno dos vértices (comprimento dos lados
conservados) ou do deslizamento de um lado sobre sua reta suporte (&rea conservada)
(DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989, p. 416)°.

O excerto acima esta ilustrado nas figuras 7 e 8:

8 une des consequences de l'apprentissage est la prise de distance par rapport a la conception de l'aire liée a la
forme.

% 11 est apparu au cours des entretiens, at la fin des séquences réalisées, que les éléves prennent en compte dans
leurs décisions les effets de déformations, en fait continues, sur les surfaces qu'ils manipulent, surtout dans le cas
de surfaces usuelles. Ainsi, certains éléves voient un parallélogramme comme un rectangle déformé, pour eux les
longueurs des cotés ne varient pas dans la transformation, et I'aire non plus- qu'il s'agisse d'une articulation autour
des sommets (longueurs des ctés conserves) ou du glissement d'un coté sur son support (aire conservée).
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Figura 8 - Deslisamento de um lado sobre sua

Figura 7 - Articulagdo em torno dos reta suporte
vértices
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Fonte: Elaboradas pelo autor (2022)

Essa relacdo estatico - dindmico amplia o quadro geométrico ao colocar diferentes
pontos de vista sobre as superficies, em que a primeira privilegia o aspecto descritivo, enquanto
a segunda, os efeitos de acdes sobre elas. Com isso, segundo as autoras, tem-se um novo tipo
de objeto, uma familia de superficies, que ao permitir fazer novas perguntas, contribui para que
os estudantes rejeitem concepgoes erroneas. Por exemplo, com o aspecto dindmico, é possivel,
questionar como varia a area ao transformar um retdngulo em um paralelogramo, inclinando
cada vez mais dois de seus lados paralelos e conservando a dire¢ao dos outros dois.

Essa dialética estatico-dindmico ndo foi inicialmente prevista pelas pesquisadoras, o que
as levou a estabelecer uma nova hipétese: “no quadro geométrico, uma interacao entre os pontos
de vista estatico e dindmico € necessaria na conceitualizagdo da grandeza area e na sua
dissociagao do comprimento”. (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, p. 417).

O referido modelo inspirou outros estudos, o que ndo apenas ratificou a pertinéncia de
considerar area como grandeza a partir do jogo de quadros (DOUADY, 1986), como também
ampliou seus alcances, observando erros e dificuldades no ensino e na aprendizagem e
propondo novos aportes tedricos para conceituar area (DOUADY, 1990; MOREIRA-BALTAR;
COMITI, 1993; BALTAR, 1996; MOREIRA BALTAR, 1996b; KOSPENTARIS; FERREIRA,
2010; SPYROU; LAPPAS, 2011). Além destes, outras pesquisas adotaram o modelo proposto
por Douady e Perrin-Glorian (1989) para conceituar comprimento e volume, utilizando-o como
modelo tedrico para organizar o ensino e a aprendizagem dessas grandezas.

Nesse sentido, elencamos um conjunto de pesquisas que se debrucaram sobre as
grandezas geométricas, cujas leituras por nos realizadas foram feitas sob a otica do referido
modelo didatico. Uma leitura preliminar desses estudos indicou que boa parte deles foi
realizado sob a otica da Teoria dos Campos Conceituais, o que nos fez adotar alguns

pressupostos dessa teoria, que serdo discutidos no topico seguinte.
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2.2 TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS E SEUS APORTES PARA A DIDATICA DAS
GRANDEZAS GEOMETRICAS E SUAS MEDIDAS

Ao longo da minha trajetoria académica e profissional, esse marco tedrico tem norteado
meus olhares sobre os fendmenos didaticos manifestados em sala de aula. Com ele, pude, ao
mesmo tempo, enxergar e atribuir sentido as acdes dos sujeitos ao lidar com conceitos
matematicos.

Ainda que meu objeto de pesquisa tenha me conduzido a adotar como marco tedrico
central a Teoria Antropologica do Didatico, parece-me que a sistematizacdo dos achados de
pesquisas anteriores a partir do olhar da Teoria dos Campos Conceituais permite encontrar
respostas a meus questionamentos, que, de outra maneira, poderiam permanecer as sombras.
Tratam-se de olhares sobre fendmenos didaticos relativos as grandezas geométricas ja relatados
na literatura. Sobre essas pesquisas, busquei problematizar o ensino e a aprendizagem das
grandezas e medidas na educacdo basica.

Conforme ja mencionado, a TCC me permitiu observar questdes que enriqueceram o
modelo didatico-matematico acima descrito (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989),
sobretudo aqueles manifestados pelos estudantes ao lidarem com problemas envolvendo
grandezas. Nesse sentido, em consonancia com Ferreira (2018, p. 80), a TCC funciona em nosso
estudo como uma “espécie de motor” para alimentar e ampliar o referido modelo didatico-

matematico.

2. 2.1 Teoria dos Campos Conceituais

A mencionada teoria foi desenvolvida sob a dire¢do de Gérard Vergnaud (1982, 1990,
1991, 2009), caracterizando-se, segundo ele, como “uma teoria cognitivista que visa fornecer
um quadro coerente e alguns principios de base para o estudo do desenvolvimento e da
aprendizagem de competéncias complexas, nomeadamente daquelas que se revelam das
ciéncias e das técnicas”. (VERGNAUD, 1991, p. 155). Nao se trata de uma teoria exclusiva da
Matematica, mas a ela se filiou por se desenvolver no ambito dessa ciéncia, na busca de
compreender, dentre outros fendmenos, os processos de conceitualizagdo das estruturas aditivas
e multiplicativas. Segundo Vergnaud (1991), sua finalidade primeira era compreender as
filiagdes e rupturas entre conhecimentos, os quais, para ele, sdo entendidos como “tanto o saber

fazer como os saberes expressos”. (Ibid., p. 155).
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Na Teoria dos Campos Conceituais, os conceitos sdo entendidos para além das suas
definigdes e ganham sentido para o sujeito mediante o enfrentamento de situacdes e de

problemas a resolver.

2.2.1.1 Esquemas

Esquema ¢ um dos conceitos centrais nesse marco teorico, pois € por meio dele que os
sujeitos revelam seus conhecimentos, ao enfrentar uma dada situag@o ou um problema. Segundo
Vergnaud (1991), esquema ¢ definido como “a organizacdo invariante da conduta para uma
dada classe de situagdes”. (Ibid., p. 157). Entre os componentes dos esquemas estdo os
invariantes operatorios, classificados como conceitos-em-agao e teoremas-em-acao. Trata-se
dos conhecimentos-em-agdo, ou seja, os conhecimentos mobilizados pelo sujeito ao enfrentar
situacdes, mesmo que ndo sejam necessariamente capazes de explicita-los. Os conceitos-em-
acdo sdo apenas considerados pertinentes ou nao na acao do sujeito, enquanto os teoremas-em-
acdo podem ser verdadeiros ou falsos, pois se tratam de uma sentenga ou proposi¢ao em um
dado contexto.

Para ilustrar, tomemos uma situacdo na qual se busca saber o que acontece com a area
de um retangulo quando os comprimentos de seus lados sdo duplicados. Para concluir que a
area do novo retangulo € quatro vezes a do retdngulo original, mobilizam-se conceitos-em-agao
como semelhanga e fun¢do bilinear e o teorema-em-agao - verdadeiro, na geometria euclidiana
- segundo o qual, se a razdo de semelhanca entre duas figuras ¢ r, a razao entre suas areas ¢ r>.
Como se sabe, ¢ muito frequente entre alunos da educagdo basica considerar que em uma
ampliagdo, se os comprimentos dos lados de uma figura sdo duplicados, a 4rea da nova figura
¢ duas vezes a area da figura original. Nesse caso, inferimos que os alunos estdo mobilizando
um teorema-em-acao falso, segundo o qual, se a razdo de semelhanca entre duas figuras € r, a
razao entre suas areas também ¢€ r.

Nao menos importantes, sdo as representagdes simbolicas, as quais Vergnaud (2009)
atribui relevancia no processo de conceitualizagdo e as coloca como um meio possivel para
analisar e descrever operagdes mentais de pensamento. No ambito da Teoria dos Campos
Conceituais, situagdes, invariantes operatorios e representacdes simbolicas sdo indissociaveis e
sdo a chave para o desenvolvimento dos conceitos, embora enquanto ferramenta de andlise, a
TCC permita momentaneamente focar em determinado aspecto como por exemplo, os

teoremas-em-agao.
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2.2.1.2 Campo conceitual

Um campo conceitual, para Vergnaud (2009),

E a0 mesmo tempo um conjunto de situacdes e um conjunto de conceitos interligados.
Com isso, quero dizer que o significado de um conceito ndo vem de apenas uma
situacdo, mas de uma variedade de situacdes e que, reciprocamente, uma situagao nao
pode ser analisada com um Gnico conceito, mas sim com varios conceitos, formando
sistemas (VERGNAUD, 2009, p. 86).

Para Vergnaud (1982), um campo conceitual ¢ um organizador do conhecimento, cujo
dominio demanda acimulo de experiéncia. Trata-se, segundo ele, de “um conjunto informal e
heterogéneo de problemas, situagdes, conceitos, relacdes, estruturas, contetidos e operagdes de
pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente, entrelacados durante o processo de
aquisi¢ao” (VERGNAUD, 2009, p. 40). O campo conceitual das grandezas ¢ medidas envolve,
por exemplo, os conceitos de grandeza, de numero, de figuras geométricas, de
proporcionalidade, de espago vetorial, assim como situa¢des de medi¢dao, de comparagao, de
producdo e de estimativas de grandezas. Conforme dito acima, trata-se de uma teoria
cognitivista, por meio da qual se investiga, entre outros fendmenos, como os estudantes
aprendem matemadtica e, portanto, investiga o desenvolvimento cognitivo dos mesmos,
particularmente criangas e adolescentes. Por essa razdo, a esséncia desse construto € a
conceitualizagao.

Apoiando-se no modelo didatico-matematico proposto por Douady e Perrin-Glorian
(1989) e na teoria dos campos conceituais, Baltar (1996) elaborou uma tipologia de situagdes
buscando dar sentido ao ensino e a aprendizagem do conceito de area, a saber, situacdo de
medida, situacdo de comparagdo e situacdo de produgdo. De acordo com a pesquisadora, as
situagoes de medida de area evidenciam o quadro numérico, como também a transi¢ao da
grandeza para o niumero por meio da escolha de uma unidade de medida. Ja as situacdes de
comparagdo situam-se predominantemente no quadro das grandezas, uma vez que permitem
construir classes de equivaléncia de superficies de mesma area. Por fim, a situacao de produgao
se situa no quadro geométrico, onde se permite construir superficies associadas a areas dadas
ou com areas maior/menor. Nesse tipo de situagdo, a distingao entre a grandeza e a superficie €
favorecida.

Os modelos propostos por Douady e Perrin-Glorian e por Baltar (1996) inspiraram e
fundamentaram o olhar sobre o ensino e a aprendizagem de area enquanto grandeza,

notadamente no Brasil e na Franga, bem como permitiram investigar as grandezas comprimento
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e volume, considerando esse pressuposto. Neste ultimo caso, estudos como os de Barbosa
(2007), Barros (2002), Anwandter-Cuellar (2008), Figueiredo (2013) e Morais (2013)
ampliaram o mencionado modelo e tipologia para as grandezas comprimento ¢ volume. Com
1sso, tem-se um modelo didatico e, a luz da Teoria dos Campos Conceituais, uma tipologia de
situagdes que permitem observar, descrever e problematizar fendmenos didaticos em torno das

grandezas geométricas comprimento, area e volume.

2. 3 ESTUDOS SOBRE A DIDATICA DE COMPRIMENTO, AREA E VOLUME SOB A OTICA
DA TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

Um conjunto de pesquisas assumiu a perspectiva de drea como grandeza (DOUADY;
PERRIN-GLORIAN, 1989) combinada com a tipologia elaborada por Baltar (1996) para
investigar fendmenos didaticos relativos a grandeza area e, mais tarde, as grandezas
geométricas comprimento e volume. Entre eles, encontra-se o de Moreira Baltar e Comiti
(1994), que investigaram dificuldades encontradas por alunos franceses da classe de
Cinquieme, equivalente ao 7° ano do ensino fundamental brasileiro, relacionadas a dissociagao
entre area e perimetro de retangulos.

As pesquisadoras evidenciaram alguns tipos de erros observados nas respostas dos
estudantes, entre os quais retemos dois deles, denominados por elas de erros ligados a
concepgdo “superficie” da area; e o da implementagdo dos teoremas - em - acdo TA1l e TA2. O
primeiro tipo de erro traz a ideia de que perimetro e drea variam necessariamente no mesmo
sentido e que dois retangulos de mesma area t€ém mesmo perimetro. O segundo, evidencia
dificuldades dos estudantes em invalidar os teoremas - em - acao “TA1 - se aumentarmos a area
(respectivamente o perimetro), entdo cada lado serd aumentado” e “TA 2 - a éarea
(respectivamente o perimetro) ndo pode aumentar se um dos lados diminui”. Logo, esses erros
indicam amalgama entre um retangulo, sua area e seu perimetro.

Ja o estudo de Ferreira (2010), investigou a constru¢do do conceito de area e a relagao
entre area e perimetro por alunos do 6° ano do ensino fundamental brasileiro. Entre os
resultados, a pesquisadora observou o uso de procedimentos numéricos mesmo quando ndo era
necessario, bem como a mobilizacdo de invariantes operatorios falsos, tais como, figuras de
mesma area t€m necessariamente o mesmo perimetro e ao duplicar os comprimentos dos lados
de uma figura, sua area ¢ duas vezes maior.

Aratijo (2018) observou resultados andlogos aos de Ferreira (2010) em estudantes do 8°

ano ao lidar com situagdes envolvendo area do paralelogramo. O pesquisador constatou que
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mesmo diante de situagdes de comparacdo sem uso de medidas, destacaram-se os
procedimentos numéricos, o que pode estar na origem de alguns dos erros observados. Segundo
ele, os estudantes apresentaram melhor desempenho em situagdes de comparagdo e de
producao, quando comparadas com as situacdes de medida. Nesse caso, oS erros mais

frequentes estdo relacionados a

algebra das grandezas (multiplicacdo de nimeros e obter grandezas como resultado,
auséncia e/ou utilizacdo inadequada das unidades de medida). Alguns erros de calculo
relacional (considerar relagdo incorreta entre as diferentes malhas, confusdo entre area
e perimetro, entre outros) e de calculo numérico também foram observados
(ARAUJO, 2018, p. 147).

Essa constatagdo evidencia uma tendéncia dos estudantes em priorizar procedimentos
numéricos quando, de outro modo, dever-se-ia operar sobre grandezas.

Em se tratando da grandeza comprimento, Barbosa (2002) investigou os conhecimentos
de estudantes com idades entre 10 e 12 anos acerca de comprimento e perimetro de figuras
geométricas planas, ancorando-se no modelo didatico-matematico de Douady-Perrin-Glorian
(1989) e na tipologia de situacdes propostas por Baltar (1996).

Em seu estudo, Barbosa (2002) observou possiveis interferéncias de alguns efeitos na
comparagdo de comprimentos de caminhos, denominados por ele de efeitos “projecdo
horizontal”, “linha imaginaria” e “espaco ocupado” (p. 138). O primeiro efeito consiste em
considerar a projecdo horizontal de uma linha na comparagdo de seu comprimento. O segundo,
consiste em considerar o comprimento do segmento de reta entre as extremidades de um dado

caminho, conforme figura seguinte.

Figura 9 - Efeito linha imaginaria.

B c

G

Fonte: Barbosa (2002, p. 128)

O terceiro efeito considera a regido que contém o caminho dado.
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Figura 10 - Efeito espago ocupado.

L

: P

Fonte: Barbosa (2002, p. 129)

Brito (2003) investigou os conhecimentos-em-acdo de alunos do 5° ano do ensino
fundamental diante de problemas de comprimento no ambiente papel e lapis e com materiais
manipulaveis, buscando revelar se tais materiais favoreciam a conceituagao desse saber como
uma grandeza. Para ela, comprimento ¢ uma grandeza, alinhando-se, desse modo, a Douady e
Perrin-Glorian (1989) e utilizando parte da tipologia de situagdes desenvolvidas por Baltar
(1996) e alguns dos resultados observados por Barbosa (2002).

Seu método consistiu na aplicagdo de um teste para 35 estudantes da 4* série (atualmente
5° ano do ensino fundamental) com idades entre oito e 14 anos, sendo que apenas dois deles
estavam, um com oito anos, e outro com 14 anos. O dispositivo de coleta de dados consistiu em
um teste composto por seis situacdes-problema para ser resolvidas individualmente,
inicialmente, em papel e lapis e, posteriormente, com o auxilio de materiais manipulativos.

Durante a realizagdo das atividades, foram disponibilizados para as criancas, em ambas
as aplicagoes, réguas nao graduadas (plastica e de cartolina), fio fino e flexivel, dois corddes de
cores diferentes, além de borracha, canetas de cores diferentes, lapis grafite e tesoura. A
distingdo entre os ambientes foi marcada, em papel e lapis, pelo desenho das figuras no papel
e, com materiais manipulativos, pelo uso de palitos, fios e arames para representar tais
desenhos.

De acordo com Brito (2003), os problemas propostos abordaram a grandeza
comprimento situada nos quadros geométricos e da grandeza, sem relaciona-la com o numérico
e assumiram perimetro como sendo o comprimento do contorno de uma figura. Esses problemas
contemplaram comparacdo de comprimentos de segmentos de retas em posi¢des horizontal,
vertical, inclinada; linhas poligonais e linhas curvas — abertas e fechadas - além de produg¢des
de caminhos tendo como referéncia uma linha poligonal aberta.

Ainda sobre comprimento e assumindo o modelo epistemologico-didatico ja

mencionado, Barbosa (2007), por sua vez, investigou a percepcao de criangas da quarta série
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(atualmente 5° ano) sobre o efeito da visualizagdo na comparagdo de comprimentos de linhas
abertas, assumindo a hipotese de que os efeitos visuais (BARBOSA, 2002; BRITO, 2003) se
manifestavam mesmo quando a comparacao de comprimentos se dava apenas entre dois pares
de linhas abertas.

O autor denomina de efeitos visuais, certos fendmenos de visualizagdo que interferem
no desempenho dos estudantes ao lidar com situagdes de comprimento, conforme figura
seguinte:

Figura 11 - Efeito proje¢do horizontal
. E

—
Fonte: Barbosa (2002, p. 116)

Na ilustragdo acima, Barbosa (2007) destaca o efeito visual denominado por ele de efeito
da projecao horizontal, no qual os estudantes consideram as projecdes dos caminhos sobre uma
linha horizontal.

Esses estudos tiveram em comum o objeto comprimento, estudantes dos anos iniciais
do ensino fundamental e o foco nos quadros geométrico e da grandeza, bloqueando, portanto,
0 aspecto numérico.

Entre seus resultados, Barbosa (2002) observou possivel interferéncia de efeitos visuais
no desempenho dos estudantes e, de certa maneira, evidenciou, em nosso ponto de vista e a luz
da TCC, a importancia das representacdes simbolicas no estudo da grandeza comprimento.
Nesse sentido, Brito (2003) também observou interferéncia de efeitos visuais como
determinantes para o (in)sucesso dos estudantes diante de uma situa¢do de comparacdo dos
comprimentos de trés ou mais caminhos (linhas abertas).

Os efeitos visuais evidenciaram certas complexidades no ambito do quadro geométrico,
o que levou Barbosa (2007) a conjecturar de que eles existem mesmo quando a comparacao de
comprimentos ¢ feita somente entre dois caminhos.

Esses estudos revelaram também amadlgama entre contorno e perimetro, bem como
resisténcia por parte dos estudantes em aceitar que figuras geométricas planas diferentes

(retangulo e triangulo) podem ter mesmo perimetro. Tanto Barbosa (2002) quanto Brito (20023)
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observaram que para alguns alunos, dois retingulos ou dois tridngulos tém necessariamente o
mesmo contorno. Esses aspectos evidenciam a concepg¢ao forma também para comprimento,
em comparacao as constatacdes de Douady e Perrin-Glorian (1989) para area.

O aprisionamento a forma da figura geométrica plana observado por Douady e Perrin-
Glorian (1989) também esteve presente no estudo de Brito (2003), em relacdo a grandeza
comprimento, quando diante de uma situacdo em que os alunos deveriam produzir um caminho
mais curto, mais comprido e de comprimento igual ao de um caminho dado, “houve uma
notavel tendéncia dos alunos, nos dois testes, a produzirem o mesmo tipo de caminho (linha
poligonal aberta frequentemente semelhante ou congruente a figura dada) (p. 152)”.

No estudo de Barbosa (2007), que assumiu a hipotese de que tais efeitos se manifestam
mesmo quando a comparagdo se da entre pares de objetos, o autor ndo apenas confirmou sua
hipotese, como um novo efeito foi observado, denominado por ele de efeito associa numero a
comprimento, que em que os alunos consideraram a quantidade de pedagos da linha (quando se
tratava de uma linha quebrada) para comparar os comprimentos. Nesse caso, as comparagdes
recairam na concep¢ao numero, ainda que ndo houvesse medidas. Assim, ele observou o recurso
a procedimentos numéricos mesmo nos anos iniciais e em situagdes que nao previam tal uso.

Os estudos de Barbosa (2002; 2007) e de Brito (2003) adotaram o modelo didatico-
matematico para a grandeza comprimento e consideraram dois tipos de situacdes: producao e
comparag¢ao. Ambos os pesquisadores consideram os quadros (DOUADY, 1986) geométrico e
da grandeza, bem como a mudanga de quadros, o que permite dissociar a grandeza do objeto
geométrico (perimetro e contorno, assim como area e superficie). Nesses estudos, os autores
observaram que parte dos estudantes ndo distinguiram a grandeza do objeto geométrico,
recorreram a numeros € sofrem influéncia pela maneira como as figuras geométricas estavam
representadas. Logo, esses autores mostraram que, assim como os estudantes amalgamam area
e superficie, o fazem também entre comprimento e contorno da figura geométrica.

Portanto, mesmo os pesquisadores bloqueando o aspecto numérico e focando somente
na grandeza e no geométrico, 0 nimero emergiu em algumas atividades de comparagdo de
comprimentos, o que revela a énfase na medida. Além disso, os quadros da grandeza e
geométrico também revelaram certas complexidades, e por isso ndo devem ser ignorados.

No que tange a aprendizagem de volume na perspectiva de grandeza, Anwandter-
Cuellar (2008) investigou as concepgoes de alunos franceses no nivel equivalente aos anos
finais do ensino fundamental brasileiro. Entre as concepg¢des por ela categorizadas, destacamos
a concepg¢do niimero, a concep¢do medida e a concepcao forma, predominantemente presentes

nos conhecimentos mobilizados pelos sujeitos. A primeira concepgao indica que volume ¢€
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entendido como um nimero resultante da aplicagao de uma férmula, sem qualquer relagcdo com
a nocao de grandeza. Na segunda, volume ¢ visto como um niimero resultante da contagem de
unidades necessarias para compor um so6lido. Na terceira, volume ¢ confundido com o so6lido.
Com isso, volume ¢ situado ora no quadro numérico, ora no quadro geométrico, mas sem
relacdo entre si, resultado esse andlogo aqueles obtidos por Douady e Perrin-Glorian (1989)
para o caso de area.

Também sobre volume, Figueiredo (2013) investigou como os estudantes brasileiros do
ultimo ano do ensino médio lidam com situa¢des de volume. Para tanto, ela aplicou testes
escritos e realizou entrevistas, por meio dos quais constatou que as situagdes de medida sdo as
que os sujeitos apresentaram melhor desempenho. Ancorando-se nas concepgdes de
Anwandter-Cuellar (2008), Figueiredo (2013) observou também manifestagdo predominante
das concepgoes ‘volume numero’ e ‘volume medida’, as quais, segundo ela, ndo apenas indicam
o entendimento de volume como um numero, mas também dificultam a compreensdo desse
saber como uma grandeza. Um resultado evidente para Figueiredo foi o uso de formulas para
calcular volume, mesmo quando outros esquemas eram favorecidos, sobretudo nas situacoes de
comparac¢do. Por outro lado, diante das situagdes de producao, nas quais os sujeitos deveriam
produzir um soélido a partir de um volume tomado como referéncia, o desempenho ficou abaixo
do esperado. Para esse caso, ¢ possivel que o baixo desempenho se justifique por se tratar de
uma situag¢ao pouco usual na sala de aula e porque nao pode ser resolvida por meio de formulas.
Segundo a pesquisadora, a presenga da formula ¢ tdo forte que alguns estudantes a entendem
como sendo o préprio volume.

Pelo exposto, constata-se, de maneira transversal, considerando aspectos temporais e
geograficos, quando da realizagdo desses estudos, que ao se estudar as grandezas geométricas
os estudantes quase sempre apresentam melhor desempenho diante de situagdes de medida e,
quando confrontados com situagdes em que os niimeros ndo aparecem, recorrem a esse
elemento. Ao mesmo tempo, os estudantes frequentemente se apoiam em esquemas que fazem
uso dos niimeros, como a contagem de unidades e o uso de féormulas, mesmo quando outros
procedimentos sdo favorecidos. Diante disso, entendemos que o uso de procedimentos
numéricos ¢ uma consequéncia da mobilizacdo da concepcao nimero, que, por sua vez, pode
estar associada a um privilégio da medida em detrimento da grandeza, fazendo com que os
estudantes desenvolvam a referida concepcao (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989;
ANWANDTER-CUELLAR, 2008).

Em outro polo, os estudos acima mencionados indicaram que os estudantes apontam

também uma relagao forte entre a grandeza e o objeto geométrico, a ponto de nao os dissociar.
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E o caso, por exemplo, de confundir comprimento e contorno, a area com a superficie e o
volume com o sélido. Essa constatagdo se evidenciou também na ideia de que superficies de
mesma area sao necessariamente iguais, caracterizando-se a concep¢ao forma (DOUADY;
PERRIN-GLORIAN, 1989; MOREIRA BALTAR; COMITI, 1994, ANWANDTER-
CUELLAR, 2008). Em todo caso, a no¢do de grandeza, particularmente as geométricas, nao ¢
compreendida inteiramente como um objeto autdnomo, ou seja, dissociado da medida e do
objeto geométrico.

Nessa revisdo de literatura, identificamos também um conjunto de pesquisas sobre
grandezas que, apesar de ndo fazerem uso explicito do modelo epistemologico-didatico
mencionado e/ou da TCC, podem ser analisados a partir desses referenciais. Esses estudos
compreendem contextos diversos no que se refere a paises, ano de realizagdao do estudo e nivel
de escolaridade dos sujeitos. E o caso do estudo de Hart e Booth (1984), que investigou a
hierarquizagdo do ensino e da aprendizagem das grandezas geométricas comprimento, area e
volume.

Kathleen Hart e sua equipe publicaram, em 1981, um estudo desenvolvido com criangas
e adolescentes ingleses com idades entre 11 e 16 anos sobre a hierarquizag¢do de habilidades,
conceitos e processos envolvendo conteidos matematicos. A publicagdo Children's
Understanding of Mathematics, 11-16, apresenta o estudo amplo e detalhado envolvendo
diversos conteildos matematicos, entre eles, comprimento, area € volume.

Para a pesquisadora, a ideia de hierarquia no ambito do processo de ensino e de
aprendizagem, ndao assume um caminho Unico e linear e deve contemplar, de maneira
interdependente, “(1) uma sequéncia de aprendizagem ou sequéncia de compreensao, que esta
essencialmente no aluno; (i1) uma sequéncia de ensino que o professor usa; e (iii) uma sequéncia
logica que esta no topico” (Ibid., p. 205). De outro modo, para ela, a hierarquia pressupde a
ordenacdo, dentre outras coisas, de um conjunto de estagios e de habilidades. Nesse contexto,
a pesquisadora define estagio e habilidade, respectivamente, conforme segue: “a palavra estagio
¢ geralmente aplicada quando alguma forma generalizada de comportamento estd sendo
descrita, enquanto habilidade se refere a pré-requisitos identificaveis especificos para algum
desempenho necessario” (HART, 1981, p 205).

Particularmente, Hart e Booth (1984) evidenciaram os achados sobre essas grandezas,
por considerar que se trata de um dos temas mais relevante para os professores de Matematica
da escola bésica e, ao mesmo tempo, por entender que medidas ¢ um topico amplo e que por

isso seu ensino deve ser sequenciado.
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Dito isso, Hart e Booth (1984) investigaram a hierarquizacao de ideias bésicas sobre os
conceitos de comprimento, area e volume com 686 alunos ingleses com idades entre 12 ¢ 16
anos de idade, por meio de testes escritos ¢ de entrevistas, estas tltimas com uma amostra de
30 alunos dessa populagdo. Em relagdo a comprimento, as pesquisadoras apresentaram dois
problemas de comparagdo, nos quais em um deles o estudante deveria comparar os

comprimentos das linhas, conforme a imagem seguinte:

Figura 12 - Comparagdo visual de comprimentos

E
F

(a)

C |

D
Fonte: Hart e Booth (1984, p. 17)

No outro, os estudantes deveriam comparar quatro comprimentos representados por
meio do par nimero-unidade de medida, sendo utilizadas duas unidades de medida diferentes
(comprimento de uma bengala e comprimento de uma haste de metal) para representar os

comprimentos, conforme figura seguinte:

Figura 13 - Comparagdo de comprimento envolvendo medidas

John measures the lengths of paths A and B using a walking stick. Then
he measures the lengths of paths C and D using a metal rod. His answers
are as follows:

Path A 13 walking sticks Path C 15 rods
Path B 14%z walking sticks Path D 122 rods

Draw a ring around the answer you think is true in each guestion.

(1) Path B is longer than Path A. True False Cannot tell
(2) Path C is longer than Path B. True False Cannot tell

(3) Path D is longer than Path C. True False Cannot tell
Fonte: Hart e Booth (1984, p. 17)10

10 Jodo mede os comprimentos dos caminhos A e B usando uma bengala. Em seguida, ele mede os comprimentos
dos caminhos C e D usando uma haste de metal. Suas respostas sdo as seguintes:

Caminho A 13 bengalas

Caminho C 15 varas
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Trata-se, portanto, a luz da Teoria dos Campos Conceituais, de duas situagdes de
comparag¢do de comprimentos, com e sem intervencdo da medida. Segundo as pesquisadoras,
na primeira atividade, a taxa de sucesso na comparagao dos comprimentos de E e F ficou entre
72-82%, caindo para algo entre 42-52%, na comparacdo dos comprimentos de C e D. Nesse
caso, alguns dos estudantes que erraram, quando entrevistados, apoiaram-se na contagem dos
quadradinhos da malha, indicando que C e D tinham o mesmo comprimento por estarem,
ambos, “inclusos” em quatro quadradinhos.

No problema 2, segundo as pesquisadoras, 90% da amostra indicou corretamente que o
caminho B ¢ mais longo do que A, e que o caminho C ¢ mais longo do que D. Por outro lado,
50%, 34% e 27% dos estudantes com idades, respectivamente, de 12, 13 e acima de 14 anos,
indicaram que C era mais longo do que B, quando na verdade, ndo era possivel decidir. Quando
questionados, esses estudantes argumentaram que 15 € maior do que 14%. Com isso, Hart e
Booth (1984, p. 17) afirmaram, por um lado, que “Este desejo de usar nimeros para apoiar um
argumento em detrimento de todas as outras consideragdes ficou aparente quando duas unidades

911

diferentes foram usadas para medir o mesmo caminho”** e, por outro, que “Esses erros apontam

para uma incompreensdo fundamental sobre a natureza da medida, possivelmente refletindo
uma insisténcia muito precoce de que um niimero é sempre a resposta a ser buscada”!?.

Esses dados revelam que os estudantes ingleses, participantes da pesquisa, utilizaram
nimeros para comparar comprimentos mesmo quando ndo era necessario € nos casos em que

havia comparagdo de comprimentos expressos com unidades diferentes, desprezaram as

unidades e apoiaram suas respostas e argumentos apenas na comparagao dos nimeros (medidas

1
14—
Caminho B 2 bengalas
1
12—
CaminhoD 2 varas
Contorne a resposta que vocé acha que ¢ verdadeira em cada pergunta.
(1) Caminho B ¢ maior que Caminho A. Verdadeiro Falso Néo ¢é possivel dizer
(2) Caminho C ¢ maior que Caminho B. Verdadeiro Falso Néo ¢é possivel dizer

(3) Caminho D ¢ maior que Caminho C Verdadeiro Falso Nao ¢ possivel dizer

11 This desire to use numbers to support an argument at the expense of all other considerations was apparent when
two different units were used to measure the same paths.

12 These errors point to a funda- mental misunderstanding of the na- ture of measurement, possibly reflect- ing a
too early insistence that a number is always the answer to be sought.
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de comprimento). Essas constatacdes nos levam a inferir que mobilizaram uma concepgao de
comprimento como um nimero ¢ ndo como uma grandeza, ¢ ao fazer isso, cometem erros nas
questdes propostas.

Nas atividades sobre area, a pesquisadora mostrou que os sujeitos foram capazes de
indicar a quantidade de quadrados unitdrios com um centimetro de lado necessarios para

ladrilhar um retangulo 4 cm x 2 cm, mas 60 % desses mesmos sujeitos simplesmente dobraram
. . 1 1 , . A
a quantidade de ladrilhos - CMX — cm necessarios para preencher esse mesmo retangulo.

Segundo as pesquisadoras, esses estudantes utilizaram o esquema de contagem das unidades,
mesmo ja tendo estudado a férmula. Interpretamos essa estratégia como efeito da mobilizagao
de um teorema-em-acao falso: “a medida da area de um retangulo dobra quando o comprimento
do lado do quadrado unitario ¢ reduzido a sua metade”, o que fere uma ideia importante de area
enquanto grandeza, qual seja, a sua bilinearidade relativamente aos comprimentos dos lados.
Também foi apresentada aos alunos uma atividade envolvendo conservagao de area, ou
seja, uma situagdo de comparacao de area. Nela, o quadrado A foi decomposto e recomposto,

sem perda nem sobreposi¢ao, formando o trapézio B:

Figura 14 - Conservagao de area de figuras planas

A B

Fonte: Hart ¢ Booth (1984, p. 18)

Ao serem questionados sobre a comparacao das areas de ambas as figuras geométricas,
a taxa de sucesso, em geral, superou os 80% para as criangas de todas as idades (12 — 14 anos).
Porém, quando perguntados se o perimetro era igual, o desempenho das criancas de 12 e 13
anos, foi, respectivamente, de 64% e 71%. Durante as entrevistas, alguns desses alunos
mostraram resisténcia em aceitar que os perimetros eram diferentes, mesmo utilizando cartdes
de papel para simular a decomposi¢ao/recomposicdo. Com isso, para esses sujeitos, area e
perimetro variam no mesmo sentido, ou seja, se a area de uma superficie cresce, seu perimetro
também cresce. Assim, interpretamos esse procedimento como efeito da mobilizagdo de um
teorema-em-a¢do falso, segundo o qual “se duas superficies tém areas iguais, entdo seus

perimetros também sdo iguais”.
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Para o caso de volume, foram apresentadas atividades de medicao e de construcio de
um so6lido com volume dado, sempre com o suporte da representagdo figural. Os sélidos
utilizados foram blocos retangulares € um prisma triangular. No primeiro caso, os alunos

calcularam o volume do bloco C, apresentado abaixo:

Figura 15 - Célculo de volume do bloco retangular

C

Fonte: Hart e Booth (1984, p. 18)

Durante a entrevista, as pesquisadoras disponibilizaram blocos reais e observaram que
o esquema mais utilizado pelas criancgas foi a visualizacdo de uma camada seguida da contagem
de camadas. No entanto, quando se depararam com o calculo do volume do bloco indicado na
figura seguinte, a taxa de sucesso ficou abaixo de 28% para os estudantes de todas as idades.
Nesse caso, Hart e Booth apontaram dificuldades na contagem dos bloquinhos escondidos e na

multiplicagdo de fragdes, para os que recorreram a formula.

Figura 16 - Calculo de volume do bloco retangular com medidas racionais

E

2> cm

22 cm

2cm
Fonte: Hart e Booth (1984, p. 26)

Quando comparadas, ambas as atividades abordam o calculo de volume de um bloco
retangular. Porém, a ultima, além de apresentar medidas, ¢ composta por diferentes bloquinhos.
Com isso, esses elementos ndo apenas dificultam o esquema da contagem, como fazem emergir
o uso da formula, que, por sua vez, provoca a manifestacdo de dificuldades nas operagdes

numéricas, em especial no produto de nimeros racionais na representacao fraciondria.
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Kospentaris, Spyrou e Lappas (2011) investigaram as estratégias empregadas por
estudantes gregos do Ultimo ano do ensino médio e por graduandos em Matematica do primeiro
ano de formacéo, diante de problemas de conservacdo e comparacdo de areas de superficies
planas. Para tanto, os pesquisadores aplicaram um teste escrito com seis atividades para 50
estudantes, sendo 20 deles do ensino médio. Entre as varidveis dessas atividades, encontram-se
em todas elas, representacdo simbolica e a auséncia de medidas. Por essa razdo, segundo 0s

pesquisadores,

Assim, formulamos a apresentacdo de tal maneira que o respondente pode (1) usar
uma estimativa visual simples ou (2) adotar medidas de comprimento e calcular as
areas usando as formulas apropriadas ou (3) aplicar argumentacgéo dedutiva euclidiana
sem célculo direto da &rea. Apesar do fato que o particular desenho de teste ndo exclui
nenhuma das estratégias acima, apenas a terceira pode levar a uma determinada
resposta (KOSPENTARIS; SPYROU; LAPPAS, 2011, p. 111 tradugdo nossa).*3

Entre os resultados, retemos o fato de que para Kospentaris, Spyrou e Lappas (2011, p.
123), os estudantes foram intuitivamente afetados pela crenga na ideia de que “a equivaléncia
de area coincide com a congruéncia”, ainda que esse fato contrariasse sua vivéncia educacional.
De outro modo, evidencia-se o fato de que, para esses participantes da pesquisa, figuras
geométricas planas ndo congruentes nao podem ter mesma area, o que pode ser entendido como
uma correlacdo indissociavel entre superficies e areas.

Para os pesquisadores, ficou evidente também a ideia de que “quanto mais compridos
os lados da figura geométrica plana, maior seré sua area. Consequentemente, “‘quanto maior o
perimetro, maior a area”. Um fator determinante nas respostas dos estudantes foi a influéncia
da visualizacdo, que interferiu nos esquemas utilizados por eles e, por consequéncia, os fez
mobilizar os teoremas-em-acdo acima mencionados. Em resumo, os pesquisadores indicaram
que o conceito de conservagdo de area ndo estava suficientemente consolidado nos estudantes
investigados.

J4a em relacdo ao estudo de Ferigolo (2007), em que ela investigou o desenvolvimento
da habilidade de medir comprimentos e areas com estudantes da 8 série (atualmente 9° ano do
ensino fundamental) em uma escola publica municipal do sul do Brasil, retemos o fato de que
ela revela a complexidade envolvida no processo de ensino e de aprendizagem de grandezas.

Com o intuito de observar os conhecimentos prévios dos estudantes sobre comprimento, a

13 Thus, we formulated the presentation in such a way that the solver can (1) use a simple visual estimation or (2)
take length measures and compute the areas using the appropriate formulas or (3) apply Euclidean deductive
argumentation without direct area computation. Despite the fact that the particular test design precludes none of
the above strategies, only the third can lead to a certain answer.
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pesquisadora aplicou um teste diagnostico contemplando essencialmente situacdes de medida

com o uso de instrumentos. Entre os resultados, ela observou que

0s estudantes ndo utilizavam os instrumentos de medida adequadamente,
desconheciam as unidades de medidas de comprimento, confundiam unidades de
comprimento com unidades de volume, utilizavam unidades de medidas néo
convencionais, ndo conseguiam relacionar o valor encontrado com a unidade de
medida correspondente e ndo sabiam o que fazer quando o valor encontrado ndo era
um numero inteiro (FERIGOLO, 2007, p. 37).

As dificuldades observadas por Ferigolo (2007) revelam a complexidade das grandezas
geométricas mesmo para alunos do 9° ano, pois diante de uma atividade aparentemente simples
e usual, apareceram diversos entraves como o amalgama de grandezas, o nao reconhecimento
da grandeza a ser medida e dificuldades para lidar com o dominio numérico resultante do
processo de medicao.

Portanto, o ato de medir, embora usual, ndo ¢ necessariamente trivial e nesse caso pode
ter sido acentuado pela falta de abordagem do conceito em anos precedentes ou pelo trabalho
anterior superficial, conforme aponta Ferigolo (2007). Ao longo dos encontros, oito no total, os
sujeitos foram expostos a diversas situagdes envolvendo medi¢des com auxilio de instrumentos,
ora com uso de instrumentos padronizados, ora com partes do corpo como palmo, pé e passo.
Segundo a pesquisadora, as dificuldades acima mencionadas foram parcialmente superadas no
que diz respeito a delimitacdo das etapas do processo de medigao, ou seja, defini¢do da grandeza
a ser medida, escolha do instrumento e obtencdo do resultado. Em consonancia com o estudo
de Brito (2003), no que se refere ao uso de materiais concretos para medir comprimentos,
Ferigolo (2007) constatou que esses recursos auxiliam os estudantes em compreender o
processo de medicao e, por consequéncia, a dominar situacdes de medida. Entretanto, observa-
se que a énfase dada pela pesquisadora apenas nesse tipo de situacdo nao foi suficiente para que
os estudantes percebessem que nesse processo ha trés aspectos fundamentais: a grandeza a ser
medida, o objeto geométrico e o nimero resultante da medigao.

Os estudos acima mencionados contemplam contextos institucionais diversos,
considerando paises, ano de publicacdo e sujeitos investigados. Em relagdao ao primeiro, ha
estudos brasileiros, ingleses, franceses e gregos. Historicamente, encontram-se estudos desde a
década de 1980, como o de Hart e Booth (1984) e outros mais recentes, como o de Araujo
(2018). Por fim, em se tratando dos sujeitos e niveis de ensino, encontram-se investigacdes com

criancas e adolescentes, desde os anos iniciais até o inicio da graduacao.
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Entre os testes e entrevistas utilizados pelos pesquisadores para investigar os
conhecimentos mobilizados pelos sujeitos na resolucdo de problemas sobre grandezas
geométricas, foram contempladas situagdes de comparacao (com ou sem a intervengao de
numeros), medi¢do e producdo de objetos geométricos a partir de condigdes sobre
comprimentos, areas ou volumes. Mesmo quando ndo eram favorecidos procedimentos
numéricos, foi observado que alguns sujeitos tendiam a usar nimeros para resolver as
atividades. As pesquisas evidenciam também que, por vezes, as unidades de medida eram
desconsideradas e apenas os valores numéricos eram comparados, o que conduzia a erros.
Interpretamos que em casos como esses, 0s alunos estdo mobilizando um conhecimento-em-
acao segundo o qual as grandezas (comprimento, area ou volume) sdo nimeros.

Inferimos ainda, a partir do que ¢ relatado pelos autores, que algumas resolugdes dos
alunos podem ser interpretadas como consequéncia da mobilizagdo de teoremas-em-agao
falsos, tais como:

» perimetro e area variam no mesmo sentido, ou seja, se a area aumenta (diminui)
o0 perimetro também aumenta (diminui) e vice-versa;

* seas areas (volumes) de duas superficies (solidos) sdo iguais entdo as superficies
(so6lidos) sdo congruentes;

* a medida da area de um retangulo dobra quando o comprimento do lado do
quadrado unitario ¢ reduzido a sua metade”,

Os mencionados teoremas-em-agdo falsos indicam que as concepg¢des numeéricas e
geométricas (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989) extrapolam a grandeza area, estando
presentes também nas grandezas comprimento € volume, ou seja, nas grandezas geométricas.

Esse topico trouxe os conhecimentos mobilizados pelos sujeitos diante de situagdes
envolvendo as grandezas geométricas. No topico seguinte, o olhar serd direcionado para os

livros didéaticos de Matematica aprovados no PNLD.

2.4 O PRIVILEGIO DO NUMERICO NO ENSINO DAS GRANDEZAS GEOMETRICAS

Neste topico, contemplamos estudos que analisaram a abordagem de grandezas
geométricas em livros didaticos, com énfase nos brasileiros. Pretendemos questionar se as
escolhas didaticas feitas nos livros didaticos contribuem para a superacao de concepgdes
numéricas relativas a comprimento, area e volume, ou se reforcam a tendéncia em privilegiar

os aspectos numéricos. Destacamos que esse recurso ¢ inserido em larga escala nas escolas
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publicas brasileiras, inclusive pela importancia do Programa Nacional do Livro e do Material
Didatico (PNLD).

Nesse sentido, o estudo de Barros (2006) investigou a relacao entre perimetro e area em
livros didaticos da 5* a 8* série (6° ao 9° anos) aprovados nos PNLD de 1999, 2002 e 2005.
Embora essas edigdes ja estejam superadas em mais de uma década, esses resultados
possibilitam observar os avangos (se existirem) da abordagem desse conceito, quando
comparados com analises de colegdes aprovadas em edi¢cdes mais recentes do PNLD. Entre
suas conclusdes, Barros (2006) indicou uma abordagem de 4rea e perimetro majoritariamente
localizada no final do livro, mal distribuida entre as séries e com poucos capitulos proprios, o
que, segundo ele, denota uma importancia menor a esses conceitos.

A defini¢do de grandeza presente nessas obras foi uma das unidades de andlise pelo
pesquisador e com isso foi possivel observar referéncia explicita a medida, conforme os

excertos seguintes:

As colegdes, aqui analisadas, assim, definem grandeza:

Colecdo NP: é tudo aquilo que pode ser medido ou contado: comprimento, area,
temperatura, massa, tempo, velocidade, quantias em dinheiro (62 série, p. 25);

Na colecdo MT (62, 72 e 8%): Algo que pode ser medido. Comprimento, temperatura,
tempo, area, capacidade, massa sdo exemplos de grandezas (6% série, p. 119);
(BARROS, 2006, p. 105 grifo nosso).

()

Colecdo MV: Tudo o que pode ser medido. Exemplo: massa, comprimento, tempo,
superficie sdo grandezas (62, p. 283), mas também traz: tudo o que pode ser medido.
Exemplo: Massa, comprimento, tempo, area, temperatura (82 série, p. 285) (lbid., p.
106 grifo nosso).

Esses extratos indicam uma tendéncia dessas obras em estabelecer uma
interdependéncia entre grandeza e medida, o que poderia levar o leitor dessas obras a
amalgamar grandeza e medida. Ndo se pode deixar de mencionar também a confusio entre area
e superficie que, segundo Barros (2006), ndo ficou restrita a colegdo MV acima mencionada.
Surge, portanto, mais um elemento que assume, por vezes, a posicdo da grandeza: o objeto
geométrico (para o caso das grandezas comprimento, area, volume e abertura de angulo).
Procedimentos numéricos e algébrico-numéricos se mostraram precoces € recorrentes em boa
parte dessas obras, uma vez que, segundo Barros (2006), as formulas se fizeram presentes ja a
partir da 5 série (6° ano) em cinco das sete cole¢des analisadas.

Diante da énfase no “medir” nas cole¢des analisadas, Barros (2006) observou também

o sentido semantico adotado para esse termo e concluiu que nas cole¢des analisadas “medir €
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comparar”. Nessa constatacdo reside outra possivel fonte de entrave, a saber: a indugdo tacita
de que grandezas s6 podem ser comparadas recorrendo-se as medidas, o que ¢, evidentemente,
falso. Pode-se, por exemplo, comparar duas temperaturas pelo aspecto sensorial ou duas alturas
pelo aspecto visual.

Em se tratando do que as colegdes entendem por medida, objeto resultante da
compara¢do da unidade com a grandeza a ser mensurada, as cole¢des analisadas por Barros

trazem as seguintes afirmacdes:

NP: “Medem-se comprimentos, superficies, temperaturas, etc. A medida é expressa
por um ndmero e por uma unidade de medida”. Essa definigdo se encontra apenas
no dicionario dos volumes das 5% e 62 séries.

TM2: “.. em_uma medida, deve sempre aparecer 0_numero acompanhado da
unidade de medida usada” (5* série, p. 212, Grifo nosso ).

No modelo epistemoldgico-didatico por nds adotado, a medida ¢ essencialmente um
nimero, mais precisamente, um nimero real ndo negativo. Portanto, as expressoes em destaque

como “A medida é expressa por um nimero e por uma unidade de medida” indicam ndo

uma medida, mas uma grandeza (expressa pelo par nimero/unidade de medida) e por isso, sob
a otica do referido modelo, bem como dos estudos acima relatados, essa perspectiva pode
reforgar a confusdo entre grandeza e medida. No que se refere as definigdes de perimetro e de
area, Barros (2006, p. 110) observou que “todas as cole¢des sdo undnimes ao assumirem que
area ¢ a medida da superficie”. Para perimetro, foram observadas as nogdes de “soma das
medidas dos lados”, “medida do contorno” e “medida do comprimento do contorno”. Logo, em
todo caso, a medida se encontra presente.

Em resumo, conclui-se que nas obras analisadas por Barros (2006), a medida assume
protagonismo, contracenando, inclusive, com o objeto geométrico (segmentos e superficies).
Assim sendo, ¢ possivel inferir que o conceito de grandeza, enquanto objeto autdbnomo, ¢
negligenciado.

Ferreira (2010) analisou duas cole¢des com vistas a abordagem de comprimento e area,
a primeira dos anos iniciais, aprovada no PNLD 2007 (BRASIL, 2006), e a segunda, do PNLD
2008 (BRASIL, 2007), que também foi uma das cole¢des analisadas por Barros (2006), dos
anos finais, sendo ambas pertencentes aos mesmos autores.

Em se tratando de comprimento, a pesquisadora observou que desde o 2° ano do ensino
fundamental a referida colecdo ja contemplava essa grandeza, inclusive com certa abrangéncia

no que se refere as diferentes situacdes (BALTAR, 1996). No entanto, a énfase recai em

situacdes de medida, em detrimento das demais, sobretudo nos anos que se sucedem. A despeito
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disso, percebe-se um ligeiro avango em relagdo aos resultados identificados por Barros (2006),
que constatou auséncia de comprimento como objeto proprio de estudos em diversas colegdes
e/ou livros.

Outro aspecto revelado por Ferreira (2010) foi o uso intenso das grandezas como objeto
articulador entre os diferentes dominios da matematica, em consonancia com a ideia presente
em Chevallard e Bosch (2000), de que a grandeza estd na génese dessa Ciéncia. No entanto,
destaca Ferreira (2010), o foco principal ¢ na compreensao do Sistema de Numeragao Decimal,
na escrita numérica e em dar significado aos nimeros.

Ja Silva (2011) analisou a abordagem de comprimento e area nos livros didaticos de 6°
anos aprovados nos PNLD de 2008 e 2011, sob a otica da Teoria Antropolédgica do Didatico.
Apesar de esse estudo se aproximar daquele desenvolvido por Barros (2006), seu foco ¢ no 6°
ano, analisa edi¢do mais recente do PNLD e adota outro aporte teérico. Um olhar sobre essas
duas pesquisas permite, inclusive, explicitar os possiveis avangos no que se refere a abordagem
conceitual nesse recurso didatico.

Sob a dtica quantitativa, que expressa a importancia dada a esses conceitos, segundo
Silva (2011), os livros de 6° anos aprovado no PNLD 2008 destinavam, em média,
aproximadamente 15% das paginas para o trabalho com grandezas. Em se tratando da
abordagem de comprimento e area, a média de paginas cai para cerca de 10%, sendo que apenas
uma colegdo se distancia desse valor, com cerca de 25%. No que se refere a posicdo dos
capitulos e dos titulos dos mesmos, o estudo constatou, respectivamente, uma abordagem
concentrada na segunda metade do livro e um viés para a medida, conforme mostra o excerto

seguinte:

A maioria dos livros didaticos de 6° ano aprovados no PNLD/2008 dedica menos de
15% ao campo das Grandezas ¢ Medidas, ou seja, menos que o recomendado pelo
guia/2008 (20%), o trabalho com comprimento, perimetro e area é concentrado na
segunda metade do livro, ou seja, corre o risco desses conteldos ndo serem
vivenciados pelos alunos e ocupa menos de 10% dos livros, ou seja, um nimero de
pagina pequeno para ser feito um estudo mais aprofundado dos conceitos enquanto
grandeza (SILVA, 2011, p. 66).

Nota-se que, apds duas edicdes do PNLD em relagdo ao estudo de Barros (2006), a
posicao ocupada pelas grandezas nas obras analisadas parece ndo ter avangado o suficiente.

Outras duas variaveis relevantes consideradas por Silva (2011) foram a identificagdo
dos titulos dos capitulos e as palavras-chave presentes nas se¢des dos capitulos de comprimento
e area. Em ambos os casos, o termo “medida” e suas variantes (medindo, nimero, calcular,

medicao, entre outras) foram preponderantes, que segundo o autor, indicam énfase na medida:
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(...) as varias etapas da pesquisa apontaram uma énfase na ‘medida’ e nas “‘unidades’
e anocdo de ‘grandeza’ ndo parece receber atengdo. Verificamos que toda a obra traz
‘medida’ como tema em seus capitulos ou se¢des enquanto que temas como:
“Decomposi¢do de figuras planas”; “Comparagdo”; “Grandeza”; “Comprimento de
circunferéncia” foi contemplado em apenas uma obra cada um (SILVA, 2011, p. 164).

A andlise qualitativa desenvolvida por Silva (2011), que evidenciou questdes
conceituais, mesmo a luz da Teoria Antropologica do Didatico, revelou énfase destacada em
atividades de medir e de converter unidades, como também em calcular perimetro de figuras
poligonais, que valorizam, em ultima instincia, o nimero em detrimento da grandeza.

Outra pesquisa que incluiu em seu repertoério de investigagdo a analise de livros
didaticos, foi o de Anwandter-Cuellar (2008), que estudou, sob a 6tica da Teoria Antropolédgica
do Didético, as concepgdes de volume por alunos franceses no nivel collége,'* correspondente
no sistema de ensino brasileiro, ao 8° € 9° anos, respectivamente. Foram analisados os capitulos
de livros da etapa correspondente ao 6° ao 9° ano, nos quais o volume era objeto de estudo, com
o objetivo de evidenciar as organizagdes matematicas'® desse saber.

Apesar de a posi¢do dos capitulos ndo ser uma varidvel destacada nas analises de
Anwandter-Cuellar (2008), dos seis exemplares analisados, cinco situavam volume também na
parte final dos livros, indicando que esse fendmeno ndo ¢ exclusividade de livros didaticos
brasileiros.

Em relagado as atividades propostas e a maneira como os livros didaticos esperavam que

os alunos as resolvam, a pesquisadora chegou a seguinte constatacdo:

Associado ao conceito de volume, contabilizamos oito tipos de tarefas utilizadas no
nivel de collége. As técnicas sdo mais do tipo numérica; a aplicagdo da férmula sendo
a técnica mais usada. Em geral, observamos uma predominancia do quadro numérico
em todos os niveis do collége. Essa predominancia esta diretamente relacionada as
demandas dos curriculos escolares’® (ANWANDTER-CUELLAR, 2008, p. 47,
traducéo nossa).

14 No sistema de ensino francés, as séries 6éme, 5éme, 4éme e 3éme - collége — correspondem no Brasil,
respectivamente, aos 6°, 7°, 8° e 9°, ou seja, anos finais do ensino fundamental.

15 Os termos da Teoria Antropoldgica do Didatico serdo esclarecidos no capitulo 3.

16 Associés au concept de volume, nous avons comptabilisé huit types de tiches utilisées au niveau du collége. Les
techniques sont plutdt de type numérique; I’application de la formule étant la technique plus utilisée. En général,
nous observons une prédominance du cadre numérique a tous les niveaux du collége. Cette prédominance est en
relation directe avec I’exigence des programmes scolaires.
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Esse dado em muito se aproxima dos resultados obtidos por Silva (2011), mesmo se
tratando de um contexto de pesquisa acentuadamente distinto - tipo da grandeza, sistema de
ensino e obras analisadas. Assim sendo, o privilégio a medida nao € restrito ao ensino brasileiro.

Resultados andlogos também foram observados por Morais (2013) e por Freitas (2015),
em que ambos analisaram a abordagem de volume em livros didaticos brasileiros destinados ao
ensino médio, PNLD (2012) (BRASIL, 2011), o primeiro sob a dtica da Teoria dos Campos
Conceituais e, o segundo, da Teoria Antropologica do Didatico.

O primeiro analisou os exemplares (sete obras didaticas) de todas as colegdes que
tinham volume como objeto de estudo, tendo como proposito caracterizar a abordagem desse
conceito. Para isso, consideraram-se aspectos quantitativos — posi¢do e quantidade de paginas
- ¢ qualitativos - situagdes, possiveis teoremas-em-acao € conceitos-em-acao e representacoes.
Analogamente aos resultados de Barros (2006), de Anwandter-Cuellar (2008) e de Silva (2011),
observou-se que volume ¢ abordado na segunda metade do livro e em quatro deles nos capitulos
finais. Como possivel consequéncia imediata, vislumbra-se um esquecimento desse saber,
quando ndo, uma abordagem aligeirada.

No que se refere as situagdes, observou-se énfase exacerbada nas medidas, presentes
nas definigdes de volume e nos tipos de atividades privilegiados. Seis cole¢des apresentaram
uma ideia do que € volume e em todas elas o nimero ou a medida foi entendido como sendo a
grandeza. Quanto aos tipos de situagdes, cerca de 94% das atividades requeriam calculo ou
mudan¢a de unidade, essencialmente por meio de formulas. Isso revela, portanto, uma
abordagem predominantemente pautada na medida, o que, de outro modo, indica negligéncia
em relacdo a grandeza.

Esses resultados estdo em consonancia aos obtidos por Freitas (2015), que analisou a
abordagem de volume em quatro das sete colecdes supracitadas. Seu objetivo foi caracterizar
as organizagdes matematicas e didaticas, nos termos da TAD, o que lhe permitiu explicitar os
tipos de tarefas e técnicas destacadas. Logo, segundo Freitas (2015, p. 122), “Esse passo a
passo, proporcionado pela TAD, nos mostra o(s) caminho(s) que o autor compreende que os
professores, que optarem por tal cole¢do, devam prosseguir e de que maneira o conteudo ali
apresentado deve ser trabalhado”.

Segundo o pesquisador, o tipo de tarefa “Calcular o volume de um sélido” foi o mais
observado, tendo como técnica dominante!’ associada “Escolher uma férmula de volume,

substituir valores numéricos na formula, realizar os céalculos numéricos pertinentes e

- écni i R a “técni uxiliar”, aqu u .
17 Entende-se por “técnica dominante”, em contraponto a “técnica auxiliar”, aquela de uso recorrente
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acrescentar a unidade de medida apropriada” (p. 123 grifo nosso). Além de ser a maneira

de resolucdo das atividades mais usual, o grifo langa luz ao “teatro das sombras”
(CHEVALLARD; BOSCH, 2000), uma vez que “acrescentar a unidade de medida apropriada”
indica que todo o procedimento ¢ feito somente sobre os numeros. Portanto, essas duas
constatagoes trazidas por Freitas (2015) corroboram a relagdo grandeza - nimero ja mencionada
acima.

Outro estudo que se dedicou a analise da abordagem de grandeza em livros didaticos foi
o de Aratjo (2013), tendo como objeto de andlise a grandeza duracdo de intervalo de tempo.
Trata-se, portanto, de um estudo que ndo se debrugou sobre as grandezas geométricas e, ainda
assim, o aspecto numérico ¢ privilegiado, conforme ficara evidente adiante.

Segundo a pesquisadora, esse conteudo tem entre suas caracteristicas a
multidisciplinaridade, mas o foco por ela adotado situa-o no ambito da Matematica, inclusive

como uma grandeza:

E importante a comparacao dos acontecimentos no tempo e a narragio de historias. E
necessario, ainda, o estudo do ciclo vital dos seres vivos e a necessaria compreensao
da espacialidade e temporalidade dos fendmenos geograficos. Cada um destes
aspectos ou fendmenos é estudado por diferentes areas de conhecimento: Historia,
Geografia, Ciéncias Naturais, Lingua Portuguesa, Matematica. Embora “tempo”
possua esse aspecto multidisciplinar, podendo ser olhado sob vérios pontos de vista,
nosso foco de estudo neste texto serd o ponto de vista da Matematica, ou seja, vamos
situd-lo no campo das grandezas e medidas (ARAUJO, 2013, p. 21).

Aratjo (2013) assume o tempo como uma grandeza matematica, cuja perspectiva leva
a nog¢do de duracdo de intervalo de tempo, permitindo, portanto, fazer estimativas,
comparagdes, marcacdes, definir unidades de medidas e fazer usos de diferentes instrumentos.
Ela destaca também outras perspectivas como a historica, a psicologica e a fisica, as quais ndo
estao necessariamente dissociadas da perspectiva matematica.

Em sua pesquisa, Aratjo (2013) analisou as 23 colegdes de livros didaticos da
Alfabetizagdo Matemadtica presentes no PNLD 2013, com o intuito de revelar a materializagao
das recomendagdes dos pardmetros curriculares para a grandeza em foco nessas obras. Ela
organizou os dados em trés categorias: duragdo de intervalo de tempo, sequéncias temporais €
dispositivos de marcacao e de medidas de tempo.

A primeira se refere a ideia de duracdo de intervalos de tempo e, nesse sentido, se
confunde com a nogdo da grandeza. A segunda, estd associada a ideia de instantes, antes e
depois e organizacdo do tempo didatico. J4 a terceira contempla os dispositivos como reldgios

e calendarios.
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Ao confrontar as recomendagdes curriculares e a abordagem dos livros didaticos
analisados, Araujo (2013) indicou conformidade, porém com atencdo excessiva a atividades
envolvendo unidades de medida como hora, dia, meses e anos, em especial, na conversao entre
essas unidades. Por outro lado, atividades de comparacao de duragao de intervalos de tempo e
de sequéncias temporais, que realcam a grandeza em causa, sdo secunddrias ou até mesmo
ausentes.

Pelo exposto, ficou evidente nesse conjunto de pesquisas envolvendo analise de livros
didaticos que as obras analisadas valorizam o uso de férmulas, calculos numéricos e situagdes
de medida, em detrimento de situagdes que promovam a formagao do conceito de grandeza.
Para citar apenas um exemplo, Barros (2006) observou que a medida ¢ nitidamente privilegiada
em relacdo a grandeza, nas obras didaticas por ele analisadas. Essa constatacdo, em certo
sentido, contribuiu para explicar, ainda que parcialmente, a for¢ca da concep¢ao niimero nos
conhecimentos dos estudantes, conforme indicaram os estudos diagndsticos anteriormente
abordados.

Em resumo, entendemos que as escolhas curriculares parecem privilegiar o numérico.

Apb6s um olhar transversal a luz da Teoria dos Campos Conceituais sobre um conjunto
de estudos que investigaram diferentes grandezas geométricas, ficou evidente a €énfase no
numérico em detrimento da medida. Essa constatacdo decorre da valorizacdo excessiva em
situagdes de medigdo, que tem como objetivo primeiro atribuir um nimero a uma grandeza. Em
outros termos, esse tipo de situacdo busca, em ultima instancia, produzir um niimero, cuja
énfase secundariza a perspectiva de grandeza, que adotamos em nosso modelo didatico-
matematico.

Ampliando o modelo didatico-matematico (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989), a
TCC trouxe luz para um conjunto de situagdes (BALTAR, 1996) que permitem dar sentido a
area enquanto grandeza, bem como para comprimento (BABORSA, 2002; 2007; BRITO, 2003)
e volume (ANWANDTER-CUELLAR, 2008; FIGUEIREDO, 2013; MORAIS, 2013;
FREITAS, 2015).

Esse marco tedrico evidenciou o papel das representagdes como fator de influéncia na
compreensdo da grandeza (BARBOSA, 2003; 2007; BRITO, 2003) e que para muitos
estudantes area e perimetro variam necessariamente no mesmo sentido, ou seja, se a area de
uma superficie aumenta (diminui), seu perimetro também aumenta (diminui).

Também foram observadas dificuldades em dissociar o contorno da forma, assim como
contorno e perimetro, de modo que duas figuras de mesma forma tém necessariamente o mesmo

contorno e, portanto, o mesmo perimetro. O uso da medida foi bastante observado, mesmo para
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0s casos em que ela ndo era necessdria, indicando que o foco principal quase sempre recai em
calculos algébrico-numéricos.

Portanto, o referido modelo didatico-matematico atribui as grandezas, especialmente as
geométricas, sobre as quais recai nosso olhar, autonomia em relacdo a medida e aos entes

geométricos.

2.5 QUESTOES DE PESQUISA, OBJETIVO GERAL E HIPOTESE

E consenso na comunidade escolar, na academia e na sociedade que os saberes inerentes
as grandezas e medidas tém sua relevancia bem assentada, cuja aceitagdo se configurou em um
dominio de estudo em documentos curriculares oficiais brasileiros. Entre algumas das razdes
que justificam o ensino desses saberes, destacam-se uma relagdo nitida com outros dominios de
conhecimento, com outros conteidos matematicos e pela possibilidade de instrumentalizar os
estudantes enquanto cidaddos atuantes no meio politico, social e profissional.

Contudo, as pesquisas supracitadas revelaram dificuldades no ensino e na aprendizagem
desses saberes, algumas delas persistentes, inclusive em diferentes paises, niveis de ensino e
sujeitos com idades variadas. Ao mesmo tempo, esses estudos indicaram existir uma
valorizacdo excessiva de determinados aspectos do conceito de grandeza, como aqueles
relacionados ao célculo numérico, em detrimento de outros, como a autonomia da grandeza em
relacdo a medida.

Esse fenomeno didatico da valorizagdo excessiva na medida e, simultaneamente, do
esquecimento da perspectiva de grandeza ndao ¢ restrito a uma grandeza especifica, sendo
observado no conjunto das grandezas geométricas e em contextos diversos. Para além das
grandezas geométricas, essa énfase foi observada também na abordagem da grandeza duracdo
de intervalo de tempo, que ¢ um objeto do saber da matematica, ao longo do ensino
fundamental.

Neste estudo, assumimos o modelo didatico-matematico de Douady e Perrin-Glorian
(1989), que consiste em caracterizar area como uma grandeza e, sob a dtica da Teoria dos
Campos Conceituais, buscamos interrogar o que se produziu sobre grandezas, permitindo-nos
ampliar o referido modelo para as grandezas geométricas. Esses elementos tedricos
possibilitaram também organizar uma tipologia de situacdes, de invariantes operatérios e de
representacdes simbolicas que incidem sobre as grandezas geométricas.

A revisdo de literatura apresentada nos tdpicos precedentes mostrou ndo somente a

énfase na medida, mas também algumas consequéncias, quase sempre problematicas,
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correlacionadas. Ainda assim, ela persiste ha algumas décadas, o que nos fez questionar quais
as razdes dessa énfase e quais as alternativas possiveis.

Diante disso, formulamos as seguintes questdes de pesquisa:

* por que se enfatiza epistemologicamente a medida em detrimento da grandeza?

* por que se enfatiza na matemdtica do ensino fundamental a medida em
detrimento da grandeza?

*  Quais as consequéncias dessa énfase?

A primeira questdo, de maior abrangéncia que as demais, surge da observacao de que a
énfase no nimero ndo € um fendmeno restrito ao ensino, além de que as razdes epistemoldgicas
dessa énfase ajudam a explicar os efeitos na matematica do ensino fundamental.

As duas questdes seguintes nos levaram a Teoria Antropoldgica do Didatico, e para
respondé-las, formulamos o seguinte objetivo geral:

e Investigar as razdes pelas quais existe uma énfase no aspecto numérico em
detrimento da abordagem conceitual das grandezas.

Os objetivos especificos e a tese foram formulados nos termos da Teoria Antropologica

do Didatico e, por consequéncia, serdo retomados no final do capitulo 3, apresentado a seguir.
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3 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

Neste capitulo apresentamos os pressupostos teoricos que fundamentaram o
desenvolvimento da pesquisa na busca de trazer respostas para as questdes anteriormente
apresentadas.

Encerramos este capitulo com a retomada dessas questdes, do objetivo geral e com a

apresentacao dos objetivos especificos e da hipotese.

3.1 APORTES TEORICOS

O marco tedrico-metodolégico no qual se situa essa pesquisa ¢ o da Teoria
Antropologica do Didatico, uma vez que ela permite situar o saber em diferentes instituigdes,
bem como as relagdes que esse saber estabelece com outros saberes € com o meio no qual ele
esta inserido.

A TAD sucede e, ao mesmo tempo, estende os alcances da Teoria da Transposi¢ao
Didatica (TTD), cujas bases foram estabelecidas no inicio da década de 1980 tendo como
expoente o pesquisador francés Yves Chevallard, nascido em Marselha, Franca, em 1946.

As ideias basilares da TTD foram apresentadas durante a realizacdo da primeira Escola
de Verao de Didatica da Matematica, realizada em julho de 1980 em Chamrousse, Franga. Na
ocasido, Chevallard ofertou um curso tendo como tema central a no¢do de Transposi¢ao

Didatica, cuja inten¢do, conforme ele descreve, foi de

[...] delimitar claramente os pontos de ancoragem — aqueles que, em todo caso, o autor
poderia propor naquela época — de um trabalho adicional de retificacdo, de
aprofundamento, de extensdo, etc.; com a intencdo, portanto, de abrir a perspectiva de
um debate cientifico sobre o tema tratado (CHEVALLARD, 1981-1982, p. 1, traducéo
nossa)?e.

Tendo em vista a autenticidade do tema posto e, seguramente, pela relevancia para o
processo de ensino e de aprendizagem da Matematica (e de outras areas, conforme se revelou
mais tarde), o referido conceito foi, posteriormente, objeto de discussdo em Semindrios € em
publicacdes académicas, onde surgiram também muitas criticas. Em todo caso, as discussdes

em torno da TTD extrapolaram os contornos da Didética da Matematica, embora em principio,

18 [...] d’imposition mais bien au contraire pour désigner les points d’ancrage possibles — ceux, en tout cas, que
I’auteur pouvait a 1’époque proposer — d’un travail ultérieur de rectification, d’approfondissement, d’extension,
etc., ce concept a, si je puis dire, séduit.
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sob forte resisténcia, sendo objeto de reflexdo também na Didatica da Fisica e em cursos de
formagao de professores (CHEVALLARD, 1981-1982).

Por tudo isso, dois anos apos a realizagao desse curso, Chevallard apresentou em 1982
o texto intitulado “Pourquoi la transposition didactique?”, como parte de uma comunicagao
apresentada em um Semindrio de Didética e Pedagogia das Matematicas na Universidade
Cientifica e Médica de Grenoble, onde responde aos questionamentos da comunidade em torno
de suas ideias iniciais sobre a TTD, alguns deles, inclusive, decorrentes de interpretagdes
duvidosas.

Ao idealizar a TTD, Chevallard langou luz sobre o sistema didatico ou, mais
amplamente, sobre o sistema de ensino e seu entorno, dando relevancia nesses sistemas a um
conjunto de atores até entdo pouco considerados sob a otica da didatica, a exemplo de gestores
escolares e de representantes governamentais. Mais que isso, ele evidenciou o sistema didatico,

o qual se constitui da relagdo ternaria entre o professor, o aluno e o saber, buscando responder,

sobretudo, as questoes:

O que entdo, no sistema didatico, é colocado sob a bandeira do Saber? O “saber
ensinado” que concretamente encontra o observador, que relagdo ele envolve com o
que se programa fora desse ambito? E que relagdo ha com o “saber sabio”, o dos
matematicos? Que distancia existe entre uns e outros?*® (Ibid., p. 15, traduc&o nossa).

Segundo Chevallard, esses questionamentos trazem para o debate pontos de extrema
relevancia como génese, filiacao e legitimidade, mais precisamente, indagando sobre o tipo de
génese do saber ensinado, se as filiagdes sdo negociadas e se ha legitimidades seguras.

Pode-se, portanto, atribuir a emergéncia da TTD, ao “estudo de um problema-chave: de
onde vém os ‘conteudos de saber’ estudados em uma sala de aula? Qual ¢ a origem desses
conteudos?” (CHEVALLARD, 1991, p. 230). Assim sendo, ele percorreu o caminho partindo
do saber sabio produzido na academia até chegar ao saber ensinado na sala de aula. E, portanto,
nessa distancia entre esses saberes que repousa o conceito de Transposicao Didatica.

Para se compreender os fendmenos didaticos presentes na sala de aula e problematizar
a complexidade oriunda do seu entorno em relagdo aos saberes veiculados na escola, Chevallard

parte do sistema didatico, cuja representacdo ¢ mostrada na figura 17 a seguir:

19 Traduzido do original em francés: Ce qui, dans le systéme didactique, vient a paraitre a ’enseigne du Savoir,
qu’est-ce donc? Le « savoir enseigné » que, concrétement, 1’observateur rencontre, quel rapport entretient-il a ce
qui de lui alentour se proclame? Et quel rapport encore avec le « savoir savant », celui des mathématiciens? Des
uns aux autres, quels écarts?
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Figura 17 - Representacdo do sistema didatico

S
()

P .K
E
Fonte: Chevallard (1981-1982, p. 8)

P representa o professor, E o aluno ¢ S, o saber ensinado, além de todas as interrelagdes entre
eles. Chevallard considera ainda o entorno desse sistema - sistema de ensino - o qual dispoe de
um conjunto estrutural que auxilia e regula seu funcionamento, bem como o entorno deste
ultimo, que consiste no meio sob o qual se inserem os familiares dos alunos, pesquisadores
matematicos e 6rgaos governamentais com poder de execucdo e de decisdo politica no ambito
educacional.

O entorno sob o qual se encontram os agentes politicos, professores, pais e
pesquisadores matematicos e que contornam o sistema de ensino, ¢ denominado por Chevallard

de noosfera, que ¢ entendida como se segue:

Ha todos aqueles que, na vanguarda do funcionamento didatico, enfrentam os
problemas que surgem ao atender a sociedade e suas demandas; desenvolvem
conflitos, negociacBes acontecem, solu¢Bes amadurecem. Toda atividade comum
ocorre ali, ndo apenas nos periodos de crise (onde é acentuada), na forma de doutrinas
propostas, defendidas e discutidas, producéo e debate de ideias - sobre o que pode ser
mudado e sobre o que fazer. Em resumo, estamos aqui na esfera em que pensamos -
de maneiras as vezes muito diferentes - o funcionamento didatico. Por isso, propus
para ela o nome parddico de noosfera. Na noosfera, portanto, os representantes do
sistema educacional, com ou sem mandato (do presidente de uma associagdo de
professores a um simples professor militante), encontram-se, diretamente ou ndo (pela
redacdo da denlncia, pela solicitagdo cominatdria, pelo projeto transacional ou os
debates abafados de um comité ministerial), representantes da sociedade (pais de
estudantes, especialistas na disciplina que militam em torno de seu ensino, 0s
emissarios do corpo politico) (CHEVALLARD, 1981-1982, p. 9, traducéo nossa).?

20 Traduzido do original em francés : La se trouvent tous ceux qui, aux avant-postes du fonctionnement didactique,
s’affrontent aux problémes qui naissent de la rencontre avec la société et ses exigences; la se développent les
conflits, 1a se ménent les négociations, 1a mirissent les solutions. Toute une activité ordinaire s’y déploie, en dehors
méme des périodes de crise (ou elle s’accentue), sous forme de doctrines proposées, défendues et discutées, de
production et de débats d’idées — sur ce qui pourrait étre changé et sur ce qu’il convient de faire. Bref, on est ici
dans la sphére ou I’on pense — selon des modalités parfois fort différentes — le fonctionnement didactique. Pour
cela, j’ai avancé pour elle le nom parodique de noosphére. Dans la noosphére donc, les représentants du systéme
d’enseignement, mandatés ou non (du président d’une association d’enseignants au simple professeur militant),
rencontrent, directement ou non (par le libelle dénonciateur, la requéte comminatoire, le projet transactionnel, ou
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A descri¢do acima indica, portanto, a noosfera como sendo o entorno do sistema de
ensino, cujos agentes sdo aqueles que de alguma maneira intervém na selecdo do saber
ensinado, sendo, portanto, a interface entre a sociedade, que inclui as instituicdes produtoras do
saber, e a institui¢do que se encarrega do ensino desse saber. A figura 18 seguinte esquematiza

os sistemas didaticos e seu entorno.

Figura 18 - Entorno dos sistemas didaticos?

Meio
Noosfera

7
Sistema de ensino srricro sensy

Fonte: Chevallard (1981-1982, p. 9)

Conforme mostra a figura 18, um conjunto de sistemas didaticos ¢ contornado por um
sistema de ensino, o qual, por sua vez, estd envolto pela noosfera. Com isso, o saber a ensinar
passa necessariamente pela noosfera, o que indica sua relevancia para o funcionamento dos
sistemas didaticos.

Chevallard (1982, p. 11) cita a noosfera como sendo “o centro operacional do processo
de transposi¢do”, onde se busca resposta para o desequilibrio evocado entre o sistema e seu
entorno, o que faz com que em periodos de crise exista um minimo de prote¢do para o
funcionamento dos sistemas didaticos. Além disso, tendo em vista sua posicdo de mediadora,
ela se configura como um espago de conflito e de luta, onde se busca responder aos anseios de
uma complexa relagdo social, fazendo com que sua producgdo seja, em ultima instancia, nao
necessariamente o que dela se espera sob a 6tica do saber, mas a materializacdo de “imposi¢des”

de agentes com algum grau de poder de decisdo sobre os demais.

les débats assourdis d’une commission ministérielle), les représentants de la société (les parents d’éléves, les
spécialistes de la discipline qui militent autour de son enseignement, les émissaires de 1’organe politique).

2L Sistema de ensino stricto sensu se refere aquele que contorna os sistemas didaticos. Chevallard (1991) usa
também a expressdo stricto sensu para se referir as adaptagdes didaticas sofridas por um determinado saber, que
ele denomina de transposicao didatica stricto sensu.
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No ambito da TTD, Chevallard elenca um conjunto de variaveis com relevancia
acentuada para se compreender o funcionamento didatico. No entanto, a variavel saber €
visivelmente destacada - eixo central das discussodes didaticas, pois segundo o autor,

O saber — os conteldos - oferece uma variavel de controle muito sensivel, permitindo
obter efeitos espetaculares a baixo custo e sobre os quais a instancia politica tem

controle, por meio de programas e comentarios oficiais, € manuais que os explicam
(CHEVALLARD, 1981-1982, p. 12)%.

Ao mesmo tempo, é através do saber - ao se desgastar’® - que algumas crises se
manifestam entre o professor e o aluno, quando o primeiro ja ndo ¢ mais capaz de provocar
mudangas no segundo.

Em resumo, conforme escreve Chevallard, é prioritariamente “por meio de uma

. ~ 1924 ey . .
manipulag¢do do saber”*" que a noosfera busca o reequilibrio entre o sistema e seu entorno.
Finalmente, chega-se a definicdo dada por Chevallard para a Transposi¢do Didatica:
Um conteudo de saber que foi designado como saber a ensinar, sofre a partir de entéo
um conjunto de transformac6es adaptativas que véo tornd-lo apto a ocupar um lugar
entre os objetos de ensino. O “trabalho” que transforma um objeto de saber a ensinar

em um objeto de ensino, é denominado de transposicéo didatica (CHEVALLARD,
1991, p. 45)%,

A titulo de exemplo, area de superficies viveu de forma operacional em comunidades
antigas, passando posteriormente a ser formulada como um saber matematico. Em determinado
momento, foi inserida nos programas curriculares brasileiros — saber a ensinar — cujo tratamento
didatico varia em fungdo do objeto de ensino designado para cada ano. Na BNCC (BRASIL,
2017), por exemplo, no 3° ano do ensino fundamental, tem-se, entre seus objetos de ensino,
comparagao de area por superposicdo. Portanto, as adaptagdes feitas sobre o saber a ensinar
drea que implicaram no objeto de ensino comparagdo de area, ¢ o que Chevallard chama de

Transposi¢ao Didatica.

22 Traduzido do original em francés: Le savoir — les contenus — offre une variable de commande trés sensible,
permettant & moindre frais d’obtenir des effets spectaculaires, et sur laquelle I’instance politique est assurée d’un
contréle, par le truchement des programmes et de leurs commentaires officiels, et des manuels qui les explicitent.

23 Para Chevallard (1981-1982), o desgaste do saber é provocado pelo seu envelhecimento em relagdo a sociedade,
a0 mesmo tempo em que, em via de mao dupla, a sociedade se tornou velha (desgastada), através de seus filhos,
em relagdo ao saber.

2 Ibid., p. 12.

% Traduzido do original em espanhol: Un contenido de saber que ha sido designado como saber a ensefiar, sufre
a partir de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a harcerlo apto para ocupar un lugar
entre los objetos de ensefianza. El “trabajo” que transforma de un objeto de saber a ensefiar en un objeto de
ensefianza, es denominado la transposicion didactica”.
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Importa dizer que a expressdo “Transposicdo Didatica” com o mesmo sentido aqui
tratado nao derivou de Chevallard, sendo ja utilizada por Michel Verrét, socidlogo francés, em
1974, ano da publicagdo de sua tese de doutorado, intitulada Le temps des études: la distribution
temporelle des activités des étudiants. Em sua tese, de acordo com Leite (2004)%, ele estudou
a distribui¢do do tempo nas atividades escolares, com vistas a contribuir para a compreensao
das fungdes sociais dos estudantes.

Em linhas bastante gerais Verret, segundo Leite (2004), ja havia constatado que um
saber para ser ensinado impde algumas condigdes a serem cumpridas, quais sejam, ser
programavel, dessincretizado, despersonalizado e publicavel, além de destacar a distancia entre
“a pratica de transmissao e a pratica de inven¢ao”, bem como “a preocupagdo com a dimensao
temporal nas praticas didaticas” (Ibid., p.49). Essas ideias foram incorporadas por Chevallard
no desenvolvimento da TTD, o que o fez trazer esses conceitos para o seu campo de estudo —
Didatica da Matematica — permitindo-lhe esmiucar todo o processo de transposi¢ao que,
segundo ele, tem inicio ja na despersonalizacao.

Segundo Bosch e Gascon (2006), a TTD evidenciou, em primeiro plano, que os saberes
e conhecimentos ensinados na escola sdo producdes externas a ela e que por isso precisam

passar por transformagdes que os tornem passiveis de serem reconstruidos nesses ambientes de

ensino. Portanto, segundo os autores,

O processo de transposicdo didatica comega longe da escola, na escolha dos corpos
de conhecimento que devem ser transmitidos. Segue-se entdo um trabalho claramente
criativo — ndo uma mera “transferéncia”, adaptacdo ou simplificagdo —, ou seja, um
processo de desconstrucéo e reconstrucdo dos diferentes elementos do conhecimento,
com o objetivo de torna-lo 'ensinavel' mantendo seu poder e carater funcional
(BOSCH; GASCON, 20086, p. 53, tradugio nossa)?’.

Segundo os autores, esse processo transpositivo envolve uma pluralidade de agentes
(politicos, académicos, professores da educagdo basica, entre outros), o que por um lado
possibilita o ensino dos saberes na escola, mas, por outro, impde certos limites sobre o que pode
e 0 que nao pode ser feito na escola. Como consequéncia, essas barreiras podem levar a um

rompimento com as razdes € maneiras pelas quais o saber foi criado, implicando no que

% A citacdo indireta sobre & tese de Verret (1974) decorreu da impossibilidade de ter acesso ao estudo original,
mesmo apds um exaustivo procedimento de busca.

2" The process of didactic transposition starts far away from school, in the choice of the bodies of knowledge that
have to be transmitted. Then follows a clearly creative type of work — not a mere “transference”, adaptation or
simplification —, namely a process of de-construction and rebuilding of the different elements of the knowledge,
with the aim of making it ‘teachable’ while keeping its power and functional character.
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Chevallard (2004) denominou de educagdo monumentalista, em que os estudantes vivenciam
os saberes em um estado de contemplacao.

A TTD, entdo, ampliou o campo de investigacdo em educacdo matematica, ao
problematizar o estudo de um saber em um processo anterior ¢ exterior a sala de aula, o que
levou a considerar as condigdes e restricdes que sdo impostas as instituicdes para as quais um
objeto do saber existe.

Assim, segundo Bosch e Gascon (2005, p. 53, tradugao nossa),

Em suma, considerar as restricbes impostas as instituicdes de ensino contribui para
explicar, de forma mais abrangente, o que fazem professores e alunos quando
ensinam, estudam e aprendem matematica. Nesse sentido, a teoria da transposicéo
didatica contribuiu para ampliar o objeto de estudo da pesquisa em educacdo
matematica, trazendo a tona uma dimenséo da realidade educacional que permanecia
sem nome e, portanto, desconsiderada até entdo.?

Aqui estd, portanto, o embrido da TAD, onde emergiu a perspectiva antropoldgica e suas
ideias de base, cuja premissa ¢ situar a atividade de estudo de um saber no conjunto das
atividades humanas ¢ das instituigdes sociais. Embora ela possa ser usada nas mais diversas
areas do conhecimento, seus achados se debrucaram, em principio, sobre a atividade do estudo
no seio da Didatica da Matematica, campo de estudo que situa conhecimentos matematicos e
suas relacdes com o ensino.

Segundo Chevallard (2018, p. 23), “o carater antropoldgico da TAD estd no cerne da
ruptura epistemologica que a TAD provoca corretamente no estudo do diddtico”. Ruptura essa
que ele atribui as abordagens classicas do didatico, que quase sempre buscam ingenuamente
explicar os fendmenos didaticos apenas sob a 6tica do que os alunos realizam e pelo que o
professor desenvolve, o que ele chama de “condigoes e restrigdes endogenas™ (Ibid., p. 23).
Contudo, a TAD amplia essa perspectiva, colocando também as “condi¢des e restrigdes
alienigenas” (Ibid., p. 23), ao considerar os aspectos externos aos sistemas didaticos.

O campo da Antropologia, no qual Chevallard (1985) situa a Didatica da Matematica e,
por consequéncia a TAD, assume posi¢do destacada, a quem ele atribui razdo pela qual a
didatica se impde sobre o mar da ignorancia. Contudo, Chevallard (1985), de inicio, ndo define
o termo antropologia, cujo ponto de partida ¢ a natureza etimologica, que quer dizer, “a

antropologia ¢ o estudo do Homem™ (Ibid., p. 147). Em outros estudos, esse conceito fica

28 In short, considering the restrictions bearing on educational institutions contributes to explain, in a more
comprehensive way, what teachers and students do when they teach, study and learn mathematics. In this sense,
the theory of didactic transposition contributed to widen the object of study of research in mathematics education,
bringing into existence a dimension of educational reality that had remained unnamed and, thus, unconsidered till
then.
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melhor definido, assumindo o significado de “sistemas que envolvem intrinsecamente os seres
humanos” (CHEVALLARD, 1989, p. 3) e, além disso, o conceito de relagdo, tido como uma
das nogoes fundamentais para a construgao teorica.

Chevallard (1991, p. 148) apresenta como personagens essenciais na perspectiva
antropologica “as instituicées, os sujeitos®®, os objetos, a relagdo (pessoal) de um sujeito com
um objeto, a relagdo (institucional) de uma instituicdo com um objeto®"”. Esses termos sdo ditos
primitivos e por isso ndo cabe defini-los. Todavia, é importante caracteriza-los como condi¢ao
necessaria, embora nao suficiente, para se compreender o que se segue.

Segundo Chevallard (2018, p. 31), “tudo € objeto, incluindo as pessoas”. Logo, sdo
objetos, um termdmetro, a representacdo de uma temperatura expressa pelo par
numero/unidade, assim como a sensagao térmica decorrente dessa temperatura. Como também
0 ¢ o comprimento de um arco ou ainda a representacdo figural deste. O conceito de relacdo —
pessoal e institucional - caracteriza-se pelo conjunto de interagdes que um individuo ou uma
instituicdo pode ter com um objeto, entendendo-se aqui interagdo nao apenas em seu sentido
estrito de manusear ou de falar. J4 a institui¢cdo ¢ entendida como “um dispositivo social ‘total””
(Ibid., p. 32), extrapolando o sentido juridico, que permite e impde a seus sujeitos, ou seja,
aqueles que nela ocupam diferentes posi¢des, maneiras proprias de fazer e de pensar — as
praxeologias. Voltaremos a esse conceito mais adiante. A escola, por exemplo, € uma institui¢ao
em que algumas de suas posigoes sao a de professor, de aluno, de diretor e de porteiro, assim
como a sala de aula de Matematica, cujos sujeitos sdo o professor dessa disciplina e seus alunos.
Uma familia também ¢ uma institui¢do, podendo ter como posigdes a de pai, de mae e de filho.
Em resumo, a nocao de instituicdo ¢ mais ampla do que as instituigdes formais, estas inclusas
na primeira. Novamente, a titulo de exemplo, uma organizacao sindical € uma instituicao para
a TAD, como sdo também uma sala de aula e uma comunidade indigena.

Por tltimo, tem-se a no¢ao de pessoa, que ¢ constituida por um individuo e todas as suas
relagdes pessoais em um dado momento de sua historia. Assim sendo, em seu decurso de vida,
a pessoa muda em func¢do das relagdes (re)estabelecidas e daquelas terminadas, enquanto o

individuo permanece invariante. Por exemplo, as relacdes que um aluno ingressante no curso

2 Escreveu-se o termo sujeito em conformidade com a tradugiio, mas entendendo-o como sinénimo de pessoa.
Doravante, quando ndo decorrer de trecho traduzido, este ultimo sera a escrita adotada. Em estudos posteriores, o
termo “sujeito” adquire o sentido de uma pessoa de uma institui¢ao I, no sentido de estar sujeita a I.

%0 Traduzido do original em espanhol: “las instituciones, los sujetos, los objetos, la relacion (personal) de un sujeto
con un objeto, la relacion (institucional) de una institucion con un objeto”.
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de Licenciatura em Matematica estabelece com o objeto area, possivelmente se modificardo, ao
longo de sua formagao e mais ainda, no decorrer de sua atuacao profissional.

Chevallard organiza os construtos teoricos da TAD em uma abordagem simbolica, por
meio da qual descreve seus elementos, a seguir descritos.

Um objeto o existe para uma pessoa x, se esta estabelece uma relagdio com o,
denominada por R(x, 0). Analogamente, um objeto o existe para uma instituicdo / se ha uma
relacdo institucional de I com o, indicada por R;(0). Portanto, um objeto existe, se € objeto
para a0 menos uma pessoa X ou uma institui¢do I. Além disso, x conhece o se x tem uma
relacdo com o0, a0 mesmo tempo em que “para a pessoa z de uma instituicdo I, x conhece o se
z supde um juizo de conformidade de R(x,0) com R;(0)*"” (CHEVALLARD, 1991, p. 149).
A nocao de conformidade significa dizer que a relagdo R(x,0) no ambito de I acontece de
acordo com o que se espera dela, ou seja, ndo hé violagdo das normas estabelecidas por I para
o seu adequado funcionamento.

Posteriormente, Chevallard (1991b) amplia os termos primitivos acrescentando o
conceito de posi¢do institucional no ambito de I para indicar que a relagdo institucional R;(0)
ndo € unitaria. Com efeito, para um dado objeto institucional o, existe ndo apenas uma relagao
institucional R;(0), mas relagdes institucionais de I com o objeto o decorrentes das diferentes
posi¢des ocupadas pelos sujeitos de I, que serdo denotadas, cada uma delas, por R(p;, 0). E o
caso, por exemplo, da relacdo que um professor tem com o conceito de area, que se distingue
da relag@o de seu aluno com esse objeto, distingdo essa que ndo deve ser compreendida sob a
otica da superioridade ou de saber mais. Diante disso, a relagdo institucional de um objeto o,
R;(0), passa a ser vista sob o enfoque da relacdo institucional na posi¢do p, mais precisamente,
R(p1, 0).

Chevallard destaca que a esséncia em toda a formula¢do acima apresentada ¢ “o
conhecimento, entendido como existéncia de relagdes (pessoais e institucionais) com os objetos
existentes sempre no real antropolégico®®” (CHEVALLARD, 1991, p. 149). Essa dimensao de
conhecimento surge na medida em que a pessoa toma conhecimento do objeto e no decorrer do
tempo a relacdo se fortalece e se transforma. Contudo, toda essa relagdo, embora rica e

proveitosa, pode ser espontanea e desprovida de intencionalidade. Nesse caso, para Chevallard,

31 Traduzido do original em espanhol: “para el sujeto z de una institucién I, x conoce O si z supone um juicio de
conformidad de R(x,0) com R;(0)”.

32 Traduzido do original em espanhol: “O conocimiento, entendido como existencia de relaciones (personales o
institucionales) con los objetos existe en todo momento en lo real antropoldgico”.
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ndo existe o didatico, o qual pressupde inten¢do, ou mais precisamente, uma intengao didatica.
Logo, (Ibid., p. 150) “existe o didatico quando um sujeito y tem a inten¢do de fazer nascer ou
que mude, de certa maneira, a relagdo de um sujeito x com um objeto 0”.

E, portanto, a partir desses pressupostos que a TAD propde compreender os fendmenos
didaticos presentes na sala de aula, em particular, na aula de Matematica.

Buscando analisar as praticas institucionais de modo a permitir uma descri¢ao e suas
condigdes de realizagdo, Chevallard (1999) propde uma ferramenta para modelizar as praticas
sociais numa instituicdo, denominada de organizacdo praxeoldgica ou praxeologia. Nessa
proposicao, ele modeliza as praticas sociais matematicas.

Uma organizagao praxeologica ¢ composta pela praxeologia matematica e pela didatica,
que se relacionam. A primeira, que envolve tarefas matematicas, € composta pelo quarteto tipo
de tarefas, técnica, tecnologia e teoria, representadas, respectivamente, por T,7,0 e 0. Ja a
praxeologia didatica, conforme escreve Chevallard (1999, pp. 245 — 246) “sdo respostas (no
sentido forte) a questdes do tipo ‘Como estudar a questdo g = 7T?’, ou ‘Como estudar a obra
0?”. De outro modo, isso significa questionar quais os tipos de tarefa que compdem a
organizagao didatica, ou ainda, quais “gestos” podem ser considerados didaticos, no sentido de
ter a intengdo de ensinar algo a alguém.

No cerne da nogdo de praxeologia, segundo Chevallard (1999), encontram-se as nog¢des
de tarefa t e de tipo de tarefas T, onde t € T quando uma tarefa t € do tipo T. O tipo de tarefas
T, assim como t, s30 expressos por um verbo e um complemento, como comparar os perimetros
dos pisos retangulares de duas salas, medir o volume de um recipiente conico ou estimar a
velocidade de um movel. Isso significa que para Chevallard (1999), a nocao de tipo de tarefas
supde um objetivo minimamente preciso, quer dizer, o verbo que designa o género de tarefa,
requer necessariamente um complemento. Assim, por exemplo, “medir” indica apenas o género
da tarefa, que ao ser complementado, “medir a area de um tridngulo”, determina um tipo de
tarefas. Por fim, “medir a area de um tridngulo cujo comprimento de um dos lados ¢ Scme a
altura relativa a esse lado tem 3 centimetros de comprimento”, ¢ uma tarefa especifica, do tipo
“medir a 4rea de um triangulo”.

Por fim, Chevallard (1999, p. 224, traducao nossa) destaca que

Finalmente, tarefas, tipos de tarefas, géneros de tarefas ndo sdo dados da natureza:
sdo “artefatos”, “obras”, construgBes institucionais, cuja reconstrucdo em tal
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instituicdo, e por exemplo em tal classe, é um problema por si s, que é o objeto
préprio da didatica®.

Esse fato evidencia a praxeologia matematica, como uma ferramenta teorico-
metodoldgica para observar e problematizar certa realidade, que ¢, acima de tudo, uma
construcao localizada, no ambito das instituigdes.

Dado um tipo de tarefas T, uma praxeologia relativa a T determina uma maneira de
realizar as tarefas t do tipo T, denominada de técnica (do grego fekhné — saber-fazer) e
representada por 7. Em relacdo ao tipo de tarefas comparar os perimetros dos pisos retangulares
de duas salas, a depender das varidveis em jogo, o sujeito pode realizar essa tarefa medindo os
comprimentos dos contornos usando seu passo € comparar as medidas resultantes.

A tecnologia, denotada por 6, consiste no discurso racional sobre a técnica, que tem
como proposito primeiro, justifica-la. Chevallard (1999) evidencia que a racionalidade do
discurso depende da instituicao e do espaco institucional, de modo que “uma dada racionalidade
institucional pode parecer ndo muito racional para outra instituicdo” (p. 226). Além disso, a
tecnologia busca ainda tornar a técnica inteligivel, ou seja, explicar por que ela funciona.

Voltando ao exemplo acima, ¢ aceitdvel comparar os perimetros das salas pela contagem
do numero de passos, desde que a mesma pessoa meca ambos os contornos. Além disso, limitar-
se somente a comparacdo das medidas ¢ suficiente porque a unidade de medida foi mantida.

Por fim, a teoria, representada por @, explica e justifica a tecnologia, analogamente ao
que esta faz em relacdo a técnica. No exemplo supramencionado, a teoria compreende
essencialmente a Algebra das grandezas (CHEVALLARD; BOSCH, 2002), que explica e
legitima comparar grandezas, em particular, comprimentos.

Chevallard (1999) denomina o bloco [T/t] de pratico-técnico, o saber-fazer, e o bloco
[6/0] de tecnoldgico- tedrico, o saber. Em resumo, em relagdo a um tipo de tarefas T, encontra-
se, a0 menos, uma técnica t, uma tecnologia @ relativa a T e uma teoria @ que legitima 8. Com
isso, forma-se, por assim dizer, a organiza¢do praxeologica em torno do tipo de tarefa T,
indicada por [T/t/6/0]. Neste caso, em particular, por se tratar de uma praxeologia relativa a

um tipo de tarefas, Chevallard a denomina de pontual. Mas essa ndo ¢ a regra, pois segundo ele,

(...) raramente encontramos praxeologias pontuais. Geralmente, em uma dada
institui¢do I, uma teoria @ responde a varias tecnologias 6;, cada uma das quais, por
sua vez, justifica e torna inteligiveis varias técnicas t;; correspondentes a tantos tipos

3 Traduzido do original em francés: Enfin, taches, types de taches, genres de taches ne sont pas des donnes de la
nature : ce sont des “artefacts”, des “oeuvres”, des construits institutionnels, dont la reconstruction en telle
institution, et par exemple en telle classe, est un probleme a part entiere, qui est [ ’'objet méme de la didactique.
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de tarefas T;;. As organizagOes pontuais irdo, assim, agregar-se, primeiro em
organizac0es locais, [T; / t; / 6 / @], centradas em uma dada tecnologia 6, depois em
organizagdes regionais, [T;; / t;; / 6; / ©], formadas em torno de uma teoria 6.
(Além disso, chamaremos de organizacdo global o complexo praxeoldgico
[Tiji/Tijk/Oji/Ok] obtido, em uma dada instituicdo, pela agregacdo de varias
organizacGes regionais correspondentes a varias teorias 6y). Agora a passagem de
uma praxeologia pontual [ T/z/ /0] para uma praxeologia local [T; /t; /0 / O]
destaca a tecnologia, 6, da mesma forma que a subsequente transicdo para uma
praxeologia regional [T;; /t;; /6; /@] trara a teoria para o primeiro plano,
6 (CHEVALLARD, 1999, p. 229)*.

O referido excerto caracteriza, portanto, tipos de praxeologias que podem existir ao se
modelar a atividade matematica no ambito de uma instituigao.

O retorno as ideias primeiras da Teoria da Transposi¢do Didatica e as consideragdes
sobre uma visao global da Teoria Antropologica do Didatico foram necessarios, uma vez que
assumimos a hipdtese de que a énfase exagerada no aspecto de medida pode ser explicada via
o processo de transposi¢ao desse saber.

Nesse sentido, as instituigdes se configuram como um dispositivo de relevancia em
nossa investigagdo, uma vez que centralizam as relagdes que seus sujeitos estabelecem com o
conceito de grandeza.

Em destaque, listamos a institui¢do noosferiana, que explicita os objetos de ensino e as
razoes de ser institucionais dos mesmos, e as instituigdes académicas — A Matematica ¢ A
Educagdao Matematica - as quais influenciam nao apenas a noosfera, como também um conjunto
de institui¢des inerentes ao processo de ensino, que compreende desde as instituicdes de
formacgao de professores até a aula de Matematica.

Por tudo isso, nosso interesse se volta para o modo de vida da grandeza, suas relacdes,
suas formas de organizacao e suas fung¢des a desempenhar em instituicdes que se relacionam
com a matematica do ensino fundamental, a fim de buscar explicar os usos que se faz desse

conceito no sistema didatico.

3 Traduzido do original em francés: Une telle mise en avant du savoir nest nullement fortuite. On ne reencontre
en fait que rarement des praxeologies ponctuelles. Generalement, en une institution I donnee, une theorie ® repond
de plusieurs Technologies 6;, dont chacune a son tour justifie et rend intelligibles plusieurs techniques 7;;
correspondant a autant de types de taches Tij. Les organisations ponctuelles vont ainsi s’agreger, dabord en
organisations locales, [T; /7; /6 / O], centrees sur une technologie 8 determinee, ensuite en organisations
régionales, [T;; / 7;; / 0j / @], formees autour dune theorie @. (Audela, on nommera organisation globale le
complexe praxeologique [T;ji/Tijk/0jx/Ok] obtenu, dans une institution donnee, par 1’agregation de plusieurs
organisations regionales correspondant a plusieurs theories 6y.) Or le passage d’une praxeologie ponctuelle
[T/t/6/0] a une praxeologie locale [T; / T; / 6 / @] met en avant la technologie, 8, de la meme facon que le
passage ulterieur a une praxeologie regionale [T;; / 7;; / 6; / ©] portera au premier plan la théorie, 6.
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3.2 PROBLEMATICA ECOLOGICA

Chevallard (1991; 1994) inseriu no ambito da TAD o conceito de ecologia didatica dos
saberes, que além de potencializar a andlise do processo de transposicdo de um saber
matematico, problematiza a realidade didatica na qual esse saber foi inserido. Segundo o autor,

a ecologia didatica dos saberes

trouxe consigo uma enxurrada de perguntas, as quais sua aparente ingenuidade soou
culturalmente estranha. De onde vém esses novos objetos ensinados? Como eles
chegaram 14? Que interrelagBes, com quais objetos, eles estabelecem? E, também,
acima de tudo: por que eles chegaram 1a? (CHEVALLARD, 1994, p. 5, traducéo
nossa)*®.

Segundo Artaud (1997) a problematica ecoldgica ¢ uma ferramenta tedrica que permite
questionar a vida dos objetos do saber nas institui¢cdes. Logo, problematizar os saberes a luz
desse construto pressupde considerar as suas interrelagdes, bem como questionar a realidade

em que eles estao inseridos. Nesse sentido, para Artaud (1997, p. 101, tradugao nossa),

A problematica ecoldgica se apresenta de entrada como um meio de questionar a
realidade: “o que existe e por qué? Mas também, o que ndo existe e por qué? E o que
poderia existir? Sob que condi¢fes? Por outro lado, sendo dado um conjunto de
condicBes, que objetos sdo levados a viver ou, pelo contrario, sdo impedidos de viver
nessas condigdes?”%®

A problematica ecoldgica permite, portanto, evidenciar as condigdes de existéncia ou de
inexisténcia de um saber matematico, assim como as razoes pelas quais ele vive em uma
instituicao. O endereco ou local de existéncia de um objeto do saber e a fun¢do desempenhada
por esse objeto naquele ambiente, foram denominados por Chevallard (1994) de habitat e nicho,
respectivamente, em referéncia ao estudo da Ecologia nas Ciéncias Biologicas.

O questionamento do real (ARTAUD, 1997) pressupde a existéncia de um modelo por

meio do qual o pesquisador se emancipa de suas principais sujei¢des institucionais

35 Traduzido do original em francés: [...] apportait avec elle un flot de questions, auxquelles leur apparente naiveté
faisait rendre un son culturellement étrange. D’ou viennent ces nouveaux objets enseignés ? Comment sont-ils
arrivés 1a ? Quelles interrelations, avec quels autres objets, y nouent-ils ? Et, aussi, surtout : pourquoi sont-ils
arrivés jusque-la?

% Traduzido do original em francés: La problématique écologique se présente, d'emblée, comme un moyen de
questionner le réel. Qu’est-ce qui existe, et pourquoi ? Mais aussi, qu’est-ce qui n’existe pas, et pourquoi ? Et
qu’est-ce qui pourrait exister ? Sous quelles conditions ? Inversement, étant donné un ensemble de conditions,
quels objets sont-ils poussés a vivre, ou au contraire sont ils empéchés de vivre dans ces conditions ?
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(CHEVALLARD, 2006), para com ele lancar luz sobre os fendmenos didaticos que serdo
visiveis. Trata-se do Modelo Epistemologico de Referéncia (MER), que segundo Licera,
Gascon e Bosch, (2019, p. 3), “vem de instituigdes socialmente legitimadas que impdem seu
ponto de vista ou de instituicdes nas quais o didata faz ou fazia parte, possivelmente ocupando
fungdes diferentes”.

Segundo Gascon (2011), no ambito da TAD, o MER ¢ sempre situado, explicitavel,
provisério e continuamente confrontado com a realidade em (que) se investiga, de modo que
ele condiciona. E situado por ser considerado um modelo para uma determinada instituicdo.
Segundo o autor, a pesquisa em Didatica da Matematica pressupde um MER e, no ambito da
TAD, sua explicitacdo se faz necessaria. O MER ¢ provisorio, por sempre estar sendo posto a
prova, em conformidade com a realidade em que ele se coloca. Por exemplo, em determinado
momento, nos anos finais do ensino fundamental, tarefas do tipo transformar unidades de
medida tinham um lugar de destaque em um MER, o que ndo acontece na realidade atual nessa
instituicao.

Pelo exposto, esse arcabouco tedrico permitiu problematizar a vida do saber grandeza

na Matematica do ensino fundamental brasileiro.

3.3 ESCALA DOS NiVEIS DE CODETERMINACAO DIDATICA

A escala dos niveis de codeterminacdo didatica ¢ um construto tedrico que, segundo
Chevallard (2015, p. 3, tradugdo nossa) “permite classificar as condi¢des sob as quais as pessoas
X e as instituicdes I vivem e operam”. Esses niveis sdo denominados civilizacdo, sociedade,
escola, pedagogia, disciplina, dominio, setor, tema e topico.

Segundo Chevallard (2002), esses niveis sdo hierarquizados e possibilitam localizar as
condi¢des e restricdes que favorecem ou impedem o ensino de um saber em uma dada

institui¢ao.
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Figura 19 - Escala dos niveis de codeterminagdo didatica

Niveau -2 =7 Société
Niveau—1 = Ecole
Niveau 0 = Pédagogie
Niveau 1 = Discipline
Niveau 2 = Domaine
Niveau 3 = Secteur
Niveau 4 = Thme
Niveau 5 = Sujet

v

Fonte: Chevallard (2002, p. 10)

Para ilustrar, apresentamos a relagdo entre a escala dos niveis de codeterminagao

didatica e o estudo de um topico relativo a grandeza area:

Figura 20 - Exemplo da escala dos niveis de codeterminagdo relacionado a grandeza area

Sociedade » Brasil

Escola » Educacdo basica
Pedag0fias » Anos finais do ensino fundamental
Disciplina » Matematica

Dominio » Grandezas e medidas

R

Setor

t

Tema » Area do circulo

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Area

v

De acordo com Chevallard (2005, p. 2), a mencionada escala, “de certa forma, enquadra
o que ¢ possivel fazer em termos de difusdo dos conhecimentos e saberes, ou seja, em matéria
didatica”. E também em cada nivel que ¢ possivel determinar a ecologia das organizagdes
matematicas e das organizacdes didaticas, considerando as condi¢des que oferece, assim como
as restri¢des por ele impostas (CHEVALLARD, 2002).

Portanto, encontramos na escala dos niveis de codeterminacao subsidios para
compreender condigdes e restricdes que pesam sobre o ensino de grandezas na matematica do

ensino fundamental.
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3.4 OBJETIVOS, QUESTOES E HIPOTESE DE PESQUISA

Neste topico, retomamos as questdes de pesquisa e o objetivo geral, bem como
anunciamos os objetivos especificos e a hipdtese de pesquisa.
Como ja foi dito, as questdes iniciais que nortearam essa pesquisa, sao:

*  por que se enfatiza na matematica do ensino fundamental brasileiro a medida
em detrimento da grandeza?

* por que se enfatiza epistemologicamente a medida em detrimento da grandeza?

A partir delas, tragamos o objetivo geral desta tese:

e investigar as razdes pelas quais existe uma énfase no aspecto numérico em
detrimento da abordagem conceitual das grandezas geométricas, na matematica
do ensino fundamental.

Esse objetivo geral, se desdobra nos seguintes objetivos especificos:

e explicitar as razdes de ser institucionais das grandezas e medidas na institui¢ao
Matematica do ensino fundamental brasileiro.;

e analisar as condigdes e restricdes que pesam sobre a abordagem de grandeza na

institui¢do Matematica do ensino fundamental brasileiro.

Tendo em vista as diferentes modificacdes do conceito de grandeza no decurso de sua
concepgdo até a sua institucionalizagdo, formulamos a seguinte hipdtese de trabalho:

O Modelo Epistemologico de Referéncia para o dominio das grandezas e medidas na
matemadtica do ensino fundamental brasileiro, ancorado em modelos matemdaticos robustos
produzidos na interface entre a matemdtica, a educa¢do matemdtica e a didatica da
matematica, deve assegurar tanto a explorac¢do das conexodes entre grandezas e numeros,
essencial para praticas sociais e para a atribui¢do de sentido aos conjuntos numeéricos, como
um lugar de relevo para o conceito de grandeza, fundamental para a conexdo com a geometria
e com a fisica.

Tendo em vista os objetivos acima mencionados, realizamos um estudo ecoldgico do
conceito de grandeza na instituicdo Matemadtica do ensino fundamental brasileiro, que sera
apresentado no capitulo a seguir.

Nesse estudo, problematizamos o conceito de grandeza em uma dindmica institucional,
considerando as interrelagdes entre as etapas da educagdo basica que precedem e sucedem o

ensino fundamental, entre matematica e outras disciplinas, especialmente a fisica, e entre a
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matematica a ser ensinada, a matematica do saber sdbio e as praticas sociais ndo escolares,

realizadas na sociedade.

Figura 21 - Dinamica institucional

‘ Educacdo nfantil ‘

/ | AN

Outras disciplinas ‘ ‘ Ensino fundamental ‘

AN

Sociedade

/

‘ Ensino médio

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Sob a perspectiva dos niveis de codeterminacdo, essa dindmica institucional assume a

seguinte configuracao:

Figura 22 - Dinamica institucional sob a perspectiva dos niveis de codeterminago didatica

p{atlcas s0cCials o Qociedade ——— »  Brasil
néo escolares

Escola ——» Educacao basica

!

Matematica do «——— Pedagogias — . Epgino fundamental

saber sabio
Matematica e outras

Disciplina > disciplinas

IR

Dominio —— Grandezas e medidas

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Portanto, para compreender as razdes da énfase no numero, consideramos as institui¢des

que se interrelacionam com o ensino fundamental brasileiro, que € institui¢do em estudo.
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4. ECOLOGIA DO CONCEITO DE GRANDEZA NO ENSINO FUNDAMENTAL
BRASILEIRO

Este capitulo apresenta uma analise ecologica do objeto de saber grandeza na
matematica do ensino fundamental brasileiro. Para tanto, foram analisados os documentos de
orientacdo curricular de abrangéncia nacional - os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Embora o documento vigente no Brasil hoje
sejam a BNCC, escolhemos analisar também os PCN, pois se trata de um marco em relacao ao
objeto de estudo dessa tese. Com efeito, ¢ a partir da publicacdo desse documento que na
matematica do ensino fundamental, configura-se claramente um dominio intitulado grandezas
e medidas.

Com isso, buscou-se evidenciar como e onde vivem as grandezas, ou seja, seu nicho e
habitat, o que levou a caracterizar as razdes pelas quais o saber grandeza ¢ ensinado na escola.

Para tanto, foram analisados os documentos destinados a educa¢do infantil, aos anos
iniciais € aos anos finais do ensino fundamental na disciplina matematica, tendo em vista a
instituicdo em estudo nesta pesquisa.

Portanto, assumimos a hipotese de que para compreender a ecologia do saber grandeza
nos anos finais do ensino fundamental, faz-se necessario compreender seu modo de vida nas
institui¢des do entorno aquela tomada como instituigao alvo.

Assim, este capitulo apresenta a analise ecologica da institui¢do ensino fundamental, e
posteriormente, das institui¢des educacdo infantil e ensino médio, por estarem no entorno da

primeira.

4.1 SOBRE IMPORTANCIA DE SITUAR OS DOCUMENTOS CURRICULARES

Sob a otica da TAD, as diretrizes desses documentos curriculares se definem na
noosfera, cujos agentes dessa instituicdo representam os diferentes grupos da sociedade. Nesse
sentido, o marco temporal que compreende a formulagdo e promulgacdo desses documentos
deve ser considerado, pois segundo Chevallard (1991), a noosfera ¢ um espaco de disputas,
onde seus agentes ndo dispdem igualmente das mesmas armas. Logo, € necessario situar o
tempo e o lugar para melhor compreender as intengdes presentes nos referidos textos. Em outros
termos, € possivel, por exemplo, que os representantes governamentais tenham maior influéncia
e poder de decisdo do que os representantes de pais de alunos, cujo resultado disso implica, em

ultima instancia, na definicdo de um saber a ser ensinado com privilégios a determinados vieses.
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E, portanto, nessa perspectiva que historicizamos, ainda que de forma breve, o processo de

construgdo desses documentos.

4.2 PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) formam um conjunto de documentos
orientadores do ponto de vista curricular concebidos entre os anos de 1995 e 1996 e publicados
nos anos de 1997 e 1998, contemplando os anos iniciais e finais do ensino fundamental,
respectivamente. Sua concepcdo envolveu diferentes segmentos que lidam direta e
indiretamente com a educagdo brasileira, com representantes da sociedade civil, de classes
(professores), governamental e académica. Um ponto de destaque ¢ que essa discussdo foi
contemporanea a formulacao e promulgacao da Lei n® 9.394, de 20 de dezembro de 1996 (Lei
de Diretrizes ¢ Bases da Educagdo Nacional), que instituiu uma politica de Estado para a
educagdo nacional.

Nos PCN ¢ explicitada a intencdo de respeitar a autonomia dos entes federativos e dos
educadores, prezando pela diversidade sociocultural, religiosa, econdmica e politica do Estado
brasileiro, o que € coerente com o estabelecido na LDB 9.394/1996. Ao mesmo tempo, nesses
documentos sdao formuladas orientagdes, discussdes e recomendagdes no ambito didatico e

pedagdgico, buscando contribuir para a formagao plena do estudante. Nesse sentido, os PCN

constituem um referencial de qualidade para a educagdo no Ensino Fundamental em
todo o Pais. Sua funcdo é orientar e garantir a coeréncia dos investimentos no sistema
educacional, socializando discussdes, pesquisas e recomendagdes, subsidiando a
participacdo de técnicos e professores brasileiros, principalmente daqueles que se
encontram mais isolados, com menor contato com a produg¢do pedagogica atual.

Por sua natureza aberta, configuram uma proposta flexivel, a ser concretizada nas
decisdes regionais e locais sobre curriculos e sobre programas de transformagdo da
realidade educacional empreendidos pelas autoridades governamentais, pelas escolas
e pelos professores. N&o configuram, portanto, um modelo curricular homogéneo e
impositivo, que se sobreporia a competéncia politico-executiva dos Estados e
Municipios, a diversidade sociocultural das diferentes regifes do Pais ou a autonomia
de professores e equipes pedagdgicas.

O conjunto das proposi¢des aqui expressas responde a necessidade de referenciais a
partir dos quais o sistema educacional do Pais se organize, a fim de garantir que,
respeitadas as diversidades culturais, regionais, étnicas, religiosas e politicas que
atravessam uma sociedade multipla, estratificada e complexa, a educagao possa atuar,
decisivamente, no processo de construcdo da cidadania, tendo como meta o ideal de
uma crescente igualdade de direitos entre os cidaddos, baseado nos principios
democraticos. Essa igualdade implica necessariamente o acesso a totalidade dos bens
publicos, entre os quais o conjunto dos conhecimentos socialmente relevantes
(BRASIL, 1997, p. 13).
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Além disso, no referido documento observam-se comentdarios acerca de politicas
publicas relativas a formagao inicial e continuada de professores e a valorizacdao da carreira
docente, indicando possiveis implicagdes na melhoria da qualidade do ensino. Um marco dos
PCN foi a mudanca de enfoque sobre a organizacao e abordagem dos conteudos. Até entdo, na
visdo pedagdgica dominante, segundo os PCN, ensinava-se o conteido com um fim em si
mesmo, cuja proposta passou a considera-lo como meio para o desenvolvimento de capacidades
com vistas ao usufruto de bens culturais, sociais € econdmicos.

Com isso, a abordagem dos conteudos assumiu trés categorias: conceituais,
procedimentais e atitudinais. O primeiro estabelece a aprendizagem de conceitos para o
desenvolvimento intelectual do estudante. O segundo, contempla, dentre outras coisas, a
tomada de decisdo de maneira consciente, bem como a realizacdo de a¢des buscando atingir
metas. Por fim, os atitudinais contemplam todo o saber escolar, considerando que a
compreensdo de atitudes e valores € inerente ao processo de ensino e de aprendizagem. Nesse

sentido, uma questao merecedora de destaque é que para os PCN,

Considerar conteidos procedimentais e atitudinais como contetidos do mesmo nivel
que os conceituais ndo implica aumento na quantidade de conteldos a serem
trabalhados, porque eles ja estdo presentes no dia-a-dia da sala de aula; o que acontece
é gue, na maioria das vezes, ndo estdo explicitados nem sdo tratados de maneira
consciente. A diferente natureza dos contelidos escolares deve ser contemplada de
maneira integrada no processo de ensino e aprendizagem e ndo em atividades
especificas (BRASIL, 1997, p. 53).

Percebe-se, portanto, que as trés classes de contetidos devem ser exploradas de maneira
integrada, sem privilégio a nenhuma delas.

Tomando os PCN como um documento produzido pela noosfera, observa-se, ainda que
timidamente, representatividade de grupos sociais diversos como membros da sociedade civil,
membros docentes da educacdo bdsica, professores universitarios € representantes
governamentais. Nesse sentido, mesmo havendo disparidade de forcas no funcionamento de
uma instituicdo noosferiana, aspectos importantes como a valorizagdo da carreira docente, a
valorizacdo da cultura local e o respeito a autonomia das escolas sdo mencionados no
documento. Assim, a configuragao geral do documento se mostrou alinhada com um tipo de
sociedade mais inclusiva e igualitaria, tendo em vista a preocupagdo com questdes ndo apenas
econdmicas, mas também socioambientais, culturais e politicas — niio partidaria. E, portanto,
submersa a esse modelo de sociedade, indicado nos PCN, que a Matematica enquanto disciplina

se apresenta, de onde emerge o dominio das Grandezas e Medidas. Sob a dtica organizacional,
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esse documento foi modelado por areas de conhecimento, mas de maneira integrada. Nos
deteremos a Matematica e, mais especificamente, ao bloco das Grandezas e medidas.

A disciplina Matematica, em geral, tem como principios um ensino que articule o mundo
fisico as abstragdes dessa ciéncia, propicie interagdes entre diferentes conceitos matematicos e
entre diferentes areas de conhecimento, além de evidenciar a Matematica como um construto
sociocultural e cientifico, cujas implicagdes possam refletir em uma melhor compreensdo e
atuacao no mundo pelos individuos. Para tanto, os conteudos foram organizados em quatro
dominios (indicados no documento pelo termo blocos) denominados por Numeros e operagoes,
Espaco e forma, Grandezas e medidas e Tratamento da informagdo. A emergéncia do bloco
destinado as grandezas foi um avango importante para sua valorizagdo, uma vez que tais
conceitos viviam pulverizados em diferentes dominios. Além disso, nos PCN destaca-se que
os conceitos desse bloco possibilitam fazer articulagdo com os outros conceitos matematicos,
bem como com outras disciplinas, além de se destacar pela sua forte inser¢ao sociocultural.

Em se tratando da configuracdo organizacional, o ensino fundamental foi moldado em
quatro ciclos, sendo os dois primeiros correspondentes as 1* e 2% séries e 3* e 4%,
respectivamente, e os dois ultimos, a 5* e 6%, e a 7* e 8* séries, pois no periodo de publicagao
desse documento, o ensino fundamental brasileiro estava organizado em oito anos (da 1* a 8*
série). Com isso, os objetivos de Matematica foram instituidos por ciclos. Voltando-se para os
3° e 4°% ciclos do ensino fundamental, o papel da Matematica ¢ pontuado, nos PCN , conforme

segue:

Em sintese, os Parametros Curriculares Nacionais propdem e explicitam algumas
alternativas para que se desenvolva um ensino de Matematica que permita ao aluno
compreender a realidade em que estd inserido, desenvolver suas capacidades
cognitivas e sua confianga para enfrentar desafios, de modo a ampliar os recursos
necessarios para o exercicio da cidadania, ao longo de seu processo de aprendizagem
(BRASIL, 1998, p. 60).

Para tanto, recomenda-se no 3° ciclo, um conjunto de objetivos e o excerto seguinte

apresenta aqueles relativos as grandezas e medidas:

Da competéncia métrica, por meio da exploracdo de situacfes de aprendizagem que
levem o aluno a:

* ampliar e construir no¢des de medida, pelo estudo de diferentes grandezas, a partir
de sua utilizacdo no contexto social e da andlise de alguns dos problemas histdricos
que motivaram sua construcao;

* resolver problemas que envolvam diferentes grandezas, selecionando unidades de
medida e instrumentos adequados a precisdo requerida (BRASIL, 1998, p. 65).

37 3° ¢ 4° ciclos equivalem as 5 e 6 séries e 7* e 8" séries, respectivamente no PCN (BRASIL, 1998).
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Com o intuito de atingir tais objetivos, s3o propostos os seguintes conteudos,

Reconhecimento de grandezas como comprimento, massa, capacidade, superficie,
volume, angulo, tempo, temperatura, velocidade e identificacdo de unidades
adequadas (padronizadas ou ndo) para medi-las, fazendo uso de terminologia propria.
Reconhecimento e compreensdo das unidades de memoria da informatica, como
bytes, quilobytes, megabytes e gigabytes em contextos apropriados, pela utilizagcdo da
potenciacao.

Obtencdo de medidas por meio de estimativas e aproximagdes e decisdo quanto a
resultados razodveis dependendo da situacéo-problema.

Utilizacdo de instrumentos de medida, como régua, escalimetro, transferidor,
esquadro, trena, relégios, cronémetros, balancas para fazer medic6es, selecionando os
instrumentos e unidades de medida adequadas a precisao que se requerem, em fungdo
da situacdo-problema.

Compreenséo da nocdo de medida de superficie e de equivaléncia de figuras planas
por meio da composi¢do e decomposicéo de figuras.

Calculo da &rea de figuras planas pela decomposicao e/ou composi¢do em figuras de
areas conhecidas, ou por meio de estimativas.

Indicar o volume de um recipiente em forma de paralelepipedo retangulo pela
contagem de cubos utilizados para preencher seu interior.

Estabelecimento de conversdes entre algumas unidades de medida mais usuais (para
comprimento, massa, capacidade, tempo) em resolucdo de situacBes-problema
(BRASIL, 1998, p. 74 grifos nosso).

Como se pode observar, nessa etapa de escolarizagdo, recomenda-se nos PCN, entre
outros aspectos, o trabalho com diversas grandezas, incluindo velocidade e unidades de
capacidade da informatica, além de contemplar a precisdo dos instrumentos de medida em
fun¢do do contexto, o uso de estimativas e a conversao entre unidades de uma mesma grandeza
por meio da resolucdo de problemas. Essas escolhas de transposi¢ao didatica sdo convergentes
com a instalacdio de um dominio das grandezas e medidas na matematica do ensino
fundamental.

Contudo, os excertos acima parecem sinalizar também uma énfase na medida e
divergéncias entre o modelo epistemoldgico de referéncia no qual nos apoiamos e o modelo
preconizado na instituigdo. Os grifos sugerem uma confusao entre os termos area e superficie,
que segundo nosso modelo epistemologico de referéncia remetem ao objeto geométrico e a
grandeza respectivamente. Esse tratamento ¢ conceitualmente prejudicial (DOUADY;
PERRIN-GLORIAN, 1989; MOREIRA-BALTAR, 1993; ANWANDTER-CUELLAR, 2008;
FERREIRA, 2010; FIGUEIREDO, 2013), pois pode acentuar o amélgama entre a grandeza
area e a superficie, caracteristica das concep¢des geométricas de area. Além disso, os trechos
acima sinalizam que a finalidade ultima recai na obtencdo da medida e pode-se inferir que ao
menos parcialmente, essa énfase se conecta aos usos sociais de contetidos do dominio das

grandezas e medidas.
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Para 0 4° ciclo, encontram-se os seguintes objetivos de aprendizagem para as grandezas:

* ampliar e construir no¢bes de medida, pelo estudo de diferentes grandezas,
utilizando digitos significativos para representar as medidas, efetuar calculos e
aproximar resultados de acordo com o grau de precisdo desejavel;

* obter e utilizar férmulas para calculo da area de superficies planas e para calculo de
volumes de solidos geométricos (prismas retos e composicdes desses prismas)
(BRASIL, 1998, p. 82 grifo nosso).

Além de retomar ideias ja discutidas anteriormente, amplia-se para a natureza da medida
e o uso das férmulas para o calculo da medida de area e de volume.

Com isso, sdo sugeridos os seguintes contetidos:

Resolugdo de situagdes-problema envolvendo grandezas (capacidade, tempo, massa,
temperatura) e as respectivas unidades de medida, fazendo conversdes adequadas para
efetuar calculos e expressar resultados.

Célculo da &rea de superficies planas por meio da composi¢do e decomposicao de
figuras e por aproximacGes.

Construcdo de procedimentos para o célculo de areas e perimetros de superficies
planas (limitadas por segmentos de reta e/ou arcos de circunferéncia).

Célculo da &rea da superficie total de alguns so6lidos geométricos (prismas e
cilindros).

Calculo do volume de alguns prismas retos e composic¢des destes.

Anélise das variagdes do perimetro e da area de um quadrado em relagéo a variagao
da medida do lado e construcdo dos graficos cartesianos para representar essas
interdependéncias.

Resolugdo de situagdes-problema envolvendo grandezas determinadas pela razéo de
duas outras (densidade e velocidade) ou pelo produto (energia elétrica: kWh).
Compreensdo dos termos algarismo duvidoso, algarismo significativo e erro de
medic&o, na utilizacdo de instrumentos de medida.

Estabelecimento da relacdo entre a medida da diagonal e a medida do lado de um
quadrado e a relagdo entre as medidas do perimetro e do didmetro de um circulo
(BRASIL, 1998, pp. 89-90 grifos nosso).

O excerto acima traz em seu escopo um conjunto de saberes, os quais sdo apontados
pela literatura como sendo relevantes para serem explorados em sala de aula. Chevallard e
Bosch (2000) destacam que as grandezas estdo no cerne do desenvolvimento da Matematica,
razdo pela qual se deve fazer uso de problemas genuinos, entre os quais se encontra a
emergéncia dos numeros irracionais, que pode ser provocada por meio da relagdo entre o
comprimento do lado e o da diagonal de um quadrado e da razdo entre o comprimento da
circunferéncia e de seu diametro. A apropriacdo da relagdo entre area e perimetro se mostrou
complexa para criancas (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989) e adolescentes
(KOSPENTARIS, SPYROU; LAPPAS, 2011), ocasionada principalmente pela precocidade na
introduc¢do de medidas. O uso de certas grandezas, notadamente as fisicas, geradas a partir de

outras, como velocidade (razdo entre comprimento e duragdo de intervalo de tempo) e
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densidade (razdo entre massa e volume) encontra respaldo em Whitney (1968a) e em
Chevallard e Bosch (2002). Ja a questdo de erros e incertezas ¢ tratada em Passelaigue e Munier
(2015).

Esses aspectos, recorrentemente, revelam incompreensdes, dificuldades e erros
persistentes em sua abordagem em sala de aula e por isso, sua institucionaliza¢gdo nos PCN
evidencia algum zelo pelo conceito de grandeza. A despeito disso, ao longo do 4° ciclo, a
abordagem das grandezas geométricas se volta preponderantemente para o quadro numérico,
observada nos grifos destacados nos excertos apresentados. Por essa razdo, faz-se necessario
compreender o que se sugere nos PCN, em relacdo a abordagem de grandeza, para os dois
primeiros ciclos, pois nos demais, conforme ja dito, o aspecto numérico prevalece.

O viés numérico foi observado com maior nitidez quando se modelaram as praxeologias
matematicas presentes nesse documento, ainda que o detalhamento dos componentes
praxeoldgicos nao estejam presentes, considerando que ndo se trata de um texto do saber.
Portanto, essa modelizacdo foi feita com base no que se espera que o estudante aprenda ao
longo de cada ciclo.

Para melhor compreender as praticas realizadas em torno do objeto grandeza no ensino
fundamental brasileiro, foi feita, mais adiante, a analise de duas cole¢des de livros didaticos, do
1°ao 5° e do 6° ao 9° ano, por se tratar de um texto do saber que apresenta um conjunto amplo
de atividades matematicas.

Modelamos a partir dos PCN, tendo em vista o saber a ser ensinado, um conjunto de
tipo de tarefas tacitamente indicadas para o 3° ciclo. Tendo em vista que nosso interesse ndo ¢
em uma determinada grandeza, atribuimos um nivel de granularidade mais geral para os tipos

de tarefas e para os mais especificos, consideramos subtipos de tarefa (ARAUJO, 2009).

Quadro 1 - Tipos de tarefas propostos para o 3° ciclo do ensino fundamental nos PCN%

Tipos de tarefa
Tra: Reconhecer uma grandeza
Ti: Identificar unidades mais adequadas para medir uma grandeza
Tem: Estimar a medida de uma grandeza
Twmac Medir uma grandeza
Tewm: Calcular a medida de uma grandeza
Tru: Transformar unidades de medidas de grandezas em situacdes-problemas

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

38 Embora os termos que constam nos PCN sejam superficie (ao invés de area), tempo (no lugar de duragio
de intervalos de tempo) e angulo (onde deveria ser abertura de angulo), na construg¢@o da tipologia de tarefas
utilizamos a terminologia coerente com o modelo epistemologico de referéncia da pesquisa.
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Modelamos Tem, Tmc e Tem: como tipos de tarefa diferentes, considerando as técnicas
associadas a cada um. No primeiro caso, associa-se uma medida, em uma dada unidade, a uma
grandeza. No segundo caso, utiliza-se um instrumento fisico, como trena para medir um
comprimento, balanca para medir uma massa e termémetro para medir uma temperatura, para
medir uma grandeza. O terceiro tipo de tarefas esta ligado ao calculo, em que procedimentos
numérico-algébricos sdo os mais usuais.

Depreende-se desse quadro que o aspecto da medida se sobressai, considerando que os

tipos de tarefa se situam predominantemente no quadro numérico.

Quadro 2 - Subtipos de tarefas propostos para o 3° ciclo do ensino fundamental nos PCN
Subtipos de tarefa
Reconhecer a grandeza comprimento
Reconhecer a grandeza massa
Reconhecer a grandeza capacidade
Reconhecer a grandeza area
Tra: Reconhecer a grandeza volume
Reconhecer a grandeza abertura de angulo
Reconhecer a grandeza duracdo de intervalos de tempo
Reconhecer a grandeza temperatura
Reconhecer a grandeza velocidade
Identificar unidades de medida mais adequadas para medir as grandezas

Tw: comprimento, massa, capacidade, area, volume, abertura de angulo,
duracéo de intervalos de tempo, temperatura, velocidade
Tem: Calcular a medida da grandeza area

Calcular a medida da grandeza volume
Transformar unidades de medidas de comprimento
Tru Transformar unidades de medidas de massa
Transformar unidades de medidas de capacidade
Transformar unidades de medidas de capacidade armazenamento de
dados
Transformar unidades de medidas de tempo
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Esse conjunto de tipos de tarefas esta associado as grandezas comprimento, massa,
capacidade, area, volume, abertura de angulo, dura¢do de intervalo de tempo, temperatura,
velocidade e capacidade de armazenamento de dados.

Depreende-se desses quadros que ¢ dada maior aten¢do aos aspectos numeéricos e as
grandezas geométricas, cujo foco € na resolucdo e elaboracdo de problemas. Estes, por sua vez,
remetem explicitamente a articulagdo entre grandezas e numeros, bem como a contextos sociais,
pois segundo os PCN (BRASIL, 1998, p. 69) “O trabalho com medidas deve estar centrado na

analise de situagdes praticas que levem o aluno a aprimorar o sentido real das medidas™.
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Para esses tipos de tarefas, encontramos indicios de técnicas, tais como fazer
aproximagdes em conformidade com o contexto da situacdo, utilizar instrumentos de medida,
contar unidades e decompor e recompor figuras geométricas planas. Esses fragmentos de
técnicas sugerem uma abordagem exploratéria das grandezas, mesmo quando da presenca de
medidas.

Para o 4° ciclo, nos PCN evidencia-se seu carater articulador entre diferentes saberes,
dominios e disciplinas como caracteristica essencial das grandezas -, conforme se observa no

trecho a seguir:

O estudo de Grandezas e Medidas é outro articulador entre diversos
contedosmatematicos, por proporcionar um vasto campo de problemas que permitem
consolidar e ampliar a nogdo de nimero e possibilitar a aplicagdo de noc6es
geomeétricas.

Como as medidas quantificam grandezas do mundo fisico e sdo fundamentais para a
interpretacdo deste, as possibilidades de integracdo da Matematica com as outras areas
do ensino fundamental ficam evidentes, como Ciéncias Naturais (densidade,
velocidade, energia elétrica) ou Geografia (coordenadas geogréficas, densidade
demografica, escalas de mapas e guias). (BRASIL, 1998, p. 85).

Esse excerto ratifica a perspectiva utilitarista indicada no ciclo anterior ao propor, por
exemplo, o estudo de grandezas como densidade demografica e de energia elétrica, que sdo
usualmente veiculadas e/ou utilizadas no cotidiano. Elas, inclusive, trazem luz a um tipo de
grandeza, a saber, a que decorre da relagdo (razdo ou produto) com outras grandezas. Por
exemplo, densidade demografica, bastante usual em geografia, corresponde a quantidade de
habitantes por metro quadrado e indica qudo povoada ¢ uma determinada regido.

Ao modelarmos o bloco pratico-técnico, identificamos fragmentos dos tipos e subtipos

de tarefas propostas para o 4° ciclo indicados no quadro a seguir:

Quadro 3 - Tipos de tarefas propostos para o 4° ciclo do ensino fundamental nos PCN

Tipos de tarefa
Tre: Resolver situagdes-problemas envolvendo grandezas
Tac: Associar grandezas
Tewm: Calcular a medida de uma grandeza
Tru: Transformar unidades de medidas de grandezas em situacdes-problemas

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

O tipo de tarefa Trp evidencia os usos sociais das grandezas e com isso legitima uma
razao pela qual se deve ensinar esse conceito na escola.
Em geral, os tipos de tarefa que se situam no quadro numérico predominam, levando-

nos a acreditar que o foco recai em medir ou calcular grandezas.
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Quadro 4 - Subtipos de tarefas propostos para o 4° ciclo do ensino fundamental nos PCN
Subtipos de tarefa
Resolver situagdes-problema envolvendo capacidade
Resolver situagdes-problema envolvendo tempo
Resolver situagdes-problema envolvendo massa
Tre: Resolver situagdes-problema envolvendo temperatura

Resolver situagdes-problema envolvendo densidade
Resolver situagdes-problema envolvendo velocidade
Resolver situagdes-problema envolvendo energia elétrica

Trc Analisar a variacao do perimetro e da area de um quadrado em relacao a
variagdo da medida do comprimento de seu lado
Tewm: Calcular a medida da grandeza area

Calcular a medida da grandeza volume
Transformar unidades de medidas de tempo
Tru: Transformar unidades de medidas de massa
Transformar unidades de medidas de capacidade
Transformar unidades de medidas de temperatura
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Nessa etapa, privilegiam-se resolucdo de situagdes problemas e calculo da medida de
areas e de volumes grandezas.

Os fragmentos de técnicas observados foram decomposi¢do e recomposi¢ao de figuras
planas, uso de instrumentos de medida e de formulas para o calculo da medida de area e de
volume.

De um modo geral, nos 3° e 4° ciclos, as medidas e os instrumentos (trena, régua,
relogio, crondmetro, balanga, recipientes de um litro, termdmetros, entre outros) ganham
relevo. E também nessa etapa que as formulas e os nmeros irracionais emergem. Destaca-se
ainda a valorizacdo da resolucdo de problemas como meio para tornar os conteudos
significativos para os estudantes. Ao fazer isso, entra em cena o meio social, instituicao na qual
a relacdo entre grandeza, nimero e objeto geométrico (para o caso das grandezas geométricas)
quase sempre se confunde.

Diante do exposto, observa-se que o referido documento contempla alguns aspectos
problematicos apontadas na revisdo de literatura, a exemplo do amalgama entre perimetro e
area. Contudo, busca-se, em ultima instancia, uma abordagem voltada para medigdes de
grandezas. Em todo caso, observam-se recomendacdes para o ensino de grandezas alinhadas as
praticas sociais, como meio para dar sentido ao conceito de numeros, como articuladora entre

diferentes disciplinas e dominios, conforme se vé no trecho a seguir:
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Os conteldos referentes ao bloco Grandezas e Medidas cumprem um importante
papel no curriculo de Matematica, pois estabelecem conexdes entre os diversos
temas, proporcionando um campo de problemas para a ampliacéo e consolidacéo do
conceito de nimero e a aplicagdo de conceitos geométricos.

Além disso, como as medidas quantificam grandezas do mundo fisico e sdo essenciais
para a interpretacdo deste, as possibilidades de integragdo com as outras areas sao
bastante claras, como Ciéncias Naturais (utilizacdo de bussolas, e nocdes de
densidade, velocidade, temperatura, entre outras) e Geografia (utilizacdo de escalas,
coordenadas geograficas, mapas etc.). As medidas também sdo necessarias para
melhor compreensdo de fenémenos sociais e politicos, como movimentos
migratdrios, questdes ambientais, distribuicdo de renda, politicas publicas de saude e
educacdo, consumo, orcamento, ou seja, questdes relacionadas aos Temas
Transversais (BRASIL, 1998, p. 128, grifos nosso).

Os textos em destaque evidenciam razdes de ser das grandezas nos anos finais do ensino
fundamental na perspectiva da noosfera, quais sejam: integrar disciplinas (fisica e geografia,
por exemplo) e dominios (grandezas e medidas, numeros e geometria), € servir como
instrumento para compreender a realidade em que o estudante esta inserido. Esta tltima
instituicdo, meio social, tem forte apelo as situagdes de medigdo, uma vez que os afazeres
diarios exigem com muita frequéncia. Conforme aponta Caraga (1951, p. 19), “Medir e contar
sdo as operacdes cuja realizagdo a vida de todos os dias exige com maior frequéncia”.

Nesse sentido, para Aristoteles, segundo Silva (2010, pp. 11-12), “a faculdade de pesar,
medir e de contar permite ao espirito humano livrar-se das aparéncias sensoriais” e, para o autor,
a medicdo tem como finalidade explicita seu contetdo social, pois ¢ por meio dela que
“compartilhamos nosso sentimento de equidade, organizamos a distribuigdo dos bens sociais e
padronizamos a produgdo de nossos bens materiais”.

Vé-se, entdo, que as grandezas ocupam um lugar privilegiado na sociedade, em que sua
quantificagdo ¢ a finalidade tltima. Logo, a énfase na medida presente ja na noosfera, que tem
entre seus agentes, representantes da sociedade, estd associada a imposi¢des de niveis
superiores na escala dos niveis de codeterminagao.

4. 3 BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

Trata-se de um documento normatizador que instituiu um conjunto de competéncias e
habilidades para serem desenvolvidas em sala de aula ao longo da educacdo basica. Ele ¢

definido como

(...) um documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo
de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das
etapas e modalidades da Educacdo Basica, de modo a que tenham assegurados seus
direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua
0 Plano Nacional de Educacdo (PNE). Este documento normativo aplica-se
exclusivamente a educacdo escolar, tal como a define 0 § 1° do Artigo 1° da Lei de
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Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB, Lei n° 9.394/1996), e esta orientado
pelos principios éticos, politicos e estéticos que visam a formagdo humana integral e
a construcdo de uma sociedade justa, democratica e inclusiva, como fundamentado
nas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacéo Basica (DCN) (BRASIL, 2017, p.
7.

A Constitui¢ao da Republica Federativa do Brasil, em seu Artigo 2010, j& previa desde
1988, a constru¢ao de uma Base Curricular Nacional. A despeito disso, a formulagdo da BNCC
se deu efetivamente somente a partir de junho de 2015.

Voltando-se tdo somente para o periodo da efetiva formulagdo até a publicacdo da
BNCC, entre setembro de 2015 e dezembro de 2017, para o ensino fundamental e, dezembro
de 2018 para o ensino médio, o Brasil viveu intensas disputas politicas no plano nacional, que
possivelmente impactaram na configuragdo final desse documento. Uma evidéncia desse fato
se encontra na lei de n°® 13.415 de 16 de dezembro de 2017, em seu Artigo 3°, § 2°, que embora
obrigue o estudo de Filosofia e Sociologia no ensino médio, ndo o assegura ao longo de toda
essa etapa. Também no §7° desse mesmo Artigo, promove-se, dentre outros aspectos, um
trabalho voltado para a constru¢do de um projeto de vida pessoal do aluno, considerando seus
aspectos fisicos, cognitivos e socioecondmicos.

A luz dos niveis de codeterminagio, que situa a escola dentro de uma perspectiva de
sociedade, observa-se nesse modelo de formagao voltado para um projeto de vida pessoal, uma
sociedade e, por consequéncia a escola, caracterizadas por um saber utilitarista e voltado
prioritariamente a formagdo profissional. Ainda que essa perspectiva corresponda ao ensino
médio, ndo se pode perder de vista a dindmica institucional, ou seja, as interrelagdes que existem
entre as diferentes etapas da educagdo basica.

A lei mencionada acima indica, ainda que de forma tacita, a perspectiva educacional
defendida pelo grupo politico que governou o pais no momento final da estruturacdo e
publicacdo da BNCC e, dessa forma, ¢ esperado que em algum grau, a visao de formacao de
mao de obra para o mercado de trabalho se manifeste também nesse documento, tendo em vista
a disparidade de forcas dos agentes que compdem a noosfera (CHEVALLARD, 1991). Se
assim for, a escola, a pedagogia e a Matematica estardo sob a influéncia direta dessa perspectiva
de sociedade que perpassa o documento. Por tudo isso, ¢ esperado que no dominio das
grandezas e medidas, o conceito de grandeza seja predominantemente voltado para medigdes e
calculos, mais particularmente, para medir grandezas (comprimento, area, duracao de intervalo
de tempo, abertura de angulo, capacidade, volume, entre outras).

Com a publicacdo da BNCC, além de se normatizar as competéncias e habilidades que

devem ser abordadas nas escolas em nivel nacional, o referido documento vem norteando
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amplamente o processo de ensino e de aprendizagem, por meio da elaboragdo de livros didaticos
destinados as escolas publicas. Portanto, trata-se de um documento de grande relevancia para o
cenario educacional brasileiro e que por isso precisa ser bem compreendido, sobretudo numa
perspectiva critico-reflexiva.

A BNCC especifica um conjunto de competéncias gerais, de competéncias especificas
por disciplina, os objetos de conhecimento, aqueles que devem ser ensinados na escola, e suas
respectivas habilidades. Sdo dez as competéncias gerais que devem ser desenvolvidas ao longo

da educacao basica por meio dos diferentes componentes curriculares:

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o mundo
fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade, continuar
aprendendo e colaborar para a constru¢cdo de uma sociedade justa, democrética e
inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prdpria das ciéncias,
incluindo a investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a imaginagdo e a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e resolver problemas e
criar solugdes (inclusive tecnolégicas) com base nos conhecimentos das diferentes
areas.

3. Valorizar e fruir as diversas manifestacdes artisticas e culturais, das locais as
mundiais, e também participar de praticas diversificadas da producéo artistico-
cultural.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras, e
escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das linguagens
artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar informacdes,
experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e produzir sentidos que
levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informac&o e comunicacéo de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as
escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacdes, produzir
conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal
e coletiva.

6. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de
conhecimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relagdes prdprias do
mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da cidadania e ao seu
projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informagGes confiaveis, para formular,
negociar e defender ideias, pontos de vista e decisbes comuns que respeitem e
promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o consumo
responsavel em ambito local, regional e global, com posicionamento ético em relacéo
ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satde fisica e emocional, compreendendo-
se na diversidade humana e reconhecendo suas emocBes e as dos outros, com
autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucdo de conflitos e a cooperacéo, fazendo-se
respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos, com acolhimento
e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos sociais, seus saberes,
identidades, culturas e potencialidades, sem preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibilidade,
resiliéncia e determinacdo, tomando decisGes com base em principios éticos,
democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios (BRASIL, 2017, pp. 9-10).
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A partir desse conjunto de competéncias, em linhas bem gerais, pode-se idealizar uma
sociedade que valoriza a construgdo historica e social do conhecimento, sem perder de vista o
cientifico. Aspectos do mundo fisico, artistico, social e cultural sdo evidenciados, bem como os
recentes avangos tecnologicos. Promove-se também a inclusao, o respeito as diferencas, o bem-
estar fisico e emocional e o desenvolvimento de praticas com vistas aos principios
democraticos, éticos, sustentaveis e solidarios. Em resumo, preza-se, de forma harmoniosa, por
uma sociedade ancorada no desenvolvimento cientifico, social e econdomico. Logo, esse
documento se afasta, em principio, de algumas perspectivas presentes lei de n°® 13.415 de 16 de
dezembro de 2017, que promove em seu artigo 35-A, paragrafo 7°, dentre outros elementos, um
projeto de vida individual, esquecendo-se de que o individuo €, por natureza, sujeito de um
ambiente coletivo. Ou seja, mesclam-se perspectivas diferentes do papel da educagdo escolar,

revelando sutilmente disputas no seio da noosfera.

4. 3.1 Base Nacional Comum Curricular - matematica no ensino fundamental

Voltando-se para o nivel da disciplina, encontra-se na BNCC um conjunto de

competéncias para a area de Matematica no ensino fundamental, listadas abaixo:

1. Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacOes de diferentes culturas, em diferentes momentos histdricos, e é uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para
alicercar descobertas e construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho.
2. Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigagdo e a capacidade de
produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matematicos para
compreender e atuar no mundo.

3. Compreender as relacBes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos
da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de
outras areas do conhecimento, sentindo seguranga quanto a propria capacidade de
construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a
perseveranca na busca de soluces.

4. Fazer observacgdes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos presentes
nas praticas sociais e culturais, de modo a investigar, organizar, representar e
comunicar informac0es relevantes, para interpreta-las e avalia-las critica e eticamente,
produzindo argumentos convincentes.

5. Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas
de conhecimento, validando estratégias e resultados.

6. Enfrentar situacBes-problema em mdltiplos contextos, incluindo-se situagfes
imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto préatico-utilitario, expressar
suas respostas e sintetizar conclusdes, utilizando diferentes registros e linguagens
(gréficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna e outras
linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

7. Desenvolver e/ou discutir projetos que abordem, sobretudo, questfes de urgéncia
social, com base em principios éticos, democraticos, sustentaveis e solidarios,
valorizando a diversidade de opinides de individuos e de grupos sociais, sem
preconceitos de qualquer natureza.
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8. Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no
planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos e na
busca de solucGes para problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou ndo
na discussdo de uma determinada questdo, respeitando o modo de pensar dos colegas
e aprendendo com eles (BRASIL, 2017, p. 267).

De um modo geral, busca-se por meio da matematica fazer com que o estudante
estabelecga relagdes entre fendmenos do mundo fisico e as abstragdes e perceba essa ciéncia
como uma constru¢do humana desprovida de linearidade e associada a diferentes povos e
culturas. Também se valoriza uma formacao voltada para o desenvolvimento de sujeitos critico-
reflexivos e atuantes, do ponto de vista social, econdmico e cientifico. Portanto, a Matematica
enquanto disciplina, ¢ vista como um instrumento capaz de modelar o individuo na perspectiva
de sociedade que ndo preza somente pelos interesses individuais, tampouco pela formagao de
mao de obra.

No entanto, no item 3 da citag¢do anterior, grandezas e medidas ndo aparece como uma
unidade tematica, o que, de certo modo, pode reduzir a relevancia do conceito de grandeza,
além de, tacitamente, sugerir que eles pertencem as demais unidades.

De acordo com a BNCC, o propdsito da Matematica no ensino fundamental pode ser

sintetizado no seguinte excerto:

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do letramento
matematico®, definido como as competéncias e habilidades de raciocinar,
representar, comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o
estabelecimento de conjecturas, a formulacdo e a resolucdo de problemas em uma
variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas
matematicas (BRASIL, 2017, p. 266).

Visando o desenvolvimento das referidas competéncias e habilidades durante o ensino
fundamental, a BNCC propde cinco unidades tematicas correlacionadas, a saber: nimeros,
algebra, geometria, grandezas e medidas e probabilidade e estatistica.

Em cada ano do ensino fundamental sdo estabelecidas as referidas unidades temaéticas e
seus respectivos objetos do conhecimento associados as habilidades a serem desenvolvidas. E

nesse momento que emerge a unidade tematica grandezas e medidas e, dessa maneira, pode-se

%A BNCC define letramento matematico como “Segundo a Matriz do Pisa 2012, o “letramento matematico é a
capacidade individual de formular, empregar e interpretar a matematica em uma variedade de contextos. Isso inclui
raciocinar matematicamente e utilizar conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas para descrever,
explicar e predizer fenomenos. Isso auxilia os individuos a reconhecer o papel que a matematica exerce no mundo
e para que cidaddos construtivos, engajados e reflexivos possam fazer julgamentos bem fundamentados e tomar
as decisdes necessarias.”. Disponivel em:
<http://download.inep.gov.br/acoes_internacionais/pisa/marcos_referenciais/2013matriz_avaliacao_matematica.
pdf>. Acesso em: 23 mar. 2017”.


http://download.inep.gov.br/acoes_internacionais/pisa/
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inferir que ela ndo se trata de um campo do conhecimento da Matematica, mas uma estruturagao

curricular, uma vez que para a BNCC (BRASIL, 2017, p. 265):

No Ensino Fundamental, essa area, por meio da articulagdo de seus diversos campos
— Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade —, precisa garantir
que os alunos relacionem observacfes empiricas do mundo real a representacfes
(tabelas, figuras e esquemas) e associem essas representacdes a uma atividade
matematica (conceitos e propriedades), fazendo inducbes e conjecturas BRASIL,
2017, p. 265, grifo nosso).

Desse modo, a BNCC sugere que grandezas e medidas ndo ¢ um campo da Matematica,

mas uma organizacao curricular de um conjunto de saberes a ser ensinados na escola.

O quadro seguinte exemplifica essa organizacdo para o 6° ano do ensino fundamental,

quando trazemos para cada uma das unidades tematicas, um objeto de conhecimento e sua

respectiva habilidade:

Quadro 5 - Exemplo da organiza

40 dos saberes a ensinar no 6° ano do EF na BNCC

Unidade Objetos de Habilidades
Tematica conhecimento
Aproximacao de | (EFO6MAL2) Fazer estimativas de quantidades e
Numeros nameros para | aproximar nimeros para multiplos da poténcia
multiplos de poténcias | de 10 mais proxima.
de 10
(EFO6MA14) Reconhecer que a relacdo de
igualdade matematica ndo se altera ao adicionar,
Algebra Propriedades da | subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois
igualdade membros por um mesmo numero e utilizar essa

nocao para determinar valores desconhecidos na
resolucdo de problemas.

Prismas e piramides:
planificagdes e
Geometria | relagdes entre seus
elementos  (vértices,
faces e arestas)

(EFO6MA17) Quantificar e estabelecer relagcdes
entre 0 numero de veértices, faces e arestas de
prismas e piramides, em funcdo do seu poligono da
base, para resolver problemas e desenvolver a
percepcao espacial.

Problemas sobre
medidas envolvendo
grandezas Como

Grandezas e | comprimento, massa,
Medidas tempo, temperatura,
area, capacidade e
volume

(EFO6MAZ24) Resolver e elaborar problemas que
envolvam as grandezas comprimento, massa,
tempo, temperatura, area (triangulos e retangulos),
capacidade e volume (so6lidos formados por blocos
retangulares), sem uso de foérmulas, inseridos,
sempre que possivel, em contextos oriundos de
situacOes reais e/ou relacionadas as outras areas do
conhecimento.

Probabilidade | Diferentes tipos de
e Estatistica | representacao de
informagdes: graficos
e fluxogramas

(EFO6MA34) Interpretar e desenvolver
fluxogramas simples, identificando as relagdes
entre os objetos representados (por exemplo,
posicao de cidades considerando as estradas que as
unem, hierarquia dos funcionarios de uma empresa
etc.).
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Fonte: BNCC (2017, pp. 300-306)

Conforme observado no quadro acima, ha um conjunto minimo de objetos de
conhecimento e de habilidades, definidos para cada ano que devem ser ensinados na escola.

Tendo em vista o carater normatizador desse documento para os curriculos e livros
didaticos, a existéncia da unidade teméatica grandezas e medidas assegura o ensino de grandezas
em sala de aula. Por outro lado, a excessiva aten¢do a medida pode impor condi¢des que

prejudicam o estabelecimento de uma distin¢do clara entre grandeza e medida.

4. 3. 1. 1 Base Nacional Comum Curricular — Grandezas e medidas do 1° ao 5° ano

A analise dos objetos de conhecimento e das habilidades indicadas para os anos iniciais
revelou que no 1° ano ¢ proposta uma abordagem mais intuitiva pautada em indicios de tipos e

subtipos de tarefas cujos géneros sdo comparar, descrever, reconhecer e produzir:

(EFO1MA15) Comparar comprimentos, capacidades ou massas, utilizando termos
como mais alto, mais baixo, mais comprido, mais curto, mais grosso, mais fino, mais
largo, mais pesado, mais leve, cabe mais, cabe menos, entre outros, para ordenar
objetos de uso cotidiano.

(EFOIMA16) Relatar em linguagem verbal ou ndo verbal sequéncia de
acontecimentos relativos a um dia, utilizando, quando possivel, os horarios dos
eventos.

(EFO1MA17) Reconhecer e relacionar periodos do dia, dias da semana e meses do
ano, utilizando calendario, quando necessério.

(EFO1MA18) Produzir a escrita de uma data, apresentando o dia, 0 més e o ano, e
indicar o dia da semana de uma data, consultando calendérios.

(EFO1MA19) Reconhecer e relacionar valores de moedas e cédulas do sistema
monetério brasileiro para resolver situacdes simples do cotidiano do estudante.
(BRASIL, 2017, p. 281).

A perspectiva de grandeza na habilidade EFO1MA15 aparece em conformidade com o
modelo didatico-mateméatico (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989), tendo em vista que o
tipo de tarefa Tcg: comparar uma grandeza ndo menciona medidas. Para esse tipo de tarefa,
modelamos os subtipos comparar comprimentos; comparar capacidades e comparar massas.

Contudo, o termo medida aparece explicitamente na escrita dos objetos de
conhecimento: ‘Medidas de comprimento, massa e capacidade: comparagdes e unidades de
medida ndo convencionais Medidas de tempo: unidades de medida de tempo, suas relagdes € o

uso do calendario”. (BRASIL, 2017, p. 280).



97

Figura 23 - Exemplo de uso do termo medida na descri¢do do objeto do saber no 2° ano do ensino fundamental
na BNCC
MATEMATICA - 22 ANOQO (Continuacao)

UNIDADES TEMATICAS OBJETOS DE CONHECIMENTO I

Grandezas ¢ medidas Medida de comprimento: unidades nao
padronizadas @ padronizadas (metro, centimetro
& milimetra)

Medida de capacidade e de massa: unidades de
medida nao convencionais @ convencionais (litro,
mililitro, cm? grama e quilograma)

Medidas de tempo: intervale de tempo, uso do

calendario, leitura de horas em reldgios digitais e
ordenacdao de datas

Sistema monetario brasileiro: rerconhecimento de
cedulas e moedas e eqguivaléncia de valores

Fonte: Brasil (2017, p. 284)

Ainda que as habilidades apontem para outra perspectiva, essa nuance revela, de certa
maneira, a forca da medida mesmo quando se trata da grandeza.

A partir do 2° ano, o bloco pratico técnico ¢ enriquecido com o acréscimo de novos
géneros de tarefas (estimar e medir) e novos indicios de técnicas (utilizar unidades de medidas
padronizadas ou ndo e instrumentos de medida), agora com a institucionalizagdo da medida

como necessaria e importante.

Figura 24 - Exemplos de tipos de tarefas para o 2° ano do EF na BNCC

HABILIDADES

(EFO2MAI16) Estimar, medir @ comparar comprimentos de lados de salas (incluindo contomo)
e de poligones, utilizando unidades de medida ndo padronizadas e padronizadas (metro,
centimetro @ milimetro) & instrumentos adequados.

(EFO2MAIT) Estimar, medir @ comparar capacidade e massa, utilizando estratégias pessoais &
unidades de medida ndo padronizadas ou padronizadas (litro, mililitro, grama e quilograma).

(EFO2MA18) Indicar a duracao de intervalos de tempo entre duas datas, como dias da semana
e meses do ano, utilizando calendario, para planejamentos & organizacao de agenda.

(EFO2MA19) Medir a duracao de um intervalo de tempo por meio de relogio digital e registrar
o horario doinicio e de fim do intervalo.

(EFO2MA20) Estabelecer a equivaléncia de valores entre moedas & cédulas do sistema
monetario brasileiro para resclver situacoes cotidianas.

Fonte: Brasil (2017, p. 285)

A partir desse momento, o estudo de grandezas ¢ ampliado com a insercao de
comprimento (perimetro), temperatura, area e volume tendo como finalidade o estudo de tipos
de tarefas como medir e calcular grandezas, por meio de técnicas que servem de preparagdo

para a institucionalizacao das féormulas.
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Diante do exposto, observa-se na abordagem de grandezas, o desenvolvimento de
relagdes com outros saberes e disciplinas ja a partir do 1° ano.

De inicio, as praticas matematicas em torno das grandezas se afastam da perspectiva de
medida. Contudo, ja no 2° ano, o género calcular ¢ explicitamente indicado e, inevitavelmente,
calculos e operacdes numéricas assumem protagonismo. Nesse sentido, segundo Douady e
Perrin-Glorian (1989), a introdugdo precoce das medidas pode levar ao amdalgama entre
grandeza e numero.

Essa precocidade nos levou a questionar se na educagdo infantil ha um trabalho com
grandezas e, em caso afirmativo, de que maneira ele ¢ conduzido. Para tanto, analisaremos no
capitulo 5, a etapa da educacao infantil na BNCC, enquanto instituicdo do entorno do ensino

fundamental.

4. 3. 1. 2 Base Nacional Comum Curricular —Grandezas e medidas do 6° ao 9° ano.

Consideraremos, a partir de entdo, a unidade tematica grandezas e medidas, por ser o
dominio das grandezas. Nessa perspectiva, elegemos o ensino fundamental como a institui¢ao
investigada para compreender praxeologias matematicas realizadas em torno do objeto do saber
em foco. Essa escolha conduz também a olhar outras instituigdes em que esse saber vive, a
exemplo da educacdo infantil, uma vez que no ambito da TAD, as instituicdes ndo vivem
isoladas, mas em uma dinamica institucional.

As grandezas estdo presentes na BNCC nos quatro anos da etapa final do ensino
fundamental, com progressiva ampliacdo dos objetos de saber. O quadro seguinte traz as

grandezas abordadas em cada ano.

Quadro 6 - Grandezas indicadas para os anos finais do EF na BNCC
Ano Grandezas
6° | Comprimento, massa, dura¢io de intervalos de tempo??, temperatura, area,
capacidade, volume, abertura de angulo*!
7° | Comprimento, area, volume
8° | Comprimento, area, capacidade, volume

9° | Comprimento, capacidade de armazenamento de dados, volume
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

400 termo que consta na BNCC é tempo, mas de acordo o modelo epistemoldgico de referéncia (MER) da
pesquisa, a grandeza é duracdo de intervalos de tempo.

41 Na BNCC consta o termo angulo, mas utilizamos na analise a nomenclatura coerente com nosso MER.
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As grandezas aparecem ao longo dos anos finais do ensino fundamental, especialmente
as geométricas. Historicamente, o saber abertura de angulo, era situado no dominio da
geometria, principalmente nos livros didaticos. Em principio, a BNCC buscou romper essa
visao dominante, quando situou esse objeto no dominio das grandezas e medidas no 6° ano.
Porém, nos anos seguintes ela retorna para seu dominio “natural”, outrora estabelecido, e com
isso faz desaparecer a perspectiva de grandeza. Esse fato evidencia, por um lado, uma singela
mudancga de perspectiva em relagdao a grandeza abertura de angulo, mas por outro, explicita a
resisténcia em conceitud-la como uma grandeza em todo o seu percurso escolar. Fato esse que
pode estar associado as disputas presentes na noosfera, como também a resisténcia a uma
cultura ja estabelecida.

O trabalho proposto para o 6° ano envolve o estudo de comprimento (perimetro) e de
area como grandezas linear e bilinear, respectivamente, através da ampliacdo/redug¢do de um
quadrado. Esse aspecto possibilita explorar um fendmeno que se mostrou ser de dificil aceitagao
pelos estudantes, a saber, a dissociagdo entre area e perimetro (DOUADY; PERRIN-
GLORIAN, 1989; MOREIRA BALTAR; COMITI, 1993; KOSPENTARIS, SPYROU E
LAPPAS, 2011) e a compreensao de area enquanto grandeza bilinear (HART, 1984). Entretanto,
a forca do termo “medida” ¢ evidente ao longo do documento, assumindo, por vezes, o lugar
da grandeza, conforme se observa na denominag¢do do objeto de conhecimento “perimetro de
um quadrado como grandeza proporcional a medida do lado”. (BRASIL, 2017, p. 309 grifo
nosso). Também ha evidéncia da medida na habilidade “Estabelecer o nimero m como a razao
entre a medida de uma circunferéncia e seu diametro, para compreender e resolver problemas,
inclusive os de natureza historica. (BRASIL, 2017, p. 309 grifo nosso). Tanto na indicag¢do do
objeto do conhecimento, quanto na descri¢do da habilidade, medida e comprimento aparecem
como objetos comparaveis e, portanto, situadas no mesmo quadro (DOUADY, 1992). No
entanto, em conformidade com o modelo de referéncia por nés adotado, comprimento e medida
sdo objetos distintos e, portanto, pertencem a diferentes quadros.

A esse respeito, Silva (2011) ja havia constatado, ao analisar titulos e subtitulos nos
capitulos de comprimento e area em livros didaticos, a presenca constante do referido verbete
e de suas variantes. Segundo ele, essa escrita revela uma tendéncia de valorizagdo do aspecto
numérico em detrimento da grandeza.

Ao longo dos quatro anos, destacam-se o incentivo a elaboracdo e a resolugdo de
problemas com grandezas inseridas em contextos de situacdes reais e/ou em outras
disciplinas. O grifo para esses termos se justifica porque eles sugerem duas fungdes a

desempenhar das grandezas: promover articulacdes com as praticas sociais por meio da
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resolugdo de problemas; e favorecer articulagdes com outras disciplinas, sendo, dessa maneira,
utilizada como ferramenta (DOUADY, 1986) para resolver problemas. A primeira, justifica, de
certo modo, por que se privilegiam aspectos da medida em detrimento do conceito de grandeza,
pois em situagdes cotidianas, quase sempre o interesse ¢ na medida (nimero resultante do
processo de medi¢do). A segunda, ratifica a ideia de que grandeza nao é nimero e, conforme
escreveram Chevallard e Bosch (2000), a grandeza estd no cerne do desenvolvimento da
Matematica, ou seja, ela emergiu na busca de resolver problemas que nao eram restritos a essa
disciplina.

As razdes de ser para o ensino de grandezas no ensino fundamental aparecem

explicitamente no trecho a seguir:

As medidas quantificam grandezas do mundo fisico e sdo fundamentais para a
compreensdo da realidade. Assim, a unidade tematica Grandezas e medidas, ao
propor o estudo das medidas e das relagdes entre elas — ou seja, das relagbes métricas
—, favorece a integracdo da Matematica a outras areas de conhecimento, como
Ciéncias (densidade, grandezas e escalas do Sistema Solar, energia elétrica etc.) ou
Geografia (coordenadas geograficas, densidade demografica, escalas de mapas e guias
etc.). Essa unidade tematica contribui ainda para a consolidacéo e ampliacéo da nocéao
de nimero, a aplicacdo de nogdes geométricas e a construgao do pensamento algébrico
(BRASIL, 2017, p. 273).

Conforme se observou nos PCN, destacam-se a relacdo com as praticas sociais € com
outras disciplinas e assim como com outros dominios da matematica.

Em todo caso, a leitura analitica da BNCC para os anos finais do ensino fundamental
confirmou a tendéncia a privilegiar a medida na abordagem do dominio das grandezas e
medidas, que pode ser observado também ao se modelar indicios das praxeologias matematicas
presentes nesse documento.

Conforme ja colocado, por ndo se tratar de um texto do saber, identificamos e
modelamos indicios do bloco pratico-técnico. Para isso, observamos os objetos de
conhecimento e suas respectivas habilidades e, a partir deles, extraimos fragmentos de tipos e

subtipos de tarefas e de técnicas, apresentados nos quadros a seguir

Quadro 7 - Fragmentos de tipos de tarefas propostos para os anos finais do EF na BNCC

Tipos de tarefa
Tre: Resolver situagdes-problemas envolvendo grandezas
Tep: Elaborar situa¢des-problema envolvendo grandezas
TiG: Identificar uma grandeza
Tewm: Calcular a medida de uma grandeza
Tra: Associar grandezas

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)
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Na BNCC, valorizam-se os tipos de tarefa Trp e Tep, que conforme mencionado,
ressaltam a aplicabilidade do conceito nas praticas sociais. Nesse sentido, os usos sociais se

configuram como uma razao primeira que legitima o ensino de grandezas na escola.

Quadro 8 - Fragmentos de subtipos de tarefas na BNCC dos anos finais do EF
Subtipos de tarefa
Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza comprimento
Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza duragdo de intervalo de
tempo
Trr:  Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza massa
Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza temperatura

Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza area

Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza capacidade

Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza volume

Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza abertura de angulo
Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza comprimento
Resolver situagdes-problemas envolvendo a grandeza duragdo de intervalo de
tempo

Tre:  Elaborar situa¢des-problemas envolvendo a grandeza massa

Elaborar situagdes-problemas envolvendo a grandeza temperatura

Elaborar situacdes-problemas envolvendo a grandeza area
Elaborar situagdes-problemas envolvendo a grandeza capacidade
Elaborar situacdes-problemas envolvendo a grandeza volume
Tcwm: Calcular a medida da grandeza abertura de angulo
Calcular a medida da grandeza éarea
Calcular a medida da grandeza volume
Analisar a variacao do perimetro e da area de um quadrado em relacao a
variacdo da medida do comprimento de seu lado
Analisar a variacao do perimetro de um quadrado em relacao a variacao da
Trc medida do comprimento de seu lado
Analisar a variacao da area de um quadrado em relagdo a variacdo da medida
do comprimento de seu lado

Tty Transformar unidade de medida de volume
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Nessa etapa, a abordagem do dominio das grandezas e medidas se organiza em torno
dos tipos de tarefas: resolver e elaborar problemas envolvendo grandezas. Entre os fragmentos
de técnicas, observamos o uso de instrumentos para medir abertura de &ngulo, de ladrilhamentos
para calcular a medida de area e de formulas para calcular a medida da &rea de figuras planas e
de volume de solidos. Portanto, a abordagem preconizada pela BNCC para o dominio das
grandezas ¢ medidas nos anos finais do ensino fundamental converge para a atribuicao de

sentido as formulas e a elaboragdo e resolugdo de problemas de usos sociais.
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Em linhas gerais, os objetos de conhecimento e as habilidades correspondentes sdo
marcados pela busca da medida da grandeza. Além disso, expressdes como medida de
comprimento, medida de area, medida da circunferéncia ¢ medida de capacidade sdo
constantemente usadas em contextos que remetem a grandeza. Logo, nessa etapa, o uso da
medida se revela com mais intensidade, quando comparado com outros aspectos da grandeza.
além disso, observamos, por vezes, que, os PCN e a BNCC atribuem a medida um status de
grandeza, fazendo com que ambas ocupem o mesmo lugar. Essa escolha nao estd em
conformidade com o modelo de referéncia por nés adotado, por dificultar a dissociacdo da
grandeza em relacdo a sua medida. Nesse sentido, ambos os documentos contribuem
tacitamente para legitimar o amalgama entre esses dois conceitos, que se mostrou resistente em
diferentes periodos e paises e tem sido fontes de dificuldades para se conceituar grandeza.

Por outro lado, nos PCN recomenda-se (e na BNCC se impde) a resolugdo de problemas
envolvendo grandezas que foram historicamente relevantes para a matematica, o uso de
grandezas para atribuir sentido a numero e a abordagem de problemas de contextos sociais.
Além disso, esses documentos evidenciam o papel articulador das grandezas, quer seja entre
diferentes dominios da matemadtica ou entre diferentes disciplinas. Ambos os documentos
trazem ainda a perspectiva de perimetro como uma grandeza linear, a de drea como uma
grandeza bilinear e a independéncia entre elas. Constatamos, com 1isso, que essas
recomendacdes configuram os nichos de grandezas estabelecidos pela noosfera na instituigao
matematica do ensino fundamental brasileiro.

Na escala dos niveis de codeterminagdo, as grandezas e medidas se situam como um
dominio. Esse ¢ o habitat proprio das grandezas e medidas na matematica do ensino
fundamental brasileiro, desde o final da década de 1990. Ao mesmo tempo, em ambos o0s
documentos curriculares (PCN e BNCC) sdo sinalizadas fortes conexdes com dois outros
dominios da matematica: a geometria e os nimeros, o que sugere certa ampliacdo do habitat
desse objeto de saber em um ambito maior do que o do dominio que lhe ¢ dedicado.

A partir das analises apresentadas, pode-se inferir também que o nicho das grandezas e
medidas incluem:

— destacar usos sociais da matematica ensinada na escola;

— dar sentido a necessidade de ampliacao dos sistemas numéricos dos naturais aos
racionais e dos racionais aos irracionais;

— romper com uma visdo fragmentada dos conteudos matematicos entre si,

inclusive entre diferentes dominios da matematica;
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— explicitar a historicidade do conhecimento matematico;

— fomentar articulagdes da matematica com outras disciplinas escolares.

4.4 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Ao enveredar pela analise institucional do objeto do saber grandeza e sua relagao com
a medida, especialmente as geométricas, sentimos a necessidade de analisar livros didaticos,
em complementaridade aos documentos curriculares. Segundo Chaachoua (2017), com quem
concordamos, os livros didaticos sdo uma porta de entrada para analisar os sistemas de ensino
e, em particular, a relagdo institucional de um objeto do saber. Ele acrescenta que “Na maioria
dos paises, os livros didaticos sao a traducdo de uma diretiva institucional, frequentemente expressa na
forma de um programa, de acordo com uma interpreta¢do dos autores.” (CHAACHOUA, 2017, p. 2,
traducdo nossa). No contexto brasileiro, a partir da publicagdo da BNCC, os livros didaticos
destinados as escolas publicas devem, rigorosamente, contemplar minimamente um conjunto
de objetos de saberes, com objetivos e finalidades bem definidos. Diante disso, entendemos que
essas obras passaram a se constituir em uma tradu¢do diretiva da instituicdo noosfera. Nesse
sentido, para noés, as colecdes de livros didaticos aprovadas no PNLD se caracterizam como
produtos de institui¢cdes transpositivas. Portanto, a institui¢do tem um papel central na producao
desses materiais, o que legitima a andlise dos mesmos sob a abordagem ecoldgica.

Ao analisar os programas curriculares brasileiros (BNCC e PCN) (BRASIL, 1998;
2017) nao observamos nitidamente a relag¢do institucional em torno do objeto do saber grandeza
na matematica do ensino fundamental, uma vez que ambos ndo sdo textos do saber, trazendo
apenas um discurso sobre os mesmos (MENSSOURI, 1994). Por essa razéo, ndo explicitam
todas as praticas que sdo realizadas em torno do objeto do saber, o que nos levou a analisar os
livros didaticos.

Em se tratando desse material como porta de entrada para a analise institucional, Assude
(1996) estudou um sistema didatico a partir da andlise de um livro do saber. Ela assegura a

pertinéncia dessa escolha, considerando que

Sabemos que um texto do saber pode corresponder a um certo nimero de sistemas
didaticos diferentes que sdo, portanto, realizagdes efetivas desse mesmo texto.

(...) mas supomos que o texto do saber ¢ bastante representativo de uma “média
ponderada com varias restri¢des” da relacdo institucional com os objetos matematicos
do saber presentes nos diferentes sistemas didaticos que efetivamente realizam esse
texto do saber. (ASSUDE, 1996, pp. 49-50, traducdo nossa).
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Diante do exposto, vimos como necessaria a analise dos livros didaticos aprovados no
PNLD para melhor compreender as relagcdes institucionais em torno do objeto do saber
grandeza no ensino fundamental brasileiro. Com isso, assumimos a hipotese formulada por
Chaachoua (2017, p. 3) em relacdo a analise de livros didaticos como um meio para
compreender as relagdes institucionais em torno de um objeto do saber: “A relacéo institucional

pode ser abordada por meio da andlise de curriculos e livros didaticos”.

4. 4. 1 Escolha dos livros didaticos

Tendo em vista a quantidade de obras de Matematica (37 cole¢des) aprovadas nos PNLD
2019, 2020 e 2021, que contemplam o ensino fundamental e médio, ndo foi possivel analisar
todas elas. Por consequéncia, elegemos uma cole¢cdo minimamente representativa,
considerando a quantidade de escolas que a adotaram. Além disso, analisamos uma colecao
destinada ao ensino médio (PNLD 2021)*? para que pudéssemos compreender a relagio
institucional com o saber grandeza em uma dindmica institucional (anos iniciais, anos finais e
ensino médio). Por isso, utilizamos também como critério de escolha uma cole¢do produzida
por ao menos um mesmo autor nesses trés PNLD. Atendendo a esses critérios, selecionamos as
colegdes Apis, Telaris e Matematica em Contexto, aprovadas, respectivamente nos PNLD 2019,
2020 e 2021. As duas primeiras sdao de autoria de Luiz Roberto Dante e a ltima, desse autor
em coautoria com Fernando Viana, sendo as trés publicadas pela editora Atica.

As duas primeiras cole¢des foram analisadas por Ledo (2020), cujo objeto de pesquisa
foi a abordagem de volume e capacidade sob a otica da TAD. Ao retomar essas obras, ndo

focamos uma grandeza em particular, mas o dominio das grandezas e medidas como um todo.
4. 4. 2 Método de analise das colecoes de livros didaticos

Os procedimentos de andlise foram inspirados em Chaachoua e Comiti (2010) e em
Bittar (2017). Com base nesses estudos, caracterizamos as colecdes e estabelecemos o

arcabouco tedrico-metodolédgico, considerando os seguintes aspectos:

e caracterizagdo das colecdes, considerando o contexto de sua producdo e as relagdes

institucionais do aluno e do professor, em suas respectivas posigdes;

42 Foram analisadas cole¢des de trés PNLD distintos, considerando que cada edi¢iio corresponde a uma etapa da
educacao basica: anos iniciais, anos finais e ensino médio.
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e analise ecoldgica, que consistiu em explicitar o local de vida desse objeto do saber,
assim como as fungdes que ele estabelece com outros saberes com os quais interage;

e analise praxeologica, que consiste em caracterizar a relagdo institucional do saber
grandeza a partir da andlise das praticas institucionais desenvolvidas em torno desse
objeto.

4. 4. 3 Caracterizacao das colecoes

A producao de livros didaticos destinados as escolas publicas brasileiras recebia
influéncia ao menos da noosfera (com os PCN), do PNLD e das instituicdes produtoras de
saberes (Matematica e Educacdo Matematica). Apos a institucionalizagdo da BNCC, definiram-
se novas diretrizes para a producdo dessas obras, estabelecendo-se os objetos de conhecimento
e habilidades que devem ser contemplados em cada ano de estudo. Essa nova configuragio fez
com que a BNCC assumisse protagonismo enquanto documento norteador para a produgao dos
livros didaticos e, por consequéncia, atribuiu maior poder a noosfera.

Esse fato, por si s0, criou condigdes para que alguns objetos de conhecimento deixassem
de existir e outros passassem a figurar nos novos livros didaticos, uma vez que ao estarem
institucionalizados na BNCC, criam-se condigdes para serem ensinados na escola. E o caso, por
exemplo, das grandezas comprimento, massa e capacidade, que passaram a existir ja a partir
do 1° ano (anos iniciais) na BNCC e, por consequéncia, nos livros didaticos. Por outro lado, os
objetos de saberes limite € derivadas deixaram de existir no ensino médio em algumas colecdes
por ndo estarem relacionados as habilidades previstas para essa etapa de ensino.

As trés colegdes mencionadas foram produzidas em consonancia com a BNCC e por
1sso apresentam um conjunto minimo de objetos de conhecimento e finalidades definidos nesse
documento curricular. Nesse sentido, essas obras trazem, ainda que com algum grau de
liberdade, uma interpretagdo diretiva de uma institui¢ao transpositiva, neste caso, a BNCC.

Esses objetos e finalidades sdo explicitamente descritos nas cole¢des, em atendimento

as exigeéncias do edital do PNLD, conforme o excerto a seguir:
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Figura 25 - Objeto de saber e finalidades pretendidas

1 Grandeza
comprimento

Principais habilidades
daBNCC

Fonte: Dante (MP, v.6, 2018, p. 244)

Em todas as obras sdo apresentados os objetos de conhecimento e as respectivas
habilidades pretendidas, que sdo abordadas por meio das atividades propostas. Diante disso,
essas obras, enquanto um texto de saberes, configuram-se como um importante instrumento

para analisar um sistema didatico. Esse ¢, portanto, o contexto da produgao das obras analisadas.
4. 4. 4 Analise ecologica

Ancorando-se nos conceitos de habitat € nicho no ambito da TAD, realizamos uma
analise ecoldgica do objeto do saber grandeza nas cole¢des acima mencionadas, que segundo

Chevallard (1994, p. 142) consistem em:

Os ecologistas distinguem, quando se trata de um organismo, seu habitat e seu nicho.
Para colocar em linguagem deliberadamente antropomorfica, habitat é, de certa
forma, o endereco, o local de residéncia do organismo. O nicho, sdo as fungdes que o
organismo desempenha ali; de certa forma, essa é a profisséo dele Ia.

A relagdo institucional de um objeto do saber ¢ analisada, explicitando-se os lugares em
que ele vive e suas funcgdes no sistema de objetos com os quais ele interage.

Para identificar o habitat do saber grandeza nas cole¢des analisadas, buscamos os
termos “grandeza”, “medida”, “comprimento”, “area”, “volume”, “capacidade” e “grandezas
geométricas”. Os nichos foram analisados observando as diferentes grandezas presentes nas

obras e as relagdes que elas estabelecem com outros saberes.
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Quadro 9 - Habitat e nicho do objeto do saber grandeza na educagéo basica

Colegao Habitat Nicho
O saber grandeza estd presente em
todos os anos na unidade grandezas ¢ | Cumprem fun¢do social por estarem
medidas, sendo representado por | fortemente associadas ao cotidiano;
diferentes grandezas, entre elas
comprimento, area € volume; Auxilia na compreensao do conceito de
numero.
Em quatro exemplares da obra, as
Apis grandezas estdo na unidade 7, de um
(PNLD total de oito € em um deles, na tltima
2019) unidade. Em dois desses exemplares
ha duas unidades que abordam
grandezas.
Nos exemplares 1 e 3 as grandezas
aparecem em unidades nas quais nao
sdo o objeto de saber principal,
situando-se no  dominio  dos
nimeros.
As grandezas estdo presentes em | A abordagem de grandezas estd pautada
todos os anos, em capitulos proprios. | na constru¢do das férmulas para o
Telaris Em toda a colecdo, as grandezas | cdlculo de 4rea e na resolugdo de
(PNLD estdo na segunda metade do livro. problemas do cotidiano.
2020) O conceito de grandeza também ¢
utilizado para dar sentido ao niamero T.
Matematica | As grandezas areas e volume sdo | As grandezas aparecem em estreito
em abordadas no livro 3 da colecdo, que | didlogo com as praticas sociais
contexto | possui 6 exemplares autocontidos, ou
(PNLD | seja, sdo independentes entre si.
2021)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

No ensino fundamental as grandezas estao presentes como objeto de estudo em todos os

anos e, por consequéncia, estdo presentes em todos os livros analisados. No ensino médio, o

livro 3 se dedica, entre outros objetos, ao estudo de area e de volume de figuras geométricas

planas e dos solidos, respectivamente. Com a mudanga da organizagdo curricular do ensino

médio, ndo ha uma vinculagdo do livro a determinado ano de estudo. Logo, esses saberes podem

ser objeto de estudo em quaisquer séries dessa etapa.

Ainda que as grandezas estejam presentes em todos os anos, elas ocupam

majoritariamente os capitulos finais das obras, conforme ja observado em outros estudos

(ANWADTER-CUELLAR, 2008; SILVA, 2011; MORALIS, 2013).

Na cole¢ao destinada aos anos finais, ha rica representatividade de grandezas. Nela, sdao

estudadas as grandezas comprimento (perimetro de poligonos e da circunferéncia e distancia
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entre dois pontos); area; massa, volume, capacidade, duragdo de intervalo de tempo,
temperatura, intensidade sonora, valor monetéario e capacidade de armazenamento de dados.
Essa multiplicidade amplia as relagcdes em torno das grandezas e suas fungdes.

Observamos que nos anos iniciais, as grandezas tém como fung¢ao principal estabelecer

uma relacdo entre matematica e praticas sociais, como observado no exemplo a seguir.

Figura 26 - Exemplo de atividade voltada para as praticas sociais

AS MEDIMOS A MASSA DE OBJETOS. VEJAQ TIPOS

— e —
BALANCA MECANICA

LIVRO. PAO

Fonte: Dante (MP, v.2, 2017, p. 147)

Essa fung¢do desempenhada pelas grandezas inicia nos anos iniciais do ensino
fundamental, perpassa pelos anos finais e se mantém no ensino médio. Portanto, os usos sociais
desse saber sdo uma constante nessas etapas de ensino.

As grandezas tém como propdsito outro auxiliar na compreensdo do conceito de
nimero, a exemplo do niumero 1, que € problematizado a partir da relagdo entre o comprimento

da circunferéncia e de seu diametro em contextos praticos.



Figura 27 - Exemplo do uso de grandeza para dar sentido ao conceito de numero

Medida de comprimento da

circunferéncia e o ndmero =

I Explorar e descobrir g:’

[ ¥as escreva no fvrot

1+ % Observea figuraao lado, que mostraalguns elementos de uma circunferéncia.

Com os colegas, escolha alguns objetos que tenham formas circulares, como um relGgio e um CD.
Megam o comprimento do didmetro (d) e da circunferéncia (C) do objeto com uma fita mé-
trica. No caderno, registrem essas medidas em uma tabela similar a esta. Resposta pessoal

Relagdo entre o comprimento
e o didametro de objetos circulares

Medida de comprimento | Medida de comprimento

0% | o iounferincis €) | dodametrola) | T C
Copo 228cm 73cm |
Pires 477 cm 16,2 cm I

2» [ Usem uma calculadora e determinem o valor do quociente de C
por d (C+ d).Emseguida, indiquem o valor aproximado de € + d para:

Tabela elaborada para fins didaticos.

a) o copo e o pires, cujas medidas estao indicadas na tabela; 3,1 e 3.1
b) os demais objetos medidos. Resposta pessoal.

3» 0O que vocés notaram no valor aproximado de € =+ dem todos os objetos?
Resposta pessoal.

Asimagens desta piginando estio
representadas em proporgio.

Fonte: Dante (MP, v.9, 2018, p. 282)

aenferén,

Alunos realizando medicoes em
objetos circulares.
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No ensino médio, utilizam-se os conceitos de massa, de area e de grandezas intensivas,

neste caso, massa por area para modelar problemas do cotidiano, reafirmando os usos sociais

desses saberes em atividades cotidianas.

Figura 28 - Exemplo de grandeza relacionada ao contexto social

Além da sala de aula

Pr

imento

desta abertura encontram-se ras

6uanto vale o “quilo” do rocado?

O municipio de Queimadas, localizado no agreste paraibano, foi con-
siderado, em 2018, um dos maiores produtores de fava do estado da
Paraiba. A fava & uma leguminosa muito usada na culinaria nordestina.

A agricultura familiar & comum nesse municipio. Em alguns casos, os
agricultores plantam em terras emprestadas por fazendeiros da regiao.
A cada ano que o agricultor usa a terra, ele precisa pagar o foro, taxa
varidvel cobrada de acordo com a quantidade de tera utilizada para o

Nao e

S

screva no livio

Feirante vendendo fava em uma feira
livre, em Picui (PB). Foto de 2017

rogado. O rogado € o pedago de terra destinado, por exemplo, ao plantio de fava e outras leguminosas.

Os agricultores de algumas comunidades locais geralmente medem a extensao do rogado usando o “quilo”
como unidade de medida de area. No entanto, devido as mudangas climaticas, o lucro obtido através do plantio

tem diminuido, o que intensifica o éxodo rural e incentiva os jovens que permanecem nas comunidades locais a
trocar a agricultura familiar por cutras atividades, como construgao civil, industria e manufaturas locais.

Vamos entender a unidade de medida “quilo”

Segundo os agricultores dessas comunidades, o formato dos ro-
cados & sempre quadrado e, para medir a extensdo deles, os pro-
dutores usam como unidade de medida a quantidade de fava, em
“quilo”, suficiente para plantar em uma determinada extensao de
terra, como unidade de medida. Para isso, sdo feitos pequenos bu-
racos no solo, chamados cova, onde serdo plantados 2 ou 3 graos

de fava.

No caso de um rogado cuja extensdo mede 8 “quilos” de fava, por
exemplo, & possivel organizar as covas em 51 fileiras com 501 covas
em cada uma delas. Asfileiras s3o organizadas ao longo da largura do
temeno e devem estar a distdncia de uma braga entre si. J as covas,

em cada fileira, devemn estar a um palmo de distdncia uma da outra.

1&fileira

2:fileira

34 fileira

514 fileira

S

&

@
f o
I
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. e .
. e .

———
22cm 22 cm

Fonte: Dante e Viana (MP, 2020, p. 24)
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Esses excertos evidenciam a presenga das grandezas na educacdo basica, portanto,

indicam ser essas etapas de ensino o habitat desse saber. Também revelam seu nicho, ao indicar

que as grandezas tém como fungdes essenciais 0s usos sociais ¢ a relagao intrinseca com o
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numero. Essas constatagdes revelam, portanto, algumas razdes que levam a énfase na medida

em detrimento da grandeza.

4. 4. 5 Analise praxeolégica

A andlise praxeologica permite descrever as praticas institucionais realizadas com um
determinado saber nas institui¢des, no caso que nos interessa, possibilita caracterizar as relagdes
institucionais com o objeto grandeza.

Chevallard pontua que toda atividade humana consiste em realizar uma tarefa t de um
certo tipo T, por meio de uma técnica 1, justificada por uma tecnologia 6, sendo esta justificada
por uma teoria ®. Uma analise praxeologica, leva, portanto, a caracterizacdo desse quarteto

praxeologico por meio da identificacdo de:

— tipos de tarefas: analise das atividades presentes nos livros didaticos. Normalmente, 0s
exemplos e atividades resolvidas indicam os tipos de tarefas importantes para a
instituicao;

— técnicas: a partir da identificacdo dos tipos de tarefas, caracterizam-se as técnicas que
permitem realiza-las. Frequentemente, essas técnicas estdo explicitadas nos exercicios
resolvidos e nas solucdes das atividades indicadas no manual do professor;

— tecnologias: consistem em uma descricdo das técnicas e sao identificaveis, geralmente,

na parte curso e nos comentarios dos autores direcionados aos professores.

A teoria, que legitima matematicamente a tecnologia, quase sempre nao ¢ explicitada

nos livros didaticos e por isso se apoia essencialmente na interpretagdo do pesquisador.

4. 4. 6 Construcio do quarteto praxeolégico matematico

Em consonancia com Bittar (2017), a identificacdo e andlise das praxeologias
matematicas se deram a partir da leitura minuciosa da Parte curso, que apresentam orientacdes,
exemplos, atividades resolvidas e definicdes matematicas, e da Parte atividades, na qual ha os
exercicios a serem resolvidos pelos alunos.

Nosso interesse € sobre as grandezas e por isso formulamos os tipos de tarefa com certo

grau de generalidade e o refinamento foi modelado em torno de subtipos de tarefa.
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O quadro a seguir apresenta os tipos de tarefas identificados na cole¢io Apis (PNLD

destinada aos anos iniciais.

Quadro 10 - Tipos de tarefas presentes nos LD dos anos iniciais da colegdo Apis

Tipos de tarefa
Tre | Relacionar uma expressdo textual a uma grandeza
Tcg | Comparar grandezas
Trm | Ler medidas de grandeza
Tcwm | Calcular a medida de uma grandeza
Tem | Estimar a medida de uma grandeza
Toc | Ordenar objetos de acordo com uma grandeza
Tra | Registrar algebricamente uma grandeza
Tar | Associar instrumentos de medida a sua grandeza correspondente
Tty | Transformar unidades de medida de grandezas
Trc | Relacionar uma grandeza com objetos do cotidiano
Tpr | Produzir figuras geométricas associadas a uma grandeza

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Observamos desse quadro a diversidade de tipos de tarefas propostos na obra,

principalmente quando comparamos com as que foram observadas nos PCN e na BNCC.

No quadro seguinte, apresentamos os subtipos de tarefas:

Quadro 11 - Subtipos de tarefas presentes nos LD dos anos iniciais da colegio Apis

Subtipos de tarefa

Tre

Relacionar uma expressao textual a comprimento

Relacionar uma expressdo textual a massa

Relacionar uma expressao textual a capacidade

Relacionar uma expressdo textual a duracdo de intervalo de tempo
Relacionar uma expressdo textual a temperatura

Tca

Comparar comprimentos
Comparar massas

Comparar capacidades
Comparar valores monetarios
Comparar areas

Comparar temperaturas

Tim

Ler horas em relogios
Identificar hordrios em agendas
Localizar datas em calendarios

Tem

Calcular duragdo de intervalos de tempo
Calcular comprimentos

Calcular perimetros

Calcular 4area de retangulos

Calcular area de tridngulos

Calcular volumes de blocos retangulares

Estimar a medida de uma capacidade
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Tem | Estimar a medida de um comprimento

Estimar a medida de uma massa

Estimar a medida de uma érea

Tog | Ordenar recipientes segundo sua capacidade
Ordenar horarios, periodos do dia e meses do ano
Trg | Registrar o hordrio de acontecimentos de eventos
Associar reldgio a duragdo de intervalo de tempo
Tar Associar balanga a massa

Associar fita métrica a comprimento

Associar termdmetro a temperatura

Transformar unidades de medida de comprimentos
Tru | Transformar unidades de medida de massa
Transformar unidades de medida de capacidade

Trc Associar a grandeza massa a objetos do cotidiano
Associar a grandeza capacidade a objetos do cotidiano
Trr Produzir segmentos de reta

Produzir superficies na malha quadriculada
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Na colecio Apis, os dois primeiros volumes abordam as grandezas comprimento, massa,
capacidade, temperatura, duracdo de intervalo de tempo e valor monetario, por meio de uma
abordagem intuitiva e fortemente relacionada a atividades cotidianas.

A articulagdo com as praticas sociais fica evidente nas técnicas utilizadas para resolver
as tarefas propostas. Entre elas, destacam-se a observagdo de representacdes, como recipientes,
relogios, cédulas do sistema monetario brasileiro, os quais sdo a base para efetuar comparagoes
entre grandezas de mesma espécie. O incentivo a experimentos concretos € ao uso de
instrumentos de medida completam as técnicas predominantes nessa etapa. As tecnologias nao
sao evidentes, uma vez que as técnicas quase sempre estdo associadas a procedimentos
observacionais e a realizagcao de procedimentos experimentais.

Essa cole¢do traz uma multiplicidade de tipos de tarefas, o que amplia as relagdes e a
relevancia do conceito em foco. Entretanto, observamos, em algumas passagens, conformidade
com o modelo-didatico matematico por nos adotados e em outras, ndo.

Nesse sentido, identificamos no manual do professor, v.1, da colecio Apis (PNLD

2019), o seguinte comentario:
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Figura 29 - Exemplo de conformidade com o modelo didatico-matematico no MP
Grandezas e medidas

Sobre esta Unidade

A importante Unidade te-
matica que dé nome a esta
Unidade é enfatizada em toda
esta colecdo, quer por sua
aplicacdo no dia a dia, quer
por possibilitar melhor com-
preensdo e aplicabilidade de
muitos conceitos matemati-
cos. Além disso, W
fupgi mo | -
inte 1 re as ar

eométricas [comprime

ar el e osn

grandezas COMo Mmassa, tem.

Fonte: Dante (MP, v. 1 2017, p. 138, grifo nosso)

Observamos nesse extrato, que a relagdo entre grandeza e medida estd em conformidade
com o modelo teodrico por nos adotado, situando a primeira no quadro da grandeza, e a segunda,
no quadro numérico, inclusive, articulando-as.

Essa conformidade foi observada em algumas atividades, como a seguinte:

Figura 30 - Exemplo de conformidade com o modelo didatico-matematico no LE
» GRANDEZAS E MEDIDAS NO DIA A DIA

COMPRIMENTO, CAPACIDADE, TEMPERATURA, MASSA ("PESO")
E TEMPO SAO EXEMPLOS DE GRANDEZAS.

€ creeLo, cABELO MEU
QUEM TEM O CABELO MAIS COMPRIDO? MARQUE UM X

[+

Lucla

COMPLETE: NESTA ATIVIDADE A GRANDEZA E

€) caixas E mals CAIXAS
CONTORNE A CAIXA MAIS LEVE NESTA BALANGA

= ead
COMPLETE: AQUI A GRANDEZA E 3553 . ﬂ e

Fonte: Dante (MP, v. 3,2017, p. 141)

Ja no excerto seguinte, observamos uso da medida quando ndo era necessario, o que
reforca a sua influéncia. Essa escolha de transposicdo didatica se distancia do modelo

epistemologico de referéncia adotado na nossa pesquisa.
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Figura 31 - Referéncia a medida
ANALISE A CENA DAS PAGINAS DE ABERTURA DESTA UNIDADE.
CONVERSE COM OS COLEGAS E RESPONDAM AS QUESTOES A SEGUIR.

A EXPRESSAC

5S ALTAY ESTA

Fonte: Dante (MP, v. 3, 2017, p. 140)

Nesse caso, ndo ha a necessidade de explicitar o termo medida para relacionar a
expressao mais alta a grandeza comprimento. O uso desnecessario da medida também esté

presente em algumas atividades, como no excerto a seguir:

Figura 32 - Exemplo de referéncia a medida
o OBSERVE AS IMAGENS, QUE ESTAO RELACIONADAS A MEDIC

& RSN

AGORA, COMPLETE COM AS LETRAS CORRESPONDENTES
MEDIDA DE COMPRIMENTO
Est—

AFITA H E MAIS COMPRIDA DO QUEAFITA _G___

Fonte: Dante (MP, v. 3, 2017, p. 141, grifo nosso).

Observamos, ao longo da obra, essa relagdo dual entre grandeza e medida. Para nos, a
conformidade apresentada no Manual do Professor parece indicar uma mudanga de posi¢ao na
compreensdo do conceito de grandeza, mas ainda resistente nas atividades propostas. Essa
resisténcia pode ser explicada porque a formulagdo dos tipos de tarefa sofre influéncia da
matematica académica, que sera apresentada no capitulo seguinte, e/ou do contexto social, em

que ambos convergem para a énfase na medida em detrimento da grandeza.
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Na colegao Telaris (PNLD 2020), anos finais do ensino fundamental, esse “vai e volta”
na relagdo grandeza e medida permanece. Dessa maneira, constata-se, por um lado, que as
colecdes buscam caracterizar grandeza como um objeto do saber dissociado da medida, mas
por outro, ndo as dissocia, sobretudo quando envolve situacdes do cotidiano.

No livro do 6° ano, encontra-se a seguinte defini¢do de perimetro:

A um objeto fisico retilineo, como um pedaco de arame, ou a uma representacao desse
objeto, que é o desenho dele, ou ao conceito abstrato matematico de segmento de reta,
associamos uma grandeza, que é o comprimento, que pode ser medida. (p. 244).

A um objeto fisico com 2 dimensdes, como uma folha de papel, ou a uma
representacdo desse objeto, que é o desenho dele, ou ao conceito abstrato matematico
de superficie, associamos uma grandeza, que € a area, que pode ser medida. (p. 254).

Essas ideias, assim como algumas defini¢des presentes em outros livros dessa colecao
distinguem grandeza de medida, segundo a perspectiva por nos adotada. No entanto, ao propor
as tarefas, essa distin¢do logo se desfaz. Assim, na parte curso, grandeza e medida sdo objetos
distintos, mas na parte atividades, por vezes, elas se amalgamam.

Nos anos finais do ensino fundamental, os tipos de tarefas acima apresentados sdo
retomados e alguns ampliados, mas com a abordagem centrada nas grandezas geométricas.
Nessa etapa, as técnicas evoluem e as tecnologias comegam a ficar aparentes.

Entre os tipos de tarefas, destaca-se Tcwm: Calcular a medida de uma grandeza, em que
os subtipos de tarefas contemplam majoritariamente calcular a medida de comprimentos, de
areas, de volumes e de capacidades. Entre as técnicas, observamos medir empiricamente, contar
a quantidade de unidades, pavimentar superficies, preencher recipientes, compor, decompor e
recompor superficies e solidos e utilizar formulas. Estas técnicas encontram legitimidade na
contagem, transformagdes geométricas e algebra das grandezas, constituindo, dessa maneira,
as tecnologias aparentes.

O quadro a seguir apresenta os tipos de tarefas modelados na colecdo Telaris.

Quadro 12 - Subtipos de tarefas do tipo Tcm presentes nos anos finais do EF na colegfo Telaris
SUBTIPOS DE TAREFAS
Calcular a medida de um comprimento

Calcular a medida de perimetros de poligonos

Calcular a medida do comprimento de uma circunferéncia
Calcular a medida da area de um retangulo

Calcular a medida da area de um paralelogramo

Calcular a medida da area de um tridngulo

Calcular a medida da area de um trapézio

Calcular a medida da area de um losango

Tce
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Calcular a medida da area de um circulo

Calcular a medida do volume de empilhamento de cubos

Calcular a medida do volume de paralelepipedos

Calcular a medida da capacidade de recipientes.

Calcular a medida da durag¢ao de um intervalo de tempo
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Em se tratando da cole¢do Matematica em contextos, destinada ao ensino médio, as
grandezas sdo abordadas no livro 3 da cole¢do. Com a mudanca do ensino médio, o PNLD
sofreu alteracdes implicando na organizacao das cole¢des. A partir do PNLD 2021, as colecdes
passaram a ter seis volumes e nao trés, como nas edigdes anteriores. Além disso, cada livro ¢
autocontido, ou seja, sdo independentes entre si. Assim, cada um deles pode ser abordado em
qualquer série, a depender do projeto politico pedagdgico da escola.

Nessa colegao, também estao presentes atividades com contextos sociais, embora receba
uma aten¢ao menos destacada em relacao as etapas anteriores.

O excerto seguinte exemplifica uma tarefa com essa caracteristica:

Figura 33 - Exemplo de tarefa com contexto pratico
32. Observe a piscina representada abaixo e as me-
didas das dimensdes indicadas. Qual é a quanti-
dade maxima de agua, em litros, que essa piscina
pode conter? 226800 L
- 7m
1 f_.r.r--”"'&;ﬂﬁﬂmmnHm?ﬁﬁ;}
) _‘___:-_;TEELTII _—

Barca daimagensibequivo da ediora

Dante e Viana (2020, v.3, p. 90)
Nessa etapa, modelamos os tipos de tarefas indicados no quadro a seguir.

Quadro 13 - Tipos de tarefas presentes no EM na colecdo Matematica em contextos
Tipos de tarefa

Tcg | Comparar grandezas
Tcwm | Calcular a medida de uma grandeza
Tem | Estimar a medida de uma grandeza
Tty | Transformar unidades de medida de grandezas
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

A técnica dominante consiste na aplicagdo de formulas, que ¢ justificada com base na
semelhanca de figuras e no Principio de Cavalieri. Essa abordagem preserva, portanto, aspectos

ja observados por Morais (2013) e por Freitas (2015), quando analisaram colec¢des de livros
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didaticos aprovados no PNLD 2012. Assim, passada quase uma década, a abordagem de

grandeza no ensino médio parece receber 0 mesmo tratamento que outrora, exceto pela nitida

valorizagao dos usos sociais desse saber.

Em resumo, a andlise dessas cole¢des revelou de maneira bastante evidente os seguintes

aspectos:

presenca das grandezas na educagdo basica, com destaque para os anos iniciais,
em relacdo a diversidade de grandezas;

abordagem marcada pela relacdo entre grandeza e atividades cotidianas. Essa
caracteristica predomina nos anos iniciais, perpassa pelos anos finais e se
mantém no ensino médio, embora com diferentes graus de intensidade em cada
momento;

as medidas sdo utilizadas para dar sentido ao conceito de numero e, portanto,
sdo fonte de ligacdo entre grandezas e numeros.

as praxeologias matematicas realizadas em torno das grandezas evoluem ao
longo dos anos, cujas técnicas iniciais partem de procedimentos heuristicos (com
observagoes e experimentos empiricos) até a institucionalizagcdo das formulas;
a dissociagdo entre grandeza e medida ¢ explicitamente considerada, mas
algumas incoeréncias com o modelo didatico-matematico foram observadas. Na

parte curso elas se distinguem, mas na parte atividades, confundem-se.

Pelo exposto, observamos que ¢ assegurada a presenca das grandezas na educagdo

basica, que se justifica com maior intensidade pelos usos sociais desse objeto do saber.

4.5 ECOLOGIA DO CONCEITO DE GRANDEZA NA EDUCACAO INFANTIL E NO ENSINO

MEDIO

Este topico tem por objetivo fazer uma andlise ecologica do objeto do saber grandeza

na educac¢do infantil e no ensino médio, tendo em vista que se tratam de institui¢des que estao

no entorno daquela em estudo.
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4.5.1 Referencial Curricular Nacional para a Educacio Infantil

Esse documento se apresenta como um referencial curricular para creches e pré-escolas,
tendo entre suas finalidades incorporar as praticas educativas no trabalho com as criangas da
primeira infincia, assegurando a elas o pleno desenvolvimento de suas identidades, enquanto
cidaddos com direito a infancia reconhecidos (BRASIL, 1998). Parte das orienta¢des presentes
nesse documento foram incorporadas e/ou modificadas na BNCC (BRASIL, 2017), o que
justifica sua andlise. Além disso, esse referencial buscou superar, ao mesmo tempo, a
perspectiva somente assistencialista das creches e reconhecendo a educacao infantil como uma
etapa da educagdo basica, que antecede o ensino fundamental. Portanto, o RCNEI apresenta
objetivos, contetidos e orientagdes didaticas para os profissionais que atuam diretamente com
as criancas nessa fase escolarizagao.

Entre os objetivos de aprendizagem para as criancas de 4 a 6 anos, o segundo deles esta
diretamente relacionado ao conceito de grandeza, que é: “comunicar ideias matematicas,
hipoteses, processos utilizados e resultados encontrados em situagdes-problema relativas a
quantidades, espaco fisico e medida, utilizando a linguagem oral e a linguagem matematica”
(BRASIL, 1998, p. 215).

Nessa etapa, os contetdos estdo organizados em trés blocos “Numeros e sistema de
numerac¢do”, “Grandezas e medidas” e “Espaco e forma”. Ao se apresentar como um dominio
de estudo, o ensino de grandezas e medidas se institucionaliza na educacdo infantil e, dessa
maneira, seu ensino ¢ minimamente assegurado.

De acordo com esse referencial, as grandezas sugeridas sdo comprimento, massa,
volume, temperatura, duragdo de intervalo de tempo e valor monetario e devem ser estudadas
com estreita relagdo com as praticas sociais do universo infantil.

Nas orientagdes didaticas sdo ressaltados os valores historico e social das grandezas,
bem como sua relacao intrinseca com os numeros € com a geometria, conforme se vé no trecho

a seguir:

De utilidade histdrica reconhecida, o uso de medidas mostrou-se ndo sé como um
eficiente processo de resolugdo de problemas praticos do homem antigo como teve
papel preponderante no tecido das inimeras relacdes entre nogdes matematicas. A
compreensdo dos nimeros, bem como de muitas das nogdes relativas ao espaco e as
formas, é possivel gracas as medidas. Da iniciativa de povos (como os egipcios) para
demarcar terras fazendo medicGes resultou a criagdo dos nimeros fracionarios ou
decimais. Mas antes de surgir esse nimero para indicar medidas houve um longo
caminho e varios tipos de problemas tiveram de ser resolvidos pelo homem (BRASIL,
1998, p. 226).
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Comparar grandezas ¢ um tipo de tarefa privilegiado nas orienta¢des didaticas, servindo
como um meio para estabelecer a necessidade dos padrdoes nas medigdes. Portanto, medir
grandeza ¢ outro tipo de tarefa destacado, sendo este a finalidade tltima da abordagem de
grandeza na educagao infantil e sempre em estreito didlogo com atividades praticas.

Em resumo, as grandezas estdo presentes na educacdo infantil, ancorada nas praticas
sociais, em principio com bastante énfase em atividades exploratdrias e comparativas, mas que
evolui para o uso de medidas.

Com isso, ao adentrar no ensino fundamental, os estudantes ja possuem experiéncias
com medidas, tanto nas praticas escolares, quanto fora da escola, o que pode explicar o uso

precoce de medidas nos primeiros anos do ensino fundamental.

4.5.2 Base Nacional Comum Curricular — Educacio Infantil

Nessa etapa, de acordo com a BNCC,

as aprendizagens essenciais compreendem tanto comportamentos, habilidades e
conhecimentos quanto vivéncias que promovem aprendizagem e desenvolvimento
nos diversos campos de experiéncias, sempre tomando as interagdes e a brincadeira
como eixos estruturantes. Essas aprendizagens, portanto, constituem-se como
objetivos de aprendizagem e desenvolvimento. (BRASIL, 2017, p. 44, grifo do
original).

Logo, as unidades tematicas do ensino fundamental correspondem, na educacio
infantil aos campos de experiéncia, 0s quais, por sua vez, trazem os objetivos de aprendizagem
e desenvolvimento, que na etapa seguinte, corresponde as habilidades. Esses objetivos de
aprendizagem e desenvolvimento estdo sequencialmente organizados em trés faixas etarias,
dadas as especificidades dos diferentes grupos etarios. A primeira compreende as criancas de
zero a 1 ano e 6 meses, a segunda, de 1 ano e 7 meses a 3 anos e 11 meses e, a Gltima, de 4 anos
a 5 anos e 11 meses. As duas primeiras correspondem a creche e a tltima, a pré-escola.

Ha cinco campos de experiéncia e cada um traz um conjunto de objetivos de

aprendizagem e desenvolvimento, organizados por faixa etaria, conforme excerto seguinte:
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Figura 34 - Exemplo do campo de experiéncia na EI
CAMPO DE EXPERIENCIAS “ESPACOS, TEMPOS,
QUANTIDADES, RELACOES E TRANSFORMACOES”

(Continuacéo)

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM E DESENVOLVIMENTO

Bebés (zeroalanoce Criancas bem pequenas (1 ano Criancas pequenas (4 anos a
6 meses) e 7 meses a 3 anos e 11 meses) 5 anos e 11 meses)
(EIO2ETO7) (EIO3ETO7)
Contar oralmente objetos, Relacionar numeros as suas
pessoas, livros etc.,, em respectivas quantidades
contextos diversos. e identificar o antes, o

depois e o entre em uma
sequéncia.

Fonte: Brasil (1997, p. 52)

E no campo de experiéncia “Espagos, Tempos, Quantidades, Relagdes e
Transformagdes” que se observa a abordagem de grandeza, tendo em vista os objetivos de
aprendizagem e desenvolvimento propostos. Para a primeira faixa etaria, encontram-se os

seguintes objetivos:

(EI01ETO1) Explorar e descobrir as propriedades de objetos e materiais (odor, cor,
sabor, temperatura);

(EI01ETO05) Manipular materiais diversos e variados para comparar as diferengas e
semelhancas entre eles;

(EI0LETO06) Vivenciar diferentes ritmos, velocidades e fluxos nas interacfes e
brincadeiras (em dancas, balancos, escorregadores etc.) (BRASIL, 2017).

Em cada um desses objetivos de aprendizagem exploram-se as grandezas, inclusive
como um atributo ou propriedade de objetos. Com eles, as criangas sdo levadas a perceberem
e a estabelecerem relagdes entre grandezas, algumas anunciadas explicitamente, como
temperatura e velocidade, e outras de maneira tacita, como comprimento. Esta Gltima pode
emergir no objetivo (EIO1ETO05), ao se comparar, por exemplo, o comprimento de dois objetos
retilineos, a exemplo de canudos.

Para a segunda faixa etaria sdo propostos os seguintes objetivos de aprendizagem e

desenvolvimento:

(EI02ET01) Explorar e descrever semelhancas e diferengas entre as caracteristicas e
propriedades dos objetos (textura, massa, tamanho);

(EI02ET02) Observar, relatar e descrever incidentes do cotidiano e fendmenos
naturais (luz solar, vento, chuva etc.).

(EI02ETO05) Classificar objetos, considerando determinado atributo (tamanho, peso,
cor, forma etc.).

(EI02ETO06) Utilizar conceitos basicos de tempo (agora, antes, durante, depois, ontem,
hoje, amanha, lento, rapido, depressa, devagar) (BRASIL, 2017, p. 51).
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Nessa faixa etaria, surgem explicitamente outras grandezas como massa, peso,
velocidade (do vento, por exemplo), duracao de intervalo de tempo e “tamanho” (que nao ¢
precisamente uma grandeza, mas no contexto parece-nos remeter ao comprimento), cuja
abordagem ¢ pautada na observagao, exploragdo, descri¢ao, classificagdo e comparagdo.
Portanto, um trabalho sobre grandezas.

A seguir, encontram-se os objetivos de aprendizagem e desenvolvimento para a ultima

faixa etaria, ou seja, a pré-escola:

(EIO3ETO1) Estabelecer relacbes de comparacdo entre objetos, observando suas
propriedades.

(EIO3ET04) Registrar observacdes, manipulacGes e medidas, usando mdultiplas
linguagens (desenho, registro por nimeros ou escrita espontanea), em diferentes
suportes.

(EI03ET08) Expressar medidas (peso, altura etc.), construindo graficos bésicos
(BRASIL, 2017, pp. 51-52).

Para esse grupo etario, comecam a surgir alguns indicios da medida, especialmente no
objetivo (EIO3ET08), que parece caracterizar grandeza e medida como sin6nimos.

De um modo geral, conforme se observa nos objetivos acima, certas caracteristicas e
propriedades dos objetos sdo essencialmente o que podem ser entendidas como grandezas,
como velocidade, massa, peso, temperatura, duragdo de intervalo de tempo e “tamanho”. Essas
propriedades sdo atributos de objetos que permitem caracteriza-los, mas ndo sdo o proprio
objeto, o que leva a distingdo entre o objeto e a grandeza a ele associado.

Pelo exposto, o conceito de grandeza ¢ abordado na educacao infantil, etapa em que
assume predominantemente a perspectiva de atributo de um objeto e dissociada da medida,
ainda que esta ultima seja evidenciada. Entretanto, o embrido da perspectiva de grandeza
enquanto nimero parece emergir ja na educagado infantil, cujo desenvolvimento se acentua nas
etapas que se seguem até se consolidar como a perspectiva dominante nos anos finais do ensino

fundamental.

4.5.3 Base Nacional Comum Curricular — Ensino médio

Nessa etapa, a BNCC, conforme estabelece a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
(Lei n® 9394/96), esta organizada em quatro areas do conhecimento, a saber: Linguagem e suas
Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e
Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

A partir da Lei no 13.415/2017, que instituiu a reforma do ensino médio, apenas
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portugués e matematica se tornaram componentes curriculares obrigatdrios nos trés anos de
ensino, fazendo com que somente as habilidades relacionadas a essas disciplinas fossem
detalhadas na BNCC, mas sem indicagdo de seriacao, ao contrario do que acontece no ensino
fundamental. Entretanto, essa adequagdo permite maior flexibilidade na configuracdo dos
curriculos dos Estados. Além disso, as habilidades sdo vinculadas as competéncias especificas
de cada area, e ndo mais aos objetos de conhecimento, conforme se via na etapa anterior.

No ensino médio, para a area de matematica, sugere-se,

(...) a consolidacdo, a ampliagdo ¢ o aprofundamento das aprendizagens essenciais
desenvolvidas no Ensino Fundamental. Para tanto, prop&e colocar em jogo, de modo
mais inter-relacionado, os conhecimentos j& explorados na etapa anterior, a fim de
possibilitar que os estudantes construam uma visdo mais integrada da Matematica,
ainda na perspectiva de sua aplicagdo a realidade. (BRASIL, 2018, p. 527).

Nota-se, portanto, um aprofundamento dos conhecimentos abordados na etapa anterior,
sem perder de vista as aplicacdes do mundo real, com énfase nas vivéncias cotidianas do
estudante, suas condigdes socioecondmicas, 0s avangos tecnoldgicos vigentes e as exigéncias
do mercado de trabalho.

Para tanto, segundo a BNCC (BRASIL, 2018, p. 529), sdo fundamentais o
desenvolvimento de “habilidades relativas aos processos de investigacdo, de construcao de
modelos e de resolug¢do de problemas”. Isso requer, segundo a BNCC, que os estudantes devem
desenvolver maneiras proprias de pensar, de representar, de argumentar e de validar conceitos
e ideias.

Enquanto no ensino fundamental as habilidades sdo organizadas por unidades tematicas
correlacionadas (Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas ¢ medidas e Probabilidade e
estatistica), no ensino médio € proposto um conjunto de competéncias especificas associadas
as habilidades, mas organizadas por area de conhecimento.

No que se refere as competéncias especificas da area de matematica, propdem-se:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situagBes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias
da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnolégicas, divulgados
por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacéo geral.

2. Propor ou participar de agdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisdes éticas e socialmente responséveis, com base na anélise de problemas
sociais, como os voltados a situagdes de salde, sustentabilidade, das implicacdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando

a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucBes propostas, de modo a
construir argumentagdo consistente.
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4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na
busca de solugdo e comunicacgdo de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagdo de
padrdes, experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas (BRASIL, 2018, p. 531).

Nessa etapa, as habilidades estdo organizadas em competéncias, mas o documento
destaca outras possibilidades de configuragao.

Nessa configuracdo em particular, as grandezas sdo vistas como articuladoras entre os
diferentes campos, entre conceitos intramatematicos € como meio propicio para aplicagdes no
mundo real. A BNCC destaca ainda que o estudante deve ser levado a perceber que a
matematica ndo ¢ tdo somente um conjunto de regras e técnicas, mas um elemento integrante
da nossa cultura e historia, conforme se preconiza também nas etapas anteriores.

Seguindo o que esta proposto na BNCC, elencamos as habilidades relativas as

grandezas:

uadro 14 - Habilidades e competéncias relativas as grandezas na BNCC do Ensino médio
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

As habilidades mencionadas sdo marcadas pela énfase nos usos sociais, principalmente
em contextos proprios do estudante. Nesse sentido, destacam-se a abordagem de area, volume,
massa e capacidade, por serem conteudos carregados de aplicagcdes em contextos diversos e
realistas.

Propde-se também a leitura, interpretacdo e uso adequado de unidades de medida das
mais diversas grandezas, incluindo aquelas do contexto da informadtica, conforme se verifica
também no 9° ano do ensino fundamental. As formulas para o calculo de volume dos solidos
devem ser estudadas, mas por meio de uma perspectiva investigativa com o auxilio do principio
de Cavalieri. Em contraste com outros documentos, ndo ha referéncia explicita na BNCC ao

solido esférico.



125

Novamente, nessa etapa de ensino, enfatiza-se a relagao entre area e perimetro, inclusive
com recurso a investigacdo por meio da observacao de regularidades na variacdao entre o
comprimento dos lados do quadrado e de sua area, além do incentivo a registros graficos.

Em linhas gerais, destaca-se a aplicabilidade das grandezas em contextos praticos, que

deve ser explorada por meio de resolugdes de problemas.

4.5.4 Parametros Curriculares Nacionais para o ensino médio (PCNEM) - Ciéncias da

Natureza, Matematica e suas Tecnologias — Matematica

Os Parametros Curriculares Nacionais sdo compostos de quatro partes, sendo a
primeira dedicada as bases legais e as demais aos eixos tematicas. O mesmo foi publicado no
ano de 2000, ou seja, trés anos ap0s a publicagdo dos parametros destinados aos anos finais do
ensino fundamental. Ha ainda os pardmetros curriculares complementares, publicados em 2002,
em complementacdo aos ja existentes, que detalham os contetdos a serem abordados de
maneira sugestiva em cada série, além de trazer orienta¢des educacionais no que se refere as
abordagens em sala de aula.

Seus pressupostos se apoiaram na perspectiva de mudanga da sociedade, o que
efetivamente ocorreu e, de maneira mais intensa, nos ultimos anos. Um olhar sobre as
transformagdes sociais, politicas, econdmicas e culturais nas duas ultimas décadas permite
concluir que o referido documento trouxe antecipagdes relevantes, conforme se verifica no
excerto seguinte, ao considerar que os jovens ingressantes no ensino médio passariam por

mudangas significativas de perfil, tanto na vida social, quanto no trabalho,

A denominada “revolu¢do informatica” promove mudancas radicais na area do
conhecimento, que passa a ocupar um lugar central nos processos de
desenvolvimento, em geral. E possivel afirmar que, nas proximas décadas, a educaciio
va se transformar mais rapidamente do que em muitas outras, em fun¢do de uma nova
compreensdo tedrica sobre o papel da escola, estimulada pela incorporacdo das novas
tecnologias (BRASIL, 2000, p. 5 grifo nosso.)

Os PCNEM propuseram o ensino das disciplinas ndo de maneira fragmentada e com
fim em si mesmo, mas articulando as diferentes areas e com foco no desenvolvimento de
competéncias basicas como ferramentas para o enfrentamento da vida adulta.

Sua configuragao se deu em trés grandezas areas denominadas Linguagens, Codigos e
suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e

suas Tecnologias.
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Em se tratando das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, tem-se como

pressupostos que

A aprendizagem das Ciéncias da Natureza, qualitativamente distinta daquela realizada
no Ensino Fundamental, deve contemplar formas de apropriacdo e construcido de
sistemas de pensamento mais abstratos e ressignificados, que as trate como processo
cumulativo de saber e de ruptura de consensos e pressupostos metodologicos
(BRASIL, 2000, p. 20).

Essa nova etapa traz consigo novas formas de pensar, de representar ¢ de comunicar,
além de ampliar os conhecimentos j4 construidos.

Ao se referir a matematica, os PCNEM ressaltam seus “aspectos do real e que ¢
instrumento formal de expressdao e comunicagdo para diversas ciéncias” (p. 20), além de, uma

vez mais, destacar que

(...) as ciéncias, assim como as tecnologias, sdo constru¢des humanas situadas
historicamente e que os objetos de estudo por elas construidos ¢ os discursos por elas
elaborados ndo se confundem com o mundo fisico ¢ natural, embora este seja referido
nesses discursos (BRASIL, 2000, p. 20).

Vé-se, portanto, referéncia ao desenvolvimento histérico € ao mundo real, sem perder
de vista o caracter cientifico.

As recomendagdes dos PCNEM pensaram a matematica sob dois aspectos: formativo
e instrumental. O primeiro se preocupa com a estruturagdo do pensamento ldgico - dedutivo,
bem como com o desenvolvimento de atitudes que transcendem a matematica, formando
individuos capazes de enfrentar e resolver problemas originais por meio da investigacdo, da
criatividade e da observacdo de regularidades e de padrdes. O instrumental, por sua vez, diz
respeito as ferramentas necessarias para uso em outros contextos e no ambiente profissional,
cujas técnicas e estratégias podem ser readaptadas tendo em vista as constantes mudancgas da
sociedade.

Com isso, os PCNEM organizam o ensino em termos de habilidades e competéncias.

A seguir, elencamos aquelas pensadas para o ensino de matematica:

Representacdo e comunicagao

* Ler e interpretar textos de Matematica.

« Ler, interpretar e utilizar representagdes matematicas (tabelas, graficos, expressoes
etc).

*Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem
simbodlica (equacdes, graficos, diagramas, formulas, tabelas etc.) e vice-versa.
 Exprimir-se com corre¢do e clareza, tanto na lingua materna, como na linguagem
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matematica, usando a terminologia correta.

* Produzir textos matematicos adequados.

» Utilizar adequadamente os recursos tecnologicos como instrumentos de producéo e
de comunicagéo.

« Utilizar corretamente instrumentos de medic¢do e de desenho.

Investigagdo e compreenséo

* Identificar o problema (compreender enunciados, formular questdes etc).

* Procurar, selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema.

* Formular hipdteses e prever resultados.

* Selecionar estratégias de resolugdo de problemas.

* Interpretar e criticar resultados numa situagao concreta.

* Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.

* Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos, fatos
conhecidos, relagdes e propriedades.

* Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.

Contextualizacéo sécio-cultural

* Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacdo e intervengdo
no real.

* Aplicar conhecimentos ¢ métodos matematicos em situagdes reais, em especial em
outras areas do conhecimento.

* Relacionar etapas da historia da Matematica com a evolugdo da humanidade.

» Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas limita¢des ¢
potencialidades (BRASIL parte 111, 2000, p. 46).

As referidas habilidades e competéncias contemplam a leitura, escrita, representagao,

comunicagdo, investigacao e o meio sociocultural. Foi com base nessa perspectiva que se deu

a elei¢do dos objetos de aprendizagem a ser trabalhados ao longo do ensino médio e que estao

descritos nos documentos com orientagcdes complementares ao PCNEM (BRASIL, 2002).

A seguir, listamos as competéncias relacionadas a matematica.

Quadro 15 - Competéncias para a matematica no ensino médio nas orientagdes complementares ao PCNEM

Competéncia

Habilidades

Selecionar ¢ utilizar
instrumentos de
medicdo e de calculo,
representar dados e
utilizar escalas, fazer
estimativas, elaborar
hipoteses e interpretar
resultados.

Identificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos
apropriados para efetuar medidas ou célculos; por exemplo,
discriminar o melhor instrumento para medir, comparar ou calcular
comprimentos e distancias, angulos, volumes ocupados por liquidos,
em dada situagdo especifica. Usar adequadamente réguas, esquadros,
transferidores, compassos, calculadoras e outros instrumentos ou
aparelhos.

* Identificar diferentes formas de quantificar dados numéricos para
decidir se a resolucdo de um problema requer calculo exato,
aproximado, probabilistico ou andlise de médias. Por exemplo, de
acordo com uma dada situacdo, escolher niimero de algarismos
apropriado ou fazer aproximagdes adequadas, optar pelo uso de fragao,
porcentagem, poténcias de dez; escolher melhor unidade para
representar uma grandeza.
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* Fazer previsoes e estimativas de ordens de grandeza, de quantidades
ou intervalos esperados para os resultados de calculos ou medicdes e,
com isso, saber avaliar erros ou imprecisdes nos dados obtidos na
solucao de uma dada situacao-problema.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Nessa etapa, recomenda-se o uso de instrumentos e maneiras diversas para medir e
comparar as grandezas geométricas, além de explorar estimativas, a precisao e o erro. Percebe-
se, portanto, um processo pautado nos aspectos técnico-cientificos, o que amplia os
procedimentos heuristicos das etapas anteriores. Desse modo, o calculo e, por consequéncia, o
dominio numérico, ganha evidéncia.

Com o intuito de desenvolver as competéncias almejadas, foram propostos trés grandes
eixos a ser estudados concomitantemente ao longo do ensino médio, os quais, por sua vez, sao

organizados em termos de conceitos, procedimentos e objetos de estudo.

Quadro 16 - Eixos para o ensino médio nas orienta¢des complementares ao PCNEM
Eixos

1 Algebra: niimeros e funcdes
2 Geometria e medidas
3 Analise de dados

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

O eixo 2 organiza o ensino de geometria sob os aspectos, a saber, 0o axiomatico € o
métrico. O primeiro eixo lida com abstragdes por meio de postulados, teoremas, propriedades
e posigdes relativas, cujo foco € o desenvolvimento do pensamento logico dedutivo, enquanto
o segundo se volta para a quantificagdo de comprimentos, areas e volumes.

Diferentemente da organizagdo existente nas etapas anteriores, no ensino médio as
grandezas se situam no dominio da geometria, o que pode valorizar o numérico. Além disso, o
foco passa a ser na medida, tendo em vista as recomendagdes dadas, conforme se verifica no
seguinte excerto:

A Geometria, na perspectiva das medidas, pode se estruturar de modo a garantir que
os alunos aprendam a efetuar medigdes em situagdes reais com a precisdo requerida

ou estimando a margem de erro. Os conhecimentos sobre perimetros, &reas e volumes
devem ser aplicados na resolucdo de situacBes-problema (BRASIL, 2002, p. 124)

Assim como no ensino fundamental, valorizam-se aplicacdes das grandezas em

situagdes praticas.
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As habilidades e os conteudos sugeridos para esse eixo estdo organizados em quatro

unidades tematicas, em que a grandeza € situada na métrica.

Quadro 17 - Contetdos e habilidades relativos as grandezas nos PCNEM

Unidade temadtica | Contetudos Habilidade
areas e Identificar e fazer uso de diferentes formas para realizar
volumes; medidas e calculos.
estimativa, | Utilizar propriedades geométricas para medir, quantificar
métrica valor exato | e fazer estimativas de comprimentos, areas e volumes em
e situacdes reais relativas, por exemplo, de recipientes,

aproximado | refrigeradores, veiculos de carga, moveis, comodos,
espagos publicos.

Efetuar medi¢oes, reconhecendo, em cada situagdo, a
necessaria precisdo de dados ou de resultados e

estimando margens de erro.
Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Conforme se observa no quadro, valorizam-se medigdes, calculos e resolugao de
problemas reais, o que conduz a uma abordagem essencialmente pautada no numérico.

Em sintese, os PCNEM elegem a mudanca de paradigma da sociedade e, por
consequéncia, a mudanca de perfil dos jovens, como norte para a reformulacdo do ensino
médio. Nesse sentido, os objetos de conhecimento e as diferentes maneiras de abordagens
priorizam competéncias relacionadas a leitura, a escrita, & comunicacdo, a tecnologia, a
investigacao e ao mundo do trabalho. De outro modo, a capacidade de enfrentar e solucionar
problemas em constante transformagdo passa a ser um elemento importante na sociedade
emergente, o que requer novas formas de aprender e de se comunicar.

Nesse sentido, as grandezas aparecem como elemento importante tanto para modelar
situagdes problemas do mundo real, quanto para instruir o estudante no enfrentamento de
situagdes nos meios técnicos, cientificos e sociais. Com isso, a énfase recai no uso de
instrumentos de medida, nas diferentes estratégias de medi¢ao (aqui se inclui o uso de férmulas)

e na realizac¢do de estimativas.

4.6 SINTESE DA ANALISE ECOLOGICA

A leitura analitica dos PCN e da BNCC revelou, respectivamente, que o saber grandeza
se situa no bloco e na unidade tematica Grandezas e Medidas, presentes no ensino fundamental,
especialmente nos anos finais, que pode ser considerado o seu habitat “natural”, sobretudo para

as grandezas geométricas. A BNCC, inclusive, determina as grandezas a serem estudadas em
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cada ano, diferentemente dos PCN, que indica por ciclo.

Observamos que esse saber tem como fungdes, em ambos os documentos, motivar e
atribuir sentido aos diferentes conjuntos numeéricos e, principalmente preparar o estudante para
resolver problemas do cotidiano que envolvem grandezas. Nos PCN, esse nicho se revela no
seguinte excerto:

Por meio de situacBes-problema, extraidas dos contextos praticos em que essas
grandezas se encontram - como na arquitetura, nas artes, nos esportes, na culinéria,
nas atividades comerciais e na leitura de mapas, plantas e croquis - evidenciam-se para
o0s alunos as aplicagdes praticas da Matematica (...).

Além de fornecer os contextos praticos para a realizacdo da atividade matematica é
importante pensar nas Grandezas e Medidas como um bloco que possibilita férteis
articulagbes com os outros blocos de conteldos, uma vez que seu estudo esta
fortemente conectado com o estudo da Geometria e com os diferentes tipos de
ndmeros.

Assim, neste ciclo, o trabalho com medidas buscara privilegiar as atividades de
resolucdo de problemas e a pratica de estimativas em lugar da memorizagdo sem

compreensdo de formulas e de conversdes entre diferentes unidades de medidas,
muitas vezes pouco usuais. (BRASIL, 1998, p. 69).

Na BNCC, ao modelar os tipos de tarefas, ver quadro 7 acima, observamos que a
resolucdo/elaboragdo de problemas norteia o ensino de grandezas, sendo este o nicho principal
na institui¢do anos finais do ensino fundamental.

Ao historicizarmos a concep¢do desses documentos, constatamos que em ambos,
destacam-se praticas socioculturais e profissionais, as quais se realizam em estreita conexao
com a medicdo de grandezas. Assim, as condi¢des para difusdo do dominio das grandezas e
medidas se encontram no nivel sociedade e se materializam na noosfera. Essa condigao,
associada aos niveis superiores da escala de codeterminacao didatica assegura a presenca do
saber grandeza na escola e nas aulas de matematica, principalmente por meio da BNCC, ao
determinar os saberes a serem ensinados em cada ano de ensino.

Por outro lado, observamos um privilégio a medida em detrimento da grandeza em
ambos os documentos (noosfera), o que também pode ser explicado pelas praxeologias
realizadas em torno desse saber nas praticas sociais, ou seja, no nivel sociedade. Tendo em vista
que a escola estd inserida na sociedade, as praxeologias matematicas relativas ao saber grandeza
difundidas nos sistemas didaticos quase sempre reproduzem a énfase no numérico. Para nds,
isso acontece porque os niveis superiores (humanidade, civilizagdo, sociedade) impdem um
conjunto de condi¢des que impulsionam o professor a relativizar essa énfase. Por exemplo, ao
longo da histéria da humanidade, em diferentes civilizagdes, as grandezas foram criadas para
resolver problemas sociais, como calculo de areas de terras e de volume de recipientes para

estocagem de alimentos. Foram (e s30), portanto, esses problemas de medi¢do que motivaram
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e nortearam o desenvolvimento do saber grandeza.

Nesse sentido, a énfase na medida se justifica, pelo menos em parte por razdes que vém
dos niveis superiores da escala de codeterminacdo. Na sociedade, as praticas sociais exigem a
mobilizacdo da medicdo de grandezas, e no nivel da disciplina, o sentido das ampliagdes
sucessivas dos sistemas numéricos se assenta na medi¢do de grandezas. Por outro lado, as
pesquisas em educagdo matematica apontam para a necessidade de fortalecer a atribuicdo de
sentido as grandezas, pois sem isso, erros persistentes se instalam, conforme discutimos no
capitulo 2.

Ao analisarmos as institui¢oes do entorno do EF, constatamos na Educag¢ao infantil uma
referéncia, ainda que tacita, & medida e, no ensino médio todo o trabalho recai sobre esse
aspecto. Assim, entendemos que na institui¢do ensino fundamental, as medidas aparecem
precocemente, sob a influéncia da etapa anterior, assim como busca preparar os estudantes para
um estudo mais técnico, tendo em vista a etapa seguinte. Assim, essas sdo algumas das

condi¢des que também influéncia a énfase na medida.
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5. DA DISCUSSAO DAS GRANDEZAS E MEDIDAS NO SABER SABIO AO REFINAMENTO
DO MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA PARA O DOMINIO DAS
GRANDEZAS E MEDIDAS NO ENSINO FUNDAMENTAL

Neste capitulo, apresentamos elementos que evidenciam a complexidade de conceituar
grandeza, bem como os que esclarecem sua relagdo intrinseca com o nimero (medida). Essa
incursdo tem também o proposito de aprofundar a analise das razdes de ser das grandezas no
ensino atual em relagdo com suas razdes de ser epistemologicas. Portanto, discute-se aqui, o
lugar atribuido a grandeza e aos elementos a ela relacionados, considerando as diferentes
instituigdes que, de alguma maneira, estdo no entorno do ensino fundamental brasileiro.

Para tanto, fizemos um recorte historico e analisamos alguns marcos que julgamos ser
importantes para compreender o conceito de grandeza no ensino fundamental brasileiro atual.
Nesse recorte, problematizamos a dimensdo epistemoldgica no ambito da instituicdo
matematica académica, partindo da definicdo do verbete grandeza presente no volume II
Encyclopédie Méthodique — Mathématiques (D’ALEMBERT et al., 1785) e considerando a
estrutura matematica proposta por Couturat (1986), que se contrapos as infrutiferas tentativas
de definir grandeza.

No contexto da instituicdo educacdo matematica na interface com a matematica
académica, problematizamos a complexidade do conceito de grandeza, evidenciando
implica¢des no ensino e na aprendizagem desse saber, e explicitamos algumas razdes pelas
quais esse conceito ¢ ensinado na escola, bem como indicios que explicam a énfase no
numérico.

Por fim, concluimos este capitulo indicando algumas convergéncias que observamos
entre tedricos que se situavam nessas duas instituicdes e/ou na interface entre elas. Embora esse
ndo tenha sido, de inicio, um proposito, ao constatarmos que diferentes autores em momentos
distintos apontaram para determinados elementos em comum envolvendo grandezas, para nos
esse foi um indicativo da complexidade do conceito de grandeza mesmo para institui¢des

produtoras do saber sabio.

5.1 ELEMENTOS EPISTEMOLOGICOS DO CONCEITO DE GRANDEZA

Iniciamos nossas reflexdes sobre o conceito de grandeza tomando como marco inicial o
século XVIII, a partir de uma possivel definicdo apresentada na Encyclopédie Méthodique,

publicada entre o final do século XVIII e inicio do século XIX pelo francés Charles-Joseph
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Panckoucke, com edi¢do de Abée D'Alembert e Denis Diderot. Essa publicagdo tratou dos mais
diversos temas, como anatomia, botanica, artes, histéria natural e matematica, em pouco mais
de 200 volumes. A matematica foi abordada em trés volumes, Encyclopédie Méthodique —
Mathématiques I, II e III, editados entre os anos 1784 e 1789 por Abée D'Alembert, De La
Lande Bossut, Le Marquis de Condocert, Denis Diderot e Jean Bernoulli.

A ideia de grandeza ¢ expressamente tratada no volume II, mas j& na introducdo do
volume I, L'Abée Bossut apresenta uma concep¢do de matematica com evidéncia para o

conceito de grandeza. Segundo Bossut (1784, p. 10),

A matematica é feita para medir, ou melhor, para comparar grandezas; por exemplo,
distancias, superficies, velocidades, entre outras. Ela esta dividida em matematica
pura e matematica mista, também conhecida como ciéncia fisico-matematica.

A matematica pura considera a grandeza de uma maneira simples, geral e abstrata: e
com isso ela tem a preciosa vantagem de basear-se nas noc¢Bes primordiais de
quantidade. Esta classe inclui, 1. Aritmética ou a arte de contar. 2. A geometria, que
aprende a medir a extensdo. 3. A anlise, ciéncia das grandezas em geral. 4. geometria
mista, uma combinacdo de geometria ordinaria e analise.

A mateméatica mista toma emprestado da Fisica um ou mais experimentos
incontestaveis, ou assume nos corpos uma qualidade principal e necessaria: entéo,
pelo raciocinio metoédico e demonstrativo, ela extrai do principio estabelecido,
algumas conclusbes Obvias e certas, como aquelas que a matematica pura obtém
imediatamente de axiomas e de definicBes. A esta segunda classe pertencem: 1. A
mecanica, a ciéncia do equilibrio e movimento de corpos solidos. 2. Hidrodinamica,
que considera o equilibrio e movimento dos corpos fluidos. 3. A acUstica ou a teoria
do Som, 4. Otica ou a teoria do movimento da luz. 5. Astronomia, ciéncia do
movimento dos corpos celestes (BOSSUT, 1784, p. 10, tradugdo nossa)*.

De acordo com Bossut, as grandezas tém um lugar privilegiado na matematica, que se
divide, segundo ele, em matematica pura e matematica mista. A primeira, segundo o autor,
considera a grandeza em seu aspecto simples, geral e abstrato, pautando-se na ideia de
quantidade, que inclui os dominios da aritmética, geometria, analise e geometria mista. No
segundo caso, € possivel inferir que Bossut considera a grandeza sob um ponto de vista
experimental, que se distancia da natureza axiomatica assumida pela matematica pura. Em todo
caso, o excerto acima revela nitidamente que no século XVIII a nogdo de grandeza ocupava um
lugar de destaque na matematica.

Mas ¢ no volume II da Encyclopédie Méthodique — Mathématiques que se define o
verbete grandeza, cuja tradugdo foi extraida de Bellemain e Lima (2002 pp. 78-79), apos

consultarmos o original, que se encontra nos anexos.

4 Traduzido do original em francés, que se encontra nos anexos.
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Esta é uma daquelas palavras que todos acreditam ter uma ideia clara e que, entretanto,
é relativamente dificil de definir bem. Néo seria porque as ideias que esta palavra
recobre sdo mais simples que as ideias por meio das quais se pretende explica-las?
De qualquer forma, os matematicos definem a grandeza como o que é suscetivel de
aumento e diminuicdo; segundo esta noc¢do, nem o infinito nem o zero seriam
grandezas, uma vez que o infinito ndo é suscetivel de aumento, nem o zero é suscetivel
de diminuigdo; assim, muitos matematicos consideram o zero e o infinito ndo como
grandezas, mas como o limite das grandezas, uma para a diminuicdo e outra para o
aumento.

Pode-se evidentemente expressar desta forma e néo se trata de uma mera disputa sobre
palavras, mas se rompe com o uso habitual, uma vez que se fala de grandeza infinita.
Assim, parece que se deve buscar uma definicdo da grandeza mais anéloga as nocGes
comuns. Além disso, segundo a definicdo que acabamos de apresentar, deve-se
chamar grandeza tudo o que é suscetivel de aumento ou diminui¢do; ora, a luz é
suscetivel de aumento e de diminuicdo; entretanto seria improprio considerar a luz
como uma grandeza.

Outros mudam um pouco a defini¢do precedente, substituindo “ou” no lugar de “e”,
definindo grandeza como o que é suscetivel de aumento ou diminui¢do. Segundo esta
defini¢do, na qual o “ou” ¢ disjuntivo, zero seria uma grandeza pois apesar de ndo ser
suscetivel de diminuicéo, ele é suscetivel de aumento; esta definicdo é ainda menos
pertinente que a precedente.

Parece-nos que se pode definir relativamente bem a grandeza, como o que é composto
de partes. Ha dois tipos de grandezas, a grandeza concreta e a grandeza abstrata.

A grandeza abstrata é aquela cuja nogdo ndo designa nenhum objeto particular. Nao
se trata de outra coisa sendo dos nimeros. Assim, 0 nimero 3 € uma grandeza abstrata
pois designa tanto 3 pés quanto 3 horas, etc. A grandeza concreta é aquela cuja nocao
engloba um objeto particular. Ela pode ser composta de partes coexistentes ou de
partes sucessivas; e desse ponto de vista, ela engloba dois tipos, a extensdo e o tempo.
S6 héd em Ultima instancia estes dois tipos de grandezas; todos os outros podem ser
reduzidos a eles de forma direta ou indireta. A extensdo é uma grandeza cujas partes
existem ao mesmo tempo; o tempo é uma grandeza cujas partes existem uma apos a
outra.

A grandeza também se chama quantidade, e deste ponto de vista, pode-se dizer que a
grandeza abstrata diz respeito a quantidade discreta e que a grandeza concreta diz
respeito a continua.

As grandezas e suas propriedades séo o objeto da Matemaética, o que sera explicado
mais tarde no verbete “Matematica” (D’ALEMBERT et al., 1785, p.149).

D’ Alembert et al. (1785) problematizaram quao dificil era definir grandeza do ponto de
vista dos matematicos da época, cuja ideia partia da premissa de que grandeza ¢ tudo aquilo
que ¢ suscetivel de aumento e de diminuicdo. Para esses autores, era dificil definir grandeza
porque as ideias nas quais se apoiavam eram, talvez, mais complexas do que a propria grandeza.

Porém, ao considerar essa definicdo, D’ Alembert et al. (1785) apontam a exclusao das
grandezas nulas e das grandezas infinitas, pois a primeira nao € suscetivel de diminui¢ao, nem
a segunda, de aumento. Assim, segundo os autores, para determinado grupo de matematicos da
época, o zero e o infinito ndo seriam precisamente grandezas, mas os limites delas. Outro
contraexemplo para essa defini¢dao foi de que a luz € suscetivel de aumento e de diminuigao,
mas seria improprio considera-la uma grandeza. Com efeito, a luz ¢ um fendmeno fisico, que

segundo a fisica cldssica, ¢ uma onda eletromagnética composta de campos eletromagnéticos
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que variam no tempo e, portanto, ndo se trata de uma grandeza. Associada a esse fendomeno,
existe a grandeza intensidade luminosa, cuja unidade de medida ¢ a candela.

Além disso, a leitura dessa citagdo, sob os olhares do modelo tedrico que adotamos,
permitiu evidenciar aspectos contraditorios entre o que se entendia por grandeza naquela
ocasido e o modelo vigente para o ensino, no qual nos ancoramos.

O primeiro aspecto que destacamos ¢ que na Encyclopédie, nimero era grandeza,
conforme se observa em “muitos matematicos consideram o zero e o infinito ndo como
grandezas” e na passagem “A grandeza abstrata ¢ aquela cuja no¢do ndo designa nenhum objeto
particular. Nao se trata de outra coisa sendo dos nimeros”.

O segundo aspecto diz respeito a inser¢do da ideia de infinito para definir grandeza,
afastando-se do caréter pragmatico e, a0 mesmo tempo, aproximando-se do saber puramente
abstrato. Nesse sentido, o verbete infinito ¢ definido (D’ALEMBERT et al., 1785, p. 218),

conforme segue:

A quantidade infinita é propriamente aquela que é maior que qualquer quantidade
atribuivel; e, como ndo ha tal quantidade na natureza, segue-se que a quantidade
infinita estd corretamente em nossa mente, e existe em nossa mente apenas por uma
espécie de abstracdo, em que rejeitamos a ideia de limites

O terceiro aspecto que entendemos ser relevante € a imbricacao existente na época entre
o objeto e seus fendmenos associados (grandezas). A luz, por exemplo, ¢ um objeto que tem
como um fendmeno associado a intensidade luminosa, sendo esta ultima a grandeza. Logo, no
século XVIII o amdlgama entre grandeza e nimero e entre o objeto e fenomenos a ele
associados estavam presentes na instituicdo matematica académica, de modo que parecia ndo
haver uma conformidade do modelo didatico-matematico por nos adotado com a referida
institui¢do, em que nimero e grandeza sdo objetos do saber distintos, assim como o objeto e os
fendmenos a ele associados.

Outro aspecto que, em nosso entender, merece destaque diz respeito ao dominio
numeérico das grandezas considerado na época, cuja evidéncia aponta para os nimeros inteiros
positivos, observada na relagdo entre grandeza abstrata e quantidade discreta. Entretanto, sob a
perspectiva do modelo que adotamos, a medida de uma grandeza pertence ao conjunto dos
numeros reais, em particular, dos reais positivos, para o caso das grandezas geométricas.

Merece destaque também o fato de que D’Alembert et al. (1785) buscaram superar as

incoeréncias afirmando que grandeza era composta de partes e a classificou em duas categorias:
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abstrata e concreta. No caso desta Gltima, os autores consideraram que suas partes poderiam ser
coexistentes ou sucessivas.

Por fim, observamos que no século XVIII grandezas e suas propriedades eram o objeto
da matematica. Dessa maneira, era uma nog¢ao central na matematica académica.

O quadro a seguir sintetiza os aspectos presentes na definicdo do verbete grandeza que,
em nosso entender, merecem destaques. Isso, por um lado, ao revelar, a dificuldade em definir
grandeza no saber sabio e, por outro, ao mostrar, sob a perspectiva do modelo que adotamos,
que ndo havia clareza, naquela ocasido, da grandeza enquanto um fendmeno associado a

objetos, do lugar ocupado pela medida e o que, de fato, poderia ser considerado como uma

grandeza.
Quadro 18 - Aspectos observados na defini¢cdo do verbete grandeza na Enciclopédie
Aspectos Consideracdes
Numero ¢ grandeza Os niimeros eram vistos como uma grandeza abstrata

Amalgama entre um objeto e os | Nao dissociagdo entre o objeto e a grandeza
fendmenos a ele relacionados
Dificuldade em caracterizar | Apresentagdo de grandeza infinita
uma grandeza

Dominio numeérico das | Consideravam-se apenas os numeros inteiros positivos

grandezas como grandeza abstrata

Caracterizagdo de grandeza Composic¢ao de partes, classificada em dois tipos: abstrata
€ concreta

Objeto da matematica Nog¢ao central na matematica académica do século XVIII

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Para esses autores, toda grandeza pode ser reduzida aos dois tipos acima mencionados
e, segundo eles, também pode ser chamada de quantidade. Nesse sentido, segundo Bossut
(1784), a matematica foi feita para comparar grandezas e, portanto, para comparar quantidades.
Além disso, D’Alembert et al. (1785) relacionam grandeza abstrata e quantidade discreta e
grandeza concreta e quantidade continua. Tais relagdes revelam outro conflito entre o que se
pensava na época € o modelo hoje vigente, uma vez que, sob a perspectiva do modelo que
adotamos, quantidades discretas e continuas estdo associadas as medidas inteiras e as medidas
reais, respectivamente.

A ilustragdo seguinte exemplifica as relacdes entre grandezas abstrata e concreta e

quantidade discreta e continua, na perspectiva de D’ Alembert et al. (1785):



137

Figura 35 - O conceito de grandeza na Encyclopédie Méthodique — Mathématiques

quantidade
discreta

eI guantidade abstrata
grandeza T : i

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Para melhor compreender as relagdes presentes na ilustragdo acima, consultamos o

verbete abstrato em D’ Alembert et al. (1784, p.11):

ntmero abstrato, cole¢do de unidades consideradas em si mesmas e que ndo designam
coisas particulares e determinadas. Por exemplo, 3 € um nimero abstrato; 5 também
¢ um ndmero abstrato, mas, quando dizemos 3 homens, 3 ecus*, o nimero 3 é
concreto.

Esse excerto enfatiza que numero era grandeza e torna ainda mais evidente o
entendimento de que, na Encyclopédie Méthodique — Mathématiques, a grandeza abstrata
correspondia aos nimeros naturais. Em se tratando do verbete discreto, encontramos a seguinte

definicao:

A quantidade discreta € aquela em que as partes ndo sdo continuas ou unidas. Tal é
um numero, cujas partes, sendo unidades distintas, ndo podem formar um Unico
continuo, pois, de acordo com alguns, ndo h& partes no continuo realmente
determinadas antes da divisdo: elas séo infinitas em pureza; por isso é costume dizer
que a quantidade continua ¢ infinitamente divisivel (D’ALEMBERT et al., 1784, p.
536).

A Encyclopédie Méthodique — Mathématiques ndo define os verbetes concreto e
continuo, cujas ideias aparecem tacitamente nos que foram mencionados aqui.

Assim, conforme ja observara Bellemain e Lima (2002), buscou-se, em principio,
definir grandeza, o que se mostrou infrutifero pelas incoeréncias e conflitos conceituais. Essas
objecdes, segundo esses autores, apontaram “na direcdo de se considerar tal conceito como um
conceito primitivo, tomado, portanto, sem definicdo numa estrutura axiomatica a ser concebida
para organizar o campo conceitual das grandezas”. (BELLEMAIN; LIMA, 2002, p. 81). Esse
foi o caminho trilhado por Couturat (1896).

4 Antiga moeda francesa.
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Ainda no século XVIII, de acordo com Bellemain e Lima (2002), uma nog¢do de
quantidade foi apresentada por Kant, na obra Critica da razdo pura, sendo considerado por ele
um conceito primitivo, com significado de “unidade, pluralidade e totalidade”. Porém, no final
do século XIX, Louis Couturat discutiu em maiores detalhes o conceito de grandeza.

Louis Couturat foi um matematico e filésofo francés (1868 — 1914) adepto da logica
simbdlica. Em 1896, ele publicou a obra intitulada De L'Infini mathématique, na qual revisitou
textos cientificos que trataram do conceito de grandeza, e fez uma analise critica a luz da 16gica.
Nessa incursdo, ele revelou as tentativas infrutiferas de se definir o conceito, levando-o ao
estabelecimento de uma estrutura matematica baseada em um conjunto de axiomas para o
conceito de grandeza.

Couturat (1896) comeca por criticar a defini¢do presente na Encyclopédie, qual seja,
“grandeza ¢ aquela que ¢ susceptivel de aumento e diminui¢do”. A critica incidiu sobre a ideia

de que grandeza ¢ algo variavel, conforme descreve o excerto:

E 6bvio que a tradicional e banal defini¢do de grandeza “aquela que é susceptivel de
aumento e diminuigdo”, encerra um circulo vicioso, pois envolve a ideia de grandeza,
e até a nocdo de desigualdade de grandezas, da maior e da menor. Além disso, ela
considera a grandeza como essencialmente variavel, o que é outro tipo de circulo
vicioso pois qualquer variacdo supde pontos de referéncia fixos, e requer dados
invariaveis, ndo apenas para serem notados e percebidos, mas até para serem
concebidos porque, se a0 menos pudermos conceber 0 movimento em um ambiente
parado, mesmo alguém s6 pode pensar em uma grandeza variavel relacionando-a com
quantidades constantes as quais ela se torna igual. Vemos que a nog¢éo de igualdade
esta envolvida, bem como o da desigualdade, o da variagdo. Nao podemos, portanto,
sem peticdo de principio, conceber e definir a grandeza como algo capaz de variar.
Pelo contréario, a grandeza ¢ essencialmente e antes de tudo algo fixo e imutavel, e s6
depois de ter postulado varias grandezas fixas que podemos considera-las como os
estados (necessariamente sucessivos, em virtude do principio da contradi¢do) de uma
mesma grandeza variavel (COUTURAT, 1896, p. 367, traducdo nossa)*.

% Traduzido do original em francés: Il est évident que la définition traditionnelle et banale de la grandeur: ce qui
est susceptible d'augmentation et de diminution, enferme un cercle vicieux, car elle implique I'idée de grandeur, et
méme la notion de l'inégalité des grandeurs, du plus grand et du plus petit. De plus, elle considere la grandeur
comme essentiellement variable, ce qui est une autre espéce de cercle vicieux car toute variation suppose des points
de repére fixes, et exige des données invariables, non seulement pour &tre constatée et pergue, mais méme pour
étre congue car, si l'on ne peut concevoir le mouvement que dans un milieu immobile, de méme on ne peut penser
une grandeur variable qu'en la rapportant a des grandeurs constantes auxquelles elle devient égale tour a tour. On
voit que la notion d'égalité est impliquée, aussi bien que celle d'inégalité, dans celle de variation. On ne peut donc,
sans pétition de principe, concevoir et définir la grandeur comme une chose susceptible de varier. Au contraire, la
grandeur est essentiellement et tout d'abord quelque chose de fixe et d'immuable, et ce'n'est qu'aprés avoir posé
diverses grandeurs fixes qu'on peut les considérer comme les ézats (nécessairement successifs, en vertu du principe
de contradiction) d'une seule et méme grandeur variable.
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Couturat (1896, pp. 367-368, tradugdo nossa*®) também estendeu sua critica a outra
definicdo, com aparente rigor em relagdo a anterior, mas que recaiu, segundo ele, no mesmo
circulo vicioso: “Os matematicos modernos dao a mesma ideia uma defini¢ao aparentemente
mais rigorosa: chamamos de grandeza tudo aquilo que se possa dizer ser igual ou desigual a
outra coisa”.

Nesse caso, a critica incide sobre a tentativa de definir grandeza sem antes ter uma ideia

clara do que ela é:

Mas esta definicdo parece-nos envolver o mesmo circulo vicioso da anterior.
Notaremos primeiro que é um método estranho para definir grandeza <«algo que pode
ser dito é isto ou aquilo>>; esta forma por si s6 indica que se trata de uma nogao
indefinivel, que tentamos caracterizar por alguns de seus atributos . O que é ainda
mais estranho é que ela ndo é definida por um atributo intrinseco que cada grandeza
possui isoladamente, mas por uma possivel relagdo entre pelo menos duas grandezas,
uma vez que se julga necessario defini-la por sua comparacéo com outras grandezas.
Tudo isso prova que esta formula envolve uma peti¢do de principio. E, de fato, como
se pode conceber a igualdade ou a desigualdade sem antes saber o que é a grandeza?
Como pensar qualquer relacdo antes de ter a ideia de seus termos? (...) para conceber
a igualdade de duas grandezas ou de dois himeros, € preciso obviamente primeiro ter
a ideia de nimero ou grandeza. (COUTURAT, 1896, p. 368, traduc&o nossa)*’.

Segundo Couturat (1896), para que duas grandezas sejam comparadas € preciso, em
principio, ter uma ideia clara do que ela consiste e, além disso, reconhecer que se trata de
grandezas de mesma espécie. Por exemplo, a comparacdo de duas capacidades pressupde a
concepcao prévia dessa grandeza, que implica em reconhecé-la como um fendmeno associado
a recipientes e que se distingue de outros também relacionados a esse objeto, como como a
massa, a densidade do material e espessura das bordas do recipiente.

Pelo exposto, Couturat (1896) concluiu que “a ideia de grandeza ¢, estritamente falando,

indefinivel, ¢ uma nogio primitiva e irredutivel” (COUTURAT, p. 369, tradugdo nossa“®).

46 Traduzido do original em francés: Les mathématiciens modernes donnent de la méme idée une définition en
apparence plus rigoureuse « On appelle grandeur toute chose qui peut étre dite égale ou inégale a une autre'. »
Mais cette définition nous parait enfermer le méme cercle vicieux que la précédente.

47 Traduzido do original em francés: Mais cette définition nous parait enfermer le méme cercle vicieux que la
précédente. On remarquera d'abord que c'est une méthode étrange que de définir la grandeur « une chose dont on
peut dire quelle est ceci ou cela » cette forme seule indique qu'il s'agit d'une notion indéfinissable, qu'on essaie de
caractériser par quelques-uns de ses attributs. Ce qui est plus étrange encore, c'est qu'on ne la définit pas par un
attribut intrinseéque que posséde chaque grandeur isolément, mais par une relation possible entre deux gran deurs
au moins c'est avouer qu'on ne peut définir la grandeur en elle-méme, puisqu'on croit devoir la définir par sa
comparaison avec d'autres grandeurs. Tout cela prouve que cette formule enveloppe une pétition de principe. Et
en effet, comment peut-on concevoir I'égalité ou I'inégalité sans savoir auparavant ce qu'est la grandeur? Comment
penser une relation quelconque avant d'avoir I'idée de ses termes? (...) pour concevoir 1'égalité de deux grandeurs
ou de deux nombres, il faut évidemment avoir d'abord I'idée du nombre ou de la grandeur.

48 ]'idée de grandeur est, a proprement parler, indéfinissable c'est une notion primitive et irréductible’'.
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Observamos que as tentativas em definir grandeza permaneceram em conflito por ao
menos um século, entre 1785, ano de publica¢do da Encyclopédie Méthodique — Mathématiques
(D’ALEMBERT et al., 1785) e 1896, ano da publicagao de Couturat (1896) que, além de criticar
as defini¢des anteriores, apresentou uma alternativa para conceituar grandeza.

Couturat (1896) afastou-se ndo apenas das defini¢des anteriores, como também abdicou
de definir grandeza, considerando-a um conceito primitivo regulado por um conjunto de
axiomas. Diante disso, associamo-nos a Couturat, entendendo que ele avangou na compreensao
de que ndo era necessario definir grandeza e, a0 mesmo tempo, sua proposta se aproxima do
modelo didatico-matematico que adotamos.

Outro aspecto presente na estrutura proposta por Couturat (1896) foi a mudanga da ideia
de que grandeza ¢ o que estava suscetivel de aumento ou diminui¢do, para a no¢ao de igualdade
e ordem entre grandezas. Esta tltima, de alguma maneira ja se fazia presente em D’ Alembert
et al. (1785), porém, colocada sob outra perspectiva, tendo em vista que os matematicos da
época ndo recorreram ao método axiomatico.

A seguir, apresentamos a estrutura matematica relativa ao conceito de grandeza,
organizada por Couturat (1896) em 11 postulados. Os quatro primeiros sdo denominados de

axiomas da igualdade:

Axioma I: Duas grandezas de mesma espécie sdo iguais ou desiguais.
[...]
Axioma II: Sempre que temos uma grandeza A igual a grandeza B, a grandeza B deve,
inversamente, ser igual a grandeza A.
[...]
Axioma I11: Duas grandezas iguais a uma terceira sdo iguais entre si.
[...]
Axioma IV. Dadas duas grandezas desiguais, uma é maior do que o outra, esta sendo
menor do que a primeira (COUTURAT, pp. 375 — 385, tradu¢do nossa).

Os seis axiomas que seguem foram denominados por Couturat (1986) de axiomas da
adicao:

Axioma I: A soma de duas grandezas de mesma espécie deve ser uma grandeza de
mesma espécie.

[..] N

Axioma Il (comutatividade): A soma de duas grandezas ndo deve mudar quando essas
grandezas séo trocadas entre si, conforme aoperagdo A + B = B + A.

[...]

Axioma Il (associatividade): Adicionar sucessivamente duas grandezas dadas a outra
grandeza (da mesma espécie), equivale a adicionar a primeira a soma das Ultimas.
[...]

Axioma IV: A soma de duas grandezas (de mesma espécie) € maior do que cada uma
delas

[...]
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Axioma V (axioma da diferenca): Se duas grandezas de mesma espécie sdo desiguais,
existe uma terceira grandeza, tal que uma das grandezas dadas é igual a soma da outra
com a terceira.

[...]

Axioma VI: (axioma do médulo) Se adicionarmos a qualquer grandeza, a grandeza
nula da mesma espécie, a soma sera uma grandeza igual a primeira (COUTURAT,
pp. 389 — 399, traducdo nossa).

Por fim, seguem os axiomas da divisibilidade e da continuidade, precedidos pela
defini¢do “A soma de n grandezas iguais a uma grandeza A sera representada por nA.
(COUTURAT, 1986, p. 403)*. Segundo o autor, nA é uma grandeza de mesma espécie de A,
pelo axioma I da adigdo aplicado as somas parciais A+ A = 24,2A+A = 34, 3A+A =
44, ...,(n—1)A + A = nA. Além disso, nA ndo indica o produto de n pela grandeza A, pois
n ¢ um nimero natural que indica a quantidade de grandezas iguais a A.

Seguem os axiomas da divisibilidade e da continuidade:

Axioma da divisibilidade: Dada uma grandeza A e um inteiro n, existe uma grandeza
B, de mesma espécie, tal que nB = A.

[...]

Axioma da continuidade: Se pudermos dividir todas as grandezas de uma mesma
espécie em duas classes, de modo que todas as grandezas de uma sejam menores (ou
maiores) do que todas as grandezas da outra, ha uma grandeza desta espécie que
representa este modo de distribuigdo, e que é maior do que todas as grandezas da
primeira classe e menores do que todas as grandezas da segunda classe (COUTURAT,
1986 pp. 407 — 416, traducéo nossa).

A estrutura matematica acima mencionada contornou, na ocasido, o insucesso em definir
grandeza recorrendo a comparacdo entre elas (axiomas da igualdade). Além disso, postulou
operagdes com grandezas sem perda de vinculo com sua esséncia (axiomas da adi¢do), ou seja,
as operagdes postuladas acontecem essencialmente no ambito das grandezas.

Em se tratando do modelo didatico-matematico para o conceito de grandeza que
adotamos, observamos convergéncia com o construto de Couturat (1896), pois assim como este
ultimo, ele considera a grandeza um objeto do saber por si s6 e sobre o qual € possivel realizar
operagdes matematicas sem perda de vinculo com sua esséncia. Entdo, um nimero nao ¢
grandeza, mas a medida a ela associada, de modo que € possivel, por exemplo, comparar a
massa de dois objetos sem necessariamente recorrer a medida, assim como podemos dividir
uma massa por um numero natural diferente de zero sem a necessidade de isolar a grandeza da

medida, o que levaria a operar somente sobre os numeros.

4 Traduzido do original em francés: La somme de n grandeurs égales a une grandeur A se représente par nA.
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Couturat (1986) criticou a ideia de definir grandeza a partir da comparagdo entre
grandezas, que segundo ele leva a um circulo vicioso. Entretanto, na matematica atual € possivel
definir grandeza recorrendo a outros conceitos primitivos extraidos da teoria dos conjuntos,
como sera apresentada adiante.

Esse aspecto reforca o avango estabelecido por Couturat (1896) ao propor um método
axiomatico para o conceito de grandeza pois, mesmo quando se chegou a uma definicao,

recorreu-se a outros conceitos primitivos seguindo esse método.

5.2 UM SISTEMA DE AXIOMA PARA AS GRANDEZAS

Nicolas Rouche (1925 — 2008) foi um engenheiro e matematico belga. A partir dos anos
1980, ele se dedicou, entre outras atividades, ao ensino de matematica na escola. Sua inser¢ao
na didatica da matematica foi motivada pelo papel seletivo no ensino dessa disciplina na escola
basica, o que o levou a se debrucar em como estabelecer um ensino de matematica que
provocasse efetiva aprendizagem. Nessa época, ele interagiu com outros importantes
educadores matematicos, entre eles Hans Freudenthal, que serd apresentado adiante.

Rouche (1994) estabeleceu uma relagdo entre a estrutura matematica proposta por
Couturat (1896) e o modelo presente nas praticas cotidianas, pois para ele o conceito de
grandeza ¢ relevante e deve ser ensinado na escola. Além disso, Rouche (1994) considerou que
a complexidade desse conceito, por vezes camuflada por supostas obviedades, carecia ser
evidenciada.

Para o pesquisador, a presenca das grandezas no livro V de Euclides, um dos mais
importantes dos Elementos, e as inimeras atividades cotidianas realizadas com grandezas
reforgam a relevancia desse objeto do saber na escola. Nesse sentido, Rouche afirmou ainda
que,

No entanto, o progresso da tecnologia em andamento no século XX trouxe uma
consequéncia paradoxal. Com efeito, enquanto um nimero crescente de agdes, mesmo
entre as mais diarias, baseiam-se em medigdes, 0s seres humanos manipulam cada vez
menos grandezas em operagdes de medicdo préatica: eles leem os resultados das

medicdes diretamente nos mostradores, medi¢des realizadas por instrumentos
automaticos (ROUCHE, 1994, p. 25)%,

%0 Traduzido do original em francés: Or le progrés de la technologie au cours du XX siécle a abouti a une
conséquence paradoxale. En effet, alors qu'un nombre croissant d'actions méme parmi les plus quotidiennes
s'appuient sur des mesures, les étres humains manipulent de moins en moins des grandeurs dans des opérations
pratiques de mesure: ils lisent directement sur des cadrans les résultats des mesures exécutées par des instruments
automatiques.
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Essa citagdo evidencia uma mudanca nos usos de grandeza e da medida na vida em
sociedade, atribuindo relevancia a ultima. De fato, os avangos tecnologicos ainda mais recentes
trouxeram um repertorio de instrumentos que possibilitam fazer medi¢des cada vez mais rapidas
e precisas, inclusive, sem a exigéncia de um conhecimento aprofundado sobre o que significam
tais grandezas. Na vida pratica, sdo cada vez mais frequentes situagdes de compra de frutas ou
verduras, em que as pessoas apenas observam no mostrador do caixa o prego final a ser pago.
Nesse caso, o nimero apresentado corresponde a uma grandeza que decorre da relagdo entre
valor monetario e massa (prego por quilograma). Situagdes como essas omitem as grandezas e
todo o contexto ¢ reduzido a medida. Por outro lado, a pesagem de cebolas em balangas de dois
pratos, por exemplo, tornava mais nitida a grandeza envolvida, do que no contexto anterior.
Assim, situagdes como essa levam a prevaléncia da medida na sociedade contemporanea e
podem fazer com que as pessoas compreendam grandeza como um nimero.

Em situagdes de pesagem com balanga digital, como a do exemplo dado, o progresso
cientifico e tecnologico encobriu a grandeza, mas disso ndo devemos inferir, obviamente, que
os aparatos tecnologicos devam ser evitados. Na verdade, o que precisamos ¢ ter clareza sobre
o conceito académico e como o tratar na escola; ou ainda, se € possivel a escola fazer a mesma
economia de uso das grandezas como ¢ feita no saber académico. A revisdo de literatura
apresentada no capitulo 2 mostrou que nao, ou seja, nao se pode abdicar do conceito e operar
somente sobre os nimeros.

Estudos mais recentes (CHEVALLARD; BOSCH, 2000; 2002) mostraram que as
grandezas perderam protagonismo na matematica, ainda que tenham sido, em principio, o
objeto de trabalho dos matematicos. (D’ALEMBERT et al., 1785). Esse abandono, segundo
Rouche (1994) levou também a um desaparecimento em sala de aula nos niveis intermediérios
de ensino, cujos vestigios permaneceram no estudo da reta real (comprimento), das fragdes
(area) e no sistema decimal de medidas. Logo, segundo Rouche, o conceito de grandeza deve

ser ensinado na escola, inclusive para as criangas.

Mas mesmo que as grandezas tenham desaparecido da matemética estabelecida, elas
sem ddvida continuam sendo um passo necessario para as criangas. Na verdade, em
primeiro lugar vivemos no meio de objetos que devemos, mesmo antes de qualquer
ideia elaborada de medicdo, apreender sob seu aspecto de grandeza, e ja neste nivel
um certo ndmero de coisas ndo é dado como certo. Entdo, como recorremos
constantemente a medidas na vida civilizada de hoje, devemos aprender em que
consistem e o que nos trazem (ROUCHE, 1994, p. 26, traducéo nossa)®*.

5 Traduzido do original em francés: Or méme si les grandeurs ont disparu des mathématiques constituées, elles
demeurent sans dout un passage obligé pour les enfants. En effet, d'abord nous vivons au milieu d'objets qu'il nous



144

Ele complementa sua ideia de ensinar grandezas ja para as criangas, destacando o que

considera essencial para ser ensinado:

Portanto, vamos aceitar este ponto de partida: vocé tem que ensinar a grandeza em
creches e escolas primérias. Obviamente, é importante ndo organizar um ensino
axiomatico neste nivel. Os alunos devem ser levados a experimentar e compreender o
essencial dos fendmenos familiares ligados a comparacdo de duas grandezas de
mesma espécie, a adicdo de grandezas, a sua multiplicacdo e a sua divisdo por um
namero natural. Esses fendmenos sdo mais numerosos do que se poderia acreditar a
primeira vista (ROUCHE, 1994, p. 26, traducdo nossa)®2.

Apesar de sugerir o ensino para criangas pequenas, Rouche (1994) enfatiza que o
conceito de grandezas ¢ complexo, sobretudo porque, por vezes, a estrutura matematica entra
em conflito com os saberes cotidianos e por isso podem desencadear alguns obstaculos. E o
caso, por exemplo, da propriedade reflexiva na relagdo de equivaléncia fer mesmo
comprimento. Enquanto as propriedades simétrica e transitiva comparam diferentes objetos em
relacdo ao seu comprimento, a reflexividade compara um objeto consigo mesmo, o que foge do
Senso comum.

Nesse sentido, Rouche (1994) apresentou uma estrutura matematica em estreita relagao
com o senso comum ¢ adotou, intuitivamente, hastes de metal ou massas de modelar, para
interpretar a ldgica matematica subjacente. No primeiro caso, duas hastes podem ser
comparadas, segundo seus comprimentos, fazendo coincidir a extremidade de uma com a
extremidade da outra, e a adi¢do, colocando-as ponta-a-ponta, sobre uma mesma reta

imaginaria, conforme ilustragao a seguir:

faut, avant méme toute idée élaborée de mesure, saisir sous leur aspect de grandeur, et déja a ce niveau un certain
nombre de choses ne vont pas de soi. Ensuite, puisqu'on recourt sans cesse a des mesures dans la vie civilisée
d'aujourd'hui, il faut bien apprendre en quoi elles consistent et ce qu'elles nous apportent.

52 Traduzido do original em francés: Acceptons donc ce point de départ: il faut enseigner les grandeurs dans les
écoles maternelles et primaires. Bien sir, il ne faul surtout pas organiser a ce niveau un ensignement axiomatique.
Il faut faire vivre et comprendre aux éléves l'essentiel des phénoménes familiers liés a la comparaison de deux
grandeurs de méme espece, a 1'addition des grandeurs, a leur multiplication et leur division par un nombre naturel.
Ces phénomeénes sont plus nombreux qu'on ne le croirait de prime abord.
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Figura 36 - Representagdo da comparacao e da adigdo de comprimentos

haste 1

haste 2

comparacao

adicdo

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Para o caso de bolas de massas de modelar, pode-se, na comparagao utilizar uma balanga
de dois pratos, e na adi¢do, unir as duas bolas e construir uma terceira. Essas a¢des praticas
indicam a comparag¢do e a adi¢do de grandezas, respectivamente.

A estrutura matematica proposta por Rouche (1994) filia-se aquela proposta por

Couturat (1896), descrita a seguir:

Seja X um conjunto ndo vazio, com uma relacdo ~ (denotada por relacdo de
equivaléncia) tal que:

()Va,b EXa~b ©b~a;

(il'Va,b,c EXa~beb~c=a~c;

(iiiy)VaX 3beXa+#b ea~b.

Em seguida, considere em X uma relagdo < (que ird gerar uma ordem total) tal que
(iv)V a,b € X,temos uma e apenas uma das trés situacbes a < b,a ~ b,b < a;
(VYVabceXa<beb<c=>a<c.

(ViiVa,b€eXa@®bestadefinido & a +# b;

(vii) Vabc€eXsea-besea®ceb® cestio definidos entioa @ c -
b®c;

(viii)Va,b € Xa @ bestadefinido = a@b-~bDa;
(iX)Va,b,ceXse(a®b)BDcea® (b®D c) estdo definidos, entdo (a @ b) @
c-a® bdbo)

O axioma seguinte diz respeito & adicdo e a ordem;(x) Va,b € Xa<b e Ic €
Xa@®cestadefinidoeb —~ a @ c.

Finalmente, um Gltimo axioma prepara a divisdo de uma grandeza por um natural.

(Xi) Va€eX VneNn>03by,by,..b, €EXby— by~ by, (..((by &
b,) @ b3) @ ... b,) estad definida e equivale & a (ROUCHE, 1994, pp. 27-28,
traducéo nossa).

O axioma (i), em sentido pratico, corresponde & comparacao de duas hastes, que pode
ser feita colocando-se ambas justapostas e fazendo coincidir uma de suas extremidades,
conforme mostrado no exemplo acima. O axioma (i) também pode ser observado

empiricamente, colocando duas hastes sobre uma reta suporte e unindo uma extremidade de
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uma com uma extremidade da outra. Toda relacdo de equivaléncia deve ser reflexiva, o que
pode ser expresso em simbolos: V a € X, a ~ a. Entretanto, em lugar desse axioma, Rouche
(1994) optou pelo axioma (iii) e declarou: “ao contrario da simetria e da transitividade, esta
propriedade nao ¢ verificada por manipulagdes”. (ROUCHE, 1994, p. 29).

O conflito entre o sentido logico e a experimentacao se da pela impossibilidade de
comparar uma haste consigo mesma, levando a uma operagdo puramente mental e, portanto,
ndo se trata de outra coisa sendo de uma necessidade 16gico-matematica, pois se assim nao
fosse, ndo seria possivel particionar um conjunto de hastes, segundo a relacdo ter mesmo
comprimento. Com efeito, a ndo existéncia da reflexividade impediria que a classe de
equivaléncia de apenas uma haste nao conteria essa haste. Por essa razao, Rouche (1994) inseriu
o0 axioma (iii), que combinado com (i) e (ii), assegura a reflexividade. De fato, se a ~ b, € por
(1), b ~ a, entdo, por (ii), a ~ a. Portanto, toda haste ¢ equivalente a si mesma.

Os axiomas de ordem (iv) e (iv), segundo o autor, encontram justificativas praticas sem
muito esforco, até mesmo para criangas, uma vez que dadas duas hastes, deseja-se tdo somente
verificar se elas t€m ou ndo o mesmo comprimento, o que pode ser feito em conformidade com
0 senso pratico.

O axioma (vi) assegura a adi¢do de duas hastes, desde que sejam diferentes. Segundo
Rouche (1994), tal restricdo aproxima essa operagdo da realidade familiar, pois, do ponto de
vista pratico, ndo faz sentido adicionar uma haste consigo mesma, uma vez que essa operagao
¢ definida unindo uma haste a outra, ambas colocadas sobre uma mesma reta suporte.
Entretanto, por meio do axioma (iii), € possivel obter uma haste equivalente que pode ser
adicionada a ela. Assim, esse axioma “expressa nao apenas que nao se pode adicionar uma haste
a si mesma, mas também que sempre se pode adicionar duas hastes distintas, que o bom senso
também impoe”. (ROUCHE, 1994, p. 4).

Os casos da divisdo e da multiplicagdo também encontram algum respaldo no senso
pratico, mas ambos os casos trazem certo grau de complexidade. A divisdo de um comprimento,
por exemplo, pode ser explicada subdividindo-se uma haste em n partes equivalentes. Porém,
na realidade concreta, considerando-se que N pode ser suficientemente grande, tal divisdo pode
ser impossivel empiricamente. O mesmo conflito vai existir na producdo dos multiplos de uma
grandeza, pois 0o numero N pode ser excessivamente grande.

ApoOs apresentar uma estrutura matematica para as grandezas, em dialogo com o senso
comum, Rouche (1994, p. 33) apresenta uma resposta para a questao: “o que ¢ uma grandeza?”

Segundo ele, te
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A defini¢do de grandeza acima apresentada ndo estabelece relagdo com o senso comum,
ao mesmo tempo em que ndo evidencia a grandeza com um fendmeno associado a objetos,

como se tentou fazer no século XVIII. A esse respeito, Rouche fez a seguinte observagao:

Notamos, em particular, que o fato de definir uma grandeza como uma classe de
equivaléncia também colide com o0 senso comum , uma vez que neste se concebe que
uma haste tem (no sentido de possuir) uma grandeza (no caso, um comprimento) e
corre o risco de refutar que essa grandeza seja um conjunto de hastes (ROUCHE,
1994, p. 34, grifos do original, traducio nossa)®s.

Nessa defini¢do, distingue-se explicitamente a grandeza (comprimento) do objeto, em
conformidade com o modelo didatico-matematico que estamos utilizando. Porém, segundo o
autor, essa separacao entra em conflito com o senso comum, em que a grandeza é a propria
haste.

Rouche (1994) conclui que existe uma consideravel distancia, o limiar epistemoldgico,
como ele denota, entre os usos que sdo feitos com grandezas na vida em sociedade e a ideia
presente na estrutura matemadtica acima apresentada, que recorre a légica e ao método
axiomatico. No primeiro caso, por exemplo, a comparacdo de duas massas depende de uma
balanga, enquanto no segundo, essa comparacao ¢ estabelecida pelo axioma (iv). Ou ainda,
quando dois elementos do conjunto X sdo adicionados para produzir um terceiro, eles nao
desaparecem da operacdo, ao contrario, por exemplo, da adicdo de duas bolas de massa de
modelar, que se misturam formando uma unica bola. Essas situagdes ilustram o limiar
epistemologico entre o conceito de grandeza na vida cotidiana e aquele presente na estrutura
matematica.

Esse afastamento, de certa maneira, indica, por um lado, a necessidade de uma
emancipagdo da matematica académica em relacdo ao modelo presente nas atividades
cotidianas e, por outro, enfatiza a necessidade de a escola ndo abdicar do conceito de grandeza
como uma classe de equivaléncia, estabelecendo, quando possivel, didlogo com o senso
comum.

Em ultima andlise, Rouche (1994) forneceu uma defini¢do abstrata do conceito de

grandeza, a0 mesmo tempo em que fortaleceu a hipdtese da complexidade desse conceito do

%3 Traduzido do original em francés: Notons en particulier que le fait de définir une grandeur comme une classe
d'équivalence heurte aussi le sens commun dans la mesure ou celui-ci congoit qu'une baguette a (au sens de
posséde) une grandeur (en 1'occurence une longueur) et risque de refuser que cette grandeur soif un ensemble de
baguettes.



148

ponto de vista didatico, pois, apesar de estruturado matematicamente, exige consideravel
esfor¢o conceitual para coloca-lo em didlogo com o mundo concreto.

Assim, em consonancia com Rouche (1994), adotamos a defini¢cao de grandeza como
uma classe de equivaléncia de elementos que satisfazem entre si uma certa relagdo, mas
compreendemos que ndo ¢ necessario apresenta-la em sala de aula, restringindo-se, dessa
maneira, aos saberes docentes.

No topico seguinte problematizamos o conceito de grandeza na perspectiva de Hans
Freudenthal, que assim como Rouche se dedicou a didatica da matematica. Ambos se situaram,
inclusive, na matematica académica, na educa¢do matematica e¢ na interface entre essas
instituicdes. Conforme dito anteriormente, Rouche e Freudenthal colaboraram entre si em

questdes relacionadas ao ensino e a aprendizagem dessa disciplina.

5.3 O CONCEITO DE GRANDEZA PARA HANS FREUDENTHAL

Uma importante contribuicdo para o conceito de grandeza foi dada por Hans
Freudenthal, matematico de origem holandesa, mas que nasceu na Alemanha em 1905, vivendo
até 1990. Além da matematica, ele se interessou por literatura, filosofia e educacao matematica.

Em 1983, Freudenthal propoés uma fenomenologia para o estudo de conceitos
matematicos e exemplificou sua proposi¢do por meio da grandeza comprimento. Freudenthal

definiu fenomenologia®* conforme segue:

Nossos conceitos matematicos, estruturas e ideias foram inventados como ferramentas
para organizar os fendmenos do mundo fisico, social e mental. Fenomenologia de um
conceito matematico, estrutura ou ideia significa descrevé-los em sua relagdo com os
fendmenos para os quais foram criados e para os quais foram estendidos no processo
de aprendizagem da humanidade e, na medida em que essa descri¢ao se preocupa com
0 processo de aprendizagem da geracdo jovem, ela é uma fenomenologia didatica,
uma maneira de o professor mostrar ao aprendiz um lugar onde ele pode caminhar no
processo de aprendizagem da humanidade (FREUDENTHAL, 1983, p. 9, grifo do
orignal, traducéo nossa)®®.

5 Nio vamos aprofundar o conceito de fenomenologia em sentido mais amplo. O leitor interessado nesse tema
pode consultar Cupani (1984) e Martins, Boemer e Ferraz (1990).

% Traduzido do original em inglés: Our mathematical concepts, structures, ideas have been invented as tools to
organise the phenomena of the physical, social and mental world. Phenomenology of a mathematical concept,
structure, or idea means describing it in its relation to the phenomena for which it was created, and to which it has
been extended in the learning process of mankind, and, as far as this description is concerned with the learning
process of the young generation, it is didactical phenomenology, a way to show the teacher the places where
the learner might step into the learning process of mankind.
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Hans Freudenthal inicia seu olhar fenomenologico com uma antitese entre nooumenon
(objetos pensados) e phainomenon. Os objetos da matematica, segundo Freudenthal, sdo
nooumena, enquanto uma parte da matematica pode ser vivenciada como phainomenon. E o
caso, por exemplo, dos numeros, que sao objetos pensados, mas o trabalho com esses objetos
pode ser um fendomeno (FREUDENTHAL, 1983). Uma quantidade de objetos de uma colecao,
por exemplo, ¢ um fendmeno (phainomenon), enquanto o numero (objeto pensado) que indica
essa quantidade € o nooumenon.

Nesse sentido, os conceitos, estruturas e ideias matemadticas servem para organizar os

fendomenos tanto do mundo fisico, quanto da matematica. Ele afirma ainda que:

Por meio de figuras geométricas como triangulo, paralelogramo, losango ou quadrado,
consegue-se organizar o mundo dos fendmenos do contorno; NUmeros organizam o
fendmeno da quantidade. Em um nivel mais elevado, o fenémeno da figura
geométrica é organizado por meio de construgcdes geométricas e provas; o fendmeno
“niimero” é organizado por meio do sistema decimal. Assim acontece na matematica
até os niveis mais altos: a abstracdo continua traz fendmenos matematicos de
aparéncia similar englobados por um conceito — grupo, corpo, espaco topoldgico,
deducdo, indugdo e assim por diante. (FREUDENTHAL, 1983, p. 28, traducdo
nossa)®s.

De acordo com Freudenthal (1983), o conceito matemdatico ndo ¢ o fendmeno
propriamente dito, mas um organizador de fenomenos. Ele acrescenta que, se a relagdo
nooumenon — phainomena destaca o componente didatico, que se dedica ao processo de ensino
e de aprendizagem, tem-se uma fenomenologia didéatica. Nesse sentido, Freudenthal (1983)
sugere que nao se deve iniciar o ensino de um saber matematico pelo conceito em si, mas pela
organizacao de fendmenos que serdo matematizados pelo conceito € que permitam ao sujeito
construir objetos mentais relativos a ele. Assim, por exemplo, o ensino do conjunto dos numeros
naturais ndo deve iniciar pela abordagem de suas propriedades matematicas, mas por
fendmenos que ele possibilita organizar como o da quantidade, da contagem, dos cddigos e das
medidas.

Essa ideia de Freudenthal em organizar o estudo de um conceito matematico por meio

de fendmenos converge com a de Vergnaud (1990), quando este ultimo propde que um conceito

% Traduzido do original em inglés: By means of geometrical figures like triangle, parallelogram, thombus, or
square, one succeeds in organising the world of contour phenomena; numbers organise the phenomenon of
quantity. On a higher level the phenomenon of geometrical figure is organised by means of geometrical
constructions and proofs, the phenomenon “number” is organised by means of the decimal system. So it goes in
mathematics up to the highest levels: continuing abstraction brings similar looking mathematical phenomena under
one concept — group, field, topological space, deduction, induction, and so on.
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deve ser vivenciado por meio de um conjunto de situacdes que lhe dio sentido. Ao mesmo
tempo, ela converge também com a ideia de Chevallard (1994), quando este destaca a
importancia da razdo de ser epistemoldgica dos conceitos como um componente didatico.
Assim, apesar de proporem abordagens distintas, esses tedricos aproximam-se, ao evidenciarem
a necessidade de o ensino questionar as razdes pelas quais os objetos do saber foram criados.

Freudenthal (1983) traz um olhar fenomenologico para o conceito de comprimento, ao
qual atribui status destacado em relagdo a outras grandezas. Ao fazer isso, ele contribuiu
significativamente para o desenvolvimento desse conceito, considerando seus aspectos
matematico e didatico. Além disso, esclarece que as ideias apresentadas para comprimento
podem ser ampliadas para outras grandezas, como massa, dura¢do de intervalo de tempo e
capacidade, resguardadas suas particularidades.

Adentrando na fenomenologia para a grandeza comprimento, mais precisamente
fenomenologia da estrutura matematica, Freudenthal inicia a constru¢do de uma fungdo
comprimento, que se relaciona a objetos longos. Ele apresenta um conjunto fechado para as
operagoes de adigao de comprimentos, de multiplicagdo de um nimero real positivo por um
comprimento ¢ de ordem entre comprimentos. A essa estrutura, ele chama de estrutura
matematica de grandeza ou fenomenologia matematica de grandeza, embora exemplificada na
grandeza comprimento.

Pelo exposto, observamos que a estrutura matematica proposta por Rouche (1994) para
o conceito de grandeza apresenta convergéncias com a proposta por Freudenthal. Por essa razao,
ndo apresentamos esta ultima e passaremos aos aspectos relativos a fenomenologia didatica da
grandeza comprimento, mas que poderia ser aplicada a outras grandezas.

Ele inicia a fenomenologia didatica de comprimento falando sobre o termo
comprimento, que estd associado a objetos longos e que, portanto, € sindonimo de largura, altura,
espessura, distncia, entre outras. A variedade de adjetivos que envolve comprimento ¢ um
elemento que também deve ser considerado no ensino. Por exemplo, longo, curto, estreito,
largo, alto, baixo, grande, pequeno, grosso, fino, raso, profundo, entre outros, sdo termos que
estdo relacionados a essa grandeza. E, portanto, mergulhando nesse universo da linguagem que
a grandeza comprimento vai sendo compreendida. Mas a compreensdo de que esse conjunto de
adjetivos se relaciona a comprimento nem sempre ¢ imediata para o aluno.

Outro aspecto da fenomenologia didatica do conceito de comprimento ¢ a relacao
existente entre os objetos fisicos e os abstratos. Um palito de churrasco, por exemplo, modela
concretamente o ente abstrato segmento de reta. Esses objetos carregam uma propriedade que

também ¢ um elemento sensivel, do ponto de vista conceitual: rigidez, para alguns, e
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flexibilidade, para outros. Palitos e hastes de metal, por exemplo, sdo rigidos, enquanto um fio
de cobre e um cordao sao flexiveis.

As propriedades fisicas importam, segundo o autor, porque ao serem deslocados sob
certos movimentos, alguns objetos rigidos, mantém formas e comprimentos, enquanto em
outros casos, objetos flexiveis variam as formas, mas preservam seus comprimentos. Ao tratar

das propriedades de um objeto, Freudenthal (1983, p. 13, tradu¢do nossa) escreveu:

Tenho certeza de que a rigidez é experimentada em um estagio de desenvolvimento
anterior ao comprimento e que o comprimento e a invariancia do comprimento sdo
constituidos a partir da rigidez e ndo o contrario. A rigidez é uma propriedade que
abrange todas as dimensGes, enquanto o comprimento requer objetos onde uma
dimensdo é privilegiada ou evidenciada. No entanto, enfatizar essa dimensdo pode
ndo levar a restringir as transformac6es que se preservam (FREUDENTHAL, 1983,
p. 13, tradugdo nossa)®’.

Portanto, a rigidez de um corpo possibilita ao estudante comparar os objetos observando
tdo somente seus comprimentos. [sso acontece porque esses objetos permitem uma mobilidade
que assegura a invariancia da forma por congruéncia e, portanto, preserva seu comprimento.

Por outro lado, os objetos flexiveis t€ém como caracteristica a possibilidade de sofrerem
certas deformagdes, ainda que possam também manter seu comprimento invariante. E o caso,
por exemplo, de um clipe, que ao ser esticado, perde sua forma, mas mantém o comprimento.
Enquanto esses objetos retiram, em algum grau, o foco sobre a grandeza, diferentemente dos
objetos rigidos, eles possuem mais de uma forma e podem se moldar a outros objetos. E o caso,
por exemplo, de certos tipos de barbante e da fita métrica, que se moldam aos objetos, inclusive
0S CUrvos.

Segundo Freudenthal (1983), quando se deseja saber quao longe um ponto A esta de um
ponto B, ou seja, a distancia entre A e B, esta em jogo uma fun¢do de duas variaveis, que sao
as extremidades desse segmento. Por outro lado, quando se deseja saber o comprimento de um
objeto, trata-se de uma fun¢ao de objetos concretos. No primeiro caso, tem-se uma funcao de
duas variaveis, os pontos A e B, enquanto no segundo, de apenas uma, a de um objeto longo.
Essa nuance, para o autor, parece Obvia para os adultos, levando-os a naturalizd-la para as

criancgas.

57 Traduzido do original em inglés: I am pretty sure that rigidity is experienced at an earlier stage of development
than length and that length and invariance of length are constituted from rigidity rather than the other way round.
Rigidity is a property that covers all dimensions while length requires objects where one dimension is privileged
or stressed. However, stressing this one dimension may not lead to restricting the preserving transformations.
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Por fim, Freudenthal (1983) concluiu a fenomenologia didatica abordando a medigao e
a mudanca de unidade de comprimentos. A introducdo de medidas de comprimento costuma
partir do uso de unidades nao padronizadas, especialmente partes do corpo humano, como o
passo, o pé, o palmo e a polegada. Um fato destacado por ele € que, ao utilizar o passo como
unidade de medida, as criangas, por vezes, contam uma unidade a mais, 0 passo zero, € que nem
sempre se atentam para garantir passos igualmente longos. Portanto, o processo de medicao
empirica traz sutilezas que requerem um olhar cuidadoso.

Medir utilizando uma unidade de medida significa colocéd-la congruentemente um
numero de vezes até que o comprimento a ser medido se esgote. Por exemplo, medir a altura
de uma porta utilizando o palmo, exige o alinhamento dessa unidade com uma das extremidades
da porta e a repeti¢do desse processo até esgotar a altura que estd sendo medida. Nesses casos
pode acontecer, e geralmente ¢ o que acontece, de a unidade ndo caber um niimero inteiro de
vezes no objeto medido.

Essa situacdo levou a criagdo de um novo conjunto numérico, uma vez que o dominio
dos niimeros inteiros positivos ja ndo ¢ suficiente, bem como a subdivisdo da unidade. Os
elementos acima mencionados compdem o que Freudenthal (1983) definiu como

fenomenologia didatica do conceito de comprimento.

5.4 0 CONCEITO DE GRANDEZA E A EMERGENCIA DA MEDIDA

A relacdo intrinseca entre grandeza e medida ¢ minuciosamente discutida na obra
Conceitos fundamentais da matematica, composta de trés volumes, sendo o primeiro publicado
em 1941, o segundo em 1942, e o ultimo, somente em 1951, em conjunto com reedigdes dos
dois primeiros. Trata-se de uma producao de Bento de Jesus Caraca, matematico portugués que
viveu na primeira metade do século XX (1901 — 1948). A edicao de 1951, que contém os trés
volumes, ganhou outras edi¢des e tornou-se uma referéncia para o conceito de grandeza,
estabelecendo, naquela ocasido, as bases para se distinguir grandeza de medida, o que mais
tarde se revelou pertinente, do ponto de vista didatico.

Na parte I, Caraca (1951) aborda o problema da contagem e discute a criacdo dos
nuimeros naturais como um construto vinculado as necessidades humanas. Estas, por sua vez,
sao permeadas pelas grandezas concretas (D’ALEMBERT et al., 1785) e por isso, 0s numeros

naturais surgem no contexto das grandezas. Nesse sentido, Caraca escreveu que
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A ideia de nimero natural ndo é um produto puro do pensamento, independentemente
da experiéncia; os homens ndo adquiriram primeiro os nimeros para depois contarem;
pelo contrario, os nimeros naturais foram-se formando lentamente pela pratica diaria
da contagem. A imagem do homem, criando duma maneira completa a ideia de
nGmero, para depois a aplicar a pratica da contagem, é comoda, mas falsa (CARACA,
1951, p. 4).

Para Caraga (1951), a profundidade com que se conhecia os numeros naturais estava
ligada ao desenvolvimento da vida em sociedade. Assim, o dominio desses nimeros
acompanhou o avanco das civilizagdes e para o homem civilizado, “o0 numero natural é um ser
puramente aritmético, desligado das coisas reais e independente delas — ¢ uma pura conquista
do seu pensamento” (CARACA, 1951, p. 10). Decorre, portanto, dessa abstragdo, toda a
estrutura que permite operar com os numeros naturais € que faz deles um conjunto numérico.

A perspectiva colocada por Caraca (1951) evidencia que as praticas cotidianas estiveram
no cerne do desenvolvimento dos niimeros e, nesse sentido, ele coloca grandeza como sendo
um conceito fundamental, assim como o fez Bossut ao apresentar sua concepgao de matematica.
Com efeito, as atividades sociais requerem o uso de grandezas, sobretudo as que envolvem
medidas, e sdo elas que impdem a necessidade de um padrio para se comparar grandezas, de
modo a assegurar que trocas (comerciais, por exemplo) entre pessoas acontegam de maneira
organizada. Esse parametro de comparagdo ¢ a unidade de medida, a exemplo do quilograma
para massa e do metro quadrado para area. Conforme Caraga (1951), a comparagdo de uma
grandeza com uma unidade de medida de mesma espécie da primeira, faz surgir um niimero:
“este nimero chama-se medida da grandeza em relagdo a unidade” (CARACA, 1951, p. 30).

Nessa afirmagao, o autor distingue expressamente grandeza de medida, e o faz também
quando afirma que “uma mesma grandeza tem, portanto, tantas medidas quantas as unidades
com que a medicao se faga”. (CARACA, 1951, p. 31, grifos do original). Isso acontece porque
¢ possivel medir uma grandeza utilizando diferentes unidades. Por exemplo, um comprimento
pode ser medido utilizando o centimetro, o metro, a polegada, entre outras.

Ao mesmo tempo em que Caraga distingue grandeza de medida, ele atribui grande
importancia a ultima, pois ela ¢ a referéncia para muitas relagcdes sociais, como as de base
econdOmica. Por exemplo, uma fazenda que produz leite norteia suas operacdes pela medida do
volume de leite produzido. Essa medida serve de pardmetro, entre outras coisas, para balancear
a alimentagdo dos animais, quando a producdo ¢ considerada baixa, como também na
negociagao do preco de compra e venda dos animais. Portanto, a medida ¢, de fato, uma

referéncia necessaria.
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Se por um lado grandeza e medida s3o objetos distintos, por outro, elas tém uma forte
associa¢do, uma vez que toda medida esta associada a uma grandeza, por meio de uma unidade.
Foram as grandezas, inclusive, que levaram a extensdao do conjunto dos nimeros inteiros para
os racionais, quando da constatacdo de que nem sempre uma unidade de medida cabia um
numero inteiro de vezes na grandeza a ser medida.

Assim como Freudenthal (1983), Caraca apoia-se na grandeza comprimento ¢ a utiliza
para mostrar que os numeros tém uma relagao estreita com o conceito de grandeza. O exemplo
a seguir ilustra essa relacdo, em que a unidade ndo cabe um niimero inteiro de vezes na grandeza
a ser medida. Nas situagdes em que isso acontece, € possivel, em certos casos, subdividir a
unidade de medida em partes iguais, de modo que a nova unidade caiba um numero inteiro de

vezes na grandeza que estd sendo medida.

Figura 37 - Exemplo de subdivisdo da unidade de medida

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

¢(AB)=9u'e u=2u". Logo, o comprimento de AB na unidade u ser4 c(AB) = %u )

9 . . .
A medida 2 ndo € inteira e, portanto, para que esse comprimento possa ser medido utilizando

aunidade de medida U, faz-se necessario estender o conjunto dos nimeros inteiros, o que levou

ao conjunto dos numeros racionais positivos. Nesse caso, u' ¢ uma unidade de medida comum

a AB ea CD. Para Caraca (1951), é sempre possivel, em medicdes praticas, obter u' e por
1ss0, 0 conjunto dos nimeros racionais ¢ suficiente para realizar qualquer medi¢ao empirica.
Em medicdes praticas, como aquelas realizadas no cotidiano, ¢ sempre possivel
subdividir a unidade de medida em outra unidade aproximada que caiba um nimero inteiro de
vezes na grandeza a ser medida. No entanto, no universo das estruturas matematicas ha
situagdes em que ndo existe uma medida comum a dois segmentos. Por exemplo, em um

triangulo ABC, retangulo em A, cujos catetos medem 1 unidade de medida de comprimento

— S~ . . -~ M—= . . .
e que AC =BC, nio existe uma igualdade BC = — AC, quaisquer sejam os inteiros m € n.
n
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Figura 38 - Tridngulo retangulo isosceles

C

—

A

B

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Logo, o conjunto dos numeros racionais se mostrou insuficiente para exprimir uma
medida abstrata dessa grandeza, o que levou a criagdo dos numeros irracionais.

Pelo exposto, as grandezas tém uma relagdo intrinseca com as medidas e mais que isso,
estdo no cerne do desenvolvimento dos numeros. Com isso, Caraga (1951) indicou que tais

conceitos sdo distintos e, a0 mesmo tempo, intimamente relacionados.

5.5. ESTRUTURA MATEMATICA PARA O CONCEITO DE GRANDEZA EM DIALOGO COM
O MODELO DIDATICO-MATEMATICO

Neste topico, apresentamos uma estrutura matematica para o conceito de grandeza que,
em nosso olhar, pode ser colocada em didlogo com o modelo didatico-matematico que
adotamos.

Entre os tedricos que se debrucaram sobre grandezas na segunda metade do século XX,
encontra-se Hassler Whitney, matematico estadunidense (1907-1989), que embora tenha atuado
em centros avangados de estudos em matematica pura, interessou-se também pela educacao
matematica, assim como Hans Freudenthal e Nicolas Rouche.

Whitney teve uma colaboragdo intensa para a educagdo matematica, conforme se

observa em Zund:

Whitney envolveu-se ativamente na educagdo matematica no nivel do ensino basico.
Ele deu vérias palestras sobre este tépico, conduziu cursos de verdo para professores
e, em uma ocasiao, passou quatro meses ensinando matematica pré-algebra para uma
classe de alunos da sétima série (ZUND, 1999, p. 303 traducdo nossa).

Na década de 1970, a convite de Ubiratan D’ Ambrdsio, que na época coordenava um

projeto de educagdo matematica, Hassler Whitney, ao visitar o Brasil, ministrou palestras para
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professores da educagdo bdasica, bem como interagiu com esses profissionais € com 0s
estudantes, o que mostrou seu interesse também pelo ensino de matematica na escola bésica.
Segundo D’ Ambrésio (1989), sua visita foi importante para legitimar a educagdo matematica,
pois nesse periodo D’Ambrosio “lutava pela sobrevivéncia entre os matematicos do nucleo
duro, alguns deles respeitaveis”. (D’AMBROSIO, 1989, p. 8).

No ano de 1968, Hassler Whitney publicou dois artigos intitulados The mathematics of
physical quantities, dividido em duas partes. A primeira, Part I: mathematical of models for
measurement, estabelece um modelo para se operar com grandezas sem perder de vista suas
relagcdes com o mundo fisico. A segunda, Part I1: quantity structures and dimensional analysis,
modela operagdes com grandezas de naturezas distintas, ou seja, aquelas que decorrem da
relacdo de outras grandezas como densidade (que relaciona massa e volume) e velocidade (que
relaciona distancia e duragao de intervalo de tempo).

O modelo matematico publicado por Whitney (1968a) assume o conjunto dos nimeros
reais positivos como uma estrutura matematica para medidas. Ele toma o conceito de massa
para exemplificar sua estrutura e afirma explicitamente que “no que diz respeito a estrutura do
modelo, ndo precisamos teorizar sobre o que a massa realmente ¢”. (WHITNEY, 1968a, p. 115).
Diante disso, Whitney também abdica de uma defini¢do de grandeza, que para ele ndo €
necessaria para operar com esse conceito.

Partindo da grandeza massa, Whitney (1968) construiu um modelo, denotado por ele de
M, em que os objetos t€m certa propriedade, que serd chamada de massa. Esta propriedade, por
exemplo, permite distinguir dois objetos, segundo suas massas.

Nessa estrutura, “os nimeros aparecem de uma maneira natural como operadores no

modelo” (WHITNEY, 1968a, p. 115) e valem as propriedades distributivas e associativas. Por
exemplo: 2kg+5kg=(2+5)kg=7kg; 3kg=3:(1000g)=(3-10009)=3000g. Em

rela¢do a unidade de medida, pode-se tomar uma massa m’ do conjunto das massas M e utiliza-
la para comparar as demais massas desse modelo, e assim m’ sera a unidade de medida, que
ndo ¢ fixa. Porém, fixando-se momentaneamente m’, e supondo que se obtenha, por exemplo,
as massas, 3m’, 7m’ e 8 m’, € possivel representa-las por 3, 7 e 8, respectivamente, o que
possibilita substituir M por R*. Dessa maneira, no conjunto dos nimeros reais positivos, pode-
se definir uma massa m’ que corresponde a medida 1.

Whitney acrescenta a existéncia de outros modelos, por exemplo, com ou sem o
elemento zero, finito ou ndo. Além disso, ele utiliza o conceito de semigrupo para estruturar o

modelo para medidas e traz como exemplo dos conjuntos N, Q* ¢ R*.
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Em Whitney (1968a, p. 118), “um semigrupo (G, +) € um conjunto G ndo vazio dotado
de uma operagdo bindria associativa + em G. O semigrupo ¢ comutativo se a adi¢do ¢
comutativa. Com base nesse saber matematico, estruturam-se os modelos sobre os quais se
assentam as medidas de grandezas.

Nesse construto, observamos que Whitney abdica de uma defini¢do, considera a
grandeza como uma propriedade dos objetos e constroi uma estrutura que estabelece bases para
operar com grandezas. Nesse sentido, observamos uma relagdo proxima entre a estrutura
matematica e o modelo didatico-matematico proposto por Douady e Perrin-Glorian (1989), no
sentido de considerar a grandeza como um atributo de um objeto. Ele também estabeleceu um
didlogo entre sua estrutura e as praticas sociais, mas alertou de que nem sempre essa
correspondéncia € possivel e, ao fazer isso, novamente sugere a complexidade do conceito.

No tépico a seguir, problematizamos o conceito de grandeza no ambito da institui¢ao

educa¢dao matematica.

5.6 GRANDEZAS E MEDIDAS NA EDUCACAO MATEMATICA

As se¢des precedentes apontaram a complexidade do conceito de grandeza e como a sua
concepcao foi se constituindo paulatinamente. Nesse sentido, Chevallard e Bosch (2000, p. 9)

ressaltaram que,

Historicamente, a maioria dos conceitos e teorias matematicas foram construidos com
base no trabalho sobre grandezas. Seria ainda mais prejudicial perder de vista essa
filiaclo, pois, como foi apontado, é isso que garante vinculos com outras disciplinas
(CHEVALLARD; BOSCH, 2000, p.9 traducéo nossa)*®.

Os referidos pesquisadores indicam que a matematica, em principio, desenvolveu-se a
partir das grandezas, em consonancia com a ideia presente em D’Alembert et al. (1785), que
consideravam que a matematica foi feita, em ultima andlise, para medir e/ou comparar
grandezas.

Chevallard e Bosch (2000) escreveram que foi através de problemas
“extramatematicos”, sejam eles advindos de dominios cientificamente reconhecidos como
fisica e quimica, ou daqueles mais abertos, provenientes da vida cotidiana, que as grandezas

tomaram lugar nas aulas de matematica. Por outro lado, os autores ressaltaram que diante dos

%8 Traduzido do original em francés: Historiquement, c'est bien a partir d'un travail sur les grandeurs qu'ont été
construits la plupart des concepts et des théories mathématiques. Il serait d'autant plus dommageable de perdre de
vue cette filiation que, comme cela a été signalé, c'est elle qui permet d'assurer les liens avec les autres disciplines.
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avangos obtidos, a matematica se desvinculou do conceito de grandeza, permitindo-lhe seguir

seu rumo. Nesse sentido, Chevallard e Bosch (2000, p. 9) destacaram que:

Se foi possivel para as matematicas se emanciparem da nogdo de grandeza, é sem
davida que elas acumularam uma grande experiéncia de resultados, dos quais nao
parece que o ensino basico possa fazer a mesma economia (CHEVALLARD;
BOSCH, 2000, p. 9, traducdo nossa) >°.

Observamos que o desprendimento da matemdatica em relagdo a grandeza foi
fundamental para o avango tanto dessa institui¢do, quanto do conceito, pois o aprisionamento a
grandeza, especialmente com vinculo ao mundo concreto, impediu que se chegasse a uma
estrutura matematica. Foi somente no final do século XIX que novos marcos foram
estabelecidos.

Entretanto, concordamos com Chevallard e Bosch (2000) de que nas aulas de
matematica, em particular no ensino fundamental, ndo se deve abandonar os pontos de apoio
oferecidos pelas grandezas, sem os quais seu ensino se torna demasiadamente abstrato. Primeiro
porque esse conceito ¢ complexo, conforme ja mostramos, e segundo porque as grandezas
possibilitam organizar muitos fenomenos observaveis em atividades cotidianas. Ainda assim,
Chevallard e Bosch (2000) evidenciam que mesmo diante de problemas extramatematicos, por
vezes, a abordagem sobre grandezas ¢ tangenciada, o que eles consideram “[...] apenas um
teatro de sombras, o motivo da agdo e ndo a questdo da atividade”. (CHEVALLARD; BOSCH,
2000, p. 11). De outro modo, quando a grandeza se apresenta, apressa-se em operar sobre os
numeros, sobre o qual recai todo o trabalho realizado, para s6 depois retornar a ela. Eles vao
além, afirmando que:

Nesta dialética acordada, ndo se pode duvidar que, para 0 matematico, o ponto alto
seja 0 estagio intermedidrio, o do trabalho sobre nimeros, mesmo se nos for dito no

final que é a integralidade do percurso que os alunos devem, nao sem dificuldades,
enfrentar (CHEVALLARD; BOSCH, 2000, p. 11 traducdo nossa)®.

Esse aspecto foi observado na colecdao de livros didaticos do 6° ao 9° analisada. Por
vezes, na obra, opera-se com as medidas sob o pretexto do calculo da medida, em que a unidade

reaparece apenas no resultado final. Ancorados em Whitney (1968a) e em Douady e Perrin-

% Traduzido do original em francés: S'il a été possible aux mathématiques de s'émanciper de la notion de grandeur,
c'est sans doute qu'elles avaient accumulé quantité d'expériences et de résultats dont il ne semble pas que
I'enseignement de base puisse faire 1'économie.

0 Traduzido do original em francés: Dans cette dialectique convenue, on ne peut douter que, pour le
mathématicien, le temps fort ne soit I'étape médiane, celle du travail sur les nombres, méme s'il nous est dit in fine
que c'est a l'intégralité de ce parcours que les éleves devraient, non sans difficultés, s'affronter :
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Glorian (1989), encontramos legitimidade em operar com grandezas. Por exemplo, podemos

calcular a area de um quadrado, cujo comprimento do lado mede 2, em metros, conforme segue:

Figura 39 - Quadrado cujo comprimento do lado mede 2 m.

A D

1 L]
2m

_—| 3

B 2m C

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A=2m-2m=(2-2)-(m-m)=4m?,

Ao fazer isso, ndo se perde de vista as grandezas envolvidas, diferentemente de operar
apenas sobre as medidas.

Chevallard e Bosch (2000) viram no formalismo matemdatico uma das razdes pelo
abandono da grandeza enquanto um objeto do saber que, em sua concep¢ao, esteve no ambito
da matematica mista (BOSSUT, 1784). Segundo os autores (Ibid., p. 18, grifo do original), “A
matematica mista, € mais ainda o espirito da miscigena¢do conceitual, serdo as primeiras
vitimas do surgimento de um narcisismo matematico expressamente anti-utilitarista, que
defendeu a pureza e, portanto, a autarquia, da matematica ensinada”.

A esse respeito, Chevallard e Bosch (2000, p. 20) acrescentam ainda que,

A embriaguez soberana moderna que se apodera de varias disciplinas - incluindo a
matematica - e as leva a ndo aceitar em seu meio sobre o qual elas ndo tém autoridade
completa, a reivindicacdo da exclusividade de tal ou tal disciplina em lugar de pelo
menos alguns de “seus” objetos, a ilusoria tentagdo de pureza a qual a matematica
sucumbiu - esquecendo que sua verdadeira natureza é, indefinidamente, mestica - tudo
isso € um dado pesado, que nao se pode evitar o problema das grandezas. No entanto,
veremos que este ndo € o Unico obstaculo a sua presenga efetiva nas aulas de
matematica (CHEVALLARD; BOSCH, 2000, p. 20 traducéo nossa).5!

81 Traduzido do original em francés: L'ivresse souverainiste moderne qui s'empare de plusieurs disciplines -dont
les mathématiques -et les pousse a ne rien accepter en leur sein sur lequel elles n'aient une compléte autorité, la
prétention a l'exclusivité de telle ou telle discipline a 1'endroit d'au moins certains de« ses» objets, la tentation
illusoire de la pureté a laquelle a pu succomber la mathématique -en oubliant que sa vraie nature est, indéfiniment,
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Nesse sentido, concordamos com Chevallard e Bosch, pois o abandono da perspectiva
de grandeza na matematica académica, embora necessario, esvaziou sua esséncia enquanto um
saber utilitarista, e essa perspectiva, de alguma maneira, chegou na escola.

Na matematica académica ¢ comum, por exemplo, abdicar, de inicio, da unidade e voltar
a ela somente ap6s a obtencdo do resultado final ou fixar, em principio, uma unidade, sem a
necessidade de voltar a ela. Esse ultimo caso pode ser observado em Lima (2011), cuja obra é
frequentemente utilizada em cursos de formacao inicial de professores de matematica. Nela, o
autor assume uma unidade de medida, sem que precise voltar a ela, e todo trabalho seguinte ¢

realizado sobre a medida, conforme mostram os seguintes excertos:

Indicaremos como simbolo AB a medida do segmento de reta AB. A medida, ou

comprimento, AB é um némero que deve exprimir quantas vezes o segmento AB
contém um segmento u, fixado previamente, que se convencionou tomar como
unidade de comprimento, ou como segmento unitario (LIMA, 2011, p.7). Grifo nosso.

()

Comegamos fixando um segmento de reta u, que chamaremos de segmento unitario.
(Ou unidade de comprimento.) Por definigdo, o comprimento de u sera igual a 1
(Ibid., p. 7). Grifo nosso.

()

Em resumo: fixado o segmento unitario u, 0 comprimento de um segmento AB &
um ndmero racional m/n quando existe um segmento w que esteja contido n vezes
em u e m vezes em AB. Neste caso, w, chama-se um submultiplo comum de AB € u,
e estes dois segmentos se dizem comensuraveis (LIMA, 2011, p. 9 grifo nosso).

Os grifos revelam nao apenas o afastamento da nocao de grandeza, como também o
entendimento de que um comprimento pode ser representado somente pela medida. De maneira
analoga nessa mesma obra, o autor aborda area e volume, ratificando a ideia de que grandeza ¢
nimero, afastando-se, portanto, da matematica mista (D’ALEMBERT et al., 1785) e, mais
ainda, do modelo didatico-matematico que adotamos.

Nesse sentido, Hans Freudenthal criticou o abandono injustificado em operar com
grandezas, pois elas oferecem praticidade e asseguram o rigor igualmente presente nos numeros

abstratos. Esse fato o levou a fazer a seguinte observacao:

métisse -, tout cela est une donnée lourde, que 'on ne saurait éluder, du probléme des grandeurs. On va voir
pourtant qu'il ne s'agit pas la de 1'unique obstacle a leur présence effective dans la classe de mathématiques.
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O matematico puro, € claro, detesta nimeros concretos e os deixa irremediavelmente
a mercé do fisico. Divis6es como 150 km: 3h = 50 km/h sdo chocantes? Que ele se
retire para sua torre de marfim, se for contra sua natureza ensinar as criangas algo que
pertence a vida cotidiana. O argumento do rigor contra calculos com nimeros
concretos estd completamente errado. Os nimeros concretos sdo absolutamente
rigorosos, e a resisténcia de alguns matematicos contra eles é um dogmatismo
absoluto (FREUDENTHAL, 1973, p. 207).

Ainda assim, a grandeza abstrata ganhou importancia, a nosso ver, pela emancipacao da
matematica em relacdo a grandeza e por sua complexa estrutura matematica. Esta ultima,
inclusive, quase sempre ¢ negligenciada pelos professores (BROUSSEAU; BROUSSEAU,
1991-1992).

5.7 CONSIDERACOES A LUZ DO REFERENCIAL TEORICO

Ao longo deste capitulo apresentamos e problematizamos estudos que se debrucaram
sobre grandezas entre os séculos XVIII e XX e evidenciamos aspectos relativos a esse conceito
que explicam a imbrica¢do entre grandeza e medida e o porqué da énfase no numérico no ensino
fundamental. A seguir, retomamos alguns desses elementos, agora sob o olhar do nosso marco
teorico.

Da definicdo do verbete grandeza apresentada na segunda metade do século XVIII
(D’ALEMBERT et. al, 1875), observamos que nlimero era grandeza, que havia um amalgama
entre o objeto e os fendomenos a ele associados € que a compreensdo de grandeza era associada
ao universo empirico.

O insucesso em definir grandeza levou, no final do século XIX, a formulagdo de uma
estrutura matematica (COUTURAT, 1896) ancorada no método axiomadtico, estabelecendo as
bases para o conceito de grandeza como um fenomeno dissociado da medida. Essa estrutura se
descolou do universo empirico € permitiu avangar na conceituagcdo desse objeto do saber. Ao
longo desses dois séculos, o conceito de grandeza se mostrou complexo, principalmente quando
colocado em didlogo com o senso comum e foi somente com o desenvolvimento da matematica
que foi possivel estrutura-lo no universo abstrato.

No ambito da teoria dos conjuntos, Rouche (1994) apresentou uma definicao
matematica para o conceito de grandeza, que consiste em uma classe de equivaléncia. Essa
defini¢do distingue, nitidamente, grandeza do objeto e da medida, mas Rouche evidenciou se
tratar de um conceito complexo, tendo em vista os conflitos existentes entre a estrutura

matematica e o senso pratico, principalmente na sociedade contemporanea.
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Freudenthal (1983) ja havia destacado a complexidade do conceito de grandeza,
exemplificada na grandeza comprimento. Nesse sentido, o tedrico propds que o conceito
matematico deve ser abordado por meio dos fendmenos que ele permite organizar.
Concordamos com essa ideia pois, em nosso entender, ela conduz a organizar o ensino de
grandezas a partir de situagdes que dao sentido a esse conceito e coloca em primeiro plano os
porqués de se ensinar grandeza na escola. Diante disso, conforme ja mencionado, observamos
uma aproximacgao entre Freudenthal (1983) e Vergnaud (1990), com a ideia de situagdes que
dao sentido a um conceito, e entre o primeiro e Chevallard, com a importincia da razio de ser
epistemologica dos saberes.

Caraga (1951), por sua vez, distinguiu com bastante clareza os conceitos grandeza e
medida e enfatizou a relevancia da primeira pelos seus usos sociais. Para ele, situagdes que
envolvem medicao de grandezas estdo no cerne do desenvolvimento dos conjuntos numéricos,
pois explicam a criacdo dos nimeros racionais e irracionais. Observamos, portanto, estreita
aproximacao das ideias acima apresentadas com o modelo didatico-matematico (DOUADY;
PERRIN-GLORIAN, 1989).

Sob a perspectiva da TAD, verificamos que levou ao menos um século para se pacificar
a relagdo com o conceito de grandeza na matematica académica, que veio somente com a
introducdo do método axiomadtico. Ainda assim, esse conceito se provou ser complexo nessa
instituicdo pelos matematicos da época e, mais tarde, pelos educadores matematicos que
estavam na interface entre a matematica académica e a educagdo matematica. Esta ultima,
mostrou ainda que grandeza ¢ um conceito com forte presenca nas praticas sociais, mas que o
modo de vida das pessoas na sociedade contemporanea esta cada vez mais camuflando o
conceito de grandeza e, simultaneamente, utilizando a medida como referéncia.

Entdo, a imbricacdo entre grandeza e medida, a estrutura matematica do conceito
grandeza na instituicdo matematica académica e os usos sociais explicam a énfase na medida.
Assim, tendo em vista que a noosfera estd imersa na sociedade e que o ensino fundamental esta
sob o arcabougo dessas instituicdes, a €nfase na medida nessa etapa de ensino decorre de
condicdes e restricdes originadas em instituicdes de niveis superiores da escala de
codeterminacdo. A analise ecologica do conceito de grandeza mostrou, inclusive, que boa parte
dos objetos de ensino referendados na BNCC se voltam para as praticas sociais.

Observamos também que as instituigdes sociedade, matematica académica e educagao
matematica convergem em destacar a fun¢ao social do conceito de grandeza, que a enxergamos

como uma razao pela qual esse objeto do saber deve ser ensinado no ensino fundamental. Além
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disso, essas instituigdes enfatizam a relacdo entre grandezas e numeros, a qual se configura,
para nds, como mais uma razao de ser para o ensino.

ApOs constatar alguns elementos que explicam a énfase no numérico, mostraremos no
topico seguinte por que nao devemos abdicar do conceito de grandeza no ensino fundamental,

ainda que em algumas instituicdes essa escolha tenha se mostrado frutifera.

5.8 REFINANDO O MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA

Como culminancia das andlises realizadas anteriormente, propomos, neste topico, o
refinamento do Modelo Epistemologico de Referéncia para as grandezas geométricas na
matematica do ensino fundamental brasileiro.

Inicialmente, assumimos um modelo epistemologico didatico-matematico (DOUADY;
PERRIN-GLORIAN, 1989) que estabeleceu as bases para conceituar area como uma grandeza
distinta da medida e da superficie, que surgiu da critica ao modelo estabelecido na época para
o ensino de area.

Sob o olhar da TCC (VERGNAUD, 1990) e do conceito matematico de grandeza como
uma fungao, asseguramos a pertinéncia, do ponto de vista didatico e matematico, em estender
esse modelo para as grandezas comprimento € volume. Com o olhar da TCC, analisamos um
conjunto de pesquisas que teve uma grandeza como objeto de estudo e isso nos permitiu
observar erros e dificuldades persistentes sob diferentes recortes: geografico, temporal e
institucional. Além disso, quando esmiugamos diversos estudos ja realizados em torno do
conceito de grandeza (BALTAR, 1996; ANWANDTER-CUEELLAR, 2008; FERREIRA,
2010; FIGUEIREDO; 2013, entre outros), foi possivel observar, a luz da TCC, um conjunto de
situagdes que permitem atribuir sentido a comprimento, drea e volume enquanto grandeza, e de
invariantes operatorios, sendo estes reveladores das dificuldades e erros persistentes cometidos
pelos alunos quando se deseja conceituar area como grandeza. Muitos desses erros e
dificuldades originam-se da énfase dada a medida quando se ensina grandeza na escola,
conforme constatamos no primeiro estudo desta pesquisa, capitulo 2. Nesse sentido, a TCC
permitiu observar uma énfase na medida em detrimento da grandeza como um fendmeno mais
amplo, que nao se restringe a uma dada grandeza, nem ao ensino fundamental, ao Brasil e nem
a determinadas épocas.

Ao percebemos que ndo se trata de um fenémeno localizado, recorremos a TAD e o
interrogamos considerando a dindmica entre as instituicdes. Para isso, buscamos elementos

explicativos para essa énfase e observamos que no nivel da noosfera (documentos curriculares)
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e da disciplina (livros didaticos) a énfase na medida j4 estd presente, o que nos fez avangar um
pouco mais na busca de compreender por que isso acontece.

Nessa dinamica, em que a matematica do ensino fundamental ¢ a instituigdo em
evidéncia, consideramos as institui¢des matematica da educacdo infantil e do ensino médio,
etapas que precede e sucede, respectivamente, o ensino fundamental, a noosfera, que impde um
conjunto de saberes a ser ensinado na escola, a matematica académica, a educagdo matematica
e a interface entre essas institui¢des, cujos representantes ocupam lugar na noosfera, assim
como a sociedade, que além de ter representante na noosfera, notabiliza-se pelas praticas sociais
realizadas com grandezas.

O estudo ecologico realizado no capitulo 4 revelou a existéncia de um dominio dedicado
ao tema grandezas e medidas, assegurando a abordagem das grandezas na educagdo basica e,
particularmente, na matematica do ensino fundamental brasileiro. Observamos ainda que a
noosfera impde o estudo de grandezas em todos os anos, especialmente das geométricas, cuja
razdo de existéncia se ancora em sua forte inser¢ao nas praticas sociais e como meio de ligacao
entre matematica e ciéncias e com outros dominios da matematica, com destaque para nameros
e geometria.

Ao modelarmos as praticas realizadas em torno das grandezas, constatamos énfase na
medida, explicitada em tarefas do tipo calcular e do tipo resolver problemas do cotidiano, o que
conduz para um modelo epistemologico dominante do conceito de grandeza que traz a medida
em primeiro plano. Nesse sentido, conjecturamos que os modelos presentes nos documentos
curriculares e nos livros didaticos influenciam na abordagem de grandeza em sala de aula, pois
de acordo com Gascon (2001), com quem concordamos, o modelo epistemoldgico dominante
em uma institui¢ao condiciona fortemente a pratica docente.

Sob a 6tica da TAD, realizamos um estudo epistemologico na busca de compreender por
que se enfatiza a medida em detrimento da grandeza na noosfera, na escola e na sociedade. Ao
fazer isso, constatamos que em sua concepg¢do, o conceito de grandeza estava fortemente
atrelado a dimensdo pratica, cuja ideia gerou dificuldades em estabelecer uma definicao
(D’ALEMBERT et al., 1785). Mais tarde, abdicando-se da defini¢do de grandeza, introduziu-
se uma estrutura axiomatica, que permitiu operar com grandezas sem a necessidade de uma
defini¢do (COUTURAT, 1896).

Portanto, do ponto de vista epistemologico, observamos que definir grandeza foi, em
certo momento, demasiadamente complexo. Apos a introducdo de uma estrutura axiomatica,
foi apresentada uma defini¢do de grandeza ancorada na teoria dos conjuntos que, de certa

maneira, também se apoia na estrutura axiomatica.
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Nesse percurso, as grandezas surgiram no contexto pratico e foram, em certo periodo, o
alicerce para a matematica. A partir da construcdo de uma estrutura matematica que permitiu,
por um lado, avangar na compreensao desse saber, por outro, ressignificou esse conceito,
enquanto um fenomeno associado a objetos. Nessa reconstrugdo historica, observamos também
que, apesar do apagamento da perspectiva de grandeza na matematica, a resolug¢ao de problemas
com grandezas em situagdes praticas ndo apenas permaneceu, COmo avangou em outras
institui¢des, como as técnicas e cientificas, e principalmente nas atividades cotidianas, que se
dedicam quase sempre em medir, conforme aponta Rouche (1994).

Ao focalizarmos as instituigdes matematica académica, educacdo matematica ¢ a
interface entre elas, retemos alguns aspectos que tém implicagdes no refinamento do MER. O
primeiro considera a grandeza como um fendmeno associado a objetos e relacionada com as
praticas sociais. Em nosso olhar, essa ideia aproxima-se daquela defendida por Freudenthal
(1983), quando propOs que os conceitos matematicos devem servir como ferramentas para
organizar fenomenos. Com efeito, concordamos com essa ideia e enxergamos no conceito de
grandeza um rico repertdrio de fendmenos que ele permite organizar, como o fendmeno do
espago ocupado, por exemplo.

O segundo aspecto diz respeito a estrutura matematica e a definicdo, que embora tenha
abdicado da esséncia de grandeza, foi necessaria para que a matematica se desenvolvesse. Nesse
sentido, Chevallard e Bosch (2000) destacam que foi somente apds um grande acimulo de
resultados que a matematica académica se emancipou da no¢do de grandeza, mas que na
educacdo basica ndo pode fazer a mesma economia de uso. Portanto, vemos como necessario
para o ensino de grandeza sua filiagdo ao contexto pratico e a ideia de fendmeno associado a
objetos.

De certa maneira, em nosso olhar, a ideia do paragrafo anterior est4 presente em Caraga
(1951), para quem as grandezas estdo no cerne das atividades cotidianas. Além disso, segundo
o autor, as grandezas sdo a razdo principal que levou a criacdo e ao desenvolvimento dos
numeros. Este &, portanto, o terceiro aspecto, que consiste em estabelecer ligagdes entre saberes
e entre dominios.

Diante do exposto, conjecturamos que o refinamento do MER para as grandezas
geométricas da matematica do ensino fundamental no contexto vigente, perpassa por
compreender quao dificil foi conceituar grandeza, como esse entrave foi contornado e quais as
consequéncias para o ensino desse saber.

Ao mesmo tempo, entendemos que ndo se pode perder de vista a dimensdo pratica

social, pois esta permite estabelecer vinculo com a criagcao do conceito, além de atribuir sentido
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para o ensino atual. Contudo, deve-se estar sempre atento ao fato de que a economia de uso, ou
seja, a concepcao de que grandeza é nimero, feita pela matematica e outras instituicdes fazem
ndo deve ser tomada como referéncia para a instituicdo escolar, pois a apresentagao de uma
defini¢dao, o abandono dos problemas praticos, da perspectiva de fendmeno associado e da
dissociacdo entre grandeza e nimero se mostrou infrutifera do ponto de vista do ensino e da
aprendizagem.

Conjecturamos também que a tipologia de situagdes, as interrelagdes entre grandezas e
medidas, nimeros e geometria, e entre grandezas e outros dominios devem estar presentes no
MER.

Em principio, nesse modelo, ratificamos a necessidade da existéncia do dominio das
grandezas e medidas, em conformidade com o que j4 estabelece a noosfera, tendo em vista que
os diversos saberes que o integram tém caracteristicas intrinsecas que requerem um lugar
proprio. Além disso, trata-se de um conceito complexo e que foi, em certa época, a base para o
desenvolvimento da matematica, conforme evidenciado nos tdpicos anteriores. Logo, a
inexisténcia de um dominio, além de fragilizar o ensino e a aprendizagem desses saberes,
romperia com o processo histoérico da concepgdo de grandeza.

Assim, pelo exposto, apresentamos um esboco refinado do MER para as grandezas

geométricas na matematica do ensino fundamental brasileiro no contexto vigente.

Figura 40 - Grandeza em uma dindmica institucional

Praticas Sociais Saber sabio

Grandezase

Medidas
Medidas de no Ensino Estrutura
grandezas fundamental axiomatica
Unidades S
: ; Definicao
convencionais
Instrumentos Relagao de
de medidas equivaléncia

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Organizamos o esbogo do MER em didlogo com a escala dos niveis de codeterminagdo
didatica, em que a institui¢do alvo estd sob a pedagogia do ensino fundamental e no nivel da
disciplina matemadtica. Nessa primeira parte, analisamos o conceito de grandeza em uma
dindmica institucional considerando a relacdo entre a institui¢do alvo e o saber sabio e dela com

a sociedade.
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Em se tratando das praticas sociais, observamos de maneira recorrente o uso de medidas
(nimero), de unidades convencionais e de instrumentos de medida, e que por isso esses
conceitos devem perpassar o MER. No entanto, o olhar sobre as praxeologias em torno das
grandezas na sociedade tem como propdsito romper com a negligéncia atribuida a ela nessa
instituigao.

Com a institui¢do saber sabio foi possivel estabelecer o alicerce para se trabalhar
grandeza, tendo em vista a criagdo de uma estrutura matematica, que mais tarde levou a uma
definicdo de grandezas como classes de equivaléncia. Decorre também dessa instituicdo a
compreensdo de que grandeza ¢ um conceito complexo e que os resultados que hoje existem
foram construidos sob incompreensoes e incertezas.

Em sintese, o dominio das grandezas e medidas ¢ nutrido pelas praticas sociais e
profissionais, pela matematica e pela educagao matematica, com implicagdes na matematica do
ensino fundamental.

No diagrama a seguir, situamos grandeza em uma dinamica entre dominios. Assim, esse
conceito possibilita estabelecer relagdes com outros dominios da matematica, bem como com

o de outras disciplinas e por isso se constitui como uma fonte de ligacao entre diferentes saberes.

Figura 41- Grandeza em uma dindmica entre dominios

Grandezase

Medidas Numeros e
Geometria > > =
Grandeza Operagoes
geomeétrica

Outros dominios

Fisica
Quimica

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Nesse nivel, ressaltamos o dominio das grandezas e medidas e evidenciamos as
interrelacdes entre ele e outros dominios, especialmente com niimeros e operagdes € com

geometria, este tltimo favorecido por meio das grandezas geométricas. Ha ainda a interrelagdes
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com outras disciplinas, como fisica e quimica, que permitem as grandezas extrapolar no nivel
da disciplina, o ambito da matematica, assegurando-lhe ainda mais relevancia enquanto objeto
de estudo. Portanto, 0o MER deve colocar em evidéncia as interrelagdes por meio das grandezas
existentes nos niveis do dominio, da disciplina e da escola.

No nivel do setor, em se tratando das grandezas geométricas, organizamos os elementos
que entendemos ser necessarios estar presentes no MER para a partir dele questionarmos o
modelo dominante na institui¢ao alvo.

Nesse modelo, evidenciamos os quadros (DOUADY, 1986) e os elementos que incidem
sobre cada um deles e que sdo importantes no processo de conceitualizacdo. Também
organizamos os tipos de situagdes que entendemos que devem ser vivenciadas ao se estudar
uma grandeza geométrica. E por meio dessas situagdes que podemos questionar no nivel do
topico, a luz do MER, se as praxeologias em torno dessas grandezas estdo em conformidade

com o que se espera delas.

Figura 42 - Grandezas geométricas no nivel do setor

Comprimento

Linhas Grandezas
Superficies geométricas 7' gres
: Volume
Sélidos
M Abertura de
Angulos =
angulo
Objetos
geométricos
Objetos '/ Numeros
Concretos
Objetos Naturais
abstratos Racionais
positivos

Reais positivos

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Esse diagrama evidencia, no nivel do setor, um conjunto de interrelacdes que
entendemos ser necessarias para abordar grandeza geométrica na escola, em conformidade
como o modelo matematico-didatico por nés adotado, e sem perder de vista sua dimensao
conceitual, que consiste nos tipos de situacdes, de invariantes e nas representacdes.

Dessa maneira, evidenciamos a relacdo entre as grandezas geométricas e seus

respectivos entes geométricos, que podem ser representados por meio de objetos concretos e
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abstratos. Também destacamos os tipos de situagdes que dao sentido ao conceito, as quais se
situam em um dado quadro, bem como na interface entre eles.

Portanto, esses trés diagramas organizam o refinamento do MER para as grandezas
geométricas, por meio do qual podemos questionar a vida dos objetos do saber imersos no

dominio das grandezas e medidas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O tema dessa pesquisa foi a relagdo entre grandeza e medida na matematica do ensino
fundamental brasileiro, e seu objetivo geral foi investigar as razdes pelas quais existe uma
énfase no aspecto numérico em detrimento da abordagem conceitual das grandezas.

A motivagdo por investigar essa relagdo se deu a partir da observacdo pontual da énfase
no numérico na abordagem de determinadas grandezas em livros didaticos de matematica, em
sala de aula, na matematica académica e nos usos sociais.

Utilizamos como aportes tedricos a Teoria dos Campos Conceituais ¢ a Teoria
Antropoldgica do Didatico, além do modelo didatico-matematico desenvolvido por Douady e
Perrin-Glorian (1989) para o conceito de area. Com a TCC foi possivel organizar um conjunto
de situagdes que dao sentido a conceitualizacdo de grandezas geométricas e de um conjunto de
invariantes operatorios que revelaram dificuldades e erros resistentes por parte de alunos.

A TAD permitiu observar o fendmeno da énfase no numérico em uma dinamica
institucional e reconstruir o processo de concepg¢ado e transposicao de grandeza enquanto saber
a ser ensinado.

O modelo didatico-matematico serviu como um primeiro modelo epistemologico de
referéncia por meio do qual analisamos questdes relativas ao ensino e a aprendizagem das
grandezas geométricas.

Assim, realizamos uma pesquisa de natureza teodrica organizada em trés estudos: no
primeiro, problematizamos a relacdo entre grandeza e medida na educagao basica, a luzda TCC;
no segundo, realizamos uma andlise ecologica de grandeza na matematica do ensino
fundamental brasileiro; e no terceiro, analisamos, do ponto de vista epistemoldgico, o conceito
de grandeza no saber sabio.

Com o primeiro estudo, constatamos que existe uma €énfase no nimero em detrimento
da grandeza e que essa énfase perpassa nao apenas por uma grandeza em particular, mas por
todo o dominio das grandezas e medidas. Verificamos ainda que a énfase na medida persiste ha
décadas, se d4 em diferentes etapas do ensino basico e que ndo acontece apenas na sociedade
brasileira. Portanto, ficou caracterizado para nds que esse € um fendmeno mais amplo, o que

nos levou a formular as seguintes questoes de pesquisa:

e Por que se enfatiza na matematica do ensino fundamental a medida em
detrimento da grandeza?

e Por que se enfatiza epistemologicamente a medida em detrimento da grandeza?
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o  Quais as consequéncias dessa énfase?

A luz da Teoria dos Campos Conceituais, asseguramos a pertinéncia de organizar o
ensino de comprimento, area ¢ volume por meio de um conjunto de situacdes que dao sentido
a esses conceitos na perspectiva de grandeza. Ao mesmo tempo, constatamos dificuldades e
erros persistentes cometidos por estudantes, como consequéncia da énfase no numérico:
introducdo de medidas mesmo quando ndo era necessario, concepcao de que grandeza ¢ um
numero ou uma formula, confusao entre contorno € comprimento, entre superficie e area e entre
volume e o solido, incompreensao da bilinearidade e da trilinearidade de area e volume,
respectivamente, € amalgama entre perimetro e area. Com isso, trouxemos respostas para a
terceira questdo acima descrita, bem como alimentamos o modelo epistemoldgico de referéncia
provisorio.

No segundo estudo realizamos uma andlise ecologica do conceito de grandeza no ensino
fundamental, por ser a institui¢do em estudo. Para tanto, elegemos os documentos curriculares
de abrangéncia nacional (PCN e BNCC) e duas colecdes de livros didaticos do 1° ao 9° ano.
Dessa anélise, retemos dois aspectos: de um lado, o habitat, o nicho e as razdes de ser do
conceito de grandeza e de outro, a relagdo entre grandeza e medida no nivel da pedagogia.

Em se tratando do primeiro aspecto, constatamos a existéncia de um dominio para as
grandezas e medidas e dadas as imposi¢des no nivel da noosfera (cujo produto em foco foi a
BNCC), entendemos que a presenga desses conceitos na escola esta assegurada. Além disso,
observamos que as grandezas também estdo nos dominios dos nimeros e da geometria, embora
sob outra perspectiva, mas com notavel relevancia. Nesse caso, identificamos o nicho das
grandezas, que consiste em dar sentido a ampliagdo dos conjuntos numeéricos, romper com a
fragmentacao dos contetidos e das disciplinas e ressaltar os usos sociais da matematica na
escola.

Do segundo aspecto, constatamos que hd uma pluralidade de grandezas a serem
abordadas na escola e em todos os anos do ensino fundamental. No entanto, a introdu¢ao da
medida aparece de maneira precoce, j4 no 1° ano, e ganha relevo nos anos seguintes,
principalmente nos anos finais. Conforme observamos, tanto nos documentos quanto nos livros
didaticos, os tipos de tarefas privilegiados consistem em resolver problemas, medir grandezas
e calcular grandezas, que, em ultima analise, levam a produ¢ao de uma medida. Com efeito, ¢
esperado que nos anos finais do ensino fundamental, o estudante seja capaz de modelar e
resolver problemas envolvendo grandezas. Porém, a introducdo precoce das medidas pode

comprometer a conceitualizagdo por parte do estudante e provocar os erros e dificuldades acima
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mencionados. Portanto, defendemos a necessidade e a relevancia da medida, mas ao mesmo
tempo, entendemos, assim como Douady e Perrin-Glorian (1989), ser necessario que o sujeito
compreenda a perspectiva de grandeza antes mesmo de ter meios para medi-la.

Entendendo que a educagdo infantil e o ensino médio estdo no entorno do ensino
fundamental, analisamos os documentos curriculares voltados para essas etapas, buscando
observar as recomendacdes para o conceito de grandeza.

Em se tratando da educacgao infantil, constatamos que as grandezas sao referenciadas
nos RCNEI e na BNCC por meio de um trabalho intuitivo, com vistas a observagao, descrigao,
classificagdo, exploragdo e experimentacdo de caracteristicas e propriedades dos objetos.
Assim, entendemos que a perspectiva de grandeza nessa etapa de escolarizacdo estd em
conformidade como modelo epistemologico de referéncia que adotamos.

No ensino médio, verificamos a inexisténcia de um dominio para as grandezas e
medidas nos PCNEM (BRASIL, 2002 e na BNCC (BRASIL, 2018). No primeiro, os conteudos
relativos as grandezas habitam o eixo geometria, cujo foco é na geometria métrica, ou seja, nas
medidas. Assim, a inexisténcia de um dominio pulveriza a abordagem das grandezas e evidencia
a medida. Em ambos os documentos curriculares, destacam-se os usos sociais das grandezas e
por isso o ensino deve ser ancorado na resolucdo de problemas praticos. Dessa maneira,
conforme ja mencionado, a relacdo entre grandeza e os usos sociais € uma razdo de ser
privilegiada na noosfera.

Pelo exposto, constamos, em geral, que a medida ganha relevo ja no nivel da pedagogia,
especialmente na noosfera, o que nos levou ao terceiro estudo, a partir da seguinte questao
norteadora por que se enfatiza epistemologicamente a medida em detrimento da grandeza?

Com o terceiro estudo pudemos constatar que, em certa €poca, as grandezas estiveram
no cerne do desenvolvimento da matematica, sendo vista como matematica pura e matematica
mista. Assim, os nimeros eram grandezas, mais precisamente numeros abstratos, existindo
também os nlimeros concretos.

Outro aspecto para nos relevante foi a dificuldade em definir grandeza, que perdurou
por mais de um século, para muitos matematicos entre XVIII e XIX, mostrando se tratar de um
conceito complexo. Em principio, essas definigdes buscaram preservar a ideia de grandeza
como um fenomeno e vinculado a contextos praticos, mas segundo Couturat (1896),
mostraram-se infrutiferas por sempre apresentarem uma contradi¢ao interna. Esse insucesso foi
superado somente apds a criacdo de uma estrutura matematica que abdicou de uma definicao e

recorreu a principio da légica matematica.
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Ja no século XX foi possivel estabelecer uma definicdo de grandeza ancorada no
conceito de fun¢do, como sendo uma classe de equivaléncia. Nesse percurso, com o
amadurecimento da matematica, a perspectiva de grandeza foi abandonada, dando lugar a
medida. Por um lado, esse desprendimento da nogao de grandeza e o trabalho apenas sobre os
numeros fez com que a matematica se desenvolvesse, mas por outro, fez emergir a ideia de que
grandeza ¢ nimero, ou seja, levou ao apagamento da ideia de numero concreto.

Nesse sentido, observamos na educagdo matematica, que ao abdicar da perspectiva de
grandeza, a aprendizagem desse conceito se mostrou insatisfatoria e de dificil compreensdo por
parte dos alunos e por isso defendemos a dissociagdo entre grandeza ¢ medida.

Assim, propusemos um modelo epistemoldgico de referéncia provisorio para o dominio
das grandezas geométricas no ensino fundamental por meio do qual se pode questionar o
modelo dominante existente nessa institui¢ao.

Diante do exposto, anunciamos nossa tese:

O Modelo Epistemologico de Referéncia para o dominio das grandezas e medidas na
matematica do ensino fundamental brasileiro, ancorado em modelos matemdticos robustos
produzidos na interface entre a matematica, a educag¢do matemadtica e a didadtica da
matemadtica, deve assegurar tanto a explorag¢do das conexoes entre grandezas e numeros,
essencial para prdticas sociais e para a atribui¢do de sentido aos conjuntos numeéricos, como
um lugar de relevo para o conceito de grandeza, fundamental para a conexdo com a geometria
e com a fisica.

Como encaminhamentos, destacamos para o (a) leitor (a) que o conceito de grandeza se
provou ser complexo e que embora existam razdes que legitimam a énfase no numérico, a
perspectiva de grandeza se faz necessaria, tendo em vista a prevaléncia de erros e dificuldades
quando a medida ¢ excessivamente enfatizada.

Para pesquisas futuras, abrimos caminho para estudos que possam ampliar o modelo
epistemologico de referéncia aqui proposto, bem como construir um modelo praxeologico de

referéncia para o dominio das grandezas e medidas.
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DISCOURS PRELIMINAIRE,

Par M ’Aspé BOSSUT.

LE Noum stut des Mathématiques, qui, dans fon érymologic,
veut dire Inftruction , Science, peint dune manitre julte & pré-
<ife Iidée noble gu'on doit sen former. En cffer, clles nc font
qu'un enchainement de principes, de mifonnemens & de conclu—
fions, que la certicude & P'évidence accompagnent coujours : caraétére
propre des connoiffances feicntifiques.

On fait que les Mathématiques ont pour objet de mefurer, ou
plutde de comparer les grandeurs; par exemple, les diftances, les
furfaces, los vitelles, &e. Elles & divifent cn Mathématiques pures
& Mathématiques mixees, autrement appellées Sciences Phyfico-
Mackématigues. )

Les Machématiques pures confidérent fa grandenr d'une manidre
fimple, générle & abftraite : & parli clles ont le précicux® avan-
tage d'érre fondées fur les notions primordiales de la quanticé. Cetre
claffe comprend, 1.° I'Arithmétique ou 'Arc de comprer. 2.° La
Géométric, qui apprend & mefurer 'drendue. 3.° Lanalyfe , feience
des grandeurs en général, 4.° La Géoméuie mixte, combinaifon de
la Géomérrie ordinaire & dc UAnalyle. )

Les Mathématiques mixces empruncent de la Phyfique unc ou
pluficurs expériences inconteftables, ou bien’ fuppofent dans les
corps une qualité principale & nécellaire ¢ enfuite, par des raifou-
nemens méthodiques & démonfracifs, clles tirent du principe érabli,
des conclufions évidentes & certaines, comme celles que les Mathé-
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mariques pures tirent immédiarement des axiomes 8¢ des définitions.
A cetre ffcondc clafle appartiennent, ©.° la Méchanique, [cience
de I'équilibre & du mouvement des corps folides. 2.° L'Hydrody-
namique, qui.confidére léquilibre & le mouvement des corps fluides.
3.° L’Accuﬂ:iquc ou la Théorie du {fon, 4." L'Optigue ou la Théorie
du mouvement de la lumitre, §.° L’Aftronomie, fcience du mou~
vement des corps céleftes. )

Tai rangé ici les différentes parties des Mathémariques dan_s
T'ordre qui me paroic le plus propre 4 montrer dun coup — d'eil
leur enchalnement réciproque Eans Pérat on elles fe rronvent
aujourdhui. Mais cet ordre n'eft pas rour—i-faic conforme & leur
dévcloil:pemanr hiftorique, parce que le hafard & des circonftances
particuliéres ayane fouvent crunné lien & des découverres, la filiation
natucelle o' pu érre conftamment obfervée.

Il eft vraifemblable que la premidre origine des Mathémariques
elt prefque aufli ancienne quc celle des fociéeés & des loix. _Lcs
hommes sérant raffemblés , & chacun érant obligé de pourvoir E
fa fubliftance & i fa confervation, fans pouveir atenter i la poi-
feflion d'aurrui, le befoin induftdenx tronva fans doute bientbe les
pratiques , au moins informes, de guelques ares de premitre nécel-
ficd, rels que ceux de bidr des cabanes, de régler lordre des
failons, de mefurer les Ch:llTlP$.,, &e, Or routes ces connoiflances
appartiennent, dans le fonds, 3 la Méchanique, 4 I'Aftronomic, 2
Ia Géomerie, &e. Mais elles ne furent d'abord que le fruic de lex-
périence ou d'une rourine aveugle. L'afliduizé que demandoient les
rravaux de la campagne ne Pcrmcrtoie pas aux hommes de s'élever
2 des idees génerales & réflechies. Le cercle de leurs befoins bornoit
celui de leurs penfées. Infenfiblement linégalivé des bicns sérablic
parmi eux. Quelgues-uns ayant acquis une elpéce de fuperflu, fe
Hyrérent & loilivecé, plus conforme 4 la foiblefle de notre nature,
quun travail pénible & fouvenr deftrufteur,” Alors le tourment de
Tennui, atcaché 3 Linaftion , vint porter le mouvement & linguié-
tude dans Pelprit humain , excirer fa curioficé, aggrandic la {phere
de fes idées, & donner limpulfion aux ares & aux {ciences. A ce
puilfant mebile, fe joignix Iaiguillon des honneurs & des recom—
penfes accordés dans tous les pays aux hommes qui fe diftingucicne
par leurs talens. Le chant, auffi ancien que le monde, & une pociic
groflicre , prefque de méme date, prirent une forme plus varies
& moins barbare. 11 y ewt des Orateurs, des Poftes, des Peintres,
des Archivedies & des Sculpreurs. On oblerva les phénoméenes de
la nature, & on voulut en connoitre les canfes. La Géomctrie,
bornee d'abord & la mefure des champs , recula.fes limices , & sérendic
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GRA

(e (ert de ce mot pour warquer Vackion de graduer
on de diviler une grandet:r quclconqn: en dcgr&‘-.
Fuyer Doonl & GRADUELR,

GRADULR , v. afh. ( Matiemeat, pras. ) Cloft
diviler en degrés un inftrumenr de Machimarique,
de Phyfique, &c. Ce mot degre figrific dans ces
inftrumens des parties egales ou fndgzles 5 mals plus
ardinaircmenr ezefes , qui {ont marquées on {épa-
rée; par de perites Hgoes; comme lvs degrés dun
quart de cercle, les degrés d'un thermométre, les
degrés dunc échelle qucTt;onqui:‘, lorlqu'il et quet-
tion d'infirument de Mathémartique 5 on (& fore plos
du mer divifer qus du mot g aduer ; riafi on dit:
ce quare de cerele off mal divifé + o diviflon Ken off
pas exafz, V. Ixstnusicyns ( 0)

GRAIS, c'eft co que les Miroitiers- Lune tiers ap-
gellent ordinairement du nom de mende ; ils n'eni-
ployent communément que celles de Lorraine |
qui fore également bonnes pour leurs ouvrages,
quoiquinférizures 4 celles d'Angleerre @ ceff fur
ce grais qu'ils dreffeor & arrondiifent fes bords
des verres da leurs lunettes, pour les placer dans
la rainure des chiil:

GRAPHI UE,z i.[ﬂfmr:.}rpc’r,:::'mg-.;.
celle quiconfifle & réfourre des problémes d'
nomic (phérigee par le mojen d'ure ou de pla-
fizurs figures tracées en grand fur un papiir 3 cos
opérations ne donnent pas une folurion rres-exadte,
mais elles donnent Ia folution la plus prompre |
& fournifient une premidre appreaimacion com-
fitode ; on peur enfE !

pee la poudier plu
fant le calcul, Alall, on anslole les -
guiphigues pour avolr d’aborg ure fol
chée du problime de: coméres,, de celui de: dclipls,
comme nous 'avons expliqué an moe Cerrrse. On

ut en“voir dis cximples dans men femasie,
Tffﬂ.]sbé de la Caillz a dooné une masitre com-

mode pour trowser 123 longimdes co mer par use -

%pérz{ion graphique. Nowvean Traite de rasigation,
Houguer & la Caills, 1760, (D.L.)

. GRANDEUR , . £ ( Maetém.) Voilh un de
«<es mors dont tout lz monde croit avoir une fdde
netie, & quil ¢ft pourtant allez dificile de bien
définir. Ne [eroit-ce pas parce que Uidée que ce
ot renferme, eft plus fimple que les iddes par
lefuelles on peur” entreprendre de laxpliquer ?
¥oyer Dirixition & ELEMINS DES SciTNeEs.
Quoj quil en foit, les Marthématiciens défirillene
ordinairement la gandeur, c2 qui et {leeprible
dangmentarion & de diminucion 5 d'aprés certe
notion, Iiefiei ne fucolt pas plus ure graadear que
le ztr0 , puifgue Vinfini n’cﬁ pas plus (fcepribls
davgmeniaton que le zéro ne I'eft de diminztion
actli plufieirs marhématicizns regardent-ils le zéro

e pare & ni de lsure, eon comma dos
grindiurs y mais comme la biaire d.s grandeurs ;
i“‘f‘_" pour la diminution, Panur: pour I'snzmen
20on. Piye L{:.:rg'l:n. On oft ins douze le meiere
g seprmer aind, & i oo feue poine difputer

GRA 149

for les mnts; mais il et contre I'ufhze ordinaice
de dire @ 2'efl potar une grandewr , pui
qL;'Gn it wne grandewr infinic. Ainti 5 ik {emble
quon doir cherchar une défisiton de la grasdear
plus analogic aux mnodion: communes. Do plus 5
lvisant la deinition quon vienr dapporuer , on
duvroit appeller grandewr toat ce qui eft fufcep-
tible d'augmentrion & de diminutons or la le-
wizre ¢ft Ifeeptible d*aszmentaion & de diminu-
tion 3 cependant on fexprimeroir forr impropre~
ment en pegadant la lumiere comme nne gr.minr.

Diautres changent un peu la définiton préeé-
w, en fubfliuant cw an lieo de &, & 1ls de-
finiffent |2 grandenr , ce qui oft fulceprble dans-
wenmiion ox de diminurion. Suivant cerre dé
tion diins laquelle eu oft disjordhif, ziro o
gandear; car §il n'ell pas fulceprible de diminucion,
il Vet d'avgmeentation 5 cette définirion et doac
cicore meing bonne que la pricédenre,

On peur, ce me femble, difinir aflez Lim la
gramdenr, ce qui cft compofé de parries. 1l y a
denx forres de graadewrs, la graadenr conerdee &
lagrandeerabltraite. Foyeg CONCRET & AbsTRAIT,
La grandenr abilraite efi celle dontla nozion ne de-
figne aucun fujet paroculier, Elle o'eft aurre chele
que les mombres, qu'on appelle aufii grondears
rumérigues, Veyey Nomsrp. Ainfi, I rombre 3
eff une quaniite abfiraitz, parce qu'il ne délizae
pas plus 3 pids que 5 heures, &

a gransoer conceers efl eeilz dont la netion
renferme un (ejer pardicelier. Elle peat e com-
Igoféc » ou de parties co-exiflanies, ou do paries
ucceflives ; & fows cene idée elle renforms deux
elpéces , U'dtendus & le tems. Voyeg ETCNLUL

Trus.

'Y a propremunt que ces deux efplices de
deurs 5 toutss les autres s’y rapporeene diree-
tonent ou indiredlument. L'érzndue eflt une proe-
dear dont les parries exiffent on nilme toms g lo
tans une geandour done les partics exiftent ine
aprés aucre.

Lag-andmur sappelie anfli guantied ; veyeg Quane
TITE 5 & ous certe idle, on powt dive que Ja grax
denr abilraie répond a la quantiid difereese , & la
g andeur congrée  la quasricé coainue, Poyep Dise
eRET & CONTINU.

La grandewr & fes proprideds fone objer des
Marhémariques , ce qui fera explizué plus au long
4 latécle MaTwuistatigues.

Sur la gramdear apparents dos objets , voyeg fes
mas OPTIQUE & 'V Islon. (@)

GRAPHOMETRE , [ m. ( Géom. praz. } nom
que plufizurs awteurs donent & un inftrament de
mihiémani jues , appelié plus communémen: demi-
cercle,

Ce mot vient d2 denx mots grees, 19w, f'ééris,
& patia, mefure ; apparemment parce cue ey divie
fions de deards qui foar lur eor inflrnierer o

pinfidi~z, pordoizia mefure dis &
obleive pas foa taven,

s
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