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RESUMO

A modelagem e simulacgéo sdo ferramentas preciosas na engenharia, permitindo a compreensédo
do funcionamento de muitos processos fisicos do mundo real e consequentemente a previsao
com precisdo do que possa acontecer sob condigOes adversas de operacdo. Atualmente
complexidade dos modelos matematicos para retratar a realidade do mundo esta cada vez maior,
seja na engenharia, na medicina, nas previsdes de clima e em varias outras areas do
conhecimento. Neste contexto, a reducdo de ordem esta sendo cada vez mais utilizada nas
resolucdes de simulacfes em vérias areas da engenharia e da ciéncia. Os problemas atuais fazem
uso de muito mais variaveis e algoritmos mais complexos que ha pouco tempo atrés. Uma das
solugdes possiveis esta na reducdo criteriosa dos modelos como estratégia para baratear o
processamento e o custo computacional do problema em geral mantendo-se um nivel de
precisdo aceitavel para os resultados esperados do modelo de simulagdo. Alia-se a isso o grande
aumento de poder de processamento dos computadores e a evolugdo de algoritmos numéricos
nas solucbes de sistemas lineares e nao-lineares, que com o auxilio de técnicas como a de
reducdo de ordem problemas que ha poucas décadas ndo se sonhava em resolver hoje podem
ser resolvidos de maneira rapida e precisa. Este trabalho abordara duas técnicas de reducdo de
ordem aplicadas as equacdes diferenciais que descrevem o fendmeno de fluxo transiente em
meios porosos. Essas técnicas serdo comparadas com 0s métodos convencionais de simulacao,
a fim de demonstrar a eficacia das abordagens de reducdo de ordem no contexto do sistema
fisico em questdo. Em todas as formulagdes apresentadas para os métodos propostos, optou-se
por empregar o método dos elementos finitos para a discretizacdo espacial das equacgdes de
fluxo. Os métodos empregados compreenderam o particionamento, baseado no método estatico
de Guyan, e a abordagem de superposicdo modal. Ambas essas técnicas demandaram uma
adaptacdo cuidadosa para serem aplicadas ao sistema em analise. Além das adaptagdes exigidas
para os métodos do trabalho, foram utilizadas manipula¢cdes matematicas em ambos 0s métodos
com o intuito de potencializar as reducdes de ordem. Para 0 método de particionamento foi
utilizado a concentragdo das massas para nos especificos das malhas, proporcionando, dessa
maneira, uma maior reducdo de ordem, proporcionando assim impacto notavel na melhoria do
processamento e na eficiéncia geral do método. Para a abordagem do método de superposicao
modal, além da adaptacdo do método para se adequar ao escopo do trabalho, utilizou-se uma
adaptacdo para aumentar a reducdo de ordem com a manipulacdo dos modos de autovalores.
Como resultado, a ordem do sistema simulado foi ainda mais substancialmente reduzida,

contribuindo para a otimizacdo do processo. Através de derivativos matematicos elaborados,



alcancou-se algoritmos refinados, que foram entéo incorporados ao ambiente de programacao
MATLAB. Utilizando os métodos selecionados no trabalho e suas derivacdes devidamente
testadas, utilizou-se de cenarios ficticios para gerar os resultados. O primeiro teste foi
desenvolvido par a aplicacdo envolvendo uma simulacdo de estaca prancha, uma situacao
comum nas intervengdes da industria da construgdo civil. Essa simulacéo foi realizada em um
ambiente bidimensional (2D). A medida que avancamos na pesquisa do método de
particionamento, optou-se por emprega-lo em um contexto tridimensional (3D), utilizando um
aquifero como caso de teste. Essa escolha permitiu uma visualizacdo mais precisa dos
resultados do particionamento do dominio e a avaliagdo da sua continuidade ao longo do tempo
de andlise. Para explorar a técnica de superposicdo modal, selecionou-se um aquifero mais
realista, incorporando uma camada de aquitardo com menor permeabilidade. Essa adicéo
proporcionou maior desafio ao fluxo do fluido através das diferentes regides do aquifero,
provocando alteracBes no comportamento do sistema. Gerando resultados satisfatorio para
atender ao principal objetivo, que era a redugdo do custo computacional. Esse trabalho
desempenha um papel fundamental ao disponibilizar ferramentas eficazes, implementados no
software MATLAB, para a analise das modelagens propostas, oferecendo assim contribuicdes

valiosas no campo em questéo.

Palavras-chave: reducdo de ordem; elementos finitos; particionamento; superposi¢cdo modal,

fluxo transiente em aquiferos.



ABSTRACT

Modeling and simulation are valuable tools in engineering, allowing for an understanding of the
operation of many real-world physical processes and consequently accurate prediction of potential
outcomes under adverse operating conditions. Currently, the complexity of mathematical models to
depict the reality of the world is increasing, whether in engineering, medicine, weather forecasting, or
various other fields of knowledge. In this context, model order reduction is increasingly being used in
simulation resolutions across multiple engineering and scientific domains. Present-day problems
involve more variables and more complex algorithms than they did just a short while ago. One possible
solution lies in the judicious reduction of models as a strategy to streamline processing and
computational costs of the problem in general, while maintaining an acceptable level of accuracy for the
expected simulation outcomes. This is combined with the significant increase in computer processing
power and the evolution of numerical algorithms in solving linear and nonlinear systems. With the aid
of techniques like model order reduction, problems that were once considered unsolvable just a few
decades ago can now be solved quickly and accurately. This work will address two model order
reduction techniques applied to the differential equations describing the transient flow phenomenon in
porous media. These techniques will be compared with conventional simulation methods to demonstrate
the effectiveness of model order reduction approaches in the context of the specific physical system. In
all the formulations presented for the proposed methods, the finite element method was chosen for
spatial discretization of the flow equations. The employed methods encompassed partitioning, based on
Guyan's static condensation method, and the modal superposition approach. Both of these techniques
required careful adaptation to be applied to the analyzed system. In addition to the adaptations required
for the methods, mathematical manipulations were used in both methods to enhance the model order
reductions. For the partitioning method, mass concentration was used for specific nodes in the meshes,
resulting in a greater reduction of order, thus significantly improving processing efficiency. For the
modal superposition method, in addition to adapting the method to fit the scope of the work, an
adaptation was used to further enhance the model order reduction by manipulating the eigenvalue
modes. As a result, the order of the simulated system was substantially reduced, contributing to process
optimization. Through developed mathematical derivatives, refined algorithms were achieved and
incorporated into the MATLAB programming environment. Using the selected methods and their duly
tested derivations, fictitious scenarios were employed to generate results. The first test involved a
simulation of a sheet pile application, a common situation in the construction industry interventions.
This simulation was conducted in a two-dimensional (2D) environment. As the research progressed into
the partitioning method, it was employed in a three-dimensional (3D) context, using an aquifer as a test
case. This choice provided a more accurate visualization of the domain partitioning results and an
assessment of its continuity over the analysis time. To explore the modal superposition technique, a

more realistic aquifer was selected, incorporating a less permeable aquitard layer. This addition posed a



greater challenge to fluid flow through different aquifer regions, leading to changes in system behavior.
Satisfactory results were generated to meet the main objective of reducing computational costs. This
work plays a fundamental role by providing effective tools implemented in the MATLAB software for

the analysis of the proposed models, thus offering valuable contributions in the relevant field.

Keywords: order reduction; finite elements; partitioning; modal overlay; transient flow in

aquifers.
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1 INTRODUCAO E OBJETIVOS

Os estudos sobre recursos naturais para o sustento da raca humana sempre foram e seréo
uma fonte inesgotavel de pesquisa. Este trabalho concentrou-se na apresentacdo de uma
proposta destinada a aprimorar os métodos numéricos empregados na simulacdo de
reservatorios subterraneos de agua, amplamente conhecidos como aquiferos, por meio da
abordagem de técnicas de reducdo de ordem. O aquifero é uma fonte natural de abastecimento
de agua, que exige cada vez mais estudos, principalmente pela falta de visdo muitas vezes adota
por quem utiliza-se deles, considerando-o uma fonte de recursos ilimitada. Esses recursos estdo
em incessante aumento de demanda, causada pelo mau uso geral das fontes de agua potavel
disponiveis em cidades e pelo crescimento da populacdo. A edicdo de 2018 do Relatoério sobre
o Desenvolvimento da Agua das Nagbes Unidas afirmou que quase 6 bilhdes de pessoas
sofrerdo de escassez de agua potavel até 2050. Isto é o resultado do aumento da procura de
agua, da reducdo dos recursos hidricos e do aumento da poluicdo da agua, impulsionada por
problemas dramaticos do crescimento populacional e econdmico. (BORETTI e ROSA, 2019).
Segundo a publicagdo (WORLD WATER ASSESSMENT PROGRAMME (NATIONS
UNIES), 2018) o uso global de 4gua aumentou seis vezes nos ultimos 100 anos. Isto acarreta
numa necessidade de um gerenciamento cada vez mais apurado destes recursos finitos.

Figura 1 - Figura esquematlca de Pogo Artesiano
R r/-f/ ST~
/ / ;\

/

POCO

SOLO

A exploracdo dos aquiferos se da por meio de perfuracbes de pogos no solo, com o
objetivo de alcancar essas importantes fontes subterraneas de agua, que sdo conhecidas como
pocos artesianos. Essa pratica € amplamente adotada e conta com registros histdricos que a
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perfuracdo de pogos profundos com varas de bambu teve inicio em cerca de 5.000 a.c na China
(MANZIONE, 2015)

Mas a etimologia da palavra artesiano se tem algumas vertentes que dizem que foi
proveniente da cidade grega Artesd, onde se perfuravam pocos para a captacao de agua, e outra
que foi proveniente do condado de Artois da Franga no século XII que segundo a crenca tenha
sido o primeiro poco de &guas sem a necessidade de bombeamento. N&o se tendo informacdes
oficiais de onde se foi a primeira vez que a raca humana utilizou deste tipo de obra para que se
pudesse obter &gua. (MANZIONE, 2015)

Bear (BEAR, 1972) define um aquifero como sendo uma formagdo geoldgica que
contém agua, e permite que quantidades significativas desta se movam através de seus poros,

ou seja, € um reservatorio constituido por um meio poroso de onde se extrai a &gua subterranea.

Figura 2 -Aquifero Guarani um dos maiores aquiferos sendo sua extensdo internacional
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O aquifero é fundamental para o suprimento hidrico de varias regides do planeta. A
extragdo adicional de 4gua de um aquifero deve ser conduzida a partir de estudos hidroldgicos

que caracterizam variaveis muitas vezes associadas a um alto grau de incerteza, como as
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distribuicGes de porosidade e permeabilidade e a recarga do aquifero, esta Ultima diretamente
responsavel por sua sustentabilidade.

No ambito global do nosso planeta Terra, a quantidade de agua presente, tanto na
superficie quanto abaixo da camada do solo, mantém-se essencialmente constante. Embora uma
pequena quantidade de vapor de agua, que se encontra em suspensdo, possa eventualmente
dissipar-se no espago, constantemente surgem novas reservas de &gua devido as interacGes
quimicas que perpetuamente ocorrem em nosso cenario planetario (DELLEUR, 1999).

De acordo com Maidment (MAIDMENT, 1993), que conduziu uma analise do balango
global de 4gua com base nos dados da UNESCO, as reservas de dgua doce no mundo totalizam
10,53 milhdes de quilémetros cubicos em aguas subterraneas, 91.000 quilémetros cubicos em
lagos e 2.120 quilémetros cubicos em rios (todos, portanto, considerados utilizaveis). Isso
significa que as aguas subterraneas representam 99% de toda a agua doce disponivel na Terra,
pronta para consumo (DELLEUR, 1999).

Segundo Castilho-Barbosa et al. (CASTILHO-BARBOSA, CARVALHO, et al., 2020),
as aguas subterraneas sdo fundamentais para manutencao da vida no planeta: fazem parte dos
ecossistemas e mantém a descarga de rios, lagos, mangues e pantanos.

Estima-se que a disponibilidade de dgua subterrnea no Brasil seja em torno de 14.650
m3/s e, da mesma forma como ocorre com as aguas superficiais, sua distribuicao pelo territorio
nacional ndo é uniforme e as caracteristicas hidrogeologicas e produtividade dos aquiferos séo
variaveis, ocorrendo regides de escassez e outras com relativa abundancia. (AGENCIA
NACIONAL DE AGUAS E SANEAMENTO BASICO - ANA, 2020).

A estimativa mais recente contabilizou cerca de 2,4 milhGes de pogos no Brasil, sendo
que destes em 2020 apenas 326 mil pocos estdo registrados no Sistema de Informacdes de
Aguas Subterraneas (SIAGAS) da Companhia de Pesquisa de Recursos Minerais (CPRM).
(AGENCIA NACIONAL DE AGUAS E SANEAMENTO BASICO - ANA, 2020).

No contexto especifico do Brasil, ainda ndo se observa uma abordagem adequada em
relacdo aos seus aquiferos, na publicacdo de 2020 da propria ANA alerta que o monitoramento
das aguas subterraneas brasileiras ainda é muito incipiente (AGENCIA NACIONAL DE
AGUAS E SANEAMENTO BASICO - ANA, 2020). Isso é particularmente evidente devido
ao clima tropical do pais, que apresenta um indice pluviométrico substancial, somado a
abundancia de aguas superficiais, especialmente nas areas de maior desenvolvimento
econdmico. Esse cenario resulta em uma subestimacdo da importancia dos aquiferos como

fontes de abastecimento hidrico.
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A possivel falta de atencdo concedida a esse tema pode ser atribuida & natureza ndo
aparente dos aquiferos, em contraste com rios e lagos que sdo elementos visiveis. Essa
invisibilidade contribui para subestimar a verdadeira extensdo do potencial dessas reservas
subterraneas de agua.

No caso particular dos aquiferos da capital do estado de Pernambuco, 0 municipio do
Recife, que com as varias faltas de abastecimento de &gua pelo racionamento imposto pela falta
de abastecimento , a populacéo recorreu a utilizacdo de pogos para o abastecimento (LUNA,
GARNES, et al., 2017). Em estudos de acompanhamento dos aquiferos na Regido
Metropolitana do Recife em um poco no bairro de Boa Viagem, pertencente ao aquifero do
Cabo, de janeiro de 1992 até dezembro de 2005, Montenegro et al (MONTENEGRO, CABRAL
e PAIVA, 2009) constatou um declinio da carga hidraulica de 59,61 metros, causada pelo
excesso de explotacéo.

Segundo Oliveira (OLIVEIRA, KOIDE, et al., 2019), os impactos causados com a falta
de uma gestdo hidrica em ambientes urbanos vém dificultando a manutencdo do ciclo
hidrolégico, causando prejuizos as populagdes, principalmente durante picos climaticos. Um
planejamento urbanistico € fundamental para que se leve em conta a necessidade de melhor
infiltracdo no solo para a recarga do aquifero e a diminuicdo de enchentes nas cidades, que
causam danos aos mananciais, rios e lagos. O problema de gestdo ndo é s6 ao urbanistico,
provocado pelo crescimento desgovernado das cidades. As tecnologias construtivas, com a
necessidade de compactacdo e impermeabilizacdes generalizadas também contribuem com o
problema, afetando diretamente o ciclo hidrolégico e provocando a falta de recarga dos
aquiferos e consequentemente provocando escassez de muitos rios, corregos e mananciais,
conforme mostrado na Figura 3.

Figura 3 - Relagdo entre Rios e Aquiferos
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Fonte: (AGENCIA NACIONAL DE AGUAS E SANEAMENTO BASICO - ANA, 2020)
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Segundo (GUEDES, DE ARAUJO e DE ANDRADE, 2021) em publicacbes da ONU
sobre desastres naturais, o0 alagamento € o principal motivo de maiores perdas em todo o mundo,
correspondendo a mais de 44% de todos os desastres naturais registrados entre 2000 e 2019.

Os efeitos da falta de gestdo com a extracdo intensa de aquiferos pode provocar a
subsidéncia do subsolo em regifes de elevada redugdo de carga hidraulica, uma vez que a
despressurizacdo do meio poroso leva ao aumento das tensdes efetivas de compresséo e a sua
consequente reducdo de volume. Também em regides costeiras a salinidade da agua dos
aquiferos pode aumentar pela influéncia das dguas dos oceanos, fenébmeno conhecido como
intrusdo salina (CARY, PETELET-GIRAUD, et al., 2015) (LUNA, GARNES, et al., 2017).

Na atualidade, observamos uma crescente preocupagdo com os aquiferos, motivando
uma extensa gama de estudos voltados a abordar os desafios que assolam muitas regides do
mundo (AGENCIA NACIONAL DE AGUAS E SANEAMENTO BASICO - ANA, 2020)
(BORETTI e ROSA, 2019) (GONG, PAN, et al., 2018) (LUNA, GARNES, et al., 2017).Diante
dessa necessidade imperiosa de transformacdo, torna-se essencial reavaliar os paradigmas que
regem ndo apenas a execucdo de obras civis, mas também o manejo das areas urbanas.

Uma revolucao significativa deve permear a forma como tradicionalmente se conduzem
as atividades construtivas e de planejamento urbano. Desde a infraestrutura de drenagem até a
concepgdo das edificacbes, é inegdvel a prevaléncia de praticas que culminam na
impermeabilizacdo extensiva do solo, obstaculizando a recarga dos aquiferos e dificultando a
penetracdo natural da agua.

A solucgdo alternativa a essa forma de construgdo tradicional é partir para técnicas
compensatérias de controle de drenagem e evoluindo para a técnica de Desenvolvimento de
Baixo Impacto (LID - Low Impact Development) onde tem uma abordagem da gestéo pluvial
com uma pegada mais ecoldgica, favorecendo o menor impacto e utilizando-se da natureza para
ser a infraestrutura de drenagem das chuvas. (GUEDES, DE ARAUJO e DE ANDRADE,
2021).

Diante desse cenario, surge uma alternativa sensata e progressista: a adocdo de
abordagens compensatdrias para o controle da drenagem, evoluindo gradualmente para a
aplicacdo da filosofia de Desenvolvimento de Baixo Impacto (LID - Low Impact
Development). Esta abordagem pressupde uma gestdo pluvial mais ecologica, embasada em
principios que visam minimizar os impactos ambientais. (UNIVERSITY OF ARKANSAS
COMMUNITY DESIGN CENTER, 2010).

Onde corroborando com o que foi dito acima, os pontos relevantes para a gestdo de

aguas subterraneas sdo obras que facilitem a infiltracdo (recarga) para os aquiferos e a
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verificacdo de pontos de baixa pressdo nos aquiferos uma vez que poderdo provocar possiveis
subsidéncias, intrusdo salina e outros tipos de contaminagéo dos aquiferos. Com essas medidas
se contribui para a qualidade da &gua a ser consumida assim como a integridade do aquifero. A
gestdo de um aquifero com base de um balanco de massas, incluindo recarga e explotagéo,
permitird a tomada de decisGes mais seguras e realisticas. Segundo Khadri e Pande (KHADRI
e PANDE, 2016), os modelos computacionais de aguas subterraneas desempenham um papel
importante no gerenciamento dos recursos hidricos e na previsdo dos efeitos das medidas
gerenciaveis.

Com uma ferramenta computacional de simulagdo de fluxo transiente em meio poroso
pode-se acompanhar o desempenho do aquifero e assim detectar antecipadamente os efeitos
causados pela reducdo da recarga, ou explotacdo excessiva.

A simulacdo numérica computacional se tornou uma importante ferramenta para
resolver problemas fisicos da natureza e da atividade humana, contribuindo para a ajuda da
solucdo em varios processos de pesquisa em geral e aplicagdes industriais. Segundo Schilders
et al. (SCHILDERS, VAN DER VORST e ROMMES, 2008), a simula¢do tornou-se o terceiro
ramo do conhecimento, baseado em que eram divididos anteriormente sé nos conhecimentos
tedricos e experimentais (reais).

Com a crescente demanda por uma simulagdo mais realistica de problemas fisicos
complexos, vem-se exigindo cada vez mais da capacidade computacional onde os estudos
matematicos e da ciéncia da computacdo tem sido cada dia mais intenso.

Segundo Zu-QingQu (ZU-QING QU, 2004), embora a velocidade do computador e a
capacidade de memoria continuem dobrando a cada 18 meses (Lei de Moore Figura 4), 0
fendmeno de que a demanda de armazenamento e velocidade do computador sempre excedera
as capacidades existentes tem sido consistentemente demonstrado na analise de elementos
finitos durante o ultimo meio século. Supercomputadores modernos, por exemplo, sdo capazes
de resolver problemas envolvendo mais de 1.000.000 de equag¢des com 1.000.000 de incognitas,
mas ainda ndo séo suficientes para satisfazer as necessidades de alguns engenheiros. Além
disso, é importante destacar que 0s supercomputadores mais recentes geralmente ndo estdo
acessiveis a maioria dos pesquisadores e engenheiros. Nesse contexto, é fundamental ressaltar
gue a competéncia nas técnicas computacionais € tdo crucial quanto a capacidade do hardware
do computador. 1sso ocorre porque o0 uso de técnicas eficientes pode resultar em significativas
reducdes no consumo de armazenamento e no tempo de processamento, tornando a otimizagédo

uma das principais metas de pesquisa no campo da simulagéo e modelagem.
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A aceleracgdo alcangada combinada pelos processadores e os algoritmos matematicos €
enorme e permitiu & ciéncia computacional dar grandes passos a frente. A constante evolugéo
computacional de elevar o poder de processamento, com processadores cada vez mais velozes,
com a utilizacdo de placas de videos como auxiliares de processamento e 0 armazenamento
com cada vez mais espaco e rapidez de troca de informac0es, aliado a queda de precos destes
equipamentos. Tudo isso nos leva a um novo cenario computacional onde muitos problemas
que as pessoas ndo sonhavam em resolver ha duas décadas agora séo resolvidos rotineiramente
(SCHILDERS, VAN DER VORST e ROMMES, 2008), conforme a figura abaixo:

Figura 4-Evolucdo dos processadores segundo a Lei de Moore e a dos algoritmos matematicos
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Fonte: SCHILDERS et al (2008)

Segundo Quarteroni (QUARTERONI e ROZZA, 2014), a crescente complexidade dos
modelos matematicos utilizados para prever sistemas do mundo real, como o clima ou o sistema
cardiovascular humano, exige o desenvolvimento de estratégias de reducdo de modelos, que
sdo algoritmos computacionais mais baratos que ainda capturam com precisao as caracteristicas
mais importantes dos fendmenos sendo modelados.

Mas, mesmo assim, ainda hoje muitos problemas em ciéncia e engenharia permanecem
intrataveis, apesar dos impressionantes progressos alcancados em modelagem mecanica,
analise numérica, técnicas de discretizacdo e ciéncia da computacdo durante a Gltima década,
devido a sua complexidade numérica ou as restricdes impostas por diferentes requisitos (tempo
real, por exemplo) os tornam inacessiveis para as tecnologias atuais (CHINESTA, LADEVEZE
e CUETO, 2011).

Este trabalho apresenta ferramentas numéricas integradas em cddigos computacionais
desenvolvidos em Matlab, permitindo a realizacdo de estudos na &rea de aquiferos. Essas ferramentas
possibilitam a analise do comportamento dos aquiferos em resposta as diversas mudancgas que podem
ocorrer devido a fatores como hidrologia, clima e atividades humanas nas regifes de interesse. Em outras
palavras, essas ferramentas viabilizam a avaliagdo das condic¢Bes hidrologicas em uma determinada

regido, exigindo a integracdo de dados relacionados a precipitacdo, uso do solo, caracteristicas
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geoldgicas, porosidade e permeabilidade das formacdes rochosas e a distribuicdo das formacoes
aquiferas (MANZIONE, 2015).

O foco principal das ferramentas huméricas desenvolvidas neste trabalho é a criacdo de métodos
de reducdo de ordem para resolver sistemas de fluxo transiente em meios porosos. Em tais cendrios,
modelos de ordem reduzida podem produzir solucBes aproximadas mais rapidamente, desde que sejam
projetados de forma adequada (BAO, GILDIN, et al., 2019). A reducdo de ordem é um conceito de
aproximacao que ganhou destaque nos Ultimos anos e pode ser especialmente Gtil em problemas que
envolvem fisica complexa e/ou dominios extensos.

Este trabalho descreve dois métodos de reducdo de ordem. O primeiro método € baseado no
particionamento de matrizes, conforme proposto por Guyan (GUYAN, 1965). Embora seja amplamente
conhecido para sistemas de equacOes estacionarias devido a sua capacidade de fornecer solugdes exatas,
foi necessario adapté-lo para lidar com sistemas de equac6es de fluxo dindmicos. Além das adaptacoes
necessarias para tornar o método aplicvel a esses sistemas dindmicos, foram introduzidas outras
abordagens para aprimorar a redugdo das matrizes. Para o caso do particionamento utilizou-se um
método de concentracdo de massa nas regides dos contornos, reduzindo a influéncia dos graus de
liberdade internos do particionamento.

O segundo método de redugéo deste trabalho € uma abordagem numérica baseada na anélise de
superposicdo modal. Inicialmente, recorreu-se ao método dos elementos finitos para auxiliar na
montagem das matrizes e, em seguida, empregou-se 0 método matematico da superposi¢do modal para
resolver o fluxo transiente em meios porosos no dominio em questdo. A vantagem desse método reside
na possibilidade de reutilizar as propriedades da matriz global do método dos elementos finitos em
problemas transientes, considerando diferentes condicdes de funcionamento do aquifero, como recargas
distribuidas e taxas de extracdo de pogos. Isso permite uma resolucdo computacionalmente mais
eficiente do problema numérico. Essa ferramenta pode ser especialmente Util em estudos que envolvem
a quantificacdo de incertezas, o ajuste de historicos e a otimizacao da producgdo de agua em aquiferos,
visto que essas analises frequentemente demandam um grande ndmero de simulagdes numéricas, que
podem ser computacionalmente dispendiosas, para modelar o fluxo de 4gua em aquiferos.

Todos os cédigos foram criados ao longo do processo de pesquisa, a medida que se foi
desenvolvendo e aprimorando os métodos numéricos estudados. O desenvolvimento desses cddigos

representou uma contribuicao significativa do nosso grupo de pesquisa no Laboratorio LMCG.
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2 RESERVATORIO DE AGUA SUBTERRANEA

Conforme destacado no relatorio do Programa de Avaliacdo Mundial da Agua das
Nacdes Unidas (WWAP), a demanda global por &gua estd em constante crescimento,
registrando uma taxa de aumento de aproximadamente 1% ao ano. Esse fendémeno é
impulsionado pelo crescimento populacional, desenvolvimento econdbmico e mudangas nos
padrdes de consumo, entre outros fatores, e a tendéncia é que esse aumento significativo persista
ao longo das proximas duas décadas (WORLD WATER ASSESSMENT PROGRAMME
(NATIONS UNIES), 2018).

Diante desse cenario, € imperativo reconhecer a importancia critica das novas fontes de
agua para a sobrevivéncia futura do nosso planeta, bem como para sua sustentabilidade como
fonte vital de subsisténcia. Nesse contexto, a pesquisa e 0 estudo de reservatdrios subterraneos
desempenham um papel fundamental. Essa investigacdo é essencial para o planejamento
adequado, visando assegurar a continuidade do acesso a &gua e a preservagao de n0ssos recursos
hidricos subterraneos de forma sustentavel. Segundo Freeze e Cherry (FREEZE e CHERRY,
1979) as aguas subterraneas sdo mais que um recurso natural, elas sdo um aspecto importante
do ambiente natural; ela leva a problemas ambientais e, em alguns casos, pode oferecer um
meio para solucGes ambientais. Elas fazem parte do ciclo hidroloégico (Figura 5), € uma
compreensdo de seu papel nesse ciclo é obrigatéria para analises integradas serem promovidas
na consideracdo dos recursos da bacia hidrografica e na avaliacdo regional da contaminacédo
ambiental. Em um contexto de engenharia, a dgua subterranea contribui para problemas
geotécnicos, como estabilidade de encostas e subsidéncia do solo.

Freeze e Cherry (FREEZE e CHERRY, 1979) descrevem ainda que a analise da agua
subterranea também é um dos elementos para a compreensdo de uma ampla variedade de
processos geoldgicos, como a geracdo de terremotos, a migracdo e o acimulo de petréleo e a
génese de certos tipos de depdsitos de minério, tipos de solo e formas de relevo. Sendo este um
campo de estudo interdisciplinar que ha interacdes de profissionais como gedlogo, hidrélogo,
engenheiro agricola, engenheiro florestal, geografico, ecologista, engenheiro geotécnico,
engenheiro de minas, engenheiro sanitarista, engenheiro de reservatério de petréleo, dentre
outros. (FREEZE e CHERRY, 1979).

O Bear (1987) alerta que ha dois tipos principais de problemas de previsao relacionados
ao gerenciamento dos reservatérios subterraneos. O primeiro é a previsdo do nivel
piezométrico, j& que este € a varidvel chave para a realizagdo do balaco de massas, que relaciona

0 que € retirado e 0 que se entra no reservatorio. O segundo diz respeito a qualidade da agua e
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suas mudancas de composicdo, que podem ser de causas humanas e naturais. Em suma, o
planejamento de explotacdo de um aquifero esta integrado ao ciclo hidrolégico e tem como
parametros a quantidade e qualidade da agua que se pode extrair. (BEAR e VERRUNT, 1987).

As formacGes onde se encontram depositos de aguas em subsuperficie sdo chamados de
reservatorios de aguas subterraneas. Esses reservatorios, em sua maioria, sdo formacdes
geoldgicas (calcérios e arenitos) depositadas em camadas por processos de sedimentagdo ao

longo do tempo, formando assim uma rede de poros e fraturas que armazenam o fluido.

Figura 5 - Representacdo esquematica do ciclo hidrolégico: E - Evaporagdo; ET- evapotranspiracao; |
- infiltracdo; R - escoamento superficial
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Como ja foi dito anteriormente, para o tratamento eficaz do reservatério subterraneo
necessita-se de equipe multidisciplinar para que se possa entender e atuar nas varias fases do
gerenciamento. Como o reservatorio subterraneo € constituido por formacdes geoldgicas e que
Bear e Verruijt (BEAR e VERRUWNT, 1987) nomeou em aquifero, aquiclude, aquifugo e
aquitardo. A formacéo onde o fluido permeia pelos vazios da rocha e consegue ser aproveitada,
é denominada de aquifero. Quando ha uma quantidade apreciavel de fluido, mas a formacédo é
impermedvel, tem-se 0 aquiclude. J& quando uma formacdo que ndo tem fluido e também é
impermeéavel, é denominada de aquifugo. Uma formag&o que baixa permeabilidade € chamada
de aquitardo. (BEAR e VERRUNT, 1987).

A classificagdo do aquifero pode ser de trés maneiras distintas. Uma classificagéo
geoldgica do reservatdrio, que classifica quanto a caracteristica de armazenamento de fluido.
Uma outra classificagdo pelo tipo de formacdo geoldgica, que pode diferenciar o tipo de

reservatorio quanto sua porosidade, diferenciando a geometria dos poros e até mesmo se podem
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ser fraturados ou cérsticos. E outra classificacdo quanto ao tipo de aquifero ele pode ser, sendo
sua classificacgao por sua localizagdo nas formagdes rochosas.

Manzione deixa claro que qualquer formacao suficientemente porosa e permeavel pode
constituir um aquifero. E que as formacoes de aquiferos ocorrem tanto em rochas consolidadas
como em formagdes sedimentares ndo consolidadas. Para que se tenha uma ideia, 95% das
rochas crustais sdo igneas, que sdo rochas formadas pelo resfriamento e consolidacdo do
magma, e 5 % sedimentares, que séo rochas formadas a partir dos sedimentos de rochas pré-
existentes. Das sedimentares, 80% s&o folhelhos, 15% arenitos e 5% carbonatos,
aproximadamente. (MANZIONE, 2015) Mostrando que as diversas classificagbes séo
pertinentes para que se possa classificar o aquifero mediante os diferentes tipos de formacdes e
qgue cada uma pode determinar caracteristicas diferentes para 0 armazenamento e
consequentemente para seu escoamento.

Na classificagdo geoldgica quanto a geometria e processo de formacdo dos poros, 0s
aquiferos podem ser classificados em poroso, fraturados e carsticos. Nos porosos a 4gua circula
por uma rede de poros conectados tendo como fronteira a matriz rochosa. Nos fraturados, a
agua circula por uma rede fraturas que podem conferir ao aquifero grande capacidade de
armazenamento (porosidade) e transmissdo (permeabilidade) de fluidos. Nestes tipos de
reservatorios a abertura das fraturas e o grau de conectividade entre elas sdo variaveis
fundamentais a serem caracterizadas. Nos reservatorios carsticos, a dgua circula pelas aberturas
ou macro cavidades causadas pelas dissolu¢fes da matriz rochosa, principalmente nos calcérios.
Nestes reservatorios os cartes podem estar conectados por fraturas, formando verdadeiros tubos
e canais de fluxo. (MANZIONE, 2015).

Para classificacdo quanto a localizacdo do aquifero existem os tipos de aquiferos
confinados, os aquiferos livres, os aquiferos semiconfinados, os aquiferos suspensos e 0s
aquiferos costeiros. O aquifero confinado é o que tem seus limites superiores e inferiores
formados por rochas impermedaveis, sendo pressurizados e eventualmente causando
artesianismo nos pogos que dele extraem éagua. O aquifero livre (também conhecido como
fredtico ou ndo confinado) sdo de formacdo geoldgicas superficiais onde o lencol freatico
apresenta-se como limite superior. O aquifero semiconfinado € o que se encontra em uma
situacdo intermediaria entre um aquifero confinado e um livre. O aquifero suspenso é o que tem
sua formagdo em uma camada impermedavel, de extensdo limitada, situada entre a superficie
freatica e a superficie. O aquifero costeiro é o que tem sua proximidade com o oceano ou lagos
salgados. (BEAR e VERRUNT, 1987) (MANZIONE, 2015).
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A Figura 6 ilustra um aquifero como um reservatério poroso contendo a agua como
fluido de armazenamento. Os aquiferos tém uma capacidade de armazenar uma grande
quantidade de agua, mas , numa escala microscépica, o fluxo tortuoso através dos poros e
fraturas da rocha acarreta em grande perda de carga e faz com que a velocidade de percolacéo
seja baixa. (MANZIONE, 2015).

Figura 6 - Desenho esquematico de um aquifero
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Fonte: (GUEDES, DE ARAUJO e DE ANDRADE, 2021)

Coussy (COUSSY, 2004) advoga que o0 meio poroso pode ser tratado como a
sobreposicao de dois continuos, sendo um a matriz solida e o outro o fluido contido nos poros
da rocha. A Figura 7 representa esquematicamente um meios poroso saturado de agua, como €
0 caso dos aquiferos. Além da atuacdo da poro-pressao, o aquifero também esté sujeito a tensdes
geostaticas devido ao peso préprio de todas as camadas rochosas da profundidade onde se
encontra o aquifero até a superficie do terreno (GUEDES, DE ARAUJO e DE ANDRADE,
2021). Estas tensdes, normais e cisalhantes, atuam tridimensionalmente em todas dire¢des do
espaco tridimensional e podem variar e deformar a rocha quando héa variacdo no estado de
tensbes efetivas (tensdes totais menos poro-pressdes) devido a producdo de fluidos. Tais
deformacdes podem alterar as porosidade e permeabilidade da rocha, que sdo as variaveis de
interesse do presente estudo, afetando o regime de fluxo no aquifero.

Figura 7 - Efeito poro presséo sobre a matriz porosa do aquifero

! ! Esqueleto do meio poroso

G\
No caso particular da extragdo de dgua dos aquiferos, tem-se reducéo da poro-presséo e

0 consequente aumento das tensdes efetiva, que comprimem as rochas causando diminui¢édo em
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sua porosidade. Este efeito pode levar & compactacdo do reservatorio, que € uma diminuicéo de
seu volume, e levar a subsidéncia da superficie do terreno. Em alguns casos, subsidéncia da
superficie serve como uma restricdo para a retirada de agua do aquifero. Segundo (BEAR e
VERRUNT, 1987) regides muito conhecidas pela subsidéncia, causadas pelo bombeamento
dos aquiferos, sdo Joaquin Valley (California), Cidade do Meéxico (México), Bangkok
(Tailandia) e Veneza (Itélia).

Caso de regides com ocorréncias de subsidéncia pela explotacdo dos aquiferos foram
noticiados desde 1920 na China, gerando acidentes em algumas areas (GUO, ZHANG, et al.,
2015). O estudo de Ye et al (S, XUE Y e YAN X, 2016) indica areas com subsidéncia de 20
mm por ano. Segundo Gong et al (GONG, PAN, et al., 2018), na provincia de Hebei, a
subsidéncia total chega a 3 m, sendo a mais grave do Norte da China.

Segundo o estudo de Modoni (MODONI, DARINI, et al., 2013) na regido da Bologna
(Italia) o excesso de explotacdo de aquiferos também causa subsidéncia, que em algumas
regibes podem chegar a 4 m de recalque. O qual, em seu estudo sobre a regido da Bologna
(Italia), adverte que as medidas para conter as subsidéncias na regido devem ser encontradas
em politicas particularmente preocupadas com a protecdo das fontes de agua subterranea ou
com a satisfacdo da demanda da populacdo e, portanto, muito mais focadas nas questfes
hidrolégicas, hidrogeoldgicas e hidraulicas do que nas consequéncias mecanicas da extragdo da
agua subterranea. A subsidéncia é, portanto, considerada apenas quando a deformacéo se torna
evidente e seus efeitos passam a interagir com as atividades humanas. Devido a essa percepcao
tardia, as medicGes sdo frequentemente incompletas e os estudos raramente chegam além das
descricdes qualitativas, enquanto a quantificacdo dos mecanismos que ocorrem nas diferentes
partes do subsolo seria de suma importancia para gerenciar de forma abrangente a exploracédo
das aguas subterraneas e o uso do territério. (MODONI, DARINI, et al., 2013).

Em um estudo para se avaliar o custo ambientais causados pelo excesso de explotacédo
de &guas subterréneas feita por (LV, LING, et al., 2019) constatou se que no aquifero de
Zhengzhou na provincia de Henan na China central, teve se uma perda ambiental de
aproximadamente U$ 853.000.000,00, onde foi contabilizado as perdas por subsidéncia
(colapso), intrusdo de agua salina, reducdo do escoamento superficial, deterioracdo da
vegetacdo e poluicdo das aguas subterraneas. A maior perda foi a de subsidéncia, avaliada em
U$ 816.000.000,00, o que representa 95,64% da perda total. (LV, LING, et al., 2019).

Em conclusdo, apesar de todos os problemas aqui expostos com relagdo ao
gerenciamento e comportamento dos reservatérios subterraneos, a explotacdo sustentavel de

aquiferos tem sido uma fonte de agua potavel imprescindivel para a populagéo, principalmente
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por fornecer uma &gua de alta qualidade a baixo custo de implantacdo para a captacéo,
comparado com o custo de uma captacao de agua superficial. Trata-se de um recurso natural

renovavel e adequado para o pronto consumo humano. (MANZIONE, 2015).
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3 REDUCAO DE ORDEM

Na engenharia, assim como em outras disciplinas que requerem a resolucdo de
problemas complexos, faz-se uso de simplificacdes matematicas para encontrar solucgdes
vidveis. Essas simplificacfes permitem obter valores aproximados aceitaveis para as variaveis
em andlise durante o processo de projeto. Um exemplo notével dessa abordagem é a aplicacéo
de métodos numéricos, que, por meio de calculos matematicos elaborados, tornam a resolucéo
de problemas matematicos desafiadores uma tarefa viavel e praticavel.

As técnicas de reducdo de ordem desempenham um papel fundamental nos métodos
numericos, permitindo uma simplificacdo matematica das equacdes envolvidas no problema.
Isso possibilita a obtencao de solugbes aproximadas que mantém uma precisao proxima do nivel
requerido para cada uma das variaveis em questao.

A modelagem de dominios complexos, particularmente com modelos de alta fidelidade,
apresenta desafios significativos em termos de custo computacional, tanto em relacdo a
demanda de memoria quanto ao tempo de processamento.

As vezes necessita-se simplificar a modelagem, dividindo o dominio em subdominios
menores (particionamento do problema) ou reduzir o nimero de incognitas a serem resolvidas
adotando técnicas de upscaling possibilitando o uso de malhas mais grossas. Eventualmente
optando por elementos de ordem inferior, de modo a ajustar o problema numérico as
capacidades do computador. Se feitas de maneira incorreta, tais procedimentos podem acarretar
em perdas significativas de precisdo nos resultados da solucdo de analise. (S.M.PALEKAR,
K.V.SUBRAMANIAN e M.S.BAVARE, 2003).

E cada vez mais frequente depararmos com sistemas nos quais o dominio é vasto e
essencial para abarcar todas as informacdes relacionadas ao sistema fisico. 1sso pode englobar
uma ampla gama de contextos, como processos quimicos complexos, sistemas biomédicos,
sistemas de transporte, ecossistemas, sistemas elétricos, sistemas mecanicos, aeroespaciais ou
aeronauticos. Todos estes sistemas grandes e complexos sdo dificeis de serem modelados com
técnicas convencionais. (CHATURVEDI, 2010).

Cada sistema possui uma formulacédo fisica especifica, a qual é representada por um
modelo matematico contendo equacOes diferenciais e algébricas que descrevem o problema.
Em algumas situacdes, € necessario encontrar um modelo de ordem inferior que seja capaz de
representar adequadamente as caracteristicas essenciais do sistema, conforme indicado pela
formulacdo matematica original. As principais raz6es para se optar por um modelo de reducéo

de ordem estd na agilidade e entendimento do sistema, na reducdo do custo computacional,
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tanto o poder de processamento do equipamento, tempo de CPU e armazenamento, viabilizando
projetos que antes ndo se conseguiria modelar permitindo a generalizagdo para a solucdo de
outros problemas fisicos. (CHATURVEDI, 2010).

Para compreender o principio matematico da reducdo de ordem, € util introduzir um
sistema linear que envolva derivadas em relagdo ao tempo. Tais sistemas lineares com derivadas
em relacdo ao tempo podem ser analisados tanto no dominio do tempo quanto no dominio da
frequéncia. Considera-se 0 seguinte sistema como exemplo de um sistema linear com derivadas
em relacdo ao tempo: (FORTUNA, NUNNARI e GALLO, 1992).

Xe Ax+ Bu

y = Cx (1)
onde xI ;", yi;P,ul ;™ A B,C sdoas matrizes constantes das dimensdes apropriadas.
Assumindo que este sistema linear pode ser derivavel, um modelo de reducdo de ordem do
sistema original pode ser assumido na forma: (FORTUNA, NUNNARI e GALLO, 1992).

= AX + Brly

yr = CrXr )
onde xI ;" ey 1;P,eArBr, Crsio as matrizes correspondentes a dimenséo adequada
com a reducéo de ordem, (FORTUNA, NUNNARI e GALLO, 1992) demonstrando que a ideia

da reducdo de ordem é a substituicdo de sistemas como o da equacdo (1) por um da mesma

forma mas com dimensfes menores (r < n).

Figura 8 - llustracdo de modelo de reducdo de ordem

Fonte: (SCHILDERS, VAN DER VORST e ROMMES, 2008).

A Figura 8 ilustra o conceito de redugdo de ordem de uma forma grafica, demonstrando
que as vezes muito pouca informacdo € necessaria para descrever um modelo. Este exemplo
com fotos do Stanford Bunny mostra que, mesmo com apenas algumas facetas, o coelho ainda

pode ser reconhecido como tal. Mesmo que o exemplo néo retrate 0 modelo matematico que é
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empregado na reducdo de ordem ele consegue explicar o que é a reducdo de ordem de forma
didatica. (SCHILDERS, VAN DER VORST e ROMMES, 2008).

Estes modelos fisicos de alta ordem com suas complexidades podem ser resolvidos tanto
no dominio do tempo, ou no dominio da frequéncia. (FORTUNA, NUNNARI e GALLO, 1992)
(CHATURVEDI, 2010).

O termo modelo de reducdo de ordem é normalmente usado para modelos de espaco de
estado, ao passo que, o termo modelo simplificado é usado para modelos de funcdo de
transferéncia no dominio da frequéncia. A diferenca esta na concep¢édo do problema proposto.
(CHATURVEDI, 2010).

Reduzir a ordem de um modelo de espaco de estado equivale a buscar uma representacéo
mais grosseira do sistema, que, portanto, produz um espaco de estado de menor dimensao, para
0s mesmos dados de entrada. Ja para o termo simplificacdo designa a construcdo de uma funcao
de transferéncia aproximada cujo dominio é de ordem inferior ao dominio original.
(CHATURVEDI, 2010).

A reducdo de ordem de um sistema linear com derivada no tempo é aplicada em quase
todos os campos da engenharia. Portanto, algoritmos de reducéo de ordem sdo técnicas padrdes
de anélise, aproximacao e simulacdo de sistemas interdependentes de modelos decorrentes de
interconex&o e interdependéncia de sistemas. (CHATURVEDI, 2010).

As técnicas de reducdo por dominio de frequéncia sdo essencialmente baseadas nas
manipulacdes polinomiais e as técnicas de reducdo do dominio de espaco de estado levam a
derivacdo de um modelo de baixa ordem, com menos variaveis de estado. Eles incluem todos
0s métodos baseados em otimizacdo paramétrica e os métodos de truncamento. (FORTUNA,
NUNNARI e GALLO, 1992).
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4 SUBESTRUTURACAO

A técnica de sub estruturacdo ou super-elementos foi consolidada na area aeroespacial
desde os anos 60. A técnica consiste em um procedimento de separar toda a estrutura em
unidades menores que sdo chamadas de subestruturas. (LOGAN, 2016) Com isso, muitos
programas comerciais de analise estrutural ja adotam essa técnica, proporcionando uma reducéo
significativa nos custos computacionais e possibilitando simulagdes mais detalhadas nas areas
de maior interesse do problema. Essa abordagem resulta em um processamento mais rapido,
minimizando os riscos, uma vez que partes do modelo podem ser simuladas vérias vezes para
verificar e depurar erros localmente, mantendo o problema dentro dos limites da capacidade
computacional disponivel.

Além disso, o particionamento de dados pode ser aplicado, ou seja, as particdes podem
ser independentes, permitindo que as equipes de cada subprojeto trabalhem apenas com as
informacgdes relevantes para sua parte do projeto. Isso também contribui para um nivel maior
de seguranca no que diz respeito ao fluxo de informacgdes dentro do projeto e seus
particionamentos.

Neste sentido, técnica de subestruturagdo, também conhecida como técnica do super-
elemento, consiste em particionar o dominio, separando 0s processos por cada super-elemento,
sendo tratados como problema individuais, conforme Figura 9. Resultando em conjuntos de
matrizes dos sistemas de equacdes reduzidas, uma vez todos os super-elementos processados,
essas matrizes reduzidas sdo montadas no que é conhecido como estrutura residual onde a
solucdo de montagem é realizada. (CORPORATION, 2016).

Figura 9 - Representacdo de Subestruturacdo (CORPORATION, 2016)
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Os estudos sobre 0 método apontaram que a técnica pode ser trabalhada:
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- Fazendo o desmembramento do dominio em varias partes e posteriormente consolidar
0s resultados, é possivel lidar com estruturas muito grandes de maneira mais eficaz. Em
sistemas extremamente complexos, representados como um Unico sistema ou tratados como um
todo, a matriz de rigidez resultante para as equacdes de solucéo pode facilmente ultrapassar a
capacidade de memoria e poder de processamento do computador. Nessas situagdes, 0 método
de subestruturacéo, como indicado por Logan (2016), é uma abordagem recomendavel. Esse
método envolve a divisdo do projeto em varias frentes de trabalho independentes, seguida pela
montagem global, conforme ilustrado na Figura 10.

Figura 10 - Representacdo da subestruturacdo em um projeto de um avido
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Fonte: (CORPORATION, 2016)

- Reduzindo as matrizes para os célculos, separando os graus de liberdade que sdo de
interesse para a solucdo de alta fidelidade (sem reducéo) e subestruturando o dominio de menor
interesse. Em outras palavras, € como se seleciondssemos uma grande regido (ilustrada na
Figura 10a) e concentrasse apenas na area de interesse, onde realiza-se uma modelagem
detalhada e precisa, simplificando a regido menos critica, conforme demonstrado na Figura 10b.
Para exemplificar esse conceito, considere um estudo geomecanico de um reservatorio de
petréleo (conforme mostrado na Figura 11). Nesse caso, o reservatério em si seria a area de
interesse principal, enguanto as rochas adjacentes seriam consideradas como a regido que pode
ser simplificada e removida do dominio de alta fidelidade por meio da subestruturacdo. Isso
permite concentrar os esforcos computacionais € a modelagem precisa na parte critica do
problema, otimizando os recursos e acelerando o processo de analise. Na Figura 11, a diferenca
nas malhas ilustra claramente que a area de interesse esta concentrada na regiao do reservatorio
onde o fluido estd armazenado. A discretizacdo envolve a subdivisdo do dominio em elementos,
e 0 nimero total de elementos usados, bem como a variacdo em seu tamanho e tipo dentro do
corpo em questdo, sao decisdes primariamente baseadas no julgamento de engenharia.

E fundamental que esses elementos sejam suficientemente pequenos para produzir
resultados precisos e aplicaveis, mas ao mesmo tempo grandes o suficiente para manter o

esforco computacional em um nivel gerenciavel. Geralmente, a preferéncia é por elementos
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menores, mais discretizado, em éareas onde os resultados sofrem mudancgas abruptas, como em
regides com alteragdes na geometria. Por outro lado, elementos maiores podem ser adotados

em areas onde os resultados permanecem relativamente estaveis. (LOGAN, 2016).

Figura 11 - Escolha de regido de interesse

Para que se possa compreender um processo de subestruturar um dominio optou-se por
um exemplo simples de pdrtico da Figura 12. Separando o pértico em trés partes verifica-se que
analisando separadamente a subestrutura B, ilustrada na Figura 12 (b), observa-se que as vigas
da parte superior (a-a) e as vigas da parte inferior (b-b) compdem as interfaces entre as
subestruturas. E importante notar que as vigas (a-a) sdo consideradas parte da subestrutura C,
enquanto as vigas (b-b) fazem parte da subestrutura A. Ou seja, a subestruturacdo depende da
interacdo de todas as partes do dominio que esta sendo subestruturado.

Figura 12 — (a)Estrutura rigida para analise de subestruturacdo e (b) subestrutura B.
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Fonte: (LOGAN, 2016)
A equacdo de equilibrio para a subestrutura B pode ser apresentada como:
{Fey=[K®J{d®}, ©)
onde se tem o vetor de forgas { F® }, a matriz de rigidez [ K® | e o vetor de deslocamentos {d® }

, atuando na subestrutura B.
Faz-se o particionamento separando os nds de interface dos nos internos, denominando-

se de n6s mestres (m) e nds escravos (S), respectivamente. A equacdo pode ser apresentada

como: (LOGAN, 2016)
il el ’
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Utilizando a condensacéo estatica tem-se: (LOGAN, 2016)

(8= J{e8 )+ [k TKET TR} -[K8 (a8}, ®)

(R} =K J{dn f+[ K2 J{d}, )
Eliminando o deslocamento interior {d.® |, na equagdo (6): (LOGAN, 2016)
{ae}=[kaT'[{Re)-[ K& ]{dm}], ()
Utilizando para a substituicdo o deslocamento da equacéo (7) na equacéo (5) obtém-se:
(LOGAN, 2016)

{FmB}—[Kf%S][KsBs]_l{FSB}=([Krﬁm]—[Kr%s][Ks%]_l[KsBm]j{de}, ®)

Pela condensacdo estatica das estruturas se define:

— -1 — -1
[FR=[KR BT [Re e [Khm |-[Kin ][RI KET RG] ©
Fazendo as devidas substituicdes se chega para a subestrutura B: (LOGAN, 2016)
(FE|-{Fn|=| Ko |{08] (10)
Similarmente, as equacdes de equilibrio das substruturas A e C podem ser obtidas do
mesmo modo:
{{Hﬁ‘}}{[mﬁm] [K&]H{dnﬁ‘}} (11)
(R LlKka ] [Ke]JH{ad}]
e1

CHEILIRESINICE (12)
{{Fsc}} {[Kscm] [Ks%]H{d?}}
Eliminando {d¢}e {d¢ }tem-se: (LOGAN, 2016)

{Hﬁ}—{EQ}:[KQm}{dnﬁ\}, (13)

{Fg}_{ﬁﬁ}:[ﬁim}{dg} (14)
Considerando as ligagdes das subestruturas A , B e C, conectadas pelos pontos nodais

mestres (0s nos de interfaces), impde-se a compatibilidade de maneira que:
{drﬁ_topo } = {drﬁ_baixo } € {drﬁ_topo } = {dr%_baixo } (15)

Onde a interface dos nds os deslocamentos sdo 0s mesmos.
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A resposta de toda a estrutura pode agora ser obtida pela superposi¢do direta das
equacOes (10), (13) e (14), onde agora as equacgdes finais sdo expressas em termos dos
deslocamentos da interface de apenas oito nds mestres (da interface) Figura 12 (b) conforme
equacao a seguir, resolvida apenas para 0s nds mestres:

{Fon}={Fm}=[Kmm |{dn} (16)

A solucdo da equacéo (16) fornece o deslocamento dos nds mestres (de interface). Para
se obter os deslocamentos dentro de cada subestrutura, usamos a equagao de equilibrio (7) para
chegar ao resultado do deslocamento de B e similarmente se faz para as subestruturas de A e
C. (LOGAN, 2016).

Mostra-se assim gque com uma solucdo simples e eficiente, principal motivacdo da
popularizacdo das técnicas de subestruturacdo. Em algumas areas do conhecimento que
trabalham com grandes dominios ou dominios extremamente discretizados, raramente se
analisa um dominio uma Unica vez, sendo analisado através dos varios particionamentos em
subdominios. Analisando-se apenas uma parte da estrutura, tem-se uma economia de tempo
significativo. Pode-se ainda listar as principais vantagens de se usar a técnica de
subestruturagdo: (CORPORATION, 2016).

e Reducdo de custo — como dito, em vez de se resolver todo o dominio pode-se
dividir o problema em subestruturas, processando o dominio por partes.
Segundo a publicacdo da MSC Nastran (CORPORATION, 2016), o ganho de
desempenho pode resultar em uma analise de 2 a 30 vezes mais rapida que 0s
métodos sem subestruturacao.

e Retorno mais répido — com a subestruturacdo pode-se processar
individualmente com menos recursos computacionais que em solugdes sem a
subestruturacdo, onde seria necessario servidores ou estacdes de trabalho. Com
a utilizacbes cada vez mais populares de simulacGes estocasticas e de
otimizacdo se confere uma maior eficiéncia aos projetos estruturais, onde
solucdes mais rapidas sdo essenciais. (CORPORATION, 2016).

e Reducdo de risco — 0 processamento de um modelo sem subestruturacdo tem
um maior risco, principalmente na ocorréncia de erros. Subestruturar um
problema permite encontrar e depurar erros mais facilmente. Numa anéalise sem
subestruturagdo, a ocorréncia de um erro podera acarretar no reprocessamento

do modelo inteiro véarias vezes. No caso da subestruturacdo, se numa das partes
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ocorrer um erro sO esta parte sera reprocessada e nas que ndo apresentarem
problemas ndo sera necessario reprocessar. (CORPORATION, 2016).
Capacidade para grandes problemas — com grandes problemas se tem mais
graus de liberdades e necessita de mais memdria, e se sabe que todos os
computadores tém limite de hardware. Isso significa que os limites de espaco
em disco ou memoria disponiveis sdo as Unicas limitacdes que devem ser
encontradas por um usuario. Quando o tamanho de um modelo se torna muito
grande para ser processado em um computador sem usar subestruturacdo, o
usuario pode usar varios recursos do computador para processar em paralelo
cada subestrutura ou processar uma subestrutura por vez, em um Unico
computador. (CORPORATION, 2016).

Entradas e saidas particionadas — como as subestruturacbes podem ser
processados individualmente, grupos ou organizacdes de andlise separados
podem modelar partes individuais da estrutura e realizar verificagdes de modelo
sem informacdes de outros grupos. (CORPORATION, 2016).

Seguranga — com respeito a seguranca de informacdes das empresas de projeto,
protecdo de patentes, ou projetos especificos de cada empresa, com a
subestruturacdo o modelo de uma determinada equipe pode receber um
conjunto de matrizes externas anexando ao seu projeto sem necessitar de mais
informacdes sobre os projetos das demais equipes que serdo acoplados ao seu,

sem necessidade de perder a confidencialidade.
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5 FLUXO EM MEIO POROSO

O fluxo através de meio poroso é muito estudado em varias areas da engenharia, como
por exemplo na hidrologia de dguas subterraneas, na engenharia de reservatorios, na mecanica
dos solos, na engenharia quimica, entre outros. Em geral, um meio poroso pode ser definido
como uma matriz s6lida com espacos vazios (BEAR, 1972). Os materiais porosos podem ser o
solo, as rochas porosas ou fraturadas, as ceramicas, os agregados fibrosos, o papel de filtro, os
filtros de areia, entre outros.

Para ser classificada como fluxo em um meio poroso, deve existir a matriz sélida com
vazios interconectados para que o fluido possa fluir, Figura 13. Quando a interconexdo entre 0s
poros é elevada, verifica-se uma alta permeabilidade da formacéo geoldgica. Os aquiferos séo
formacdes geolodgicas de elevadas capacidade de transmitir e armazenar agua, ou seja, de
elevadas condutividade hidraulica (permeabilidade) e porosidade (BEAR e VERRUNJT, 1987),
respectivamente.

Figura 13 - Fluxo em uma matriz porosa

Ineffective pore

Sera descrita a equacdo governante para o fluxo em meio poroso em meio saturado que
envolve problemas de fluxo isotérmico de fluido em meio poroso. O método de aproximacao
que sera usado para resolver a equagdo governante sera o dos elementos finitos via aproximacao
de Garlekin.

A descricdo matematica de fluxo de fluido em meio poroso pode ser obtida pela
combinacdo da equacdo de continuidade de massa e a lei de Darcy. Com as devidas
simplificacGes se pode escrever a equacao de fluxo em trés dimens@es da forma: (HUYAKORN
e PINDER, 1983).

%Vii:—(a+¢ﬁ)% . i=123

(17)

onde Vi € a componente da velocidade de Darcy na coordenada cartesiana, p é a pressdo do
fluido, e ¢ € a porosidade do meio poroso. J4 os coeficientes a e £ sdo definidos como a
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compressibilidade da matriz rochosa e do fluido, respectivamente. Na equagdo (17) e nas
demais equacdes deste trabalho estamos usando a notacdo indicial para as varidveis, onde

indices repetidos indicam somatario.

Figura 14 -Fluxo de V; em todas as dire¢des

AX,
Fluxo . Fluxo
entrada » (X1 ’X2’X3) saida
AX,
AX,
A representacdo matematica de lei de Darcy é
Kij ( 0 0z . (18)
Vi=—d| P g =123,

onde kij s&o os componentes do tensor de permeabilidade, 1 é a viscosidade dinamica do fluido,
p € a densidade do fluido, g € a aceleracdo gravitacional, e z é a elevacdo. (HUYAKORN e
PINDER, 1983).

Para o caso de fluido homogéneo a equacdo (18) pode ser reduzida para uma forma
simplificada pela introducdo da relagéo; (HUYAKORN e PINDER, 1983).

1 e (19
"=5)

Na hidrologia de 4gua subterrénea, h é comumente referenciado como carga hidraulica

e é usualmente aproximado por h=p/(pQg)+z, & é apenas uma variavel ficticia. Derivando a

equacdo da carga hidraulica em funcéao de x; e t chega-se a: (HUYAKORN e PINDER, 1983).

an ,Ogan 8Xj’
h_1op @
ot pgot

Combinando a equagéo (17) com a equagéo (21)

a+B) R = polarp)Z=-5G . @2
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onde Sg=rg(a+ fb)échamado de armazenamento especifico de uma formagéo geoldgica,

gue no caso em questdo € o reservatorio de agua ou aquifero. Substituindo agora a equacao (20)
na equacdo (18) da lei de Darcy, obtém-se: (HUYAKORN e PINDER, 1983).

k..
vi=_PIaoh 03 (23)
2 an
Fazendo agora a combinacdo das equacdes (17), (22) e (23), chega-se a:
o ( pYKij Y oh _o oh — (24)
WI{—IL{ JWJ—SSE ] |1 J _:L213l

Podendo assim definir Kj; = rgk% como coeficiente de condutividade hidraulica,

que substituindo na equacdo (24) tem-se a equacao diferencial governante, para um meio poroso
tridimensional e com um reservatorio anisotropico: (HUYAKORN e PINDER, 1983).

o(y o) coh .. (25)
[KijaTj]:SsE ,1,j=123,

X,
Com a equacdo (25) atuando como a equacdo governante para o fluxo no reservatorio,
€ necessario agora expressar o fluxo no solo, levando em consideracao a recarga/sumidouro do

aquifero confinado, conforme ilustrado na figura abaixo.

Figura 15 - Representacdo de um aquifero confinado

Carga Hidraulica

.....................

xXv

=X,
Fonte: (HUYAKORN e PINDER, 1983)
Considerando as equac6es de fluxo que regem o balanco de massa no aquifero:
Conservacao de massa, (HUYAKORN e PINDER, 1983)
0 oh _

av| +SSE—

e a equacéo da Lei de Darcy,

0 . i=123 (26)



39

Vi +K; I (27)

Ij&J :O 1 i1j:]'12!3|

Por conveniéncia sera integrado para a dimensao vertical em xs, logo as equacgdes de
continuidade para o aquifero ficam: (HUYAKORN e PINDER, 1983)

bl 0 0 oh . (28)
j {ax,v R vg,Jrssat}olx3 , =12
€,
b oh _— (29)
ja[vi +Kij§jjdx3 , i, j=12,
Executando a equacao (28), chega-se a:
d a7 ob| ., b oh _n . (30)
6_><i(v'|)+v3|b —Vs|, -V o . +V; % i +Ss|§ =0, i=12
Ja com a equacdo (29), tem-se:
VI+IK,J(§_h, i=12. (31)

Através do conceito de condicéo de superficie vista em Bear (1979), chega-se a equacao
de continuidade: (HUYAKORN e PINDER, 1983).

ob * b * b * _ (32)
§+V1§1+V ZE+V 3 =0

Com as equacOes determinadas, esta etapa sera para construir a equacao governante final
do aquifero confinado. Para isso, toma-se para o entendimento o caso de um lengol freatico para
simplificar o entendimento, ja que pode-se considerar como um aquifero ndo confinado neste
entendimento matematico, onde agora se pode combinar as equacdes (30), (31) e (32):
(HUYAKORN e PINDER, 1983).

aa[mugﬁj Va-s,V5] -[vi- syv} {v SZ V3L.... (39
..... +(SSI+Sy)Eﬁ =0, i,j=L2

O segundo e terceiro termo representam o fluxo atraves do lencol freatico (aquifero ndo
confinado, ou aquifero livre). Ficando evidente que o fluxo é a diferencga entre a velocidade do
fluido e a velocidade de interface. O quarto termo representa o fluxo liquido através da base do

aquifero. O quinto termo representa a mudanca de volume com a mudanca de pressao ( Sl a%t

) e com a drenagem instantanea na superficie Sy a%t' (HUYAKORN e PINDER, 1983)
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O caso de um aquifero confinado é uma simplificagdo do caso de fluxo de aquifero livre,
este ultimo apresentando lencol freatico. A diferenca esta entdo na auséncia da superficie livre

e que o | sera a espessura do aquifero. Definindo que \/ . € zero e reconhecendo a invariancia

temporal de |, obtém-se (HUYAKORN e PINDER, 1983).
~ 0 (. 0h ob v, 2a oh _n .. (34)
O secundo e terceiro termos agora representam o fluxo do leito confinante sobrejacente

e subjacente, respectivamente.

E comum redefinir parametros de fluxo do aquifero como T © IK e Sgl® S, onde

T é chamado de transmissibilidade e S de coeficiente de armazenamento, resultando na equacéo:
(HUYAKORN e PINDER, 1983).

0 (. oh b oa oh — (35)
_&{Tijyjj—{%—v, 8Xi :|a+|:V3 IaX|:| +S 0, |,J—1,2.

Por conveniéncia, assume-se que a parte inferior do aquifero confinado € impermeavel,

e que a contribuicdo de q'= [ -V, %} é o fluxo vertical da recarga/sumidouro, resultando

na equacdo: (HUYAKORN e PINDER, 1983).

0+ oh oh — (36)
E(T”@X,—] q+S5 =0, i,j=12

onde Tij € o tensor de transmissibilidade do aquifero, h a carga hidraulica, S é o armazenamento
especifico e g’ é o termo fonte/sumidouro, que pode ser devido a recargas e pogos de extracao
de 4gua (HUYAKORN e PINDER, 1983).

A condutividade hidraulica (K) esta relacionada ao fluxo volumétrico e o gradiente
hidraulico imposto, que depende do meio poroso e da viscosidade do fluido percolante, que no
caso é a agua. O armazenamento (S) de um aquifero indica a relagdo entre as mudancas na
guantidade de agua armazenada e as correspondentes alteracBes de carga hidraulica. A
transmissibilidade do aquifero, T, é definida em fluxo essencialmente horizontal como o
volume de descarga de agua através de toda a espessura do aquifero por unidade de
comprimento horizontal do aquifero, perpendicular a direcdo do fluxo e por unidade de
gradiente hidraulico. E igual ao produto da condutividade hidraulica média (ao longo de uma
linha vertical) e a espessura do aquifero (BEAR, 1972). Matematicamente a representacdo pode

ser.
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T=1& : Ro= %@)abK(z)dz ‘I=b- a (37)

Em um aquifero ndo homogéneo, T = T(X,y) porque tanto | ou K¢, ou ambos, pode ser

em funcdo de xey.
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6. FORMULACOES NUMERICAS

6.1 SOLUCOES NUMERICAS DO PROBLEMA FiSICO

Para solucionar o problema fisico representado pela equacdo em derivadas parciais
(equacdo (36)), cuja metodologia proposta neste trabalho é a solu¢ao de um sistema de equacgdes
diferenciais ordinarias através da analise modal, utiliza-se inicialmente o método dos elementos
finitos. O meétodo dos elementos finitos é uma ferramenta para a aproximacao de solugdes de
equacOes governantes de diversos fendmenos fisicos (ZIENKIEWICZ e MORGAN, 1983). Em
Logan (LOGAN, 2016) ressalta-se a importancia do método dos elementos finitos para a
solucdo de problemas da engenharia, matematica e fisica. Neste trabalho, para a solucdo
problema de fluxo de 4gua em aquifero utilizou-se o método dos elementos finitos para a
discretizacdo espacial e o método das diferencas finitas para a discretizacdo temporal da
equacéo diferencial.

O desenvolvimento do método dos elementos finitos para fluxo transiente em meio

poroso foi feito com base no procedimento de Galerkin, onde propde-se que h sera uma solucéo
aproximada escrita da forma:
h(Xg, %0, X3,t) = N3 (%, X0, %)y (1) 5 I =1,2,---,n (38)

onde N; sdo as funcdes de forma do método dos elementos finitos e h; as cargas hidraulicas nos
pontos nodais da malha de elementos finitos. n é o nimero de nés na malha de elementos finitos.
Na notacdo aqui utilizada, os indices minudsculos (i e j) sdo para denotar os subscritos de
coordenadas x1, X2 € x3 € 0s de letras mailsculas (I e J) para denotar subscritos nodais , conforme
(HUYAKORN e PINDER, 1983).

Seguindo o procedimento classico do Método dos Elementos Finitos, aplicando o
Método dos Residuos Ponderados segundo a Formulagdo Fraca de Galerkin a equacdo 1 de
conservacdo e substituindo a solugdo aproximada h dada pela equacdo (38), chega-se a
(HUYAKORN e PINDER, 1983):

()gﬂ i LLE S sﬂh tN dR=0, 1=12..n i,j=12 (39)
p g x5
Aplicando o teorema de Green e substituindo a solugéo aproximada (h) na equago (39),
tem-se:
dh ON, oN
iSN,NJ —JdR+ jT,,a aJthR— jN qdB — J'N qdR, (40)
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onde R é o dominio do problema de fluxo e B sua fronteira (regides b1 e b2) onde as condi¢des

de contorno sdo aplicadas, conforme mostrados na Figura 16 q é a vazéo de saida através da

fronteira, associada a condicdo de contorno de Neumann, q =—[T oh

i Wj]ni , com a normal n;

apontando para fora do dominio.

Figura 16 - Dominio do fluxo em meio poroso discretizado pelo Método dos Elementos Finitos

R N

b,
A equacdo (40) descrita acima pode ser reescrita da forma matricial (HUYAKORN e

PINDER, 1983):
[SHK}+ [THh}= {Q} (41)
Nesta equacdo, [S] é a matriz do Armazenamento Hidraulico Especifico, [T] é a matriz

de Transmissibilidade, {Q} que é o vetor relacionado a recarga e/ou explotacdo aplicada. O

vetor {h} e sua taxa de variacdo no tempo {K% sdo as incognitas do problema. Onde cada parcela

das matrizes representadas € formada pela composicao dos elementos individuais em referéncia

global, [S}:i[s]e, m:ﬁme ,{Q}:i{Q}e. (HUYAKORN e PINDER, 1983),

onde m é o nimero de elementos da malha de elementos finitos do dominio discretizado.
Separando os elementos da equacdo (40) pode-se obter as equacdes abaixo, para cada
elemento individual (HUYAKORN e PINDER, 1983).
Onde a matriz de transmissibilidade [T] esta representada por:

oN, oN
e _ L O YT
T ‘RLT'J % ox; IR 42)

A matriz do armazenamento especifico [S] esta sendo representado por
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SE = | SNyN;dR,
1J F\')[e 1M (43)

e finalmente o vetor de recarga e sumidouro {Q} pode ser representada por

€=—| NygdB- | N;q'dR,
Q é[e 1q RL 1q (44)

onde, esta parcela da equacdo sera constante no decorrer do tempo.

A partir da matriz de armazenamento especifico s¢ , alternativamente pode-se proceder

a operacdo de concentracdo da massa de armazenamento especifico através da diagonalizacédo
(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000):

S~ﬁ:;8|% com S8 =0 para |=J (45)

Sendo §|eJ mais conveniente para as solu¢fes em problemas transientes em situagGes em

gue se necessite inverter as matrizes globais. Com a equacdo governante em elementos finitos,
pode-se gerar um cddigo que sera usado na comparacdo dos métodos de elementos finitos

classico e o proposto na proxima secdo, com aplicacdo da superposi¢do modal.
6.2 PARTICIONAMENTO DE GUYAN

Para resolver o fluxo em meio poroso de forma que se pudesse obter o melhor
desempenho com o procedimento de redugdo de ordem, foi gerado codigo com a técnica de
particionamento (em blocos) do sistema, por meio do método de particionamento de Guyan
(GUYAN, 1965).

O particionamento de matriz € usado em técnicas de resolucdo de sistemas com a
finalidade de desmembrar o dominio em partes sem a perda de conexdo. Esta técnica vem sendo
utilizada por programas de grandes projetos para dividir o dominio geral do problema de
maneira que se possa integralizar posteriormente, conforme descrito no capitulo 4, que descreve
a técnica de subestruturacdo que € um método baseado no particionamento de Guyan. Assim,
cada parte de um projeto pode ser feita por uma equipe diferente e depois os dados poderem ser
compartilhados sem perda de informacao.

Nesta etapa do trabalho, utilizou-se a técnica do particionamento para a reducdo de
ordem do dominio, subdividindo em partes iguais e impondo, matematicamente, reducdes nas

matrizes geradas pelo sistema de solucgdes. Deixando o processamento computacional mais facil
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e consequentemente mais rapido. A subestruturacdo apresentada anteriormente delineia um
caso especifico do particionamento de Guyan em uma estrutura metélica. Agora, com 0S
desenvolvimentos abaixo avanca-se para gerar a formulacédo utilizada neste trabalho, na qual
ird formular a codificacdo necessaria para produzir os resultados que serdo detalhados nos
proximos capitulos.

Nesse sentido, é fundamental nesta fase estabelecer claramente os nds que
desempenhardo um papel essencial na compreensdo do meétodo. Esses nos incluem os nos de
interface, conhecidos como nds Mestres, e 0s nos internos, denominados nos Escravos, em cada

processo de particionamento, conforme ilustrado na Figura 17.

Figura 17 - Condicoes de Contorno e Nds Mestres e Escravos

e Mestre (m)

@]

Para ilustrar o método de particionamento original proposto por Guyan (GUYAN, 1965)
em uma abordagem classica de condensagdo estatica, opta-se por empregar um problema
ficticio. Utilizando uma representacéo ficticia de equacdes para facilitar a compreenséo da

mecanica desse método. Nesse contexto, apresenta se um sistema de equacfes composto por

[Al{b}= {C}, que servira como base para a demonstragdo da técnica de particionamento:

i

Assumindo que C, =0, e resolvendo a segunda linha, o deslocamento para os graus de

liberdades escravo(s) (ou internos) sera:

bs = —Ass~1 Asmbm (47)
Em substituicdo a primeira linha tem-se:
Bin (Amm — Ams Ass 1 Asm) =C, (48)

ficando  Anm — AnsAss 1Asm como a matriz A reduzida, gerando a nova expressio

bm (A) =Cpy.
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O que leva a uma matriz de transformacao para o particionamento de Guyan,

Ts Z[ (49)

I
—As A Lxm
onde | € a matriz identidade de ordem m e T € a matriz de transformacéo linear do espaco n
para m. Desta forma, um sistema inicialmente de dimensdes n passa a ser representado de forma
equivalente por um sistema de dimensao m, onde m <n.

Utilizando o método particionamento de Guyan (GUYAN, 1965) em uma equacdo
diferencial de primeira ordem que € a equacdo constitutiva para o problema fisico estudado
neste trabalho e estd apresentada de forma matricial, conforme a equacao (41) expandiram-se
as matrizes e particionou-se o sistema em blocos, dividindo os graus de liberdades em do tipo
mestre (m) e escravo (S) (para os nés de interface e internos, respectivamente), conforme

representado abaixo:

kel I E Ll IR EY g

A primeira linha corresponde as incognitas dos graus de liberdade tipo mestre (m), ao
passo que a segunda corresponde as do tipo escravo (S), que pertencem ao dominio particionado
R1, conforme Figura 17. Na técnica de particionamento, o objetivo é a construgdo de um sistema
de equacBes definido apenas pelas incognitas do tipo mestre (m) (n6s de interfaces do
particionamento). Desta forma o sistema inicialmente € composto por matrizes S e T de
dimensbes n X n e Q é o vetor de dimensdo n e h o vetor de incognitas de dimenséo n.

Usando-se assim a matriz de transformacao linear T, para reduzir as matrizes do sistema
da equacao (50), chegando as reducdes: (ZU-QING QU, 2004)

S =T1(-3 ST e=Smm —Tims Tes “Ssm — SmsTss ~Tsm + Tms Tss ~Ses Tes ~Tms » (51)
T =T-I(-3 TT c= Tmm —TmsTss_lTsm , (52)
Q :TI; Q =Qn —Tss TsmQs (53)

6.2.1 Estratégia de solugdo com o particionamento

Como parte da estratégia de resolucdo e utilizando o particionamento de Guyan
conforme descrito na se¢do anterior, este trabalho introduziu mais algumas diferentes

abordagens para aproveitar ao méaximo os beneficios desse particionamento, visando alcancar
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uma reducéo de ordem ainda mais significativa. O objetivo central foi entdo determinar uma
abordagem mais eficaz na busca pelo menor custo computacional possivel.

Uma estratégia matematica empregada para otimizar 0 processamento consistiu em
concentrar a contribuicdo do armazenamento especifico de cada n6 interno do
particionamento (nds escravos) nos nos de interface do particionamento. Em outras palavras,
agrupou-se a massa representada pelo armazenamento especifico nos graus de liberdade
mestres (nos de interface do particionamento). Isso foi alcancado ao somar as contribuigdes
dos armazenamentos especificos dos graus de liberdade escravos (s) as contribui¢bes dos
graus de liberdade mestres (m) (nés de interface), resultando em uma contribuicédo total,
denominada Stotal. ESSE processo tornou a matriz global de contribui¢fes dos armazenamentos
especificos dos nés internos nula. Essa abordagem pode ser observada nas demonstracdes
matematicas das equacdes (54) e (55) e € representada esquematicamente na

Figura 18, conforme ilustrado abaixo.

o ol b T fe)={%) =

Fica claro que com este procedimento a equacdo (51) sera totalmente reduzida, ndo
precisando das contribuigdes dos escravos:

S_ = Smm + SSS + Ssm + Sms = Stotal (55)

Figura 18 - Concentracdo do Armazenamento Especifico

S = a Si .i=0:n
i

S=0

Através da demonstracdo do método de concentracdo de armazenamento apresentado
anteriormente, que surgiu de uma abordagem adicional que foi construida com base na analise
do método desenvolvido por Guyan para este estudo. Permitindo estabelecer métodos de
comparacdo que conduzam a resultados mais alinhados com o escopo da investigagcdo sobre
reducdo de ordem.

Com esse proposito, foram definidos quatro grupos distintos de métodos de estudo para
serem submetidos a uma analise comparativa:
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. Grupo do método Concentrado (C) — Neste método, aplicou-se a concentracdo
de armazenamento conforme explanado na secdo anterior, utilizando a equacdo (54). Esse
procedimento envolve agregar as contribuicdes de armazenamento (S) dos nds escravos
(internos), concentrando-as nos n6s Mestres (nas interfaces) do particionamento

. Grupo do método Nao-Concentrado (NC) — Esse método ndo incorpora a
concentracdo especifica de armazenamento. Ele emprega 0 método de particionamento
desenvolvido, como descrito na equacdo (51), (52) e (53), com as contribuicdes adequadas dos
nos mestres e escravos (nos de interfaces e internos, respectivamente). Portanto, nesse método,
0 armazenamento (S) é considerado em todos 0s n6s do dominio

. Grupo do método Sem Reducdo (SR) — Esta abordagem utiliza somente o
método dos elementos finitos, sem a aplicacdo do particionamento de Guyan. Isso viabiliza a
comparacdo dos métodos discutidos aqui com uma abordagem tradicional, servindo como
ponto de referéncia para a analise.

. Grupo do método Sem Reducdo Concentrado (SC) — Nesse método,
emprega-se 0 método dos elementos finitos e, adicionalmente, incorpora-se o particionamento
e a concentracdo especifica de armazenamento (S). Ou seja, utiliza-se o particionamento do
dominio e a concentracdo do armazenamento (S) nos nos das interfaces, enquanto os nés
internos permanecem "vazios" e 0s externos mantém a contribuigdo total de armazenamento
(S), formando assim uma espécie de casca. Isso sendo usado para a solu¢cdo o método dos
elementos finitos.

Através dessa classificacdo sistematica, é possivel realizar uma analise comparativa
minuciosa entre esses quatro grupos de métodos de estudo, avaliando seus desempenhos e
eficacias no contexto do estudo de reducao de ordem proposto. Isso permitira uma compreensdo
mais profunda das vantagens e limitacGes de cada abordagem, contribuindo para aprimorar a

pesquisa e fornecer insights valiosos para a area.
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Insercao de dados iniciais e condi¢bes de contorno no pré-

Entrada processamento do codigo
‘ ‘
Montagem de matrizes e vetores globais usando métodos de
Montagem elementos finitos (equacdes 42, 44 e 45).
Processamento
+ Particionamento de Guyan separando graus de liberdade mestres
N C (m) eescravos (s).
+ Execucéo pelo solver usando equacdes 51, 52 e 53.
ESCO I h a d 0 Particionamento de Guyan e soma das contribuicdes dos graus de
liberdade escravos (nés internos) nos mestres (nés de interface)
G ru po C com base na equagao 54.
+ Processamento sem reduc&o por particionamento, usando
S R integracéo direta com elementos finitos.
- Divisdo do dominio seguindo o método de particionamento.
- Concentracdo das massas de armazenamento especifico dos nés
S C escravos (nés internos) nos nés mestres (nés de interface),
criando uma matriz esparsa.

Saida de dados
- Cada grupo de método processa os dados
usando sua abordagem especifica e gera seus
devidos dados.

Para a solucéo do problema transiente (integracdo no avanco do tempo) escolheu-se a

opcdo incondicionalmente instavel, conforme seré visto na secdo 6.4.

6.3  Superposicdo Modal

Como alternativa para resolver a equacdo (17), que representa a equagdo governante
para o fluxo em meio poroso, este trabalho adota 0 método da superposicdo modal, que €
tradicionalmente utilizado em problemas estruturais, mas aqui é apresentado como uma técnica

de reducédo de ordem na area de geomecénica. Essa abordagem se baseia na determinacéo dos
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autovalores e autovetores da matriz global de fluxo. Essa matriz permite o célculo analitico dos
fluxos e das cargas hidraulicas no reservatorio ao longo do tempo, com base nas vazdes de
producdo e recarga. Essas vazes compdem o vetor global do sistema algébrico resultante da
aplicacdo do método dos elementos finitos a equacdo diferencial de conservacdo de massa de
agua no aquifero.

Neste trabalho, a metodologia de redugdo proposta serd comparada com o método
classico dos elementos finitos, que utiliza a discretizacdo por diferencas finitas do termo de
armazenamento. A comparacéo sera feita levando em consideracéo a rapidez (tempo de CPU),
0 esfor¢co computacional e a preciséo da solugéo.

A superposi¢do modal é um método tradicionalmente usado na analise dindmica de
estruturas para obtencdo dos modos de forma e de frequéncia natural, os campos de
deslocamento, velocidade e aceleracdo do sistema estrutural. Em particular, é bastante utilizada
em analises de vibracao de estruturas (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS, 1998).

Segundo He e Fu (HE e FU, 2001), nas ultimas décadas a analise modal se tornou uma
das tecnologias principais na busca por otimizar as caracteristicas dindmicas das estruturas na
engenharia (HE e FU, 2001). Roy R. Craig e Kurdila (ROY R. CRAIG e KURDILA, 2006)
indicam a grande utilizacdo deste método pelo advento dos computadores e o extensivo uso da
transformacéo répida de Fourier (FFT — Fast Fourier Transform) que permitiram um novo
paradigma para a analise estrutural (ROY R. CRAIG e KURDILA, 2006). He e Fu (HE e FU,
2001) comentam que a primeira mais significante proposta de analise modal foi em 1947 por
C.C. Kennedy and C.D. Pancu (1947), que sé ganharam importancia apés J.W. Cooley and J.W.
Tukey (1965) desenvolverem um algoritmo de FFT em 1965.

Através dos estudos sobre métodos de reducdo de ordem realizados neste trabalho,
constatou-se a versatilidade do método de superposicdo modal na resolucdo de sistemas
lineares. Isso possibilita a aplicacdo da técnica para solucionar sistemas de equacdes
diferenciais de primeira ordem, estendendo sua utilidade além da anélise dindmica de estruturas,
para abranger sistemas de equacdes diferenciais de primeira ordem geomecanicos, COmo 0S
abordados nesta pesquisa.

Assim, por meio desses estudos, foi possivel adaptar o método de superposi¢cdo modal
para abordar o problema do fluxo transiente em meio poroso. Essa adaptacdo viabilizou a
resolucdo do sistema de equacdes, no qual as varidveis a serem determinadas sdo a carga
hidraulica (h) e sua taxa de variag&o.

A grande vantagem da técnica de superposicdo modal € em conseguir resolver sistemas

lineares de equacdes diferenciais de multiplos graus de liberdade e desacoplar as equacfes em
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simples graus de liberdade, com a utilizacdo da ortogonalizagdo das matrizes e a mudanca de
base, fazendo uma transformac&o nos vetores e matrizes gerados nos sistemas lineares.

Conformem demonstram Paz e Kim (2019), consegue-se uma transformacéo de base
através do principio da superposicdo modal aplicado a um sistema de mdltiplos graus de
liberdades com coordenadas generalizadas (modais) de modo a obter um sistema desacoplado,
ou seja, 0 método de superposi¢do modal consegue transformar sistemas acoplados de equacGes
diferenciais em um sistema de equacdes independentes ou desacopladas, em que cada equacao
contém apenas a variavel no tempo (PAZ e KIM, 2019). A resposta do sistema de multiplos
graus de liberdades pela superposicdo modal € entdo definida como o somatorio das respostas
de modos individuais. (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS, 1998).

6.3.1 Representacdo matematica da Superposicao Modal

A equacdo governante da fisica do fluxo transiente em meio poroso é uma equagdo em
derivadas parciais cujo sistema de equagdes resultantes de sua discretizacdo pelo método dos
elementos finitos é ndo homogéneo. Para a solucdo deste sistema de equa¢fes hdo homogéneo
é necessario a composicao de dois resultados: uma solucéo geral de um sistema ndo homogéneo
em um intervalo qualquer I, além de uma solucéo particular do sistema (ZILL, 2018). Em outras

palavras, a solugdo deste sistema ndo homogéneo da equacéo (20) € composto por h = h; + hy,

, onde h; € a solugdo para o sistema homogéneo (solugdo geral) e a h, € a solucdo particular do

sistema da parte ndo homogénea, que compdem a solucdo desejada da equacao (21).
6.3.2 Solucdo da parte homogénea

Para se calcular a solucdo de um sistema diferencial de equacGes homogéneas é

necessario que a parte da recarga/sumidouro seja zero, ou seja, 0{Q} = 0, que seria a solucdo
proposta na equacéo (56) abaixo (ZILL, 2018):
he = ¢lhé + c,héL + cnhy, (56)

Na forma de vetor, a solucdo hi pode ser representada na equacéo (57) abaixo:
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belt parai=1.n (57)

ol
|

Onde 4 e | sdo constante, que representam a solugdo para cada hl que leva a equag&o

(57) ser representada de uma forma simplificada, (ZILL, 2018)

X

b
{h}=4a hi = a i I'IZ\{' it = ngeg L , parai=1..n (58)
I}

Sua taxa de variacdo no tempo vem dada pela equacdo abaixo, onde a matriz L

representa o somatorio das constates de I.
USSR LER (59)

que para facilitar a compreenséo das substituicGes subsequentes podemos representar a equagéo
(58) e (59) como,

h.=eltL e K&=1eltL respectivamente. (60)

Substituindo agora as equacdes (58) e (59), com a simplificacdo representada da
equacao (60), na equacéo geral governante equacéo (20), que representa os valores de h; e K&
, resulta em (ZILL, 2018):

leltswpreltage=0 (61)

A equacdo (61) representa uma etapa da manipulacdo matematica para que se possa,

através de substituicdes, chegar a uma formulacdo matematica classica de Autovalor e
Autovetor. Para prosseguir necessita-se agora dividir a equacéo (61) por et obtendo-se abaixo
(ZILL, 2018):
A[SJ+[TDL]=00u[T][L]=-2[S L] (62)
Com as manipulagdes propostas chega-se a equacdo (62). Que pode ser comparada a
equacdo [ A]{x}=A{x} que é a representagdo classica de um problema de Autovalor e

Autovetor, onde 4 é autovalor e x é o0 autovetor da matriz [A], que esté representada na equacgao
(63) abaixo (GREENGERG, 1998):
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[AX} =[x} - [AIOG = A{x} (63)
Voltando para a solucdo proposta neste trabalho e utilizando a representacdo cléssica da

equacdo (63) pode-se dizer que a matriz [A] para a equacdo (63) sera facilmente representada

na equacdo (64),
[Al=—{ST'[T], (64)
sendo assim mostrada na equacdo (65), e representada abaixo como,
-1
-[STTL]=A[L], (65)

onde o [L] é a matriz modal correspondente a matriz formada pelas matrizes -[S]-1[T] cuja

solucdo para a equacao (65) pode ser dada por,

n
he = LOciet comi=1.n, (66)
1

com n sendo 0 numero total de equacdes geradas no sistema de equagdes, que coincide com o

namero de n6s da malha de elementos finitos, representado conforme abaixo (ZILL, 2018),

hy®) |1 7 4 [

he = he, O 190 12 o 1 | et
: N 67)
he, (t) |r(11) |r(12) . |r(1n) c e/nt

modos (autovetores)
onde a equacdo (67) representa o resultado do sistema de equacao para a solugdo homogénea,

que fara parte da solucdo geral no item 6.3.4.
6.3.3 Solucdo da parte ndo-homogénea

Nesta etapa sera deduzida a solugdo particular do sistema ndo homogéneoh. E

necessario se conhecer o problema que estd sendo proposto, no qual a recarga e a vazdo de
extracao serdo constantes para os intervalos de tempo. Partindo da equacédo (51) para a equagao

de solucéo particula abaixo:
[SHI%3+ [THhp}= {Q} (68)
Utilizando o método do coeficiente indeterminado para chegar ao valor de h,, e sabendo

gue o vetor da recarga {Q}sera também um vetor constante no intervalo de tempo considerado,

a solucgdo que se chega é (ZILL, 2018):
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hp, (©)

hp = hpZ: ® vetor constante ao longo do tempo . (69)

hp, (©)
Como a solucédo € um vetor constante ao longo do tempo, significando que sua primeira
derivada serd nula (ZILL, 2018). Assim:
hp = constant vector .. hy =0 (70)

Tratando-se de um vetor constante, sua primeira derivada consequentemente é zero e

com essa informacao pode-se substituir na equacéo (68) e se chega na equacéo (71),
[SHOH+ [THhp}={Q} \ {hp}=[TT O} (71)
Mostrando que a solucdo da parcela particular da equacdo ndo homogénea pode ser

escrita pela equacdo (71), completando assim o valor procurado para a equagdo geral do
problema proposto.

6.3.4 Solucdo geral da Equacao Diferencial

Tem-se finalmente a equacdo geral do sistema ndo homogéneo como a soma das

contribuicdes da parte homogénea e da parte particular h = h; + h,, onde h; é a solugdo para
o sistema homogéneo (solugdo geral) e a h, € a solugdo particular do sistema da parte nao

homogénea:
n=3L0ce4 + T4} 2

Sendo essa a equacdo usada para o sistema de equacGes ndo homogénea, chegando a

formulacdo usada neste artigo, para resolucdo por superposicdo modal.
6.3.5 Desacoplamento do sistema

O método de superposicdo modal ndo pode ser aplicado diretamente a sistemas
acoplados, conforme a equacdo (41). Assim, encontrar um sistema de coordenadas que nédo
exiba nenhuma forma de acoplamento é a esséncia do procedimento do método de
superposi¢do. Uma vez a equacdo (41) desacoplada, o sistema de equacédo pode ser solucionado
independentemente. As coordenadas que permitem o desacoplamento das equacdes do sistema
sdo chamadas de bases principais, ou bases normais (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS,
1998).
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Para desacoplar um sistema de equacdes diferenciais, é necessario introduzir um
conjunto de bases alternativas (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS, 1998):

{9} ={ah, b, )}, (73)

onde a equacéo (41) pode ser transformada em um conjunto de n equacdes desacopladas, ou

seja, suas solucgdes poderéo ser determinadas independentemente.

A base normal ou principal {g}¢é definida por uma matriz de transformacéo (TEDESCO,
MCDOUGAL e ROSS, 1998)

{h}=[L{a} - {hr=[LKa} (74)
onde [L] é a matriz modal (n x n) determinada pela solu¢do de um problema de autovalor.

Para que se mude um sistema de equacao da base fisica para a base normal é necessario
que se multiplique as matrizes modais desta transformacao na equagéo (41), conforme equagéo
(75):

[LIT ([SKi¥+ [T} = {Q}) (75)
onde, [L]" éatransposta da matriz modal. A equagdo desacoplada na base normal ou principal

é obtida pela substituicdo da equacdo (74) na equacao (75) (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS,
1998):

[LTT[STILI{&8+ [LIT [TI[LI{a} = [LI'{Q}, (76)

que pode ser escrita como,

[SH&+ [TH{a}= {Q}, (77)
onde [S],[T] e [Q]sdo respectivamente a matriz modal do armazenamento hidraulico especifico,

a matriz modal de transmissibilidade e o vetor modal da recarga e/ou explotacdo, dadas por
(TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS, 1998):

[S1= [LI'[SIIL] (78)
[T1= [LT'[TIIL] (79)
[Ql= [LT'[Q] (80)

Neste ponto, obtém-se as n equagdes desacopladas (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS,
1998):

S+ Trgr=Qr r=12L ,n (81)

onde:



56

Sr = {L} [SIILr (82)
Tr = {LH 1L (83)
Qr = {L7{Q} (84)

Para transforma para as bases fisicas, faz-se necessario impor as condicdes iniciais do
problema (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS, 1998):

{h(@3}=[L{a(®} .- {h(©)}=[LHa(©O)} (85)
Multiplicando a equagdao (85) por [L]"[S] chega-se a:

[LT' [SKN(0)} =[LI" [SI[LKa(0)}

(LT [SIA(0)} = (LT [ST[LI{a(0)} (66)
Como [S]= [L]'[S][L], pode-se assim obter:
! o
(LT [SHA(O)} = [SHA(O)} o

[LT" [SH{N(0)} = [S{a(0)}
Onde com a matriz [S] diagonal, a equag&o acima pode ser resolvida para as condicdes

iniciais do modelo, resultando em (TEDESCO, MCDOUGAL e ROSS, 1998)

0= & sk
1r r:LZ,...1n (88)
2= & jusicion

Chegando aos valores da solucéo do problema apresentado neste trabalho

6.3.6 Solucdo desacoplada

A solucdo para a superposicao modal do problema proposto do trabalho fica conforme

descrito abaixo:

hr=(jianeam] +[$%J r=12-n (89)

onde cada termo das equacOes acima vem definido anteriormente pelas equagdes (83) e (84) e
para o valor da constante de integracédo cr chega se conforme a equacéo (90) abaixo:
o
cr= {0k - (90)
rg

Dessa forma, a formulacéo para o método da superposicdo modal foi concluida e esta

pronta para ser implementada em um programa computacional desenvolvido em Matlab, no
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proprio laboratorio, a fim de resolver problemas de fluxo em meios porosos utilizando a técnica

da superposi¢ao modal.
6.4 AVANCO DO TEMPO

Para resolver o problema proposto sem superposi¢cdo modal, ou seja, via formulacdo
classica onde se discretizam o dominio espacial pelo método dos elementos finitos e o dominio
temporal pelo método das diferencas finitas, faz necessario explicitar este ultimo, onde foi
adotado um esquema implicito de integracdo temporal, que é incondicionalmente estavel. A
solugdo empregada para o passo do tempo pode ser aproximada usando diferengas finitas
conforme equacdo (91) abaixo (HUYAKORN e PINDER, 1983):

01T TRl ST )i <[ (0-2)[T T+ LT Jinf* +0{Q)*+ (1-0)(Q)" (o1
onde k e k+1 sdo os niveis de tempo anterior e novo respectivamente, conforme Figura 19, o0 6
é o fator de ponderacio do tempo. O que segundo Huyakorn e Pinder (1983) {Q}*** depende
dos valores dos fluxos g e g' no nivel de tempo atual.

Para 6>0 os sistemas de equacbes sdo ditos implicito, ja para casos onde 6 > % 0S
sistemas sdo estaveis e para 0 =1 o sistema é incondicionalmente estavel.
Linha temporal

At g AF

i i i » Avanco do tempo

4B v R vy

Figura 19 - Interpretacdo da linha temporal das Matrizes.

Com a equacdo (41) definida pode-se ter a parte transiente do cdédigo de elementos
finitos definido. E a solugdo de um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias linear de

primeira ordem ndo homogénea sendo representada pela equacdo (92) abaixo:

o= {0l
; (92)
Tl
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7 EXEMPLOS DE APLICACOES

Nesta etapa sera demonstrada a aplicabilidade dos métodos estudados neste trabalho.
Esses métodos foram desenvolvidos a partir de técnicas da area de estruturas para a area de
geomecanica, empregando as abordagens de particionamento e superposi¢cdo modal. Foram
criados cédigos em Matlab para cada método e utilizados em problemas ficticios, demonstrando
sua eficcia na resolucdo de questdes reais nas areas de engenharia geotécnica e de reservatorio.

No meétodo de particionamento, foram abordadas duas situacdes distintas. Para uma
configuragdo em 2D, foi analisado o fluxo de &4gua no solo resultante da instalagdo de uma
escavacdo com estacas prancha. Ja& em uma configuracdo em 3D, o foco foi o estudo do fluxo
dentro de um reservatorio. Quanto ao método de superposicdo modal, foi realizada uma analise
da extracdo de agua de um aquifero sujeito a recarga.

Em todos os modelos, diversos testes foram conduzidos com a utilizagdo dos codigos
com os estudos de cada método implementados neste trabalho. Os resultados desses testes
foram interpretados e apresentados por meio de graficos e tabelas, proporcionando uma
compreensdo mais aprofundada do comportamento fisico dos sistemas estudados e permitindo

a avaliacdo do desempenho numérico dos métodos desenvolvidos.

7.1  PARTICIONAMENTO DE GUYAN

7.1.1 Particionamento 2D

Para se iniciar com os estudos do método de particionamento utilizou-se, um exemplo
muito utilizado na engenharia que é a escavacao com escoramento por estaca prancha usadas,
por exemplo, para a instalacdo de dutos tanto em obras em regiBes rurais como em cidades. Nas
regides com lencol fredtico muito alto, a estaca resistira ao empuxo lateral e a pressdo
hidrostatica exercida pela agua. Normalmente se usa um sistema de bombeamento para evitar
a inundacgdo da escavacdo. Trata-se de uma solucdo geotécnica de execugdo segura, rapida e
pratica.

A estaca prancha funciona como uma estrutura de contencdo para as obras subterraneas,
que séo bastantes utilizadas em contencdo de subsolo em centros urbanos, em benfeitorias de
estruturas enterradas, nas escavagdes em diversas areas como por exemplo da arqueologia, em
construgdes de dutos, viadutos, tineis e até obras em regides alagadas para contencédo de solo e

agua, conforme Figura 20, Figura 21 e Figura 22.
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Figura 20 - Método de estaca prancha em rede de dutos enterrados

Fonte: VPA equipamentos -https://vpaequipamentos.com.br/blog/solucoes-para-escoramento-de-
valas-e-taludes

Figura 21 - Método de estaca prancha com abaixamento de lencol freatico.

Fonte: blog Belgo arames- https://blog.belgo.com.br/engenharia/geotech/estaca-prancha/

Figura 22 - Método de estaca prancha na contencéo de solo e agua

Fonte: Carluc - https://carluc.com.br/estrutura/estaca-prancha/


https://blog.belgo.com.br/engenharia/geotech/estaca-prancha/
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Neste estudo sera verificada a evolucao da presséo hidrostatica do solo com a introducéo
da estaca prancha e ja considerando a execucédo da escavagcdo com bombeamento continuo para
manter a base da escavacdo seca, conforme Figura 23 abaixo:

Figura 23 - Figura esquematica do exemplo de estaca prancha desenvolvido para o codigo

Estaca Prancha

—— Rebaixamento do solo

Com o problema apresentado e o dominio definido necessitou-se discretizar o dominio
bidimensional para realizar o estudo do método numérico com o particionamento. Na
discretizacdo usou-se 3 malhas diferentes para verificar os efeitos da discretizacdo do dominio.

Tabela 1 - Tabela de Malhas da discretizacdo 2D

- “ A‘A iy AA Malha 1 com 215 nds e
‘ o <[> SATAY A U elementos
PESARIAAILOOER |

Malha2 com 1314 nés e
2480 elementos

X AN VAVAV,S
/| 2 / \J VU
“y, ONOAAS NAKIHE 7
a \ 7 = > AN v 2
/—r/ / S AV P 7 - N L\
LTS / IS paTA > NVAVATEY)
o NAK AVATSL N G
SO KRERERK g AR / <
o S . S DAL > y
AV A\ \ A/ UATZXK N avay / %
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Malha 3 com 20418 nds
e 40254 elementos

Foi introduzido no codigo os dados das propriedades do problema conforme Tabela 2,

e a condigéo de contorno conforme Figura 24 abaixo:

Tabela 2 - Propriedades do problema 2D

Propriedades

Porosidade 1,00E-01
Compressibilidade(m?/MN) 4,51E-04
1,00E-1

Permeabilidade (m?) ¥} 1,006-14
Ky | 1,00E-14

Viscosidade (MPa.s) 1,00E-09

Figura 24 - Indicagdo da condic&o de contorno mostrando as regides impermeéveis do modelo e a
pressdo zero nas superficies

P=0

$§ 43138111

> Impermeavel

Impermeavel
<—‘ P=P(0)+pgh

H

Impermeavel

> Impermeavel

Para cada malha foi feito um particionamento de 3 e 6 subdominios.
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Na Figura 25, referente a malha 1 listada na Tabela 1, é possivel observar a aplica¢do do
particionamento. A esquerda, temos a subdivisio em 3 subdominios, enquanto a direita, a

subdivisao é feita em 6 subdominios.

Figura 25 - Particionamentos da Malha 1

EJ

-

Ja na Figura 26, neste caso referente a malha 2 listada na Tabela 1, é possivel observar
a aplicacdo do particionamento. A esquerda, temos a subdivisio em 3 subdominios, enquanto
a direita, a subdivisdo é feita em 6 subdominios.

Figura 26 - Particionamentos da Malha 2

E na Figura 27, neste caso referente a malha 3 listada na Tabela 1, é possivel observar a
aplicagdo do particionamento. A esquerda, temos a subdivisio em 3 subdominios, enquanto a
direita, a subdiviséo é feita em 6 subdominios.

Figura 27 - Particionamentos da Malha 3

L8

® <]
Para uma melhor compreenséo de como cada particionamento foi realizado e como os setores

do dominio foram divididos, a Figura 28 esté apresentando uma numeragdo que destaca cada particéo:
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Figura 28 - Setores do Particionamento.

Nos setores mencionados, é possivel escolher as &reas de subestruturacdo do bloco
utilizando o método de Guyan, que emprega nds Mestres (interfaces) e Escravos (internos), ou
optar por so particionar em blocos sem utilizar o método. No caso de particionamento em 3
blocos, as regides de particionamento de Guyan foram definidas como setores 1 e 2, enquanto
a regido 3 permaneceu sem utilizar o método de Guyan, englobando todos os nés no dominio
do bloco. Para o particionamento em 6 blocos, as regides de particionamento de Guyan foram

0s setores 1 e 4, enquanto as regides 2, 3, 5 e 6 permaneceram sem particionamento.

7.1.1.1 Resultado do método de Particionamento de Guyan 2D

Os resultados do método de particionamento Guyan, ilustrados com o exemplo da
Estaca Prancha, foram discutidos anteriormente na sec¢do 6.2. Apos a definicdo dos setores, 0s
resultados sdo apresentados nas Figura 29 a Figura 34, retratando a distribui¢do de pressao
hidraulica de acordo com as condicfes de contorno representadas na Figura 24. Nestas figuras,
a pressao hidraulica é exibida em uma distribuicdo no dominio analisado, permitindo a analise
do impacto da escavacdo, da estaca prancha (atuando como uma barreira impermeavel) e das

bordas do problema nessa distribuicéo.

Figura 29 - Distribuicdo de press6es para um tempo de simulac¢do de 1000 segundos da Malha 1 com 3
setores de Particionamento

pressure
0039331
0036522
0033712
0030903
0028094
0026284
0022475
| 0019665
' 0016856

£ 0014047

0011237
0.0084281
00056187

uuuuuuu

L
°
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Figura 30 - Distribuicdo de pressGes para um tempo de simulagdo de 1000 segundos da Malha 1 com 6
setores de Particionamento

SANERaTaY

step 1000
Contour Fill of pressure.

i

pressure

0039331
l 0036522

0033712
0030903
0028094
0025284
0022475
0019665
0016856
- 0014047
0011237
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00056187
00028094
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Figura 31 -Distribuicao de pressdes para um tempo de simulacdo de 1000 segundos da Malha 2 com 3
setores de Particionamento
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Figura 32 - Distribuicéo de press6es para um tempo de simulacdo de 1000 segundos da Malha 2 com 6
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Figura 33 - Distribuicéo de pressdes para um tempo de simulacdo de 1000 segundos da Malha 3 com 3
setores de Particionamento
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Figura 34 - Distribuicao de press@es para um tempo de simulagdo de 1000 segundos da Malha 3 com 6

setores de Particionamento
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Os resultados apresentados nas figuras indicam que a intercambialidade dos métodos
em um Unico dominio pode ser realizada sem causar distor¢cbes nos resultados. Isso fica
evidente ao observar que, em cada malha com seus respectivos particionamentos, a distribuicdo
dos resultados é bastante semelhante. A Gnica variacdo nos resultados é atribuida a discretizacéo
da malha, o que naturalmente gera resultados mais precisos com o aumento do nimero de nés.

No que se refere ao tempo de processamento, € possivel notar uma melhora significativa
no tempo de processamento quando se utiliza malhas com 6 setores de particionamento.

Os resultados a seguir estdo organizados de acordo com as malhas e os respectivos tipos
de particionamento. Na legenda, o primeiro niumero faz referéncia a malha conforme listada na

Tabela 1 mencionada anteriormente, enquanto o segundo numero indica o tipo de
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particionamento. O valor "1" corresponde ao particionamento com 3 setores, e o valor "2"
representa o particionamento com 6 setores. Portanto, a legenda segue o formato "MALHA
X_Y", em que "X" corresponde a malha e "Y" corresponde ao tipo de particionamento.

A Figura 35, abaixo representa o resultado para a Malha 1 com 3 particionamentos levou
39% mais de tempo que no particionamento com 6 setores.

Figura 35 - Tempo de processamento para a malha 1 -

Tempo Malha 1
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0
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Para a malha 2 o resultado para o particionamento de 3 setores levou 33% mais tempo
gue no particionamento com 6 setores, conforme Figura 36.
Figura 36 - Tempo de processamento para a malha 2
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[

Jé& para a malha 3 o resultado para o particionamento de 3 setores levou 30% mais tempo

que no particionamento com 6 setores, conforme Figura 37.



67

Figura 37 - Tempo de processamento para a malha 3

Tempo Malha 3
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7.1.2 Particionamento 3D

Para verificar a técnica de particionamento em problemas tridimensionais foi construido

um dominio ficticio de dimens6es de 1000 x 1000 x 1000 metros, composto por 1331 nos e

6000 elementos, conforme figura abaixo:

Figura 38 - Dimensdes em metros do dominio hipotético para analise de fluxo pela técnica de
particionamento

1000

1000

As propriedades da rocha e do fluido do reservatério estdo apresentadas conforme a

Tabela 3 abaixo:
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Tabela 3 - Propriedade do aquifero do Particionamento de Guyan

Porosidade 1,00E-01
Compressibilidade | 4,50E-04 | 1/Pa

Kx 1,00E-11 m2

Ky 1,00E-11 | m2

Kz 1,00E-11 m2

Viscosidade 1,00E-09 | Pas
Densidade 1000 Kg/m?3

Com os dados de entrada ja referenciados, necessita-se agora impor as condi¢cfes de
contorno da simulacdo de fluxo transiente. Foi imposta ao longo do eixo x uma diferenca de
carga hidraulica de 2 m. Para esta carga hidraulica, o tempo total de analise foi de 3.000
segundos.

Para se alcancar os resultados, os testes foram separados em dois, os quais foram
denominados como “Teste 17 ¢ “Teste 2”. Para a avaliagao dos testes propostos os dois tiveram
seus dominios discretizados em 10 elementos tetraédricos em cada uma das 3 direcGes (X, y e
z). Nestes testes verificou-se como seria 0 comportamento do particionamento do dominio,
optando-se para o teste denominado “Teste 1 em um particionamento do dominio em 8 partes
iguais, como mostrado na Figura 39. Ja para o “Teste 2” o0 particionamento foi de 8 vezes maior
e o dominio ficou particionado em 64 partes, como mostrado na Figura 40. Um dos intuitos
deste trabalho € verificar o que ocorre com a variagao do particionamento do dominio.

Para avaliacao dos resultados foram escolhidos nés da malha para que seja verificada a
carga hidraulica, possibilitando assim avaliar o método e comparar as diferencas dos modelos
quanto ao particionamento.

A Figura 43 mostra a distribuicdo da carga hidraulica no dominio apés os 3000 segundos
de simulagéo. Os resultados dos “Testes 1” e “Teste 2” foram analisados em dois pontos com
coordenadas dadas na Tabela 4.

Os pontos P1 e P2 sédo os pontos escolhidos para a medicdo de fluxo e estdo
representados pela Figura 41, assim como a distribuicdo da carga hidraulica no tempo total

analisado.
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Tabela 4 - Coordenadas dos pontos P1 e P2.

P1 P2
X 900 500
y 200 500

1000 1000

Para inicia¢do do problema foi imposto uma carga hidraulica de 2 m no eixo x, conforme
ilustrado na Figura 42, proporcionando uma distribuicdo hidraulica ao dominio conforme

apresentado na Figura 43, em seu tempo final de analise.

Figura 39 - Discretizacao e particionamento Figura 40 - Particionamento para 64
do dominio em 8 partes partes do dominio.

§

"n'p'JN..\’ WAy \/
N .

%

Figura 41 - Distribuicdo da carga hidraulica e posicionamento dos nos pontos P1 e P2 de
estudo.
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Figura 42 - Condig&o de contorno com a carga hidraulica inicial de 2 m, no tempo inicial.
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Figura 43 - Carga Hidraulica no tempo final.

7.1.2.1 Resultado do método de Particionamento de Guyan 3D

Os resultados obtidos pelo método de particionamento sdo aqui apresentados utilizando as
formulacGes descritas na secdo 6.2 deste trabalho e 0 dominio em 3D descrito acima na se¢édo
7.1.2. Esses resultados sdo exibidos graficamente nas Figura 44 e Figura 45, demonstrando a
evolucdo dos valores da carga hidraulica ao longo do tempo. Cada grupo de método utilizado é

representado por uma linha especifica na legenda do grafico e diferenciado por abreviagdes
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correspondentes aos grupos utilizados nos testes. Os grupos de métodos incluem Sem Redugéo
(SR), Concentrado (C), N&do Concentrado (NC) e Sem Reducéo Concentrado (SC) conforme
descrito na secc¢do 6.2.1, que descreve 0s métodos comparativos.

Para distinguir entre os niveis de particionamento nos testes, foram utilizadas as
designacgdes “Teste 1” e “Teste 27, referidos como t-1 e t-2, respectivamente. O “Teste 1” foi 0
de menor particionamento com 8 blocos de divisdes, conforme ilustrado na Figura 39, ja o
“Teste 2” envolveu um nivel mais elevado de particionamento, com uma divisdo em 64 blocos
conforme ilustrado na Figura 40. Para identificar os pontos de medicdo das cargas hidraulicas,
adotou-se a notagéo t-1-1 para o “Teste 1” no “ponto 1” (P1), e t-2-1 para o “Teste 2”” no mesmo
ponto. Essa convencgdo também foi estendida para o ponto 2 (P2), onde o nimero foi alterado
para 2. Essa representacdo esta detalhada nas legendas dos gréficos, proporcionando uma
interpretacdo didatica dos resultados apresentados. Isso permite uma visualizacéo clara dos
resultados por meio dos gréficos gerados a partir da implementagéo do cédigo.

Ao analisar o grafico da Figura 44, que apresenta os resultados do teste 1 com
particionamento em 8 blocos, observa-se um maior distanciamento dos resultados no grupo de
método Sem Reducdo Concentrado (SC). Nesse grupo, utiliza-se o método dos elementos
finitos com o particionamento do dominio e concentragdo do armazenamento especifico nas
bordas, resolvendo sem o0 método de particionamento de Guyan, mas sim pelo método classico
dos elementos finitos. Isso demonstra que, para um baixo particionamento do dominio, essa
abordagem se distancia da solugdo aproximada do “Teste 1” em ambos “ponto 1” e “ponto 2”.
Por outro lado, todos 0s outros grupos se aproximam do resultado esperado, que € o do grupo
Sem Reducdo, o qual utiliza 0 método dos elementos finitos.

No caso do “Teste 2”, o resultado ilustrado na Figura 45, no qual foi utilizado um
particionamento maior do dominio conforme apresentado na Figura 40, os resultados dos
grupos convergiram melhor para o grupo Sem Reducdo. Conforme esperado, o aumento do
particionamento do dominio Figura 39, demonstra a aproximacao de todos 0s grupos em relacdo
aos resultados do grupo Sem Reducdo, que serve como referéncia. No grupo Sem Reducdo com
Concentracdo, o ajuste da curva é ainda mais visivel ao passar do “Teste 1” para 0 “Teste 27,
pois quanto mais se particiona o dominio, mais proximo chega-se a discretizacdo completa do
dominio, resultando em uma aproximacgao mais precisa. Quanto ao grupo Nao Concentrado, os

resultados foram praticamente idénticos aos do grupo Sem Reducéo.
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Figura 44 - Resultado do Teste 1 nos pontos P1 e P2 conforme os grupos apresentados.
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Figura 45 - Resultado do Teste 2 nos pontos P1 e P2 conforme os grupos apresentados.

Para a analise, utilizou-se como parametro a comparacdo dos valores dos pontos com a
Raiz Quadrada do Erro Quadratico Médio (RMSE), tendo como referéncia os valores obtidos
pelo método dos elementos finitos (SR). Nesse contexto, a comparacao revela que o desvio
médio em relacdo ao valor de referéncia, ou seja, o valor encontrado, representa o erro em
relacdo a previsao.

O célculo para determinar o desvio de cada método por meio da Raiz Quadrada do Erro

Quadratico Médio (RMSE) envolve a diferenga entre o valor de referéncia (p) e o valor a ser

comparado (a). A formula geral para o calculo do RMSE é:
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n
RMSE = \/%5 @- p)? i=1.n
i=

i=1

Nesse contexto, 0 RMSE é uma medida que quantifica o erro entre o valor de referéncia
(p) e o valor a ser comparado (a).

As tabelas abaixo apresentam o desvio de cada método em relacdo ao método de
referéncia, que foi o de Elementos Finitos (SR). Vale ressaltar que o método Ndo Concentrado
(NC) é uma técnica de particionamento especialmente adaptada para problemas de fluxo em
meios porosos, derivando-se os demais métodos a partir dele por meio de modificacdes
matematicas destinadas a Reducdo de Ordem. Na Tabela 5, sdo apresentados os desvios
correspondentes ao “ponto 1” da “malha 1”, destacando que o maior valor observado ocorreu

no caso do método Sem Reducdo Concentrado (SC).

Tabela 5 - Tabela comparativa de Erro do Ponto 1 Malha 1

Ponto 1 Malha 1

Método RMSE
Concentrado (C) 0,1546
N&o Concentrado (NC) 0,0023
Sem Reducdo Concentrado (SC) | 0,6774

Na Tabela 6, sdo exibidos os erros associados ao Ponto 1 da Malha 2, e é importante
notar que o maior valor identificado também corresponde ao método Sem Reducdo
Concentrado (SC).

Tabela 6 - Tabela comparativa de erro do Ponto 1 Malha 2

Ponto 1 Malha 2

Método RMSE
Concentrado (C) 0,0974
N&o Concentrado (NC) 0,0025
Sem Reducao Concentrado (SC) | 0,2885

(93)
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A Figura 46 representa os resultados dos métodos para o Ponto 1 nas duas malhas,
permitindo uma visualizagdo mais clara dos desvios de cada método em relacdo ao método de

Elementos Finitos, que esta sendo considerado como referéncia.
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Figura 46 - Ponto 1 nas Malhas 1 e 2 - para verificar os Desvios
Para o Ponto 2, as tabelas a seguir exibem os desvios calculados também pelo método
do RMSE. Na Tabela 7 - Tabela comparativa de erro do Ponto 2 Malha 2Tabela 7, sdo
apresentados os erros referentes ao Ponto 2 da Malha 1, ressaltando que o maior valor

encontrado ocorreu no caso do método Sem Redugdo Concentrado (SC).
Tabela 7 - Tabela comparativa de erro do Ponto 2 Malha 2

Ponto 2 Malha 1

Método RMSE
Concentrado (C) 0,3840
N&o Concentrado (NC) 0,00078521
Sem Reducdo Concentrado (SC) | 2,0103

Na Tabela 8, sdo exibidos os erros associados ao Ponto 2 da Malha 2, e é importante

notar que o maior valor identificado também corresponde ao método Sem Reducgédo

Concentrado (SC).
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Tabela 8 - Tabela comparativa de erro do Ponto 2 Malha 2

Ponto 2 Malha 2

Método RMSE
Concentrado (C) 0,0411
N&o Concentrado (NC) 0,00088239
Sem Reducdo Concentrado (SC) 0,2825

Para a Figura 47, sdo exibidos os resultados dos métodos para o Ponto 2 nas duas malhas,

permitindo uma visualizacdo mais clara dos desvios pare este ponto.

Testes no ponto P2
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500 1000 1500 2000 2500 3000
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Figura 47 - Ponto 2 nas Malhas 1 e 2 - para verificar os Desvios

O particionamento do dominio apresenta uma peculiaridade que € visivel nas bordas
entre os particionamentos por causa da concentracdo de massa nos n6s mestre, o que pode ser
contornado com o aumento do particionamento e a discretizagdo mais refinada da malha. Na
Figura 48, a frente de carga hidraulica, que deveria ser uniforme, apresenta-se desuniforme mas
avanca em média na mesma velocidade do problema convencional, onde ndo se concentra a
massa dos nos escravos Nos NOS mestres.

Essa descontinuidade pode ser mitigada por meio de estratégias como o aumento do
particionamento, que aumenta 0 nimero de nds mestres com relacdo aos nos escravos, € a

utilizacdo de uma discretizagdo mais refinada da malha. Essas medidas visam minimizar o
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efeito das perturbacGes nas bordas e proporcionar uma representacdo mais precisa da carga

hidraulica ao longo do dominio.

Perturbagdes nas bordas

dos particionamentos

ﬁj.—-ﬁ Y

step 150

Figura 48 - Passo de 150 segundos da evolucéo do tempo para o caso de particionamento
com 8 particionamentos

Na Figura 49, na qual é utilizado um particionamento bem maior, com 64 particdes no
dominio, o fendmeno de perturbagdo nas bordas entre os particionamentos € consideravelmente
reduzido. Com uma maior quantidade de parti¢des, as perturbacdes nas bordas se tornam menos

visiveis e praticamente imperceptiveis.
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x

B .

step 150

Figura 49 - Passo de 150 segundos da evoluc¢é@o do tempo para o caso de particionamento com
64 particionamentos

Com o intuito de verificar o efeito da discretizacdo, ao se realizar uma maior discretizacéo

da malha, como mostrado na Figura 50, essa perturbacdo € ainda mais imperceptivel.

x

1.1_4 v

step 150

Figura 50 - Passo de 150 segundos da evoluc¢éao do tempo para o caso de particionamento com
64 particionamentos com uma maior discretizagéo.
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7.2 Superposicdo Modal

Na etapa de superposicdo modal, foi considerado um aquifero hipotético com dimensées
de 6000 metros de comprimento, 6000 metros de largura e 150 metros de espessura. Esse
aquifero é composto por duas formagdes de 60 metros de espessura separados por uma camada
de baixa permeabilidade conhecida como aquitardo, que possui uma espessura de 30 metros. A
Figura 51 ilustra essa configuracao.

As propriedades dos aquiferos e do aquitardo est&o apresentadas na Tabela 9. E importante

notar que o aquifero superior recebe uma recarga fixa de 1,0 8 % Apesar do aquitardo
m2

(material 2) apresentar uma permeabilidade mais baixa que os aquiferos (material 1), os
aquiferos ndo estdo completamente isolados, pois existe a possibilidade de interagdo entre eles
através da permeabilidade ao longo do eixo z do aquitardo.

Essa configuracdo hidrogeologica complexa, com camadas de diferentes permeabilidades
e interacOes entre os aquiferos, € considerada na andlise para garantir uma representacdo mais
realista do sistema aquifero. Essas informacgdes sdo fundamentais para compreender o
comportamento do fluxo de &gua e as interacGes entre as diferentes camadas do aquifero.

Material 2

Figura 51 - Camadas de materiais do aquifero.
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Tabela 9 - Permeabilidade dos materiais do aquifero da Superposi¢do Modal

Material | Permeabilidade

kx=1.8e-4 m/s
1 ky=1.8e-4 m/s
kz=1.8e-5 m/s
kx=1e-15 m/s
2 ky=1e-15 m/s
kz=3.5e-9 m/s

Em um problema que se utiliza da resolugdo em métodos numéricos, a discretizacdo é
uma etapa muito importante na analise para que seja determinado a solucdo aproximada do
problema. A qualidade da solucdo aproximada obtida pelo método numérico depende do
numero de pontos nodais e elementos que o dominio é discretizado. Com 0 aumento da
discretizacdo, 0 numero de varidveis aumenta e consequentemente 0 processamento deste
problema aumenta. Levando a um maior armazenamento de dados a necessidade de um
processamento mais potente para que o programa execute todos 0s passos necessarios para gerar
0 resultado.

Para a simulacéo foram usados trés niveis de discretizacdo horizontal do dominio, com
0 intuito de verificar o tempo de processamento e os resultados para cada tipo de discretizacao
em ambos os métodos numéricos utilizados na comparacdo deste trabalho, nos métodos da
superposicao modal e no método dos elementos finitos, como descrito anteriormente, conforme

Tabela 10 abaixo:

Tabela 10 - Tipos de Malha para a Superposi¢cdo Modal

Malha 1 Malha 2 Malha 3
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A discretizacao vertical (em relagdo ao eixo z), foi mantida com a mesma configuragao
em todas as malhas utilizadas na anélise. Isso significa que a forma como o aquifero foi dividido
verticalmente em elementos permaneceu constante em todas as simulagdes.

Ao manter essa uniformidade na discretizacdo vertical, é possivel analisar como outras
variagdes, como o particionamento do dominio ou a discretizagdo horizontal da malha, afetam
os resultados da simulagdo e a representacdo do sistema aquifero como um todo. Essa
abordagem é comum em estudos hidrogeologicos, pois permite isolar os efeitos de diferentes
parametros na simulacdo e obter conclusdes mais precisas sobre o comportamento do aquifero

sob diferentes condicdes.

Figura 52 - Discretizacao vertical

As malhas tém dimensdes iguais, s6 diferenciando o nimero de elementos e nds,

conforme pode ser visto na Tabela 11.:

Tabela 11 - Valores de n6 e elementos para cada malha

N°Nos | N° Elementos
Malha 1 6.724 28.800
Malha 2 1.764 7.200
Malha 3 3.844 16.200
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7.2.1 Resultado do método de Superposicdo Modal

A fim de comparar os métodos de superposicdo modal e dos elementos finitos
convencionais, 0 presente trabalho utilizou cddigos numéricos construidos especificamente
para esse propdésito, gerados no proprio laboratério com a formulagéo apresentada no item 6.3.1.
O objetivo era avaliar a qualidade das solugdes numéricas e a velocidade de obtencdo dessas
solugdes em ambos 0s métodos. Para fins de avaliacdo do custo computacional, o tempo total
de CPU foi medido e os resultados em pontos especificos da malha foram comparados entre 0s
dois métodos, em um computador com processador Intel(R) Core (TM) i7-7700HQ CPU @
2.80GHz e 16,0 GB de RAM.

A estratégia de comparacdo numeérica envolveu a adocdo de um poco no aquifero
hipotético, localizado no “ponto 1” com a seta azul, em todas as malhas com coordenadas na
origem (X, y, z) = (0,0,0), e o “ponto A” de estudo com coordenadas na (600,600,60), com a
seta vermelha, conforme ilustrado na Figura 53. Para cada simulagdo numeérica, foram
escolhidas vazdes de extragéo de 30, 90 e 150 I/s, a fim de estudar a influéncia desses diferentes
valores nos resultados obtidos.

Com as vazdes de extracao e recarga definidas, foram selecionados pontos de analise
para acompanhar a simulacdo numérica. Esses pontos estéo listados na Tabela 12. Esses pontos
foram escolhidos estrategicamente para representar diferentes regifes do aquifero e permitir a
comparacao dos resultados obtidos entre os dois métodos em locais especificos de interesse.

Dessa forma, por meio dessa abordagem comparativa, € possivel avaliar como os dois
métodos se comportam em diferentes cenarios de vazdo de extracdo, bem como identificar
possiveis diferencas nos resultados em postos-chaves da malha. Isso proporciona uma
compreensdo abrangente da eficiéncia e da precisao de cada método, permitindo tomar decisdes

com mais seguranca sobre a escolha da melhor abordagem para simulagdes futuras.

Figura 53 - Localizagéo do Pogo (ponto 1) e do local de coleta de dados (ponto A).
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Tabela 12 - Pontos analisados no dominio com as coordenadas e 0s respectivos nos para cada
malha

Dados dos nos

Coordenadas _
escolhidos
Malha | Malha | Malha
Ponto| X Y Z
1 2 3

A | 600 [ 600 | 60 | 1850 | 486 | 1058

A analise dos resultados foi realizada para cada malha e cada vazdo proposta, utilizando
0s pontos listados na Tabela 12 para comparacdo dos resultados obtidos pelos métodos dos
elementos finitos convencional e superposi¢do modal. Cada ponto possui coordenadas fixas no
dominio e foi utilizado para verificar a precisdo e a concordancia dos resultados entre os dois
métodos.

A notacgdo adotada para representar os resultados é exemplificada como segue: o ponto
A namalha 1 com vazdo de 30 I/s tem o codigo 1-3A na simulagéo utilizando elementos finitos
convencional e 1-3AS na simulacdo utilizando superposi¢do modal.

Na Figura 54, é apresentada a evolucdo dos valores no “ponto A”, na qual é possivel
observar a influéncia da discretizacdo da malha e a evolugdo das simulacgdes pelos dois métodos.
Conforme ilustrado, os valores obtidos nos dois métodos sdo muito proximos, e essa
proximidade se repetiu para todos os pontos selecionados e listados na Tabela 12.

Essa observacdo de resultados proximos em ambos os métodos para todos os pontos
analisados é uma evidéncia importante da concordancia e da validade dos resultados obtidos
pelas duas abordagens. Essa consisténcia € um indicativo da eficiéncia da técnica de
superposicdo modal em relacdo ao método dos elementos finitos convencional, especialmente
em cenarios de discretizacdo de malha e diferentes vaz@es de extracao.

Essa analise comparativa fornece uma base sélida para confiar na utilizacdo da
superposi¢cdo modal como uma alternativa eficaz e precisa para simulagfes hidrogeologicas,
apresentando um bom equilibrio entre qualidade dos resultados e custo computacional, como

sera visto a seguir.
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Teste 1

30.5 T T T—

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo (segundos) x10

Figura 54 - Evolucéo da carga hidraulica no ponto A4 comparando as diferentes discretizacdes

das malhas

E possivel observar que os resultados para cada malha se concentram em uma regido
bem definida e apresentam uma proximidade significativa. Isso indica uma concordancia
satisfatoria entre os resultados obtidos pelos dois métodos, ou seja, elementos finitos e
superposicdo modal. Esses achados oferecem informacGes valiosas acerca da precisdo e
consisténcia dos resultados, contribuindo para a avaliacéo e validacdo dos modelos numéricos
empregados na simulacdo. Esta conclusdo pode ser corroborada com a Tabela 13, na qual os
desvios de cada amostra foram calculados utilizando o método da Raiz Quadrada do Erro
Quadratico Médio (RMSE). O RMSE envolve a diferenca entre o valor de referéncia (p) e o
valor a ser comparado (a), conforme indicado na equacao (93). Que para o caso proposto sera
em analisar as amostras 3AS com a 3A para cada malha. Essa abordagem permitiu reforcar a
adequacdo e confiabilidade do método de superposicdo modal, demonstrando suas vantagens
em relacdo ao meétodo convencional dos elementos finitos em termos de qualidade dos
resultados.

Tabela 13 - Valores de RMSE das amostras comparadas

Teste 1
Amostras comparadas RMSE
1-3ASe 1-3A 0,0281
2-3AS e 2-3A 0.0274
3-3AS e 3-3A (SC) 0.0278
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A Figura 55 é uma representagdo ampliada do quadro estabelecido na Figura 54. Esta
ampliacdo foi realizada para permitir uma andlise mais detalhada dos resultados para cada

modelo especifico.

Teste 1

29.1
Malha 1

28.6 -

1.8 2 22 24 26 28 3 3.2 34 3.6
e
Tempo (segundos) %10

Figura 55 - Ampliacéo do retangulo da Figura 54 indicando as malhas usadas para cada uma

das curvas de evolucdo da carga hidraulica no “ponto A”.

Na Figura 56 observa-se para o “ponto A”, com malhas de diferentes discretizacgdes e
com diferentes vazdes de extracdo de agua, a variacdo de carga hidraulica ao longo tempo.
Através dessa representacdo gréafica, € possivel observar novamente a coeréncia nos resultados,
com as solucBes apresentando-se muito proximas entre os métodos dos elementos finitos
convencionais e 0 da superposicdo modal. Essa consisténcia nos resultados demonstra a
eficiéncia e a precisdo da técnica de superposicdo modal em comparacdo ao método

convencional dos elementos finitos, em diferentes condices de discretizacao e extracao.
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Teste 2

20

Tempo (segundos) x10

Figura 56 -Evolucdo temporal da carga hidraulica do “ponto A”, para diferentes

discretizacOes e vazbes impostas.

Uma variavel importante para ser observada é o tempo total de CPU levado para realizar
as simulacOes. Estes valores podem ser vistos nas Figura 57 e Figura 58, que demonstram o
tempo de processamento para o cddigo rodando em Elementos Finitos e outro com
Superposicdo Modal. A legenda estd se referindo ao tipo de malha, consequentemente a
discretizacdo mostrada na Tabela 12, e a vazéo imposta no poco (30, 90 e 150 I/s).

A avaliacgdo da eficiéncia computacional de cada método depende, em grande parte, da
analise do tempo total de CPU. Ao comparar os tempos de processamento entre 0s métodos dos
elementos finitos e a superposicao modal em diferentes configura¢6es de malha e taxas de vazéo
impostas, torna-se possivel determinar a economia de tempo proporcionada pela adocdo da
superposicao modal em contraposi¢do ao método convencional.

Torna-se evidente que, no que se refere as mudancas nas taxas de fluxo, o tempo de
processamento mantém-se praticamente constante, como evidenciado nas Figura 57 e Figura
58, em ambos os dois métodos analisados. No entanto, em relacdo a discretizacdo, a situacao
apresenta variagfes consideraveis, como destacado na Tabela 11. Essas alteracdes na
quantidade de nos e elementos foram introduzidas para permitir a identificacdo de diferencas
significativas na eficiéncia dos métodos, possibilitando a avaliacdo do desempenho por meio
da comparacéo entre eles.

Os testes realizados na “malha 17, a mais densamente discretizada, demonstram um
tempo de processamento maior em comparagio com as outras malhas. A medida que reduzimos

0 numero de nos e elementos, observa-se uma diminuicdo significativa no tempo de
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processamento da CPU. Figura 57, as reducdes de tempo sdo notdveis: comparando as amostras
1-3 com 2-3, ha uma reducdo de praticamente 72% no tempo, e no caso de 1-3 com 3-3, uma
reducao de 40% no tempo de processamento.

Ja na Figura 58, as reducdes de tempo sdo ainda mais expressivas para 0 caso da
superposi¢cdo modal. Na comparacgdo entre a amostra 1-3 e 2-3, observa-se uma reducdo de
praticamente 95%, e no caso de 1-3 com 3-3, uma reducdo de 74% no tempo de processamento.
Isso leva a conclusdo de que o nimero de graus de liberdade € um fator preponderante para o

método de Superposi¢do Modal.

Tempo de CPU - Elementos finitos
180,00
160,00
140,00
120,00

100,00

80,00
60,00
40,00
20,00 I
1-3 2-3 3-3 1-9 2-9 3-9 1-15 2-15 3-15

Figura 57 - Tempo gasto de processamento do codigo de elementos finitos.

Segundos

Tempo de CPU- Superposicao Modal

140,00

120,00
100,00
80,00
60,00
40,00
20,00 I I
| | |
1-3 2-3 3-3 1-9 2-9 3-9 1

-15 2-15 3-15

Segundos

HAV ESM

Figura 58 - Tempo gasto de processamento do codigo de superposi¢do modal - com os calculos

de autovalores e a superposicao.
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Atraves da representacdo grafica da Figura 58 verifica-se que o processo do codigo de
superposicao modal é executado em duas etapas distintas:

1. Construcdo da matriz e vetores do problema de fluxo ([S], [T] e {Q}): Nessa
primeira etapa, sdo construidas a matriz e os vetores que fazem parte do sistema de equacdes
que representa o problema, conforme a Equacédo (4). Além disso, também sdo calculados 0s
autovalores [L]. A matriz de autovalores é uma parte essencial para a realiza¢éo do calculo da
superposi¢cdo modal, como demonstrado na se¢do 6.3.2 deste trabalho, e também para o
desacoplamento do sistema, como mostrado na sec¢do 6.3.5.

2. Célculo da superposicdo modal e desacoplamento do sistema: Nesta segunda
etapa, ocorre o célculo da superposicdo modal e do procedimento de desacoplamento do
sistema, conforme demonstrado nas secdes 6.3.1 deste trabalho. Isso leva aos resultados da
Equacao (4) do problema.

Para comparar o tempo de processamento dos dois métodos numéricos (elementos
finitos convencionais e superposicdo modal), a soma das duas etapas descritas acima &
considerada como o tempo total de processamento utilizando o método numérico da
superposicdo modal. Em outras palavras, o tempo de processamento para obter os resultados
pelo método da superposicdo modal é a soma do tempo gasto para o processamento da matriz
de autovalor (AV) com o tempo de processamento para o calculo da superposi¢cdo modal e do
sistema de desacoplamento (SM), resultando no tempo total de CPU do método.

Essa analise do tempo de processamento é fundamental para avaliar a eficiéncia
computacional da superposicdo modal em relacdo ao método dos elementos finitos
convencionais. A capacidade de obter resultados precisos com um menor tempo de
processamento € uma das vantagens importantes da superposicdo modal em simulacdes
hidrogeoldgicas complexas. Essa economia de tempo pode ser especialmente valiosa ao lidar
com grandes dominios ou problemas hidrogeologicos com elevada complexidade, onde os
tempos de processamento podem ser consideraveis.

A capacidade de dividir o processamento em duas etapas independentes se tornou uma
das principais vantagens da superposi¢cdo modal. A primeira etapa, que envolve o calculo dos
autovalores, € a mais custosa computacionalmente e pode ser realizada uma Unica vez,
independentemente das modificacdes na recarga do aquifero. Isso significa que, uma vez que
0s autovalores séo calculados, eles podem ser reutilizados para véarias simulagcdes com
diferentes cenarios de recarga e vazdes de extracéo.

Essa caracteristica do método é especialmente valiosa quando se deseja realizar estudos

de sensibilidade ou otimizagdo do processo, analisando o comportamento do aquifero em
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resposta a diferentes condi¢des de recarga e extracdo. Em vez de recalcular os autovalores a
cada simulacdo, o que seria computacionalmente intensivo e demorado, a superposi¢cdo modal
permite pular essa etapa e focar apenas no calculo da superposicdo modal e do desacoplamento
do sistema. Como resultado, o tempo de processamento é significativamente reduzido,
permitindo a realizac&o de varias simula¢des de forma mais rapida e eficiente.

Essa flexibilidade e eficiéncia do método da superposicdo modal séo cruciais para
aumentar a produtividade e a precisdo dos estudos hidrogeologicos. Ao permitir a exploracao
de diferentes cenarios e a avaliacdo de diversos parametros de forma mais agil, essa abordagem
ajuda os pesquisadores e profissionais da area a obterem uma compreensdo mais completa e
detalhada do comportamento do aquifero, auxiliando na tomada de decisdes e no planejamento
de gerenciamento de recursos hidricos. Assim, a reducdo do tempo de processamento é uma
vantagem importante em aplicacdes praticas, tornando o método da superposi¢cdo modal uma
ferramenta valiosa para a modelagem e andlise de problemas hidrogeoldgicos complexos.

Além desta divisdo do processamento em duas etapas independentes que foi mostrada
anteriormente, a superposi¢cdo modal também permite uma reducdo dos modos, fazendo com
que se tenha uma reducéo de ordem de sistemas de equacdes, 0 que acarreta na diminuicao da
matriz modal. Essa reducdo de ordem do problema é uma vantagem significativa que pode
melhorar ainda mais o desempenho do cddigo como um todo, e pode ser demonstrada na Figura
59.

Quando se utiliza a técnica de superposi¢cdo modal, é possivel selecionar apenas 0s
modos mais significativos para a resposta do sistema, eliminando os modos de menor
importancia. Esses modos menos relevantes podem ter contribuicbes menores ou
insignificantes para a solucdo final, e sua exclusdo pode ser feita sem comprometer
significativamente a precisdo dos resultados.

Ao reduzir a matriz modal e considerar apenas 0os modos mais importantes, o calculo
dos autovalores e autovetores se torna menos custoso computacionalmente, resultando em um
tempo de processamento menor para essa etapa. 1sso pode ser especialmente benéfico quando
se lida com problemas que envolvem grandes dominios ou sistemas hidrogeolégicos
complexos, nos quais o numero de modos pode ser consideravel.

Essa reducéo de ordem proporcionada pela superposi¢cdo modal € uma estratégia eficaz
para obter uma solucdo mais répida e eficiente sem comprometer a precisao dos resultados. A
capacidade de reduzir a complexidade do problema mantendo a qualidade dos resultados é uma
das razdes pelas quais a superposicdo modal é amplamente utilizada em simulagdes em outros

campos de estudo que envolvem sistemas de equacOes diferenciais parciais.
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Os resultados dessa reducéo de ordem podem ser visualizados nas Figura 59 e Figura
60, que ilustram um teste comparativo entre 0 método de elementos finitos e 0 método de
superposicdo modal. Essas figuras foram geradas com base na discretizagdo da “malha 17,
conforme detalhado na Tabela 10, e uma taxa de vazdo do poco de 30 I/s a partir do ponto de
coordenadas conhecidas, denominado "ponto A" (conforme indicado na Tabela 12).

Nesse contexto, 0 método da Raiz Quadrada do Erro Quadratico Médio (RMSE) foi
empregado para estabelecer o parametro de desvio entre as curvas representadas na Figura 60.
Os resultados revelaram um desvio de RMSE de 0,0281 entre as curvas 1-3A e 1-3AS, e um
valor de RMSE de 0,3364 para o desvio entre as curvas 1-3A e 1-3AS2. Esses valores
demonstram a proximidade entre os resultados obtidos por meio dos métodos analisados.

A Figura 59 apresenta uma comparacdo de tempo de processamento entre o método
convencional de elementos finitos (1-3A)e 0 método da superposi¢do modal (1-3AS e 1-3AS2),
aplicados a “malha 1”, com uma vazdo de poco de 30 I/s, conforme mencionado anteriormente
e mostrado pelos cddigos de cada amostra.

Tempo de CPU
160,00
140,00
120,00
100,00

80,00

Segundos

60,00

40,00

20,00 I

1-3 1-3S 1-3S2

Figura 59 -Comparacéo do tempo de processamento.
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Teste 3
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Figura 60 - Comparacdo da solucao dos métodos

A legenda da Figura 59 descreve os resultados de cada método da seguinte maneira:

e Na primeira barra da legenda, representada como 1-3A, observa-se o tempo de
processamento para 0 método convencional de elementos finitos, evidenciando
um maior tempo de processamento, entre todas as outras barras evidenciadas.

e Nas duas barras subsequentes, representadas como 1-3S e 1-3S2, sédo
apresentados os tempos de processamento para 0 método da superposicao
modal. A primeira barra reflete o processamento padrao desse método, enquanto
a segunda barra indica a utilizacdo da reducdo de ordem com 50% do nimero de
autovalores. Como na Figura 58, as barras sdo codificadas em duas cores,
representando o tempo de processamento da maquina para o calculo do autovalor
e 0 tempo de processamento para o calculo da superposicdo modal.

Analisando as barras que representam 0s resultados dos métodos de superposi¢do
modal, nota-se que, na amostra 1-3S, aproximadamente 37% do tempo de processamento é
dedicado ao célculo dos autovalores, com os restantes 63% destinados ao célculo da
superposi¢cdo modal. No caso da amostra 1-3S2 (representando a superposicdo modal com
reducdo de 50% dos autovalores), o calculo do autovalor requer 53% do tempo total de
processamento, enquanto apenas 47% sdo destinados ao calculo da superposicdo modal.

E relevante destacar a comparagio de tempo entre 0 método de elementos finitos e o

método de superposi¢cdo modal. Entre 1-3A e 1-3AS, observamos uma reducdo de tempo de
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aproximadamente 16%, enquanto entre 1-3A e 1-3AS2, a reducdo de tempo chega a cerca de
51%, reducéo essa em favor do método de superposi¢ao modal.

Sendo assim, importante notar que, ao considerar apenas o tempo de processamento
para a etapa de calculo da superposicdo modal, esses valores mudam significativamente.
Comparando 1-3A e 1-3AS, hd uma redugdo de tempo de aproximadamente 47%, e entre 1-3A
e 1-3AS2, a redugdo de tempo chega a cerca de 77%. Isso evidencia a eficiéncia do metodo na
otimizacdo do tempo e na reducdo do custo computacional do processo da superposi¢do modal.
Essa eficiéncia torna a técnica ainda mais atraente para aplicacdes praticas, permitindo a
realizacdo de um maior nimero de simulacbes em um periodo menor, o que amplia as
possibilidades de estudo e analise em problemas hidrogeoldgicos complexos.

E importante mencionar que os resultados dos experimentos foram obtidos em um
computador equipado com um processador Intel(R) Core (TM) i7-7700HQ CPU @ 2.80GHz e
16,0 GB de RAM. Essas informagdes adicionais sdo relevantes para compreender o contexto
dos testes e a capacidade de processamento do equipamento utilizado nos experimentos.
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho, foram desenvolvidas novas abordagens para a aplicacdo de dois métodos
distintos na resolucdo de sistemas, com o proposito de solucionar problemas de fluxo em
aquiferos, permitindo a exploracdo de estratégias diversas. Isso possibilitou a utilizagdo de cada
método como uma técnica de Reducdo de Ordem, reduzindo o nimero de graus de liberdade de
diferentes maneiras e, consequentemente, diminuindo o custo computacional.

Os métodos empregados incluiram o Particionamento do Dominio, desenvolvido a
partir da técnica de particionamento de Guyan, originalmente aplicada em estruturas, mas
adaptada para a area de geomecanica, especificamente para problemas de fluxo em meio
poroso. Esse método envolve a subdivisdo do dominio aquifero em subdominios menores,
resultando na reducdo do numero de graus de liberdade e no tamanho das matrizes do sistema
de equac0es a serem resolvidas. Essa reducao de ordem é particularmente benéfica ao lidar com
dominios extensos ou problemas de alta complexidade.

O outro método adotado foi a Superposi¢do Modal, uma técnica ja conhecida na area de
estruturas, mas também adaptada para o contexto de fluxo em meio poroso da geomecanica.
Esse método permite dividir o processamento em duas etapas independentes, o que reduz
significativamente o tempo de processamento global. A primeira etapa compreende o calculo
dos autovalores e a construcao da matriz modal, enquanto a segunda etapa envolve o célculo da
superposicdo modal e o desacoplamento do sistema. Essa divisdo do processamento permite
que a etapa de célculo dos autovalores seja realizada apenas uma vez e possa ser reutilizada em
varias simulagdes, economizando tempo de processamento em cenarios com diferentes recargas
e vazQes.

No decorrer deste estudo, ambos os métodos foram adaptados e implementados em
codigos especificos no ambiente Matlab para solucionar os problemas descritos. Ambos
métodos se mostraram apropriados para a resolugdo de problemas de fluxo em meio poroso,
com algoritmos facilmente ajustaveis as diferentes situacdes de cada problema.

Os testes realizados com o método de Particionamento, em um problema 2D,
demonstraram a robustez desse método ao interagir com diversos métodos de forma
independente, ressaltando a vantagem do particionamento. No caso do problema 3D, observou-
se que os desvios mais baixos foram obtidos com o método Ndo Concentrado (NC), que é o
método base de reducdo de ordem derivado do Particionamento de Guyan, também adaptado

neste estudo. Até mesmo o método Concentrado (C), uma nova aplicacdo do método Né&o
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Concentrado NC, apresentou desvios proximos a zero, corroborando a eficacia do método na
resolucéo de problemas de fluxo em meio poroso com o objetivo de redugédo de ordem.

A adaptacao do método de Superposicdo Modal para a simulacéo de fluxo em aquiferos
possibilitou a realizacdo de simulagcdes com custo computacional reduzido, otimizacdo do
tempo de processamento e a capacidade de realizar andlises de otimizacdo e considerar
incertezas de maneira mais econémica computacionalmente. A divisdo do método em duas
etapas, juntamente com a reducdo de ordem, o torna uma ferramenta valiosa para o estudo e

gerenciamento de aquiferos em cenarios reais e complexos.
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9 ESTUDOS FUTUROS

Como contribuicdo a um estudo posterior pode-se realizar investigagdes com 0s
métodos em heterogeneidade de malhas com campos com permeabilidade heterogéneas,
presenca de falhas e fratura, etc. Utilizar problemas com acoplamento hidromecanicos e outros.
Fazer uma investigacdo mais detalhada da influéncia das frequéncias dos modos de autovalores
nos resultados obtidos que podendo ser uma contribuicdo valiosa para aprimorar ainda mais o
método de superposicdo modal. O ajuste das frequéncias dos autovalores pode oferecer
oportunidades para melhorar a reducdo de ordem do sistema e, potencialmente, otimizar ainda
mais o tempo de processamento.

Através do uso dos subcomandos disponiveis no Matlab para ajustar as frequéncias dos
valores que serdo utilizados, é possivel explorar diferentes configuraces e tipos de frequéncias
para os modos de superposi¢do modal. A escolha de iniciar pelos modos de baixa frequéncia,
alta frequéncia ou uma combinacdo de ambos (both ends) pode influenciar a precisdo dos
resultados e o tempo de processamento.

As figuras representando as frequéncias de um dado exemplo utilizado no estudo sao
valiosas para entender as caracteristicas dos diferentes modos de frequéncia que podem ser
utilizados no cdédigo gerado. Essas informagGes podem ajudar a orientar o estudo posterior na
selecdo das melhores configuracdes de frequéncias para alcancar a reducdo de ordem mais
eficiente e obter resultados precisos.

Explorar diferentes configuragbes de frequéncias e entender como elas afetam os
resultados é um passo importante para otimizar o0 método da superposi¢cdo modal e torna-lo
ainda mais eficiente. Esse estudo posterior pode contribuir para aprimorar a técnica, fornecendo
insights valiosos sobre como ajustar as frequéncias dos modos de autovalores para obter
solugdes mais rapidas e precisas em simulacdes. No codigo gerado neste estudo teve-se a op¢do
de escolher uma das funcGes que o Matlab permite para resolver os autovalores, que abaixo esta
um exemplo rodado para se verificar cada um desses ajustes.

Para a Figura 61 e Figura 62 utilizou-se da fungéo de smallest magnitude parte-se das
baixas frequéncias até as altas. Sendo assim, quando no c6digo o usuario optar pela smallest
magnitude a funcéo ira selecionar a metade dos numeros de frequéncia para utilizar na solucéo

do sistema de equacGes gerado.
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Figura 61 - Exemplo com toda a frequéncia Modal para a funcdo Smallest magnitude do Matlab
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Figura 62 - Exemplo com 50% da frequéncia Modal smallest magnitude do Matlab
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Para a Figura 63 mudou-se o tipo de frequéncia utilizando a de largest magnitude onde se inicia
pelos modos de alta frequéncia e a Figura 64 optou-se para a reducdo de 50% dos modos o sistema de

equacdo ficando com as altas frequéncias para gerar os resultados.
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Figura 63 - Exemplo com toda a frequéncia Modal para a funcdo Largest magnitude do Matlab
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Figura 64 - Exemplo com 50% da frequéncia Modal Largest magnitude do Matlab
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J& quando se usa o comando para utilizar both ends magnitude tem como utilizar os
modos de frequéncias altas e baixas como é mostrado nas figuras abaixo.

Na Figura 65 mostra nitidamente a composicao dos modos de frequéncia atraves desta
funcdo com frequéncias de alta e frequéncias de baixa, que com foi executado para todo o ranger
de frequéncia ficou com o grafico parecido com o da Figura 61. O que também € visto na Figura

66, mesmo com a reducao de 50% das frequéncias.



97

Figura 65 - Exemplo com toda a frequéncia Modal para a funcdo Both end magnitude do Matlab
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Figura 66 - Exemplo com 50% da frequéncia Modal para a fungdo Both end magnitude do Matlab
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Com as fungdes descritas o estudo de composicdes destas frequéncias pode ser um
estudo desafiador para compor uma reducdo de ordem que consiga chegar a respostas

satisfatorias.
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