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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo da formulagéo estocastica de Nelson
da mecanica quantica, visando possiveis aplicagcbes em areas onde metodos hibridos
oriundos da mecanica quantica e da fisica estocastica tém sido usados com sucesso,
como econofisica, epidemiologia matematica e fisica de sistemas complexos hierar-
quicos. Inicialmente, realizamos uma revisao direcionada dos conceitos fundamentais
da mecénica estatistica fora do equilibrio e processos estocasticos. O formalismo de
Nelson é introduzido através da integral de It6, juntamente com uma breve discussao
de suas particularidades em relacao a integral de Riemann, além da apresentacao
sucinta das condi¢cbes de existéncia e unicidade de equacgdes diferenciais estocas-
ticas (EDE) e a aplicabilidade de EDE em sua forma "backward"em problemas de
otimizacgdo. A partir disso, dividindo este estudo em duas partes, primeiro utilizamos
o método variacional estocastico (MVE) para compreendermos como fazer a ponte
entre mecanica estocastica, quéantica e classica e, em seguida, estudarmos como se
da a solucdo de EDEs via métodos numeéricos, especialmente tratando do método de
Euler-Maruyama. Por fim, na segunda parte, estudamos a obtencao e discutimos as
propriedades da fase de Berry, a fim de propoér um método para a representagéo es-
tocastica classica a partir das correspondentes equacdes de Madelung e da equacao

dissipativa de Schrédinger.

Palavras-chave: probabilidade; estocastico; Itd; quantizacéo; Berry; Madelung.



ABSTRACT

This work aims to study Nelson’s stochastic formulation of quantum mechan-
ics, with the aim of possible applications in areas where hybrid methods originat-
ing from quantum mechanics and stochastic physics have been successfully used,
such as econophysics, mathematical epidemiology, and physics of complex hierarchi-
cal systems. Initially, we perform a targeted review of the fundamental concepts of
non-equilibrium statistical mechanics and stochastic processes. Nelson’s formalism is
introduced through the 1t6 integral, along with a brief discussion of its peculiarities com-
pared to the Riemann integral, as well as a succinct presentation of the conditions for
the existence and uniqueness of stochastic differential equations (SDEs) and the ap-
plicability of SDEs in their "backward" form in optimization problems. Following this,
dividing this study into two parts, we first use the stochastic variational method (SVM)
to bridge the gap between stochastic, quantum, and classical mechanics, and then
investigate how the solution of SDEs is achieved through numerical methods, partic-
ularly focusing on the Euler-Maruyama method. Finally, in the second part, we study
the derivation and discuss the properties of the Berry phase in order to propose a
method for classical stochastic representation based on the corresponding Madelung

equations and the dissipative Schrédinger equation.

Keywords: probability; stocastic; Ito; quantization; Berry; Madelung.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacdo de mestrado, exploraremos 0s processos estocasticos e sua
aplicacao na quantizacao estocastica de Nelson. Nosso objetivo principal € investigar,
analisar e compreender a natureza destes processos, suas propriedades e algumas
aplicagbes. Temos dois objetivos principais: aprofundar nosso entendimento das so-
lucbes numéricas para equacoes diferenciais estocasticas, empregando o poderoso
método variacional estocastico, e propor um método para quantizacao estocastica da
fase de Berry.

Iniciamos este trabalho focados na compreensdo dos sistemas mecanicos inte-
ragentes, particularmente aqueles que envolvem um grande numero de particulas,
que desafiam a nossa intuicdo. Quando nos deparamos com sistemas fora do equi-
librio, multiplas forcas atuam simultaneamente, fazendo com que o sistema evolua
para exibir comportamentos complexos. Nesses casos, as equag¢des de movimento
fenomenoldgicas, como a equacao de Langevin, revelam uma divisdo entre uma parte
deterministica (o termo de friccdo) e uma parte aleatéria (a forca flutuante). Isto torna a
evolugdo do sistema imprevisivel devido as influéncias da forga aleatéria. Além da des-
cricao fenomenoldgica fornecida pela equacao de Langevin, existem questbes mais
profundas a serem exploradas, como o papel da reversao temporal em sistemas que
operam sob o regime de movimento browniano. Essa complexidade, originada da in-
teracdo entre particulas submetidas a forgas externas nos sistemas fora do equilibrio
fornece um campo fértil para estudos e pesquisas. Neste trabalho, pretendemos dis-
cutir e compreender estes fendmenos a luz dos processos estocasticos, explorando
0s conceitos fundamentais que regem tais processos.

O estudo do movimento browniano, cujo nome se deve as observacdes de Robert
Brown em 1827, é um tema de profundo interesse na teoria de probabilidade. Esse
fendmeno, que descreve o comportamento aparentemente aleatério de particulas em
suspensao, é fundamentalmente um processo estocastico. O movimento de cada par-
ticula em um fluido esta associado a uma curva de probabilidade que descreve a pro-
babilidade de diferentes eventos, como a particula se mover de um ponto para outro.
No entanto, a compreensao desse processo estocastico requer uma analise cuidadosa

das caracteristicas subjacentes, que envolvem incrementos independentes e distribui-
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¢des normais. Norbert Wiener, em 1918, desenvolveu uma formulagdo rigorosa do
movimento browniano em termos de processos estocasticos de tempo continuo, co-
nhecidos como processos de Wiener. Essa dissertacado explorara as propriedades e
aplicagdes do movimento browniano, abordando a necessidade de um formalismo ma-
tematico, como o célculo de It6, para lidar com sua continuidade e integragéo.

O caélculo de It6 é uma ferramenta essencial na andlise de processos estocasti-
cos, desempenhando um papel fundamental na compreensao do movimento browni-
ano. Ele nos permite lidar com a natureza nao suave das trajetérias em processos
de Wiener, gracas a um dos pilares desse calculo: o teorema da variacdo quadratica.
Este demonstra que as fungdes continuamente diferenciaveis ndo acumulam variagao
quadratica ao longo de suas trajetérias, enquanto os processos de Wiener o fazem.
Isso levanta a necessidade de uma nova abordagem para a integracao, levando-nos
a integral de It6. Esta ferramenta poderosa permite a andlise de flutuagbes locais
em processos estocasticos, medindo a magnitude cumulativa das diferengas entre os
valores sucessivos desses processos. No contexto da equacgao de Liouville, lidar ana-
liticamente com sistemas que envolvem ruido é bastante desafiador, especialmente
em casos nao lineares. Neste ponto entra em cena a equacéao de Fokker-Planck, uma
extensdo da equacao de Liouville que lida com o comportamento estatistico desses
sistemas. Este trabalho explora a construcdo da equacéao de Fokker-Planck a partir
da formula de Feynman-Kac, revelando como a friccdo e o ruido afetam a evolucéo
das fungdes de distribuicdo. Essa equagdo é um poderoso instrumento na modela-
gem de sistemas complexos, sendo essencial para compreender uma ampla gama de
fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos.

As equagdes diferenciais estocasticas (EDE) desempenham um papel crucial na
modelagem de sistemas dindmicos, sujeitos a influéncias estocasticas. Este estudo
visa explorar a resolucédo dessas equagdes, que muitas vezes ndo admitem solugdes
fechadas, tornando sua resolugéo uma tarefa desafiadora. Este estudo comeca explo-
rando a solucao analitica de EDEs lineares, concluindo que seguem sempre a mesma
estrutura. Contudo, EDEs mais complexas necessitam abordagens numéricas para
serem solucionadas. Para entender as mais variadas formas que EDEs podem ser
encontradas, adentramos numa discussao sobre o intrigante mundo das equagdes di-
ferenciais estocasticas "backward” (BSDE). Essas equac¢des desempenham um papel

vital em varias aplicacdées, incluindo o controle estocastico, 0 mercado financeiro e a
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solucao de equacdes diferenciais parciais (EDP) por meio de métodos numéricos. En-
quanto as BSDEs compartilham raizes teéricas com as equacoes diferenciais estocas-
ticas (EDE), sua conexao nao é direta, e este estudo explora suas nuances. Escolhe-
mos comecar expondo-as como uma ferramenta para caracterizar solugdes de EDEs
e EDPs, construindo uma ponte entre esses dominios com a equacao de Kolmogorov,
concluindo que as BSDEs sao versbes néo lineares do teorema de representacdo de
martingais. Em seguida, exploramos aplica¢cdes de controle 6timo, que desempenham
um papel essencial na busca da melhor estratégia sob incerteza. Muitos problemas de
controle 6timo sao representados por BSDEs e solucionados via métodos numéricos,
veremos um exemplo destes no capitulo 4. Esta jornada no formalismo estocastico
forma a base tedrica imprescindivel para a introducao da quantizacao estocastica de
Nelson.

Tradicionalmente, a quantizacdo envolve a promoc¢ao de variaveis classicas a ope-
radores quanticos, mas a abordagem estocastica estende esse conceito, introduzindo
variaveis estocasticas e variaveis aleatérias na evolugdo dos campos. A mecéanica de
Nelson, desenvolvida a partir das ideias de Imre Fényes, € uma teoria fundamental que
explora a conexao entre a mecanica quantica e a estocasticidade. Este estudo apre-
senta a cinematica e a dinamica dos processos de difusao, abrindo novas possibilida-
des de interpretacdo para os processos estocasticos e quanticos, fazendo a ligacao
entre o formalismo de Nelson e de Schrédinger. Ademais, abordamos a decomposi¢ao
de Madelung das equagdes de Schrédinger e 0 método variacional estocastico (MVE)
como uma maneira de unificar a mecanica classica com a mecanica quantica. A de-
composicao de Madelung desmembra a equacao de Schrédinger em duas equacgoes,
uma relacionada ao médulo da funcéo de onda e outra relacionada a fase da funcao de
onda. Essas sdo as chamadas "equacdes de Madelung”. O MVE é uma abordagem
que busca descrever tanto comportamentos classicos quanto quanticos de maneira
unificada. Isso é feito por meio da quantizacao estocastica, que permite descrever sis-
temas quanticos de forma precisa, mesmo sem recorrer a equagao de Schrddinger,
demonstrado que podemos obté-la a partir da dinamica dos processos de difusao, na
mecanica de Nelson, considerando sua conexao com o principio da minima agéo. A
otimizacdo da lagrangiana em processos de difusdo desempenha um papel crucial
nessa unificacdo. A acao estocastica é um conceito central, onde a variacao estocas-

tica € expressa por meio de derivadas estocasticas. A equacao de Euler-Lagrange
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€ generalizada na forma estocastica e, através de calculos detalhados, chega-se a
uma forma que se assemelha a equagao de Schrddinger. A aplicacdo dessas teorias
e métodos numéricos, como o Método de Euler-Maruyama, se mostra essencial para
explorar essas conexdes e proporciona uma abordagem promissora para a resolugao
de problemas complexos da fisica quantica. Em (KOPPE; GRECKSCH; PAUL, 2017.), a
autora expbe um exemplo deste tipo de problema, descrito como uma EDE e uma
BSDE acopladas, isto €, uma equacao diferencial estocastica "forward backward”. A
resolucdo numérica de FBSDEs pode ser implementada com técnicas de simulagao
de Monte Carlo. Esse enfoque permite ndo apenas obter solucdes numéricas de sis-
temas simples, mas também explorar o potencial da quantizacao estocastica em con-
textos mais amplos, com ingredientes de geometria diferencial, como a fase de Berry,
revelando aplicagdes inovadoras dessa abordagem na fisica contemporanea.

A mecanica quantica e a teoria dos vetores de estado desempenham um papel
fundamental na descrigdo de sistemas fisicos complexos. Quando esses vetores de
estado percorrem trajetérias fechadas no espaco de parametros, sob um regime adi-
abatico, uma notavel transformacéo ocorre: eles adquirem uma fase puramente geo-
métrica, denominada "fase de Berry”. Esta dissertacao investigando sua obtencao e
formalizacdo no contexto da mecéanica de Nelson. O percurso se inicia com uma in-
troducao ao teorema adiabatico, estabelecendo os fundamentos necessarios, seguido
pela definigdo e propriedades da fase de Berry, que se revela como um observavel in-
trinsecamente relacionado ao espaco de configuracdo. A analise aprofundada da fase
de Berry e sua conexdao com a geometria do espaco de parametros proporciona uma
visdo fundamental sobre as propriedades dos sistemas fisicos, enriquecendo nosso
entendimento das complexas dinamicas quanticas. O objetivo principal desta parte é
abordar a fase de Berry sob uma perspectiva inovadora, empregando o arcabouc¢o da
mecanica de Nelson. Um teorema fundamental, que conecta a solugcao da equacgao
de Schrédinger a nova abordagem proposta, € apresentado. Aléem disso, equagdes
de Madelung alternativas sao obtidas, langando luz sobre aspectos “invisiveis” do for-
malismo padrao. Concluimos que essa pesquisa promete revelar novas facetas na
descricao da fase de Berry e enriquecer nosso entendimento das dinamicas quanticas
sob a perspectiva da mecénica estocastica.

Este trabalho pretende proporcionar uma visao abrangente do universo dos pro-

cessos estocasticos, a partir da quantizacao estocastica de Nelson. Ao fazé-lo, es-
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peramos contribuir para uma compreensdao melhor das complexas interagdes entre a
aleatoriedade, fenémenos classicos e quanticos, bem como a importancia do desen-
volvimento de ferramentas numéricas eficazes na resolugcao de equagdes diferenciais
estocasticas. Organizamos este trabalho partindo a introdugéo do formalismo da me-
canica estocastica e do calculo de It6, seguido do capitulo 3 tratando da quantizacao
estocastica de Nelson, fazendo a ponte entre o formalismo deste com o de Schré-
dinger e estudando métodos numéricos para solucdo de EDEs. Por fim, tratamos da
fase geométrica de Berry, que é obtida através do formalismo quéantico, mas buscamos

obté-la numa descricao estocastica, via equacdes de Madelung.
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2 INTRODUCAO AO FORMALISMO

Este formalismo contém a “espinha dorsal” dos célculos que envolvem proces-
sos estocasticos. Estes processos operam no ambito da mecanica estatistica fora do
equilibrio, a qual fazemos uma breve discussao qualitativa, tocando nos pontos de
interesse deste trabalho. Feita esta contextualizacdo, iniciamos a fundamentacao teé-
rica dos processos estocasticos, que segue com o estudo das cadeias de Markov,
martingais € movimento browniano.

O célculo de Ité emerge da necessidade de lidar especificamente com equacdes
que possuam variaveis estocasticas, ja que estas possuem caracteristicas especificas
e produzem efeitos ndo sdo acomodados pelo calculo convencional, por consequén-
cia, isso muda como devemos pensar em integracao e diferenciacao destas variaveis.
Iniciamos abordando o teorema da variagdo quadratica, importante para construirmos
o lema de It6 e apéds isso, faco uma discussdo comparativa com a integral de Rie-
mann. Ao longo do restante do capitulo, abordamos a aplicabilidade da integral de 1t6
para solucéo de EDPs e faco uma conexao entre estas e EDEs (equacdes diferenciais
estocasticas) e BSDEs ( equacgdes diferenciais estocasticas "backward” ).

O texto deste capitulo foi baseado nas seguintes referéncias: (ZWANZIG, 2001.),
REICHL, (1998.), (SCHILLING; PARTZSCH; BOTTCHER, 2012.), (COHEN; ELLIOTT, 2015.),

(

(FLEMING; RISHEL, [1975.a), (NELSON, [2012.), (NELSON, [1985.), (KARLIN; TAYLOR) [1974.),
(BAUDOIN, 2012.), (MA; YONG, 2007.), (FITZSIMMONS), 2004.), (GUBINELLI, [2020.), (HELM,
:

961)), e (WANG), 2022).

2.1 MECANICA ESTATISTICA FORA DO EQUILIBRIO

Um sistema mecanico envolvendo duas particulas interagentes é algo facil de re-
solver, se aumentarmos para cinco talvez se torne dificil, mas se aumentarmos para
10%, fica facil novamente. Quando lidamos com sistemas deste Ultimo tipo, ndo é in-
teressante conhecer o comportamento de cada particula envolvida no sistema, pois
seria impossivel e, principalmente, indtil. A perspectiva de andlise que importa nesta
situacao é conhecer a qual configuracdo tende este sistema. Por exemplo: imagine

que injetamos um gas qualquer em uma caixa (considerada um sistema isolado), com
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uma barreira no meio que a divide em duas partes isoladas. Intuitivamente, sabemos
que ao retirarmos a barreira, as moléculas logo se organizardao numa configuracao
aproximadamente uniforme, preenchendo toda a caixa. Moral da historia: sistemas
muito complicados podem se tornar simples, a depender da maneira como lidamos
com tais problemas. Motivados por essa conclusdo, nos voltamos para a estatistica
como ponto de partida para andlise desse tipo de sistema.

Ao estudarmos qualquer livro tratando de mecanica estatistica no equilibrio, ha
dois aspectos que permeiam todas as discussdes: grande numero de particulas e
nogao de equilibrio. No caso de um ensemble micro-canénico, por exemplo, ao ana-
lisarmos uma camada de energia isolada no espaco de fases, a no¢ao de equilibrio
deste sistema vem da associacao entre a integracao de um observavel (energia, mag-
netizacao, volume etc) cujos parametros dependem do tempo, ao longo de um grande

intervalo de tempo, com seu valor médio

T—00 T

.1 (T
lim — A(g, p)dt «— (Admicro-canénico- (2.1)
0

Essa relagédo explicita algo fundamental sobre a estatistica: Nao € mais preciso re-
solver a dinamica do sistema para compreender sua configuracao, basta calcular a
média em uma camada de energia. Neste referencial de analise, a no¢ao de tempo é
substituida por algo puramente estatistico.

Nos sistemas fora do equilibrio, ha varias forgcas atuando continuamente no sis-
tema, ao mesmo tempo, fazendo com que este evolua a ponto de exibir um compor-
tamento complexo. Se fizermos uma analise classica do movimento de uma particula
num sistema fora do equilibrio, a equacao de movimento seria similar a uma equacgao

de Langevin

dv
mo = —Cv + OF(t), (2.2)

onde o parametro C é o coeficiente de friccdo e OF(t) é a resultante de todas as for-
cas atuando aleatoriamente sob a particula, também chamada de forca flutuante. Em
outras palavras, a forca total foi particionada em uma parte deterministica (termo de
friccdo) e outra aleatéria (termo de ruido). Nesse tipo de sistema, a relagéo deixa
de valer, ja que evolui de forma imprevisivel devido a 6F(t). O primeiro e segundo mo-

mentos, calculados como médias temporais sobre um intervalo de tempo infinitesimal,
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sumarizam os efeitos deste termo

E[SF()] =0, (2.3)
E[SE(H)SE(H)] = 2ad(t — ), (2.4)

onde a é a medida de intensidade da forc¢a flutuante. A funcao delta 6(t — ) indica que
nao ha correlacado entre impactos em quaisquer intervalos de tempo nao nulos entre
t e t'. A equagao de Langevin fornece uma explicagdo meramente fenomenoldgica
da mecanica estatistica fora do equilibrio. No entanto, existem outras questdes mais
profundas a serem tratadas, como veremos nos capitulos posteriores. Por exemplo, a
dindmica de sistemas que operam sob regime browniano carrega consigo uma nocao

de reversdo temporal.

2.2 PROCESSOS ESTOCASTICOS

Podemos compreender um processo estocastico como uma colecao de variaveis
aleatorias, indexadas pelo tempo, em que a cada instante de tempo, estas variaveis
fornecem uma distribuicdo de probabilidade sobre um espaco de caminhos. Em outras
palavras: um processo estocastico descreve uma variavel aleatéria se movimentando
ao longo do tempo. Estes processos podem ser definidos (ver Apéndice A) em um
espaco de probabilidade (QQ, ¥, P), em que a variavel aleatéria € um mapa do espago
amostral para os reais (x: Q — R) e um processo estocastico € o mapa {x;};: t X
Q — R, sendo t 0 conjunto de instantes de tempo {1, 2, ..., T, ...co}. Para compreender

o comportamento dindmico de tais processos, precisamos primeiro nos perguntar:
1. Quais sao as interdependéncias entre os valores da sequéncia?
2. Qual é o comportamento da sequéncia a longo prazo?
3. Quais sdo as condi¢des de contorno?

Como ponto de partida, vejamos um exemplo de processo estocastico amplamente
estudado: a caminhada aleatdria unidimensional. Um caminhante "bébado” pode, ale-
atoriamente, dar um passo de mesmo tamanho para direita ou para esquerda e se-
guira fazendo isso sucessivamente, a partir do ponto que ele estiver apds o passo

anterior. Supondo que temos um conjunto de estados v, definidos no espaco amostral
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das posicées ¥ que define uma o-algebra, no qual cada caminhante percorre este
espaco a partir de uma variavel aleatoria x;,, em que t indica o instante de tempo e
i o caminhante em questdo, que pode assumir os valores 1 (passo para direita) ou
—1 (passo para esquerda), de maneira equiprovavel. A probabilidade associada ao
conjunto dos estados € iguala 1 (P(v) = 1).

Podemos representar tal processo num algoritmo numérico. Estabelecendo a quan-
tidade de passos e caminhantes, um contador de passos e associar uma variavel ale-
atéria a cada passo. Definindo 10.000 caminhantes aleatérios e, respectivamente, 100,
200 e 1000 passos, podemos obter os histogramas a seguir da densidade de probabi-

lidade com relagéo a posi¢cao dos caminhantes:

Figura 1 — Caminhada aleatoria de 100 passos

Média = -0.0366; Variancia = 25.10466044

© performam 100 passos

Fonte: O autor (2023).

Figura 2 — Caminhada aleatéria de 200 passos

Média = -0.0659; Variancia = 48.87255719000001

Caminhantes performam 200 passos

Probability density

Fonte: O autor (2023).
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Figura 3 — Caminhada aleatéria de 1000 passos

Média = 0.2954; Variancia = 248.58773884000001

Caminhantes performam 1000 passos

0.025

0.020

0.015

Probability density

0.010

0.005

0.000_

Fonte: O autor (2023).

A partir da analise desses histogramas, podemos concluir algumas propriedades

desse processo:

1. A soma das t variaveis aleatoérias independentes x;, com qualquer distribuicao
e variancias semelhantes, € uma variavel com distribuicdo que se aproxima da
distribuicdo de Gauss (distribuicdo normal) a medida que t aumenta (teorema

central do limite);

2. O valor esperado da variavel aleatéria é aproximadamente nulo: E[x] =~ 0; sdo

mutuamente independentes;
3. O processo é estacionario.

Note que este processo é discreto no tempo. Processos estocasticos discretiza-
dos sao soluveis, em geral, via métodos numéricos. Ja com relagdo aos continuos,
€ preciso cautela. Por conseguinte, dado que o objetivo principal deste trabalho é o
estudo dos processos estocasticos, o dividimos em duas partes: a primeira, referente
aos discretos no tempo, buscamos entender como solucionar uma equacao estocas-
tica discretizada via métodos numéricos. Por fim, iremos propor um método para a
descricao estocastica de um objeto puramente geométrico, a fase de berry. Para cum-
prir tais objetivos, se faz necessario introduzir dois tipos de processos estocasticos,
que formam a base tedrica para o estudo de ambas as partes: martingais (partindo de

cadeias de markov) e processos de Wiener.
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2.2.1 Cadeias de Markov

Definicao: Um processo estocastico discreto xy, x1, ... € uma cadeia de Markov se

P(xOI X1y ey xtlxt+1) = P(xtlxt+l);v t> O/ (25)

onde P(x;|x;;1) € a probabilidade condicional de x;,; ocorrer, dado que x; ocorreu.

Em suma, dado um instante de tempo t e uma variavel estocastica x;, 0 processo
correspondente € uma cadeia de Markov se, para inferir algo sobre o futuro do pro-
cesso, é possivel ignorar tudo que veio antes de t e considerar apenas o0 presente.
Para que tais processos ocorram, é preciso uma condi¢do inicial e um espaco de
estados, no qual ha probabilidades de transigdo envolvidas em cada mudancga entre
estados. Um processo markoviano obedece a equacdo de Smoluchowski-Chapman-

Kolmogorov (g > t >s):

P(xglxs) = f P(quxt)P(xtlxs)dxt- (2.6)

Ambas as condi¢des sdo necessarias para definir cadeias de Markov. Processos sob
regime Markoviano sdo chamados de "nao-antecipativos”, isto é, seu comportamento
futuro depende apenas do estado atual, independente dos anteriores. Esta proprie-
dade, que caracteriza todos estes processos, é chamada Propriedade de Markov, tal
que a equacao € uma representacao discretizada desta propriedade e a
versao continua.

Ademais, podemos descrever estes processos de maneira mais simples, num for-
mato de somatorio de probabilidades. Imagine que o processo estocastico x; tem va-

lores contidos num espaco de estados S = [n] (conjunto finito), sendo assim:

Pij = P(xp1 = jlx, = i)V i,j €S, (2.7)
Z P =1. (2.8)
j

Podemos entao definir uma matriz de transi¢ao P;;, que descreve todas as probabili-
dades do sistema transicionar de i — j. Em geral, dada essa matriz de transig¢éo, o
teorema de Perron-Frobenius (HORN; JOHNSON, 2013.) garante que: se todas as entra-
das da matriz forem positivas, existe um autovetor que caracteriza 0 comportamento

a longo prazo da cadeia. Este vetor, chamado distribuicao estacionaria (representado
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por 1), introduz uma caracteristica extraordinaria das cadeias de Markov: a reversibi-
lidade temporal.

Para uma cadeia de Markov positiva {x; : t € N}, com matriz de transicdo P e
distribuigo estacionaria m, seja {x; : n € N} a versdo estacionaria da cadeia, isto &,
aquela que xy ~ t. Acontece que podemos estender esse processo para um tempo ¢
que também assume valores negativos, {x; : n € Z}, portanto para cada tempo t € Z
dado que a distribuicao é estaciondria, estendemos a compreensao que x, ~ 7 para
P(x; = j) = m;. Podemos interpretar isto como uma maneira de assumir que a ca-
deia inicia em —oco (N0 passado). A propriedade de Markov declara que o “futuro é
independente do passado, dado o estado presente”, mas para o caso de x;, podemos
re-interpretar esta declaracao no sentido contrario, sem perda de significado: "o pas-
sado é independente do futuro, dado o estado presente”. Isso significa que o processo
x; = x*,;t € N ainda € uma cadeia de Markov estacionaria, apenas compreendida com
o tempo revertido.

Considerando P;; a probabilidade de transicdo em tempo revertido, podemos com-

putar cada uma destas em termos de 7 e P:

Pij = P(xy = jlxo = 1) = P(xy = jlx; = 1)

=P =% = pe )
1

Entao a cadeia de Markov de tempo revertido € uma cadeia de Markov com probabili-
dade de transi¢cdo dada por
7’( .
P; = =P (2.9)

1

Isso nos leva a seguinte conclusdo: Uma cadeia de Markov positiva, com matriz de
transicao P e distribuicao estacionaria 7t € reversivel no tempo se a cadeia estacionaria
de tempo reverso {x; : t € N} possui a mesma distribui¢do que a de tempo normal {x; :
n € N}, isto &, satisfaz: n;P;; = m;P;;. Posto desta forma, parece que precisamos ter a
distribuicao estacionaria a nossa disposicao para checar se a cadeia é temporalmente

reversivel, mas n&o necessariamente. Fixando o estado j e somando sobre i, temos
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que
Z T;Pij = Z TiPji
=T Z Pj
de (2.8), temos entédo
Z mPij = 7 (2.10)
nP = . (2.11)

Isso significa que se, para uma cadeia de Markov irredutivel, existe um 7 para o con-
junto de equagles m;P;; = 7t;P;;, para todos os estados i, j, entdo a cadeia € positiva,
temporalmente reversivel e a solugdo 7 € Unica para a distribuicdo estacionaria. A
grande importancia desta discussédo € concluirmos que as equagdes temporalmente
reversiveis sdo mais simples de serem solucionadas que as (2.71). Se pudermos ob-
ter ou ja soubermos quais sao as cadeias reversiveis, estas serdo sempre mais faceis
de resolver.

Para finalizar este tépico, voltamos nossa atencdo a uma classe de processos de
Markov chamada de difusdo. Sistemas sob regime markoviano geralmente estao as-
sociados a uma perturbacao por flutuagdes independentes, que produzem o que é
chamado processo de difusdo. No capitulo 5 de (REICHL, (1998.), € demonstrado que
a caminhada aleat6ria ao ser formulada como uma cadeia de Markov, considerando o
limite em que o tamanho do passo e o tempo entre cada um tendem a zero, nos leva

a equacao de difusao
IP(x;) D82P(xt)
ot o’

Queremos resolver (2.12) para o caso P(xy) = 6(x). Ao introduzirmos a transformada

(2.12)

de Fourier
P(k;) = f P(x;)e™dx
em que, neste caso: P(ky) = 1. Utilizando este fato, a equagéo de difusdo toma a forma

IP(k;)

— _DI2p
5 = DKPk),

cuja solucgéo é trivial:
P(k;) = e PF*,
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Por fim, tomando a transformada inversa, obtemos

1 ©
Pl = 5~ f ek DR gk

P(x;) = ——. (2.13)

A equacao acima nos permite uma conclusao importante: Se 0 movimento de um
sistema pode ser descrito como o somatério de incrementos independentes (regime
markoviano), no qual a estatistica sobre curtos periodos de tempo possui variancia
bem definida, a caminhada aleatéria resultante converge para um processo de difusao
com distribuicdo normal. Processos de difusao, portanto, sdo processos markovianos
nos quais as amostras de caminho {x;} sdo funcdes continuas no tempo. Interpretamos
o regime markoviano, neste caso, como uma garantia de que o sistema estd completo
no estado x;, isto €: no caso de seu estado conter toda a informacao sobre o passado

que seja relevante para predizer o futuro.

2.2.2 Martingais

Martingais possuem um papel fundamental no estudo de processos estocasticos
por diversas razdes, oferecendo um conjunto de ferramentas conceitualmente rico,
permitindo a modelagem, caracterizagao e estudo de fendmenos aleatérios em diver-
sas areas das ciéncias naturais, mateméatica e principalmente finangas.

Um processo estocastico F; = xg, x1,...x; € um martingal se, partindo do tempo ¢
no presente, ao tomar o valor esperado de t + 1, este deve ser exatamente igual a x;,
Vt>0

xt = E[xp1lFi];  Ellxeal] < oo. (2.14)

Em outras palavras: um martingal é todo processo estocastico no qual, se as probabi-
lidades envolvidas nas transigdes sdo iguais, entdo em média tende-se a voltar para o
ponto inicial. O martingal capta esta propriedade de ”jogos justos”, permitindo analisar
processos aleatérios em que nao podemos, consistentemente, predizer resultados fu-
turos, por exemplo: a caminhada aleatéria unidimensional € um martingal, ja o balango
de um jogador de caga-niquel ndo € um martingal. Podemos pensar na equagao
da seguinte forma: o valor esperado do valor no futuro, condicionado as informacdes

disponiveis no presente, é dado pelo valor atual.
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Utilizamos martingais na filtragem de informacéao, ou sequéncia de informagdes.
Um espaco de probabilidade que contenha, também, uma colecéo crescente de sub-
o-algebras de ¥: F1 € > € F3 C ... € F é chamado de espacgo de filtragdo, em

que

B = {Ft}{tzO}/ (2'15)
P = {Ft}{tSO} (2-1 6)

sdo chamados, respectivamente, processo de sub-filtracdo e superfiltracdo. Intuitiva-
mente, ambos dispdem uma sequéncia de processos estocasticos, X = {x;}, como
a informacéo do sistema filtrada e acumulada ao longo do tempo, de forma discreta,
sendo uma passagem de tempo direta e outra inversa. Ademais, a cole¢ao de proces-
sos X é dito P-adaptado, ou B-adaptado se, para todo n > 0, x; € ¥ -mensuravel.

Ao tratarmos de processos de longa duracao, € imprescindivel que relacionemos o
martingal em questao a uma dada filtragem, para que os critérios de convergéncia a

seguir sejam garantidos:

1. Existe um valor constante a > 0, tal que |x;| <a V ¢t;

2. Dada uma variavel aleatéria x, uma sequéncia x; converge para x a medida que

t — oo.

A condicao 1 garante que o martingal ndo "exploda”. Isso se provara fundamental para
integraca@o de processos estocasticos.

Suponha agora um jogo de apostas, ndo necessariamente honesto, em que um
jogador possui um montante "&(t)”, que funciona exatamente como um processo es-
tocastico. Se o jogo for desfavoravel, isto €, a chance de haver perda do montante é
maior, temos:

E[EMIBs] < &(s); s <, (2.17)

este processo é chamado de sub-martingal. O oposto
E[EDIP] = E(s); s <t, (2.18)

é chamado de super-martingal. E importante notar que sub e super-martingais ndo
sao martingais e, mesmo sob condi¢gdes gerais, n&o se tornam automaticamente mar-

tingais. Em geral, sub-martingais exibem tendencia de crescer ao longo do tempo,
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vice versa para super-martingais, o que indica um desvio nos valores esperados. A
seguir, introduzimos duas categorias de martingais imprescindiveis para a construcao
do formalismo estocastico.

Definicao: Um processo estocéastico £(t) € chamado de semi-martingal se este
pode ser decomposto na soma de duas componentes: um martingal M(t) cujo valor
esperado pode ter saltos ocasionais no seu valor esperado, chamado de martingal
local, e um processo estocastico A(t) com variagdes finitas, limitadas por um intervalo

de tempo finito, chamado processo de variacao finita:

£(f) = M(t) + A(). (2.19)

Esta decomposicao de um semi-martingal possibilita a andlise das diferentes compo-
nentes do processo, dividido em parte deterministica e estocastica. Muitos processos
estocasticos sdo semi-martingais, incluindo o movimento browniano e o0 movimento
browniano geométrico, e sdo extensamente utilizados em finangas para modelar pre-
¢os de ativos, taxas de interesse e outras variaveis financeiras sujeitas a uma dindmica
regida por algo como (2.19). Por fim, cabe discorrer sobre tempo de parada.
Definicdo: Suponha um espaco filtrado (Q,F,P, {F,}icr). A variavel aleatéria t:
Q — T U {oo} € chamado tempo aleatério. Este tempo é chamado de tempo de parada

com relagéo a filtragédo se
[t<tf=s:1t,<tekF; VteT. (2.20)

Intuitivamente, pense no tempo de parada como o0 evento T que ja ocorreu antes de
t e, por conseguinte, é conhecido em ¢t. Imagine que vocé lance uma moeda repeti-
damente, com filtracao dada pelas observagdes da sequéncia de resultados, o tempo
da terceira cara observada € um tempo de parada. O tempo da "ultima coroa antes da
quinta coroa” ndo é um tempo de parada, pois vocé precisaria saber o valor do préximo
langamento. Por fim, a partir da definicdo de tempo de parada, temos o seguinte

Definicao: Processos adaptados a filtracao F;, M;, sdo chamados martingais locais
se dada uma sequéncia 1, de tempos de parada, os processos encerrados M, é
também um martingal. Esta definicdo é similar para sub e super-martingais.

Todo martingal € um martingal local, mas a reciproca € falsa. Tempos de parada
sao usados, em geral, para truncar as trajetérias de um processo, para que se encer-

rem em algum ponto, ganhando mais “integrabilidade”, enquanto se mantém adaptado
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a filtracao e garante sua continuidade. Veremos que, ao inserimos um termo de deriva
em uma equagao diferencial, a transformamos em uma equacao diferencial estocas-
tica. Solucionar estas EDs requer outro tipo de integracéo, que também esta galgada

na teoria de martingais.

2.2.3 Movimento browniano e processos de Wiener

O termo movimento browniano foi cunhado devido ao trabalho de Robert Brown,
em 1827, ao observar o comportamento aleatério de particulas suspensas num fluido,
devido a colisdes entre as moléculas e particulas em suspensao. Associada ao movi-
mento de cada uma, ha uma curva de probabilidade (ou distribuicdo de probabilidade)
que descreve a probabilidade de diferentes eventos (neste caso: a particula se movi-
mentar de um ponto a outro) ocorrerem. Ao lidarmos com este tipo de sistema, temos
uma colecao de variaveis aleatorias indexadas pelo tempo, ou seja: um processo esto-
castico. Todavia, a informacéo sobre este processo esta contida na fungdo densidade
de probabilidade associada ao sistema. Sendo assim, dada uma trajetéria estocastica
w, qual é a funcao densidade de probabilidade (FDP) P(w) associada a essa curva?
Antes de responder essa pergunta, é preciso dar um passo atras nos debrugarmos
sobre as caracteristicas do problema imposto.

A teoria do movimento browniano foi estudada por diversos fisicos-matematicos,
até que Norbert Wiener, em 1918, desenvolveu uma formulacdo matematicamente
rigorosa, descrevendo este movimento a partir de processos estocasticos de tempo
continuo W(t), chamados processos de Wiener.

Definicao: Um processo estocastico de tempo continuo (processo de Wiener)
{Wilie=0;, com Wy, = 0, € um movimento browniano (MB) se, dados quaisquer instantes
detempo 0 =ty <t < .. <t, osincrementos Wy — W;,, Wy, = Wy, ..., Wy, — W, s@o
variaveis aleatérias independentes e o conjunto dessas variaveis segue uma distribui-
cao normal:

Wity = Wity ~ N(O, tay — 1) (2.21)

De maneira simples: A distribuicdo de probabilidade gaussiana, de incrementos inde-
pendentes, cuja variancia é a diferenga entre os incrementos temporais, € chamada

de movimento browniano. Isto implica que estamos lidando com um tipo especifico de
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cadeia de Markov. E possivel observar este ocorrendo na pratica ao analisarmos a

variagao do prego de uma agdo no mercado financeiro:

Figura 4 — Variacao diaria da acdo das empresas Standard & Poor 500, entre 1 de Janeiro de 1999 e
21 de Abril de 2004
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Fonte: (FLORESCU; VIENS, [2005.).

Apesar da continuidade do MB, suas trajetorias sao funcdes nao-diferenciaveis.
Isto pode ser observado empiricamente na figura acima, que nao ha curvas suaves na

funcdo. Esse fato é base fundadora para o calculo de It6. O MB possui as seguintes

propriedades:
E[dW] =0, (2.22)
E[(dW)(dW))] = |5, (2.23)
Var(cdW?) = o*dt (2.24)

em que ¢ € uma constante. Além disso, esses processos sao martingais, isto é: os

processos {F;} associados ao MB sdo uma colecéo de o-algebras, tais que:
1.0<s<t—>F, CFy;
2. {W;} deve ser adaptado a F;;

3. Se0<t<wv, entao W, — W, é independente de F;.
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Discorrer sobre continuidade de fungcbes naturalmente nos leva a pensar sobre
integragao, contudo, integrar um processo estocastico via integral de Riemann € incor-
reto. Para compreendermos como se dard este processo de integracao, é necessario

uma introdug&o ao formalismo do célculo de It6.

2.3 CALCULO ESTOCASTICO DE ITO

O célculo de Ité providencia um referencial rigoroso para analise de processos
estocasticos, particularmente aqueles envolvendo processos de Wiener. Um dos de-
safios deste tipo de calculo é considerar a natureza "ndo suave” das trajetorias nos
processos de Wiener, caracterizados pela sua néo diferenciabilidade e seus incremen-
tos nado integraveis, caso se utilize a integracéo convencional de Riemann. Portanto,
€ preciso compreender a origem da nao-diferenciabilidade destes processos e cons-
truir uma nova abordagem para o que entendemos como integrac¢ao, cujo integrando
€ um processo estocastico e o integrador um processo de Wiener ambos continuos

no tempo.

2.3.1 Teorema da variacao quadratica

Munidos de arcabouco tedrico suficiente, partimos para a formalizacdo da nao-
diferenciabilidade dos processos de Wiener a partir do teorema da variagdo quadra-
tica. Primeiro, suponha uma fungéo continuamente diferenciavel f(t), em que num
intervalo [0, T] particionado n vezes, cujo tamanho de cada particdo é dado por: 7, =
i:c{?%-1(ti” —tj), talquety =0 <t <t <..<t,=T.Aprimeira coisa que podemos
concluir € que o tamanho de cada partigdo vai a zero se 0 numero de particées tende
a infinito:

lim 7, = 0.

n—oo
Queremos calcular a variacdo quadratica da fungéo f(t), dentro do intervalo em ques-

tao, escrita como:

n—1
lim )" [f(ti1) = FE)P,
i=0
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sendo t; € [t;, t;;1]. De acordo com o teorema do valor medio, podemos reescrever o

lado direito da seguinte forma
n-1 )
lim " [f(t) = FE) = Tim Y 1F(5)P(ti — £)?
i=0 i=0
< lim 7, Y 1f/(6)P (b — 1),
i=0
dado que f(t) é continuamente diferenciavel. Entéao
n-1 0
lim Y [f(tin) = FEI = lim 7, lim Y |F )P (tan — 1)
i=0 =0

T
= lim 7, f |F(£)Pat.
n—oo 0

A integral esta definida num intervalo finito, portanto nao diverge. Finalmente, apli-

cando o limite, é possivel concluir que

n—1
lim ) [ f(ti) = )] = 0. (2.25)
i=0

Fica demonstrado, portanto, que fungdes continuamente diferenciaveis ndo acumulam

variacao quadratica ao longo de sua trajetéria. Contudo, se aplicarmos 0 mesmo racio-

cinio a um processo estocastico, deve-se recorrer ao teorema da variagao quadratica.
Teorema: Dado um caminho gerado por um processo estocastico X;, definido no

espaco de probabilidade (Q), ¥, P), ocorrendo entre [0, T], VT > 0, com incrementos

temporais de tamanho I, temos que:

lim') {w(%) - W[%(i _ 1)]}2 _T. (2.26)

N—00 b

Prova: Reescrevendo o lado esquerdo de (2.26) da seguinte maneira:

n

lim Y [W(t) = W(ti)]?

n—oo

i=1
emque:t; = %i. O termo entre colchetes tém distribuicdo normal N(0, t;—t;_1) = N(O, % .

Portanto ,
- . T

i i) — i— 2= li [ ( 7 _)] s
%1_)1’{)10 ;:1 [W(t;) — W(ti-1)] lim ;:1 N|0 -

note que
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como estamos somando n destes termos, ficamos com:

n 2
im Y- Mo )] = ()
n—oo = n n

n
im " [0, )] = 7
00 b n

Esse teorema, portanto, garante a nao-diferenciabilidade do processo de Wiener.
Ocorre que, esse processo oscila tanto, que mesmo se observarmos uma pequena
escala da curva, a variacao continuaria grande o suficiente para acumular e nao de-
saparecer como uma funcéao diferenciavel. Podemos escrever esse teorema na forma
diferencial

@dW)? = dt, (2.27)

observando o lado direito de (2.26) como numa diferencial do processo de Wiener e 0
lado esquerdo como a diferencial da varidvel tempo. Esta discusséao €, em suma, as
provas das propriedades (2.22), (2.23) e (2.24).

O teorema da variacao quadratica € o principal pilar do célculo estocastico. A par-

tir deste, é possivel analisar flutuagdes locais de processos estocasticos, medindo a
magnitude cumulativa do quadrado das diferengas entre os valores sucessivos do pro-
cesso. Se a variagdo quadratica do processo é alta, indica que ha muitas flutuagdes
ou irregularidades entre os valores. Esse tipo de analise pode ser estendida para a
compreensao de taxas de convergéncia, por exemplo: se a variacao quadratica de um
martingal tende a zero a uma taxa especifica, isso indica que esta é a taxa na qual o

martingal converge.

2.3.2 Lemade lto

Inicio esta subsecdo com uma breve introducao a equacoes diferenciais estocas-
ticas (EDEs), topico este ao qual retornaremos mais adiante para aprofundamento.
EDEs sao equacdes diferenciais que envolvem um processo aleatério ou um termo de
ruido, possuem forma geral dada pela difusdo de It6 de tempo homogéneo, ou apenas
equacéao de difusao

d&(t) = p(&(t), Hdt + o(&(F), AW, (2.28)
o e u séo fungbes que especificam, respectivamente, a parte deterministica e a parte

estocastica da dindmica e dW; é um processo de Wiener. Fungdes &(f) que satisfagam
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(2.28) sdo chamadas processos de It6, o termo u(&(t), t)dt é chamado termo de deriva,
ou apenas deriva, o(&(t),t) € o termo de difusdo, responsavel pelo comportamento

estocastico de &(t). Ademais, ha mais uma camada de interpretagcéo sobre estas:

E[dE] = u(é, t)dt, (2.29)
E[(d&)’] = (&, b)dt (2.30)

em que u(&, Hdt e o*(&, t)dt sdo, respectivamente, o valor esperado condicional (com
relacao ao tempo presente t) e a variancia de d¢. Intuitivamente, uma EDE descreve a
variacao instantdnea no valor do processo estocastico &(t) num tempo t. EDEs séo uti-
lizadas amplamente para modelar sistemas que envolvam processos aleatérios, como
o mercado financeiro, reacbes quimicas e sistemas bioldgicos. Estas equacdes di-
ferenciais fornecem um poderoso referencial matematico para predizer o comporta-
mento de tais sistemas.

Antes de prosseguirmos, uma ressalva: ambas as equagoes e foram
chamadas de "equacéo de difusao”. Estas equagdes nao sao idénticas, contudo, cada
uma envolve conceitos relacionados ao processo de difusdo. Enquanto a primeira des-
creve a evolucao da funcao probabilidade com relacdo ao tempo, a segunda descreve
a evolucao de uma variavel estocastica com relagcao ao tempo, incorporando tanto efei-
tos deterministicos quanto estocasticos. A fim de evitar qualquer confusao, evocarei
cada uma por sua respectiva numeracao.

Para buscar solugdes de (2.28), a regra da cadeia usual ndo é aplicavel e deve ser
substituida pelo lema de It6, que rege a diferenciacéo de variaveis estocasticas. Esta
formula é crucial para o desenvolvimento da teoria de equacdes diferenciais estocasti-
cas. Como estamos tratando apenas da classe referente aos processos de difuséo, as
fungbes u e o, juntamente com o estado & dado um instante inicial s, so suficientes
para especificar a distribuicao de probabilidade de & em qualquer instante t > s. A
solucdo para uma EDE é um processo estocéstico, isso significa que ndo é apenas
uma funcdo, mas sim uma familia de fungdes regidas por um processo aleatério. Ha
EDEs que podem ter sua solugéo exata encontrada por métodos analiticos, mas nao
€ 0 caso da maioria delas, que requerem métodos numéricos.

Suponha agora que exista uma funcédo suave do processo de Wiener e do tempo

f(t, W), emque t € [0,T] e W, = W. Expandindo essa fun¢cdo em série de Taylor até
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os termos de segunda ordem, temos:

F(E+dE W + dW) = [f+—dt fdw]+ 2[(%{ (dH+
at;j;v(dtdW) a;\]/cz dW)Z] (2.31)
F(E+dE W+ dW) — f(t, W) = [‘9f ;Vf;dw] ! [ L+
af;j;v(dtdW) a;\f; dW)Z] (2.32)

Note que o termo restante do lado esquerdo € apenas o trecho infinitesimal
f(dt,dW;) = df e os dois primeiros termos, do segundo colchete do lado direito, s&o

despreziveis. Organizando o que restou de (2.32), obtemos

of  of 12/
af = St + GV + 5 o

Essa equagéao € conhecida como lema de Ité6. A equacao funciona como uma contra-

(AW (2.33)

parte estocéastica para a regra da cadeia, pois dita o funcionamento da diferenciagcao
de uma funcao estocastica e é imprescindivel para resolucdo de equagdes diferenciais
estocasticas. Permite calcular a evolugdo temporal de uma fung¢do que dependa tanto
do tempo, quanto de um processo de Wiener, o que é fundamental para modelar o
comportamento de sistemas dindmicos complexos.

Como f é suave, podemos reescrever a equagao (2 a partlr de (2.33), conside-
rando (2.27), e seguindo os mesmos passos para obtencéo de (2.33

af ’f ., df o f 2,
df = Syt + 5 5 + S ogde 2352’15
2
df = f 2 at{citz f(ydt+adW) + ;ggz(ydt+adW)2
f f 82f df
df = ( H5E+5 (952) oS IW (2.34)

Esta forma (2.34) do lema de 1t6 é mais completa que (2.33) por envolver os termos
de deriva e difusdo u e o, aqui considerados constantes, fundamentais para expandir
a discussdo sobre equagdes diferenciais estocasticas. Dizemos que f € C? por ser

af . &f

duplamente continua e diferenciavel, isto &, = e

, 7 © 7z existem e sdo continuas para

todo o dominio de f. Vale ressaltar que esta demonstra¢édo, ainda que valida, ndo é
rigorosamente formal, pois tal prova requer que tomemos o limite de uma sequéncia

de variaveis aleatérias, o que tomaria uma gama de detalhes matematicos que nao
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cabem para as pretensdes deste trabalho. O préximo passo €, enfim, compreender

como integrar processos estocasticos.

2.3.3 Integral de It

Até agora tratei majoritariamente de diferenciacéo, agora é preciso compreender o
que significa integrar uma variavel estocastica. Quando pensamos em integral, logo é
remetida a integral definida pela soma de Riemann. Contudo, essa descri¢ao € estra-
nha ao célculo de Itd. A integral de It6 é um tipo de integral estocéstica usada para
solucionar EDEs governadas por processos de Wiener. Para os fins deste trabalho,
trago uma descricao pouco rigorosa, porém mais intuitiva da integral de It6, partindo
do que ja conhecemos da integracdo de Riemann.

Na definigdo de Riemann-Stieltjes, consideramos os pontos f, de uma curva f(t)
contida no intervalo [s, T], talque s = t; < t; < t, < ...t,, = T, com particées de tamanho
A = ty1 — t. Escolhendo arbitrariamente ¢, ..., t; |, tal que t1 > £, > frcomk =0, ...,

m-1 e tomando o limite A — 0, definimos esta integral como:

T m—1
| s =im Y stsn - sl

Dada a existéncia do limite, tem-se que:

A = max (tgy1 — ty).
1<k<m-1
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Figura 5 — Representacao da integral de Riemann
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Fonte: Adaptada de (HABALA, 2023).

Como foi visto, fun¢des continuas no tempo como f(t) acima ndo acumulam va-
riacdo quadratica como os processo estocasticos W(t). A razdo disso é que W(t) é
definido num espaco de probabilidade filtrado (o, F;, F, P), tal que W(t) é adaptado a
{F:}, isto é: & ndo antecipativo com relacao a familia crescente de o-algebras {F;} e
com incrementos independentes dentro do dado intervalo.

Intuitivamente, devemos pensar na integral de It6 como o limite das somas de
Riemann quando tomarmos sempre o0 ponto a esquerda do final de cada intervalo. Em
outras palavras, divida o intervalo de tempo em pedacos infinitesimais AW. Para cada
retdngulo, pegue o ponto mais a esquerda e uso-o como partida para desenhar um

retangulo e calcular sua area.
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Figura 6 — Representacao da integral de 1t6
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Fonte: Adaptada de (HALINA, [2011).

Tomando o limite desses intervalos, temos a integral de It6. Apesar desta ser um
caso particular da integral de Riemann, a questdo de escolher o ponto mais a es-
querda é profunda pois, quando estudamos processos estocasticos, ndo podemos ver
o futuro, entao partimos do fato presente para inferir algo sobre o futuro. Essa intui-
cao esta entranhada na teoria do célculo de It6, evidenciando ainda mais sua utilidade
para descrever com eficacia processos estocasticos. Um processo é dito "adaptado”
quando se refere apenas a informacdes no presente do sistema, nao ao futuro.

Intuitivamente, a integral de It representa o efeito cumulativo de um processo de
Wiener, em uma funcéao, ao longo de um intervalo de tempo. A integral de um processo
estocastico f(t) com relagdo a um processo de Wiener W(t) sobre um intervalo [s, T]

é definida como:

T n
I(t) = f fOAW () = Tim )" FEW(E) - W), (2.35)
s i=1

Esses termos sao definidos exatamente como na prova de (2.25). A integral de 1t6
satisfaz diversas propriedades importantes que a tornam util para resolver EDEs, por
exemplo: € um operador linear que obedece a propriedade distributiva e de multipli-
cagao por escalar. Ademais, também é um martingal, o que significa que o seu valor

esperado € igual ao seu valor inicial. Vejamos algumas propriedades desta integral:

1. O valor esperado da integral de um processo estocastico com relagéo ao tempo

é finito:
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T

E[ | f(t)lzdt] < oo (2.36)

2. Dado (1.23), temos:

E[ f ' f(t)dW(t)] —0. (2.37)

3. Dado (2.3), temos:

E[( f ' f(t)dW(t))( f ' g(t)dW(t))] =E[ f ' f(t)g(t)dt]. (2.38)

4. Se f(t) = g(t) na equacéo acima, temos a propriedade chamada Isometria de It6:

E[( f ' f(t)dW(t))z] :E[ f ' f(t)zdt]. (2.39)

Dizemos que funcdes que obedecem a séo funcdes L! (x € L'). Intuitiva-
mente, fungdes L' sdo aquelas cujo valor absoluto é integravel, significando que a
area abaixo da curva do valor absoluto é finita. Isso implica que a funcdo nao os-
cila de maneira muito critica ou possui alguma ponta que se estenda infinitamente.
Tais funcbes sdo com frequéncia consideradas bem comportadas com crescimento
controlado. A forma da integral estocastica em pode ser alterada, gracas a arbi-
trariedade do termo x(t). Se fizermos x(t)) — %(xi + x;_1), O limite obtido é diferente da
integral de It6 e, considerando sua existéncia, € chamado de integral de Stratonovich.
Este método, ou forma alternativa da integral estocéastica de It6, em alguns casos é
mais facil de ser manipulado, pois é possivel aplicar as regras convencionais da inte-
gracao de Riemann tal como a regra da cadeia. Varias aproximag¢des numéricas para
solucao de EDEs convergem para a integral de Stratonovich, contudo, 0 método de
solucao mais utilizado para a solugcdo numérica de equacdes de Langevin, 0 método
de Euler—Maruyama, exige que a equacao esteja na forma de It6. Integrais na forma
de Stratonovich provam sua utilidade ao solucionarmos EDEs na forma de variedades
diferenciaveis, ao invés de apenas em R", pois aplicar o lema de Ité nestes casos pode
acabar complicando as solugoes.

Da mesma forma que a integral estocastica é construida com relagdo ao movi-

mento browniano, hd também com relagdo a um martingal quadrado-integravel (dize-
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mos que é de classe L?). A construgdo desta integral é similar ao caso anterior, mas
aqui trago um pouco mais de rigor matematico.

Tomando como verdade os lemas a seguir:

1. Seja f um mapa R, — R quadrado-integravel (f € L?). O processo

T T
[exp( f FOAWE) - f f(t)zdt)] (2.40)
0 2 0 t>0
€ um martingal quadrado-integravel.

2. Seja D o conjunto de fungdes compactadas (isto é: contidas num conjunto fe-
chado e limitadas), tal que este € o conjunto dos f que podem ser escritos como

f =YL a[W(t) - W(tiy)], a familia de martingais

[exp( fo " HEaw() - % fo ) f(t’)zdt’)]tzo; (f € D) (2.41)

esta toda contida em LL2.

A partir destes, é possivel enunciar o teorema de representacao de It6.
Teorema: Para cada f € L?, ha um Unico processo h(t);so, E f h()dAW(t)] <

tal que

F=EIfl+ [ HOan) (2.42)
Isto é, para cada variavel aleatéria f em L*(Q, F,P) pode ser escrita como uma inte-
gral estocastica de um processo quadrado-integravel k(t). A unicidade de pode
ser demonstrada a partir da Isometria de It6 das integrais estocéasticas. Suponha o

seguinte:
=F hidW(t) = E hydW ,
f [f]+f0 AW () [f]+f0 LAW(E)
f (hy — h)dW() = 0.
0
de (2.39)

E[ fo - hz)dW(t)]z =0

f " Bl — o)) =
0
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portanto iy = h;.

Para provar sua existéncia, consideramos os lemas ja enunciados. Seja A o con-
junto de varidveis aleatérias f € 1%, tal que exista um processo progressivamente
mensuravel (), tal que: [ W2dt < oo e f = E[f] + |~ hdt. Desta forma, A con-
tém o conjunto do conjunto de variaveis aleatérias, dado por: f = exp[foT h(t)dW; —
% fOT h(t)*dt]; f € D. Considerando uma sequéncia de varidveis aleatérias f, € A€L? e

fu > fem1? tal que

fu = E[fu]l + foo h,dW(t). (2.43)
0
Portanto, E[f,] — E[f] <= E[f.] = E[f] = 0. Utilizando novamente a isometria de It6,

podemos concluir que

T
EL = foP) = [ ElGh, = bl
0
tende a zero, a medida que n, m — 0. Portanto, &, € uma sequéncia de Cauchy. Sendo

f o limite desta sequéncia, a mesma converge para

T
f=E[f]+ f hdW(#). (2.44)
0
Como uma consequéncia deste teorema de representacao, podemos obter a seguinte
descricao para martingais quadrado-integraveis com filtracao [F;];»o-
Teorema: Sejam W os processos de Wiener, definidos num espaco de probabi-
lidade filtrado L2(Q), F, {F:}i=0,P) sendo F;, sua filtragdo. Entdo, todos os martingais

locais M; podem ser escritos como

T
0

Este é o chamado teorema de representacédo de martingais. Como a integragéao esto-
castica preserva a propriedade do martingal local, este resultado caracteriza o espago
de todos os martingais comecando de 0, definido com relagéo a filtragédo, como sendo
o conjunto de integrais estocasticas com relacao ao processo de Wiener.

Finalmente, temos uma distribuicdo de probabilidade dada por f(t, £(t)) bem des-
crita em termos do tempo e de variaveis estocasticas. O proximo passo € encontrar a
FDP associada a curva descrita pela fungao, agora que ja sabemos como integrar sua

parte estocastica.
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2.4 EQUAGCAO DE FOKKER PLANCK

Ao buscarmos uma equacéao que descreva uma funcao de distribuicdo ao longo do

tempo, imediatamente voltamos nossa atencéo para a equacéo de Liouville

dp N (9P, . 9P,

§+;((9—qiq+a—pi )_0.
Esta equacdo é uma das mais fundamentais da mecanica estatistica, construindo
uma ponte da mecanica classica para mecanica estatistica via a equacao de movi-
mento para a fungao distribuicdo p(g, p). A propriedade chave da equacéo de Liouville
€ sua reversibilidade temporal, consequéncia da natureza deterministica da mecéanica
classica, o que implica na conservagéo do volume do espaco de fase. A medida que
o sistema evolui no tempo, a densidade dos pontos no espago de fase permanece
constante e o volume é conservado. Essa conservacao é consequéncia do fato que
a equacao de Liouville € uma equacéao de continuidade, a preservagao do volume no
espaco de fase é propriedade fundamental da dinamica hamiltoniana.

No apéndice A2, introduzimos a equacdo de Langevin, que carrega um termo de
friccdo e um de ruido. Posteriormente, a partir da equagéo (2.28), fica claro que a
equacao de Langevin é uma equacao diferencial estocastica descrita classicamente.
Na forma linear como a equagdo de Langevin foi apresentada em (2.2), esta pode
ser facilmente resolvida e os efeitos do termo de ruido podem ser contornados. Con-
tudo, casos nao lineares, apesar de serem resolvidos satisfatoriamente via métodos
numéricos, apresentam grandes dificuldades para um estudo analitico. E a partir desta
dificuldade que construimos uma equacao de Liouville que trate 0 comportamento es-
tatistico da dinamica do sistema com um termo de friccdo Markoviano e um ruido
branco Gaussiano, esta na qual sera chamada de equacao de Fokker-Planck. Inicia-
mos esta construcao a partir da formula de Feynman-Kac: suponha que uma equacgao
diferencial parcial (EDP) esta sujeita a condigao final f(&r, T) = h(&), dado que f é
borel-mensuravel com relagao a filtragdo F; e £ um processo de It6. Sob essas condi-

cbes, a férmula de Feynman-Kac determina que

f(&, t) = E[M(Er)|F] (2.46)

tal que E[|F;] € o valor esperado com relacdo ao tempo presente. Todos os valores

esperados que utilizarei nos calculos a seguir serdo com relacdo ao presente. Esta
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formula é bastante poderosa pois, como veremos a seguir, dada uma EDP parabdlica
governada por um processo estocastico, (2.46) oferece um método de resolver estas
EDPs simulando os caminhos aleatérios do processo estocastico.

Definicao: O valor esperado de f(t, &), com & = &(t), é dado por

E[f(t,&)] = fR f(E)p(&, Hdé, (2.47)

onde p(¢,t) € a FDP. Derivando com relagédo ao tempo:

E[df( ap(é,
[fté)] ff(é) p(& t)

g, (2.48)

tomando o valor esperado de (2.34) e levando em conta as propriedades do processo

de Wiener

P) df( e
E[df(t,&)] = fR [ j;(f)dtw J;f) %az ;;f)dt]p(é,t)dé (2.49)

Eldf(t, )1 _ (" [9f(S) df(cf) 1 ,d%f(&)
T‘fR R e T e (R (2-50)
por analogia entre e (2.50):
J t 8 d 2 J2
f f(&) p (é )ch f f (5) A 5)+% d’;(f ))p(g,t)dg (2.51)

Ip(&, t d e
f f(&) p (é ) = fR f & )p(é,t)dcf 5 fR ;;(f) (&, HdE. (2.52)

Nos limites 0 e T, a funcéo f e a distribuigdo p tendem a zero. Dessa forma, a integra-

¢ao por partes nos da

0 J 2 Jav
NG D - [ F&% e+ 7 [ s oD e (2.53)
0 (9 a2 d°p(&,
f &% (5 )dé f & - p{gi .2 g(; D (2.54)

Obtemos, portanto:

&) _ IpE ) o PpEh)
o MTar Tz
Essa é a equacdo de Fokker-Planck unidimensional. Ela descreve a evolugao tem-

(2.55)

poral da FDP em func&o de uma variavel aleatéria e do tempo. Escolhi demonstra-la
a partir do lema de 1t6, mas a mesma pode ser obtida também através da expanséao
de Kramers-Moyal (RISKEN, 1996.), via equacao de Liouville (ZWANzIG, |2001.) ou dire-

tamente através da cadeia de Markov para o caminhar aleatério unidimensional. Em
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(2.55), o primeiro termo a direita € chamado termo de deriva, representando as varia-
¢cOes deterministicas na FDP. O segundo € chamado de termo de difusédo, que produz
o efeito de difuséo e introduz a caracteristica estocastica a FDP.

Note que, se fizermos ¢ = 0, temos uma equacao de continuidade, implicando que
a densidade de probabilidade é conservada. Além disso, fazendo p = 0 temos uma

equacao de difusdo tradicional

- SaE e =o (2.56)

Admitindo p(¢, ty) = 6(E — &o), temos que a solugdo da equagéo de Fokker-Planck na

forma (2.50) €, como deveria ser, uma distribuicdo gaussiana:

~(¢-&)?

e 202(t7t0)

\V2mo?(t — to).

A distribuicao acima explicita dois fatos importantes para a obtencao da equacao de

p(&t) = (2.57)

Fokker-Planck neste caso especifico: o ruido deve ser Gaussiano e esta correlaci-
onado a funcao delta. Veremos a seguir um caso mais geral, porém decidimos de-
monstrar apenas esta forma pois o formalismo que precede outras mais gerais
€ desnecessariamente longo para nossas pretensoes. Portanto, sem demonstrar, ve-
jamos as condi¢des para obtengédo do caso mais geral.

Seja M uma variedade diferencivel, contida num intervalo fechado, e & um pro-
cesso estocastico contido em M. Convencionando as coordenadas locais x' com su-
porte compacto, dizemos que & € uma difusdo suave se, dados os processos néo
antecipativos suaves, b'(&)) = b' e 0'/(&)) = o'/ > 0, que obedecem as propriedades da

integral de [t6, temos

A&l = bidt + o'TdWI (1), (2.58)

tal que:
E[d&] = bdt, (2.59)
deide! = o%dt. (2.60)

Note que o lado esquerdo de (2.60) ndo contém o valor esperado, esse fato € crucial
para excluir processos com descontinuidades. Ademais, assumindo que ¢/ é néo-

degenerado, entdo é um tensor métrico covariante, ou seja: uma métrica de Riemann
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((NELSON, 1985.)). Este fato é importante, para conectar com o que veremos mais adi-
ante, pois a partir desta descricdo de um processo estocastico, vemos que a métrica
de Riemann é parte intrinseca da estrutura probabilistica, isso significa que a diferen-
cial de um processo de Wiener é suficiente para o definirmos, de maneira geral, no
contexto da geometria riemanniana. Discutirei mais sobre b’ no capitulo a seguir, mas

ja é perceptivel que ele assume o papel do termo de deriva.

Integrando (2.58)
' T T )
;:5g+f bldt+f dldWi(t); 0<t<T. (2.61)
0 0

Sejam f € C3(R") e T um tempo de parada, com filtrag&o (F;);so tal que Eo[T] < oo (Eg
€ o valor esperado com relagao ao valor inicial £(0)). Do lema de 1t6 (2.34) e levando

em consideracao (2.23):

. . Trd > ‘ of .
f(&7) = f(&) + f [aflbd 55 @f l lkof”(é"”dt)]+a—£(aldwf)], (2.62)

em que: oo/ = (00*)" (este * sobrescrito significa “transposto”). Tomando o valor

esperado com relagao ao valor inicial £(0), o termo dW/ desaparece e portanto ficamos

com . >
i _ i 1 af f
Eolf(E)] = F(E) +f ( 2 (oo) N ]) . (2.63)
Definicao: Seja (&;)i»0 € R” um processo de difusdo de Ité. Definimos o operador £
de f como
) &
LFE) = o[f( tt f(&o) (2.64)
substituindo (2.63) em (2.64) e utilizando a notagdo: Vi = = e A = ax,ax]:
‘ 1 g .
LfEh = (v + §<oa*>”A)f<czz>. (2.65)

Chamamos este termo L de operador de difusdo. Considerando f € C5(R") e & como
definido em (2.58). Da equagéo (2.65) aplicada ao Lema de It6

SELFED] = ELLAE) (2.66)

obtemos a chamada equacao de Kolmogorov “forward”, que € apenas uma maneira
de escrever a equacgao de Fokker-Planck, como demonstraremos a seguir. De (2.47),

fazendo p(&!,t) = p’, temos
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d i\ A1 j i\ A1 gl i * 1 7¢i
& [ renvas = [ zrepoae = [ seprpa 2.67)
dt R R R
em que L é o L?-adjunto de £ e é dado por:
L= ( _ Vi + %(aa*)ffA) F(ED). (2.68)
Abrindo a ultima integral em (2.67)
[ serzpaci = [ s -ove+ Jooyia e (2.69)
R R
= [-rewvpas+ [ repjeorapag @0
R R
aqui, aplicamos integragéo por partes em cada uma das integrais. Porém, devido a f
ter suporte compacto, o primeiro termo da integracdo por partes vai a zero por estar
associado aos limites de integracao, portanto ficamos apenas com o segundo termo.

Como teremos que aplicar duas vezes na segunda integral, o sinal muda de volta para

o positivo. Sendo assim, concluimos:

[ serzpe= [ovireppis+ [Jooyasepas @)

- [ (rviscene + Storyaseeie @72)
R
- [ zreppae (2.73)
R
Portanto, podemos representar a equagéao de Fokker-Planck na forma:
dp_ 9 i (00 dp
E__%(bp)-i_ 2 Oxidxi
o =L 2.74

Esta equacao é uma equacdao diferencial Parcial (EDP) do tipo parabdlica, a qual é
feita uma breve introducao desta EDP no apéndice C.

Agora, jA munidos de como integrar uma variavel estocastica, precisamos compre-
ender o tipo de problema que sera preciso utilizar esta integracao. Para isso, adentra-

mos na discussao sobre equacdes diferenciais estocasticas.

25 EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS (EDE)

A forma mais geral de uma EDE é dada pela equacéo (2.28). Apds entender como
integrar processos estocasticos, agora temos como objetivo encontrar o processo es-

tocastico que satisfaca a EDE, ou seja: soluciona-la. A questao importante sobre esta
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tarefa € que, geralmente, EDEs nao apresentam solucdes fechadas, podendo possuir
multiplas solugdées que nao significam nada relevante. Porém, ha fatos importantes
sobre EDEs que deve-se ter em mente antes de pensar sobre soluciona-las. Primei-
ramente, se u e o sdo fungdes “razoaveis”, a solugdo existe e € Unica. Temos duas

condicdes de unicidade:
1. Condigao do crescimento linear:
(&, t) = (&, P + o€, t) = o(&', HI? < KIE = &P (2.75)
2. Condicao de Lipschitz:

(& O +lo(E, )P < KA +[EP). (2.76)

Estas duas propriedades sdo chamadas Condigdes de It6. A primeira condi¢céo diz que
u e o estdo limitados pela distancia entre dois pontos vezes uma constante K, apenas
uma relacao de proporcionalidade. A segunda diz que, quando vocé cresce a variavel
espacial, neste caso representada pela variavel estocastica &, esse crescimento nao
pode ser tdo rapido a ponto da funcéo "explodir”.

Geralmente resolvemos EDEs mais simples por andlise ou tentativa e erro. Ve-
jamos um exemplo que pode ser resolvido analiticamente, 0 "movimento browniano
geomeétrico”™:

d&(t) = pé&t)dt + a&(t)dW(t), (2.77)

onde u e ¢ sdo constantes, com ¢ > 0 e condig&o inicial £(0) = xy. Supondo o ansatz
&(t) = f(t, W) = f(He’™®, de acordo com o lema de Itd, temos:

d(f(He™ V) = f00WW+fmeuwm+ 50 f(heVat,
comparando com (2.77), encontramos que
L dfm 1,
70 dt +2""“"
com solugao

£(t) = £(0)et=29,

Portanto £(0) = f(0)e”™® = £(0) e a solugéo é

f = xpere 3o, (2.78)
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Para EDEs que satisfazem as condicdes de It6, podemos solucionar utilizando apenas
técnicas padrao aplicadas em equacodes diferenciais ordinarias. Estes tipos de EDEs

sdo ditas lineares, possuem forma geral
d&; = [a(t)&; + c(D)]dt + [b(H)E; + d(D]dW (), (2.79)

tal que: a(t), b(t), c(t) e d(t) sdo fungbes continuas do tempo. Nosso objetivo agora €

encontrar uma solucao geral para (2.79). Reescrevendo na forma

A&, = [a(H&; + c(t) + b(t)d(t) — b(t)d(1)]dt + [b(t)E, + d(B)]dW (1) (2.80)
A&y —{la(t)Ee + b(DAB)]dt + b()EAW(E)) = [e(t) — b(E)E]dE + d()dW (D). (2.81)

Considere agora «x; um processo de It6, contido entre [0,T], tal que x(0) = 1.
diy = f(xy, t)dt + g(xi, t)dW(2). (2.82)
Multiplicando por x;, obtemos:
kA& — x{[a(t) s + b(t)d(t)]dt + b(H)EAW ()} = kif{[c(t) — b(t)E]dE + d(E)dW(H)).  (2.83)
Introduzindo a regra do produto de It6 para d[&;x;]:
d(&ixy) = 1 dEs + Edry + dEdxy, (2.84)

em comparacao com (2.83), queremos os dois Ultimos termos de (2.84) iguais ao
segundo termo de (2.83)

Edry + d&diy = —x{[a(t)Er + b()d(t)]dt + b(H)EAW(t)} (2.85)
calculando apenas os termos do lado esquerdo:
Edicy = &l f (xy, t)dt + g(xcy, )AW(H)] (2.86)
d&dicy = {[a(t)S + c(B)]dt + [b(E)Se + A(B)IAW RN f (icr, )t + g(icy, AW (E)},
das propriedades do processo de Wiener
d&dic; = [b(H)E, + d(B)]g(x,, dt (2.87)

substituindo (2.86) e (2.87) em (2.85

Sl f iy, t)dt + g(ice, HAW(D)] + [b(E)E; + d(B)]g iy, £)dt =
—i{[a(t)Er + b(H)d()]dt + b(H)EAW (D)), (2.88)

percebe-se que g(x;, t) = =b(t)E. Entao
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Sl f iy, t)dt — b()EAW ()] = [D(E)Es + d(8)]b(E)Edt =

—k{[a(t)E: + D(t)d(t)]dt + b(t)EdW(E)} (2.89)
Eif Gy, )dt — b(t) &gt = —a(t), & dt (2.90)
Ecf (i, )t = El(=a(t) + b(t))xc,]dt, (2.91)

concluimos que f(x;, t) = [—a(t) + b(t)*]x;. Portanto:
di, = [—a(t) + b(t)* ]k, dt — bk dW(1), (2.92)

utilizando o lema de It6, realizando processo similar a resolugéo de (2.77)), € possivel

mostrar que ¢(t) = (¢:) = (x;'), tal que o processo de It6 ¢; satisfaga:
dr = a(O)Pudt + bOGAW(); o =1, (2.93)

com forma explicita

’ b(s)? ’
= t) — ——|dt b(t)ydW(t), 2.94
e = gnep [ [aty = D Jae+ [ paweo) 294
tal qual na solugédo de (2.77). Finalmente, temos que de
A, = [e(t) — dBObE)cdt + A dW (D), (2.95)

tal que o processo estocastico &(t), solucao geral da EDE linear, € escrito em termos
de ¢(1):
T T
£ = qbt{éoKo n f [a(t) — bOA®) Tt + f d(t)xtdW(t)}. (2.96)
0 0

E importante explicitar a solugéo analitica para esta classe de EDEs, contudo, a maior
parte das EDEs n&o é linear. Para soluciona-las, é preciso buscar a solugdo numeri-
camente. Antes de explorar este tipo de solugao, é preciso expandir a discussao sobre
um tipo especifico de EDE, que também € peca chave nos estudos dos processos

estocasticos: equacdes diferenciais estocasticas "backward”.

2.6 EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS "BACKWARD” (BSDE)

Estes tipos de equacdes diferenciais estocasticas foram introduzidas por (BISMUT,

1973.) para o caso continuo, motivado pelas aplicacbes em controle estocastico, e por
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(PARDOUX; PENG, |1990.) para o caso geral. As BSDEs sao aplicaveis numa gama de
diferentes campos, os mais notaveis sendo: mercado financeiro (via modelo de Black-
Scholes), controle estocéstico e métodos numéricos probabilisticos para solugao de
EDPs, este ultimo sendo o caso de interesse neste topico. Enquanto a EDE é uma ex-
tensdo ndo-linear da integracao estocéastica, as BSDEs sdo uma versao nao-linear do
teorema de representagdo de martingais. Naturalmente, os argumentos para constru-
cao tedrica das BSDEs sao similares aos utilizados para EDEs, mas a conexao entre
elas nao é trivial e precisamos tratar disto com cautela.

Note que podemos compreender como uma maneira de caracterizar a solu-
¢ao de uma EDE, solucionando uma EDP. A ideia aqui é realizar o caminho inverso e
entender 0 que temos a ganhar com isso. Definindo u(&o, t) := Eo[f(&)] e assumindo

que é uma fungao bem comportada, € solucao da EDP:

u(&o, £+ h) = Eo[Eol f(&n)IFall. (2.97)

Das propriedades de martingais, temos:

PoltE DIZME0 D) _ 2 et - Eol e

= LEEF(Enl(Fdosi] ~ Eol FENE.)oci]

1

= EEO[EO[f(ét-}.h) - f(ét)l{Fs}ssh]]

1

= EEQ[f(EHh) — f(én]

_ %Eo[ F(E)] = Eol F(ED]

_ u(&o, t +h) —u(&o, t)
. .

Tirando o limite h — 0 dos dois lados, obtemos

@ = Lu(&o b). (2.98)

A equagéo (2.98) é chamada equacédo de Kolmogorov "backward” e faz exatamente o

pretendido: ao invés de resolver a EDP, podemos resolver a EDE e calcular Eq[ f(&)].
Perceba que em o operador L perturba a posicao final &;, ao passo que na
equacao backward L atua na condicao inicial ;. As EDPs que nos interessam neste
trabalho sao as do tipo parabdlica, portanto, queremos encontrar uma generalizacao
da formula de Feynman-Kac do tipo:

8u(é()r t)
ot

+ Lu(EO/ t) + f(EO/ t/ u(EO/ t)/ VO”(EO/ t)) = 0/ (299)
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onde Vu(&y, t) € a derivada covariante com relagao a &. Se u satisfaz (2.46)), significa
que o valor esperado com relacdo ao processo de filtragem pode ser obtido como
uma solugdo da equagéo diferencial parcial associada (2.99), cuja condi¢éo terminal
é u(&o, T) = f. Assumindo que a equacdo acima possui solu¢do Y; = u(&,, t), entdo ao
descrever sua dinamica, podemos considerar uma versao de &, para cada par (t, &o)-

Do lema de 1t

au(étl t)
ot

dYt = _f(EO/ t/ u(EOI t)/ VOM(EOI t)) + VO“(Et/ t)G(ét)th

qY, = [ - Lus, t)]dt + Vou(&, Ho(ENdW,

A equagéo acima sugere que devemos considerar uma versdo de (2.99) que inclua

o(&r):
a1’1(50/ t)
ot

Se u resolve esta equacao, fazendo Z; = Vou(&;, t)o(&;), obtemos

+ Lu(CEO/ t) + f(CEO/ t/ u(EO/ t)/ VOu(gt/ t)a(ét)) =0. (21 OO)

dYt = —f(Eo, t, Yt/ Zt) + thWt. (2101)

Esta é a forma geral de uma equacao diferencial estocéstica "backward”. Y; € um
martingal local, naturalmente induzido por &y, Y; : E[&olF:]. Martingais locais estao
intrinsecamente ligados ao conceito de tempo de parada, portanto, dizemos que &
é a condi¢cdo terminal de (2.101), esta sendo uma equacéo diferencial estocéstica
backward cuja solucéo é dada pelo par (Y,Z). De acordo com (2.45), had um dnico

processo Z tal que
T T
o=vi+ [ fenvizy- [ zaw, 2.102)
0 0

onde Y é continuo e adaptado a filtracdo, f é chamada funcéo geradora da BSDE e
obedece a , Z é previsivel e obedece . E importante compreender que uma
BSDE nao é uma EDE de tempo reverso. Num tempo ¢, (Y;, Z;) sdo F;-mensuraveis,
tal que o processo ainda nao "conhece” sua condi¢ao terminal Yr. Sendo assim, para
encontrarmos a solucdo, precisamos dos parametros f e Yr. Isto € o resumo de um
teorema dado e provado por (KAROUI; PENG; QUENEZ, 1997.). A prova da unicidade de
pode ser encontrada em (PARDOUX; PENG, [1990.) teorema 1, a existéncia no
teorema 3.2.

Métodos de controle 6timo sdo empregados quando queremos que alguma fun-

cao atinja sua "'melhor performance”. Estratégias de controle, no contexto das BSDEs,
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servem para otimizar os objetivos do processo enquanto minimiza os riscos em ques-
tdo, para que possamos construir o melhor controle dentro dos limites impostos. Em
finangas, por exemplo, o controle étimo estocastico € utilizado para o gerenciamento
de riscos das derivadas financeiras, minimizando os riscos de exposicao. Considere a

seguinte EDE controlada:
d&y = [a&(t) + cu(t)ldt + dW(E);  £(0) = &o, £ € [0, T], (2.103)

em que u(t) € chamado processo de controle. O estado ¢&; e u(t) precisam ser {F;}o-
adaptados quadrado-integraveis. Para simplificar, assumiremos a e ¢ constantes e as
fungdes todas unidimensionais. O funcional de custo é dado, de forma geral, por (FLE-
MING; RISHEL, [1975.b):

T
Jw = fo i, & )it + g(61), (2.104)

mas para o caso unidimensional, temos que

T
T() = %E[ fo (€2 + u(b)dt + 5%]. (2.105)

O problema de otimizagdo em questao tem como objetivo minimizar (2.105) sujeito
a (2.103). Primeiro, precisamos determinar u(t), para isso admitimos qualquer outro

controle v(t), tal que

T
0 < lim Ju+ ez) —Jw E[ f [E.& + u(tyo()]dt + g’TgT], (2.106)
€E— 0
em que &, satisfaz:
d&, = [a&, + co(t)]dt; &, =0, t€]0,TI. (2.107)

Para obtermos mais informagdes sobre (2.106)), introduzimos a equagao adjunta:
dYt = —[ElYt + Et]dt + thW(t), te [0, T],
Yr =¢&r.
esta equagcdo € uma BSDE, tais que Y; e Z; obedecem as mesmas condi¢cdes de

(2.101) e neste caso f(Y;, &) = (aY: + &)dt. Sabemos, portanto, que (2.107) admite
solugdo (Y3, Z;). Aplicando o lema de It6 a Y,&;, temos:

(2.108)

E[Yr&r] = E[Er&q]

T
_ f E{[—aYt—ét]£;+Yt[a£;+cv(t)]}dt
0

= f ' E[ —&& + thv(t)]dt. (2.109)
0
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Substituindo em (2.106):
0<E f T[cyt + u()]o(Hdt, (2.110)
0
como o(t) € arbitrario e nosso objetivo € minimizar J, entao
u(t)y=-cY;, tel0,T]. (2.111)

Ou seja: u(t) sé é um controle admissivel se Y; & {F;};»o. Substituindo (2.111) em
(2.103), obtemos o sistema otimizado:

A&, = [a&(t) — Y, )dt + dAW(¢),
dYt = —[ﬂYt + Et]dt + thW(t), te [O, T], (21 12)
&) =&, YT =<1

Ou seja, processos estocasticos otimizados sao descritos como uma equacao dife-
rencial estocastica acoplada "forward & backward” (FBSDE). Se a solugéo adaptada
(&¢,Y,Z) é unica, o controle u também é ((MA; YONG, 2007.) teorema 2.2). Resolver uma
FBSDE com controle étimo envolve o uso de técnicas numéricas, tal como simulagcéao
de Monte Carlo. Estes métodos encontram solugdes aproximadas para problemas de
otimizagcao complexos.

O formalismo de 1t6 é bastante vasto e possui diversas ramificagdes que ndo foram
contempladas por este trabalho. Para nossos objetivos (introduzir a quantizagao esto-
castica de Nelson, estudar solugcdes numéricas de EDEs e encontrar um método para
a interpretacéo estocastica da fase de Berry), o0 amalgama das técnicas apresentadas
até aqui formam o arcabouco teérico robusto para a introdugéo da quantizagéao esto-
castica de Nelson, que por sua vez, ira fornecer significado fisico ao formalismo de It6,

abrindo novas possibilidades de interpretacao e solucdo das EDEs e EDPs.
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3 QUANTIZACAO ESTOCASTICA

A hipo6tese da quantizacao estocastica € uma abordagem a mecéanica quantica que
atribui a componente estocéastica ao processo de quantizacdo. Neste referencial es-
tocastico, o conceito tradicional de quantizacdo, que envolve promover as variaveis
classicas aos operadores quanticos, é estendido para incluir variaveis estocéasticas,
que introduz uma variavel aleatéria a evolugdo destes campos. Introduzimos o pro-
grama de quantizagéo deste trabalho via equacéo de Langevin (2.2), mas a conexao
mais intrinseca entre o comportamento quéantico e estocastico envolve discretizar o
espaco e o tempo, expressando a evolugdo do campo como a soma de diferentes
caminhos. Isso nos leva, naturalmente, a utilizagdo de integrais funcionais. A integral
de 1t6, abordada no capitulo anterior, € um tipo de integral funcional, contudo, a abor-
dagem via mecéanica de Nelson ((NELSON, 1988.), (NELSON, |2012.), (NELSON, 1966.),
(NELSON, [1985.)), unida a conexao da mecanica classica com quantica via equacoes
de Madelung ((MADELUNG|, [1926.), (REDDIGER; POIRIER, 2022.), (MOLLAI; FATHI, [2021.)),
possibilitam aprofundar e ampliar o programa de quantizacdo, além de dar fundamen-

tos matematicos sélidos para a abordagem de integral funcional (PAVON, 2000.).

3.1 MECANICA DE NELSON

Imre Fényes foi um fisico hingaro, que em seu trabalho (FENYES, [1946.), foi o pri-
meiro a propOr uma interpretacdo estocastica da mecéanica quéantica. Ele demonstra
que a equacao de Schrddinger pode ser entendida como uma equacéao de difusao
para processos de Markov. A partir deste, uma gama de cientistas, como (GUERRA,
1981.), (PROTTER, 2007.), (YASUE, [1981.) etc buscaram desenvolver uma teoria mais
fundamental do que a mecanica quantica, em que a interagcao entre particulas clas-
sicas e um dito "éter” classico causaria com que tais particulas experimentassem um
processo de difusdo, no espaco de configuragdes, que conservaria sua energia total.
Gracas a natureza dos processos de Markov, foi possivel construir uma teoria na qual
a cinematica das difusdes é completamente simétrica com relacao a dire¢cao do tempo,
assim, destacou-se o trabalho de Edward Nelson com a mecénica estocastica.

Seja dt > 0 incremento temporal positivo e f(t) € R definimos, respectivamente, os
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incrementos temporais "forward” e "backward”:

d.f = f(t+dt)— f(t) (3.1)
d_f = f(t) — f(t — db) (3.2)

Os processos estocasticos L!, & € R, sdo (super)sub-martingais se obedecerem a
((2.18))(2.17). Para a maioria dos casos, as amostras de caminho "&(t)” ndo séo di-
ferenciaveis, para quase todo ”t’. Portanto, suas derivadas s existem no contexto de
funcbes generalizadas, contudo, para evitar o uso de tais fung¢des, Nelson propde a
definicdo abaixo.

Definicao: Dado o instante de tempo "t”, D.(D_) é a "mean forward(backward)

derivative” da variavel aleatoria, &(t) = &, dada por:

1

D.f = D.féb = lim E| 0] 3.3
d_

D_f = D_f(é, ) = lim E| 1] (3.4

tal que o limite existe no espago de probabilidade L'(Q, ¥, P), E; = E[-|N;] € o valor
esperado com relacédo a o-algebra N, representando o tempo presente "t”.

A necessidade das definicbes acima advém do fato que as derivadas dos proces-
sos de Ité ndo sdo bem definidas no limite dt — 0. Isso pode ser constatado do fato
que dW(t) possui tamanho proporcional a Vit, portanto: d&;/dt ~ dW(t)/dt ~ 1/ Vit
Contudo, D, e D_ possuem um limite bem definido de dt.

Processos de difusdo sdo descritos na mecanica de Nelson ndo apenas pelos
incrementos d. f, mas também pelos campos vetoriais b, e b_, chamados respectiva-

mente de "forward drift” e "backward drift”:

b, = Et[dié(t)],

dt

que entram como os termos de deriva na equacao de difusdo. Supondo ¢ = 1 em
(2.67)), por exemplo, teriamos:

T
E(T) - &(5) = f bt + W (E) — W), (3.6)

(3.5)

T
E(T) = &) = f b_dt + W_(t) - W_(s), (3.7)

onde o incremento W, (t) — W.(s) independe da subfiltracdo P e W_(t) — W_(s) da su-
perfiltracdo F. Podemos concluir que & é um processo Markoviano, ja que seus in-

crementos com relacdo ao passado e futuro sdo condicionalmente independentes do
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presente. Munidos destas ferramentas, comegcamos a construcao da cinematica dos
processos estocasticos.
Definicao: A velocidade de corrente v € a média de b, e b_ e a velocidade osmética

u € a metade da sua diferenca

_by+b_

0= ———, (3.8)
_ b+ - b_

u= == (3.9)

Nos processos estocasticos, "v” € um analogo direto da velocidade convencional de
processos deterministicos. J& "u” mede o0 quéao rapido a "aleatoriedade” do sistema

cresce. Podemos representar a equacao de Fokker-Planck para varias dimensdes nas

formas:
Ip(&t) 1
= = —V(pb.) + 54p, (3.10)
ap(ét/ t) _ 1
T -V(pb-) - EAP' (3.11)

Estas sao, respectivamente, a equacao parabdlica e anti-parabdlica de Fokker-Planck.

Quando somadas obtemos a equagéo de continuidade que relaciona p e v

ap(ét/ t)
ot

= —V(pv). (3.12)

Para obtermos a velocidade osmotica u com relacéo a distribuicao de probabilidade, é
preciso aprofundar o formalismo. Definindo as difusdes suaves F; = f(&;) e G; = (&),
dividindo o intervalo [s, T] em n partes iguais,

J(T —s)

i']':S+
n

comj=1,2,.,n Entdo
n—-1
E[F1Gr] - EIF,Gi] = lim )" E[F(t-1)G(t) = F(t)G(t-1)],
j-1
reorganizando na forma:

G(t]‘) + G(i’]’_l)+

n—1
FIFrGr] - FIF.G.) = lim Y, E{[F(t1) = F(t)1 -
-1

F(tji1) + F(t)

——2I6(t) - Gt}

Da definicao dos incrementos temporais
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n—

1
E[F1Gr] - E[F.GJ] = lim Y E[D.F(t)G(t;) + F(t;)D_G(t,)] z
1

—S
n—oo L n

]

T
- [ Ew.rG + F0-Ginet
da regra do produto (2.84)
d(Fth) = Ftht + thFt + deFt,

, € notando que
d(F,G,) = V'F,dEVIGdE = E[6"'V'F,VIG,dt,

a primeira integral de toma a forma:
f TE[(D+Ft)Gt]dt . f ' E[F,D.G,]dt - f ' E[F,D.G,)dt-
f ) E[¢"'V'E,VIG,]dt + E[FrGr] — E[FsG,].
Comparando com (3.13), tsemos que
%E[f(cft)g(cft)] = E{[D. f(EN1g(EN} + E{f(ENID-g(EN]}

= E{[D. f(E]g(EN} + E{f(ENID+(ENN} + El0"V' f(£)V/g(En]at,

tal que
E{f(E)[D-g(EN]} = E{f(ENID+8(ENT} + E[0"V F(E)VIg(EN].

Das defini¢bes de (2.64) e (3.3), concluimos
1 y
D.g(&) = (KLY + 5(00)7AJg(E)
1 )
D-g(&) = (V' = 5(00)AJg e

Substituindo ambas em (3.19) e considerando a defini¢cao (2.47):

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

f f (X)[(bi_Vi—%(ao*)ijA)g(x)]p(x, Hydx = f f (x)[(biVi+%(oa*)ijA)g(x)]p(x, dx+
f f(x)[offvf FENV g(x)] p(x, Bix,

aplicando integracéo por partes na ultima integral, obtemos:

Vip(x, t)
p(x, t)

== f fx)og(x)p(x, t)dx — f fx)Vg) p(x, t)dx.

(3.22)
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Portanto, substituindo em (3.22), obtemos o operador de difusdo "backward”:
1 3 o 1 3 . . .
—E(Ga*)”AHﬂ_VI = —E(Go*)”A + [b'. = V'log(p)]V'
b = [V, — Vilog(p)]

Finalmente, da definicao (3.9), temos que a velocidade osmética com relacao a distri-
buicdo de probabilidade é
u = Vlog(/p), (3.23)

chamada equacéao osmoética. Escrevemos:
1
R = 5 log(p) (3.24)

tal que p = e e
VR = u. (3.25)

Voltando para (3.12), € importante notar que esta equacgao ainda é satisfeita se adici-
onarmos qualquer campo vetorial z independente do tempo a v, tal que para todo ¢,

tenhamos

V(pz) =0,

fzzpdx < 00,

Dentre todos estes vetores, havera um vy, tal que sua integral € um minimo. A condicéo
para isso é

= 0. (3.26)
A=0

% f ”(vo + Az)*pdx

Para difusbes suaves, p € sempre positivo. Definimos
VS =, (8.27)

entdo S é unicamente determinado por uma funcao de t. Por definicéo, S satisfaz

dp
~V(pVS) = = (3.28)

Dividindo por 2p, encontramos:

JR 1
& = —(EA ; uV)S, (3.29)
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com a hip6tese de que S é suave para cada t. Ao trabalharmos na mecanica de Nelson,
estaremos interessados majoritariamente em difusées de gradiente, por isso estas

representacées com R e S. Portanto, se v € um gradiente

VS = . (3.30)

Seguindo nesta linha de representacdo por gradientes, R e S serdo a porta de entrada

para a ligacao entre o formalismo de Nelson e Schrddinger.

3.2 EQUACOES DE MADELUNG

A equacéo de Schrddinger unidimensional independente do tempo para particulas

livres (V = 0) € dada por

oV  R?
—ih— = — V2§ 31
ih % = om (3.31)
consideremos agora o0 ansatz:
W = R(x, t)exp[%S(x, t)], (3.32)

em que R(x,t) € o mddulo da funcdo de onda e S(x,t) é a fase da funcdo de onda.

Substituindo na equagao de Schrodinger, considerando % = f e erS®h) = ¢r

., 0 i o, i
—zﬁE{R(x, t)exp[gS(x, t)]} = %V {R(x, t)exp[%S(x, t)]} (3.33)
T o\ K ﬁz K i K
(—ihR + RS)e* = %V[VRe + REVSe ] (3.34)
(=ihR + RS)e* = i[vzk + z—iVRVS + R1V25 + Rivsivs]eK (3.35)
- 2m h h h h '
R . _ h V2R ihVRVS ik _, 1 2
—lﬁE +S= % R + E R + %V S - %(VS) . (336)

Separando a parte imaginaria da real e fazendo R = C = 0, respectivamente, nos dao:

1JdR ik VR ih

ih oy = ==V + 5 V7S, (3.37)
S MVR 1 _

Este passo € chamado "decomposi¢do de Madelung”. Tratando primeiro de (3.37),

simplificando e multiplicando ambos os lados por R:
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J , VS R2V3S
ok =ROR)Z+ 5=
d_, (RXVS)
_ER —V( 2m )

Definindo: J = 1R?v, tal que v = © e R* = WP = ||, temos:

& 2 —
SR +V-J=0. (3.39)

Agora sobre (3.38), multiplicando os dois lados por —1:

R 1, .., HhVR
~or = 5 (VS — 5 (3.40)

A equacao € uma forma da equacao de continuidade para a densidade de pro-
babilidade, a segunda é uma versao da equacao de Hamilton-Jacobi da mecanica
classica. Estas sdo as chamadas equacgées de Madelung. Elas sdo uma maneira clas-
sica de representar as equagdes de Schrodinger a partir do ansatz proposto. Vale
ressaltar que, apesar da abordagem classica, as equacdes de Madelung ainda nao
possuem uma definicdo matematica completamente desenvolvida, e portanto € ne-
cessario cautela ao tomarmos qualquer conclusdo a partir delas. Esta discusséo é

abordada com mais profundidade em (REDDIGER; POIRIER), 2022.).

3.3 METODO VARIACIONAL ESTOCASTICO

De acordo com Koide (KOIDE; AL., |2015): O método variacional estocastico (MVE)
pode descrever comportamentos classicos e quanticos de maneira unificada”. A apli-
cabilidade deste método é vasta, utilizamos o MVE a fim de encontrar a melhor base
de funcgdes, selecionando aleatoriamente seus paradmetros nao-lineares e os otimi-
zando. Utilizando o principio variacional em conjunto com a mecanica estocastica,
podemos descrever sistemas quanto-mecanicos de forma precisa por quantizagéo es-
tocastica, sem sequer utilizar a equacao de Schrddinger. Essa quantizagao € impor-
tante, pois abre uma nova perspectiva aos cientistas dispostos a explorar as capacida-
des desse método, comparar suas vantagens e desvantagens com outros ja propos-
tos e como avancar a partir daqui. Na secéo inicial, introduzo o método continuando

o formalismo de Nelson, introduzindo sua dinamica a partir de sua conexao com o
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principio da minima acado. Em seguida, explicamos o que é a quantizacao estocastica
e sua necessidade de utiliza-la em conjunto a métodos numéricos. Ao final, exponho
um exemplo deste tipo de quantizagdo para o oscilador harmédnico, aproximado para
a EDE de Ornstein-Uhlenbeck.

3.3.1 Dinamica dos processos de difusao

O MVE busca uma representacao unificada da mecénica classica com a mecanica
quantica. Nelson, em 1966, propbs uma interpretagcao totalmente classica da equacao
de Schrddinger, a partir da demonstragdao que toda particula massiva esta sujeita a
um movimento browniano com difusdo igual a % sob influéncia de um campo veto-
rial dado pela segunda lei de Newton (NELSON, 1966.). Em (NELSON, 1988.), obteve
uma dinamica conservativa para processos de difusdo analoga a dinamica determi-
nistica conservativa, unificando mecanica estocastica e principio variacional, aprofun-
dada posteriormente por (YASUE, 1981.). Tomando (KOIDE; AL., [2015) como referéncia
principal para introduzir a dindmica na mecéanica de Nelson. Considere a otimizagéo

da lagrangiana de uma particula
m,
L= Er(t) - V(x()), (3.41)

onde m € a massa da particula e V seu potencial. Para implementar a variagao es-
tocastica a esta lagrangiana, precisamos expressar cada termo pela sua respectiva
quantia estocastica.

No nosso caso, a acao estocastica 7 (utilizamos desta forma nao convencional
pois I ja foi definido anteriormente como a integral de 1t6) é escrita em termos das

derivadas D, e D_:

t
I[r(t)] :ffth[L(r,D+r,D_r)] (3.42)

i

tf m
- f A 2D + D10 - Vo)), (3.43)

dado dr(t) = u(r(t), t)dt + V2vdW,, tal que v caracteriza o termo de ruido. Da definigao

de "mean forward derivative” e sendo f(x,t) uma fungéo arbitraria infinitesimal que
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desaparece nos limites t; e t¢, temos que a variagdo do termo cinético € dada por

f " BHEL(D.x(t) + D_£(x(t), )] - f " HE[(D.x(H)] (3.44)
i y t;
=2 f dtE[b, (r, ) - DL £(x(t), )] (3.45)
i y
=2 f AtE[{D_b. (r, 1)} - £(x(t), D)]. (3.46)

i

A variacao resultante é, portanto

6T = f ’ th[{ - %[D_m(r, £+ D,b_(r, )] - V(r(t))} f(x(t), t)]. (3.47)

Pelo principio da minima agao, temos que 6 = 0, portanto:

[ — 2D by () + Db (5, )] - V(r(t))] 0, (3.48)

r(f)=x
que é formalmente expressa como:

dL JdL JdL
D_.———+D - .
[ aDx(t) T aDx(t) (D) lypes
Esta € a generalizacdo da equacao de Euler-Lagrange na forma estocastica. Portanto,

(3.49)

temos que da definicdo de D_ e D;,:

D_b,(r,t) = (% +b_(x(t), HV — sz)b+(r(t), H (3.50)
D,b._(r,f) = (% + b, (x(b), OV + sz)b_(r(t), ). (3.51)

Substituindo em (3.48)), obtemos:

(% + vV)v(x, f) = —%VV(x) 1202V [p-1(x, OV P, D), (3.52)

tal que v é dado por (3.8). As equagdes (3.12) e (3.52) determinam a dindmica otimi-
zada da agéao. Estas equagbes acopladas podem ser trazidas a uma forma familiar,

fazendo:
U(x, t) = /pe?™, (3.53)
tal que

v(x, t) = 2vVO(x, t) (3.54)

e substituindo nas equagoes (3.12) e (3.52), podemos finalmente retornar até equacao
de Schrddinger.



59

Michele Pavon em (PAVON, |2000.) obteve as relacdes entre elementos quanto-
mecanicos e classicos de maneira coerente, incluindo as respectivas equacoes cine-

maticas como restricdes para o caminho 6timo x(¢) do funcional acéo 7.

3.3.2 Métodos numéricos

Introduzimos aqui a nocao de ensemble estatistico. Ao invés de lidar com densi-
dade de probabilidade, trabalharemos com uma quantidade que é proporcional aquela,
porém mais "transparente”. Colhemos uma grande quantidade de ensembles idénticos
e independentes, distribuidos de acordo com W(t). Chamamos este conjunto de en-
semble estatistico. Esse método consiste em, primeiro, determinar o tamanho & de
cada iteragdo e uma condigdo inicial. Digamos que vocé queira achar a solugéo para
uma ED como esta: f'(t) = a f(t) + b, sendo a4, b € R, tal que f(0) =0 e h =1/100. Assim,

precisamos iterar 100 vezes a equagao para f’(t), que tera a forma
fl+ Dh] = flih] + hf'[iR],

sendo também aplicavel para duas variaveis. Porém, o0 método nao parece razoavel
para solucionar EDEs, pois se pretendemos computar um valor no presente, este pode
depender de qualquer valor no passado. A Unica coisa que fornece informacdes so-
bre o processo estocastico é a distribuicido de probabilidade. Se quisermos adaptar
esse método, pegamos uma amostra de caminho do processo de Wiener para que
saibamos como "retroceder” a instantes no passado.

Em posse dessa amostra, temos entéo:

x[(i + 1)h] ~ x[ik] + dx[in],
x[(i + 1)h] ~ x[ik] + (b(x;, Dt + o (x, HAWS). (3.55)

A partir dessa equacao, podemos computar tudo. Assumindo um valor inicial x[0],
podemos computar b e ¢ a partir de suas coordenadas, dt aproximamos para h e dW;
pode ser computado a partir da amostra do caminho W;, W[(i+1)h]—-W/[ik]. O problema
€: por vezes, nao temos como obter uma amostra de caminho. Para isso, recorremos
ao método de Euler-Maruyama, que é similar ao exposto acima, mas adaptado para
EDE'’s.
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A solucao numérica aproximada para uma EDE num intervalo de tempo [0, T], com
condicédo inicial xy, compreendendo os diferenciais como a diferenca entre o valor do
processo em dois instantes de tempo sucessivos, tal que esta diferenca sirva como
uma particao infinitesimal dos instantes de tempo. Gragas as propriedades do pro-
cesso de Wiener, dW(t) ~ N(0,dt), o método de Euler-Maruyama pode ser aplicado

iterando o seguinte algoritmo
xX(tia1) = x(t) + b(x(t), t)dt + o(x(t), ) Vat; i=0,1,..,N—1. (3.56)

3.3.3 Aplicacao do método: processo de Ornstein-Uhlenbeck

A autora (KOPPE; GRECKSCH; PAUL, 2017.) mostrou que aplicando o método de
quantizacao de Nelson para o oscilador harménico nos fornece as equacgdes dife-

renciais estocasticas acopladas:

dx(t) = u(x(t)dt + dW(t), (3.57)
du(x(t)) = x(Hdt + GAW,(t). (3.58)

Um algoritmo deste tipo pode ser descrito em duas etapas: (i) obter u(x) resolvendo a
EDO (KOPPE W. GRECKSCH, [2016.)

du(x)  hd’u(x) dV(x) _

mu(x) dx * 2 dx? dx 0
m , Edu(x) B _
=4 U (x) + > I V(x) =-E (3.59)

numericamente e (ii) utilizar a solugdo numérica de u(x) para resolver a EDE (3.57)
fazendo a aproximacgao u(x(t)) = u(x). Esta tarefa soa elementar via método de Euler-
Maruyama, mas em sua tese (KOPPE W. GRECKSCH, 2016.), Képpe estuda o caso do

potencial do poc¢o duplo unidimensional:

V
V(x) = a—f(x2 —a%)?, (3.60)
e explica que a medida que escolhemos diferentes potenciais, a obtencéo de u(x) pode
ser uma tarefa bastante complexa. Portanto, a forma analitica de u(x) nem sempre é

conhecida, o que abre ainda mais possibilidade para desenvolvimento e estudos neste

campo.
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Ainda que haja esta dificuldade de resolver as equagdes diferenciais estocasticas
acopladas, queremos ilustrar o0 método numeérico mesmo que seja em um exemplo
simples. Portanto, consideremos 1 = 1 = m em (3.59), e observemos que u(x) = —x
€ solucao para o potencial do oscilador harménico V(x) = "72 com energia E = % e
distribuicdo de probabilidade P(x) = Lﬂe‘xz. Este caso especial para u(x) faz com que
as EDEs e desacoplem, de forma que a primeira se torna um processo
Ornstein-Uhlenbeck. Resolvendo (3.57) pelo método tradicional de Euler-Maruyama,

obtemos o histograma mostrado na figura[7]

Figura 7 — Gréfico da FDP pela posicéo para o processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Histograma simulado vs solucao analitica

0.6
—— Solucao analitica

B Histograma

e e o o
ha W £ LA
1 1 1 1

Densidade de probabilidade

o
=
1

0.0 ;

Valores de x

Fonte: O autor (2023).

A solugdo numérica completa das EDEs acopladas da quantiza¢ao de Nelson exige
um esquema de iteragbes para produzir um ensemble de trajetdrias acopladas, que é
uma tarefa bastante complexa em geral. No entanto, esta abordagem pode em prin-
cipio ser usada para validar uma regularizacao discreta de uma integral funcional in-
terpretada com o célculo estocéstico, em concordancia com o que concluiu (PAVON,
e, portanto, a quantizagcdo de Nelson é uma das maneiras de regularizar inte-
grais funcionais.

Poderiamos seguir com este trabalho apenas realizando aplicagdes deste algo-

ritmo em outros potenciais, mas preferimos entender a aplicabilidade deste programa
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de quantizacao para além de solugdes numéricas, visto que uma das varias importan-
cias da quantizagdo estocdstica é trazer uma abordagem classica a problemas que,
aparentemente, ndo possuiriam tal constru¢cdo. Motivados por isso, partimos para a

quantizacao estocéastica no contexto de geometria diferencial, aplicada a fase de Berry.
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4 FASE DE BERRY

Vetores, ou no caso da mecéanica quantica, vetores de estado, ao percorrerem um
caminho fechado no espaco de parametros, sob um regime adiabatico, adquirem uma
fase puramente geométrica conhecida como fase de Berry. Nesta segunda parte da
dissertagéo, tenho como objetivo entender o que € esta fase, como obté-la e propor
um método para descrevé-la no formalismo da mecanica de Nelson. Iniciamos com a
introducédo do teorema adiabatico (WU; YANG, |2005.), para assim entao definir a fase
de Berry ((ZWANZIGER; KOENIG; PINES, [1990.), (PEDROSA; LIMA| 2014.), (CAROLLO et al.,
2003.), (ALVES; THOMAZ, [2007.), (BERRY, [1983.))

4.1 TEOREMA ADIABATICO

Sistemas que evoluem seu estado gradualmente, a partir das mudangas de con-
di¢cdes do sistema, modificam sua densidade de probabilidade ao longo do processo.
Se esta evolugédo ocorre sob regime adiabatico, o auto-estado do hamiltoniano ini-
cial permanecera constante até o final do processo. Em que pese esse fato, os esta-
dos final e inicial se diferem por uma fase. Este regime imp6e uma extremizagéo do
tempo, chamamos estes estados extremizados de “estados instantaneos”. Para en-
contrar auto-estados associados, é preciso obter as fases que satisfazem a equacao
de Schrddinger. A

gora, utilizando notagéo de Dirac, suponha um estado [y (t)), escrito como uma
superposicao de auto-estados instantaneos, que compdem uma base ortonormal e

completa, na forma do ansatz geral:

() = Y culln(®)). (4.1)

n

A equagéo de Schrddinger dependente do tempo é:
im0 = HIp(®), 42)
substituindo (@-1) em (@2):
i Y GO O) + e OO0 = Y csDEDIY ). 3

n
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Projetando (y(t)| sobre todos os vetores de estado, tendo em mente que [,(t)) forma

uma base ortonormal, temos:
ifica(t) = ce()E(t) = il ) (WBIPn®)cs (4.4)

A equacao acima fornece uma visao geral sobre 0 que ocorre com esses auto-estados
instantaneos. Estamos interessados na aproximag¢ao em que, na transigéo de n — k,
o intervalo de tempo decorrido é extremizado. Portanto: (Y (t)[,(t)) ~ 0, para k # n.
Sendo assim:

ihé(t) = (Ex(t) — ililipicd)ck (4.5)

Esta E.D.O. tém solugéo geral:

() = cOpexp| fo | (Bute) = inunte e e | (4.6)

Para processos que tomam muitos intervalos de tempo para concluir, os termos

(Ut (t)) (chamado “termo de acoplamento”) comegam a acumular, entao preci-
samos fazer uma andlise mais rigorosa desta aproximagédo. No regime adiabéatico,
assume-se que o Hamiltoniano do sistema muda lentamente com relagédo ao tempo.
Essa suposicao nos permite tratar o sistema como, aproximadamente, independente
do tempo em escalas curtas. A equacgéao de Schrédinger independente do tempo para

a aproximagao adiabatica é:

H(®)lu()) = Ex(D)n(1)), (4.7)

A ideia central é que: se o Hamiltoniano varia lentamente, o sistema quantico perma-
necera em um autovetor instantdneo do Hamiltoniano, desde que os niveis de energia
ndo se cruzem ou se aproximem muito durante a variagéo. Diferenciando com a

relagdo ao tempo, temos

Hll,bn(t» + Hllpn(t)) = En|¢n(t)> + Elwn(t» (48)

Realizando a sobreposicao pelo estado (i«(t)| (sabendo que: (Yx(t)IH = (Y (t)|Er)

(WrOHIYa(8)) + ECPrB)lPn()) = Eihr(®)n(t)) + En{i(DIgn(t)), (4.9)

em que: (Y(t)|Y,(t)) = 0 pois k # n. Desta forma:

- _ (OIH (1))
P _ Hkn
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Concluimos, portanto, que a matriz dos termos (Y (t)y,(t)) esté associada com a taxa
de variacao do hamiltoniano. Como estabelecemos a extremizacao do tempo, termos
que dependam desta taxa tem efeito desprezivel em (4.5).

ApéGs todo esse panorama, podemos enunciar o teorema adiabético: Seja T o

tempo decorrido durante uma mudanca de configuracao do sistema e definindo o mé-

dulo de ¥ como sendo: [[Y]| = /{Y|y), temos que:

T. (4.12)

/A

C
||1P(t) - lpadiabatico(t)” < T; 0 < t

Portanto, a aproximacao adiabatica se aproxima da real solugao da equacao de Schro-
dinger quanto maior for o T, tal que o erro associado seja desprezivel. Voltando para

(4.6), vamos nomear trés termos:

0 E—i tE "dt, 413

0= [ B 419

vi(t) = {r(DPa(h)), (4.14)

Yilt) = f vt (4.15)
0

tal que ¢, possa ser reescrito na forma
cx(t) = c(0)e Ve, (4.16)

O parametro 6,(t) diz respeito a fase adquirida proporcional ao tempo que o sistema
passa em um auto-estado de energia. A fase y(t) € chamada de fase de Berry e
possui uma peculiaridade: apesar da dependéncia temporal, é de natureza puramente
geomeétrica. Seu valor depende apenas do caminho percorrido no espaco de configu-
racao, os parametros que definem o caminho estao todos contidos em H e, além disso,
seu valor permanecera constante ao longo do tempo. Podemos confirmar que e

consistente com a afirmacao relembrando o vetor de estado para H independente do

tempo:
[(H)) = e )
. iEgt  —iEgt —1F
Wiblp(t)) = (kle ™ e —=Ik)
, —iE
WrOIr(t) = —— (4.17)
Substituindo (4.17) em (4.14) e tratando E; como constante em (4.13):
—Ext
Gk(t) = Tk/
Ext

Vk(t) = ?I
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substituindo em c(t): ck(t) = 1. De (4.1), concluimos que:
() = Y [y H # H. (4.18)

Isto é: considerando a evolugao temporal dos auto-estados, (4.18) demonstra que
as fases ndo afetam estes estados evoluidos no tempo, como estabelece o regime

adiabatico.

4.2 FASE DE BERRY

Suponha um hamiltoniano H dependente de N parametros R, H = H(R), tal que
R = (Ry,Ry, R3, ..., Ry) € RN, Desta forma:

HR)[{n(R)) = E4(R)[{n(R)), (4.19)

emquen =1,23,..,N, [¢,(R)) estdo contidos no espago de parametros, séo orto-
normais e todos sdo conhecidos. Supondo agora que os parametros R dependam
do tempo: R(t) = (R(t), Ro(t), ..., Rn(t)), teremos o seguinte esquema para a evolugdo

temporal no espacgo de configuragéo:

Figura 8 — Representacéo do caminho I' que leva o estado ¢,(R(0)) para ¢, (R(?)).

Ra

Rit=x)

’Rg

-

Rx=0)

Ra
Fonte: O autor (2023).
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O novo hamiltoniano € dependente do tempo. Das propriedades de derivada cova-
riante (apéndice B):

d dR

zllpn(R(t)» - VRllljn(R(t)» : E

A partir disso, voltemos nossa atencao para as equacgoes (4.14) e (4.15). Reescre-

vendo a primeira considerando 4.20| temos:

(4.20)

() = KRNV RO - T @21)

Isto é: O gradiente de |,(R(¢))) nos da N componentes de um vetor que realiza pro-
duto interno com R. Substituindo (4.21) em (4.15):

Yult) = fo (i REONIVRl(RE) %)dt'

t
70 = [ ROVl RON - R (4.2
0
A equacdo acima confirma o que foi alegado anteriormente: y depende apenas do

espaco de configuracdo, integrando sobre o caminho T,

ya(t) = fr Kr(R())IVRYn(R(2))) - dR. (4.23)

Portanto, independente de quanto tempo leve para realizarmos a integragdo sobre o
caminho I', o valor da fase de Berry y,, depende apenas do caminho de integragao. E
importante ressaltar que esta fase nao se limita apenas ao regime adiabatico, mas o
formalismo tradicional (conforme dita (BERRY, [1983.)) € especificamente relacionado
a sistemas quénticos em transformacgdes adiabaticas. A fase de Berry em contextos
dindmicos, por exemplo, lida com situagcdes em que a taxa de variacao dos parametros
nao é necessariamente lenta, podendo ser aplicada em contextos mais gerais depen-
dendo das caracteristicas do sistema e da natureza das mudancas nos parametros,
como em (MISAKI; MIYASHITA; NAGAOSA), [2021.), (SANBORN; SUSLOV; VINET, 2011.).

Definicao: O vetor A,(R) é chamado "conexdo de Berry”, dado por:
Ay (R) = KyPi(R(E))IVr|Pu(R()))- (4.24)

Este vetor esta definido no espago de configuragdes. Ha uma conexdo de Berry para
todos os auto-estados do sistema. Ademais, no espaco de configuragao, podemos re-
lacionar os vetores de estado da seguinte maneira: Seja [¢;,) um novo vetor de estado

do espago de configuragdes e f(R) uma fungéo real, temos que:

) = e P®,).
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A conexao de Berry associada a [¢7,) é:

A’4(R) = KUi(R(E)IePOVre PPN, (R(5)))

A’ (R) = A,(R) + VRB(R). (4.25)

A equacéao acima nos mostra que A, (R) obedece a transformacao de calibre. Dessa

forma, podemos imaginar A,(R) como um potencial vetorial no espago de configura-

¢do. Agora, substituindo (4.25) em (4.23):
Vn = fAn(R)-dR. (4.26)
r

Se quisermos calcular a fase de Berry com referéncia a (4.25), temos:

V= f A',(R) - dR
T

Ry
V= fAn(R) -dR + f VrBR) - dR. (4.27)
r R;
Note que a fase de Berry somente obedece a transformagéo de calibre se, e somente

se, o caminho I' € fechado. Supondo dessa forma, temos:
R
Y = f A,(R) - dR + f VrB(R) - dR
r R

Vo = f A,(R)-dR + B(R) - B(R)
T
Vi = Vn- (4.28)

A equagéo acima conclui que a fase y, é um observavel, acumulada pelo sistema
num movimento sob uma curva fechada no espaco de configuragdo. A fase geome-
trica de Berry é, portanto, invariante de calibre para um loop fechado no espaco de
configuracao.

Propriedades:
o Se Y,(t) éreal, y, =0;
e Se 0 espago de configuragéo é unidimensional, y,, = 0;

e Em 3 dimensdes, a fase de Berry é enunciada como um fluxo através de uma

Vi = 9§ A-dR = ﬁg(v X A) - da. (4.29)

superficie:
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Definicao: Curvatura de Berry
D = Vg X A(R). (4.30)
Neste caso, podemos imaginar a fase de Berry andloga a um campo magnético.

E possivel concluir, portanto, que a fase de Berry é o espaco de configuragdo (ou
espaco de parametros) descrevendo uma variedade diferenciavel, através de um ciclo

adiabético fechado, resultado das propriedades dos parametros do hamiltoniano.

4.3 FASE DE BERRY A PARTIR DA FORMULACAO POR INTEGRAIS DE CAMI-
NHO

Seja H,(R(t)) o hamiltoniano nao degenerado num tempo ¢ na representacao de
Schrddinger, R(t) uma fungéo vetorial, periodicamente lenta, d-dimensional, cujos
componentes sao fungdes classicas dependentes do tempo. Seja T o tempo quando

R(0) = R(T), a dependéncia temporal do hamiltoniano é devido apenas a R(t).

H(R)pu(R(E)))s = En(R(O)Pu(R(H)))s, (4.31)

tal que

s(Pn(RO)Ym(RE))s = Onm- (4.32)
Em cada tempo t, o hamiltoniano possui um conjunto completo de autovetores or-
tonormais, isto € Y., [ (R(1))s s{¥m(R(t))| = I (operador identidade). Simplificando a
notacao:
Hs(R(t)) = H(t);
[Wn(R()))s = [P(8));
E.(R(t)) = En(t).
Daqui em diante, mesmo sem indice, estarei utilizando apenas a representacao de
Schrédinger.
Seja [(0)) o vetor de estado inicial, queremos calcular sua evolu¢cdo dada a condi-

cao adiabatica. Da equagao de Schrédinger, temos que

HOW®) = ih 1), (4.33



70

cuja solucgéo é:
Wt + Af) = T MHOR(H)Y;  Af— 0 (4.34)

Definindo o operador de evolugao temporal:
u(t) = exp%AtH(t) (4.35)

Dividindo o intervalo [0,t] em "n” intervalos At, em que n — oo e At — 0, tal que

t = nAt. Da equacéo acima, para t > 0:
|¢(t)> — e_?;AtH((n—l)At).“e%iH(t)Ate%iH(O)|1’[)(0)> (436)
Podemos expressar [i)(0)) em termos dos autovetores de H(0):

[19(0)) = ) (Ol (0)) (4.37)

introduzindo o operador identidade num tempo ¢t; = jAt, j =1,2,..,n -1 e tomando o

limite At — 0, entdo projetando o autovetor sobre o vetor posi¢ao, temos

WPE) =Y = Y cal®f Y, N = DA (N - DADY
m no,M1,--,AN-1 (438)

Wy (N = DAD Py, (N = 2)At)>---<¢n1(Af)IM(O)IIPnO(O))(lPoIle(O))}

Queremos analisar a evolucdo deste sistema para o hamiltoniano sob regime adia-
béatico. De (4.31), considere um hamiltoniano degenerado, cuja degenerescéncia é
representada por A, = (1,2,...,D,). Em cada instante "t”, o hamiltoniano possui um

conjunto completo de auto-estados ortonormais [¢)" (t))

H®)l," () = E«®lg"(#)); (Aw =1,2,..,Dy) (4.40)

D, é a degenerescéncia do autovalor E,(t). Temos E,(t) # E,.(t) se n # m. Da equacao
(4.1), temos que u(t;)|y,,(t)) € a evolugdo do vetor de estado ao longo de um tempo

At. Para o caso quando D, = 1 (n&o degenerado), temos:

u(t)n, () oc [, (t:) + At) (4.41)

tal que
(W () + Atlu(t) |, (1)) = Oy, (4.42)
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Essas equacdes nos dizem que, se usarmos a base de auto-estados instantdneos
|y, (t)) para descrever uma integral de caminho com amplitude i (x,t), aoenas um
caminho no espago de Hilbert contribui para a fungdo. Substituindo (4.37), e
(@.39) em (4.38):

000 = Y09t ey 1 [ A EL) 0N = D01 - 220) .

AP (AD)1(0))

em que Py, (x, t) = (x[,((N — 1)At). Definimos, agora, a derivada do vetor de estado:

%Igbm(t» _ limAHOI'JJm(t) + AAti = [P () (4.44)
Seja:1=0,1,2,..., N — 2, temos que
Wn((+ DAY (IAL) =1 + At(%(%(mt)l)ll,bm(mf)) (4.45)
expandindo a equagao acima em série de poténcia:
W+ DAY (IAL)) = BXP{%(%(ZN)I%(ZND} (4.46)

tomando o limite At — 0 em (4.43) e levando em consideracao o obtido em (4.46):

tp(x,t)=Zcm(0)¢m(x,t)exp[—% fo tdt’Em(t’)]exp{ j; t%(%(t’)mm(t’)}dt} (4.47)

m

De (4.32), temos:
d d
(5 Wm0 = Ol 10m ) (4.48)

Assumindo R(¢) tridimensional: R(t) = (X(t), Y(¢), Z(t)), entdao o lado direito de (4.48)

pode ser escrito como

O F19w®) = W RON(Vrlon R©)) - 4R (4.49)

Finalmente, obtemos (x, t) escrito como

i R(E)

00 = Y cn@utr ey - 5 [ aE)]ew{ = [ ®o)(Vulyn®)-ar}
- 0 R(0)

(4.50)

Em que a segunda exponencial é a fase geométrica, ou fase de Berry, adquirida ao

projetarmos o vetor de estado ao longo de um caminho em x.



72

4.4 REPRESENTACAO ESTOCASTICA DA FASE DE BERRY

Definida a fase de Berry, nosso objetivo agora é, finalmente, buscar sua descri¢cao
sob a 6tica da mecéanica de Nelson.
Teorema ((MOLLAI; FATHI, 2021.)): Se existe um i que satisfaga (3.31) e pode ser

escrita na forma y(x, t) = e P¥p(x, t), B(x, ) € C, entdo 1 também é solugdo de

N >
—ihor = o (V+ VB)* (4.51)

no mesmo artigo, € demonstrado que este teorema nos leva até a equacéao

Lo 2 s, . OB
—lﬁy = %(V + V‘B) 1/1 + lhalp (452)
esta € chamada equacéo dissipativa de Schrédinger (EDS). Utilizando o ansatz (3.32)
nesta equacéo e aplicando a decomposicao de Madelung, com célculo muito similar,

€ possivel obter equacdes de Madelung em formas alternativas:

(s hB:) = ﬁzw —(VS+ﬁV5 )? (4.53)

(5 22 [M] =

Jo+ (v +2v5) (4.54)

tal que g = B, + if;, B, sendo a parte real e f; a imaginaria. Portanto, como a fase de
Berry y, € C, podemos trocar 5 por y.

Nelson proveu uma conexao direta dos gradientes, via as equacdes propostas em
(NELSON, [1966.):

1
vix,t)=v= ZVS (4.55)

u(x, t)y=u= %VR (4.56)

Comecando de (4.53), tirando o gradiente de ambos os lados e sabendo que y, é

puramente imaginario, portanto 8, = 0 e §; = y,,, temos

2
f V[ZmVu L —[m*0* + hmv - Vy, + (Vy,)?], (4.57)

P
oV HINY) = =5V TR/ om

que é o resultado final obtido nesta dissertacéo.

Apesar do célculo ndo estar finalizado, esperavamos obter as EDPs (4.53) e (4.54)

descritas em termos apenas de u, v € y, (como o que é feito em (KOPPE; GRECKSCH;
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PAUL, 2017.), para obtencédo das equacdes (8) (9)) e, a partir disso, interpreta-las de
acordo com esta nova descrigdo. Para a equagdo de continuidade (4.54), é esperado
que a evolugdo adiabética nao produza efeitos adversos na equagao (como discutido
no tépico 3 em (MOLLAI; FATHI, 2021.)). Porém, a equacao de Hamilton-Jacobi (4.53)

no contexto da fase de Berry, temos

2 2 oy, (t
_8_S_i(v5)2_ﬁ_VR A )/()

= +
ot 2m 2m R ot
Uma descrigcao classica para a equagao acima, a partir da quantizagao de Nelson, po-

(4.58)

deria elucidar aspectos "invisiveis” desta forma usual, trazidos a tona ao introduzirmos

os efeitos da difusdo nesta interpretacao.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta dissertacdo estudamos os processos estocasticos e a quantizagéo estocas-
tica, a primeira apresentada no formalismo de 1t6 e a segunda no de Nelson. A mecé-
nica estocastica de Nelson preocupa-se primariamente em ser uma alternativa ao for-
malismo da mecéanica quantica, tentando tratar de questdes sobre a natureza da medi-
¢cao quantica, o papel de variaveis escondidas e a interpretacado de fungdes de onda.
Em seus trabalhos originais, Nelson se questiona diversas vezes se os desenvolvi-
mentos em mecanica estocastica seriam uteis de fato. Mas trabalhos recentes como
(BEYER; PAUL, [2021.), (PERA; CETTO; VALDéS-HERNANDEZ, 2020.), (KUIPERS, 2021.), (KU-
RIHARA, |2017.) etc provam que ainda ha muito a se desenvolver neste campo.

Inicialmente, tracamos dois objetivos para este trabalho: estudar solucées numé-
ricas de EDEs discretizadas e obter um método para descrigcdo estocastica da fase
de Berry. O processo da implementacao do algoritmo foi bastante desafiador, tendo
em vista a complexidade dos algoritmos de solucdo de EDEs acopladas backward e
forward (KOPPE; GRECKSCH; PAUL, 2017.). No entanto, considero que cumprimos par-
cialmente o primeiro objetivo apesar das dificuldades. A principal dificuldade da im-
plementacao deveu-se ao fato que a primeira etapa do algoritmo (obtengcao de u(x))
estava demorando muito para finalizar, por volta de 5 a 6 dias rodando ininterrup-
tamente, seguindo o limite de convergéncia proposto por (KOPPE; GRECKSCH; PAUL,
2017.). Tentamos ainda ajustar o limite de convergéncia, mas o grafico nao convergiu
para a solucao esperada. Como discutido no texto, implementar um algoritmo para so-
lucionar estas equacdes € possivel através do método de Euler-Maruyama, mas nao
€ uma tarefa trivial.

Com relacao ao problema fase de Berry, infelizmente, ndo houve tempo de finalizar
o calculo e ndo podemos afirmar, conclusivamente, que o método funciona. Contudo,
o caminho que tragamos via equagdes de Madelung e equacéo dissipativa de Schré-
dinger parece muito promissor para nosso objetivo de estabelecer um método para
obtencao da fase de Berry numa descricao estocastica. Pretendemos continua-lo no

futuro.
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APENDICE A - REVISAO DE CONCEITOS BASICOS DE PROBABILIDADE

Neste apéndice, tratamos os conceitos imprescindiveis para os estudos deste tra-
balho. Tudo que envolve processos estocasticos esta atrelado a compreensao do que
€ probabilidade e seu papel. Sendo assim, facamos uma sucinta exposicao conceitual.
Com a secao A.1 discorremos sobre espago de probabilidade (TONON, 2005.), em
A.2 espacgo de parametros (TOBOGA, 2021.) e em A.3 variaveis aleatdrias(PAPOULIS,
1965.).

A.1 ESPACO DE PROBABILIDADE

Ao trabalharmos com teoria de probabilidade, o espago de probabilidade definido
pela tripla (QQ,7,P) é o construto matematico que formaliza os elementos bésicos

necessarios para modelar experimentos aleatérios e eventos, onde:

e () # () é 0 espaco amostral de eventos.

Ao lancarmos duas moedas, por exemplo, temos uma gama de possiveis eventos
que estdo contidos num espaco amostral: Q = {HH,HT,TH, TT} (H: cara, T:

coroa).

e O conjunto ¥ é uma o-algebra de subconjuntos de Q, seus eventos.

Para que um conjunto F seja uma o-algebra, é preciso que trés requisitos sejam

cumpridos:

1. 0e¥F;
2. Se A e F,entdao A° € F;

3. Se o0s conjuntos A; sdo sub-conjuntos de Q) e cada um deles pertence a ¥,

entdo sua uniao também pertence a ¥ .

Seguindo o exemplo das moedas acima, fixando que o primeiro langamento caiu
cara, temos o seguinte conjunto de possibilidades: Ay = {HH, HT}. O conjunto
de eventos que ndo pertencem a Ay € 0 seu complemento Af, = {TH, TT}. Sendo

assim, encontramos o conjunto ¥ = {0, Q, Ay, A%} que configura uma o-algebra.
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Podemos considerar o corolario: o-algebras sao fechadas sob interse¢des con-
taveis. Dada uma colecao 8 de sub-conjuntos de ¥, a o-algebra gerada por B é
definida como: as menores o-algebras de subconjuntos de ¥ contendo 8. Estes

tipos sao chamadas "borel-mensuraveis”.

e P é a medida de probabilidade associada aos elementos de 7.

Sejam A; elementos de 7, tal que a probabilidade associada ao evento € P(A),

temos as propriedades:

1. P(Q) = 1, P(0) = 0;

2. Se AinA; =0, parai# j (disjuntos dois a dois), entao:

O espaco de probabilidade prové uma estrutura formal para modelar e analisar
fendmenos aleatoérios, que consistem numa amostra de espago representando 0s pos-
siveis resultados, um espaco de eventos que contém conjuntos de resultados e a me-
dida de probabilidade que associada a cada evento. E desnecessario aprofundar a
discussao deste topico além do exposto acima, pois questdes como finitude dos es-
pacos amostrais, natureza de seus valores e distribuicdes de probabilidade sao discu-
tidas ao longo do texto. Portanto, prosseguimos este apéndice definindo outro espaco

fundamental para a base teorica deste trabalho, o espago de parametros.

A.2 ESPACO DE PARAMETROS

Suponha uma variavel aleatéria x, com distribuicdo normal N(u, 0%), em que u e o°
sao, respectivamente, a média e a variancia. O espaco de parametros no qual x esta
contido é dado por:

© = {u, 0% —00 < u < 00,0° > 0}. (A.1)

Marco Toboga em (TOBOGA, 2021.) define da seguinte forma: Sejam p o conjunto de
todas as distribuicbes de probabilidade que produziram x e ® um conjunto de vetores
reais. O conjunto ® é chamado espago de parametros para p se, e somente se, 0
conjunto p esta associado a pelo menos um parametro e este esteja associados a

distribuicdo de probabilidade pertencente a p.
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Intuitivamente, podemos pensar no espago de parametros como o conjunto de to-
dos os possiveis valores assumidos pelos parametros do sistema. Em um problema
de estatistica, utilizamos uma amostra de uma certa variavel para obter a sua distri-
buicao de probabilidade. Quando estas distribuicdes sdo postas em correspondéncia
com um grupo de numeros reais e vetores, esse conjunto € chamado de espaco de
parametros. Portanto, o espaco de parametros define o conjunto de possiveis valo-
res que um parametro pode assumir num modelo estatistico. Este caracteriza a gama
de propriedades dos parametros e guia o processo de estimativa e interferéncia na
andlise estatistica.

Ao trabalhar neste espaco, focamos em selecionar valores apropriados para os
parametros, considerando as devidas restricdes, caso existam. Ao determinarmos pa-
rametros plausiveis, este espaco guia o processo de estimar os valores associados ao
processo estatistico em questéo. Ficara claro como ocorre na pratica ao buscarmos a
solucao de um processo estocastico via solugdo numérica nos capitulos adiante.

Neste trabalho, o espaco de probabilidade e o de parametros se complementam.
O primeiro se preocupa em fundamentar a aleatoriedade e a distribuicao de probabili-
dade dos dados, definindo o conjunto de possiveis resultados, os eventos em questao
e a assimilar probabilidades a cada evento, modelando o comportamento probabi-
listico que produz um processo. J& 0 segundo, tal como descrito acima, fornece os
parametros apropriados para tirarmos conclusdes ou produzirmos interferéncia em
um proceso estatistico. Trabalhar simultaneamente com esses espacos permite uma

andlise mais compreensivel dos modelos estatisticos.

A.3 VARIAVEIS ALEATORIAS

Uma variavel aleatéria € uma fungcédo na qual seus possiveis valores sao determi-
nados pelas realiza¢gdes de um evento aleatorio, tais como o rolar de um dado ou o
langcamento de uma moeda. Estas variaveis podem ter valores discretos ou continuos,
a depender se seus possiveis valores sdo enumeraveis ou ndo. Por exemplo: o langa-
mento de uma moeda fornece valores discretizados, enquanto 0 peso de uma maca,
selecionada ao acaso num cesto com varias outras, € uma variavel continua. Quando
tratamos deste tipo de variavel, estas carregam intrinsecamente uma relacado com o

conceito de probabilidade, pois se tratando de eventos aleatérios, entender o papel
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das probabilidades envolvidas é fundamental para compreender processos que de-
pendam deste tipo de evento. Dois conceitos fundamentais envolvendo probabilidade,
utilizados ao longo deste trabalho, s&o: valor esperado e variancia.

Podemos entender, intuitivamente, o que é um valor esperado, levantando inda-
gacobes do tipo: "Se estou diante de varias ocorréncias de um evento aleatério, de
natureza numeérica, qual valor irei obter em média?". O valor esperado, portanto, nos
dird qual o valor mais provavel dentre uma coleg&o de eventos aleatérios, sejam estes
equiprovaveis ou nao, de forma que nao necessariamente o valor deva pertencer ao
espaco amostral dos eventos em questao.

Defini¢ao: Seja uma variavel aleatéria x, seu valor esperado E[x] é um valor dado
pela soma x(s) sobre 0s eventos s aos quais se aplica a variavel, vezes a probabilidade

P(s) de ocorréncia do evento

E[x] = Z x(s)P(s). (A.2)

S

Sejam x e y processos aleatérios independentes, c uma constante qualquer, valem as

seguintes propriedades:

1. Linearidade:

Elex + y] = cE[x] + E[y]. (A.3)
2. Independéncia:
Elxy] = EIXIE[y]. (A.4)
3. Variancia:
0% = Var(x) = E[(x — E[x])*]. (A.5)

E possivel reescrever (A.5) de outra forma

Var(x) = (E[x — E[x]])?

Var(x) = E[x* = 2E[x]x + (E[x])*]

Var(x) = E[x*] — 2E[x]E[x] + (E[x])?

Var(x) = E[x*] — 2E[x]* + (E[x])?

Var(x) = E[x*] — E[x]>. (A.6)
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Quando lidamos com colecdes de variaveis aleatérias, calcular o valor esperado é a
chave para nos aproximarmos de conclusdes precisas sobre processos que depen-
dam destas variaveis.

Muitos processos continuos estdo definidos em dominios compactos (fechados e
limitados). No contexto de probabilidade, temos que se X é uma variavel aleatéria
discreta, é definida como o conjunto: Ry = {x € R : P(X = x) > 0}. Para X continua:
Rx = {x € R: p(x) > 0}, tal que p(x) é a fun¢do densidade de probabilidade de x.

As propriedades acima serdo suficientes para as pretensdes deste trabalho, cujos

processos de interesse sao, especificamente, os estocasticos.
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APENDICE B - CONCEITOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste apéndice, tratamos sobre alguns conceitos de geometria diferencial, impres-
cindiveis para posteriormente definir a fase de Berry e para prover mais generalidade
na teoria de processos estocasticos. Comecamos discorrendo sobre variedade dife-
renciavel (FRANKEL, 2012.), pressupondo familiaridade com o conceito de mapa e es-
paco topoldgico. Em seguida, trazemos as definicdes de transporte paralelo e holono-
mia (NEEDHAM, [2021.). Estes conceitos elucidam o tipo de derivada que é utilizada ao

longo do texto, como transportar um vetor através da superficie, sem altera-lo.

B.1 VARIEDADE DIFERENCIAVEL

O espaco de configuracdes de um sistema mecéanico € uma variedade diferenciavel
M. Definimos uma variedade diferenciavel n-dimensional da seguinte forma.

Definicao: Seja M um conjunto qualquer, preenchido por sub-conjuntos M = U U
V U ..., onde cada sub-conjunto U correspondente 1:1 com ¢y : U — R" com um
sub-conjunto aberto ¢y (U) de R". O par (U, ¢y) € chamado de atlas, representa a
vizinhanga de coordenadas.

Noés requeremos que cada ¢y (UNV) seja um sub-conjunto aberto de R*. Os mapas

sobrepostos (ou mapas de transi¢ao) sao:
fuv = v o ¢ s pu(UNV) - R".
ou mais especificamente

duo Py Ppv(UNV) - du(UNV),

Pv o dy : puUNV) = dpUN V).
Cada par (U, ¢) define um trecho coordenado em M; para x € U ¢ M n6s devemos
atribuir as n coordenadas do ponto ¢y (x) em R, x!,..,x* € ¢y, que sdo chamadas

coordenadas locais e portanto chamamos ¢; de mapa coordenado, similarmente para

¢y, xt, ..., xF . Dizemos que um mapa F : R¥ — R* é de classe:

e CF se todas as k derivadas parciais sdo continuas;

e C® se édeclasse CFV k.
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Denotamos a matriz de derivadas parciais por:

axk

Dizemos que uma variedade M" é de classe C* se os mapas sobrepostos f;v sdo

(B.1)

de classe C, isto &, se fv € k vezes continuamente diferencidvel. Da mesma forma,
ha a nocdo de uma variedade C*, na qual a ideia chave por tras da variedade é que,
localmente, esta se parece com o espaco Euclidiano. Em torno de qualquer ponto
da variedade, hd um atlas que prové um sistema de coordenadas "suave”: se fyv
é de classe C*, dizemos que é uma curva suave. Curvas suaves sao infinitamente
diferenciaveis, com o entendimento de que expressando f em termos do sistema de
coordenadas locais f = fi;(x!, ..., x*), implicamos que F é diferenciavel.

A partir daqui, temos arcabougo tedrico suficiente para introduzir a cinematica dos
sistemas mecéanicos que trataremos, considerando que estes variem sua configura-
¢ao com o tempo. Seja &(t) uma curva suave sobre M", ou seja, um mapa de algum
intervalo de R para M". No sistema de coordenadas (U, x), descrevemos um ponto
&(0) = p por k fungdes diferenciaveis x* = x*(t). O "vetor velocidade” £(0) (o ponto
significa derivada temporal) é classicamente descrito pela k-ésima tupla de numeros

reais:

i)
dt li=o" ™" dt 1=y’

Similarmente para (V,x’), se p também esté presente. Relacionando ambos por meio
da regra da cadeia aplicada a f;(x}, ..., x*):

dx/ = (O ox'

o) <L),
tal que i representa as componentes de U e j as de V. A equagao acima nos permite
definir, portanto, o vetor tangente.

Definicao: O vetor tangente ap € M", chamado X, € uma classe de equivaléncia de
caminhos suaves, partindo de um ponto p, tangentes entre si. Atribui a cada conjunto
coordenado (U, x) contendo p uma n-tupla de ndmeros reais (X') = (X1, ..., X"), tal que

peUnV,entao
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X/ = Z [‘;—’;[p]]xi. (B.3)

O campo vetorial suave X, na variedade M, traz a tona um fluxo local unico. Para
cada ponto em M, ha um caminho suave t — &(t), definido pelo menos por valores

pequenos de t, tal que o vetor velocidade de &(t) € X(&(1)), isto é:
d . .
7<) =X(E(). (B.4)

O conjunto de todos os vetores tangentes formam um espaco tangente préprio, cha-
mado de fibrado tangente TM. Um ponto em TM é o par (&, X(&)). Na cinematica,
estamos interessados (na maioria das vezes) no fluxo sobre o espago das velocida-
des, como TM é por si sé uma variedade, este caso é sempre incluso. Este fluxo é
sempre suave, fato este que é possivel provar, mas isto foge do escopo deste trabalho.

Seja (X) = (X}, ..., X")T (T significa o transposto da matriz) a coluna das componen-

tes vetoriais de X, podemos escrever a equagao matricial
X =o/'X, (B.5)

em que a funcéo de transi¢édo o/ é a matriz jacobiana avaliada no ponto em questéo.
Seja & um campo vetorial tangente a M, definido na vizinhanga de um ponto p
qualquer e seja X um vetor tangente neste mesmo ponto p. Se X € um vetor em p,

definimos a derivada de f com relagé&o ao vetor X por:

X, f = Vxf = Z [%(p)]Xj, (B.6)
j=1

a qual chamamos de derivada covariante. Podemos facilmente verificar que a equa-
cao acima independe do sistema de coordenadas utilizado. Sejam (U, x) e (V,x’) os

dois sistemas coordenados, da regra da cadeia, temos:

w2

S YE

i
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Ou seja: sempre que definimos algo utilizando coordenadas locais, se desejarmos que
a definicao tenha significado intrinseco, deve-se verificar que significa a mesma coisa
para qualquer sistema coordenado. Note que ha uma correspondéncia 1:1 entre o
vetor tangente X para M" em p com o operador diferencial de primeira ordem, definindo

préximo a p, dado por

X, = Z X]%] (B.7)

Numa forma mais geral, a derivada covariante € escrita considerando a métrica do

sistema, sumarizada no simbolo de Cristoffel T':

k
Oy = (L e (B.8)
Definindo de maneira mais rigorosa: Seja M uma variedade, o operador V é a derivada

covariante, que assimila esta a cada par de, respectivamente, vetor X tangente a p e

o campo vetorial v definido na vizinhanca de p.

B.2 GEODESICAS E TRANSPORTE PARALELO

Um vetor é paralelamente transportado através de uma superficie quando sua de-
rivada covariante sobre a curva € zero (Vx = 0). O transporte independe do caminho
se a superficie € plana, mas caso seja curva, cada caminho escolhido resultara em
vetores finais diferentes. Esta propriedade, chamada de holonomia, é capaz de medir
a curvatura de superficies riemannianas. Para transportar paralelamente um vetor tan-
gente a uma superficie, devemos projeta-lo na superficie a medida que o transporte
ocorre ou rotaciona-lo um pouco em direcao a superficie a cada avanco infinitesimal. O
comprimento do vetor se mantém constante. Ademais, se dois vetores sdo transpor-
tados paralelamente sob uma superficie, 0 angulo entre eles permanece constante.
Todas essas caracteristicas partem, porém, de uma construgdo extrinseca ao con-
ceito de transporte paralelo. Para formalizar esta construcao, é preciso discorrer sobre
o conceito de Geodésica.

Sendo p(t) a posi¢do do vetor, v(t) a velocidade unitaria e w(t) um vetor tangente a

curva S, a taxa com que w(t) varia ao longo de um tempo infinitesimal e, num intervalo
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entre os pontos gq,p € S €, por definigdo:

eAyw = ew'(t) < w(q) — w(p), (B.9)

em que o simbolo "<” indica: A < B lei_r)rol% = 1. A diferenca entre os veto-
res tangentes a S, w(q) e w(p), ndo resulta necessamente em um vetor tangente a
S, sendo portanto uma caracteristica extrinseca a S. A partir das caracteristicas do
transporte paralelo, podemos introduzir um novo vetor posi¢ao: wy(p + g), que repre-
senta o vetor paralelamente transportado de p a g. Essse vetor significa que, a cada
distancia infinitesimal percorrida, estamos projetando w sobre o plano S, tal que per-
manecga tangente a S e mantenha-se constante o angulo entre a geodésica e o vetor
transportado. Além disso, a derivada associada ao transporte paralelo é V, (derivada
covariante), portanto:

eVyw < w(gq) —w(p — q). (B.10)

Neste contexto, podemos chamar V, de "conexao de Levi-Civita"ou "derivada intrin-
seca". Como V,w garante a tangéncia de w a S, temos portanto uma caracteristica
intrinseca a S. O trabalho de V, é "quantificar” a taxa com que w aumenta seu com-
primento e gira no sentido anti-horéario e corrigir isso. Para obter V,w, subtraimos da

taxa de variacio total A,w em R? a parte que néo é tangente:

Viw = Ayjw — (n- Ayw) - n. (B.11)
Definicao: Operador forma € a derivada negativa do vetor unitario normal a superficie
S(v) = —Ayw. (B.12)

Substituindo em (B.11):
Vow = Ayw + (n - S(v)) - n. (B.13)

Propriedades da derivada intrinseca V,:

Vylax + by] = aVyx + bV,y; (B.14)
Vifxegyz = fVxz + gVyz; (B.15)
VUL = fVx + Vo fIx = fVx + £ (B.16)

)

VV[X'Y] = [Vix] y+x- [VVY] (B17
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Definicao: Taxa de rotacao de v sobre a superficie:
Kg = Vyv. (B.18)

Se v é transportado paralelamente sobre si mesmo, significa que deve parecer cons-
tante para um observador que esteja no caminho de v. Isto é, se estivermos sobre

uma geodésica, vale a equacao da geodésica:
Ke=0 & V,v=0. (B.19)

A geodésica G é, portanto, uma curva para qual a derivada intrinseca do campo tan-
gente v ndo possui componentes tangenciais a superficie. Uma geodésica tracada a
partir de um vetor velocidade unitario, langado com velocidade inicial v(0), entdo v(t) é
obtido pelo transporte paralelo de v(0) sobre G. Essa geodésica € Unica, pois depende
das condicoes iniciais. Dessa forma, para transportar paralelamente um vetor w, tan-
gente a uma curva S, sob uma curva qualquer K, aproxime K por uma sequéncia K*
de segmentos geodésicos G;, cada um com comprimento infinitesimal €, entao carre-
gue w sobre as G;’s, mantendo um angulo constante entre a direcdo das G/'s e o w
paralelamente transportado: w;. Finalmente, tome o limite e — 0, tal que K* torne-se
K.

Note que, se observarmos a variacao infinitesimal desse vetor no tempo, esta tam-

bém sera igual a zero.

2 (Ww=0) (B.20)

Portanto, v é transportado sem mudanca no seu comprimento ou direcdo. Isso nos

leva diretamente ao conceito de holonomia que mencionamos anteriormente.
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B.3 HOLONOMIA

Holonomia € o nome dado ao ato de transportar paralelamente um vetor através de
uma curva geodésica. Tomando diferentes rotas que terminam em um mesmo ponto,
obtemos vetores diferentes ao final. Suponha a seguinte situacao: realizando o trans-
porte paralelo de A através do tridngulo geodésico gpr (9), obtemos o vetor C ao final.
Dizemos que A foi rotacionado pela Holonomia de gpr: R(A) = ©. A partir dessa situ-

acao, podemos definir esse fendmeno, de maneira geral, de duas formas

e A holonomia R(L) de um loop fechado L, sob uma superficie S, é a rotacao
em cadeia de um vetor tangente a S, paralelamente transportado ao redor
de L;

e Holonomia é a rotacao do plano tangente, ao ser paralelamente transpor-

tado através do loop (independente do ponto inicial).

Figura 9 — Transporte paralelo do vetor A em torno da geodésica gpr

Fonte: O autor (2023).
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No caso em questao, a esfera € uma superficie de curvatura gaussiana constante

k = % A partir do teorema de Gauss-Bonet, temos que a curvatora total do triangulo

K(A) = ffAde = % ffAdA = %{1@@] = 0. (B.21)

Portanto: R(A) = K(A) = ©. Observar o funcionamento deste teorema para uma esfera

geodésico é:

€ bastante ilustrativo e suficiente para o escopo deste trabalho, contudo, no capitulo
17 de (FRANKEL, 2012.) o autor demonstra que essa € uma caracteristica intrinseca de
qualquer loop L em qualquer superficie S que possua dimensao maior que 2, indepen-
dente da métrica. Esse fato é a chamada condicao de quantizacao topologica. A
derivada covariante, na forma como foi definida em (B.6)), pode ser interpretada como
a projecao da derivada em R” sobre um fibrado tangente. Ao projetarmos a derivada
em C", o teorema de Gauss-Bonet fornece as condicdes de quantizacéo topoldgicas
para situacbes puramente geométricas, tal como o caso de interesse deste trabalho:

a fase de Berry.
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APENDICE C - EQUAGCOES DIFERENCIAIS PARCIAIS PARABOLICAS (EDP
PARABOLICA)

Uma EDP envolve a relacédo entre as derivadas parciais de uma funcao. O que a
separa de uma EDO é que a funcao, e suas derivadas, dependem de varias varia-
veis, ao invés de apenas uma. Este tipo de equacao é fundamental para compreender
diversos fenbmenos naturais, tais como: condugéo de calor (via equacao de calor),
movimento de um fluido (equacao de Navier-Stockes), equacao de Schrédinger, relati-
vidade geral (equagdes de campo de Einstein) etc. Podemos classificar uma EDP das

seguintes formas:

1. Quanto a ordem, referindo-se a ordem da maior derivada parcial na equacao;
2. Quanto ao numero de variaveis independentes;

3. Quanto a sua linearidade. Uma EDP linear é aquela cuja a variavel que esta

sendo diferenciada surge apenas de forma linear;

4. Quanto a homogeneidade, na qual todos os termos da EDP envolvem a variavel

dependente ou suas derivadas;
5. Quanto aos tipos de coeficientes, se sdo constantes ou variaveis;
6. Se a EDP é parabdlica, hiperbdlica ou eliptica.

Tratando da equacao de Fokker-Planck acima, é classificada como parabdlica pois,
dado que n&o ha termo cruzado e nem uma derivada parcial de segunda ordem do
tempo, a definicdo ((BOYCE; DIPRIMA, |2001.), capitulo 10) diz que é possivel reorganizar
os termos até que a equacao assuma a forma parabdlica usual. Ao buscarmos solu-
cbes para uma EDP, podemos lancar uma gama de ansatz diferentes e varios podem
estar certos ao mesmo tempo. Este € um problema especifico as EDPs, em EDOs
podemos tentar um ansatz geral em termos de constantes arbitrarias desconhecidas,
para EDPs nao temos esta possibilidade. Portanto, para resolvé-las de maneira apro-
priada, precisamos das condicdes auxiliares, isto é: condigdes de contorno e condi¢ao
inicial, estas ditam de fato como resolver uma EDP.

Por exemplo, para a distribuicdo de probabilidade p(&;, t), podemos especificar o

estado espacial da fungdo em um dado instante de tempo, bem como sua derivada
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temporal neste mesmo instante e estas seriam as condicées iniciais. O niumero de con-
di¢des iniciais necessarias para a unicidade da solugdo é, tipicamente, igual a maior
ordem da derivada temporal na EDP. As condi¢des de contorno especificam proprieda-
des da solugcao numa posicao em particular, tipicamente nas bordas do dominio onde
a EDP esta contida. Em geral, o numero de condi¢des de contorno necessarias é dado
pela soma das maiores ordens das derivadas parciais espaciais. Para dominios ndo
finitos (—co a o0), condi¢cées de contorno nao podem ser definidas, mas existem outros
tipos de condicdes que levam a solucdes validas e Unicas, por exemplo: para solucio-
nar a equacao de Schrdodinger ha uma condicdo de normalizagdo a ser cumprida, para
que a funcao de onda seja fisicamente valida.

A EDP parabdlica mais simples que podemos encontrar € a equacao de difusao,
na sua forma unidimensional em (2.12). Ao invés de entendermos como obter esta
equacao, € mais enriquecedor compreender sua interpretacao fisica. ‘;—5 nos informa
0 quéo rapido a fungdo P varia com relacéo a x, 3271;' informa o quéo rapido a derivada
varia. Sumarizamos isso no conceito de "concavidade". A seguir, exemplos de uma

curva com concavidade para cima e outra para baixo, respectivamente:

Figura 10 — Graficos da FDP pela posicao
P (X) 00

Fonte: O autor (2023).

Nestas curvas, temos trés pontos adjacentes: x — h, x € x + h. Desenhando uma
linha reta entre o ponto inicial e final, podemos estudar o valor médio M desta amostra

da curva, dado por

M = %[P(x —h) + P(x + h)].
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No caso da curva cOncava para cima (para baixo), o valor M é maior (menor) que
o valor de P no ponto x. Isso significa que a concentracdo de P em x € baixa (alta)
com relacdo a média, entdo a difusdo tende a ir em direcdo (contra a dire¢do) de x.
Portanto, a taxa com que P varia num dado ponto é proporcional a sua concavidade
no mesmo ponto. Essa nogéo nos leva ao Principio de Maximo.

Definicao: Se P é descrita por uma EDP como a equagéao de difusdo, sobre um
dominio limitado [s, T, para t > 0 0 max[P(x, t)] ocorre em t = 0 ou nos limites x = 0 ou
x = L. Porém, se P for constante, o "maximo” ocorre em todos os pontos. O principio
de maximo aplicado a —P é o principio de minimo.

Em outras palavras, o que este principio implica com relagdo ao comportamento da
funcéo é que a partir do momento que a funcao atinge seu maximo (ou minimo), é im-
possivel que a mesma ultrapasse esse valor a medida que evolui no tempo, tendendo
sempre a cair (ou subir) a partir do ponto em questéo. Percebe-se que este principio
esta intrinsecamente relacionado ao ruido branco que temos tratado até entéo, dada

sua forma e comportamento.
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