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“O Cosmos € tudo que existiu, existe ou existird. Nossas contempla-
¢des do universo, mesmo as mais breves e superficiais, mexem co-
nosco - ha sempre um arrepio na espinha, um embargo na voz, uma
sensacao de fraqueza, como a memdria distante da queda de uma
grande altura. Sabemos que estamos diante do maior dos mistérios."
Carl Sagan (SAGAN, 2017)

"It is impossible to explain honesty the beauties of the laws of nature without some
deep understanding of mathematics." Richard P. Feynman (LEMOS, 2013)

“For a physicist mathematics is not just a tool by means of which phenomena can be
calculated, it is the main source of concepts and principles by means of which new
theories can be created." Freeman Dyson (LEMOS, |2013)



RESUMO

O presente trabalho surgiu a partir da percepg¢ao de que, embora os Polindmios de
Legendre sejam de suma importancia na fisica, os principais livros didaticos utiliza-
dos no curso de Licenciatura em Fisica da Universidade Federal de Pernambuco no
Campus Académico do Agreste nao trazem uma deducao completa destes polinbmios
a partir da Equacéao de Legendre. Tal problematica pode ter diversas origens, desde
a ementa da disciplina de Equacdes Diferenciais do curso que nao traz o Método de
Frobenius até o fato de que o curso ndo possui uma disciplina de Fisica Matematica
obrigatéria, na qual se estudem as Fungdes Especiais. Independentemente da ori-
gem do problema, uma consequéncia direta dele € que inUmeros estudantes chegam
ao final do curso sem ter nenhum conhecimento dessas fungbes e de suas origens.
Quando estes estudantes se deparam com a necessidade de resolver a Equacao de
Schréndinger em Coordenadas Polares Esféricas na disciplina de Fisica Moderna |,
que é obrigatoria, o aprendizado tende a se tornar tortuoso, tendo em vista que es-
tes estudantes precisarao estudar os conteudos associados as fungdes especiais ao
mesmo tempo em que precisardo se familiarizar com os conceitos basilares da Te-
oria Quéantica. Algo semelhante ocorre na disciplina de Eletromagnetismo Classico
[, que é eletiva, nela os estudantes precisam aplicar os Polinbmios de Legendre ao
mesmo tempo em que precisam se familiarizar com os conceitos intermediarios da
Teoria Eletromagnética Classica na forma diferencial. Na intencdo de resolver estes
problemas, foi desenvolvido o presente material didatico que faz uma breve revisao
do Eletromagnetismo Classico e da Mecéanica Quéantica, deduzindo respectivamente a
Equacgéo de Laplace para o Potencial Eletrostatico e a Equagédo de Helmholtz para a
parte espacial da Funcao de Onda. A partir destas equacoes, se realiza uma Separa-
cao de Variaveis. Apds algumas consideragdes, se encontra a Equacao de Legendre.
E apresentado, entdo, o Método de Frobenius para solugdo de Equagdes Diferenciais
Ordinarias Lineares com Coeficientes Polinomiais Singulares, utilizado para solucionar
a Equacgéao de Legendre retornando uma solugdo em série de poténcias. Por fim, sdo
apresentadas a Forma Candnica de Liouville e a Formula Generalizada de Rodrigues,
que, quando combinadas a Equacao de Legendre, retornam uma série de poténcias
equivalente a encontrada pelo Método de Frobenius, demonstrando assim a Formula
de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre que € apresentada comumente pelos
livros didaticos.

Palavras-chave: Equacao de Legendre; Polindmios de Legendre; Teorema de Frobe-
nius, Método de Frobenius; Férmula de Rodrigues; Polinbmios Ortogonais.



ABSTRACT

The present work arose from the perception that, although Legendre’s Polynomial are
of paramount importance in physics, the main textbooks used on the Degree in Phy-
sics at the Federal University of Pernambuco at the Academic Center of Agreste do
not bring a complete deduction of these polynomials from Legendre’s Equation. This
problem can have several origins, from the syllabus of the Differential Equations course
that does not include the Frobenius’ Method to the fact that the course does not have
a mandatory Mathematical Physics course where Special Functions are studied. Re-
gardless of the source of the problem, a direct consequence of it is that many students
reach the end of the course without having any knowledge of these functions and their
origins. Unfortunately, when these students are faced with the need to solve the Schro-
dinger’s Equation in Spherical Polar Coordinates in the discipline of Modern Physics |,
which is mandatory, learning tends to become tortuous, given that these students will
need to study the associated contents special functions while at the same time they will
need to become familiar with the basic concepts of Quantum Theory. Something simi-
lar occurs in the Classical Electromagnetism |, which is elective, where students need
to apply Legendre’s Polynomials at the same time as they need to familiarize themsel-
ves with the intermediate concepts of Classical Electromagnetic Theory in differential
form. In order to solve these problems, thepresent teaching material was developed,
which makes a brief review of Classical Electromagnetism and Quantum Mechanics,
deducing respectively the Laplace’s Equation for the Electrostatic Potential and the
Helmholtz’s Equation for the spatial part of the Wave Function. From these equations,
a Separation of Variables is performed, where after some considerations, the Legen-
dre’s Equation is found. The Frobenius’ Method for solving Ordinary Linear Differential
Equations with Singular Polynomial Coefficients is then presented, which is used to
solve Legendre’s Equation returning a power series solution. Finally, Liouville’s Cano-
nical Form and Rodrigues’ Generalized Formula are presented, which when combined
with Legendre’s Equation, return a power series equivalent to that found by the Frobe-
nius’ Method, thus demonstrating Rodrigues’ Formula for Legendre’s Polynomials that
is commonly presented by the textbooks.

Keywords: Legendre’s Equation; Legendre’s Polynomials; Frobenius’ Theorem; Fro-
benius’ Method; Rodrigues’ Formula; Orthogonal Polynomials.
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1 INTRODUGAO

1.1 AS LACUNAS NA LITERATURA

A Equacéo de Legendre € uma equacao peculiar de grande papel na histéria da
fisica, ela “surge naturalmente” em inumeras situagdes fisicas descritas em um sis-
tema de coordenadas polares esféricas com simetria sobre o angulo de azimute. Trés
grandes exemplos sdo: a solugdo para a equagao que descreve a coordenada po-
lar do potencial dos campos Gravitacional e Eletrostatico, ambos na Fisica Classica,
e a solucao da equacao para a coordenada polar da Fungdo de Onda do atomo de
hidrogénio, na Mecéanica Quéantica.

O objetivo deste trabalho é trazer ao ambito do ensino de fisica uma discusséo
minimamente aprofundada sobre como é feita a dedugdo da Férmula de Rodrigues
para os Polinbmios de Legendre, que por suas vezes sao solugdes da Equacao de
Legendre, sendo essa Ultima uma consequéncia direta da analise de situagdes fisicas.

A Equacéo de Legendre surge, na fisica, em inumeras situagées mas, neste traba-
lho, trataremos brevemente sobre o Potencial Eletrostatico, pertence ao ramo do Ele-
tromagnetismo Classico, e da Equacao de Schrdndinger Independente do Tempo, per-
tencente ao ramo da Mecénica Quantica Moderna. A primeira nos conduz a Equacéo
de Laplace, e a segunda nos conduz a Equacao de Helmholtz (ou ainda, a Equacao
de Difusao, devido a presenca de uma derivada temporal de primeira ordem). Am-
bas sdo Equacdes Diferenciais Parciais Homogéneas (Também chamadas de EDPs
Homogéneas) e estdo diretamente associadas ao Operador Laplaciano.

O Operador Laplaciano, por sua vez, assume diversas formas algébricas a depen-
der do sistema de coordenadas utilizado. Neste trabalho, sera utilizado o Sistema de
Coordenadas Polares Esféricas. Tal escolha foi feita devido as simetrias exploradas
nos ramos da fisica supracitados e porque este é o sistema que origina, naturalmente,
a Equacao de Legendre.

Embora, quando em mais de uma dimenséo, as Equacdes de Laplace e de Helmholtz
sejam EDPs, é possivel utilizar o Método da Separagao de Variaveis e obter trés Equa-
cbes Diferenciais Ordinarias (EDOs), onde, devido a escolha do Sistema de Coorde-
nadas Polares Esféricas, uma destas trés EDOs sera a Equagéo de Legendre.

A Equacgéao de Legendre, por sua vez, € uma Equagéao Diferencial Ordinaria com
Coeficientes Polinomiais contendo Singularidades Regulares, e por isso ela ndo possui
solucao em termos de fungdes elementares, tal qual ocorre nas EDOs com Coeficien-
tes Constantes que geralmente sao estudadas na disciplina obrigatéria de Introducéo
a Equacobes Diferenciais da Licenciatura em Fisica da Universidade Federal de Per-
nambuco no Centro Académico do Agreste (UFPE-CAA). Essa disciplina, porém, nao
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aborda a solucao das EDOs com Coeficientes Polinomiais, o que pode ser facilmente
verificado observando a ementa curricular da disciplina, disponivel no Anexo A (na
pagina[106). Se a disciplina em questéo deveria ou ndo abordar esse assunto € uma
discussao que transpassa o intuito deste texto. O fato € que a disciplina nao aborda, e
posteriormente esse tipo de conhecimento sera exigido do estudante ainda no proprio
curso, na disciplina de Fisica Moderna | ao precisar resolver a Equacéo de Schrédin-
ger em Coordenadas Polares Esféricas.

De fato, tal decisdo de abordar ou ndo esse tipo de EDO varia entre as universi-
dades e seus respectivos cursos. Por vezes, o assunto é suprimido da ementa mas €
trabalhado, posteriormente, em disciplinas de Fisica Matematica ou, até mesmo, nas
proprias disciplinas de Fisica. Infelizmente nada disso ocorreu durante a formacao
deste que vos escreve.

EDOs com Coeficientes Polinomiais surgem com alta frequéncia no estudo da fi-
sica e tém extrema importancia para a resolucao de problemas importantes. Por isso,
acredita-se que os estudantes de fisica devem estudar esse tipo de EDO, pelo me-
nos uma vez, durante a graduagao. Independentemente de se tratar de um curso de
licenciatura ou bacharelado, acredita-se que conhecer os detalhes basilares da fisica
classica e da fisica moderna é essencial para a formacao destes estudantes, tendo
em vista que, independentemente de sua habilitacao, estes serédo fisicos e fisicas. Em
se tratando de estudantes de bacharelado, estes estudantes precisardo conhecer as
bases matematicas e tedricas da fisica para seguir no ramo da pesquisa teérica e apli-
cada. E se tratando de estudantes da licenciatura, estes precisao conhecer a fisica
com primazia tado profunda quanto os bacharéis para que possam trazer discussoes
com clareza e profundidade na sala de aula. Este é o ponto de vista do autor deste
trabalho.

Especificamente, para os estudantes da Licenciatura em Fisica da UFPE-CAA,
a Equacao de Legendre pode ser encontrada na disciplina obrigatéria de Fisica Mo-
derna | e nas disciplinas eletivas de Eletromagnetismo Cléssico | e Mecéanica Quantica
I. As ementas destas disciplinas podem ser encontradas respectivamente nos Anexos
B (na pagina[110), C(na pagina[i15) e D (na pagina[119). A depender da decisdo do
professor, ela também pode ser encontrada na disciplina eletiva de Fisica Matematica,
porém esta disciplina sé foi ministrada uma vez na histéria do curso até o momento e
sua ementa nao se encontra no PPC. Todos os anexos aqui citados foram retirados do
Projeto Politico-Pedagdégico do Curso (PPC) (FREITAS, 2011), acessado na data de
entrega deste trabalha a banca avaliadora.

Felizmente, durante o curso, o autor deste trabalho teve a oportunidade de cursar
todas as disciplinas acima citadas, mas, infelizmente, a Equacédo de Legendre nao
foi resolvida de forma detalhada em nenhuma delas. O motivo disto, acredita-se, é
perfeitamente compreensivel. As EDOs com Coeficientes Polinomiais que surgem
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com frequéncia na fisica tém uma resolucao longa e com muitos detalhes, de modo
que talvez fosse inconveniente resolvé-las em sala de aula, pois isso tomaria muito
tempo. Tais solu¢des possuem muitas propriedades importantes para a fisica, e talvez
esse tempo seja melhor aproveitado estudando tais propriedades.

Nesse contexto, espera-se entao que os livros-texto das disciplina se encarreguem
de resolver a equacao, e por vezes isso ocorre, mas por vezes nao. Para melhor deta-
lhar o que se quer dizer, foram avaliadas as formas de apresentagéo dos Polinémios
de Legendre na literatura de Fisica e de Fisica Matematica, e as conclusdes serdo
apresentadas a seguir.

No que tange aos livros de Equacdes Diferenciais, foram analisados os livros Equa-
cbes Diferenciais - Volume I, dos autores Dennis G. Zill e Michael R. Cullen - (ZILL;
CULLEN, 2001) -, e Equagédes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de
Contorno, dos autores Willian E. Boyce e Richard C. DiPrima - (BOYCE; DIPRIMA,
2010) -, que geralmente sdo os principais livros utilizados na disciplina de Introducéao
a Equacdes Diferenciais pelos professores da disciplina na UFPE-CAA.

Em (ZILL; CULLEN, 2001) a Equagéo de Legendre é resolvida através do método
da Solucao em Série de Poténcias, porém a solucdo é apresentada apenas como
uma série infinita e a Formula de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre nao é
apresentada. Em (BOYCE; DIPRIMA, 2010) a Equagéo de Legendre é citada, porém
nao é resolvida, sua resolucéo e a verificacao de suas propriedades sao deixadas
como exercicio para o leitor.

No que tange aos Livros de Fisica Moderna, foram analisados os livros Fisica
Moderna do autor Paul A. Tipler - (TIPLER, 2014) -, Fisica Quéantica, dos autores
Robert Eisberg e Robert Resnick - (EISBERG; RESNICK, 1979) -, e Introduction to
the Structute of Matter: A Course in Modern Physics dos autores Jhon J. Brehm e
Willian J. Mullin - (BREHM; MULLIN, [1989) -, que geralmente s&o os livros utilizados
nesta disciplina pelos professores da UFPE-CAA.

Nos trés livros a equacao de Legendre é citada porém nao é resolvida. Apenas
€ apresentada sua solugdo através da Formula de Rodrigues para os Polinbmios de
Legendre ou da Formula de Rodrigues para os Polinémios Associados de Legendre.
Vale ressaltar, no entanto, que em Fisica Quantica (EISBERG; RESNICK, 1979) existe
a deducéao dos Polinbmios de Hermite, que tem uma deducao construida pelas mes-
mas bases matematicas dos Polindbmios de Legendre, feita no Apéndice H do referido
exemplar.

No que tange aos livros de Eletromagnetismo Classico foram analisados os livros
Eletrodinamica, do autor David J. Griffiths - (GRIFFITHS, 1999) -, Classical Electrody-
namics, do autor John David Jackson - (JACKSON, 1998) -, Fundamentos da Teoria
Eletromagneética, dos autores John R. Reitz, Frederick J. Milfod e Robert W. Christy
- (REITZ; MILFORD; CHRISTY, [1982) -, Eletrodinadmica Classica, do autor José M.
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F. Bassalo - (BASSALO, 2007) -, e Teoria do Eletromagnetismo - Volume I, do autor
Kleber Daum Machado - (MACHADO, 2000) -. Tais escolhas se deram pois sdo obras
frequentemente utilizadas pelos professores que ministram a disciplina na Licenciatura
em Fisica da UFPE-CAA ou porque sao obras acessiveis aos estudantes do campus,
estando disponiveis na biblioteca da universidade.

Na obra Eletrodindmica (GRIFFITHS, |[1999), a Equagéo de Legendre nao é resol-
vida, sua solucdo é apenas apresentada como sendo a Férmula de Rodrigues para os
Polinbmios de Legendre. Em Classical Electrodynamics (JACKSON, [1998), a Equa-
céo de Legendre é resolvida durante o texto pelo Método de Frobenius até se encon-
trar uma relagdo de recorréncia para os coeficientes da série. Apds isso, sao feitos
alguns comentarios sobre convergéncia e apresentadas as expressdes dos cinco pri-
meiros Polindmios de Legendre. Em seguida, apenas € apresentada a Férmula de
Rodrigues para os Polinbmios de Legendre.

Na obra Fundamentos da Teoria Eletromagnética (REITZ; MILFORD; CHRISTY,
1982) a Equacao de Legendre nao é resolvida, nem a Férmula de Rodrigues para os
Polinbmios de Legendre é apresentada. Este livro apenas mostra uma tabela com os
quatro primeiros Polindmios de Legendre. Em Teoria do Eletromagnetismo - Volume
I de (MACHADO, 2000) a Equacéao de Legendre é resolvida no Apéndice C com uma
quantidade razoavel de detalhes. A resolugéo é feita pelo Método de Frobenius até se
encontrar uma relagao de recorréncia para os coeficientes da série. Apéds isso, a con-
vergéncia da expressao é testada e sao feitos feitos comentarios sobre a convergéncia
da série. Depois, sdo apresentadas as expressdes dos seis primeiros Polinbmios de
Legendre e, em seguida, é apresentada a Férmula de Rodrigues para os Polindmios
de Legendre. Por fim, no exemplar de Eletrodindmica Classica (BASSALQO, |2007), os
Polinbmios de Legendre sdo brevemente citados na Secao 1.10, mas néo sao apro-
fundados, e a Equacao de Legendre nao é citada.

Em todos estes livros, menos em Eletrodindmica Classica (BASSALO, 2007), a
Equacéo de Legendre é devidamente obtida a partir do Método da Separacao de Va-
ridveis aplicado a Equacéo de Laplace para o Potencial Eletrostatico, na qual o Ope-
rador Laplaciano é desenvolvido em um sistema de Coordenadas Polares Esféricas.
Na maior parte destes livros, ap6s a apresentacdo de Férmula de Rodrigues para os
Polinbmios de Legendre, a expresséo de Rodrigues € utilizada para demonstrar algu-
mas relacdes de recorréncia e também algumas outras propriedades dos Polindbmios
de Legendre, tais como sua ortogonalidade e, as vezes, sua normalizagdo a unidade.

No que se refere a Mecéanica Quantica, foram analisados os livros Introduction
to Quantum Mechanics, dos autores David J. Griffiths e Darrell F. Schroether - (GRIF-
FITHS; SCHROETER, 2018) -, Principles of Quantum Mechanics, do autor Ramamurti
Shankar - (SHANKAR, [1994) -, e Quantum Mechanics - Concepts and Aplications, do
autor Noredini Zettilli - (ZETTILLI, 2009) -. Novamente, todos estes livros foram esco-
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lhidos pois foram utilizados por professores da Licenciatura em Fisica da UFPE-CAA.

No livro Introduction to Quantum Mechanics (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018) a
Equacgédo de Legendre é apresentada mas n&o é resolvida, apenas se apresenta a
Formula de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre e uma tabela contendo os
seis primeiros polinbmios. No livro de (SHANKAR), |[1994) os Polinbmios de Legendre
e os Polinbmios Associados de Legendre sdo citados quando se trata dos autovalo-
res do momentum angular, mas a Equagédo de Legendre nao € citada. No livro de
(ZETTILLI, [2009) ocorre algo parecido, quando o livro discute sobre os autovalores do
momentum angular a Equacgéo de Legendre é citada, porém néo € resolvida, apenas
sao apresentadas as Formulas de Rodrigues para os Polindmios de Legendre e para
os Polinbmios Associados de Legendre, seguidas de uma tabela contendo os seis
primeiros polinbmios gerados por cada uma.

Outros livros de Mecénica Quéantica também foram analisados, contudo os Polin6-
mios e a Equagao de Legendre mal sdo citados nesse livro. Acredita-se que isso se
da devido a sua natureza mais avancada, tais livros apenas se referem diretamente
aos Harménicos Esféricos. Tal atitude é perfeitamente compreensivel, pois ja é es-
perado que um estudante que esta cursando uma disciplina de Mecanica Quantica ja
tenha tido algum contato prévio com as Funcdes Especiais, pelo menos na disciplina
de Eletromagnetismo, por exemplo.

A maioria dos livros de Fisica quando cita os Polinbmios de Legendre nos induz
a procurar por algum livro de fisica matematica. O que faz perfeito sentido, dado que
estes sao livros voltados especificamente para a matematica que se faz necessaria
na fisica. Por isso, foram analisados os livros Mathematical Physics, do autor Eugene
Butkov - (BUTKOV, [1973) -, Fisica Matematica - Métodos Matematicos para Enge-
nharia e Fisica, dos autores George B. Arfken e Hans J. Weber - (ARFKEN; WEBER,
2003) -, Mathematical Methods in the Physical Sciences, da autora Mary L. Boas -
(BOAS, 2006) -, Matematica Para Fisicos, Com Aplicagbes - Volume Il - Tratamentos
Classico e Quantico, do autor Jodo Barcelos Neto - (NETO, 2011)-, Methods of The-
oretical Physics - Parts | and Il, dos autores Philip M. Morse e Herman Feshbach -
(MORSE; FESHBACH, [1953a) e (MORSE; FESHBACH, [1953b) -, e Notas Para Um
Curso de Fisica Matematica, que é um livro digital em constante atualizacao pelo pro-
fessor Jodo C. A. Barata - (BARATA, 2022) -. Os dois primeiros livros desta lista foram
escolhidos por serem livros candnicos adotados nas disciplinas de Fisica Matematica
das universidades brasileiras, o terceiro foi uma indicacao do orientador deste traba-
lho, e os demais foram escolha pessoal do autor deste trabalho devido ao seu apreco
pela qualidade de tais livros.

No livro de (BUTKOV, [1973) a Equacao de Legendre é apresentada e resolvida na
secao de 3.5 na forma de um exemplo do Método de Frobenius. O caminho entre a
apresentacao da série de poténcias como proposta de solugdo e a Equacédo de Re-
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corréncia leva apenas um paragrafo. Depois é feito um teste de convergéncia e em
seguida sao apresentadas equagdes utilizadas na escolhas dos coeficientes arbitra-
rios das solugdes linearmente independentes, isto €, das solugcdes par e impar. Por
fim & apresentada uma lista com os cinco primeiros Polinbmios de Legendre. Poste-
riormente, ja na secao 9.5 do livro, uma expressao para os Polinbmios de Legendre
€ obtida a partir de uma Expansao em Multipolos. Apoés isso, outras propriedades
sao apresentadas. No livro de (ARFKEN; WEBER;, 2003) os Polinbmios de Legendre
sao deduzidos a partir de Funcao de Geratriz, obtida com base numa Expansdo em
Multipolos no Potencial Eletrostatico de uma carga pontual. Apds isso algumas propri-
edades sdo deduzidas e é apresentada uma tabela com os nove primeiros Polinbmios
de Legendre.

No livro de (NETO, 2011) a Equacéo de Legendre é apresentada e em seguida
resolvida pelo Método de Frobenius até ser encontrada uma Relagédo de Recorréncia,
apos isso a convergéncia da Relacao de Recorréncia é testada e sao apresentados
os cinco primeiros Polinbmios de Legendre. Pouco depois sdo apresentados também
os Harménicos Zonais, fun¢gdes com grande importancia para o Eletromagnetismo
Classico. Posteriormente, é feita uma deducdo da Férmula de Rodrigues para os
Polinbmios de Legendre com base numa expressao generalizada da Férmula de Ro-
drigues. Toda a discusséo no texto de (BASSALO, 2007) conduz o leitor a Teoria de
Sturm-Liouville sobre Polinémios Ortogonais. No texto de (BOAS,[2006) a Equacao de
Legendre € apresentada e resolvida com substituicdo de uma Série de Poténcias. A
autora nao cita isso diretamente durante a resolucdo, mas trata-se evidentemente do
Método de Frobenius. A autora cita o método em outros momentos durante seu livro.
Em seguida, a Férmula de Rodrigues para os Polinémios de Legendre é apresentada
e algumas propriedades sao deduzidas utilizando-a.

O livro de (MORSE; FESHBACH, 1953a) foi analisado devido a sua extrema abran-
géncia de assuntos, e também devido a sua riqueza de detalhes, formalismo e ele-
gancia matematica. Este livro, no entanto, &€ extremamente complexo. As discussdes
feitas sobre funcbes especiais sdo construidas de forma generalizada em termos de
uma representacao integral no plano complexo. Em seguida, o autor faz uma da Equa-
cao de Legendre com base na representacao complexa e depois faz uma deducéao dos
Polinbmios de Legendre com base na Funcao Geratriz. J& em (MORSE; FESHBACH,
1953b) sdo apresentadas expressdes para o calculo dos Polinbmios Associados de
Legendre. No livro de (HASSANI, 2008), é apresentada a Equacao de Legendre e
esta é resolvida com base no Método de Frobenius, uma relagdo de recorréncia é en-
contrar e a solugdo é desenvolvida até de fato se encontrar uma expressao para os
Polinbmios de Legendre. Em seguida, sdo apresentadas a Funcao Geratriz para os
Polinbmios de Legendre e a Férmula de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre.

Por fim, no livro de (BARATA| 2022) a Equacao de Legendre € apresentada no
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Capitulo 15, e é entao resolvida com base no Método de Frobenius até se encontrar
uma relagdo de recorréncia e em seguida é apresentada uma solugdo na forma da
combinacéo linear de dois polinbmios, um com poténcias pares e outro com poténcias
impares. Posteriormente, no apéndice 15.B do referido livro, é feita uma deducao da
expressao que retorna os Polindmios de Legendre, a mesma que foi deduzida por
(BOAS, [2006) e por (ARFKEN; WEBER, |2003). No Capitulo 16 é deduzida a Férmula
de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre. Este livro foi 0 que mais agradou o
autor, devido a sua elegancia matematica e também a sua riqueza de detalhes. Foi
um texto bastante esclarecedor e sem duvidas foi o texto que fundamentou todo o
Capitulo 4 deste trabalho.

Perceba que os livros de Fisica Matematica tendem a abordar muitos temas di-
ferentes, com um numero extenso de exercicios e exemplos. Tal estrutura textual
tem como consequéncia um tratamento breve das funcdes especiais, resolvendo as
equacdes em poucas linhas, de maneira quase superficial, dando "saltos"entre uma
concluséo e outra. Talvez para estudantes mais experientes, em nivel de po6s gra-
duacdo ou até mesmo no final da graduacéo, tal abordagem seja suficiente. Mas
para estudantes que estdo no processo de transicao entre as disciplinas de Calculo
do primeiro ciclo da graduacao e as aplicacdes intermediarias do Calculo que vém
na segunda metade, essa abordagem com "saltos"pode causar problemas, pois suas
lacunas entre uma expressao matematica e outra podem gerar fortes duvidas nos es-
tudantes, conduzindo-os a caminhos incorretos, ou até mesmo a uma sensacao de
frustracdo ao ponto de abandonar a deducao, passando a utilizar apenas a expressao
final quando lhe for necessaria.

O que pode, talvez, causar grande dificuldade é que cada livro da uma contribuicéo
individual, ou seja, cada livro desenvolve uma parte do célculo de forma diferente.
Quando ja se conhece o caminho, e se compara as metologias, fica evidente que no
fundo quase todos estao fazendo a mesma coisa. Mas quando ainda esta aprendendo,
as lacunas que um livro apresenta, mesmo que esta possa ser preenchida por outro
livro, torna o caminho muito mais tortuoso. O caminho percorrido entre a Equagéo
de Legendre e a deducao da Férmula de Rodrigues surge na literatura quase como
um quebra-cabecgas, onde cada livro texto possui um peca, e quando se junta tudo
obtém-se a maioria dos detalhes necessarios para de fato se compreender a sutileza
e a elegancia das Férmulas de Rodrigues.

Antes de finalizar estes comentéarios sobre as lacunas da literatura, vale salientar
que, nada do que foi dito aqui € uma critica negativa direta a estrutura dos textos,
ou sequer a escolha dos professores em utiliza-los. Cada texto é escrito por alguém
com uma forma particular de ver a fisica e a matematica, e também € escrito para
perfis diferentes de estudantes. As analises feitas aqui refletem somente a visdo de
mundo e a opinido pessoal do autor deste trabalho. O principal ponto a se deixar
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evidenciado é que a maioria dos livros citados ndo tras a resolucdo da Equacao de
Legendre em detalhes, isto é, em seu passo a passo, com o motivo de porqué cada
decisédo é tomada em seu caminho. Esta é a observacéo do autor, este foi o motivo que
desencadeou o0 desenvolvimento desta pesquisa, e € neste contexto que se pretende
dar uma contribuicdo. Somente isso.

1.2 O OBJETIVO DESTE TRABALHO E O SEU PUBLICO ALVO

O objetivo deste trabalho € construir um material didatico que possa servir de apoio
aos estudantes da Licenciatura em Fisica da UFPE CAA e também de outras institui-
cbes. Espera-se que os estudantes possam ler o texto apds cursar as disciplinas de
Célculo I, 1l e lll; e também a disciplina de Introducdo a Equacgdes Diferenciais. Ou
entdo, quando for necessario, a medida que se aprofundarem em disciplinas do ciclo
profissional, como por exemplo, Eletromagnetismo Classico | ou Fisica Moderna |.

O ideal, no entanto, é que este texto seja lido apds as disciplinas de Calculo e
de Equagdes Diferenciais, pois compreende-se que neste estagio os estudantes tém
uma bagagem ampla o suficiente acerca das ferramentas basicas de calculo, mas
gue devido a compartimentacdao de conteudos para fins didaticos de cada disciplina,
os estudantes ainda nao tém a maturidade necesséria para aplicar varias dessas fer-
ramentas de maneira conjunta na resolucdo de um problema de maneira objetiva.
Tal situacao é perfeitamente natural e ocorre com qualquer estudante, o processo de
construgdo do conhecimento exige maturidade, paciéncia, e continuidade. Dado que
neste texto serdo utilizadas ferramentes pertencentes a ementa das quatro disciplinas,
espera-se que seja um 6tima oportunidade para que os estudantes possam aplica-las
e que possam perceber suas inter-relagoes.

Também serdo, obviamente, utilizados conhecimentos da matematica basica ao
longo do desenvolvimento do texto. Porém, se o estudante sentiu a necessidade de
aprender o métodos usados neste trabalho, provavelmente ja possui 0s conhecimen-
tos que serdo necessariamente utilizados. Um conhecimento elementar de Algebra
Linear é visto como util, mas ndo é uma exigéncia. Se o estudante tiver tais conheci-
mentos sabera ver com outros olhos o contexto de solucdes de equacdes diferenciais,
em termos de espacgos de solugao e etc, mas como tais termos néo serdo citados no
texto, o estudante que nédo os tiver ndo sera prejudicado.

1.3 UM GUIA DE LEITURA

Como ja foi dito, a principal observacao que aqui se traz, é a de que a maioria dos
livros analisados nao traz em detalhes a resolugédo da Equacéo de Legendre, a mai-
oria apenas aplica o método de Frobenius por no maximo uma ou duas laudas e em
seguida apresenta alguma tabela com os primeiros Polinémios de Legendre. Dentre
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os livros citados, apenas os livros de (BARATA, 2022) e de (NETO, 2011) trazem uma
deducao da Férmula de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre.

Tentaremos aqui juntar o0 maximo de pecas possivel deste "quebra-cabecgas", de
modo a entregar algo robusto e detalhado ao estudante. Construiremos um cami-
nho que vai em detalhes desde a Teoria Eletromagnética Classica até a Formula de
Rodrigues para os Polindbmios de Legendre. Isso n&o significa, no entanto, que o estu-
dante ndo deva resolver as expressdes ao longo de texto, ou que deva apenas realizar
uma leitura superficial. Pelo contrario, espera-se que ao longo da leitura o estudante
reflita e procure compreender a fundo cada uma das passagens, o motivo de cada
decisao tomada, e que reflita se teria feito a mesma escolha e porqué. A criticidade
por parte do estudante é fundamental neste contexto. Espera-se que os estudantes
sejam capazes de ler, refletir, e em seguida realizar sozinhos os célculos, de modo a
construir uma aprendizagem solida, e também para que possam treinar a aplicacéao
das ferramentas aprendidas nas disciplinas até aqui.

Salienta-se ainda que as ferramentes aqui aprendidas servirdo de base para resol-
ver ndo apenas a Equacgéo de Legendre, mas também para resolver outros tipos de
equacao de tenham a mesma estrutura, tais como a Equacao de Airy, a Equacao de
Laguerre, a Equacéao de Hermite, e muitas outras.

No mais, este texto foi escrito de estudante para estudante, com carinho e dedi-
cacao. Espera-se que seja minimamente Util, que possa servir como uma luz através
das passagem obscuras que se encontram nos livros texto comumente utilizados, e
também que possa lhes ajudar a desviar de frases do tipo "é facil ver que" ou "é trivial
notar que". Se assim for, o autor deste trabalho estara satisfeito. Boa leitura!
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2 A FiSICA E A EQUACAO DE LEGENDRE

2.1 UMA BREVE REVISAO DO ELETROMAGNETISMO CLASSICO

Da Teoria Eletromagnética Classica (GRIFFITHS, [1999) sabe-se que existe uma
entidade fundamental associada aos fendmenos eletromagnéticos chamada de Carga.
Sabe-se também que quando esta entidade se faz presente em uma dada regiao
do espacgo-tempo, esta regido adquire propriedades energéticas, isto €, manifesta-se
nesta regido um Campo Eletromagnético. Se esta carga estd parada em relagédo a
um observador localizado em um Referencial Inercial, para este observador detecta-
se somente a parte Elétrica deste Campo, ou seja, um Campo Eletrostatico, e se ela
estiver em movimento em relagédo a este referéncia, para um observador neste refe-
rencial detecta-se também a parte magnética do campo, isto é, detecta-se também a
presenca de um Campo Magnético. Contudo, trataremos aqui apenas do Campo Ele-
trostatico. Quando uma segunda carga esta presente nesta mesma regiao do espacgo-
tempo, ela sofre uma forga impulsionada através do Campo Eletrostatico associado a
primeira Carga.

A Lei de Gauss (GRIFFITHS, [1999) nos fornece uma maneira de acurar com nota-
vel precisdo as caracteristicas espaciais deste Campo Eletrostatico. Ela nos diz que o
Fluxo de Campo que existe ao redor da carga é diretamente proporcional ao valor da
carga (ou da soma dos valores do conjunto de cargas) que existe naquela regiao, ou
seja,

(DEOCq.

Onde a Constante de Proporcionalidade esta associada a reacdo do meio a passa-
gem do Fluxo Elétrico, ou seja, o retardo que a informacao elétrica sofre ao atravessar
0 meio no qual ela estiver inserida, esse retardo depende das propriedades do ma-
terial que preenche a regido. Essa constante é definida como o inverso da grandeza
chamada Permissividade Elétrica que é representada pelo simbolo ¢ e possui seu va-
lor no vacuo (representado por ey) mensurado como 8,85 x 10712 C2 /N2m?, de modo
qgue para a Lei de Gauss temos

Para calcular o Fluxo Eletrostatico total podemos lancar mao das ferramentas do
Célculo Vetorial (STEWART), [2013a) e modelar uma Superficie Gaussiana () ao redor
da carga, computar o fluxo de campo eletrostatico que passa em cada um dos pontos
da superficie gaussiana e em seguida somar todos eles fazendo a soma convergir a
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uma Integral de Superficie (STEWART), 2013a), de modo que a forma integral da Lei
de Gauss (GRIFFITHS, |[1999) é dada por

#E-d&:i. 2.1)
B €0

Explicitamente, o a funcdo que descreve o campo elétrico pode depender das co-
ordenadas do vetor posi¢cao (e, portanto, de suas coordenadas) e do tempo, ou seja,
E = E#,#). O mesmo vale para a fungéo p que descreve a densidade cargas e a fungéo
potencial V que sera usada em breve, ou seja, p = p(¥,t) e V = (¥,#). Naturalmente, os
elementos infinitesimais de area e volume também dependem das coordenadas. No
entanto, neste trabalho usaremos apenas E, p, V, e assim por diante. Esta decisdo
foi tomada no intuito de facilitar a escrita e a leitura do texto, e também para que se
tenha em vista que as equacdes aqui deduzidas sao validas para qualquer sistema de
coordenadas adotado.

Na Equagéo (2.1), podemos fazer uso do Teorema da Divergéncia de Gauss (STEWART)|,
2013a) para passar a Equacéao da forma integral para forma diferencial. Primeiro,
aplicamos o teorema do lado esquerdo da equacgao para obter

fE-aa= ||| (v-E)av, (2.2)

sendo 4B o simbolo que indica que os limites de integracao sao tomados na borda da
superficie B.

Agora, do lado direito da equacao, tomamos a carga total como a integral volumeé-
trica da densidade de cargas (GRIFFITHS, 1999),

:ffaﬁpdV, (2.3)

e por fim, substituimos as Equacdes (2.2) e (2.3) na Equacao (2.1), e obtemos

Il (e )av =[] e

onde podemos inserir a constante de permissividade elétrica dentro da integral através
da propriedade distributiva,

fffaﬁ(ﬁi) dV:ffaﬁédV.

Agora, subtraimos toda a integral tripla que esta do lado direto da equacdo em
ambos os lados, de modo que trazemos toda esta integral para o lado esquerdo,

fffaﬁ(vf«:) dV—fffaﬁidV:O,

agora, apenas coloca-se em evidéncia os simbolos associados a integracao,

I, (0-8-E)av=o
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Portanto, dado que ambos os termos sao linearmente independentes, podemos
concluir que

vE=L (2.4)
€0

gue é de fato a forma diferencial da Lei de Gauss (GRIFFITHS, 1999).

Dado que, na presente situacao, se parte do principio de que a Carga esta parada
em relacdo a um observador em um Referencial Inercial, e que por isso neste referen-
cial observa-se somente a parte Elétrica do Campo Eletromagnético, conclui-se que a
parte Magnética do Campo é nula. Nestas situacdes se observa experimentalmente
que o Campo Eletroestatico € um Campo Conservativo, isto é, se uma Carga de Tes-
tes percorrer um caminho fechado dentro da regido onde o campo se manifesta sera
observado que o trabalho realizado pelo campo sobre a carga é nulo. Isso implica que
a variacao total de energia da carga de testes ao longo do caminho também é nulo
(GRIFFITHS, [1999).

Podemos novamente langar mao do Calculo Vetorial para modelar a variagédo de
energia da carga de testes. Primeiro, computamos a acdo do campo sobre a carga
de testes em cada ponto da trajetéria y, e depois somamos todas as contribuicdes
fazendo a soma convergir a uma Integral de Linha (STEWART), |2013a). Dessa forma,
o trabalho total realizado pelo campo eletrostatico sobre a carga de testes em um
caminho y fechado sera dado por (GRIFFITHS, [1999)

Wtot:ygﬁ-di,
Y

onde, tendo em vista que o campo é conservativo, e que portanto o trabalho total
realizado num caminho fechado é nulo, conclui-se que

yﬁf«:-di:o. (2.5)
Y

Podemos usar o Teorema de Stokes (STEWART), 2013a) para passar a Equacao
(2.5) da forma integral para forma diferencial,

P-di- [ (9xE)-ah-o
Y oy

0 que, levando em conta o resultado (2.5), nos leva a concluir que
VxE=0, (2.6)

onde essa € a forma diferencial da Equacao (GRIFFITHS, |1999).

Ainda do Célculo Vetorial, sabe-se que quando um campo é conservativo é possivel
encontrar uma unica Fungdo Potencial, de modo a redefinir o campo vetorial como
sendo o gradiente de um campo escalar (STEWART), 2013a), conhecido na literatura
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como Campo Potencial. Isso se da por causa da propriedade do operador rotacional,
onde VxVV =0, VV. Sendo assim, para o Campo Eletrostatico teremos que

E

-V, (2.7)

onde V serda chamado de Potencial Eletrostatico (GRIFFITHS| 1999), e o sinal ne-

gativo é arbitrariamente colocado para indicar que a energia armazenada no campo

potencial diminui a medida que o trabalho é realizado sobre alguma carga de testes,

de modo a satisfazer o Principio da Conservacao de Energia.

Substituindo o lado direito da Equacdo (2.7) na Equacgao (2.4), e multiplicando

ambos os lados da equacao resultante por —1, obtemos
= (e P (s p
VA=-VV|=— - V- |VV|=-—,

¥v)=5 - v (W)
onde lembramos que a definicdo do Operador Diferencial Laplaciano para campos
escalares (STEWART, 2013a) é justamente essa, V2=V -V, portanto,

vy =_F (2.8)

€0
que é a famosa Equacdo de Poisson para o Potencial Eletrostatico (GRIFFITHS,
1999).

Contudo, se concentrarmos nossos estudos em uma regido do espago-tempo su-
ficientemente distante das cargas de fonte, onde ainda € possivel sentir a presenca
do campo, mas nao se nota visualmente a presenca das cargas, podemos assumir
naturalmente p = 0 na Equacéo (2.8), e obter a famosa Equagao de Laplace para o
Potencial Eletrostatico (GRIFFITHS, [1999), representada por

V2V = 0. (2.9)

Esta mesma equacéo, assim como a Equacao de Helmholtz que veremos na Se-
cdo 2.2, quando feita a consideragdo de simetria em torno do Angulo Azimutal, nos
conduzira a importantissima Equacao de Legendre, que temos por objetivo central
resolver neste trabalho.

2.2 UMA BREVE REVISAO DA MECANICA QUANTICA

Na Mecanica Quantica (GRIFFITHS; SCHROETER, [2018) postula-se a existéncia
de uma fungédo que guarda em si as informacdes completas sobre o estado fisico de
um determinado sistema quéntico, ou até mesmo do proprio universo.

Tal fungdo chama-se Funcédo de Onda, e esta precisa satisfazer quatro condi¢cdes
fundamentais: precisa ser quadraticamente integravel em todo o universo, precisa ser
continua em todo o seu dominio e em toda a sua imagem, sua derivada precisa ser



22

continua em todos os pontos onde o potencial ndo for divergente ao infinito, e ela pre-
cisa também satisfazer a Equacgéo de Schréondiger (GRIFFITHS; SCHROETER, |2018).
Satisfeitas tais condicdes, a funcéo pode ser considerada uma funcéo de onda e pode
ser tomada com a solucao fisica para guardar a informacéao sobre as propriedades do
sistema fisico em questéao.

Na pratica, parte-se da Equacgao de Schréndiger, depois se manipula as constantes
da solugéo para tornar a fungado quadraticamente integravel, e também de modo que
ela satisfaca as condi¢cdes de continuidade.

A Equacéao de Schréndiger, no entanto, ndo é facilmente solucionavel, visto que
trata-se de uma Equacéao Diferencial Parcial de Segunda Ordem Linear e Acoplada,
com variaveis no Espaco e no Tempo, como se pode notar abaixo,

—%VZ\MV\P = m%,
onde ¥ = ¥(¥,¢) € a candidata a Funcao de Onda, 7 é a Constante Reduzida de Plank,
m € a massa da onda-particula ou do sistema quantico em questéo, i € a Unidade
Imaginaria dos Numeros Complexos, V = V(¥,¢) é o Potencial associado ao sistema,
enquanto V2 e % sao respectivamente os operadores diferenciais Laplaciano e de
derivagéo parcial no tempo.

O lado esquerdo da Equacéao pode ser condensado usando o conhecido
Operador Hamiltoniano, representado simbolicamente por £, que atua sobre a Fun-
céo de Onda ¥, de forma tal que

(2.10)

R h2 R h2
Jf\yz(——v%rv)w oY =E—— VYLV,
2m 2m

logo, a Equagéo pode ser reescrita como
. oY
%\P:Lha. (2.11)

Nas situacdes onde o potencial é estatico, isto é, ndo depende explicitamente do
tempo, nota-se que os termos associados ao operador hamiltoniano, do lado esquerdo
da Equagéo (2.11), dependem somente das coordenadas espaciais, enquanto o ope-
rador de derivagao parcial no tempo, do lado direito, depende apenas da coordenada
temporal.

Com o objetivo de resolver a Equacao de Schrédinger podemos usar duas pro-
priedades presentes na Equagdo (2.11). Primeiro, a homogeneidade temporal do
potencial indica que este pode ser desacoplado dos termos dependentes do tempo.
Segundo, o fato de a parte espacial da fungcao de onda estar fisicamente associada a
densidade de probabilidade de encontrar-se a onda-particula (ou o sistema quéantico
em questdao) numa determinada regido do espaco, e que esta densidade de probabili-
dade por sua vez se conserva de acordo com o Principio de Conservacao de Informa-
céo representado na Equacao de Continuidade para a Fungéo de Onda (GRIFFITHS;
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SCHROETER, |2018). Esse principio diz que a informacéao sobre um sistema fisico
nao deve, em principio, apenas desaparecer ao longo da passagem de um instante de
tempo para outro instante de tempo consecutivo no universo conhecido, a informacéo
apenas se redistribui, ela jamais deve ser destruida. Isso implica que a parte espa-
cial da funcao de onda pode ser desacoplada da parte temporal da funcéo de onda.
Entédo, usaremos essas propriedades como argumento para aplicar o Método da Se-
paracéo de Variaveis (ARFKEN; WEBER| [2003) a Equagéo (2.11), dividindo assim a
solugdo em uma parte associada somente ao Espago e em outra associada somente
ao Tempo. A ideia consiste em impor que a solug¢ao tenha a forma

Y& H=y@ @) .. Y=y,

impondo que ela seja constituida por uma parte espacial e outra temporal. Logo, a

Equacgéo (2.11) se torna
Aoy = ih Sy
1// - atU/ ’

onde os termos que nao estdo sendo afetados pelos operadores comutam com eles,
de modo que podem passar ilesos pelo operador, sendo entdo retirados da operacéo,

. 0P
ALY = ihy—,
V=S
agora, dividimos os dois lados da equacgao acima por y® e obtemos

(2.12)

de modo que agora é possivel notar que o lado esquerdo da Equacao depende
somente das coordenadas espaciais, enquanto o lado direito depende somente da
coordenada temporal, e assim desacoplamos a parte Espacial da parte Temporal da
fungdo de onda que é solugdo da Equagao (2.10).

Tendo em vista que tanto v, quanto @, variam independentemente um do outro, a
unica maneira de a Equagéo ser verdadeira € se ambos os lados da equagéo
convergirem para a mesma funcéo, seja ela qual for. Essa arbitrariedade implica que
neste caso podemos escolher arbitrariamente a fungcdo para qual ambos os lados
convergem. Entdo, escolheremos por conveniéncia uma fungéo identidade, isto é,
uma constate, que é comumente chamada de Constante de Separagédo (ARFKEN;
WEBER, 2003).

Sabendo que, na Mecanica Classica, o Hamiltoniano de um sistema fisico tempo-
ralmente homogéneo e quadratico na velocidade representa a energia total do sistema
(THORNTON; MARION, 2004), denotaremos a constante de separacao por &, pois a
parte espacial da funcao de onda é temporalmente homogénea, fazendo com que seu
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hamiltoniano seja esquivante a energia total do sistema quéntico. Tal conclusao im-
plica também que a a equacgao para parte temporal da funcdo de onda também seja
equivalente a energia total do sistema. Portanto,

que nos conduz a um par de equacgdoes diferenciais, uma para a parte espacial da
funcdo de onda e outra para a sua parte temporal, sendo v e ® essas respectivas
funcdes a serem encontradas resolvendo as equacoes.

Para a parte temporal, temos

Note que na equacgao acima, para ®(¢), a derivada parcial converge a uma derivada
total, pois @ é funcéo apenas de ¢,

reorganizando os termos, € possivel perceber que essa separagao de variaveis nos
presenteia com uma Equacao Diferencial Ordinaria de Primeira Ordem Homogénea e
Linear,

dd &
© L %o 2.13
i@ h (2.13)

Convenhamos que a Equacéo é facilmente solucionavel, basta aplicarmos o
Método das Variaveis Separaveis para Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem (ZILL; CULLEN, 2001). Se o leitor de fato compreendeu o caminho percor-
rido para chegar a Equagdo (2.13), tenho certeza de que também pode resolvé-la.
Facamos isso juntos!

Primeiro, isolamos o termo diferencial de um lado,

do i€
at "’
em seguida, separamos os termos contendo a fungéo de um lado, e os termos con-
tendo a variavel e as constantes em outro,
1 i&
—do=—<dt,
() h

agora, basta fazermos uma integracao indefinida em ambos os lados, onde as cons-
tantes naturalmente comutam com o sinal do operador de integragéo,

/—dfb——— d¢,
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0 que resulta em

& &
In|®|+Cy = —%t+ —%02.

Agora, isolamos o termo contendo a fung¢ao @,

i€ i&
In|®|=-—t-—Cy—-Cy,
n|P| i e
em seguida, se condensa todas as contantes € uma constante mais simples,
i& i&
In|®| = —%t—%cz—cl,
—_——

ECS

e entao, obtém-se
i&
In|®| = —%t+C3.

Podemos agora aplicar a Exponencial de Euler em ambos os lados da equacéo,
afim de isolar de fato a funcéo @,

i&
exp(In|®|) = exp (—%t + C3),

onde se recorda a identidade logaritmica exp(In|®|) = ®. Logo, do lado esquerdo,
temos que

i&
® =exp (—%t) exp(Cs),

aqui vale lembrar que a exponencial euleriana de uma constante é também uma cons-
tante, entdo podemos redefinir tal exponencial como uma constante mais simples,

i&
® = exp (—%t) exp(C3s),
=C

portanto,
i&
o=C ——t]|.
exp( h )

Contudo, tendo em vista que no final teremos o produto ¥ = w®, podemos absorver
esta constante C na fungdo vy, de modo que, por fim, obtemos ®(¢), que é a parte
associada a evolugao temporal de Y(¥,?),

i&
o(0) = exp - 1) (2.14)
portanto, a funcdo de onda assume a forma

Y(¥,t) =y exp (—gt).
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Embora ndo se tenha trabalho aqui a teoria com tal profundidade, vale lembrar
que, na teoria quantica, o produto de uma fungdo de onda por um escalar nao altera
de fato a solucao, ou seja, o produto € ainda uma solucdo. Isso ocorre pois, tanto
a equacao para parte espacial da fungdo de onda, quanto a equacgao para a parte
temporal, constituem equacdes de autofuncdes, que sao analogas as equacdes de
autovetores da algebra linear. E, na algebra linear, sabe-se que a multiplicagdo de um
autovetor por um escalar qualquer também constitui um autovetor.

Agora, para a parte espacial da funcao de onda, isto é y(¥), temos,

1 .
— Y =8,
v

reorganizando os termos obtém-se a chamada Equacao de Schréndiger Independente
do Tempo (GRIFFITHS; SCHROETER;, 2018), expressa por

HOp = 8, (2.15)

onde, se aplicarmos o operador hamiltoniano sobre a funcao v, obtemos
n?_,
-——Vy+Vy=8v.
2m

Agora, se reorganizarmos 0s termos, deixando o termo com operacao de derivagao

de um lado, e os temos sem operacao de derivacdao do outro, obtemos
”_ZZ
——Vy=8y-Vy,

2m

onde, do lado direito da equacéao, pode-se colocar a funcao v em evidéncia,

hZ
-—Viy=(&-V)y,
2m

e entdo, multiplica-se toda a equagéo por — (2m)/h?, com o intuito de isolar o V2,
2m
Vi = —ﬁ(éa -Vy.

Em seguida, colocam-se todos os termos contendo a funcdo v do mesmo lado
da equagao novamente, mostrando assim que se trata de uma Equacéao Diferencial
Parcial de Segunda Ordem Homogénea,

2
V2y + h—";(éa—V)wzo, (2.16)

se esta equacéo sera linear ou ndo depende da expressao do potencial.
Por fim, mas ndo menos importante, definimos a constante
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sendo k2>0se &>V, k2<0se &<V, e evidentemente k2=0se &§=V.
Portanto, a Equacéo (2.16) pode ser reescrita na forma

V2 + k2 =0, (2.17)

que é a famosa Equacao de Helmholtz para um campo escalar. Neste caso o campo
escalar em questao € a parte espacial da funcao da onda.

Essa mesma equacgdo, assim como a Equagéo de Laplace - Equagéo (2.9) - en-
contrada na se¢ao anterior, nos conduzira a importantissima Equagcao de Legendre,
que temos por objetivo este trabalho ensinar a resolver.

2.3 A EQUACAO DE LEGENDRE E O ELETROMAGNETISMO CLASSICO

Na Equacédo de Laplace para o Potencial Eletrostatico - Equagao - temos a
presenca do Operador Diferencial Laplaciano, representado simbolicamente por V2.
Ele, enquanto operador, possui uma forma especifica de acordo com o sistema de
coordenadas adotado para descrevé-lo.

Um importante fato fisico a ser levado em consideragdo nas descricdes matema-
ticas, € que a natureza e os fenbmenos naturais devem possuir as mesmas carac-
teristicas fisicas independentemente do sistema de coordenadas adotado, este € o
chamado Principio da Relatividade, que diz que "A Fisica deve ser a mesma em todos
os referenciais inerciais". Os principios e as leis sempre devem ser satisfeitos dentro
seus respectivos dominios de validade. Ou seja, as propriedades do Cosmos nao de-
pendem de como as descrevemos, ela apenas sao, o Cosmos nao precisa de nossa
descricdo matematica para "funcionar bem", ele é capaz de apenas "ser", um verbo
simples e puro. No entanto, existem sistemas de referéncia e sistemas de coorde-
nadas especificos que melhor se adaptam a geometria de certos fen6menos fisicos,
deixando mais simples a nossa descricdo matematica dos fenémenos. Logo, torna-se
mais pragmatico adotar estes sistemas, tendo como objetivo facilitar os calculos na
descricao de um fenémeno, nos permitindo assim focar o maximo possivel de atencao
na interpretacao fisica do fenémeno em si.

No caso do potencial eletrostatico, compreende-se que a ideia de carga nos leva a
um conceito pontual no espaco, principalmente se estivermos suficientemente distante
da fonte associada ao campo que se estuda. O ponto, por sua vez, € uma grandeza
adimensional desde sua postulagdo por Euclides, e portanto, deve ser descrito em
termos de uma geometria perfeitamente simétrica. Por outro lado, de acordo com o
Principio Cosmoldgico, o espago-tempo é, em sua esséncia, Homogéneo e Isotropico,
tendo a sua simetria quebrada apenas pelas propriedades fisicas dos objetos que
existem em seu interior, neste caso, pela presenca da carga. Comparando ambos os
pensamentos, conclui-se que o espago tera caracteristicas quase totalmente simétri-
cas na regidao da carga, mas ndo o sera no ponto onde carga em si estara. Enquanto
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a carga, seu campo associado tera simetria esférica, como bem ja se reconhece a
partir da Lei de Coulomb (GRIFFITHS, [1999). Isso significa que se pode automati-
camente considerar a descricdo do sistema campo-carga em termos de um Sistema
de Coordenadas Polares Esféricas, e este sera suficiente para descrever a regiao do
espaco-tempo em questéo.
Num sistema de coordenadas polares esféricas (ARFKEN; WEBER, [2003), o ope-

rador laplaciano tem a forma

10(,0 1 9 i) 1 92

r_26_r(r25)+ rzsenﬂﬁ(sene%)-’_m@’ (2.18)
logo, a Equacao de Laplace para o Potencial Eletrostético - Equacgéo - pode ser
reescrita como segue,

v2

ViV =0 .. 0.

ii( zﬂ)+ 1 i(sengﬂ)+ 1V _
r2or\ or) r2sen0 00 00 )  r2sen20 dp?

Antes de mais nada, perceba que todos os termos da equacao estdo multiplica-
dos por 1/r?. Note também que o lado direto da igualdade é nulo. Logo, podemos
simplesmente multiplicar toda a equacéo por 2 sem perda de generalidade, obtendo
assim

sen6 60 (2.19)

00

Perceba que trata-se de uma Equacéao Diferencial Parcial de Segunda Ordem Li-
near, Homogénea e Acoplada, o que ja nos indica que sua solucao esta longe de ser
trivial, mas por outro lado também néo € algo impossivel de ser solucionado. Pode-
mos comegar, por exemplo, aplicando o Método da Separacao de Variaveis (ARFKEN;
WEBER;, 2003) para desacoplar os termos.

Vale ressaltar aqui que n&o existe uma forma Unica e especifica de se realizar uma
separacao de variaveis, de fato existem varias maneiras. Para os fins deste trabalho,
tomaremos um caminho que tenta de forma simples e concisa chegar a Equacao de
Legendre (GRIFFITHS, 1999), porém, sem perder a generalidade e sem "dar grandes
saltos" entre as equacdes. A ideia é construir ao longo do caminho o terreno para
que no futuro, mas nao neste trabalho, o leitor saiba encontrar também a Equacéao
Associada de Legendre (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

Tendo em vista que o campo de uma carga pontual € um Campo de Forca Central
(THORNTON; MARION, 2004), podemos inicialmente desacoplar a parte radial do po-
tencial da sua parte angular, isto €, podemos redefinir a fungcdo V fazendo-a possuir
duas partes, uma associada ao médulo do vetor posi¢do e outra associada aos angu-
los formados entre o vetor posicdo e os eixos nas direcdes polar e azimutal. Dessa
forma, temos a imposicao

0 ( 20V) 1 0 ( aV) 1 0%V
—|r"—=|+ senf— |+ ——=— =0.
or\ or sen20 dp?

V(r,0,9) =R()Y (0,¢), (2.20)
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ou simplesmente,
V =RY.

Logo, retornando a Equagéao (2.19), e impondo a condicéo (2.20), temos

0
—(r2 ORY) ! i(sen@
or or

aRY) 1 &°RY

+— =0,
sen6 00 00 sen20 0¢?

onde os termos que ndo dependem das variaveis que estao sendo derivadas saem da
operacéao,

+
senf 00

Ya(zaR) R a( aY) R 0*Y _

—(r’— 0—|+ — =0,
ar\” or sen sen20 d¢p?
e agora, para finalmente desacoplar os termos, dividimos toda a equacao por RY, e
entdo obtemos

Y o ( 20R)+ R 0 (S 6Y)+ R %Y

— — r — —_— _— - .

RY or\ or) RYsen6 00 RY sen20 0¢?

ou seja,

16(26R) 1 a( aY) 1 0%Y
—— + +

_ - 60— _—— =0.
Ror\" or) " Ysen0036\°"" 36 )" Ysen20 02

Perceba que agora o primeiro termo da esquerda para a direita depende somente
da variavel radial r, € que o segundo e terceiro termos dependem somente das varia-
veis angulares, chamadas de Polar e Azimutal, representadas respectivamente por 0
e ¢. Tendo em vista que o primeiro termo depende de apenas uma variavel, as suas
derivadas parciais convergem para derivadas ordinarias,

1d ( 2dR)+ 1 0 ( HaY)+ 1 0%Y
——|r*— —|senf— — =0,
Rdr\ dr/ Ysen6o0 00 )  Ysen20 d¢p?

agora, isolando a parte da equacéo que depende somente de r, obtemos

1 (pdR) L0 o) L0
Rdr\ dr Y senf 00 00 ] Ysen20 dp?

A equacgéo acima sera verdade se, e somente se, os dois lados tiverem o mesmo
valor numérico ou convergirem para a mesma fung¢ao. Devido a esta arbitrariedade na
situacao, podemos escolher o formato mais conveniente, desde que este seja imposto
a ambos os lados da equagéo. Entédo, optamos por definir que os dois lados séo iguais
a constante ¢(¢ + 1), e embora isso definitivamente ndo seja nada intuitivo, mais tarde
ficara perfeitamente claro o porqué dessa escolha, se nao a tivéssemos feito aqui,
precisariamos fazé-la depois. Impondo essa constante de separagéo, obtemos

1 1 Y 1 2y
_i( 2@)— g (Se 0 ) 9 =0/ +1).

r =- —|senf— | — —
Rdr\ dr Y sen6 00 00 ) Ysen20 d¢?
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Feito isso, ficamos agora com um par de equagdes, uma para a coordenada radial
e outra para as coordenadas angulares.
Para a coordenada radial, temos

11(#@) =0(0+1),

onde podemos multiplicar toda a equacao por R e em seguida reorganizar os termos
de modo a obter

d [ ,dR _
a(r E)_amm_o, (2.21)

gue é uma expressao que satisfaz a Forma Canénica de Sturm-Liouville. Essa "forma"
€ de extrema importancia na matematica e a utilizaremos mais tarde neste trabalho,
basicamente ela tem esse nome porque este € o "formato" da Equagédo de Sturm-
Liouville (ARFKEN; WEBER, 2003), que é uma equacao diferencial genérica cujas so-
lucGes sao uma familia de polinbmios ortogonais, tais quais os Polinémios de Legen-
dre que pretendemos encontrar. InUmeras equacgdes diferenciais satisfazem a Forma
Canbnica de Sturm-Liouville, e isso da origem a toda uma teoria matematica, chamada
de Teoria de Sturm-Liouville, que esta diretamente associada a solugdo de equacdes
diferenciais como as que aparecem neste trabalho. Nao aprofundaremos essa teoria
aqui, mas certamente o leitor deveria procurar saber mais sobre ela em algum mo-
mento de sua formagédo académica. Recomenda-se aqui a leitura do capitulo nove de
(ARFKEN; WEBER, 2003).

Podemos expandir a derivada no primeiro termo da Equagéo usando a regra
do produto para derivadas, de modo a obter

dR ,d’R

27‘54‘7’ F-[(f'i'l)R:O,

onde, reorganizando os termos, obtemos

2

r2ﬂ+2rﬁ—€(€+l)R =0, (2.22)
dr2 dr

gue € uma Equacao Diferencial Ordinaria de Segunda Ordem, Linear e Homogénea,
com Coeficientes Polinomiais. Ela satisfaz ainda a forma da Uma Equag&o Equidi-
mensional de Cauchy-Euler (ZILL; CULLEN, [2001).

De modo geral, nos cursos basicos de Equacdes Diferenciais, se aprendem técni-
cas para resolver diversos tipos de EDOs elementares, mas nem sempre se aprende
a resolver os casos onde os coeficientes da EDO s&o polinémios (vide o Anexo 1). E
€ aqui que consiste uma das perguntas centrais deste trabalho: como se resolve este
tipo de equacao? Bom, em breve descobriremos, mas por hora continuaremos com a
separacao de variaveis.
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Para as coordenadas angulares, temos

=—0(l+1),

9 fsenoZ |y —=_ 22
Ysen6o0\> " Ysen20 92

1 a( aY) 1 0%y
00

0 que ainda ndo é muito bom para o que se deseja, porque esta segue sendo uma
equacao diferencial acoplada. No entanto, podemos multiplicar a equacgao inteira por
(sen20)Y. E assim, deixar o termo referente a derivada parcial em relagéo ¢ depen-
dendo somente de uma variavel, exceto pela prépria funcéo Y, que ainda depende de
0 e ¢. Realizando a multiplicacao, obtém-se que

Y\ 0%Y
0 ) = —[6(¢+1)sen?0]Y,

0
senf— (seneﬁ + 6_<p2

00
onde, reagrupando todos os termos no mesmo lado da equagéo, obtém-se

0 oY 0%Y
sen@E(seneg) [£(¢+1)sen®0]Y + — 307 =0. (2.23)

Aqui podemos mais uma vez aplicar o Método da Separacao de Variaveis, ja que
na equacgao acima o ultimo termo, a derivada parcial referente a ¢, dependeria so-
mente do préprio ¢ se nao fosse pela funcdo Y que depende de ambos os angulos.
Neste contexto, redefinimos a fungdo Y de forma a ser constituida por duas partes
independentes, uma referente ao Angulo Polar 6 e outra referente ao Angulo Azimutal
¢. Logo, temos a condigéo

Y(0,9) =00)2(9), (2.24)
ou simplesmente
Y =00.

Agora, retornando a Equacao (2.23) com a condi¢ao (2.24) em maos, temos

20d
O

0 000D
senH—(senH—) [€(€+l)sen 6|0 + =0,

00 00

onde novamente os termos que nao dependem das variaveis que estao sendo deriva-
das saem da operacéo,

0 00 020
@seneﬁ(senH@) [0(¢+ 1)sen26]®<b + ®0<p =0.

Entao, dividimos toda a equagédo por ©®, de modo a desacoplar definitivamente as
duas variaveis,

Fsend 0 (

[0(¢+1)sen?0]0d @ 320
OF 00 )

sent——| + + — y
[l 8D g2



32

ou seja,

1 %@
+0(¢+1)sen?0+ = — =0.

senf — D 6(p2 =

00

senf 0 (
® 00

Por fim, simplesmente isolamos os termos referentes ao angulo polar em um lado da
igualdade e o termo referente ao angulo azimutal do outro lado,
1 6%®

00
sen@—) +0(¢+ 1)sen2€ =———,
00 ® dgp?

senf 0 (
® 040

Novamente, a equagado acima sé pode ser verdade se, e somente se, 0s dois
lados tiverem o mesmo valor numérico ou convergirem para a mesma funcéo. Dada a
situagdo podemos também escolher o caso arbitrariamente. Entao, se opta por definir
que os dois lados da equacgdo sejam iguais a constante m?, e embora mais uma vez
isso ndo seja muito intuitivo, logo ficara claro o porqué desta escolha. Impondo-se a
constante de separagao, obtemos
10°0

00
senH%) +0(¢+ 1)sen26 = _56_(/)2 =m

senf 0 (
® 00

Feito isso, ficamos mais uma vez com um par de equagdes, uma para a coordenada
polar e outra para a coordenada azimutal.
Para o angulo azimutal temos,

1020

@6(,02:m ’

onde, tendo em vista que a funcdo ® depende apenas da variavel ¢, o operador de
derivacao parcial converge para um operador de derivagao ordinario,

1d20

(Dd(pzzm’

entdo, multiplicando ambos os lados da equacéo por ® e reorganizando de modo a
manter todos os termos n&o nulo do lado esquerdo, obtemos

que é uma Equacao Diferencial Ordinaria Linear de Segunda Ordem com Coeficientes
Constantes. Convenhamos que é uma equacao de simples solucao, e € aqui que
fica evidente o porqué de termos escolhido m? como nossa constante de separagio,
essa escolha torna a equacgado para o angulo azimutal uma EDO com coeficientes
constantes.

Podemos resolver a EDO para coordenada azimutal através do Método do Polin6-
mio Caracteristico (ZILL; CULLEN, [2001), o que seré feito a seguir.
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Primeiro, extraimos o polinémio caracteristico,
xX“+m- =

em seguida resolvemos a equacao para o polinbmio caracteristico, isto €, encontramos
os valores de x que tornam a equacéo verdadeira. Para isso, basta isolarmos x2,
obtendo

portanto, lancando mao da unidade imaginaria e utilizando as propriedades algébricas
dos numeros complexos, onde tém-se v -1 =i, obtemos

x=zxim.

Logo, tendo em vista que as solucdes sdo complexas e distintas, de acordo com (ZILL;
CULLEN, 2001) a solucao geral sera do tipo,

O(¢p) = A exp (img) + Bexp (—ime), (2.25)

Para que o angulo azimutal definido na equacgéao figue bem definido, e para fazer
com que ao dar um giro de 2z o valor retorne a um multiplo inteiro do valor antes do
giro, precisamos que m assuma somente valores inteiros n&o negativos, o que leva
entdo a uma quantizacao do angulo azimutal, onde m ={0, 1,2, ---, +o0}.

Por fim, mas ndo menos importante, temos a equacao para o angulo polar,

senf 0 (
® 00

00
senﬂg) +0(¢ + 1)sen20 =m?2.

Antes de mais nada, note que, a funcao ® depende somente da variavel 0, e portanto,
as derivadas parciais convergem para derivadas ordinarias,

senf d (
® do

doe
seneﬁ) +0(¢ + 1)sen29 =m?2.

Em seguida, podemos isolar o termo contendo as derivadas,

senf d ( doe
® do

seneﬁ) =—[0(+ 1)sen29] +m?2,

e entdo, multiplicamos toda a equagéo por ©/sen?0,

W sent d
senZg & do

do®

60—
(sen a0

®
) = [+ Dsen®6] 4 m?),
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portanto, obtemos

senf dO

1 d (sen@d—g) = {~[e(¢ +1)sen?0] + m?}

dé sen20’

Agora, aplicando a propriedade distributiva na fragdo 1/sen?0 que esta do lado direito
da equacao, temos

1 d do m?
— O—|=|-¢(f+1)+ ——
senf df (sen dé ) [ (e+1)+ senZ0

o,

onde, deixando todos os termos nao nulos do lado esquerdo da equagéao, temos

2

senf df

1 d (sen@%) - [—€(€+1)+ ®=0,

sen20
por fim, apenas reorganizando os termos entre colchetes, obtemos

1 i( an—®)+
senf dO 5¢ do

2

(f+1)—

®=0, (2.26)

senZ26

que é também um equacgdo que satisfaz a forma canénica da Equacado de Sturm-
Liouville, tal qual a Equagéo (2.21).

Bom, podemos admitir que a equagao acima parece um tanto quanto complexa de
se resolver, mas podemos deixa-la um pouquinho mais simples fazendo uma Substi-
tuicao de Variavel,

{ x=cos@ = dx=-senfdf e x%=cos?0,

sen6 +cos?60=1 = sen?0=1-cos260 .. sen26=1-2x2,
dessa forma a Equagéo (2.26) pode ser reescrita com os diferenciais em termos de x,
segue que

1 d senf dO 2

senf do sen senf df
— ——

=—dx =—dx

+[€(€+1)— ®=0,

senZ6

e ainda, além do cancelamento mutuo entre os sinais negativos dos termos termos
diferenciais recém introduzidos, nota-se também outra possivel substituicao,

d o ( dO® 2
— 0|— (0 +1)— 0 =0,

/dx §'zlz—/(/dx M sen’0

1-x2 N——
1-x2
portando, obtém-se

d 5. dO 2
— A -x*)— |+ |0+ 1)- =0 2.27
dx[( SR I B i T Rt (2:27)
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qgue também satisfaz a forma canénica da Equacao de Sturm-Liouville, mas que apa-
renta ser um pouco mais simples que a sua versao anterior, a Equacao (2.26).
Agora, podemos expandir o termo da derivada, de modo que

do 5. d20 m?
—2xa+(1 x)—+ 0(0+1)- Ao 0 =0,
onde, reorganizando os termos, obtemos
¢) ¢) 2
(1- xz)——2xd—+ 00 +1)- 0=0, (2.28)
dx (1-x2)

cuja qual é conhecida na literatura por Equacédo Associada de Legendre, que embora
tenha um nome parecido com a equacao que nos propomos a resolver neste trabalho,
infelizmente néo é ela. A equacao que nos propomos a resolver € um caso particular
desta Equacao (2.28), que ocorre quando tém-se m = 0.

Efetivamente, neste trabalho estamos interessados na situagdo onde Potencial Ele-
trostatico possui completa Simetria Azimutal, isto é, nas situacbes onde o valor do
angulo ¢ nao influéncia no valor do potencial. Nessas situagdes, a Equacéo
passa a ter o valor de uma constante. Para conseguir isso, basta tomarmos m =0
na equacéao, de modo que as exponenciais convergem a unidade e a funcao se torna
d(t) = Aexp(0)+ Bexp(0) = A + B, ou seja, uma constante arbitraria.

Feitas estas consideracgdes, ao retornarmos nossa atengéo para a Equacao
€ possivel perceber que, quando m = 0, um dos termos associadas a derivada de
ordem zero da funcédo @, desaparece. Portanto, a Equacéao finalmente se torna

(1- xz)—g—zxj—gw(mn@ 0, (2.29)

qgue € a equacao central deste texto, a equacéao cuja qual nos propomos a resolver, a
famosa Equacao de Legendre.

Tal qual ocorre na Equagéo (2.22), trata-se de uma Equagéo Diferencial Ordinaria
Linear de Segunda Ordem com Coeficientes Polinomiais. Contudo, ao contrario da
Equacéo (2.22), a Equagao é uma equacéo é do tipo singular, além disso, esta
sua singularidade é regular. Descobriremos mais sobre isso em breve, no Capitulo 3.

2.4 A EQUACAO DE LEGENDRE E A MECANICA QUANTICA

Na Mecanica Quantica sabe-se que nao existem simplesmente ondas nem parti-
culas, o que existe na verdade é uma terceira entidade que se apresenta no nosso
universo com ambas as propriedades. Damos a este ente 0 nome de Onda-Particula.

Do ponto de vista das propriedades de particula, o que a Equacao de Schrondi-
ger descreve sao objetos suficientemente pequenos para serem considerados como
objetos perfeitamente pontuais. Por outro lado, devido a homogeneidade e isotropia
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do universo, do ponto de vista das propriedades de onda, a informacéao sobre a onda-
particula se espalha pelo espago-tempo de forma, em principio, esférica. A onda-
particula se manifesta simultaneamente em inumeros pontos de uma dada regiéo, e
qguando realizamos uma medicao, esta entidade colapsa na existéncia de forma pon-
tual, ocupando um ponto do espacgo-tempo, de onde entdo a informacéo sobre sua
presenca se propaga isotropicamente (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

Feitas as consideracdes acima, fica perfeitamente natural entdo tomar o Sistema
de Coordenadas Polares Esféricas (ARFKEN; WEBER, 2003) para descrever a parte
espacial da Funcao de Onda. Como foi visto anteriormente, na Secéo 2.2, a funcdo de
onda por ser encontrada através de uma Equacao de Helmholtz, que de acordo com
a Equagéo (2.17), pode ser expressa por,

Vi + k%y =0, (2.30)
onde
2
+k%(F) = h_’g [&-V@).

Devido a simetria do sistema de coordenadas adotado, o potencial V (¥) é um potencial
de forga central, ou seja, V(¥) = V(r), sendo r o modulo de 7. Portanto, 22 depende
apenas da coordenada radial também, sendo entdo expresso por

+£2(r) = zh—";[g ~V().

Agora, escrevendo o Laplaciano em Coordenadas Polares Esféricas obtemos,

10,0 1 0 0 1 02
ﬁa( 20_1f) * (sen@%) * r2sen26 %
Note que a Equacgéo é uma Equacéo Diferencial Parcial de Segunda Ordem,
Linear, Homogénea, e Acoplada. Ela depende das variaveis r, 6 € ¢.
Dado ao fato de que o Potencial possui dependéncia somente do raio torna-se in-
teressante separar a parte radial das partes angulares da equacéo. Assim, usaremos

novamente Método da Separacao de Varaveis (ARFKEN; WEBER;, 2003), definindo

+k2(r)y = 0. (2.31)

r2senf 60

w=R(rY(0,y), (2.32)
ou simplesmente,
v=RY.

Retornando a Equacao (2.31), com a condicao representada na Equacao (2.32)
em maos, obtém-se

1040 ) 1 o ( 0 ) 1 02 o
——|r2=RY|+ — |sen6—RY |+ ——————RY +k%(r)RY =0.
2 or (r or r2senf 00\ " 00 r2sen20 dq? )
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Note que os termos que nao dependem das variaveis que estao sendo derivadas saem
livremente da operacao,

+k%(r)RY =0.
r2senf 06 (r)

Y o ( zaR) R o0 ( OY) R %Y
00

- - 0— |+ ——m ——
r2or\ or sen r2sen20 d¢?

Agora, dividindo toda a equacgao por RY, obtemos

Y 9 ( 20R) ) 4 0 ( aY) R %Y
————|r"= senf— | +
RYr2or\ or RY r2sen26 0¢?

+k%(r) =0,
o0 )
portanto, conclui-se que

RY r2senf 00

+k2(r)=0.

+ -
Y r2senf 06

10(2013) 1 a( aY) 1 3%y

il 02|+
Rr2or\” or S50 | T Y r2sen26 0g?

Note que, contando da esquerda para a direita, o primeiro e 0 quarto termos de-
pendem somente da variavel radial, enquanto o segundo e o terceiro dependeriam
somente das variaveis angulares se néo fosse pelo termo 1/r%. No entanto, podemos
resolver isso multiplicando toda a equagéo por 2, assim

+ kZ(r)rz =0.

16(26R)+ 1 a( 6Y)+ 1 0%Y
Y senf 06

- — |+ —— ~ °
Ror\" or SNY30 ) Ysen20 0¢?

Feito isso, os primeiro e quarto termos dependem somente da variavel radial, e os
segundo e terceiro termos dependem somente das variaveis angulares 6 e .
Chamaremos, a partir de agora, o termo %2(r) simplesmente de %2, pois sua de-
pendéncia da coordenada radial ja deve estar evidente para o leitor.
Ainda, tendo em vista que o primeiro termo depende de apenas uma variavel, as
derivadas parciais da coordenada radial convergem para derivadas ordinarias sobre a
mesma variavel,

1d(,dR 1 0 oY 1 %Y 5,
R P s 2 [seng ™ CRAWEI Y 2.33
Rar (r dr ) " Ysen6 06 (Sen 36 ) T Ysen6ag2 " (2.33)

Agora, podemos reorganizar os termos de modo a isolar a parte da equacao de-
pendente de r do lado esquerdo da igualdade e a parte da equacgao dependente de 6
e ¢ do lado direito,

2
li(rQQ)ik2r2:_ 1 a( 0Y) 1 0%y

9 lseno |- 22
Rar\ ar Ysen0 00 """ 90 )~ Ysen20 0¢?

Evidentemente, a equacédo acima s6 pode ser verdade se, e somente se, 0s dois
lados tiverem 0 mesmo valor numérico ou convergirem para a mesma funcéo, dada
a situacdo podemos escolher o caso arbitrariamente, definiremos entdo que os dois
lados sdo iguais a constante ¢(¢ +1). Embora isso definitivamente ndo seja nada in-
tuitivo, aprendemos na secao anterior que isso nos levara a principal equacao deste
texto, a Equacao de Legendre, e ainda nos ajudara na Sec¢ao 3.3, quando estivermos
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resolvendo a equacao para a parte radial do Potencial Eletrostatico. Portanto, impondo
a constante de separacao, obtém-se

1d{,dR) 5, 1 a( aY) 1 0%Y
il e 9 sen0 |- ——= T % _pe+1).
Rdr(r dr) T Veen090 " 30 ) " Yeen20 92 ~ (Y

Feito isso, temos agora um par de equagdes, uma para a parte radial e outra para

a parte angular, tal qual fizemos no caso do Potencial Eletrostatico, exceto que agora

temos uma pequena diferenga na equacao da parte radial (ela tem um termo a mais).
Para a coordenada radial temos,

1d[,dR

Rarl @

onde, reorganizando os termos todos de um mesmo lado, obtemos

)ikz 200 +1),

Rdr dr

ou ainda, multiplicando toda a equacao por R, obtemos

1
d (rzﬁ)ikz 2_p0+1)=0,

d 2d‘R 2.2 _
dr(r dr)+[ikr 2+ DR =0.

Podemos ainda expandir o termo que contém derivadas, obtendo assim

r —+2r—r+{2’7—’721[6’—V(r)]r2—£(€+1)}R =0. (2.34)

A Equacao ¢ uma Equacao Diferencial Ordinaria de Segunda Ordem, Ho-
mogénea, e com Coeficientes Polinomiais. Isso € tudo que se pode dizer sobre ela
até que seja definido qual a forma do Potencial V(r). Aprofundar-se sobre a forma do
potencial foge ao escopo deste texto mas é possivel encontrar uma discussao introdu-
toria sobre isso em (GRIFFITHS; SCHROETER, [2018), onde apds feitas as devidas
consideragdes chega-se a Equacgéao de Laguerre, que também é uma Equacéao Dife-
rencial Ordinéria de Segunda Ordem, Homogénea, e com Coeficientes Polinomiais
Singulares. Além disso, a Equacao de Laguerre também satisfaz a Forma Canénica
da Equacao de Sturm-Liouville, dando assim origem aos Polindémios de Laguerre.

E por fim, para as coordenadas angulares temos,

= (¢ +1), (2.35)

1 a( aY) 1 0%y
00

. 8_ B —

Ysen0ao\ " Ysen26 d¢2

que é idéntica ao que encontramos para as coordenadas angulares no caso do Poten-

cial Eletrostatico, logo ap6s a Equacao (2.22). Portanto, feitas as mesma considera-
¢cbes que antes, ela também nos levard a Equagéo de Legendre.
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3 SOLUCOES EM SERIES DE POTENCIAS E O METODO DE FROBENIUS

3.1 ALGUNS PRE-ELEMENTOS

Antes de prosseguirmos em buscas da nossa solugao, precisamos nos certificar
de ter bem estabelecidos alguns conceitos fundamentais.

Primeiro, € necessario dizer que o método que estudaremos agora funciona muito
bem especificamente para Equacgdes Diferenciais Ordinarias de N-ésima Ordem Li-
neares com Coeficientes Polinomiais, como por exemplo a Equacédo de Cauchy-Euler
(ZILL; CULLEN, 2001),

n n-1

n n—-1
X = fx)+an-1x g

ou de forma mais compacta

d
f(x)+-~-+a1xaf(x)+a0f(x):g(x),

n a*
Y apxt—f(x) = g(x), (3.1)
k=0 dacP
onde cada um dos termos a; é uma constante, cada termo x* é uma poténcia da
variavel x e g(x) € uma fung¢ao qualquer. No entanto, o curioso desta equacao é que a
ordem % é sempre a mesma para a poténcia a;x* e para o operador de derivada %, o}
que leva a Equacéao a ser também chamada de Equacao Equidimensional. Note
gue o coeficiente que acompanha cada uma das derivadas € um termo polinomial, e
dai vem a classificacdo Equacéo Diferencial com Coeficientes Polinomiais.

Nesse contexto, por exemplo, a Equacéo para a parte Radial do Potencial
Eletrostatico € uma equacgéo de ordem k£ = 2, possui f(x) = R(r), possui g(x) =0 e 0s
coeficientes polinomiais sao

Py(x) =12, ag =1,
Pi(x)=2r, onde a1 =2,
Pox)=—¢(¢ +1), ag=—-0(+1).

Um caso mais geral que este da Equacao (3.1) seria uma situacao onde os coefi-
cientes podem ser polinbmios com varios termos de ordens diferentes e ndo apenas
uma poténcia de valor isolado, ou seja,

n n-1

d
Pn(x)dx—nf(x)‘i‘Pn—l(x)dxn_l

d
fle)+---+ P1(x)af(x) + Po(x)f (x) = g(x),

ou de forma mais compacta

n dk
A;)Pk(x)@f(x) = g(x), (32)
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onde cada um dos P}, é por si s6 um polinbmio de grau £,

k-1

Pk(x):bkxk+bk_1x +---+bix+by.

Uma condigdo importante é que o grau do polinbmio P, deve ser menor, ou N0 ma-
ximo igual, ao grau do Operador de Derivacao que ele acompanha. Se, por exemplo,
tivermos o termo b;, = 0 o0 polinbmio P, sera ordem k& —1 (e tudo bem), mas para que
a Expansédo em Série de Poténcias que veremos em breve funcione, ndo poderiamos
ter um polindmio da ordem k& + 1, pois a ordem maxima da Equacao Diferencial é
simplesmente k.

Para tornar o exemplo mais palpavel, em uma Equacgéo Diferencial de Segunda
Ordem, poderiamos tranquilamente ter algo do tipo

d? d
(3x+2)@f(x)+l£af(x)+$f(x) =0,
Py(x) Pi(x) Py(x)

onde o grau da Equagéo Diferencial € k£ = 2, mas o Py que acompanha acompanha dd—;
tem grau menor que 2, o grau de P; que acompanha d% € k=1e o grau de Py que
acompanha o termo sem derivada € k& = 0.

Por outro lado nao seria permitido algo deste tipo

d? d
g3x5+6§+x2+1g@f(x)+&af(x)+¢f(x)=o,
Py(x) Pq(x) Poy(x)

onde o polinbmio Ps que acompanha c% € de grau 5, e embora esteja tudo em ordem
com os polindmios P; e P, o fato de a ordem do polinémio Py ser maior que o permitido
nos leva a singularidades irregulares, o que, como veremos em breve, pode fazer
nossos planos de resolver a equagéao “irem a ruina".

De modo geral, ao longo deste texto, estaremos concentrando nossa atengéo em
Equacgdes Diferenciais de Segunda Ordem, entdo devemos procurar solucdes para
equacoes do tipo

9 d? d
(aox“+aix+ ao)@f(x) +(b1x+ bo)af(x) +cof (x) = G(x), (3.3)
onde os Coeficientes Polinomiais sao respectivamente
Po(x) = asx® +a1x +ay,
P1(x) = b1x+ by,
Py(x) =cyp.

Nesse contexto, por exemplo, a Equagdo de Legendre (Equacéo (2.28)) é uma
equacao de ordem k& =2, possui f(x) = O(x), possui g(x) =0 e os coeficientes polinomi-
ais sao

Py(x)=—x2+1, ag=-1,a1=0,a0=0(/+1),
P1(x) = —2x2, Onde b1=-2,b1=0,
Po(x)=0(¢ +1). co=¢(f+1).
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Entdo, agora que ja sabemos o que sdao Equacdes Diferenciais Ordinarias com
Coeficientes Polinomiais, precisamos aprender a diferenciar se elas sdo Analiticas ou
Singulares.

De modo geral, a Teoria de Fungdes Analiticas sé vem a “encontrar toda sua
gléria"no Corpo dos Numeros Complexos, onde se vem a construir a Andlise Com-
plexa (ARFKEN; WEBER, |2003), e onde o conceito de Func¢ao Analitica fica extre-
mamente bem definido em termos das condi¢des estabelecidas nas Equacbées Cau-
chy—Riemann (ARFKEN; WEBER, 2003).

No entanto, neste trabalho nos ateremos ao conceito de Analiticidade trazido de
forma mais rudimentar ao Corpo dos Numeros Reais por (ZILL; CULLEN, [2001), e
também nos restringiremos ao caso particular das Equacgdes Diferenciais Ordinarias
de Segunda Ordem com Coeficientes Polinomiais.

Uma Funcao qualquer € Analitica em uma dada regido se, e somente se, ela e suas
derivadas forem continuas nessa regiao. De modo geral as fungdes que estamos inte-
ressados, os polinbmios, sdo analiticos em todo seu dominio, exceto nos pontos onde
hé& eventualmente alguma divisdo por zero; Nessas regides como se sabe, existem
descontinuidades nas fungdes, pois a divisdo por zero ndo é bem definida na mate-
matica.

Seja uma situacao tal qual a que ocorre na Equagéo (3.2). Se dividirmos toda a
equacao por P, (x) temos

d” Ppy(x) d*1 Pi(x) d Po(x) _ G

(3.4)

onde podemos definir as fungdes,

_ Pp(x) _ G
PEO=p @ ¢ fY%p
de modo que,
(x)= Py(x) (x) = Pyx) (x)= Pp_1(x) (x)= Pp(x)
pl _Pn(x)’ p2 - Pn(x), ’ pk—l - Pn(x) ’ pk _Pn(x)s

o que significa que temos & — 1 termos p;, diferentes para uma Equacéao Diferencial de
ordem k.

Observemos melhor os termos p, note que se trata de uma Fungéo Racional, ou
seja, é uma razao entre dois polindmios. O numerador P, dessa razdo naturalmente
sera sempre analitico, pois se trata de um polinbmio e estd bem definido em todos os
seus pontos. Ja o divisor P,, que também é um polindbmio, apesar de também estar
bem definido em todos o0s seus pontos, por se encontrar no denominador da razao
fara com que a fungao racional p;, tenha um “falha" ou descontinuidade em cada um
dos zeros da fungéo P,. Essas descontinuidades sdo chamadas de "singularidades".
Uma equacgao € dita "analitica" se esta néo tiver singularidades. Uma equacao é dita
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"singular" quando tiver em sua imagem alguma singularidade, ou seja, alguma quebra
de continuidade. Se houver apenas uma singularidade na imagem, a singularidade é
de grau um. Se houverem duas, trés ou m singularidades, dize-se que a singularidade
€ de grau dois, trés ou m, respectivamente.

De acordo com (ZILL; CULLEN, 2001), podemos checar se uma singularidade é
regular ou irregular tomando a seguinte operacao

Pp(x)
P,(x)’

)n—k

(x—x0 pr(x) = (x—x0)" " (3.5)

onde xo € 0 ponto que esta sendo avaliado enquanto analitico ou singular. Se apds
a operacao restar no denominador um polinbmio de singularidade de grau menor ou
igual n — &, entdo a singularidade é dita "regular", caso contrario é dita "irregular".

Pode exemplo, nos casos em que o grau da equacao € 2, realizam-se as duas
operagdes a seguir,

Pi) P
Py © T pGy

(x — x0)’

entdo se o resultado da expressao que esta a esquerda for uma equacédo com singula-
ridade de grau, no maximo, igual a um, e se o resultado da expressao que esta a direita
for uma singularidade de grau, no maximo, igual a dois, entdo xo € uma singularidade
regular. Caso contrario, a singularidade sera irregular.

3.2 SOLUCOES EM SERIES DE POTENCIAS

De acordo com (ZILL; CULLEN, 2001), uma série de poténcias representa uma
funcdo, cujo dominio de continuidade é igual ao raio de convergéncia da série, ou
seja, uma determinada funcédo pode ser expandida em um série de poténcias se ela
for analitica (ndo tiver descontinuidades) na regiao de interesse. Ainda de acordo com
esses autores, equagbes como a podem ser resolvidas através de uma série
de poténcias. A ideia é partir do principio de que a solugcdo existe, e de que esta
sera analitica pelo menos em algum intervalo de seu dominio, portanto, dentre desse
intervalo ela podera ser expandida em uma série de poténcia que seja equivalente a
solucéo.

Existe um teorema de deixa esse método mais formal, o teorema néo sera de-
monstrado aqui, apenas utilizado. Chama-se Teorema de Frobenius e de acordo com
(ZILL; CULLEN, |2001) enuncia que

Teorema 3.2.1 (Teorema de Frobenius). Se x = x for um ponto singular da Equagédo
(3.2), entao existe pelo menos uma solugdo em série na forma

fl@)=(x—x0) Y arlx—x0)* =Y an(x—x0)**,
k=0 k=0
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em que o numero r € uma constante a ser determinada. A série convergira pelo menos
em algum intervalo 0 < (x —xo) <R.

O expoente r serve para ajudar a decidir o formato das solu¢gées nos casos em
qgue pelo menos uma das singularidades é irregular. Isso ndo ocorrera nas equacoes
que resolveremos neste trabalho e portanto podemos sempre tomar r = 0 sem perda
de generalidade. O que nos leva a outro teorema apresentado por (ZILL; CULLEN,
2001), dessa vez tratando-se de pontos ordinarios.

Teorema 3.2.2 (Existéncia de Solucoes em Séries de Poténcias). Se x = xq for
um ponto ordindrio da equagao diferencial (3.2), podemos sempre encontrar duas
solugées linearmente independentes na forma de uma série de poténcias centrada
em xy, isto é,

@)=Y anlx—xo).
k=0

Essa série convergira para uma solugdo em |x —xo| <R, em que R ¢é a distancia do
ponto xo ao ponto singular mais proximo (real ou complexo).

Perceba que o Teorema é diferente do Teorema no sentido em que
o Teorema vale apenas para pontos ordinarios, enquanto o Teorema vale
também para pontos singulares. Com estes teoremas em maos, ja se pode prosseguir
em busca da solucédo da Equacéao de Legendre.

3.3 SOLUCOES EM SERIES DE POTENCIAS E A EQUACAO RADIAL DO POTEN-
CIAL ELETROSTATICO

Com o Teorema em maos, podemos resolver a Equacao (2.22), expressa por

2

d d
2 _
r? R +2r—R-(({+DR =0, (3.6)

pois colocando-a na forma candnica temos que

d? 2r d 00 +1)
—R+Z—_R-—"""R=0y,
dr2 * rZ dr r2

ou ainda, simplificando o fragdo no coeficiente da derivada de ordem um, temos que

d? 2d__ 0(+1)
FT R

R=0. (3.7)

Na Equacéo (3.7) é possivel identificar que

d2 2 d (0 +1
+ “Dr-o.




44

Realizando a operacao (3.5) em p;(r) para verificar se o ponto r =0 é ordinario,
temos que

onde se nota que r =0 € ordinario para p1(x), pois resulta em uma constante.
Realizando a operacao (3.5) em po(r) para verificar se o ponto r =0 é ordinario,
temos que

(f+1)
2

(r— 0)2—"% =r? x [— =—0(+1),

r

onde se nota que r =0 € ordindrio para po(x), pois resulta também em uma constante.
Portanto, conclui-se que r =0 é um ponto ordinario da Equacao (3.6), o que signi-
fica que podemos fazer uso do Teorema e encontrar uma solugao na forma

RinN=) ar(r—0F - R(r)= > apr®. (3.8)
k=0 k=0

Substituindo a solucéao (3.8) na Equacao (3.6), temos que

d2 | & d | 00
r2dr2_ > apr” +2ro Yaprt| -0+ Y apr®| =0. (3.9)
k:0 k:o k:O

Resolveremos a equacao acima um passo de cada vez, e um termo de cada vez.
Nessa situagdo convém definir as seguintes nomenclaturas para que possamos nos
referir de forma mais direta aos termos da equacgao, segue que

d2 () 00 [ee)

rz—2 Zakrk +2r — Zakrk —(f+1) Zakrk =0,
dr /%o dr|izo k=0

Derivada de 22 Ordem Derivada de 12 Ordem Derivada de Ordem 0

Para a derivada de ordem zero, nada precisamos fazer.
Para a derivada de primeira ordem, temos

)

[e.°]
Z akrk
k=0

d
dr

onde se pode usar a linearidade do operador de derivada para obter

d | & k - k
el PO L e IR el
T | k=0 k=0 LOT

e, dado que os termos a, S&0 apenas constantes escalares, temos

dk
Er

o0
Y aprt
k=0

[e.°]
k=0

d
dr
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onde, pela regra de derivacao para polinémios (STEWART, |2013b), obtemos

- k
= Z apkr _1,
k=0

d [& k
5 k;)akr

utilizando a comutatividade de escalares entre a;, € k, encontramos por fim,

4§
dr

3 et

i kaprkL. (3.10)

Note que, na Equacéo (3.10), o primeiro termo do somatorio, isto é, quando £ =0,
obtemos simplesmente um valor igual a zero,

Oag r0= 0,

neste caso, podemos desprezar o termo k& =0 e comecar a série em k& =1 sem perda
de generalidade,

4§
dr

Z akr

ikakr : (38.11)

Talvez o leitor se questione o porqué de termos feito isso, mas perceba que, visto
que estamos trabalhando com infinitos termos (pois o limite superior do somatério
€ o proéprio infinito), quanto mais pudermos simplificar a conta, melhor, de modo a
realizar menos trabalho. Em breve precisaremos alinhar os somatérios de modo a
deixa-los todos no mesmo grau inicial, e nesta hora quanto menos termos despreziveis
tivermos, menos calculos teremos que fazer. Entdo essa escolha foi feita de modo que
simplificaremos os calculos.

Agora, para a derivada de segunda ordem, temos

(o]

Zakr

d2
d2

aqui podemos simplesmente recordar a definicdo de derivadas de segunda ordem, e

obter
_djd
“dr|dr = ’

Y apr”
note que o termo entre chaves do lado direito € exatamente a derivada de primeira
ordem, cuja qual j& conhecemos o resultado, que por sua vez € o lado direito da
Equacéo (3.10). Logo, substituindo o lado direito da Equacao (3.10) no lado direito da

equacao acima, obtemos
d o0
= —{ Z kakrk_l}.
dr (2o

o0
Y aprt

2
dr= ;2o

o0
Z akrk

2
dr? | i
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Podemos utilizar novamente a linearidade do operador de derivada, dessa vez no
lado direito da equagéo acima. Assim, obtemos

o0

rl_w ) d k—1}
};)akr = Z {drkakr ,

d2
dr? P

tendo em vista que os termos % € a; sao constantes, e que constantes comutam com
o operador de derivada, temos

L - E-1
il - ban— ,
dr? kgbakr kgb{ akdrr }

onde pela regra para derivacao de polinémios (STEWART), |2013b), temos

-3 {kare - Dr*2},

o0
Z akrk
k=0

d2
a2

bl
1l
S

por fim, utilizando a comutatividade entre escalares, obtemos

(o]

Z akrk

k=0

d2
2

18

{k(k - Dapr*=2}. (3.12)

k

0
Note que, desta vez, temos valores iguais a zero para os dois primeiros termos da
série no lado direito da Equacéo (3.12), isto é,emk=0eem k=1,
0 _ 1
Oapr =0 e 1(d-1aqr,
=0

de modo que os dois primeiros termos da série sdo despreziveis e podemos, sem
perda de generalidade, iniciar o somatorio em % =2 para simplificar os calculos,

o0

Z akrk
k=0

Agora, substituindo os resultados (3.11) e (3.13) na Equacéo (3.9), temos que

= ik(k—l)akrk_z. (3.13)

d2
dr? i

k(k - Da,rt2
k=2

o0
kakrk_l
k=1

o0

r? +2r akrk =0,

k=0

-0(0+1)

onde se pode utilizar a propriedade distributiva e levar os termos externos aos soma-
torios para dentro deles, segue que
o0

r2 k(k— l)akrk_2
k=2

[e,0]
2rkakrk_1
k=1

+ =0,

- [ i (0 + 1)akrk
k=0

aqui se pode utilizar a comutatividade entre escalares para levar as poténcias de r que
estavam do lado de fora do somat6rio para junto das poténcias de r que estavam den-
tro do somatério. Tal operacdo nos conduzird a uma multiplicacdo de monémios com
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mesma base, onde se multiplicam suas partes literais e se adicionam seus expoentes.
Neste contexto temos que

S k(k-Dapr* 22| + | Y 2kakrk—1+1] - [ Y 0 +apr*| =0,
k=2 k=1 k=0
0 que resulta em
o0 (0,0] o0
E(k—Dapr® |+ | Y 2kapr®| = | Y €0 +1)arr*| =0. (3.14)
k=2 k=1 k=0

A Equacao (3.14) possui trés somatorios, para facilitar a analise de cada um iremos
nos referir a eles como se segue

(0,0] (0,0] o0
k(k—Dapr® |+ | Y 2kapr®| | Y €0+ Dapr®| =0.
k=2 k=1 k=0 |
1¢ So?nratério 20 Soirr:atc')rio 32 Somatoério

Para que possamos encontrar alguma relacao entre os termos destes trés soma-
torios, € mais conveniente se pudermos relaciona-los de maneira que a andlise in-
dependa dos somatdrios. Para isso, tem-se a intencdo de colocar os somatérios em
evidéncia, mas infelizmente nao se pode coloca-los em evidéncia se eles tiverem valor
inicial distinto. Com a inteng¢édo de contornar esse problema pode se expandir o soma-
torio, abrindo seus termos de maneira conveniente. Logo, para chegar ao objetivos,
faremos o que se segue.

Para o primeiro somatério, quando se tem o menor valor de seus indice, isto é,
k =2, 0 grau da poténcia € 2. Para o segundo somatério, quando se tem o menor
valor de seu indice, isto é, £ =1, o grau da poténcia é 1. E para o terceiro somatério,
qguando se tem o menor valor de seu indice, isto €, £ =0, o grau da poténcia € 0.
Infelizmente ndo é possivel diminuir o valor inicial do primeiro somatério, pois & =2 ja
€ seu minimo. Mas podemos expandir 0 segundo e o terceiro somatorio para que seus
valores iniciais também sejam dois, faremos isso a seguir.

Para o segundo somatério, temos

oo oo
Z 2kakrk =2x1xairi+ Z Zkakrk,
k=1 k=2
onde apenas se expandiu o somatério de modo a retirar o termo associado a k& =
1. Dessa forma, o indice do somatério restante tem inicio em & = 2. Resolvendo a
multiplicagdo se obtém que
oo oo
2kayr® = 2a1rt + Y 2ka,r”. (3.15)
k=1 k=2
Para o segundo somatério, temos

Y 0+ Dapr® = 00+ Daor® + 000 + Dagrt + Y. (0 + Dayr*, (3.16)
k=0 h=2
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onde, novamente, apenas se expandiu 0 somatério de modo a retirar os termos as-
sociados a £ =0 e k£ =1. Dessa forma, o indice do somatério restante tem inicio em
k=2

Substituindo as equagdes e na Equagéo (3.14), obtém-se que

00+ Daor® + 00+ Darrt + Y. 00+ Dagr* | =0,
k=2

o0
2a1rl + Z 2kakrk
k=2

Y k(k—1ayr*
k=2

+

onde eliminando os colchetes, temos que
o0 o0 o0
N k(k—Dapr® +2a1rt + Y 2kapr® — 00+ Dagr® - 00 + Dagrt = Y 00+ Dapr® =0,
k=2 k=2 k=2
Agora, pode-se reorganizar os termos de modo a reunir os monémios soltos, deixando-
0s uma ao lado do outro,
o0 o0 oo
—0(0+Dagr®+2a1rt =00+ Darrt + Y. k(k—Dagr® + Y 2kapr® - Y (¢ + Dagr* =0,
k=2 k=2 k=2
onde agora se pode colocar em evidéncia ndo apenas o simbolo de somatério, mas
também os coeficientes da expanséao e as poténcias de r. Portanto,

—0(0+Daor® +[2—- (0 + Dlarrt + Y [k(k— 1)+ 2k — £(0 + D]apr® = 0. (3.17)
k=2

Agora, para que possamos obter algum resultado a partir da Equagéo (3.17), nos
reacordemos um pouco do que a Algebra Linear nos disse sobre a igualdade de po-
linbmios. Polinbmios sdo iguais se, e somente se, ele forem iguais termo a termo.
Segue um exemplo.

Seja a igualdade de polinémios abaixo,

aox’+arxl++anx® =boy + b1yl 4 b,y

Esta igualdade € verdade somente se os termos forem iguais entre si, ou seja, se,
e somente se,

0_ 0
apx’ =boy",

1 1
aix =byy",

n _
anx" =byy,.

Logo, retornando nossos olhos para a Equacéao (3.17), se nota que esta nos retorna
trés igualdades, sendo estas abaixo,

00+ Daor’ =0, (3.18)
[2—¢(¢+1)]airt =0, (3.19)
i [k(E—1)+2k — £(£ + D]ar® =0. (3.20)

k=2
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As equacées (3.18) e (3.19) aqui ndo trazem um resultado significativo, pois a
Equacgéo € regular, ou seja, ndo possui singularidades. Quando se tem o caso
de uma equacao singular, os mondmios das equagoes e servem para se
encontrar relagdes de recorréncia entre os termos, para que se possa determinar os
demais coeficientes da série. Quando se tem o caso de uma equagéo singular irregu-
lar, os mon6mios das equagdes e sdo somados de maneira a se obter
um polinémio, e este polindbmio da origem a algo chamado de Equacao Indicial, que
ajuda a determinar o valor do expoente r que aparece no Teorema [3.2.7], o Teorema
de Frobenius.

Deixando entdo as equagdes e de lado, voltemos nossa atengéo para
a Equagéo (3.20). Nessa equagéo é importante partirmos do principio que a;, e r*
sdo ndo nulos, pois caso contrario isso faria toda a série simplesmente convergir a
zero. O que nao é interessante do ponto de vista de encontrar uma solucédo que
descreva o mundo fisico. Para descrever o mundo fisico com o maximo de precisao
possivel, e interessante que o resultado seja valido para todo o dominio dos reis, afinal
de contas, a natureza ndo assume somente os valores que desejamos, mas sim 0s
valores consequentes dos fendmenos naturais. Logo, se ay # 0,Vk, e se r¥ #0,Vk,
temos que

k(k—1)+2k—£0(¢ +1)=0. (3.21)

Tendo em vista que Equacao € uma equacao diferencial ordinaria com coefici-
entes polinomiais regulares, de acordo com (ZILL; CULLEN, 2001) as raizes da
irdo ditar o formato da solugéo. A situacao se divide em trés casos, nenhum deles sera
detalhadamente explicado ou demonstrado, mas os trés serdo apresentados abaixo.

Caso 1. Raizes Reais e Distintas.
Quando as raizes A1 e Ay S&0 reais e distintas, entdo tem-se duas solugbes possi-
veis,
Ri(n=r" e Ry(r)=r",
de modo que a combinacgio linear de ambas forma o conjunto fundamental de solu-
coes
R(r)=ArM + Br'2,

Caso 2. Raizes Reais e Iguais.
Quando as raizes A1 e Ay S&0 reais e iguais, isto é, quando A1 = Ag = A, entdo
tem-se apenas uma solugao possivel,

Ri(r)=r",

mas é possivel construir outra solugdo a partir destas, de maneira que ambas sao
linearmente independentes, e de modo que a combinacdo linear de ambas forma o
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conjunto fundamental de solugbes
R(r)=Ar* + Br*In(r).

Caso 3. Raizes Complexas Conjugadas.
Quando as raizes A1 e Ay sd0 complexas e sdo também complexo conjugado uma
da outra, isto é, quando A1 = a+if € Ay = a—if, entdo tem-se duas solugdes possiveis

Ri(r)=r*"f e Ro(r)=r*b,

de modo que a combinacgio linear de ambas forma o conjunto fundamental de solu-
coes
R(r)=r%[Acos(BIn(r)) + Bsen (S1In(r))].

Agora, basta resolver a Equacao (3.21) e ver em que caso ela se encaixa. Usando
a propriedade distributiva em %, temos que

k(k—1)+2k—0(0 +1)=k®> -k + 2k — 0(£ + 1),
onde simplificando o lado direito, temos
RZ+k-0(0+1)=0, (3.22)

gue € nada mais que uma equacao polinomial de segundo grau em k. Portanto, apli-
cando o método da equagéao resolutiva, geralmente atribuido a Bhaskara, podemos
encontrar as raizes que satisfazem a equacao. Entéo, para as raizes, temos que

k

V(=12 -4 x 1x [0 +1)]
B 2x1 ’

logo, simplificando os termos, tem-se que

b= -1+v1+46(£+1)
= 5 .

O termo dentro da raiz, pode ser fatorado, tal qual se segue
1+400+1)=1+402+40 - 1+40(0+1)=40%+40+1,

onde esta ultima expressao pode ser expressa como um binémio newtoniano de grau
dois,

402 +40+1=a%+2ab+b* . (20+1)2=(a+b)>.

Conveniente esse resultado, ndo é? Assim que retornarmos este termo para a raiz
quadrada de onde o retiramos, ele se cancelara automaticamente com o operador de
radiciagdo, deixando assim as raizes da Equacao (3.22) livres de termos contendo
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raizes quadradas. Aqui vale lembrar que ¢(¢ + 1) é simplesmente uma constante arbi-
traria que adotamos durante a separagcao de variaveis entre a parte radial e angular
das equacgdes de Laplace e Helmholtz, e poderiamos ter escolhido qualquer outra
constante ali. Poderia ter sido, por exemplo, um simples «, mas a esta altura teriamos
1+4a como discriminante, e seria necessario encontrar v1+4a através de alguma
outra substituicdo que nos permitisse eliminar a raiz quadrada. Ou entdo, manter este
termo inconveniente nas raizes da equagédo. Quando esta escolha de tomar a cons-
tante como ¢(¢ + 1) foi feita, pouco antes do resultado apresentado na Equagéo (2.21),
o leitor foi informado de que posteriormente, ao longo do texto, ficaria claro o porqué
daquela escolha. Bom, este é o porqué, somente para simplificar os termos e cancelar
a operacdo de raiz quadrada. E isso.

Contudo, por que especificamente ¢(¢ + 1) e ndo outra constante que também nos
permitisse eliminar a raiz? Bom, mais a frente, quando estivermos resolvendo a Equa-
cao de Legendre, sera perceptivel que a escolha da constante teria que ser exata-
mente algo no formato de ¢(¢+1), caso contrario a solu¢cdo da equagédo nao seria
convergente, e para ela fosse convergente teriamos que fazer outra substituicdo de
modo que ela tivesse exatamente este formato.

E impressionante o quanto essa escolha simples e despretensiosa possui con-
sequéncias importantissimas na fisica e na matematica. Na Mecanica Quantica essa
condicao necessaria para a convergéncia da solucao da Equacao de Legendre ira
implicar na quantizacdo do momentum angular orbital do elétron quando se resolve
a Equacéao de Schréndinger em trés dimensdes para o atomo de hidrogénio. Esse
mesmo valor de ¢ ira implicar a existéncia de infinitas solucdes distintas para infinitas
equacoes de Legendre distintas, sendo uma para cada valor possivel de ¢. Enfim,
essa escolha aparentemente simples e despretensiosa, além de simplificar a resolu-
cao desta equacéo radial, tera implicacées impontantes em outros campos da fisica
e da matematica. Nao significa que a quantizacado do momentum angular orbital, por
exemplo, s exista por causa dessa escolha. Nao € isso. Mas essa escolha de co-
eficientes certamente teve grande valor historico, chamando a nossa atencéo para
questdes que, talvez com outra escolha, tivessem passado despercebidas por mais
tempo.

Agora, retomando a resolucéo da Equagéo (3.22), temos

k_—li\/1+4€(€+1)_—li\/(2€+1)2 o lE@+D
- 2 - 2 T2

onde obtém-se duas raizes distintas, que chamaremos de k. e & _.
Para % ., temos que

B —1+(2€+1)_ —1+2€+1_2€_

ky= ¢ . ky=¢.
" 2 2 2 T
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Para k_, temos que

C-1-(20+1) -1-20-1 -20-2

k_
2 2 2

=—0-1=—(+1) /. ko=—(l+1).

Onde vale recordar que ¢ € um parametro real. Portanto, as raizes &k, e k_ sé@o
reais e distintas, o que nos indica que a solucédo serd aquela na forma apresentada
dentro do Caso 1] Logo,

R(r)=Ar* +Brt-,
ou seja,
R(r)=Ar' +Br~*D,
ou ainda,
) 1
R(r):Ar +B’.[T (323)

A Equacéao € a solucao formal para a parte radial do Potencial Eletroestatico,
isto é, a Equagéo (2.22). Ela ndo satisfaz a parte radial da Fungdo de Onda, pois esta
s6 é satisfeita pelos Polinbmios de Laguerre, que séo parentes préximos dos Poliné-
mios de Legendre. Ambos séo da classe dos Polinbmios Ortogonais, extensamente
estudados na matematica, e ambos sdo também da classe das Funcbes Especiais,
extensamente estudadas na fisica e na matematica. No entanto, os Polinémios de
Laguerre, assim como varios outros Polinbmios Ortogonais, fogem ao escopo deste
trabalho, e ndo serdo aqui apresentados.
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4 AS SOLUCOES DA EQUACAO DE LEGENDRE

4.1 O METODO DE FROBENIUS E A EQUAGCAO DE LEGENDRE

No Capitulo 2 foi construida uma argumentacgéo fisico matematica, com base no
Eletromagnetismo Classico e na Mecanica Quantica, de modo que foi encontrada a
Equacéo de Legendre,

2

(1 —xQ)%(a(x) - zxd%@(x) +6(0+1)8(x) = 0, (4.1)

que é uma Equacéo Diferencial Ordinaria de Segunda Ordem, Linear e Homogénea,
com Coeficientes Polinomiais contendo Singularidades Regulares de Grau Dois (ZILL;
CULLEN, 2001).

Colocando a Equacgao de Legendre na forma padrao, obtemos

d? 2¢ d 0(0+1)
PP Fp e Ty

0(x) =0, (4.2)

onde podemos identificar os termos,

2x

Pl(.’XI) = (1_—xz),e (43)
_l+1)
Py(x) = =) (4.4)

Contemplando as equacdes e € possivel constatar que ambas possuem
duas singularidades, isto €, ambas deixam de ser analiticas em dois pontos. As sin-
gularidades de ambas as equacdes surgem nos pontos x = +1 € x = —1, pois no de-
nominador de ambos os casos temos x2 = (+1)? = 1, 0 que implica (1-1) = 0, gerando
um zero no denominador, e consequentemente uma divisdo por zero, que por sua
vez € um resultado sem significado matematico bem definido, pois a existéncia de 1/0
implicaria uma violagao na definicdo formal de divisao.

De acordo com (ZILL; CULLEN, 2001), podemos verificar se estas singularidades
sao regulares ou irregulares realizando as operacoes,

(1-2?)P1(x), e (4.5)
(1-22)%Py(x), (4.6)

se ambas as operacoes resultarem em funcdes analiticas, o pontos x = +1 serao sin-
gularidades regulares, mas se uma ou ambas as operagdes resultarem em funcdes
nao analiticas, as singularidades serédo irregulares.
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Realizando as operacdes (4.5) e (4.6), obtemos
2x

(l—xz)Pl(x): (l—xz)m =2x, € (47)
(1-x2)2 Pol) = (1-22)? ﬁf_—;)) = (1-2%)0e+1), (4.8)

contemplando o resultados e € possivel perceber que ambos s&o analiticos
em todos os valores de x, de modo que 0s pontos x = +1 sdo singularidades regula-
res da equacao Equacao de Legendre. Tal resultado implica que a Equagao €
uma Equacgéo Diferencial Ordinaria de Segunda Ordem, Linear e Homogénea, com
Coeficientes Polinomiais contendo Singularidades Regulares de Grau Dois.

Por outro lado, o ponto x =0 € um ponto perfeitamente regular, pois (1-02) =
(1-0) =1, que aplicado as equagdes e nos retorna,

2x0 0
Pl(O)—m—I—O,e (49)

Lwe+1) 0+
PAO=( =g =D (4.10)

Refletindo sobre os resultados até aqui, sabemos que a Equacao de Legendre é
uma Equacéao Diferencial com Coeficientes Polinomiais com singularidades nos pontos
x =+1, mas que € regular em x =0. De acordo com o Teorema de Frobenius e com
estes resultados, fica perceptivel que podemos encontrar uma solucao para a Equacao
na forma de uma expansdo em Série de Poténcias em torno de x = 0, e esta
solucao sera convergente para todo o intervalo aberto (-1, +1).

Evocando o Teorema de Frobenius (Teorema[3.2.1), a solugédo sera da forma,

) =Y aplx—x0)**, (4.11)
k=0

onde a, s&o os coeficientes da expansao, x é a varidvel em questéo, e o termo & +r
retornara o grau do polinémio resultante.

Contudo, tendo em vista que o ponto x = 0 pertence ao intervalo de convergéncia
da solugao, (-1,+1), podemos tomar, sem perda de generalidade, o ponto xo =0 e
realizar a expansdo em torno dele. E tendo em vista também que o ponto xy neste
caso é regular, o expoente r torna-se desprezivel, de modo que podemos toma-lo,
também sem perda de generalidade, como sendo nulo, isto é, r = 0. Feitas essas
consideragdes, e evocando entdo o Teorema da Existéncia de Solugdes em Séries de
Poténcias (Teorema[3.2.2), a Equagéo assume a forma

O) =Y apx-0" . Bk)= ) ax”, (4.12)
k=0 k=0

gue é simplesmente uma expansédo em série da solu¢do em torno do ponto xy = 0.
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Bom, finalmente chegou a hora de resolver de fato a Equagao de Legendre, para
isso iremos substituir a Equacéao (4.12) na Equacéo (4.1), obtendo,

[e.°]

o0
Z akx Z akxk

k=0

42
(1- )_2 +0(/+1) =0. (4.13)

d | & 3
a k;oakx

Antes de prossequir, primeiro derivaremos as séries. Para que possamos identifica-
las sem problemas, usaremos as seguintes denominacoes,

2

oo o0 (o]
(1-x?) — Zakxk - 2x — Zakxk + 0(f+1) Zakxk = 0.
dx® | 20 dx | ;0 k=0
Derivada dev2g Ordem Derivada de 12 Ordem Derivada de Ordem 0

Para a derivada de ordem zero, nada precisamos fazer.
Para a derivada de primeira ordem, ja se conhece o resultado a partir da Equacao

(3.11)), isto &,
> aprt

41§
dr

=Y kapr*t, (4.14)
=1

onde fazendo a devida substituicdo de r por %, obtém-se que

Z a,kr Z akx

41§
dr

& d
_ A k-1 r—x @
Z=:1 apr — &

=Y kapxFL, (4.15)
k=1

Para a derivada de segunda ordem, ja se conhece o resultado a partir da Equacao

(3.13), isto &,

=Y k(k—Dapr*2, (4.16)
k=2

o0
z:akrk

2
dr? [ /=

onde fazendo a devida substituicdo de r por %, obtém-se que

00 I d2
= Z k(k—1)a,r*2 5

— =Y k(k-Darx"2. (4.17)
k=2 dx

k=2

(o0
Z akx

[e.@]
3 aprt

2
dr® | i%o

Tendo devidamente derivado as séries, agora basta substituir o lado direito das
equacoes (4.15) e (4.17) na Equacao (4.13), de modo que obtemos

o0 oo
(1—x2) Z kakxk_l Z akxk
k=1 k=0

Y k(k—1azx"?| - 2x

k=2

+0(0+1) =0. (4.18)

Quando se trata da algebra de séries € sempre mais conveniente deixar os soma-
térios iniciando em indices de mesmo valor, para que se possa trabalhar com eles de
maneira sincronizada. No caso da Equagao (4.18), cada somatério inicia em um valor
diferente para o indice, mas podemos resolver este problema com uma substituicao
de variavel.
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Para designar a que somatério estamos nos referindo durante este processo, utili-
zaremos a seguinte nomenclatura

(1-2%) Y k(k-Dapx"2-2x Y kapa®! +00+1) Y apx®  =o0.

k=2 k=1 k=0
~ ~ - —_——— ——
3¢ Somatdrio 29 Somatério 12 Somatério

Os indices de um somatorio sdo mudos, isto é, podemos substitui-los por qualquer
outra letra sem perda de significado, desde que fagcamos os devidos ajustes em todos
os termos do somatorio que contenham o indice.

No primeiro somatorio faremos a substituicdo direta da letra & pela letra m, que se
representa por £ — m, dessa maneira, 0 primeiro somatorio se torna,

> apx” kzm, amx™, (4.19)
k=0

108

dessa forma, o somat6rio continua iniciando no indice igual a zero. Olhe com muito
amor e carinho para o que foi feito, perceba que todos os indices foram devidamente
substituidos no somatério do lado direito.

No segundo somatério, faremos a substituicdo 2 — m + 1, 0 que implica que o so-
matorio iniciara em zero, pois na parte inferior do simbolo de somatério teremos

[k=1] = [m+1=1] = [m=1-1] = [m=0],

ja no expoente da variavel x, temos a presenca do termo & —1, de modo que, com a
substituicdo £ — m + 1, temos

[-1] = [m+1-1] = [m],
assim, fazendo a substituicao, obtemos

Y kapet Tt LY (mt g™, (4.20)
k=1 m=0

mais uma vez, perceba que todo os indices & foram devidamente substituidos por
m+ 1.

Para o terceiro somatorio faremos & — m +2, 0 que implica que o0 somatorio iniciara
em zero, pois na parte inferior do simbolo de somatoério teremos

[k=2] = [Mm+2=2] = [m=2-2] = [m=0],

ja no expoente da variavel x, temos a presenca do termo % + 2, de modo que, com a
substituicao de variavel, obtemos

[k-2] = [m+2-2] = [m],
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logo, fazendo a substituicao, temos

Y k(e —Dape® 2 222N (m 4 2)(m + Damsax™, (4.21)
k=2 m=0

por fim, mas ndo menos importante, substituiremos o lado direito das expressdes
(4.19), (4.20), e (4.21) na Equacao (4.18), de modo a obter

(1-%7) Z_O(m+2)(m+ Damox™ | - 2x Z_O(m+ Dami1e™
+00+1)| ) amx™| =0. (4.22)
m=0

Agora, que todos os somatorios estéo iniciando no mesmo indice, pode-se prosse-
guir o calculo com clareza. Para prosseguir, utilizaremos a seguinte nomenclatura

[e.0] (e 0]
(1-2%)| Y (m+2)m+Danmrex™ | -2x| Y (m+ Daps1x™
m=0 m=0
7 17
[o.0]
+0(0+1)| ) amx™| =0.
. m=0

111
Na ideia de simplificar cada vez mais a equagédo, podemos passar 0s temos que
multiplicam os somatérios para dentro deles. Isso é possivel porque estes termos nao

dependem dos indices do somatério, de modo que, pela propriedade distributiva, eles
podem entrar ou sair do somatério a qualquer momento.
Para o termo I, temos

(1-%?) f (m +2)(m + 1)ap22™,
m=0

para facilitar a compreensdo do que sera feito, chamaremos momentaneamente o
somatorio inteiro de alfa, ou seja,

e

(m+2)(m+1Dapi0x™ = a,

dessa forma,

(1-2%)

18

(m+2)(m+Dapyi0x™ = (1 —x2)a,

m

0

onde aqui aplica-se a propriedade distributiva, de modo a obter-se,

(1-x%)a=a-x2a,
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e agora substitui-se a de volta pelo somatorio,

(1-xY)a= Y (m+2)(m+Damsox™ -2 Y (m+2)(m+Dan2a™,

m=0 m=0

onde agora, apenas transfere-se o x? que multiplica o segundo somatério, para dentro
dele. Perceba que, ao fazermos isso, dentro do segundo somatério teremos

x2(m +2)(m + 1 mrox™ = (m +2)(m + Dapox°x™,

xm+2
desse modo, o segundo somatério sera rescrito como segue
2 - = 2
x Z_ (m +2)(m + 1Da,.00™ = Z_ (m+2)(m + Da,rox°x™,
m=0 m=0 m+2

portanto, conclui-se que para I, temos

(1 —x2) i (m+2)(m+1a,,.0x™ = 020: (m+2)(m+1Da,r9x™
m=0 m=0

= Y (m+2)(m+ Dameoa™ 2 (4.23)

m=0

Para I1, temos

oo
2x Z (m+1Dae1x™,
m=0

onde agora transferiremos nao apenas a variavel x, mas também o niamero dois que
a acompanha, para dentro do somatério. Desse modo, dentro do somatério, teremos

2x(m + 1apmi1x™ =2m + Dayr1xx™,

xm+1
portanto, para 11, conclui-se que
o0 o0
2x Z (m+Dapy1x™ = Z 2(m + Da 2™ (4.24)
m=0 m=0

Para I11,temos
o0
00+1) ) apx™,
m=0

onde simplesmente toda a constante ¢(¢ + 1) sera transportada para dento do somaté-
rio, portanto,

00+1) i amx™ = i 20+ Da,,x™. (4.25)

m=0 m=0
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Por fim, substituiremos o lado direito das equacoes (4.23), (4.24), e (4.25) na Equa-
céo (4.22), de modo a obter

(1-2Y)| Y m+2)m+Damox™ | -2x| Y (m+Dapms1x™ |+ 0+D)| Y apa™
m=0 m=0 m=0
=| Y m+2)(m+ Dami2x™ = Y (m+2)(m+ Dape2x™ 2| = Y [20m+ Danme1a™]
m=0 m=0 m=0
o0
+ Z 00+ Dayx™|,
m=0
portanto,

1

o0 o0
(M +2)(m + Dam2x™ = Y. (m+2)(m+ Damsax™ 2= Y 20m+Daye1a™
m=0 m=0

+ i 0+ 1ax™=0. (4.26)

m=0

Para a analise que se segue, utilizaremos a seguinte nomenclatura

o0 oo oo
Y (m+2)(m+Damsex™ =Y. (m+2)(m + Danmsox™ = Y 2(m+ Daye16™
12 Somatério 29 Somatoério 32 Somatoério

+ i 0+ 1Dapx™=0. (4.27)

m=0

J

40 Somjaﬁério

Note, contudo, que embora os somatérios iniciem todos no mesmao valor, os valores
das poténcias de x iniciardo em valores diferente. O objetivo aqui é encontrar uma
relacdo entre os termos coeficientes, entdo é interessante que se possa descartar 0s
termos com expoentes quando for necessario. Por isso, eles serem diferentes € um
problema que deve ser resolvido.

Felizmente, podemos contornar este problema com mais uma substituicdo de va-
riavel, primeiro precisamos deixar todas as séries na mesmo valor inicial para o expo-
ente, em seguida basta fazer a substituicao de variavel para ajustar os somatérios e
deixa-los iguais.

No primeiro somatério, quado m = 0, temos a poténcia x°. No segundo somatério,
quando m = 0, temos a poténcia x%. No terceiro somatorio, quando m = 0, temos a
poténcia x!. E, por fim, no quarto somatério, quando m = 0, temos a poténcia x°.
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Organizando essas ideias, temos

12 Somatério — m=0 = «°,

22 Somatério — m=0 = x2,

32 Somatério — m=0 = «x,

4° Somatério — m=0 = «°.

Contemplando a Equagéo (4.27), é perceptivel que podemos expandir os somaté-
rios 12, 32 e 4°, de maneira que eles passem a iniciar com poténcias de expoente igual
a 2, mas infelizmente ndo é possivel fazer o 2° Somato6rio iniciar uma poténcia mais
baixa, pois ndo se pode tomar valores negativos de m em séries deste tipo. Quando
se tem valores negativos de indice negativos trata-se entdo de uma soma vazia, defi-
nida como zero, (0 elemento neutro da soma). Portanto, para evitar tal situagao, nos
resta apenas manipular os somatérios 1°, 3° e 4°.

Expandindo o 12 Somatério para retirar os termos de ordem 0 e 1, temos

i (m+2)(m + Dapmi2x™ =(0+2)(0+ 1) agr2x’ +(1+2)(1+1)ajroxt

m=0

+ ) (m+2)(m+ Dap2x™,

m=2

onde, resolvendo os termos entre parénteses, temos

Y (m+2)(m+ Danm2x™ =2a2x° +6azx’ + Y (m+2)(m + Dap2x™, (4.28)
m=0 m=2

dessa forma a primeira poténcia do somatorio sera de ordem 2.

Para o 2° somatério, nada precisamos fazer, pois este ja tem sua primeira poténcia
no menor valor possivel.

Expandindo o 3% Somatério, para retirar a poténcia de ordem 1, temos

o0 (0 0]
Y 2m+ Dam12™ 1 =20+ Dags12%+ Y 20m + Dap12™,
m=0 m=1

onde, resolvendo os termos entre parénteses, temos

o0
2(m + Dam+16™ M =2a1x6t + ). 2(m + Daye1a™, (4.29)
m=1

18

dessa forma, a primeira poténcia do somatério também sera de ordem 2.
Expandindo o 4° Somatério para retirar os termos de 0 e 1, temos

000+ Dapx™ =00+ Dagx® + (0 + Darx' + Y 00+ Daya™, (4.30)
0 m=2

18

m
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dessa forma, a primeira poténcia do somatério tera ordem 2, assim como nos demais
somatorios.

Substituindo os lados direitos das equacoes (4.28), (4.29) e (4.30), em seus res-
pectivos termos na Equacgao (4.26)), obtemos

o0 (0,0] (0, 0)
Y (m+2)(m+ Damex™ = Y. (m+2)(m+ Dani2x™ 2= Y 2m+ Dap 2™
m=0 m=0 m=0

[e.0]
2a9x° +6agx’ + Z (m+2)(m+ Dapi0x™
m=2

+ Y 0l +Danx™ =

m=0

o0
2a12' + ) 2(m + Days1x™!
m=1

[e.°]
= Y (m+2)m+ Danex™2 -
m=10

+| 00+ Daga® + 0+ Darxt + Y 00+ Daya™|.

m=2

E altamente recomendado que, neste ponto, o leitor pare, retroceda a este tltimo
calculo, e por obséquio reflita sobra a igualdade acima (inclusive sobre onde esta o
sinal de igualdade), de modo que verifique onde esta cada termo do lado direito e
onde esta sua origem do lado esquerdo.

Agora, prosseguindo com o calculo, dada a igualdade acima, temos

[o.0]
2a9x° +6agx! + Z (m+2)(m+ Dapyiox™

m=2

[ /

Advindo do 12 Somatoério Exatamente o 2° Somatério

(o]
=Y (m+2)(m+ Daygx™">
=0

J/

(o] o0
20127+ Y 20m+ Dapma1x™ | + [ 000+ Daox® + 00+ Darxt + Y 00+ Daya™| =0,

m=1 m=2
N ) N )
v v

Advindo do 32 Somatério Advindo do 42 Somatério

+

onde eliminando os colchetes e realizando as devidas mudancas de sinal no termo
advindo do 3° Somatdrio, se obtém

[e.°] [e.°]
2a22° +6azxt + Y (m+2)(m+ D™= Y (m+2)(m + Dap 2™
m=2 m=0

[e.@] o0
—2a1x' = Y 2m + Dapaax™  + 00+ Dagx® + 00+ Dagx' + Y. (¢ +Dayx™ =0.
m=1 m=2
Podemos reorganizar os termos, de modo a deixar as poténcias livres juntas, e
também de modo a deixar os somatérios juntos, fazendo isso, obtemos

[o.0]
2a9x° +6asx’ —2a1x' + 00+ Dagx’ + (0 + Dayx' + Z (m+2)(m+ Dapyiox™
m=2

=Y (m+2)(m+Damsax™ 2= Y 2m+Dame1xa™ + Y 00+ 1ayx™ =0,

m=0 m=1 m=2
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por fim, colocando x° e x* em evidéncia, obtemos

[2as + 0(£+1)aglx® + [6as —2a1 + £(0+ Dailx’ + Y (m+2)(m + Days9x™
m=2

- i (m +2)(m + Dayr006™ 2 - i 20m + Day1x™H + i 0+ Dapx™=0. (4.31)
m=0 m=1 m=2

Contemplando a Equacéao se nota que ela representa de fato um polinémio,
com os termos de ordem 0 e 1 livres, e com os termos de ordem maior que 2 re-
presentados pela soma das séries. Seria extremamente conveniente se pudéssemos
representar os termos de ordem maior do que 2 com apenas uma série, e felizmente
isso é possivel, mas primeiro precisa-se de mais uma substituicao de variavel.

Substituiremos os indices das séries para que iniciem todas no indice de valor 2,
dessa maneira todos os expoentes também teréo valor 2. Nesta abordagem, utilizare-
mos a seguinte nomenclatura

£2a2 + 0(0 + 1)a0]x0 +[6ag —2a1 + (¢ + 1)a1]x{+ Z (m+2)(m+1Dapyi0x™
~ m=2

J

Polindbmio 1(x)

12 Somatorio

o0 o0 o0
=Y —(m+2)(m+ Dame2x™ 2= Y 2m+Dapmerxa™ ™+ Y 00+ Daya™=0.

m=0 m=1 m=2

N J

2?2 Somatoério 32 Somatoério 42 Somatorio

J/ J/

Observa-se que na equacao anterior, os indices dos quatro somatérios fazem com
gue as poténcias iniciem na ordem dois, ou seja,

12 Somatério — m=2 = 12,
2° Somatério — m=0 = 2
32 Somatério — m=1 = x2,
4° Somatério — m=2 = x%

Trabalharemos as substituicbes uma a uma, para o 12 Somatoério substitui-se dire-
tamente m por n, de modo que,

Y m+2)(m+ Damiex™ 5 Y (n+2)n+ Dayiax™. (4.32)
m=2 n=2

Para o 2° Somatorio substitui-se m por n—2, dessa forma para os termos do soma-
tério temos

2 m—n—2 n—2+2

(m+2)(m + Da,0x™" n-2+2)(n—-2+1a,—2+9x =n(n-1a,x",

e para indice inicial do somatorio, temos

m—n—-2

m=0
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portanto, para o 2° Somatério, temos

Y. (m+2)(m+ Day9x™ 2 mon-2 n(n—1a,x". (4.33)
m=0 n=2

Para o 3° Somatorio substitui-se m por n—1, dessa forma para os termos do soma-
tério, temos

1 m—n-1

2m + Dapr1x™t 2n -1+ Day_1012" 1 =2(n)a,x”,

e para o indice inicial do somatorio, temos

m=1 222L  p_1=1 - n=2,
portanto, para o 32 Somatério, temos
= m—n-1 &
Y 2m+Dapex™t =Y 2na,a. (4.34)
m=1 n=2
Para o 4° Somatério substitui-se diretamente m por n, dessa forma para os termos

do somatoério, temos

m—n

0+ Da,x™ —— 00+ Dayx”,

e para o indice inicial do somatério, temos

m—n
m=2 — n=2,

portanto, para o 4° Somatério, temos

[e.@] o0
Y e+ Danx™ 5N 00+ Dagx”. (4.35)
m=2 n=2
Portanto, agora temos a seguinte relacao entre os indices e os valores iniciais das
poténcias,

12 Somatério — n=2 = x°,
29 Somatério — n=2 = 2
32 Somatério — n=2 = 12
4° Somatério — n=2 = x°

Por fim, substituindo respectivamente o lado direito das equacdes (4.32), (4.33),
(4.34) e (4.35), em seus termos referentes na Equacao (4.31)), obtemos

[2ag + £(£ +1)aglx® + [6as —2a1 + (0 + Dailx + Y (n+2)(n+ Dayox"
n=2

[o,@] (e 0] (e 0]
- Z n(n-1a,x" — Z 2na,x" + Z (0 +1)a,x" =0,
n=2 n=2 n=2
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onde, agora que sao todos iguais, podemos colocar os simbolos de somatério em
evidéncia;

[2a9 + (¢ + l)ao]xo +[6a3 —2a1+ (L + 1)(7L1]x1

+ Z [(n +2)(n+1a, 96" —n(n—1a,x" —2na,x" + (£ + 1)anx”] =0,
n=2

e também pode-se colocar o termo x™ em evidéncia, dessa forma, obtém-se

[2a9 + 0(0 +1aglx’ + [6as —2a1 + £(£ + 1)a;]xt

+ i [(n+2)(n+1ayio—n(n—1)a, —2na, + (¢ +1)a,]x" =0. (4.36)
n=2

E notavel o resultado (4.36), vale contempla-lo um pouco e refletir sobre o caminho
percorrido até aqui. Primeiro parte-se da Equacao de Legendre ((4.1)), € em seguida
se lanca mao do Teorema de Frobenius, para argumentar que a solucao pode ser
expressa por uma série de poténcias como a que foi expressa na Equagdo (4.12).
Em seguida substituiu-se a Equagéo na Equagédo (4.1), onde realizaram-se as
devidas operagdes de derivagao e substituicdo para se obter a Equagao (4.22), entdo
a propriedade distributiva foi aplicada e obteve-se a Equagéo (4.26). Por fim, foram
feitas as devidas expansdes nos somatérios e a devida substituicdo de variavel, para
que por fim se chegasse a Equagéo (4.36).

A Equagéo é evidentemente uma série de poténcias, seu primeiro termo é
termo de ordem 0 acompanhado de seu respectivo coeficiente, 0 segundo termo é o
termo de ordem 1 também acompanhado de seu respectivo coeficiente, e o terceiro
termo é um somatério que representa todos os outros infinitos termos de ordem maior
gue um, cada termo com seus respectivos coeficientes. Dessa maneira tém-se todos
os termos necessarios para formar um polinémio.

Embora a Equacéo indique que a Equacéo € uma boa solugéo para
a Equacéao do ponto de vista matematico, do ponto de vista fisico essa solu-
¢éo ainda tem alguns problemas, a comecgar pelos coeficientes, que tem sua forma
desconhecida, e para além disso é extremamente complexo determinar o valor ou a
expressao de infinitos coeficientes, precisamos generalizar uma expressao para eles
e assim tornar o célculo possivel.

Outro problema da solucéo € que seu raio de convergéncia se mantém ape-
nas no intervalo aberto [-1,1]. Para que a solugéo seja fisicamente aceitavel, precisa-
se que esta seja convergente em todos os pontos de interesse, o que tanto no caso do
Potencial Eletroestatico quanto no caso da Equacgao de Schrédinger, significa que ela
precisa ser valida em todos os valores do espaco, inclusive na origem. Vale lembrar
qgue estas equacdes foram a forca motriz que nos delegou o trabalho de aprender a
resolver a Equacédo de Legendre. O objetivo central neste trabalho € principalmente
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apresentar uma solucao para o Potencial Eletroestatico e para a Equacao de Schré-
dinger no caso em que elas tém simetria no Angulo Azimutal.

Por fim, tem ainda o fato de que a solucdo € uma somatério com infinitos termos,
e além de isso evitar a convergéncia para valores maiores do que x = +1, também
nos leva a uma situagcao onde esta solugcado nao pode ser facilmente representada em
termos de uma funcado elementar, isto é, ela n&o é facilmente convertida em apenas
Senos e cossenos, ou apenas logaritmos e exponencias, ou pelo menos uma mistura
dos quatro. Isso nos delega o dever de trabalhar de fato com o somatério constante-
mente, e ter que somar esses termos sempre que se for desenvolver um problema.

Bom, ainda faltam alguns passos para de fato encontrarmos uma solucéo fisica-
mente aceitavel. Mas podemos comecar com o problema de determinar os coefici-
entes, basta nos lembrarmos um pouco do que a Algebra Linear nos disse sobre a
igualdade de polinémios. Polinbmios s&o iguais se, e somente se, ele forem iguais
termo a termo. Tal qual ocorreu no capitulo trés.

Logo, voltando novamente os olhos para a Equagéo (4.36), ela nos d& exatamente
esta situacao, o que significa que os termos daquele polinémio sao todos simultanea-
mente iguais a zero, ou seja

[2as + 0(¢ +1)ao]x’ =0, (4.37)
[6as —2a1 + (€ +1)ailxt =0, (4.38)
Z [(n+2)(n+1Da,+o—n(n—1a,—-2na,+€l+1a,lx" =0. (4.39)

n=2
Acima temos trés equacdes interessantes, iremos analisa-las uma a uma, come-
cando pela primeira linha, a Equagéo (4.37), temos que

[2a9 + (£ +1)aglx’ =0,
onde x° = 1, portanto,
2a9 + 0+ l)a() =0,

agora, isolando o termo ag, temos

0(0+1)
-———a

5 ao. (4.40)

ag =
Para a Equacéo (4.38), temos
[6a3 —2a1 + (¢ +1)ai]x! =0,

podemos considerar x # 0, pois como foi comentado anteriormente queremos uma
solucao valida para qualquer valor de x, portanto, os termos entre colchetes devem
resultar em zero, isto é

6as —2a1+ (¢ +1)a; =0,
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onde podemos colocar o termo a; em evidéncia,
6as +[-2+¢(¢+1)]ay =0,

agora, isolando o termo ag, temos

_—2+€(€+1)

as = 6

ai,

onde devido ao sinal que antecede a fracao iremos inverter os sinais do numerador,

2-0(¢+1)
=—a

- L. (4.41)

as
Para a Equacéo (4.39), temos

Y [(n+2)n+1)ayi2—n(n—1a, —2na, + £(£ + Day]x" =0,
n=2

onda novamente se assume x # 0, para garantir que os calculos retornardo uma ex-
pressao valida para qualquer valor de x, portanto,

[(n+2)(n+1apo—n(n-—1a,—2na,+¢(f+1)a,]=0,
n=2

dado que cada um dos termos dessa somatério sera igualmente zero, e dado que
todos obedecerdao o padrdao da expressao que esta dentro do somatério, usaremos
apenas essa expressao para o calculo e ela valera para todos os valores do indice,

n+2)(n+1a,o—nn—-1)a, —2na, +¢¢+1)a, =0,
onde podemos colocar a,, em evidéncia,
n+2)(n+Da,so+[-n(n—-1)—2n+¢(¢+1)]a, =0,

agora é possivel simplificar a equacao acima, condensando os termos —n(n —1) € —2n,
segue que, —-n(n—1)—-2n = -n?2+n-2n=-n?-n=-nn+1), portanto, —n(n —1)—-2n =
—n(n+1). Em consequéncia disso, podemos reescrever a relagdo como se segue,

n+2)(n+1Dayo+[-nn+1)+£4¢ +1)]a, =0,

por fim, isolando a2, temos

—-nn+1)+4(¢ +1)

an+2 = — An,

n+2)(n+1)

onde devido ao sinal que antecede a fracao iremos inverter os sinais do numerador,

g = n(n+1)_£(£+1)an- (4.42)
n+2)(n+1)
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Esta dltima relacdo € chamada de Equacgédo de Recorréncia, pois € uma relacao
cursiva, onde se insere o valor de n em ambos os lados da equacéo e esta retorna um
valor para a,+2 que sempre depende de outro valor anterior a,,.

Contemplemos um pouco estes resultados. A Equacao nos fornece uma
expressao para o calculo de ay desde que se saiba o valor de ag, € a Equacao
nos fornece uma expresséo para o calculo de a3 desde que se saiba a;. Ja a expres-
sao nos fornece uma expressao para o calcular o valor de qualquer a, .2, desde
que se saiba o valor a,, e desde que n seja maior ou igual a 2, pois a expressao foi
originada em um somatério de com valor inicial de indice definido como 2.

Para procurar ainda alguma relagao entre as trés expressdes, podemos observa-

las lado a lado,
_2—€(£+1) nn+1)—¢0(¢+1)

6 b 2 = 1) O

0(0+1)
-———a

ag = 2

0, as

Note que existe um certo padrao entre a1, a3 € a,+2, onde ambas as relagdes
podem ser colocadas em um formato tal que,

y= B1— B2 .

a1 X a9

(4.43)

Para que a9 tenha esse formato basta apenas somar um zero em seu numerador,
0 que nao ira alterar e nada seu resultado, e também multiplicar seu denominador por
um, o que também né&o altera seu valor, segue que,

L 0-0(0+1)
ag = 2x1 agp.

Ja para ag, para que tenha o formato desejado, basta apenas fatorar o seu seu
denominador tendo em vista que 6 = 3 x 2, dessa forma temos que
_2-0(0+1)
ag = 3% 9 .
Dessa forma, voltemos a comparar as trés relacoes,

0—0(0+1) 2 0(l+1) nn+1)—0(0+1)
=—-aqQ ag=—"0Qa a = a
ax1 O 8 3x2 L O e T )

az

onde ja se percebe maior semelhanca entre as relagdes, porém nenhuma delas teve
seu valor alterado.

Podemos melhorar ainda mais a visualizacdo desse padrao, no numerador da re-
lacdo para ag 0 termo 0 sera substituido sem alteracdo de seu valor pelo termo 0 x 1,
dessa forma se obtém,

_0x1-4(0+1)

%1 ao, (4.44)

az
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e no numerador da relacao trocaremos o termo 2 sera substituido, também sem perda
de generalidade, pelo termo 1 x 2, dessa forma obtém-se que,

_1x2-0(0+1)
h 3x2

ai. (4.45)

as

Dessa forma, comparando novamente as trés expressoes, temos

0x1-0(0+1) 1x2-0(0+1) n(n+1)—0(0+1)
= @y, az= ai, Qpi2= An,

2x1 3Ix2 (n+2)(n+1)

az

dessa forma as trés expressoes tém o mesmo formato da Equacéo (4.43). Agora, para
verificar se esse padrdo encontrado é verdadeiro, vamos atribuir alguns valores para n
na ultima relacao. O valor mais baixo possivel é 2, visto que o somatério que originou
a relacao tinha o valor inicial de seu indice definido como 2.

Logo, para n =2, temos

22+1)-4(+1) _2x3-4(L+1)

= = = =
Ag+2 =04 2+2)2+1D) as ay 43 az,

onde se conhece ag a partir da Equagéao (4.44), portanto,

_2x3-4(4+1) O0x1-4(£+1) ) _[2x3—€(€+1)]><[Ox1—€(€+1)]a

M= * oax1 Q0 - a4 Ax3x2x1

0y

ou ainda, colocando o numerador em ordem crescente, temos

L [0x1-6(+1)] x [2x3—€(0+1)]
- 4x3x2x1 @

a4 0- (4.46)

Para n = 3, temos

33+1)-4(¢+1) _3x4-4(0+1)

= = =
A3+2 =05 = o oNE+ 1) 8 @5 5 x4

as,

onde se conhece ag a partir da Equacgéao (4.45), portanto,

3x4-0(0+])  1x2-0(+1) [Bx4—0(0+1)] x [1x2 - £(0+1)]

=T 54 3xg 95 Bxdx3x2 a1
ou ainda, colocando o numerador em ordem crescente, temos
1x2-/4(6+1 3x4-0(¢/+1
a5:[ X ( )] x [3x ( )]a1. (4.47)
Bx4x3x%x2
Para n =4, temos
44+1)-¢4(£f+1) N 4x5-0(¢/+1)
a =Qag = a ag = ———7————Qy,
2T T T 4+ ¢ 6 6x5 4

onde se conhece a4 a partir da Equacgao (4.46), portanto,

_4x5—€w+1)x[oxl—az+1nmx3—£w+1n
- 6x5 4x3x2x1

ae ao,
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logo,

_[4x5—€(€+1)] x [0x1-0(¢+1)] x [2x3=¢(¢+1)]
- 6x5x4x3x2x1

Qg ao,

onde colocando o numerador em ordem crescente temos

_[0x1—ﬂ€+1ﬂx[2x3—ﬂ£+1ﬂx[4x5—€@+lﬂ
B 6x5x4x3x2x1 a

ag 0. (4.48)

Para n =5, temos

5(5+1)-4(¢+1) _5x6-4(L+1)

A2 =T T oG+ e T T Tx6

as,

onde se conhece a5 a partir da Equagéao (4.47), portanto,

_5x6-0(+1) [1x2-((L+1)] x [3x4—£(€+1)]a
- 7x6 5x4x3x2

ar 1,

logo,

_[5x6-0(0+1)] x [1x2-0(£+1)] x [3x4—£(L+1)]
B Tx6x5x4x3x%x2 @

colocando o numerador em ordem crescente temos
[1x2—0(F+1)] x [3x4—-0(£+1)] x [Bx6—-0(¢+1)]
= a

ar 1,

a7 T 6xExdx3x2 1. (4.49)
Para n =6, temos
6(6+1)— (¢ +1) R 6xT—0(0+1)
ag+2 = Qg = a ag=————ag,
28T T s o6 +1) o 8 8x7 6

onde se conhece ag a partir da Equacgéao (4.48), portanto,

6x7—¢0(¢+1) [Oxl—ﬂ€+1ﬂx[2x3—ﬂ€+1ﬂx[4x5—ﬂ€+1ﬂa
= X
8x17 6x5x4x3%x2x1

as 0

logo,

_[6x7—ﬂ€+1ﬂx[Oxl—ﬂ[+1ﬂx[2x3—ﬂ€+1ﬂx[4x5—ﬂ€+lﬂa

a8 8xTx6x5x4x3%x2x1

0y

colocando o numerador em ordem crescente, obtém-se

_6xT-0(0+1D)] x [0x1-0(+1)] x [2x3-0(L+1)] x [4x5-4(0+1)]
8xTx6x5x4x3x2x1
Contemplando as equagdes a é possivel perceber que seus denomi-
nadores podem sempre ser condensados em um fatorial. Um fatorial € simplesmente
uma operag¢do matematica que consiste em multiplicar um namero por por todos os
seus antecessores até 1, e representamos essa operagao pelo simbolo latino de ex-
clamacao "!", ou seja, para um dado numero n, temos

ao. (4.50)

as

nl=nxm-1) x (n—-2) x --- x 2 x1,



70

por vezes esses numeros aparecem explicitamente somente até o nimero 2, visto que
1 é o elemento neutro da multiplicacdo e nao altera o resultado.

Podemos ainda utilizar uma notacdo um pouco mais complexa, trata-se da notagéo
de Produtério. Tendo em vista que a utilizaremos em breve, vale a pena introduzi-la
agora. A notacao de produtério tem uma funcao parecida com a notacdo de somaté-
rio, exceto que no somatorio trata-se evidentemente de uma adicao, ja no produtério
trata-se de uma multiplicacdo. Assim como no somatério somamos termo a termo de
acordo com valor dos indices, no produtério multiplicamos termo a termo de acordo
com os indices. Formalmente, temos que o produtorio é representado pela legra grega
mailscula Pi, de forma que

n
[Txj = x0 x 21 x ==+ x xp_1 X 2y,
Jj=0
dessa maneira, a operacao fatorial pode ser reescrita como segue,
n
nl = Hj,
J=1
ou ainda,
n—1
n! = [[(m-)).
Jj=0

Apdbs essa breve consideracao, retornemos novamente nossa atencado as equa-
coes a (4.50), como dito anteriormente, seus denominadores podem ser con-
densados utilizando o simbolo da operacéao fatorial (vale lembrar que, embora na re-
lacGes de indice impar os numeros apare¢cam explicitamente com a multiplicagéo até
namero 2, 0 numero 1 esta ali, ele esta apenas oculto), reescrevendo as relacdes em
termos desse simbolo, temos que

v wao’ (4.51)
0y 122 _3f(£+1)“1’ (4.52)
g = [0x1-¢(£+1)] :! [2 x 3—€(€+1)]a0, (4.53)
gy = X2 0CF 1] ; [Bx4-t+D1 (4.54)
2= [4x5—0(£+1)] ><. [ox1—6€(€+1)] x [2x3—0(0+1)] o, (4.55)
an— [1x2-2(¢+1)] x [3><4—7!i(€+1)] X [5X6_€(€+1)]a1, (4.56)

_[6><7—€(€+1)] x [0x1—-2(f+1)] x [2x3-0(¢£+1)] x [4x5—€(£+1)]a
B 8!

as 0. (4.57)
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Observando as relacbes acima, espera-se que fique perceptivel que as relacoes
se dividem em dois grupos, o dos coeficientes que sdo proporcionais a ag € dos coe-
ficientes que sdo proporcionais a a;. Também vale notar que os coeficientes que séo
proporcionais a ay sdo todos pares, enquanto os coeficientes que sao proporcionais a
a1 sao todos impares. Esse padrao tende a se manter, pois devido ao fato de todos
advirem da Equacéo (4.42), eles continuarao oscilando da mesma maneira.

A principal vantagem de voltar os olhos para as equagoes a é que a
partir delas fica possivel formular expressbes gerais que represem os coeficientes de
modo mais direto do que a Equagéo (4.42).

Observando os coeficientes de indice par, é possivel observar que, no denomi-
nador, o numero que esta associado ao fatorial é exatamente o nimero que esta no
indice de a. Em a4 0 fatorial do denominador é construido a partir do 2, em a4 o fatorial
do denominador é construido a partir do 4, e assim sucessivamente.

Também se nota que a partir de a3 sempre surge mais um termo multiplicativo no
numerador. Em ag temos um termo, em a4 temos dois termos, sendo um em cada
colchete, em ag temos trés termos, sendo também um em cada colchete, e assim
sucessivamente.

E possivel notar ainda que, dentro dos colchetes, sempre ha a presenca da cons-
tante ¢(¢ + 1), a constante que herdamos da equacao radial durante a separagéo de
variaveis.

E além, dentro do colchetes também h& a presenta de dois termos que se multipli-
cam, e estes termos sdo sempre, respectivamente, duas e uma unidade menores que
o indice em questdo. Por exemplo, em as temos a multiplicacdo 0 x 1, que podem ser
representados respectivamente por2-2=0€e 2-1=1. Em a4, além do termo multipli-
cativo herdado de a9, temos a presenca de mais um termo multiplicativo representado
pelos colchetes, onde novamente se observa a presencga da constante ¢(¢ + 1), e tam-
bém se nota a presenca de dois termos que se multiplicam, neste caso trata-se de
2 x 3, que podem ser reapresentados respectivamente por4-2=2e4-1=3. Emag
e ag ocorrem situagdes analogas, e certamente também ocorrerdo situagcoes analogas
em ajg, 12,214, € aSSiM sucessivamente.

Portanto, com base nas anélises feitas acima, podemos condensar todos os coefi-
cientes de indice par na seguinte expressao

TIRZ) [R(R+ 1) = €(2+ 1)

, ao,
n:

n

onde langamos méo do simbolo de produtério outrora apresentado no texto. Podemos
ainda reorganizar os termos para evidenciar o produtério, de forma que

ao
an = _'
n.

n—1
[Tk +1)—£(¢+1)]. (4.58)
k=0



72

Perceba que a expressao realmente retorna todos as relagdes pares das
expressoes (4.57), (4.53), (4.55) e (4.57) de forma bem mais direta que a expressao
(4.42). Aqui recomenda-se fortemente que o estudante reflita um pouco, atribua valo-
res a n, e verifique para que tenha toda certeza de que o que foi dito é verdade.

Por fim, perceba que se tomarmos n =0 a relacao também funciona, pois
termos o que segue

=1
—N

-1
[] [k +1)—e+ 1),
=0

—~ k
=1

0T o

onde o produtdrio tera limite superior com valor —1, contudo, os valores do indice do
produtério devem sempre pertencer ao subconjunto dos inteiros positivos, de modo
gue a existéncia desse termo de valor negativo € um problema. Para evitar esse tipo
de situacdo, na matematica se define algo chamado de Produto Vazio, que ocorre
em situacdes deste tipo, onde a operacdo com o produtério simplesmente ndo esta
bem definida. O produto vazio € sempre definido com 1, o elemento neutro do da
multiplicag&do. Portanto, na situa¢do acima, o produtorio tem automaticamente o valor
1. Entéo, conclui-se que

ao
ao=Tx1:a0 J.ap = ao,

0 que mostra que a expressao retorna todos os coeficientes pares, tal qual
desejavamos.

Para tornar o trabalho com esta expressao mais simples, podemos impor a condi-
céo de que os indices sejam sempre multiplos de dois, dessa forma eles sempre seréo
pares, e tendo em vista que os indices sdo mudos, isso nada altera nos resultados.
Facamos entédo a substituicdo n — 2n, dessa forma obtém-se que

n—1
20T 12k@k +1) - (0 + 1)), (4.59)

agy, = ——
7 @n)

note que o limite superior do produtério permaneceu inalterado pois a mudanga em n
foi substituida por uma mudanca direta nos termos do produtério, substituindo % por
2k, 0 que gera o mesmo resultado, ou seja, retorna apenas valores pares. E impor-
tante lembrar aqui que, toda essa busca pelos coeficientes a, se da sob o pretexto
de descrever os polinbmios gerados pela série que sera solucdo da Equacéao de Le-
gendre, ou seja, esta expressao sera em breve colocada em um somatério cujo limite
superior € infinito, entdo ndo precisamos, por enquanto nos preocupar com o valor
maximo de n, porque ele simplesmente ndo existe. Nesse contexto, a substituicdo de
n por 2n também nao gera nenhum problema.

De maneira completamente analoga, podemos obter uma expressao para os co-
eficientes de indice impar, ou ainda, tendo em vista que as expressdées com indice



73

impar também tem origem a partir da Equacéo (4.42), podemos simplesmente substi-
tuir o indice 2n por 2n + 1 na expresséo (4.59). Dessa maneira, ao invés de obtermos
valores pares, obteremos valores valores impares, onde para o termo a; se tera no-
vamente um produto vazio. E importante lembrar que neste caso devemos substituir
o coeficiente ag por a1 para que a expressao faga sentido, caso contrario a expressao
resultante retornaria coeficientes em funcéao de ag, e isso estaria errado. Portanto,
tomando 2n — 2n +1 em (4.59), obtemos que

n-1
__ et _
G241 = 5o k]:[O[(zk +1)(2k+2)— (¢ +1)]. (4.60)

Embora aqui tenha sido feito este salto para se concluir uma expressao para 0s
coeficientes impares, alerta-se que sua dedugéo é analoga em todas os passos a
deducao da expressao para os coeficientes pares, e por isso deixa-se como exercicio
de fixagéo ao leitor demonstrar passo a passo a expressao (4.60). Agora, tendo em
mao as equagoes e (4.60), podemos expressar as solu¢des formais da Equagéo
de Legendre. Tal qual foi argumentado pouco antes da apresentacdo da Equacéao
(4.12), a solugdo da Equagdo de Legendre podera ser expressa como uma série de
poténcias em torno de x =0, ou seja, exatamente a Equacao (4.12), que lembramos
ser expressa como segue,

00
O(x) = Z anx",
n=0

onde os a, sdo os coeficientes que encontramos nas equagdes e (4.60). Con-
tudo, tendo em vista que se trata de uma Equacao Diferencial de Segunda Ordem,
se espera que ela tenha duas solugdes linearmente independentes. O que é 6timo,
pois temos exatamente dois tipos de expressdes para os coeficientes, e ja que uma se
trata de termos pares e a outra de termos impares, ambas sao linearmente indepen-
dentes. Nessa caso, obtemos duas solu¢des, uma contendo os a, pares, € a outra
contendo os a, impares. Nesse contexto, a solucéao geral sera uma combinacao linear
da solucao par com a solugao impar, segue que,

O(x) = aOG)par(x) + al®impar(x), (4.61)
onde a solugao par tera os coeficientes e expoentes pares, e a solu¢ao impar tera os
coeficientes e expoentes impares.

Para a solucao par, temos que

[e) n—1
a0®par(x)=ag Y. 1 [112k(2k + 1) - 02 + 1)1} x*",
n=0 | @m)! ;=0

o valor do expoente em x foi substituido de n para 2n para garantir que os seus valores
serdo pares e para ser coerente com os valores dos coeficientes as,,. Podemos ainda
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usar a comutatividade de ao e de x2" com os termos do produtério para reescrever
x2" ao lado de a( e acima de (2n)!, de modo que a equacéo pode ser reescrita como
segue,

2n n-1

0O pqr(x) = Z {O(L;x)' H [2k(2k +1)— 0(¢ + 1)]} (4.62)

De modo analogo, obtém-se a solugcdo impar, podemos encurtar o processo fa-
zendo 2n — 2n + 1. Portanto,

o0 1 n—1 \
Oimpar(®) = algo{mk]]o[(zk +1)(2k +2)— (L + 1)]}x2 1

onde podemos novamente comutar a; e x2**! com o produtério e reescrever a equa-
¢ao como segue,

() 2n+1 n—
a10;impar(x) = ) {él"_w [T 12k +1)(2k +2) - £(¢ + 1)]} (4.63)
n=0 k=0

Portanto, com base nas equacdes (4.62) e (4.63), e com base em todos os detalhes
e consideragdes feitas até aqui, conclui-se que a solugao geral sera expressa por

2n n—

Ox) = Z {a(t;x)' H[Zk(2k+1) M+1)]}

@n+1)!

a1x2n+1 n—
Z { ]‘[ [(2k +1)(2k +2) - £(¢ + 1)]} (4.64)

onde esta € a solugado formal da Equacéao de Legendre, exatamente como queriamos
demonstrar. Seu raio de convergéncia é -1 <R < +1, ou seja, um intervalo aberto.

De certo ponto de vista, a solugao é suficiente para responder a pergunta
“Qual é a fungéo satisfaz a Equagéo de Legendre?". Isso se da no ponto de vista ma-
tematico, pois essa solugao de fato satisfaz a equacao, e tem seu raio de convergéncia
bem definido, além de ser continua e diferenciavel neste dado intervalo de convergén-
cia. Contudo, do ponto de vista fisico, tal solugcao € sim necessaria, mas ainda nao €
suficiente. Essa solucao nao é suficiente para a fisica porque ela é divergente em to-
dos os pontos fora do intervalo de convergéncia, isso significa que ela sé explica bem
a realidade em certos valores, somente em valores que estejam entre um negativo e
um positivo. Tal convergéncia, finita e restritiva, € bem inconveniente do ponto de vista
fisico, afinal de contas, a natureza assume os valores que deseja, e ndo apenas 0s
valores que determinamos em nossos laboratérios. Por isso, para que esta solugcéo
seja fisicamente aceitavel, se faz necessario que esta satisfaca algumas condicoes, e
uma delas é que esta seja convergente em todos os valores de seu dominio.

Comecemos por esta Ultima condicao, as séries de poténcias das equacdes
e séo dois polinbmios de grau infinito, 0 que significa que para valores menores
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gue um, o resultado da poténcia x™ se torna cada vez menor, de modo que esta série
converge a um a medida que o expoente n vai para o infinito em intervalos inteiros pelo
lado positivo da reta. Ja para valores maiores ou iguais a um, o resultado da poténcia
s6 tende a aumentar na medida que n aumenta, de modo que a série diverge a infinito
neste caso.

Contudo, essa andlise semantica sobre a convergéncia das solu¢des e
esquece de observar o que ocorre com os coeficientes desta poténcia, que podem em
algum momento se anular, causando convergéncias para outros valores. Observemos
entdo o que ocorre com os coeficientes da solugéo a medida que o valore de n
aumenta.

Contemplemos a Equagéo (4.59), ela expressa que

n

ao -1
[1[2k@2k+1)— €0 +1)].

a = —
7 @n)l

Observe que, até aqui, ainda ndo se argumentou sobre os valores de ¢. Temos bem
definidos os valores de n, que sao os valores determinados pela sequéncia da série e
gue retornaréo os expoentes das poténcias de x, e temos bem definidos os valores de
k, que sao os valores determinados pela sequéncia do produtério para obtermos parte
dos termos de proporcionalidade entre os coeficientes as, € 0 coeficiente arbitrario ay.
Mas ¢ segue arbitrario, o0 que nos da uma excelente oportunidade de impor condices
sobre ele, de maneira a limitar os valores da solugao, torna-los finitos.

Observe com atengao o termo dentro do produtério,

2k(2k +1)— £(£ + 1), (4.65)

perceba que o valor de & sé tende a aumentar em intervalos inteiros de valores posi-
tivos a medida que o valor de n aumenta em intervalos também inteiros e de valores
positivos. Também é possivel notar que, dentro do produtério, os termos tém certa
semelhanca entre si, o que implica que, se em algum momento os valores dos termos
2k(2k + 1) e ¢(¢ + 1) se igualharem, teremos entao 2k(2k + 1)-¢(¢ + 1) = 0, fazendo com
gue todos os termos seguintes do produtério estejam multiplicados por zero, impli-
cando assim que os coeficientes de todas as proximas poténcias sejam nulos.
Em outras palavras, se & = g temos que

l (. ¢
k== = 2k(2k+1):2—(2—+1) =00 +1),
2 2\ 2
o que implica que, neste momento, teremos

RRR+1)—0(4+1)=0({+1)-¥¢(¢£+1)=0.
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No produtério, teremos que

n-1
H [2B2E+1)— (£ +1)]=[2x02x0+1)—4(¢+1)]
k=0

x [2x1(2x14+1)-4(£+1)]

X [2x2(2%x2+1)— (£ +1)] x -

=0(¢+1)

(¢
X [2—(2—+1)—€(£+1) X e
2\ 2

N J/
v~

=0

x 2x(n=-3)[2x(n-3)+1]1-4(£+1)}

x 2x(n-=-2)2x(n-2)+1]-4(£+1)}

x 2x(n-D[2x(n-1)+1]-4(£+1)}
=0,

dessa forma, todos resultados do produtério, em que & = ¢/2, serdo automaticamente
nulos, pois teremos uma sequéncia de termos multiplicados por zero. Porém, vale
aqui salientar que os valores de & sdo sempre inteiros e positivos, o que implica que
a nulidade do produtério ocorrera apenas em valores inteiros e positivos de ¢. Em
termos puramente matematicos, temos

{0 €Z|l =75}

Tal conclus&o implica que os resultados de ¢/2 terdo de ser exatos, para garantir
gue serdao numeros inteiros. Bom, um namero inteiro positivo s6 é dividido por dois de
maneira exata se esse numero for par. Alids, esta € de fato a definicdo de numeros
pares, um numero par € um numero natural (0 que € equivalente a inteiro e positivo)
que quando dividido por dois tem como resto a nulidade. Portanto, conclui-se que
o produtério da solugéo s6 sera nulo quando ¢ for numero par. E conclui-se
também que, o produtério s6 sera diferente de zero se o seu limite superior for menor
que ¢/2, ou seja, para obter valores ndo nulos o limite superior do produtério precisa
ser no maximo ¢/2 — 1.

Portanto, para que o produtério retorne valores ndo nulos, precisamos que n—1 <
¢/2 -1, logo, calcula-se que

(n—l)s(g—l) nsg, (4.66)

que é o valor do mondémio de maior grau que contém coeficiente ndo nulo dentro da
série.
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Nesta mesma linha de raciocinio légico, retornaremos agora a Equacao (4.62), mas
desta vez com a conclusdo da Equacao (4.66) em méaos, de maneira verificar o que
tal conclusao implica para a série como um todo. A solucao par até entao tem a forma

[e,@]
2
a0Opar(x)=ag Y agnx”",
n=0

onde utilizando a Equacao (4.59) para os coeficientes ag,, segue que
a0O@par(x) = Z (2 )' ]‘[ [2R(2k + 1) - £(¢ + 1)]x*",

onde pode se comutar as poténcias x2* com o produtério, de modo que

2n n—1

@0Opar(x) = i O(Lgx)' ]'[ [2k(2k +1)— 0( + 1)),
n=0

onde se nota, por fim, que o limite do superior do somatério nao precisa mais ser
infinito, pois para os valores de n que forem maiores do que ¢/2, todos os monémios
gerados serao nulos e podem ser desprezados em relacédo ao resultado final da série
sem perda de generalidade. Portanto, conclui-se que

/2 2n n—1

aopx
200 par(x) = nZO (g . H[Zk(2k+1) 00+ 1), (4.67)

onde a solucdo acima gera polindbmios finitos, e portanto, convergentes, para todo os
seu dominio, que neste caso se trata do conjunto dos numeros reais.

Contudo, é importante notar que teremos um grau diferente para o polinémio resul-
tante a depender do valor de ¢, pois perceba que o grau do polinbmio esta associado
o valor maximo de n, onde este por sua vez esta associado ao limite superior do so-
matorio, que é ¢/2. Portanto, quando n estiver em seu valor maximo, o polinémio tera
o grau de acordo com o calculo abaixo

x2n :x2x :xé x2n :xf_

n=~¢/2 n=/¢/2

[N

Refletindo sobre isso, € possivel concluir entdo que a Equacéo representa
ndo apenas uma solugdo com valor bem definido para ¢, mas sim um conjunto infinito
de solugbes, uma para cada valor possivel de ¢, sendo todas estas um polindémio
de grau finito e igual a ¢. Em outras palavras, o que temos na Equacéao € na
verdade um conjunto infinito de solugdes, com todas elas convergentes em todos os
valores do conjunto dos reais!

Também vale ressaltar que os valores de ¢ também implicar em varias equacodes de
Legendre diferentes, pois seus valores também implica nos coeficientes da equacao.
Por exemplo, abaixo seguem as equacdoes de Legendre para os 4 primeiros valores de
/.
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Para ¢ =0, temos 0(0 + 1) = 0, portanto,

2

d d
(1-x )JG(x) 2xd—®(x) +00(x) =

ou seja,
2

(1-=x )%@(x) 2xdi®(x) 0. (4.68)

Para ¢ =1, temos 1(1+1) = 2, portanto,

2

(1-x )dd2®(x) 2xdi®(x)+2®(x)— (4.69)

Para ¢ =2, temos 2(2 + 1) = 6, portanto,

d? d
(1—x )d 5 O(x) - 2xd—®(x)+6®(x)— (4.70)

Para ¢ = 3, temos 3(3 + 1) = 12, portanto,

2
(l—x );sz)(x) 2xdi®(x)+12®(x)— (4.71)

E assim sucessivamente, com valores pares e impares de ¢ implicando equacgdes
de Legendre diferentes e também solugdes diferentes.
Nesse contexto, convém chamar a solugdo par ndo mais de ©,,.(x), mas sim de
par(x) representando que teremos assim uma solucéo diferente para cada valor de
¢. Portanto, feitas essas devidas consideragdes, conclui-se que a solugao par sera
convergente em todo o dominio dos reais quando ¢ for um ndmero par, € a solucéao
sera entdo escrita por

2/2

Y _ aopx
®par(x) ,LZ:O @n )'

2n n—1
]‘[ [2B(2F + 1) — £(¢ + 1)). (4.72)

De maneira analoga é possivel obter-se uma expressao para a solugao impar, e
deixamos isso como exercicio ao leitor. Aqui, apenas tomaremos 2n — 2n + 1, para
garantir valores impares, ¢/2 — (I -1)/2, para garantir valores pares, e ap — a1, para
garantir a coeréncia dos resultados.

“-1)/2 2n+1 n-1

@10, 0,0 = Y (azlx+ oL 1—[ [(2k +1)(2k +2) - £(£ + 1)]. (4.73)
n=0

Por fim, mas ndo menos importante, conclui-se entdo que a expressao geral para
as equacoes de Legendre sao

2

(1-=x )%@(x) 2xdi®(x) +0(0+1)B(x) = (4.74)
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e que suas solucoes formais e convergentes em todo o dominio sdo expressar por

0/2 a0x2n n-1

O(x) :n;) o) ]}:[()[21@(213 +1)—0(0+1)]
£-1)/2 a1x2n+1 n-1
+ [T1@2k+1)2k +2)-£(¢+ 1)), (4.75)

= @n+D)!

novamente, como queriamos demonstrar.

Tal expressao esta de acordo com a expressao deduzia por (BARATA, 2022) em
seu referido livro. De fato, a deducédo acima foi feita pelo autor deste trabalho de
conclusdo de curso, mas com forte embasamento no livro de (BARAIA, 2022), seu
texto foi sem duvida o mais elucidador dentre todos os outros livros lidos. Também
vale ressaltar sua vital importancia para que os calculos feitos nas se¢des 4.2 e 4.3,
que virdo a seguir, pudessem ser feitos em detalhes.

4.2 A SOLUGCAO NORMALIZADA DA EQUACAO DE LEGENDRE

A funcgéo definida pela Equacéo satisfaz a Equacgéo de Legendre, mas infeliz-
mente ainda ndo € a solugdo na forma que buscamos neste trabalho. Sim, a Equacgéo
é solucdo da Equacdo de Legendre, e sim, a Equacéo representa um
conjunto de polinémios de grau ¢, mas estes polindbmios ndo sdo os Polinbmios de
Legendre.

Tal qual ja citado ao longo das paginas deste trabalho, a equacao e os polindbmios
de Legendre fazem parte de um conjunto muito mais amplo de fun¢ées, que por sua
vez constroem uma teoria muito mais ampla e profunda chamada Polinbmios Orto-
gonais, ou ainda, que por sua vez satisfazem as equacdes do tipo Hipergeométricas,
sendo a Equacéao de Legendre pertencente a esta classe. Também pode ser chamada
de Teoria de Sturn-Liouville (ARFKEN; WEBER, 2003).

Para o leitor que chegou até aqui, e que provavelmente passou, passa, ou passara
em breve, por um curso de Algebra Linear, saiba que, assim como existem Espacos
Vetoriais, cujos elementos sdo chamados de Vetores, existem também Espacgos Fun-
cionais, cujos elementos sdo chamados de Fungbes. E assim como existem vetores
ortogonais entre si, também existem fun¢des ortogonais entre si. Assim como um
vetor pode ser normalizado para se obter um certo valor, uma fungcéo também pode.
Assim como um certo conjunto vetores ortogonais € normalizados (ou, simplesmente,
ortonormais) podem ser utilizados para construir a base de um espaco vetorial, um
certo conjunto de fungbes ortonormais pode ser utilizado para construir a base de um
espaco funcional. Enfim, os paralelos ocorrem em varias escalas. Aqui ndo estamos
usando explicitamente espacos vetoriais ou funcionais de maneira rigorosa, mas a Al-
gebra evidentemente fundamenta todos os calculos feitos aqui. Por isso, vale citar tais
espacgos aqui, devido a sua importancia fundamental para o estudo aprofundado de
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Polinbmios Ortogonais e demais Fung¢des Especiais. E também para que o leitor pelo
menos seja apresentado a sua existéncia, caso isso ainda néo tivesse acontecido.

Os Polinbmios de Legendre tém grande importancia histérica, o proprio Legendre
os desenvolveu com o intuito de calcular a parte angular do Potencial Gravitacional,
qgue estatico por natureza na Teoria da Gravitagcao Newtoniana. Como ja foi citado,
esses outros polinbmios ortogonais também tiveram um papel de fundamental rele-
vancia ao longo do desenvolvimento da Teoria Quantica. Vale citar aqui, para que
o leitor possa se aprofundar sobre eles em outro momento, os polindémios Hermite,
Laguerre, Tchebychev, Jacobi e Gegenbauer. Todos esses polinémios, cada um com
suas respectivas equacdes de mesmo nome historicamente atribuido, foram essenci-
ais para que pudéssemos superar a barreira do pensamento classico e caminhar no
rumo da quantizagéo, aumentando exponencialmente nosso conhecimento acerca do
Cosmos e também o nosso poder de acao sobre ele. Para mais informacoes, verifique
(NETO, [2011).

Cada uma dessas fungdes especiais, os Polinbmios de Legendre incluso, foram
desenvolvidas com o intuito de resolver um problema especifico, mas com o tempo
se percebeu que tais fungcdes tinham inUmeras aplicacdes na ciéncia e na tecnologia.
De acordo com a necessidade da ocasido, alguns parametros podem ser mudados de
modo a facilitar algumas manipulagdes algébricas, redefinindo as fungdes sempre da
maneira mais conveniente (NETO, 2011). No que tange aos Polindmios de Legendre,
€ um consenso na literatura que eles sao definidos de modo que ©,(1) =1 (BARATA,
2022) e (ZILL; CULLEN, 2001). Essa condi¢do pode ter inumeras origens histéricas
distintas e, provavelmente, a certeza de porqué ela € assim definida ja se perdeu no
tempo e na histéria. E possivel, no entanto, especular que essa condi¢do elimina as
partes literais dos mondémios que compdem o polinémio, pois sempre que se tem O,
(1), tem-se também x" = 1" = 1,V¥n, nos monémios. Dessa forma, restam apenas os
coeficientes dos monémios para se manipular da maneira mais conveniente. Eliminar
as partes literais dessa forma ainda torna a manipulagéo dos coeficientes um relacao
totalmente linear. Quanto ao resultado do polinémio aplicado em um ser equivalente a
unidade, especula-se que é porque isso normaliza o polindmio de modo que o produto
escalar de um Polindmio de Legendre de grau ¢ com ele mesmo seja equivalente a
unidade, e dado que eles sao ortogonais por natureza, fica entdo garantida a condi-
cao de ortonormalidade para que estes possam ser utilizados para construir a base
de um espaco funcional. Uma aplicacao direta dessa ortonormalidade € que se torna
possivel entao utilizar os Polindbmios de Legendre para uma base em um Espaco de
Hilbert, que é o espacgo onde "vivem" as fungdes de onda, estas que por sua vez sa-
tisfazem a Equacgéo de Schréondinger. Nesse contexto, uma normalizagdo conveniente
dos Polinémios de Legendre € de suma importancia.

Outro ponto a se comentar sobre a normalizagdo ©,(1) =1 é que ela pode perfei-
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tamente ser feita Polinbmio a Polinbmio, isto é, com um de cada vez. Dado que os
Polinbmios de Legendre séo divididos em duas categorias, pares e impares, e que
cada uma delas possui uma constante arbitraria, a¢ para os valores pares de ¢ € a;
para os valores impares de ¢, quando as poténcias de x forem substituidas pelo ele-
mento neutro da multiplicagdo (0 numero um), restardo apenas as constantes que
séo os coeficientes. A soma de todas essas constantes, em conjunto com o coefici-
ente arbitrario, nos permitirdo definir um coeficiente de normalizagéo para o valor do
polinbmio, de modo a sempre satisfazer a condicao de normalizacdo 0,(1)=1

Quando se faz isso para alguns valores pares de ¢ é possivel notar o seguinte
padrao para os valores de ay que normalizam o polinémio de acordo com a condicao
0,(1)=1, temos que (ZILL; CULLEN, 2001)

9 1x3x--x(n—1)

— (1Y
ap=(-1) YR (4.76)
e ao se fazer o mesmo para valores impares de ¢ é possivel notar que
ay = (-pe-vz_Lx3x o xn (4.77)

2x4x---x(n—-1)

O caminho que utilizaremos aqui, no entanto, é outro. A ideia é normalizar o coefici-
ente de grau mais alto, de modo que ele satisfaca a condicdo ©,(1) = 1. Historicamente
se costuma normalizar os Polindmios de Legendre de modo que o coeficiente de grau
mais alto seja exatamente (2¢)!/2¢(¢!)? (BARATA, [2022). O porqué de normalizar es-
tes polinbmios, e o porqué de ser uma igualdade tao especifica, infelizmente é algo
que, aparentemente, se perdeu ao longo da historia. Tentaremos aqui realizar a de-
ducdo da maneira mais intuitiva possivel, tal qual foi feito até aqui. Porém, é preciso
admitir que, por mais que se tente atribuir significados aos passos que faremos a se-
guir, algumas decisdes sobre quando prosseguir ou n&o no calculo, quando simplificar
ou ndo um termo, se dao apenas com o intuito de chegar a expressao que se obijetiva,
gue é uma expressao que retorna os Polinbmios de Legendre no formato em que eles
séo apresentados na literatura.

Tomaremos nos calculos a seguir a Equagéo (4.72), mas a versdo dedugdo para
o caso de ¢ impar é, novamente, mutatis mutantis analoga. Dada a Equagéo (4.72),
temos que

/2 2n n—-1

20®5 g (x) = ZO (; ] ]_[[2k(2k+1) 00+ 1)

O coeficiente de mais alta ordem sera aquele que ocorre quando n = ¢/2, logo

]‘[ [2k(2k +1)— (£ + 1)],

[\

x£
X3

( %)

00!, (x)
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ou seja,

4 5—
20054, (x) “‘)x — [T 12k@k+1)- 0+ 1), (4.78)
n—é k=0
Agora, retirando x/ da equacéo, tudo que nos resta é o coeficiente, e fica entao
evidente que a expressao do coeficiente de mais alta ordem é dada por
4

2]‘[ [2k(2k +1) - £(£+ 1),
[' k=0

gue deve ser igual a

(20)!
2002’
portanto,
21 20)!
2 k]‘[o [2E(2k +1)— (¢ +1)] = 2[(2!)2 .

Isolando agora o coeficiente arbitrario ao, temos que
20)! 1
(20)! /2

aopg = . )

¢ o
200" e par2k + 1) - 00 + 1))
ou ainda, notando que os fatoriais de ¢ se cancelam e que podemos representar essa
fracdo contendo o produtério com uma poténcia negativa, temos que

(20)! 2

20 ] ]‘[ [2k(2k +1)— (¢ +1)] L. (4.79)

ao =

Agora, retornando para a Equacao (4.72), podemos retirar o termo a de dentro do
somatorio,

/2 2n n-1
a()@par( x)=ag [112k2k +1) - €€+ D).
n=0 2n)! ;2o

contudo, com a expressao (4.79) em maos, podemos concluir que

(2 ) l/2 2n n-1

¢ _ _
@00, (x) = oYl ]"[ [2k(2k +1)— 0(¢ +1)] 71 ZO @ k]'[o[zk(zk +1)— (¢ + 1)),

onde se pode comutar os termos advindos de ay com o produtorio, tendo em vista a
propriedade distributiva e também que nenhum dos termos advindos de a( contém a
variavel n. Logo,

p l/2 (20)! 2 ~ x2n n-1
@00y, (x) = Z 270 ) H [2k(2k +1)— £(¢ + )] o) k]:[O [2k(2k +1)— (£ +1)] ¢,
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dada a simetria da operagdo de multiplicacdo escalar, pode-se também comutar os
produtérios com os demais termos dentro do somatério,

p /2 (25)' xZn é—l 1n—l
a0y, (x) =) [T12k@E+1)— e+ DI [][2R(2F + 1) - €(£ + 1)]

a0 | 2901 2n)! 2 £=0 }

ou ainda, podemos reorganizar os termos e obter

22 ] (20) % TIFZg[2k(2k +1) - £(£+1)]
a0®§;ar(x): Z { (2 )126128 ]Z:(i } (4.80)
n=0 | ERMEZT e ook +1) - 20+ 1))
Observemos um pouco esta razao entre os produtérios,
ok +1)- (¢ +1
[T}, —o [2k( )—( )] (4.81)

[12- L [2k(2k + 1)~ £(2 + 1]

sabemos que, independentemente do valor de ¢, o valor de n serda sempre menor

ou igual a ¢/2. Quando n = ¢/2 a razdo entre os produtorios € um, mas nos demais

valores de n isso ndo € verdade. Nesses casos, o produtério no numerador tera menos

termos que o produtério no denominador. Analisemos os produtérios separadamente.
Para o produtério no numerador, temos que

Zl:[:[Zk(Qk+1)—f(£+1)] =[2x02x0+1)-4(¢+1)]
x[2x12x1+1)-4(¢+1)]
x[2x22x2+1)-40(¢+1)]

X eee X
x[2x(n-2)2x(n—-2)+1)—- (¢ +1)]
x[2x(n-1)2x(n—-1)+1)—- (¢ +1)],

onde resolvendo as multiplicagcdes e os parénteses, obtém-se que

n-1
[T12kQ2k+1)- (£ +1)] =[0x 1 - (€ +1)]
k=0

x[2x3—0(0+1)]
x[4x5—0(0+1)]

X x
x[(2n—4)2n—-3)— (£ +1)]

x[(2n—2)(2n -1)-4(¢ +1)],



ou ainda, de foma bastante compacta, temos que

n—-1

H [2EQ2E+1)-0(/+1)]=[0x1-¢(L+1)]x--x[2n—-2)2n—-1)— (¢ +1)].

k=0

Enquanto para o produtério que estda no denominador, temos que

SN

1
[2EQ2E+1)— (£ +1)] =[2x0(2x10+1)—¢(¢ +1)]
k=0

x[2x1(2x1+1)-4(¢+1)]
x[2x2(2x2+1)-4(¢+1)]

X ee e X
x[2x(n-=2)2x(n—-2)+1]-4(¢+1)]
x[2x(n-1D[2x(n-1)+1]-4¢(¢+1)]
x[2x(n-0)2x(n—-0)+1]-4(¢+1)]
x[2x(n+1D[2x(n+1)+1]-4(£+1)]

X eee X

2 x (5—2)(2x (€—2)+1)—€(€+1)
2 2

2><(ﬁ—l)(zx(€—1)+l)—€(€+1)
2 2

X

X ’

84

(4.82)
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onde resolvendo as multiplicacdes e os parénteses, obtém-se que

[ SN

1
[2R(2E+1)—-£4(£+1)] =[0x 1-£4(¢ +1)]
k=0

x[2x3—0(¢+1)]
x[4x5—0(0+1)]

N

x [(2n — 4)[2n — 8] — £(£ + 1)]
x [(2n - 2)[2n — 11— £(£ + 1)]
x [(2n)(2n + 1) — £(£ + 1)]

x [(2n +2)2n +3) — £(£ +1)]
oo x

x [(L —4)1 —3) - 0(¢ +1)]

< [(1 —2)1 — 1) 0(¢ + 1)),

ou ainda, de forma mais compacta,

[N

1
[2R2R+1)— ¢l +1)]=[0x1—-¢(f+1)]x---x[(2n—-2)2n—1)—£4(¢ +1)]
k=0

x o x[(1=2)(1 —1)— (¢ +1)]. (4.83)
Agora, para facilitar a leitura e a compreensao da razdo a seguir, iremos substituir

a constante ¢(¢+1) pela constante «a, isto é, usaremos ¢(¢+1) = a, dessa forma as
equacoes (4.81), (4.82), e (4.83), tornam-se respectivamente

1} [2k(2k + 1) - a]

i : (4.84)
I17_,[2k2k +1)—a]
n-1
[[12k@k+1)—al =[0x1-alx---x[(2n—2)(2n—1)—al, (4.85)
k=0

[SIEN

1
[2B2k+1)—a]l=[0x1—-a]lx---x[2n—-2)2n—-1)—a]x---x[(I-2)(-1)—a]. (4.86)
k=0

Logo, substituindo as equagdes (4.85) e (4.86) na Equacéo (4.84), temos que

;g [2k(2k + 1) —al [0x1—a]x-x[(2n—2)2n—1)—a]
Oxl—a]lx---x[2n-2)2n-1)—alx---x[(l-2)U-1)-a]’

1 [
M2, [2k(2k + 1) - a]
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contemplando a equacao acima, é possivel perceber que todos os termos no nume-
rador se cancelam com respectivos termos no denominador. Isso j& era, no minimo,
esperado, tendo em vista que n = ¢/2,Vn. Portanto, dentre os valores do produté-
rio que possui 0 ¢/2 no limite superior, estardo consequentemente, todos os valores
possiveis de n. Em consequéncia disso, temos que

;=g [2k(2k + 1) —al [Oxt=aTx - x[(2n= =T)—a]
[ 12k@k+)—a) 0=l X [@n=2)@n=T)=al -+ x[( -2} =D~ a]

note que, no denominador, restardo somente os termos onde o indice for maior ou
igual a n, pois todos os valores anteriores, isto €, até n—1, foram cancelados. E tendo
em vista que ¢/2 < n, € perfeitamente natural que sobrem tais termos no denominador.
Feitas estas consideracdes, conclui-se que

723 [2k(2k +1) - a] ~ 1
2n-0)2n+ 1D —alx[2n+2)2n+3)—alx - x[([-2)I-1)-a]’

né;& [2k(2k +1) - a]
onde a fracao do lado direito por ser condensada no produtério,
21 1 1

,Dn [2k2k+1)—al [(2rn—-0)2n+1)—alx[(2n+2)2n+3)—alx - x[(I-2)(-1)-a]’

ou ainda,

£-1
2]‘[ [2E2k+1)—al ™' = {[2n-0)2n+1)—a]lx[(2n+2)2n+3)—a]x---x[[-2)I-1)—a]} " .
k=n

Assim sendo, é possivel concluir que

nli9p@k+1)—a] 27!
[ —o [2k(2k +1) —al - Tl 12k@k + D—-a1 ™,

M2} [2k(2k + 1) —a] b=

logo, retornando a substituir @ = —¢(¢ + 1), temos por fim

nliop©Qk+1)— (0 +1)] %1
[Ty (2R(2k + 1)~ £+ 1] :21_[[2k(2k+1)—€(€+1)]‘1. (4.87)

Hél& [2k(2k +1)—£(L+1)]  k=n

Agora, substituindo o lado direito da Equacéao (4.87) na Equacéo (4.80), obtém-se

@2 | (@oyatn 27
4 _ af)x _ -1
@00, (%) = ’;0{ ERIEY k]:[n [2R(2k +1)— (€ + D] }. (4.88)

Bom, a Equacéo (4.88) retorna os polinémios de Legendre de maneira normali-
zada, mas trabalhar com este produtdrio nem sempre € conveniente, entdao tentaremos
manipula-lo de modo que ele se torne algum fatorial, ou algo do tipo.
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Para tal, facamos a substituicao de variavel n — ¢/2 —n, temos que

02 (20)!x (2 ”) 51
CH [2E2E+1)— (£ + 1)1},
Par( ) Z{[z(__n) '['2 l;[ ( + ) ( + )]

-n

ou seja,

o’ § GO ke - s 4.89
ao par(x)—ngo mk_l;[_[ (2k+1)-4(¢+1)] . (4.89)
=L n

Fazendo também a substituicao & — ¢/2 — k, temos

. @ | @opal-2n U ¢
@par(DC)_ Z m H {Z(E_k)[Z(E_k)-’-l

{_p_t_
g—k=5-n

-1
—€(£+1)} ,

ou seja,

00" ) RO ke -2k 4 1) 0+ DI 4.90
par(®) = ,;) mn[( X +1) -0+t (4.90)

Observemos com atencao o termo que esta sendo operado pelo produtério na

Equacgéao (4.90),

(l—-2R)0 -2k +1)— (¢ +1),
perceba que podemos realizar as multiplicagdes e obter
(€ —28) (0 —2k+1)—0(0+1) = 0% -2k + 0 — 200 + 4k% — 2k — 0 — ¢,
onde os termos que mesmo modulo e sinal oposto se cancelam mutuamente,
(0—2R)(0 -2k +1)— 00 +1) = p7 — 2k 0 + ] — 2k 0 +4k% -2k — /7,
e os monoémios semelhantes sdo somados
(€ —2k)(¢ 2k +1)— £(€ +1) = 2k + 4k* - 2k,
onde, reorganizando-se os termos, temos
(€ —2k) (0 — 2k +1)— 0(€ +1) = 4k — Ak — 2k.

Note que na expressao acima podemos fatorar o —2k e coloca-lo em evidéncia, por-
tanto,

(—=2R) -2k +1)—0({+1)=-2kR(-2k+20 +1),
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ou seja,
(0 —2k)(0 -2k +1)—0(0 +1) = —2k(20 — 2k + 1). (4.91)

Assim, substituindo o lado direito da Equacao (4.91) na Equacao (4.90), obtém-se
que

of (=S @O o oh ! 4.92
ao par<x>—n§0 w—2n)m2f,£[1[_ (20-2k+1)]7" . (4.92)

Contemplemos novamente o produtério da Equacao (4.92),
n
[T1-2k©2¢-2k+1171,
k=1
perceba que no fundo se trata de trés termos se multiplicando entre si,
n n
[T1-2r@¢-2k+D17" = []I(-1) x (2k) x (20 -2k + D],
k=1

k=1

onde vale lembrar que o produtério de uma multiplicacao é equivalente a multiplicacao
dos produtérios, isto &,

H[aXb]:Haxnb ,

portanto, temos

[-2k@2¢0-2k+ D1 = [TI-117 < [T @)t x [](20-2k+1)71,
k=1 k=1 k=1 k=1

ou ainda, salientando que 1/-1 = -1, temos

n

1

20-2k+1] (4.93)

[-2k20 -2k + D] = [][-11x [] [i] <[]
k=1 k=1 2k k=1

k=1

Na Equacgéao (4.93) temos trés produtorios, iremos nos referir a cada um deles com
a seguinte nomenclatura,

T [-2k(20 - 2k + 1]~ - 1E - 1
—2k(2¢0 -2k +1)] ~ = -1 — - |,
k=1[ ( ) kl:[l[ ] * ]}:[1[2]‘3 * 1:[1[2€—2k+1
N—— —— N -~ J
12 Produtério 22 Produtério 32 Produtério

Para o primeiro produtério, temos

[T-1=(Dx (=D x - x (1),
k=1

~
nvezes

portanto, podemos condensar o resultado em

[T-11=(-D". (4.94)
k=1
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Para o segundo somatério, temos

n [1] 1 1 1 1 1
1_[ — | = X x X eee X X ,
i1 L2k 2x1 2x2 2x3 2x(n—-1) 2xn
ou seja,
n [1] 1 1 1 1 1
H — | ==X —=-X=x---X X —.
peil2k] 2 4 6 2n—-2 2n

Para facilitar a visualizagdo podemos utilizar aqui o expoente -1,
n
[Trenlt=12x4x6x---x@2n-2)xn]". (4.95)
k=1

Perceba que o resultado que encontramos na Equacgao € razoavelmente pa-
recido com um fatorial, mas ndo é a mesma coisa que encontrariamos se fizéssemos
(2k)!, essa operagao ainda renderia um decaimento de um em um nos valores. O que
vemos na Equagao esta variando de dois em dois. Esse resultado pode ser
condensado em algo conhecido como Fatorial Duplo, ou Duplo Fatorial. Essa opera-
¢cao € uma generalizacdo da operacgdao fatorial, para os valores possam diminuir dessa
maneira. A operacao € representada por

MM=n-0x(n-2)x(n-4)x---x[n—(n-2)]x[n—-(n-1)],
ou seja,
mMM=nxn-2)x(n—4)x---x2x1,

pode-se ainda condensar esse resultado em mais de um produtério,

n/2

(n)!! = [ ] [2%], para nimeros pares, e (4.96)
k=1
n+1/2
(n)!!'= [] [2k+1], para nimeros impares, ou (4.97)
k=1
n-1
(n)!! = [] [n —2k], para ambos. (4.98)
k=0

Seja qual for o produtério escolhido pelo leitor, o resultado da Equagéao (4.95) po-
dera ser expresso por

[Tr2ert =12,
k=1

ou ainda,

klill [i] B (2;1)!!’ (4.99)

2k
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note que de fato se trata de (2n)!!, e ndo de n!!. Isso ocorre porque o limite superior

na Equacéao € n, € ndo n/2, implicando que o ultimo termo seré 2n, € nao n.

Conclui-se, entao, que realmente se trata do duplo fatorial do dobro de n, isto &, (2n)!!.
Por fim, para o terceiro produtorio, temos

3

n 1
,Ell2£—2k+1

contudo, visto que n ndo € um dos termos dentro do produtério, fica um pouco com-
plicado ver para onde o produtério vai. Tomemos a seguinte multiplicacao, onde o
termo introduzido ad hoc, introduzido para manipular o produtério do lado direito, €
simplesmente um, o elemento neutro da multiplicagdo. Portanto,

Me_, . [20-2k+1]
X )
M., [20-2k+1]

n 1 n 1
kl:[l[ze—zkn ,El[2e—2k+1

ou ainda,

MMG_, , [20-2k+1]
P 12026+ 1% 1L, [20 -2k +11

n 1
,Bl[2z—2k+1 (4.100)

Note que na Equagéo os limites superiores e inferiores dos dois produtérios
gue estao no denominador, perceba que, onde o produtério da esquerda termina, o da
direita comeca, de maneira que os dois produtérios se complementam. Expandindo
os termos, observa-se que

n 4
[]12¢-2k+11x [] [2¢0-2k+1] =(20-2x1+1)
k=1 k=n+1

X eee X
x(20-2xn+1)
x(20-2x(n+1)+1)
X oo X

x(20—-2x%x¥0+1),

ou seja, pode-se apenas condensar ambas as multiplicagdes em um produtdrio so,

n 4 4
[T12¢-2k+11x [] [2¢-2k+1]1=[][2¢-2k+1]. (4.101)
k=1 k=n+1 k=1

Logo, substituindo a Equacao (4.101) na (4.100), temos que

1

n Me_, . [20-2k+1]
kl:[l [% ~2k+1

- ke . (4.102)
M¢_ 120 -2k +1]
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Agora, com relacao ao produtério obtido na Equacéao (4.101), expandindo seus
termos, é possivel observar que

4
[[[2¢-2E+1] =(2¢-2x1+1)
k=1

x(20-2x2+1)

X oee X
x[20-2x (¢ —-1)+1]
x(20-2x1+1),

ou seja,

l
[112¢0-2k+1] =(2¢-1)

k=1
x (20 - 3)
X oo X
x 3
x1,
portanto, é possivel concluir que
ﬁ[2€—2k+1] = (20-1). (4.103)

k=1

Substituindo o resultado (4.103) na Equacéo (4.102), obtém-se que

Me_, . [20-2k+1]
- TR : (4.104)

1|53
p120-2k+1

Agora, substituindo os resultados das equacgoes (4.94)), (4.99), e (4.104), na Equa-
cao (4.93), obtém-se que

1 TG, [20-2k+1]
X
(2k)!! (20 - 1! ’

[T1-2k@2¢ -2k + D17 = (-1)" x
k=1

ou seja,
[Ti-2k@e-2+11t = — D ﬁ [2¢ -2k +1] (4.105)
k=1 S @RNEe-D 20 ' -

Ainda resta um produtério do lado direito da Equacao (4.105), segue que

4
[] 12¢-2k+1],
k=n+1
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fazendo a substituicao & — % +n, temos
l{—n
[T [2¢-2(k+n)+1],

k+n=n+1
ou seja,
{—n
[]12¢-2k-2n+1],
k=1
onde se pode organizar os termos que estdo sob a acdo do produtério de modo que
l{—n
[]12(¢-n)-2k +1].
k=1
Agora, expandindo os termos do produtério, obtém-se
/{-n
[[12¢-n)-2k+1] =[2(¢ —n)-2x 1+1]
k=1
x[2(0—-n)—2x2+1]
x[2(f/ —n)—2x3+1]

X eoe X
x[2(0-n)-2x({—n-1)+1]

x[2(0 -n)—2x( -n)+1],

ou seja,
{—n
[[12€¢-n)-2k+1] =[2(¢—n)-1]
k=1
x[2(¢ —n)—3]
x [2(¢ —n)—5]
X oo X
x 3
x 1,
portanto, é possivel perceber que
l—n
[]12(¢-n)-2k +1] = [2(£ - n)-1]!! (4.106)

k=1
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Entao, substituindo o resultado da Equacéo (4.106) na Equacao (4.105), obtém-se
que

T _ 1 (D"[2(0-n)-1]Y
kzl[ 2h@E-2k+ DI = = opn@r-n (4.107)

Por fim, substituindo o lado direito da Equacao (4.107) na Equacéao (4.92), obtém-
se que

42 { (20)1 xf2n (—1)”[2([—71)—1]!!}

e’ =
@00}, (%) n;o C—2n)lei2f  @RlEl— Dl

onde, reorganizando os termos, obtém-se que

z/z{ (=D (20! [2(¢ - n) - 11! [—2n} (4.108)

e’ =
2004 (%) n;o QR0 —2n) 20— D1 2128 "

Convém agora olhar para alguns termos especificos, com a intencéo de simplifica-
los, segue que

92 (1(=1)* 20201201 [2(¢ = n) - 111!
e’ = , 4.109
409par(%) ,;0{ [ 20(e—2n) || er@mEe—1! ] } (4.109)
onde os termos de interesse estao destacados no maior colchete, a direita.
Ou seja, estamos interessados em simplificar a expressao abaixo,
! — 1M
o2 -—n)- 111 (4.110)

o@enm@e-nn '’

para tal, utilizaremos duas propriedades associadas aos fatoriais duplo que seréo de-
monstradas a seguir.

Primeiro, seja um inteiro ndo negativo a, tal que tomaremos o duplo fatorial de seu
dobro,

2a)!' = Ca-0)xQ2a—-2)x2a—4)x---x[2a—2a—2)],
ou seja,
Qo) = Qa-0)x2a—-2)x(2a—4)x---x(2),
logo, colocando 2 em evidéncia, tém-se que
Qo) = 2(a-0)x2(a—1)x2(a—2) x --- x 2(1),
onde reorganizando os termos se obtém

Q! = [2x2x2x--x2][(@-0)x (@ -1 x(@—2)x---x2x 1],

:‘é a

=al!
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portanto, conclui-se que
Qa)!! =2%!. (4.111)

Em seguida, seja novamente um inteiro ndo negativo «, tal que tomaremos seu
fatorial,

al=(a-0)x(a—-1Dx(a@-2)x(a-3)x(a—4)x(@—5)x---x x2x 1,

onde reorganizando os termos, se obtém

oc!:[a><(a—2)><(a—4)><---><21£(a—1)><(a—3)><(a—5)><---><11,

=al! =(a-1)!!

portanto, conclui-se que,
a'=allla-1D, (4.112)

onde essa ultima também nos presenteia com mais estas duas relagdes interessantes,

a!

N=—— 4.11
et (4.113)
|
(a-Dlt=—. (4.114)
a!l
Agora, com as relagdes (4.111) a (4.114) em maos, retornemos nosso olhar para
a equagao [4.110 onde destacam-se os seguintes termos
Q20O\[2(¢ —n)—1]! 20)! [2(¢6—n)—1]!

oenEe-nt o @ee-nt oen)!
onde, com base no resultado (4.113), temos que

@ON2(0-n)-111! _ (2ON[2(£—n)—1]!!
oen@ee-n" 2'(2n)!! ’

agora, utilizando o resultado [4.111] expandimos (20)!! e (2r)!!, de modo que

@020 —n)-111! _ 2°01[2(¢ —n)— 11!
oen@ee-nn 0127 n! ’

onde naturalmente os termos ¢! que estdo no numerador e no denominador da fracao
se cancelam mutuamente, portanto,

@020 —n)—-1111 _ 27[2(£—n)—1]!
oEenl@Ee-n 2" n! ’

e agora destacam-se as poténcias de base dois, onde se utiliza a regra para divisdo
de monbmios, de modo que

@020 -n)-111 207" [2(0—n)- 111!
oenee-nt n! '
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Agora, destacando-se o ultimo fatorial duplo do lado direito, temos

@O2(0-n)—-1]11  2¢
neNE— DI al [2(¢—n)- 111,

introduzindo o elemento neutro da multiplicagdo na forma de [2(¢ — n)]!!/[2(¢ —n)I!! =1,
temos que

@Ol —m -1 _ 2 (20— ]!
neoN@i—DI - ar 2E-m-1n

206 — )’
onde temos, portanto,

@O —n) -1 277 [2(0 —n)— 111 [2(¢ - n)]!!
oenEe-n" ! [2(¢ = n)]!

De acordo com a relagao (4.112), temos que

[2(4 —n)—1]11[2(¢ —n)]!! =[2(¢ —n)]!.

Logo,

@020 -n)-1111 _ 207" [2(£-n)]!
oEemlEee-1!  nl [2(0-m

Onde este duplo fatorial no denominador pode ser expandido com base na relacao

(4.111), logo

@020 —n)—-1111 207" [2(£-n)]!
oen@Ee-nl  nl 20n(@-n)l’

de modo que as poténcias 2" que estdo no numerador e no denominador se cance-
lam mutuamente.
Portanto, considerando que [2(¢ — n)]! = (2¢ — 2n)!, conclui-se que

@020 —n)—-1]1! _ (2¢—2n)!
0emE-D!  nl@-n)"

Logo, substituindo o resultado da (4.115) na Equacéo (4.109), obtém-se

(4.115)

{2 { (-1)*x72n (2¢ - 2n)! }

14 —
a0®par(x) = n;o 2¢(¢ —2n)! nl(¢ —n)!

reorganizando os termos da equacgao acima, obtém-se que

2 {(—1)n (20 —2n)lx" 2" }

l _
@09 par(®) = ,;0 20l (¢ —2m)1 (0 —n)!

onde esta é uma expressao matematica que nao apenas satisfaz as infinitas Equacoes
Diferenciais de Legendre, mas que também retorna um conjunto de infinitas solugdes
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ortonormalizadas, conhecidas na literatura de fisica e matematica como Polinémios
de Legendre.

Adotaremos a partir de agora a homenclatura comumente utilizada na literatura,
e chamaremos ao(afm,(x) simplesmente de Pﬁar(x)- Logo, com base nos argumentos

expressos acima e na ja conhecida forma apresentada pela literatura, conclui-se que
os Polinémios de Legendre podem ser expressos matematicamente por

02 ((_1\yn _ 0-2n
{( D™ (2¢-2n)x }’ (4.116)

P! =
par() ,;) 2 nl (¢ —2n) (¢ —n)!
quod erat demonstrandum!

Tal expressao esta de acordo com as expressdes encontradas em (ARFKEN; WE-

BER, [2003) e (BARATA| [2022).

4.3 0OS POLINOMIOS DE LEGENDRE E A FORMULA DE RODRIGUES

Como ja foi dito, os Polinbmios de Legendre fazem parte de um conjunto de Po-
linbmios Ortogonais, que por sua vez sao parte de uma teoria mais ampla que aquela
gue estamos construindo neste trabalho, e por isso ela ndo sera detalhada.

Mas, vale dizer que uma parte importante dessa teoria de Polinbmios Ortogonais
sdo as Formulas de Rodrigues, que sdo utilizadas para encontrar os polindmios de
interesse um a um. Tendo em vista que os Polinbmios de Legendre sao Polinbmios
Ortogonais, existe para eles também uma Férmula de Rodrigues associada.

Efetivamente, a Equagéo ja é suficiente para encontrarmos os Polindmios
de Legendre, mas é preciso admitir que se trata de uma equacao com muitos parame-
tros a serem substituidos, e também é sempre necessario realizar a soma dos termos,
onde os termos ndo conservam seus valores a medida que o parametro [ muda, fa-
zendo com que sempre seja necessario iniciar novamente a soma a partir do zero.
Para valores de [ pequenos, como 3 ou 4, o calculo ndo é longo, mas a para valores
de / um pouco maiores, como 40 ou 50, a situagdo se torna rapidamente mais com-
plexa. Por isso, os livros didaticos costumam apresentar a Formula de Rodrigues para
os Polindbmios de Legendre ao invés de apresentacéo a (4.116).

Para deduzir a Formula de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre, precisa-
remos utilizar a Forma Candnica da Equacao de Sturm-Liouville (ARFKEN; WEBER,
2003), que foi citada inUmeras vezes ao longo do texto e que pode ser apresentada
como segue abaixo

d d
— |p(0)—f @) | + [pw(x) + ¢(x)] f(x) = 0. (4.117)
dx dx
A Equacéo (2.27) satisfaz esta forma, sendo expressa por
d 9y d m? 3
a (l—x )EG(JC) + f([-i' 1)— 1_x2 @(QC) = 0,
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onde, tomando m = 0 devido a suposi¢cao de simetria azimutal, temos

d 5 d

qgue é simplesmente a Equacao de Legendre posta na Forma Canénica da Equacéao
de Sturm-Liouville.
Comparando (4.117) e (4.118), e possivel perceber que

+0(¢+1)B(x) =0, (4.118)

p(x) = (1-x7), (4.119)
q(x)=0, (4.120)
p=0(¢+1), e (4.121)
w(x) =1. (4.122)

A Férmula de Rodrigues, de forma mais geral, possui o forma apresentado abaixo
(NETO, [2011),
an
" w() dx"
onde 0s parameros w € p, S840 0S mesmos que 0s presentes na Forma Canbnica da
Equacéao de Sturm-Liouville o porqué de a formula ter esse formato no caso mais geral
€ algo que foge ao escopo deste trabalho e portanto ndo sera deduzido aqui. Contudo,
vale dizer que as Férmulas de Rodrigues surgem da analise das Equagdes Hiperge-
ométricas, cujas solucdes sdo sempre algum Polinémio Ortogonal Classico. A Forma
Canobnica da Equacao de Sturm-Liouville € uma equacao do tipo Hipergeométrica, e
tem portanto suas solugbes sado polinbmios ortogonais, tal qual temos os Polindmios
de Legendre para a Equacédo de Legendre. Também se tem os Polinbmios de Hermite
para a Equacao de Hermite, dentre outros varios exemplos possiveis. Devido a esta
correlacao entre a Forma Candnica da Equacao de Sturm-Liouville, Polinémios Orto-
gonais e as Formulas de Rodrigues, os termos w(x) € p(x) que aparecem em
sé@o os mesmos que aparecem (4.117), e portanto, com base nas expressoes
e (4.122), a Férmula de Rodrigues a Equagao de Legendre sera

R, (x) {w@)[p)1"}, (4.123)

n

Rn(x):%;c—n{1[1—x2]”},

ou ainda,

n

d n
Ry()= —— |(1-47)

)

onde n é o grau do polindmio resultante. Devido a isso, como ja se sabe que os
Polinbmios de Legendre possuem grau /, faremos aqui a substituicao n — 1, portanto,

d¢ ¢
Ri@) = [(1-23)]. (4.124)
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Para expandir o termo (1 —xz)[ que surge em (4.124), podemos utilizar o Teorema
Binomial de Newton, que pode ser apresentado como segue

4 [—n
nl(¢ - n)Y

n

l
(x+y Z Y.

E mais conveniente, afim de facilitar os calculos, tomar (-x?+1), em breve ser4
possivel ver porque é mais conveniente aplicar o teorema nesta forma.
. . . N ~ l
Portanto, aplicando o Teorema de Binomial de Newton a expresséo (—x%+1), te-
mos

‘¢

2 ¢ 2161 \n
—x“+1) = —(—x (",
( ) =L e
onde (—x2)" " = (-1)’(x2)"" e naturalmente (1" = 1, o elemento neutro da multipli-

cacgao. Logo, substituindo estes resultados, temos

4
_ A2 O-n( 2\¢-n
(x+1) Z '([ n)'( D ()",

vale aqui lembrar a regra para poténcias de poténcias, onde (™)™ = x**™, 0 que im-
. /- _
plica que (x2)" " = (x)?~27, portanto,

¢
- = (<2 +1)" Oyt (4.125)
— nl(¢ —n)!

Agora, retornando a Férmula de Rodrigues para a Equacédo de Legendre, com o
resultado (4.125), temos

al (£
- l—n, 20-2n
Ry(x) = [{ Y '(i— )' ~1)"x H (4.126)
onde os termos que ndo dependem diretamente de x comutam com o operador de
derivada,

4

R(x) = Z (-1)!" ; [x2€—2n]}‘

{ 14 '(«.” —-n)!

Analisando somente a derivada, temos duas situacdes, uma se da quando o grau
do expoente resultante de 2¢ —2n é menor que a ordem ¢ da derivada implicando que
o resultado sera nulo, pois se trata de um polindbmio, e outro se da quando quando o
resultado do expoente é maior que a ordem da derivada, nesse caso temos a seguinte
condicao

¢
20-2n=0 => 20-¢=2n => (=2n > §2n, (4.127)
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ou seja, se (/2 +1)<n < ¢ aderivada é nula, e se 0 <n < ¢/2 a derivada é ndo nula.
No segundo caso, realizando de forma sucessiva as derivadas, temos que

d [ x20-2n

= (20-2n) x27271
dux

2
% (22| = @c-2n) @0-2n-1) L2022,
X

3
% 22| = (@0-2n) @0-2n-1) @0-2n-2) 422,
X

d€—1
dx?-1
d€
dx?

logo, para a derivada de ordem ¢, conclui-se que

[x”—z”] = (20-2n) (20-2n—1) - [20—2n—(0)] 222D

(22| = @c-2n) @0-2n-1) - [20-2n-(-2)] [20-2n—-(C-1)] £ 2,

0
4 [x” "= (20-2n) (20-2n-1) - [20-2n—(0)] £2072 (4.128)

dx?
onde podemos conseguir uma notagcdao mais limpa e compacta através da introducao
do fatorial abaixo,

(20-2n-10)!
20-2n-0)
pois ele completa a sequéncia dos termos que constituem o coeficiente de x2/~27¢,

desse modo obtém-se o novo fatorial

(2¢0-2n)! ={(20-2n) (20 -2n—-1) --- [20 -2n - ({ - 1)]}(20 - 2n —n)!,
Termos que constituem o coeficiente da Equagéo

logo, para a derivada de ordem ¢, temos

d[ 90—2n (20 -2n-10)! 20—-9n—¢
@[x ] = @0-2n) @0-2n-1) - [20-20-(0-D] o x ,
portanto,

d_[(x2€—2n) _ (20 -2n)! (202t
dx? (2¢-2n-20)!

Note ainda que (2¢ —2n — ¢) = (¢ — 2n), logo,
d’ 20-2n) _ (20-2n)! , 5,
W(’C )= -2t
Portanto, com base na condigao (4.127), conclui-se que

20-2n)!  ¢-2
d* (x2£—2n) {((gg,?)? x T, se 0=sn<s

da’ 0, se (5+1)

3

(4.129)

N s

n</¢.

[\
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Levando a Equacéo (4.129) a Férmula de Rodrigues para a Equacao de Legendre,
temos

L rn(20-2n)! Hn]
R(x) = Z r(g_ )‘( 1) TS :

ou ainda, visto que os termos sao nulos quando n = (¢/2 + 1), temos

2 0! (20 —2n)!
R - _tr (_qyf-nlet Alt) f—Qn].
o(x) = Z —n )'( 1) T
Agora, reorganizando os termos, obtemos

{2 . 0N20—-2n)! _
_ _1\¢—n 0-2n
R”(x)‘n;)( Y =zt

Contudo, podemos ainda destacar que (-1)‘~" = (-1)/(-1)"", de modo que

02 0\/(2¢ —2n)!
3 1y qy-n {—2n
Re@= ) VD e
logo,
02 _ (2¢-2n)! ¢-2n

=(— ¢ ! - "
R(x)=(-1) [-’;)( D (-t —2n)"

onde se nota que (-1)~" =(-1)", pois (-1)™" = 1/(-1)", de modo que

=

=1, se n é par,
(-D"=
il =-1, se n é impar.

dessa forma temos que

/2 (20 —2n)!
e _ [—2n
Bel0)= (1) é'nzo% @-nlC—2"

portanto,

92 (—1)2¢0-2n)! ,_
PPN {-2n
R =000 ) o

agora, introduz-se ad hoc, o termo 2¢/2¢ =1,

20 L2 (-1n"@20-2n) ,_
e ! 2n
R,(x)=(-1) €2€n “ nl(0 —n)\(f - 2l

logo, separando a fragdo 2¢/2¢ e colocando um dos termos 2¢ no denominador da
fracdo que esta sendo operada pelo somatério, temos que

22 _1\n _ '
R = (~1f ity @200 pan

4.1
St (- ) —2n)" (4.130)
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Por fim, contemplando a Equacao (4.130) e comparando-a com a Equacao (4.116),
€ possivel perceber que todo o somatério € exatamente idéntico a expressao que
encontrada anteriormente para expressar os Polindbmios de Legendre, isto €,

92 (—1)yv2¢-2n)! ,_
ot {-2n
R,(x)=(-1)"¢!2 n;)ng((_n)!(e—Qn)!x

[ J/

Py(x)

(4.131)

Logo, se R,(x) = (-1)/2¢¢!P,(x), a implicagao direta é que P,(x) = R (x)/((-1)?2%¢!),
portanto,

1 1
Py(x)= og —1f Ry,
——
=(-1)¢

onde lembra-se a defini¢ao inicial dada R,(x) em (4.124), de modo que

P =2 L1y,

200! dx’
onde aqui se usa a comutatividade do termo (-1)’ com o operador de derivada, de
modo que

dﬁ

P = orn et

|[nf(-a?)],
logo, dentro da derivada, temos que
D (1-2%)" = [D(1-Y)] = (- 1)".

Por fim, conclui-se que a Férmula de Rodrigues para os Polinbmios de Legendre é
expressa por

1 df

Po(x)= —— =
()= T

[(=2-1)°], (4.132)

praecise quod erat demonstrandum!
Tal expressao esta de acordo com as expressdes encontradas em (ARFKEN; WE-
BER, 2003), (BARATA, [2022), (GRIFFITHS|, 1999), e varios outros.
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5 CONCLUSAO

Desde o inicio deste trabalho, nos propusemos a resolver dois problemas princi-
pais. Primeiro, resolver a Equacgéo de Laplace para sistemas descritos em coordena-
das polares esféricas com simetria em torno do eixo azimutal. E segundo, resolver
a Equacéao de Legendre, entao teriamos resolvido pelo menos uma parte do primeiro
problema.

Felizmente, ao longo de todo o texto, logramos em cumprir 0s N0ssos objetivos, isto
€, resolvemos a Equacao de Legendre e também encontramos todas as informacdes
necessarias para descrever uma solugédo geral para a Equacao de Laplace descrita
em um sistema de coordenadas polares esféricas com simetria em torno do angulo
azimutal.

Quando fizemos a separacao de variaveis na Equacao de Laplace, na Secéo 2.3,
encontramos trés EDOs: uma para a coordenada radial, outra para a coordenada
polar, e outra para a coordenada azimutal. Devido a simetria em torno do angulo
azimutal, a EDO para esta coordenada pode ser ignorada. Entdo, nos preocupamos
apenas com as outras duas EDOs em prol de encontrar fungdes para descrever as
coordenadas radial e polar, sendo a solucéo geral o produto de ambas as solugdes.

Para a coordenada radial, apresentamos sua solucado na Secao 3.3, quando en-
contramos a Equacéo (3.23). Ja para a coordenada polar, encontramos sua solugéo
na Secao 4.1, mas apés as discussoes das 4.2 e 4.3, chegamos a conclusao de que
a solugdo para esta coordenada seria melhor representada pela Equagéo (4.132).

Portanto, tendo ambas as solugdes em maos, podemos em fim apresentar a solu-
cao geral para a Equagéo (2.9), a Equagéo de Laplace para o Potencial Eletrostatico
no caso de um sistema descrito em de coordenadas polares esféricas com simetria
em torno do angulo azimutal. Segue que, de acordo com as equacgdes e (2.24),
a fungéo potencial escalar V sera descrita por

V(r,0,¢) = R(r)O(0) ®(p). (5.1)

No entanto, deviso a simetria azimutal, a funcao ®(¢) deve ser simétrica em relacao
a operacao de multiplicacdo, para ela ndo afete a forma do potencial. Neste caso,
assim como discutiu-se nos paragrafos acima da equagao (2.29), tém-se m =0, que
por sua vez implica ®(¢) = 1. Ou seja, a equagao se resume a

V(r,0) = R(r)©(0), (5.2)

onde, utilizando os resultados apresentados nas Equacgdes (3.23) e (4.132) na Equa-
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cao (5.2), obtemos

1y 1 d, 5 ¢
r["'l)zé_[!w[(x —1) ], (53)

V(r,0)= (Ar” +B
ou ainda, tendo em vista que existem infinitas possibilidades para o valor de ¢, entao
temos também infinitas possibilidades para o potencial. Dessa forma, faz a substitui-
céo V — V,, de maneira que a solucao geral sera a combinacao linear de todas estas
possiveis solucdes. Portanto, a solucéo geral sera da forma

l
V(r,0)=)_ Vi(r,0), (5.4)
k=0

onde os termos V,(r,0) sao

1)1d’

_ l
Vg(r,H)— (Ar +Br€+1 W@

[(=2-1)7], (5.5)

de modo que a solugao geral pode ser reescrita na forma

4

_ 5 1)y 1 d 5 &
V(r,G)—];){(Ar +Bo )i 2 1)) (5.6)

Vale salientar que, na Equagéo (5.4), as constantes da combinagéo linear foram
omitidas propositalmente, pois se considera que elas foram absorvidas nas constan-
tes A e B, presentes na Equagao (5.5). De toda maneira, elas estdo presentes na
solugdo geral expressa na Equagéo (5.6), sendo esta entéo a solugdo para a Equagéo
de Laplace com simetria no eixo azimutal, a Equacéo (2.9). Na literatura, especial-
mente em (REITZ; MILFORD; CHRISTY) 1982), as solu¢des V,(r,0) sdo chamadas
de Harménicos Zonais.

No mais, o0 autor apenas agradece a cada estudante que chegou ao final da leitura
deste trabalho, bem como agradece imensamente a banca avaliadora deste trabalho
de conclusao de curso. Se, de alguma forma, esta leitura lhe ajudou a compreender
um pouco melhor a origem fisica e matematica dos Polindbmios de Legendre, entdo o
autor estd satisfeito.
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Anexo A - Ementa da Disciplina de Introducao as Equacoes Diferenciais
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UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSINO
PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIPO DE COMPONENTE (Marque um X na opgo)

Disciplina

D Atividade complementar

I:| Pratica de Ensino
l:| Monografia

[ ] Médulo

D Trabalho de Graduagao
STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgao)

Obrigatério

I:] Eletivo I:] Optativo
DADOS DO COMPONENTE
Cédigo Nome Carga Horaria | N° créditos | CH Global | Periodo
Teorica | Pratica
FISC0092 | Introdugao as 60 0 4 60 5°
Equagoes  Dife-
renciais
Pré-requisitos ‘ FISC0079 ‘ Co-requisitos | - ‘ Requisitos C.H. | -
EMENTA

Equagoes diferenciais de primeira e segunda ordem. Teoremas de existéncia e unicidade. Sistemas
da Teoria de Estabilidade.

de Equagdes Diferenciais. Equagoes Diferenciais de ordem n. Transformadas de Laplace. Nocoes
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147
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E.21 Introducao a Equacoes Diferenciais - 5° Periodo 148

OBJETIVOS DO COMPONENTE

Introduzir as principais técnicas de resolugoes de equagoes diferenciais elementares e suas aplicagoes
nas areas de ciéncias exatas e tecnoldgicas.

METODOLOGIA

Exposi¢ao dialogada com utilizacdo de quadro branco, simulages de equagoes diferenciais em
softwares, exposicao graficas das equagdes.Semindrios expositivos realizados pelos alunos.

AVALIACAO

Os alunos serao avaliados por trés notas sendo duas por realizacdo de prova escrita e uma pelos
semindrios realizados durante o periodo da disciplina. Sera considerado apto (aprovado) o aluno
que obtiver nota media superior a 7,0 (sete). Caso ndo haja nota superior a 7,0 o aluno poderar
ser submetido a uma avalia¢do final sendo considerado apto caso sua media final (nota na prova
final mais media nas trés provas) seja superior ou igual a 5,0 (cinco).

CONTEUDO PROGRAMATICO

1. - Introducao as equacoes diferenciais.
. - Equacoes diferenciais de primeira ordem.
2.1 - Equagoes Lineares.
2.2 - Equagoes separaveis.
2.3 - Diferencas entre equagoes lineares e nao lineares.
2.4 - Equacoes Exatas e Fatores Integrantes.
2.5 - Existéncia e Unicidade.
2.6 - Aplicagdes.
3. - Equagoes diferenciais de segunda ordem.
3.1 - Equagoes homogenias com coeficiente constantes.
3.2 - Independéncia Linear e Wronskiano.
3.3 - Raizes complexas das equagbes caracteristica.
3.4 - Raizes repetidas, redugao de ordem.
3.5 - Equagoes nao-homogénias
3.6 - Vibragoes Elétricas, Mecanicas e Forgada.
4. - Equagoes diferenciais de ordem n.
4.1 - Equacoes homogénias com coeficientes constantes.
4.2 - Equagoes nao-homogénias com coeficientes constantes.
5. - Transformada de Laplace.
5.1 - Definigdo do Transforma de Laplace.
5.2 - Solucgoes de equagoes diferenciais usando a transformada de Laplace.
5.3 - Fungoes Degrau e Impulso
5.4 - Convolucao.
6. - Sistemas de equagdes diferenciais.
6.1 - Teoria bésica de sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem.
6.2 - Sistemas lineares homogénios de primeira ordem com coeficientes constantes.
7.0 - Nogoes de Estabilidades da equagdes diferenciais.

Do
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¢ BOYCE, W. E.; DI PRIMA, R. C., Equacoes Diferenciais Elementares e Problemas de
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BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR
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Disciplina

D Atividade complementar

I:| Préatica de Ensino
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D Trabalho de Graduagao
STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgao)
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e
FISC0092
EMENTA

Teoria da Relatividade. Quantizacao da carga, luz e energia. Modelos atémicos. Propriedades
ondulatérias das particulas. A equagao de Schrodinger. Fisica atomica. Fisica estatistica.
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OBJETIVOS DO COMPONENTE

e Ensinar os fundamentos da Teoria da Relatividade Especial e da Fisica Quantica.
e Discutir a relacao entre Fisica e Matemadtica e entre Fisica e Tecnologia.
e Discutir a prépria evolucao da Fisica, trazendo a tona elementos histéricos.

METODOLOGIA

Aulas expositivas e dialogadas.

AVALIACAO

Provas escritas e eventuais trabalhos em grupo.

CONTEUDO PROGRAMATICO
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1. Teoria da Relatividade;
1.1. Relatividade Cléssica;
1.2. O éter;
1.3. O experimento de Michelson-Morley;
1.4. Os postulados de Einstein;
1.5. Consequéncias cinematicas dos postulados;
1.6. A transformacao de Lorentz;
1.7. Momento relativistico;
1.8. Energia relativistica;
1.9. Nogoes de Relatividade Geral,
. Quantizacao da Carga, Luz e Energia;
2.1. Quantizacao da carga elétrica;
2.2. Radiagao de corpo negro;
2.3. O efeito fotoelétrico;
2.4. O efeito Compton;
3. Modelos Atomicos;
3.1. Espectros atémicos;
3.2. Modelo de Rutherford;
3.3. Modelo de Bohr para o atomo de hidrogénio;
3.4. Espectros de raios X;
3.5. O experimento de Franck-Hertz;
. Propriedades Ondulatérias das Particulas;
4.1. A hipétese de de Broglie;
4.2. Pacotes de ondas;
4.3. Interpretacao probabilistica da funcao de onda;
4.4. O principio da incerteza;
4.5. Algumas consequéncias do principio da incerteza;
4.6. Dualidade onda-particula;
. A Equagao de Schrédinger;
5.1. A Equagao de Schrodinger em uma dimensao;
5.2. O pogo quadrado infinito;
5.3. O pocgo quadrado finito;
5.4. Valores esperados e operadores;
5.5. O oscilador harmoénico simples;
5.6. Reflexdo e transmissao de ondas;

\V]

o~

(2}

6. Fisica Atémica;
6.1. A equacao de Schrodinger em trés dimensoes;
6.2. Quantizagdo do momento angular e da energia do d&tomo de hidrogénio;
6.3. As fungoes de onda do dtomo de hidrogénio;
6.4. O spin do elétron;
6.5. Momento angular total e interagao spin-érbita;
6.6. A equac@o de Schrédinger para duas ou mais particulas;
6.7. Estados fundamentais dos 4tomos: a tabela periddica;
6.8. Estados excitados e os espectros dos elementos;
7. Fisica Estatistica;
7.1. Estatistica Classica;
7.2. Estatistica Quantica;
7.3. A condensagao de Bose-Einstein;
7.4. O gés de fétons;
7.5. Propriedades de um gas de férmions.

BIBLIOGRAFIA BASICA
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E.21 Introducao a Equacgoes Diferenciais - 5°Periodo

et 2
7Y

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSINO
PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIPO DE COMPONENTE (Marque um X na opgo)

Disciplina

D Atividade complementar

I:| Pratica de Ensino
l:| Monografia

[ ] Médulo

D Trabalho de Graduagao
STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgao)

Obrigatério

I:] Eletivo I:] Optativo
DADOS DO COMPONENTE
Cédigo Nome Carga Horaria | N° créditos | CH Global | Periodo
Teorica | Pratica
FISC0092 | Introdugao as 60 0 4 60 5°
Equagoes  Dife-
renciais
Pré-requisitos ‘ FISC0079 ‘ Co-requisitos | - ‘ Requisitos C.H. | -
EMENTA

Equagoes diferenciais de primeira e segunda ordem. Teoremas de existéncia e unicidade. Sistemas
da Teoria de Estabilidade.

de Equagdes Diferenciais. Equagoes Diferenciais de ordem n. Transformadas de Laplace. Nocoes

116
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OBJETIVOS DO COMPONENTE

Introduzir as principais técnicas de resolugoes de equagoes diferenciais elementares e suas aplicagoes
nas areas de ciéncias exatas e tecnoldgicas.

METODOLOGIA

Exposi¢ao dialogada com utilizacdo de quadro branco, simulages de equagoes diferenciais em
softwares, exposicao graficas das equagdes.Semindrios expositivos realizados pelos alunos.

AVALIACAO

Os alunos serao avaliados por trés notas sendo duas por realizacdo de prova escrita e uma pelos
semindrios realizados durante o periodo da disciplina. Sera considerado apto (aprovado) o aluno
que obtiver nota media superior a 7,0 (sete). Caso ndo haja nota superior a 7,0 o aluno poderar
ser submetido a uma avalia¢do final sendo considerado apto caso sua media final (nota na prova
final mais media nas trés provas) seja superior ou igual a 5,0 (cinco).

CONTEUDO PROGRAMATICO

1. - Introducao as equacoes diferenciais.
. - Equacoes diferenciais de primeira ordem.
2.1 - Equagoes Lineares.
2.2 - Equagoes separaveis.
2.3 - Diferencas entre equagoes lineares e nao lineares.
2.4 - Equacoes Exatas e Fatores Integrantes.
2.5 - Existéncia e Unicidade.
2.6 - Aplicagdes.
3. - Equagoes diferenciais de segunda ordem.
3.1 - Equagoes homogenias com coeficiente constantes.
3.2 - Independéncia Linear e Wronskiano.
3.3 - Raizes complexas das equagbes caracteristica.
3.4 - Raizes repetidas, redugao de ordem.
3.5 - Equagoes nao-homogénias
3.6 - Vibragoes Elétricas, Mecanicas e Forgada.
4. - Equagoes diferenciais de ordem n.
4.1 - Equacoes homogénias com coeficientes constantes.
4.2 - Equagoes nao-homogénias com coeficientes constantes.
5. - Transformada de Laplace.
5.1 - Definigdo do Transforma de Laplace.
5.2 - Solucgoes de equagoes diferenciais usando a transformada de Laplace.
5.3 - Fungoes Degrau e Impulso
5.4 - Convolucao.
6. - Sistemas de equagdes diferenciais.
6.1 - Teoria bésica de sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem.
6.2 - Sistemas lineares homogénios de primeira ordem com coeficientes constantes.
7.0 - Nogoes de Estabilidades da equagdes diferenciais.

Do
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BIBLIOGRAFIA BASICA

¢ BOYCE, W. E.; DI PRIMA, R. C., Equacoes Diferenciais Elementares e Problemas de
Valores de Contorno. Ed. LTC, 2002.

e ZILL, D. G.; CULLEN, M. R., Equagoes Diferenciais. Sao Paulo: Makron Books, 2001.

e SIMMONS, George Finlay; KRANTZ, Steven G. Equagoes diferenciais: teoria, técnica e
pratica. Sao Paulo: McGraw-Hill, 2008

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

e BASSANEZI, R.C.; FERREIRA, W.C. Jr., Equagoes diferenciais com aplicagoes. Sao
Paulo: Ed. Harbra, 1988.

¢ APOSTOL, T. M., Calculus. New York, Blaisdell Publishing Company.

e BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel B. Equacoes diferenciais. 3.ed. Porto Alegre: Book-
man, 2008.

¢ EDWARDS, C. H.; PENNEY, David E. Equagoes diferenciais elementares com problemas
de contorno. 3. ed. Rio de Janeiro: Prentice-Hall do Brasil, ¢1995.

e STEWART, James. Calculo. Sao Paulo: Cengage Learning, 2010.
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F.15 Mecanica Quantica I

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSINO

PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIPO DE COMPONENTE (Marque um X na op¢ao)

Disciplina I:' Pratica de Ensino
l:| Atividade complementar l:| Moédulo
D Monografia D Trabalho de Graduagao

STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgao)

l:| Obrigatoério Eletivo |:| Optativo

DADOS DO COMPONENTE

Codigo Nome Carga Horaria | N° créditos | CH Global | Periodo
FISC0118 Tedrica | Prética
Mecanica 60 0 4 60
Quantica I

Pré-requisitos | FISC0092, | Co-requisitos | - Requisitos C.H. | -
FISCo0101

EMENTA

Os principios da Mecanica Quantica e sua estrutura matematica. O oscilador harmoénico simples.
As representagoes de Schrodinger e de Heisenberg. Potenciais bidimensionais e tridimensionais
separaveis. Potenciais centrais. O momento angular. O dtomo de hidrogénio. Adigao de momentos
angulares. Spin do elétron e as matrizes de Pauli. O elétron em um campo magnético

OBJETIVOS DO COMPONENTE

Introduzir a mecanica quantica nao-relativistica para um e dois corpos e suas aplicagoes.
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METODOLOGIA

Aulas expositivas com utilizagao de quadro branco e/ou ou apresentagdo em multimidia.

AVALIACAO

Provas escritas e eventuais trabalhos (listas de exercicios, seminério)

CONTEUDO PROGRAMATICO

1. A equagdo de Schrodinger e a algebra de operadores.
1.1. A equacdo de onda e a sua interpretagao;
1.2. Conservagao da probabilidade;
1.3. Normalizagao da fun¢ao de onda;
1.4. Estados estacionarios e nao-estacionarios;
1.5. Ortogonalidade dos auto-estados;
1.6. Auto estados no espaco de posi¢ao e de momentum;
1.7. Valores esperados;
1.8. Operadores, observaveis e relagoes de incerteza;
1.9. Teorema de Ehrenfest e teorema do Virial,
1.10. Comutadores e regras e comutagao;
2. Aplicagoes da equagdo de Schrodinger.
2.1. Particula livre;
2.2. Particula na caixa;
2.3. Potencial degrau;
2.4. Barreira de potencial retangular;
2.5. Potencial delta;
2.6. Poco quadrado unidimensional;
3. Formalismo da mecanica quantica.
3.1. Postulados da mecéanica quantica;
3.2. Fungoes de onda versus vetores de estado;
3.3. Notagdo de Dirac: Bras, Kets e representages matriciais;
3.4. Base dos Kets e mudanga de base;
3.5. Produto interno (ou escalar);
3.6. Espaco de Hilbert;
3.7. Operadores lineares, Hermitianos e de projegao;
3.8. Autovalores e autovetores de operadores Hermitianos;
3.9. Comutatividade e compatibilidade;
3.10. Produto tensorial de espacos de estados e de operadores;
4. Dinamica quantica.
4.1- O operador de evolucao temporal e a equagao de Schrodinger;
4.2- Representacao de Schriodinger, Heisenberg e de interacao;
4.3- Dependéncia temporal do valor esperado;
4.4- Equagao de movimento de Heisenberg;
5. Oscilador harmonico.
5.1- Equagao de Schrodinger para o oscilador harmonico;
5.2- Solugao via método analitico;
5.3- Solugao via método algébrico: operadores de criagdo e aniquilagao;
5.4- Evolucao temporal do oscilador harmonico;
5.5- Estados coerentes;
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6. Potenciais centrais e momento angular.
6.1- Momentum angular orbital;
6.2- Autovalores e autofungdes do Momentum angular;
6.3- Harmonicos esféricos;
6.4- A reducao do problema de forga central;
6.5- Particula na caixa esférica;
6.6- Atomo de hidrogénio;
7. Introducgao aos métodos aproximados de resolucao da equagao de Schrodinger.
7.1- Método Variacional;
7.2- Nocoes de teoria de perturbacgdo independente do tempo;
7.3- Nogoes de teoria de perturbagao dependente do tempo.

BIBLIOGRAFIA BASICA

e EISBERG, Robert Martin; RESNICK, Robert. Fisica quantica: atomos, moléculas, sélidos,
nicleos e particulas. Rio de Janeiro: Elsevier.

e GRIFFITHS, David J. Introduction to quantum mechanics. 2nd ed. Upper Saddle River, N.J.:
Pearson Prentice Hall, 2005. ix, 468 p

e LOPES, José Leite. A estrutura quantica da matéria: do atomo pré-socratico as particulas
clementares. 3. ed. Rio de Janeiro: Editora UFRJ, 2005. 931 p.

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTAR

ePESSOA JUNIOR, Osvaldo. Conceitos de fisica quéntica. Vol 1, 3.ed. Sao Paulo: Livraria da
Fisica, 2006.

oVIANNA, José David Mangueira; FAZZIO, Adalberto; CANUTO, Sylvio. Teoria quantica de
moléculas e sélidos: simulagao computacional . Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2004. 401 p.
«COHEN-TANNOUDJI, Claude; DIU, Bernard; LALOE, Franck. Quantum mechanics. New
York: J. Wiley ; Paris : Hermann.

eNIELSEN, Michael A.; CHUANG, Isaac L. Computagao quantica e informagao quantica. Porto
Alegre: Bookman, 2005.

eVALADARES, Eduardo de Campos; CHAVES, Alaor; ALVES , Esdras Garcia. Aplicagoes da
fisica quantica: do transistor a nanotecnologia . 1.ed. Sao Paulo: Sociedade Brasileira de Fisica;
Livraria da Fisica,
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