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Resumo

A modelagem e a simulacdo de escoamentos multifdsicos e multicomponentes em
meios porosos heterogéneos e anisotrépicos se constitui num grande desafio de ordem ma-
temdtica e numérica. Neste contexto, sdo de especial interesse o estudo do transporte de
contaminantes em aqiiiferos e a simula¢do de escoamentos bifasicos de 6leo e dgua em re-
servatorios de petréleo.

A utilizacdo de metodologias numéricas capazes de lidar com malhas flexiveis (ndo-
estruturadas) pode oferecer algumas vantagens sobre as formulagdes baseadas em malhas
estruturadas, possibilitando que pocos inclinados e estruturas geoldgicas com caracteristicas
geométricas complexas, tais como, falhas selantes, canais e camadas estratificadas inclina-
das, sejam modeladas naturalmente e de maneira mais acurada. Dentre os métodos numéri-
cos que usualmente fazem uso de tais malhas, podemos citar: 0 método dos elementos fini-
tos (MEF) e o método dos volumes finitos (MVF). Este ultimo € particularmente atrativo
devido as suas propriedades de conservagao local e global.

No presente trabalho, apresentamos uma nova formulacdo do método dos volumes fini-
tos com estrutura de dados por aresta (MVFA), considerando volumes de controle construi-
dos pelo método das medianas (median dual). Esta formulagao é capaz de lidar com meios
heterogéneos e anisotropicos (tensor completo) de maneira inovadora, utilizando malhas
estruturadas e ndo-estruturadas. E bastante conhecido na literatura que a estrutura de dados
por arestas € mais eficiente em termos de economia de memoria e tempo de CPU, alem
disso ela permite uma implementacdo elegante e eficiente da formulacdo numérica desen-
volvida.

A discretizacdo dos termos elipticos (difusivos) € realizada utilizando uma formulagao
nao 6bvia do método dos volumes finitos. Tais termos sdo calculados em dois lacos (loops)
nas arestas das malhas. Esta formulagdo permite que os fluxos através das faces dos volu-
mes de controle sejam calculados adequadamente, mesmo em malhas nao-ortogonais, € em
meios anisotropicos e heterogéneos, mantendo uma aproximac¢do de segunda ordem.

Para a discretizagdo dos termos advectivos, utilizamos duas técnicas de alta ordem: um
método de Difusdao Numérica Artificial (DNA) e um método “Total Variation Diminishing”
(TVD), baseado na extrapolagdo de varidveis, conhecido como ‘“Monotone Upstream S-
cheme for Conservation Laws” (MUSCL-TVD). Estes métodos sdao adaptados para utiliza-
cdo com malhas estruturadas e ndo-estruturadas, em problemas de transporte de fluidos em
meios porosos.

A metodologia que desenvolvemos € bastante geral, no sentido em que, tanto a discre-
tizacdo dos termos difusivos, quanto a discretizacdo dos termos advectivos que caracteri-
zam as equacdes de transporte em meio poroso, sao feitas com base nos mesmos principios
de conservacao e utilizando a mesma estrutura de dados por arestas.

Toda formulagdo desenvolvida foi verificada numericamente através da solugao de
alguns problemas modelos encontrados na literatura. Sempre que possivel os resultados sao
comparados com resultados analiticos ou outras solu¢des numéricas disponiveis na literatu-
ra. Os resultados obtidos no presente trabalho se compararam de maneira bastante favoravel
com outros resultados fornecidos por diferentes metodologias encontradas na literatura.
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Abstract

The modeling and simulation of multi-phase and multi-component fluid flow in het-
erogeneous and anisotropic porous media can be a great challenge of mathematical and
numerical nature. In this context, the study of contaminant transport in aquifers and the
simulation of two-phase flow of oil and water in oil reservoirs are of special interest.

The utilization of methodologies capable of handling flexible meshes (unstructured)
may offer some advantage over structured meshes based formulations, allowing that in-
clined wells and geological structures with complex geometrical features, such as sealing
faults, channels and inclined stratified layers, are naturally modeled with more accuracy.
Within the class of numerical methods that make use of unstructured meshes, we may
quote: the finite element method (FEM) and the finite volume method (FVM). The latter is
particularly attractive due to its local and global conservation properties.

In the present work, we present a new finite volume formulation with an edge-based
data structure (EBFV), considering median dual control volumes. This formulation is capa-
ble of handling heterogeneous and anisotropic (full tensor) porous media in an innovative
way, using structured and unstructured meshes. It is well know in literature that the edge-
based data structure is more efficient in terms of memory saving and CPU time, besides it
allows for an elegant and efficient implementation of the developed numerical formulation.

The discretization of elliptic (diffusive) terms is performed by a non obvious formula-
tion of the finite volume method. Such terms are discretized in two loops over the edges of
the mesh. This formulation allows the fluxes through control volume faces to be properly
calculated even for non-orthogonal meshes in heterogeneous and anisotropic media, keep-
ing second order accuracy.

For the discretization of advection terms we have used two higher order techniques: an
artificial numerical diffusion method (AD) and a “Total Variation Diminishing” (TVD)
type method based in variable extrapolation, which is known as “Monotone Upstream
Scheme for Conservation Laws”, (MUSCL-TVD). These methods are adapted for use with
structured and unstructured meshes, in problems involving fluid transport through porous
media.

The methodology we have developed is quite general in the sense that both, the discre-
tization of the diffusive terms and the discretization of the advective terms that characterize
the transport equations in porous media, are performed using the same conservation princi-
ples and using the same edge-based data structure.

The whole methodology has been numerically verified through the solution of some
model problems found in literature. Whenever is possible, the numerical results are com-
pared to the analytical solutions, or to other numerical results available. The results ob-
tained in the present work compare very favorably with other results provided by different
methodologies found in literature.
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LISTA DE SIMBOLOS

A, : Area da superficie de controle

C : Concentracdo de um soluto contaminante

C u, : Vetor area normal a superficie de controle associada a aresta 1J, no interi-
or do dominio

622 : Vetor drea normal da superficie de controle associada a aresta 1J, para o
interior do subdominio Q,

D, : Coeficiente de difusdo molecular no liquido

C : Tensor de dispersao hidrodinamica

D W, : Vetor drea normal da superficie de controle associada a aresta 1J, no con-
torno do dominio

53; : Vetor drea normal da superficie de controle associada a aresta IJ, para o
contorno do dominio £,

D i, : Vetor area normal da superficie de controle triangular no contorno,
formada pelos nés 1,J, e J,,

D, : Coeficiente de dispersividade longitudinal

D,, : Tensor de difusdo molecular

D, : Coeficiente de dispersividade transversal

erfc : Func¢do erro complementar

exp : Fun¢do exponencial

||E || : Norma do erro assint6tico de truncamento

f : Fluxo fracional da fase i

F : Fluxo advectivo exato

13“11L : Fluxo advectivo aproximado associado a uma aresta 1J,

g : Médulo da aceleragdo gravitacional
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FanlY o

: Funcdes de interpolacdo ou fungdes de forma

: Fase i = 6leo (0) ou dgua (w)

: N6s genéricos da malha, através dos quais sdo definidos os volumes de

controle

: Tensor Identidade

: Aresta formada pelosnés 1 e J,
: Vetor unitdrio na dire¢@o da aresta, determinado pelos pontos 1J,

: Termo de fluxo difusivo

: Operador diferencial

: Vetor aresta, determinado pelos pontos 1J,
: Tensor permeabilidade absoluta do meio poroso

: Permeabilidade relativa da fase i

: Parametro escalar livre do método MUSCL-TVD que permite estipular a

ordem formal da aproximacao na face do volume de controle

: Parametros empiricos para o modelo de Van Genuchten

: Operador diferencial que pode representar um problema de convecgao,

difusdo ou convecc¢ao-difusio
: Vetor drea normal

: Vetor unitdrio normal a drea A,

: Numero de nés vizinhos conectados a0 um né / através de uma aresta 1J,
: Pressao capilar

: Pardmetro empirico para o modelo de Brooks e Corey

: Pressdo da fase i

: Pressdo média das fases

: Numero de Peclet da malha

: Termos de fonte ou sumidouro para um soluto contaminante

: Termos de fonte ou sumidouro (i.e. pogos)
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Vu,

VuUL

A
VuUL

: Vazao volumétrica especifica total

: Vazao volumétrica especifica da fase i

: Vazdo volumétrica total no poco injetor

: Vazdo volumétrica total no poco produtor
: Residuo associado a discretizagao espacial
: Fun¢do limitadora de inclinag¢do

: Saturacdo da fase i

: Saturacgdo residual de 6leo

: Saturacao residual de dgua

: Velocidade total do fluido ou velocidade de transporte advectivo

: Vetor velocidade da fase i
: Volume de controle associado a um n6 [

: Instante de tempo
: Espessura do dominio
: Varidvel escalar genérica (i.e. temperatura, pressao, concentragao, etc.)

: Valor exato da varidvel escalar # num ponto /

: Valor aproximado da varidvel escalar ¥ num ponto /

: Valor exato da varidvel escalar u no ponto médio de uma aresta 1J,

: Valor aproximado da varidvel escalar u no ponto médio de uma aresta 1J,
: Valor aproximado da varidvel escalar # associado a uma superficie de con-
trole triangular formada pelos nés 1,J, e J,

: Gradiente aproximado da varidvel escalar # no nd [

: Gradiente aproximado da varidvel escalar u no ponto médio da aresta 1J,

obtido por volumes finitos repetidos

: Gradiente aproximado da varidvel escalar u no ponto médio da aresta 1J,

obtido pelo método hibrido de volumes finitos e diferencas finitas



VﬁZL : Componente do gradiente aproximado da varidvel escalar # normal a ares-
ta IJ, no ponto médio da mesma, obtido por volumes finitos repetidos

Vﬁ;L : Componente do gradiente aproximado da varidvel escalar u paralelo a
aresta 1J, no ponto médio da mesma, obtido por volumes finitos repetidos

Vﬁf}i : Componente do gradiente aproximado da varidvel escalar u paralelo a

aresta 1J, no ponto médio da mesma, obtido pelo método hibrido de volu-

mes finitos e diferencas finitas

: Funcdes de ponderacao

>~

Z : Componente do vetor deslocamento orientado para baixo

Simbolos Gregos

: Parametro empirico para o modelo de Van Genuchten

o, : Dispersividade longitudinal
o, : Dispersividade transversal
a, : Coeficiente do termo de difusdo numérica artificial, avaliado no ponto mé-

dio da aresta

0, : Operador de diferengas centrais de primeira ordem
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1. INTRODUCAO

1.1 Motivacao e Consideracoes Gerais

O transporte multifasico e multicomponente de fluidos em meios porosos é um feno-
meno que envolve um conjunto de processos fisicos e quimicos bastante complexos e de
dificil modelagem fisica e matematica (EWING, 1983; REES, 2004). Dois temas de extre-
mo interesse social e econdmico e que envolvem a modelagem numérica e computacional
de tais processos sdo: a simulacio do transporte de poluentes em agqiiiferos (4guas subterra-
neas) e a simulacdo do fluxo de petréleo e 4gua em reservatérios de petréleo.

A contamina¢do da dgua subterrdnea por poluentes ocorre devido a diferentes fatores
que vao desde poluicao doméstica até a contaminagao “natural” pelo proprio meio ambiente
em que se encontra o aqiiifero (REES, 2004). A polui¢cdo doméstica pode ocorrer devido a
contaminacdo dos aqiiiferos por fossas sanitdrias, por vazamentos em tubulag¢des de esgoto,
etc. Os fatores ambientais decorrem do meio pelo qual a d4gua subterranea é transportada.
Intrusdo salina ou contaminag¢@o por rochas carbonaticas sao problemas diretamente associ-
ados ao meio no qual se encontra o aqiiifero. A poluicdo industrial se da de diferentes ma-
neiras estando ligada a contaminacgao dos aqiiiferos por residuos industriais nao tratados ou
inadequadamente tratados. Dentre estes residuos, destacam-se os metais pesados que, além
de serem de dificil dispersao, sdo extremamente toxicos. Particularmente no Brasil, a agri-
cultura tem-se tornado uma fonte importante de poluentes que podem contaminar os aqiiife-
ros. A 4gua de irrigacdo ou mesmo a dgua da chuva pode transportar restos de fertilizantes,
sais, herbicidas, etc.

Outra 4rea de interesse, e que na verdade foi o elemento motivador do nosso trabalho, é
a simulagdo numérica de fluxo em reservatdrios de petréleo. Segundo EWING (1983), o
principal objetivo da simula¢do numérica do transporte multifisico em meios porosos con-
siste “no correto entendimento dos fendmenos fisicos e quimicos associados ao escoamento
fluido no interior dos mesmos de modo a se otimizar a recupera¢do de hidrocarbonetos”.
Desta forma, o desenvolvimento da capacidade de predizer o comportamento dos fluidos
em reservatérios de menor ou maior complexidade estrutural é essencial para a aplicacdo
racional do capital pelas empresas petroliferas. Uma avaliacdo adequada do comportamento
do reservatério quando submetido a diferentes estratégias de produgdo permite a economia
de recursos e a maximizagao dos lucros (EWING, 1983; REES, 2004).

A recuperagdo de 6leo em rochas reservatorio envolve diferentes técnicas que vao des-
de a simples injecdo de dgua até a utilizagdo de polimeros que aumentam a viscosidade da
agua dificultando sua chegada antecipada a pogos produtores, ou ainda a utilizagdo de sur-
factantes que reduzem a tensdo superficial do 6leo de modo a facilitar sua remocdo (E-
WING, 1983). De maneira geral, as pressoes no interior das rochas reservatorio sao bastan-
te altas, de tal forma que o simples fato de se perfurar um poco através da formagao promo-
ve a saida espontanea do 6leo residente (EWING, 1983). Este tipo de recuperagao de 6leo é
conhecido como recuperacdo primdria. A recupera¢do primdria é responsdvel por baixas
recuperagdes do dleo residente (média de aproximadamente 20%), até que as pressdes no
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interior do reservatdrio sejam insuficientes para posterior extragdo do 6leo. A técnica de
recuperacao secunddria envolve a inje¢ao de dgua através de pocos injetores, de forma que
esta dgua sirva tanto para aumentar a pressao no interior dos reservatérios, como para des-
locar mecanicamente o 6leo na direcdo de pogos produtores. Vale salientar que apesar da
extrema importancia da recuperacdo secunddria, grandes quantidades de 6leo permanecem
no reservatdrio. Todas as técnicas que sao utilizadas na tentativa de retirar o restante do
6leo sdo conhecidas como técnicas de recuperagdo tercidria (EWING,1983; FANCHI,
2001).

Tanto no caso do estudo do transporte de contaminantes, quanto no caso da simulagdo
de fluxo em reservatorios de petréleo, o analista numérico tem de enfrentar problemas as-
sociados a modelagem de geometrias complicadas decorrentes da presenca de caracteristi-
cas geoldgicas complexas como, por exemplo, falhas selantes, camadas estratificadas incli-
nadas, canais, ou a existéncia de pog¢os inclinados que sdo cada vez mais utilizados na in-
dustria petrolifera. Estas falhas geoldgicas, comuns nas formacdes porosas, podem gerar
grandes descontinuidades em propriedades fisicas de interesse, tais como porosidade e
permeabilidade. A permeabilidade, em particular, € uma propriedade que pode variar mui-
tas ordens de grandeza num curto trecho do reservatério ou do aqiiifero (CRUMPTON et
al., 1995; VERMA, 1996; GEIGER et al., 2004). Além disso, devido ao fato das camadas
sedimentares poderem se depositar de diferentes maneiras proporcionando diferentes dire-
coOes preferenciais para o fluxo de fluidos, os meios porosos devem ser tratados preferenci-
almente como sistemas anisotropicos (Tensor Completo), (VERMA, 1996; VERMA e A-
Z17, 1996; EDWARDS, 1998; EDWARDS, 2000). A existéncia de tais caracteristicas na
maioria das formacdes dificulta tanto a andlise matematica quanto a andlise numérica dos
processos envolvidos no deslocamento de fluidos em tais meios (EWING, 1983; CHA-
VENT e JAFFRE, 1986).

De maneira geral, a modelagem do movimento de fluidos (4gua, 6leo, gés, etc.) em
meios porosos envolve a solu¢do de um sistema de equagdes diferencias parciais nao-
lineares mais ou menos acopladas (PEACEMAN, 1977; EWING, 1983; CHAVENT e
JAFFRE, 1986; CHEN et al., 1994), cuja solucdo analitica s6 é conseguida nos casos mais
simples, tanto do ponto de vista do problema fisico em si, quanto das geometrias a serem
tratadas. A solugdo aproximada destas equagdes a partir de métodos numéricos € pratica-
mente imperativa quando algum resultado quantitativo deve ser obtido para se definir, por
exemplo, a quantidade e a distribui¢cdo dos pocos de inje¢do e produg¢do num reservatorio
de petréleo.

Tanto na modelagem numérica do problema do transporte de contaminantes (NE-
SHENG SUN, 1995; KOVARIK, 2000; ZHENG e BENNETT, 2002; REES, 2004), quanto
na simulagdo numérica do fluxo em reservatérios de petréleo, o método numérico tradicio-
nalmente utilizado é o método de diferencas finitas (PEACEMAN, 1977; AZIZ, 1993; ER-
TEKIN et al., 2001), devido, em grande parte, a sua simplicidade de entendimento, bem
como a sua robustez e facilidade de implementac¢do. Além do mais, este método esta tradi-
cionalmente associado as malhas (grids) estruturadas, o que o torna um método extrema-
mente econdmico do ponto de vista do consumo de memoria e de utilizacdo de CPU. Por
outro lado, a associagcdo destes métodos as malhas estruturadas também causa dificuldades
importantes, particularmente no que diz respeito a modelagem das geometrias mais com-
plexas (ex. falhas e pogos inclinados) além de dificultar a utilizagdo de procedimentos de
adaptacdo automatica de malhas os quais sao naturalmente incorporados a métodos capazes
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de lidar com malhas nao-estruturadas, como o método dos elementos finitos (MEF), e¢ o
método dos volumes finitos (MVF), (ZIENKIEWICZ ¢ MORGAN, 1983; PATANKAR,
1980; MALISKA, 2004).

Nas ultimas décadas, muito se tem trabalhado no desenvolvimento de métodos que
facam uso de malhas nao-estruturadas, tais como o MEF e o MVF, devido ao fato desses
métodos permitirem uma melhor modelagem de caracteristicas fisicas e geométricas com-
plexas, além de incorporarem, naturalmente, técnicas de adaptacdo automatica de malhas.

Além dos tradicionais métodos de diferencas finitas, elementos finitos e volumes fini-
tos, recentemente, muitas variagdes e combinacdes das diferentes técnicas t€m sido utiliza-
das, tanto no estudo do transporte de contaminantes em agqiiiferos, quanto na simulacdo de
reservatorios de petrdleo.

Uma formulagdo que ja se tornou cldssica na literatura envolve os chamados métodos
dos elementos finitos mistos (MEFM), do inglés, “Mixed Finite Element Method” (E-
WING, 1983; CHAVENT e JAFFRE, 1986; WHEELER, 1988; CHEN et al., 1994). Tradi-
cionalmente estes métodos sdo utilizados em conjunto com formulac¢des segregadas de tal
maneira que o campo de pressdes € calculado simultaneamente com o campo de velocida-
des, e posteriormente este campo de velocidades € utilizado na equagdo de transporte (con-
centracdo ou saturagdo) a qual é resolvida através de algum esquema de captura de choque
ou através de técnicas Lagrangenas, como por exemplo, “Front Tracking” ou “Level Set
Method” (KARLSEN, 1999; KARLSEN, 2000). A despeito dos excelentes resultados nu-
méricos obtidos pelo método dos elementos finitos mistos, esta formulagao tem encontrado
muita resisténcia na sua aplicacdo, tanto de parte da comunidade académica quanto dos
desenvolvedores de pacotes comerciais da indistria do petréleo para sua utilizagdo, devido
a: complicacdes matematicas associadas a formulagdo, ao seu pouco apelo fisico, e aos ele-
vados custos computacionais associados ao cédlculo simultaneo do campo de pressdes e ve-
locidades (EYMARD, 2002).

Variagdes do MEF também tém sido utilizadas com sucesso na literatura (MALTA et
al., 1993; GARCIA, 1997; LOULA et al., 1999). Um método interessante e que foi origi-
nalmente desenvolvido para a solucdo de escoamentos misciveis em meios porosos hetero-
géneos e anisotropicos, envolve o uso direto do MEF de Galerkin para o célculo do campo
de pressdes em conjunto com uma técnica de pds-processamento (global ou local) do cam-
po de velocidades que objetiva reforcar a conservacdo da massa (GARCIA, 1997; LOULA
et al., 1999). Nesta metodologia, a equacdo de saturacdo € resolvida usando um método
SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin).

Recentemente, combinacdes do método dos elementos finitos e do método dos volu-
mes finitos também tém sido desenvolvidas na literatura (DURLOFSKY, 1993; GEIGER et
al., 2003; GEIGER et al., 2004). Nestas formulacdes, 0 método dos elementos finitos mis-
tos ou o MEF de Galerkin, associado a alguma técnica de recuperacdo de velocidade, sdo
utilizados para resolver o problema pressdo-velocidade, e a equagdo de saturacdo € resolvi-
da por um método dos volumes finitos centrado no vértice (GEIGER et al., 2003; GEIGER
et al., 2004) ou centrado na célula (DURLOFSKY, 1993).

Na formulagdo apresentada em GEIGER et al. (2003) e GEIGER et al. (2004), o cam-
po de pressoes € calculado usando o MEF de Galerkin com as velocidades calculadas nos
centréides dos elementos da malha primal. A malha dual de volumes finitos é entdo cons-
truida levando-se em conta que as velocidades do fluido, as quais sdo descontinuas nas in-
terfaces dos elementos, sdo continuas através das superficies de controle.
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Nos ultimos anos, formulagdes de volumes finitos que permitem resolver problemas
em malhas estruturadas e ndo-estruturadas em meios heterogéneos, ortotrépicos e anisotrd-
picos tém recebido bastante atencdo na literatura. Tais metodologias sdo particularmente
interessantes, pois sao, em geral, global e localmente conservativas (PATANKAR, 1980;
MORTON, 1996; EYMARD et al., 1997; MALISKA, 2004).

Uma formulagdo recente e bem interessante envolve os chamados “Control Volume
Function Approximation Methods” (Métodos de aproximacdo de fun¢des nos volumes de
controle), nos quais fun¢des de diferentes tipos tais como “splines” ou polinomiais sao uti-
lizadas para aproximar pressoes e velocidades de maneira independente, sendo que, dife-
rentes familias de funcdes podem ser utilizadas na aproximacao de cada varidvel de manei-
ra conservativa (LI et al., 2003a) usando malhas arbitrarias. Apesar de, em principio, o mé-
todo poder ser aplicado em meios porosos heterogéneos e anisotropicos, os resultados dis-
poniveis até o0 momento na literatura se restringem a escoamentos em meios porosos homo-
géneos e isotropicos (CHEN et al., 2002; CHEN e HUAN, 2003; LI et al., 2003a; LI et al.,
2003b; CHEN et al., 2004). Além disso, até onde sabemos nenhuma informacdo a respeito
dos custos computacionais associados a formulagao com os diferentes tipos de funcdes pro-
postas € fornecida na literatura.

Desde meados dos anos noventa, particularmente na industria do petréleo, uma familia
de formulacdes conservativas tomou a dianteira entre os diferentes métodos numéricos uti-
lizados para a discretizagdo das equagdes de fluxo em meios porosos. Estas metodologias
sdo chamadas de aproximagdes de fluxo com multiplos pontos ou “Multipoint Flux Appro-
ximations” (MPFA), (AAVATSMARK et al., 1998a, AAVATSMARK et al., 1998b;
NORDBOTTEN E EIGESTAD, 2005), em contraste com as “Two Point Flux Approxima-
tion” (TPFA) (AAVATSMARK et al., 1998a) que eram, e ainda sdo comumente utilizados
na industria do petréleo, a despeito das limitagdes inerentes a este tipo de formulagdes
(KLAUSEN e EIGSTAD, 2004), no que diz respeito a modelagem de geometrias comple-
xas e na solu¢do de problemas em que a malha computacional nio estd alinhada com as
direcdes principais do campo de permeabilidade (anisotropia). Os métodos MPFA conser-
vam massa localmente em malhas estruturadas e ndo-estruturadas em meios heterogéneos e
anisotrépicos, generalizando, em alguns casos, o conceito de média harmdnica. A idéia
basica por trds destes métodos € dividir cada volume de controle em subcélulas e assumir
uma variagao linear da pressao dentro de cada subcélula. Restricdes adicionais sao impostas
sobre os fluxos de modo a garantir continuidade entre as faces dos volumes de controle e
entre subcélulas adjacentes.

De maneira independente, EDWARDS (1998), EDWARDS e ROGERS (1998) e ED-
WARDS (2000) desenvolveram as chamadas aproximacdes com fluxo continuo ou “Flux
Continuous Approximations” (FCA), que compartilham muitas das caracteristicas e propri-
edades dos MPFA. Na verdade, alguns autores t€ém estudado ambas as metodologias de
maneira unificada (KLAUSEN e EIGSTAD, 2004). Este tipo de formulagdo se aplica bem
a malhas estruturadas e ndo-estruturadas de diversos tipos (PREVOST, 2001). Além disso,
¢ possivel construir métodos de fluxo continuo que sdo centrados na célula (cell centered)
ou centrados nos nés (node centered). Neste tltimo caso, as propriedades fisicas do meio
poroso, tais como porosidade e permeabilidade podem estar associadas, tanto aos volumes
de controle da malha dual (node based schemes), quanto aos elementos da malha primal
(cell based schemes).
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A despeito dos elevados custos computacionais associados aos métodos MPFA, cuja
discretizagdo espacial envolve de 9 a 27 pontos em malhas quadrilaterais (em 2-D) e hexa-
édricas (em 3-D) estruturadas, gracas a sua robustez, que garante aproximacdes de segunda
ordem mesmo em meios altamente heterogéneos e anisotrépicos, e devido ao seu forte ape-
lo fisico, que esta relacionado a generalizacdo de metodologias conservativas clédssicas uti-
lizadas pela industria do petréleo (NORDBOTTEN e EIGESTAD, 2005), variagdes destas
formulacdes tém sido implementadas com muito sucesso em diferentes simuladores comer-
ciais e académicos, tais como o ECLIPSE (CAO, 2002; NORDBOTTEN e EIGESTAD,
2005) e o “General Purpose Simulator” de Stanford (SCHLUMBERGER INFORMATION
SYSTEMS, 2002; NORDBOTTEN e EIGESTAD, 2005).

1.2 Objetivos e Contribuicoes do Presente Trabalho

No presente trabalho, nés descrevemos em detalhes uma formulacdo do método dos
volumes finitos cujos volumes de controle sdo centrados nos vértices da malha primal (ex.
triangulos, tetraedros, quadrilateros ou hexaedros) utilizando uma estrutura de dados por
aresta. Os volumes de controle sdo construidos pelo método das medianas (median dual
control volumes) e os coeficientes geométricos da malha estdo associados as arestas (ares-
tas e faces em 3-D) e nds da malha.

O nosso objetivo principal foi o de desenvolver uma formulagdo conservativa de volu-
mes finitos que nos permitisse resolver as equacdes diferenciais parciais ndo lineares resul-
tantes da modelagem do transporte de contaminantes em meios porosos, bem como o des-
locamento imiscivel de 6leo por dgua em reservatorios de petréleo. A discretizagao do ter-
mo eliptico se baseia nas idéias de Crumpton (CRUMPTON et al., 1997; SORENSEN,
2001). No presente trabalho nés estendemos o método para lidar com meios altamente hete-
rogéneos e anisotropicos comuns na modelagem de agqiiiferos e reservatérios de petréleo.
No caso do escoamento bifdsico de dleo e dgua, utilizamos a metodologia IMPES (Implicit
Pressure Explicit Saturation), (PEACEMAN, 1977; CHEN, 2004 ) na qual a equagao elipti-
ca de pressao € resolvida através de uma formulagao matricial implicita e a equagdo hiper-
boélica de saturagdes € resolvida explicitamente. Neste caso, as velocidades obtidas direta-
mente a partir do campo de pressdes sdao utilizadas diretamente na equacdo de saturagao,
sem nenhum tipo de pds-processamento. Para a discretiza¢do dos termos advectivos, nds
utilizamos duas metodologias diferentes. A primeira € baseada em técnicas de difusdo nu-
mérica artificial (HIRSCH, 1990; PERAIRE et al., 1993; BARTH, 1994; LYRA, 1994,
LYRA e MORGAN, 2002), as quais, até onde sabemos, s@o utilizadas pela primeira vez
para a resolucdo de problemas que envolvem o fluxo em meios porosos usando malhas néo-
estruturadas. A segunda se baseia na generaliza¢do de técnicas TVD (Total Variation Di-
minishing) para malhas ndo-estruturadas a partir de uma estrutura de dados por aresta
(HIRSCH, 1990; LYRA, 1994).

Solugdes para problemas bidimensionais sdao obtidas com precisdo espacial de segunda
ordem utilizado apenas a estrutura de dados por arestas. Segundo LOHNER (1994), LYRA
(1994), LOHNER (2001), REES (2004) e LEWIS e MALAN (2005), esta estrutura de da-
dos oferece ganhos computacionais significativos tanto do ponto de vista da economia de
memoria quanto do uso de CPU. No caso tridimensional pode-se optar por manter-se a es-
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trutura de dados de aresta implicando em alguma perda de acurdcia nos contornos, ou pode-
se migrar para uma estrutura de dados em que os coeficientes geométricos relacionados aos
fluxos no interior do dominio estdo associados as arestas da malha, enquanto que os fluxos
relacionados aos termos de contorno estdo associados as faces dos elementos da malha,
mantendo-se, neste caso, a aproximacao espacial de segunda ordem.

Dois programas académicos foram desenvolvidos. O primeiro, escrito nas linguagens
Fortran 77/90 foi utilizado para a solugdo explicita das equacdes de transporte de contami-
nantes em meios porosos. O segundo foi construido no ambiente do MATLAB, fazendo
uso de uma série de vantagens do mesmo, principalmente na utilizacdo de suas estruturas
de dados e na realizacdo de operacdes algébricas vetorizadas (ex. multiplicacdo de matrizes
e vetores), além da disponibilidade de ferramentas simples e tteis de visualizagdo cientifica
e de depuracao de codigos.

Vale ainda mencionar que, em paralelo ao trabalho aqui desenvolvido, participamos do
desenvolvimento de ferramentas computacionais para a solu¢ao do problema de biotransfe-
réncia de calor. Em particular, a formulacdo que desenvolvemos ao longo do presente tra-
balho para a solucdo de problemas elipticos foi utilizada por GUIMARAES (2003) para
resolver problemas bidimensionais envolvendo o tratamento de tumores no duodeno através
de hipertermia a laser e, em SILVA (2004), esta formulagdo foi estendida para lidar com
problemas axissimétricos, sendo utilizada na solu¢@o do problema da distribui¢io de tempe-
ratura em olhos humanos com implantes retinais (sub e epirretinais).

1.3 Organizacao Geral da Tese

O presente texto foi dividido em sete capitulos mais a bibliografia e uma lista de trés
apéndices.

No presente capitulo, fazemos uma introducao em que contextualizamos o nosso traba-
lho, apresentamos brevemente algumas das diferentes formula¢des numéricas para o trata-
mento dos problemas de simulacdo de fluxo em meios porosos, e indicamos, de maneira
sucinta, os principais objetivos e as principais contribui¢des de nossa tese.

No capitulo dois, apresentamos a formulacdo matemética para os dois problemas fisi-
cos de interesse. Primeiramente, apresentamos as equacdes que descrevem o fluxo bifasico
de dgua e 6leo em meios porosos, em seguida, mostramos as equacdes de movimento de
um elemento tracador num escoamento monofésico.

No capitulo trés, introduzimos de maneira muito breve o MVF, colocando-o no contex-
to dos métodos de residuos ponderados (MRP).

No capitulo quatro, o método dos volumes finitos por aresta (MVFA) em malhas nao-
estruturadas € descrito em detalhes, incluindo a discretiza¢do conservativa de termos elipti-
cos em meios heterogéneos e anisotrépicos. Com o objetivo de avaliarmos a acurécia desta
nova formulagado e para ilustrarmos a aplica¢do desta metodologia na discretizacao de pro-
blemas com coeficientes descontinuos, resolvemos alguns problemas modelos (bench-
marks) encontrados na literatura. Comparamos ainda a metodologia proposta para lidar com
meios cujos coeficientes sdo descontinuos, com outra encontrada na literatura. Ao final,
apresentamos duas formulacdes de alta ordem que podem ser aplicadas na discretiza¢ao dos
termos advectivos existentes nas equacdes de fluxo em meios porosos.
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No capitulo cinco, apresentamos a forma discreta da equagdo de transporte de conta-
minantes em aqjiiiferos. Alguns exemplos que envolvem o transporte de um elemento traca-
dor num meio poroso homogéneo e isotropico sao resolvidos. Exemplos dispersivos domi-
nantes, advectivos dominantes e com termos de fonte sdo apresentados com o objetivo de
validar a formulacao proposta.

No capitulo seis, descrevemos a formulacao discreta das equacdes de transporte para o
escoamento bifédsico de dgua e 6leo em meios porosos heterogéneos e anisotrdpicos a partir
do procedimento IMPES. A equacgdo de pressao € descrita utilizando uma formulacao ma-
tricial implicita a partir de uma estrutura de dados por arestas. A equacao de saturagcdo é
discretizada utilizando as formulacdes de alta ordem apresentadas no capitulo quatro. Ao
final deste capitulo, alguns problemas sdo resolvidos para validar a metodologia apresenta-
da.

No capitulo sete, apresentamos as conclusdes, onde as contribui¢cdes do nosso trabalho
sao sumarizadas e onde indicamos as dire¢des para pesquisas futuras.

Finalmente, apresentamos a bibliografia que utilizamos durante o desenvolvimento do
presente trabalho, seguida de um conjunto de apéndices onde sao descritos e detalhados
alguns elementos que complementam as informacdes apresentadas ao longo do texto.
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2. EQUACOES GOVERNANTES

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos as equacdes fundamentais que regem dois importantes
problemas relacionados ao escoamento de fluidos em meios porosos. O primeiro problema
a ser abordado é o escoamento bifdsico incompressivel de dois fluidos imisciveis, dleo e
agua, no interior de rochas reservatério. O segundo problema diz respeito ao escoamento
miscivel de contaminantes em agqiiiferos. Para cada um dos problemas serdo mostradas
formulacdes mais gerais, que em seguida serdo simplificadas para equacgdes modelo que
possuem solugdes de referéncia analiticas ou numéricas encontradas na literatura.

As equacdes a serem abordadas no presente trabalho podem ser classificadas como
parabdlicas, elipticas ou hiperbdlicas (TANNEHILL et al., 1997; FORTUNA, 2000). Esta
classificac@o, de cunho matematico, é feita de acordo com o conceito de linhas (em 2-D) ou
superficies (em 3-D) caracteristicas, sendo relativamente simples determinar a qual classe
pertence uma equacao a partir do estudo de seus coeficientes. Ao longo das linhas ou super-
ficies caracteristicas, algumas propriedades fisicas permanecem constantes, de tal forma
que suas respectivas derivadas sao descontinuas. Estas linhas (ou superficies) sdo relacio-
nadas as dire¢Oes ao longo das quais a informacao fisica de interesse € transmitida.

Por outro lado, se levarmos em consideracdo os fendmenos fisicos em estudo, as equa-
coes tratadas aqui podem ser classificadas como de difusdo, advec¢do ou advecgdo-difusao
(CRANK, 1973; FORTUNA, 2000). As equacdes de difusdo estdo associadas a diversos
problemas fisicos em que efeitos dissipativos sdo importantes, tais como, problemas de
conducdo de calor em sdlidos, tor¢do em barras, determinagdo do campo de pressdes em
escoamentos mono ou multifdsicos, dispersdo de solutos numa fase liquida, etc. As equa-
coes de adveccdo ou convecgdo, onde reservamos este Ultimo termo para o transporte ad-
vectivo devido a diferenga de temperatura, estdo associadas a problemas de transporte de
ondas com pouco ou nenhum amortecimento, caracteristicos da dinamica dos gases, da
geofisica, da ética, etc. Finalmente, as equacdes de adveccao-difusdo envolvem o transporte
de informagdo com amortecimento estando presentes no estudo de uma ampla gama de
problemas que vao desde problemas da biomecanica computacional ao transporte de
contaminantes em meios porosos.

De maneira geral, podemos associar respectivamente, as equacoes elipticas e parabdli-
cas a problemas de difusdo ou dispersdao de uma dada propriedade fisica, no regime perma-
nente e transiente, enquanto que as equacdes hiperbdlicas podem ser associadas a proble-
mas de conveccdo ou advecgdo. Ja as equagdes de adveccao-difusdo ou advecgao-dispersao
apresentam carater parabdlico ou hiperbdlico dependendo da relacdo entre a velocidade de
transporte e os mecanismos fisicos de dissipacdo da informacao transportada. Maiores deta-
lhes sobre a classificagdo das EDPs podem ser encontrados nos trabalhos de HIRSCH
(1988), LYRA (1994), TANNEHILL et al. (1997) e FORTUNA (2000).

E importante frisar que a classificagdo e o conseqiiente conhecimento das propriedades
fisicas e matemadticas dos diferentes tipos de equacdo tratados no presente trabalho € extre-
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mamente importante para a constru¢do de esquemas numéricos que permitam sua resolugao
de maneira eficiente e acurada.

2.2 Escoamento Bifasico e Imiscivel em Meios Porosos

2.2.1 Conceitos Fundamentais

Nesta secdo, nos concentraremos nas equagdes que modelam o escoamento bifésico e
incompressivel de dgua e 6leo em meios porosos rigidos. Em linhas gerais, dois tipos fun-
damentais de formulagcdes podem ser propostas. Na mais tradicional, a Lei de Darcy € subs-
tituida diretamente na equacgdo de conservacdo de massa para cada fase produzindo um con-
junto de EDPs parabdlicas que sao, em geral, resolvidas simultaneamente. Este tipo de for-
mulacdo é a mais utilizada na industria do petréleo (ERTEKIN et al., 2001; AZIZ et al.,
1993), e nos programas comerciais e académicos desenvolvidos para o estudo de escoa-
mentos de subsuperficie associados a problemas ambientais (NE-ZHENG SUN, 1995;
HELMIG, 1997; KOV ARIK, 2000). Neste tipo de formulagdo, diferentes alternativas po-
dem ser utilizadas na escolha das varidveis primitivas do problema. Em fun¢do da escolha
destas varidveis, podemos classificar estas formulagdes como (HELMIG, 1997):

1. Pressoes das Fases: Nesta formulacdo as vardveis fundamentais sdo as pressoes
das fases;

2. Pressdo-Saturacdo: As varidveis fundamentais s@o a pressao de uma fase, e as
saturacOes das outras fases (no caso de termos mais de duas fases);

3. Saturacdo das Fases: As saturagdes das fases sdo tomadas como varaveis fun-
damentais.

Numa outra abordagem, desenvolvida inicialmente por PEACEMAN (1977), e utiliza-
da por diversos pesquisadores (EWING, 1983; CHAVENT, 1986; EDWARDS, 2000;
GEIGER et al., 2004), a equacdo de conservacdo da massa e a lei de Darcy sdo manipula-
das de modo a produzir um sistema de equacdes segregado em que, para o caso bifasico
(6leo-agua), uma equagdo parabolica quase eliptica representa o campo de pressoes fluido,
e uma equacdo de advecgdo-difusdo, ndo-linear de carater parabdlico quase hiperbdlico
representa o campo de saturagdes de uma das fases. O acoplamento entre estas equagdes é
feito através de um termo de velocidade total ou de fluxo total dependendo de como sao
escritas estas equagdes. Recentemente, CHEN e EWING, (1997), estenderam esta formula-
¢do para o caso mais geral de escoamentos multifasicos e multicomponentes.

No presente trabalho, apresentaremos em detalhes a formulagdo segregada proposta
inicialmente por PEACEMAN (1977) para o escoamento imiscivel de 6leo e 4gua em re-
servatorios de petréleo. Apesar da dedugdo destas equacdes ser bem mais trabalhosa que a
formulacao acoplada utilizada normalmente nos “softwares” comerciais (ERTEKIN et al.,
2001; AZIZ et al., 1993), diversos pesquisadores, dentre os quais podemos citar EWING
(1983), CHAVENT (1986), DURLOFSKY (1993), CHEN e EWING (1997) e GEIGER et
al. (2004), advogam que a formulagdo segregada permite que métodos numéricos mais efi-
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cientes e capazes de explorar as caracteristicas matemadticas bem diferentes das equagdes de
pressdo e saturacdo, sejam utilizados para a solucdo do sistema de equacgdes resultantes,
fornecendo, em principio, resultados mais acurados a um custo computacional menor.

Com o objetivo de obtermos estas equagdes para 0 nosso caso de interesse, as princi-
pais hipéteses simplificadoras adotadas sdao (PEACEMAN, 1977):

1. O meio poroso estd totalmente saturado pelas fases liquidas;

2. O fluido e a rocha s@o incompressiveis;

3. Escoamento imiscivel;

4. Escoamento isotérmico;

5. Os fluidos obedecem a lei de Darcy generalizada (HELMIG, 1997);

A hipoétese 5 € digna de um comentério adicional. A lei de Darcy, obtida experimen-
talmente pela primeira vez por Henry Darcy em 1856, ao investigar o escoamento de dgua
em filtros de areia verticais (BEAR, 1972; WANG e ANDERSON, 1983), pode ser vista
como uma lei experimental, podendo também ser deduzida a partir das equagcdes de Navier-
Stokes a partir de diferentes consideracdes fisicas (BEAR, 1972; HELMIG, 1997). Em am-
bos os casos, devemos ter em mente que o dominio de validade da Lei de Darcy se restringe
a escoamentos laminares em meios porosos rigidos (BEAR, 1972; HELMIG, 1997). Dis-
cussdes sobre os limites de validade desta “lei”, bem como formulacdes alternativas podem
ser encontradas em BEAR (1972).

Tendo em vista as consideracdes acima, comegaremos nossa exposi¢do escrevendo a
Lei de Darcy generalizada para uma fase i, como (BEAR, 1972; HELMIG, 1997; KOV A-
RIK, 2000):

‘71' :_Igﬂ'i (Vpi_pigvz)' 2.1

Na Eq. (2.1), v, € a velocidade da fase i, K € o tensor de permeabilidade absoluta do

meio, representando uma propriedade apenas da rocha, p, € a pressdo da fase i, p, € a mas-

sa especifica ou a “densidade” da fase i, g € o mdédulo da aceleracdo gravitacional, Z € o
componente do vetor deslocamento orientado para baixo e A =k, /u, é a mobilidade da

fase i, onde k, e (. sdo a permeabilidade relativa e a viscosidade da fase i, respectivamen-

te. O tensor de segunda ordem de permeabilidade absoluta do meio poroso K ¢ definido
em coordenadas cartesianas como:

2.2)

Por sua vez, a equac@o de conservacdo da massa para cada uma das fases, pode ser
escrita como (BEAR 1972; HELMIG, 1997; KOVARIK, 2000):
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3(dp.S,
V-(p7)+4q, =(¢$”). 2.3)

Na Equacgao (2.3), ¢ é a porosidade, i.e. a fracdo da rocha que pode ser ocupada por

fluidos, g, denota termos fonte ou sumidouros (i.e., pocos), e S,€ a saturacdo da fase i, que

representa a fracdo do volume poroso ocupado por esta fase. Devido a esta dltima defini-
¢do, podemos escrever a equacao constitutiva ou de restricao das saturagdes, como:

> S, =1ouainda S,+5, =1, (2.4)

i=o,w

onde o,w representam, respectivamente, 6leo e dgua.
Finalmente, definimos ainda a pressdo capilar, como a diferenca entre as pressdes das
fases, ou seja:

pc':po_pw' (2.5)

A pressao capilar representa uma descontinuidade da pressdo associada ao contato en-
tre dois fluidos imisciveis nos intersticios do meio poroso (BEAR, 1972; HELMIG, 1997).
Esta pressdao é um parametro obtido experimentalmente que depende fortemente da satura-

¢do da dgua, ou seja, p, = p, (S, ). Dois modelos empiricos cldssicos utilizados para rela-

cionar pressdo capilar e saturacdo da dgua sdo o modelo de Brooks e Corey, Eq. (2.6), € o
modelo de Van Genuchten, Eq. (2.7).

1

S =S @
] “S'Y — w wr , 2.6
pc( w) pd( 1_Swr j ( )

1 n

1{(S, —S m
S )=—|| 2—2| -1}, 2.7
p.(S,) a(l_st 2.7)

onde S, ¢ a saturagdo residual da d4gua. Maiores detalhes sobre ambos os modelos, e parti-

cularmente sobre os coeficientes empiricos p,, @, &, m e n, podem ser encontrados em
HELMIG (1997).

2.2.2 Equacao de Pressao

A idéia bésica na obtencdo da equagdo da pressdo € eliminarmos as derivadas da satu-
racdo de modo a resolvermos uma equagao diferencial parcial, apenas na varidvel pressao.
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A partir da Eq (2.3), escrita para cada fase i = o,w, expandindo-se as derivadas tempo-
rais, temos:

B 3¢ oS
-V. =pS - o, 2.8
(p,,)+q,=p,S, o T (2.8)

B 3¢ S
-V. =p S =X v 2.9
(pwvw)+qw pw w at +¢pw at ( )

Dividindo a Eq. (2.8) por p, , e a Eq. (2.9) por p,, e utilizando o fato de assumirmos
que os fluidos e a rocha sdo incompressiveis, podemos escrever :

-V, +0, =¢aSO ; (2.10)
ot

Vi 40, = ¢S 2.11)
ot

onde, Q,=g¢,/p, é a vazdo volumétrica especifica da fase i. Somando as Egs. (2.10) e
(2.11), obtemos:

—V-(VO+VW)+(Q(,+QW)=¢(aaSt" +aastwj, (2.12)
ou ainda:
(S +S
-V (VU+VW)+(Q0+QW)=¢%. (2.13)

Usando a Eq. (2.4), e rearranjando os termos, obtemos finalmente a equagdo de pres-
sdo:

Vy=0Q. (2.14)
Na Eq. (2.14), v=v, +v, € a velocidade total do fluidoe Q=0 +0Q, ¢é a vazdo volu-
métrica especifica total.

Para observarmos mais claramente algumas caracteristicas da equacao de pressao, com
o auxilio da lei de Darcy, Eq. (2.1), vamos reescrever a Eq. (2.14), como:

V(_Igﬂb (Vpo _pogvz)_lgﬂ’w (pr —pwgVZ)) = Q (215)

Definindo ainda a pressao média das fases como:

35



_p.tp,

= 2.16
Pu="p 7 (2.16)
Da equagdo anterior e da definicao da pressdo capilar, Eq. (2.5) resulta ainda:
P P
=p+<e =p-—=<. 2.17
P,=pt—-ep, =P (2.17)

Reescrevendo a Eq. (2.15) em fun¢do da pressao média das fases e da pressao capilar,
temos:

V. (—Ig(ﬂ,oV(p + ’;C j+ /1WV(p - ’;C j —(Ap,+A.P,) gsz = 0. (2.18)
Rearranjando os termos podemos escrever:

(4, -4.)
2

V-(—Ig((/10+/lw)Vp+ Vpc—(/iup0+/lwpw)gVZD:Q. (2.19)

Como se pode facilmente observar, a equacdo de pressdo, no caso incompressivel, é
uma equagao eliptica ou de difusdo (EWING, 1983). Devido as heterogeneidades ao longo
de reservatdrios tipicos, o coeficiente K €, em geral, varidvel e nao-isotropico (EWING,
1983; VERMA, 1996; VERMA e AZIZ, 1996; EDWARDS 2000). Portanto, a equacao de
pressdo, no caso incompressivel, € uma equacao eliptica com coeficientes descontinuos.

A partir da Eq. (2.19), podemos escrever a velocidade total como:

V= —K((ﬂo +4,)Vp +L2/1W)Vpc —(4p,+ ﬂwpw)gvzj’ (2.20)
ou ainda

) (4,-4,)

v=—(4, +1W)I~<Vp—TI~<VpC +(4,p0,+4,p,) ¢KVZ. (2.21)

Na Equacgao (2.21) podemos observar os trés termos que compdem a velocidade total
do escoamento. O primeiro termo estd relacionado ao gradiente da pressao média dos flui-
dos. O segundo termo estd ligado ao gradiente da pressdo capilar, e o terceiro termo diz
respeito a forca gravitacional.
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2.2.3 Equacao de Saturacao

Nesta secdo determinaremos a equacdo de saturagdo para a fase dgua. A escolha da
fase foi feita de forma totalmente arbitraria seguindo a prética usual da literatura (PEACE-
MAN, 1977; EWING, 1983; GEIGER et al., 2004). Para determinarmos a equagao de satu-
racdo, inicialmente derivamos a Eq. (2.5), escrevendo o gradiente da pressao capilar como:

Vp. =Vp, —Vp.. (2.22)

Utilizando a Eq. (2.1), as velocidades das fases dgua e 6leo podem ser escritas, respec-
tivamente, como:

v, =—KA,(Vp,-p,8VZ), (2.23)
v,=—KA,(Vp,—p,gVZ). (2.24)

Multiplicando a Eq. (2.23) por 4, e a Eq. (2.24) por A, obtemos:

AV, =-KA A, (Vp, —p.8VZ), (2.25)

0w

AV, =—KA A, (Vp,—p,gVZ). (2.26)

0w

Subtraindo a Eq. (2.25) da Eq. (2.26), chegamos a:

AV, = Ay, =—KA A, (Vp,—p,eVZ-Vp, +p,8VZ). (2.27)

o w

Multiplicando a Eq. (2.27) por (-1), e usando a Eq. (2.22), temos:

AV, + Ay, =+KAAVp, —KA A, (p,—p,)8gVZ. (2.28)

o w

Rearranjando os termos e usando ainda que v, =v—v _, e que A=A4,+4 podemos

o

escrever:
W, =Av+KAA (Vp. +(p,—p,)gVZ). (2.29)

Definindo ainda o fluxo fracional de uma fase i como f,=A /A, e para simplificar a

l

AA
notagdo definindo & = —(”—/1”@ , temos:
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Desta forma conseguimos escrever a velocidade da fase dgua, v, em funcdo da veloci-

dade total v . Substituindo a equagdo anterior na Eq. (2.3), com i = w, e rearranjando os
termos:

(4p,S.,)

=V (p, (f,7-KnVS,+KAf,(p,-P,)8VZ))+q,. (2.31)

Utilizando as hipéteses de que o meio poroso € rigido e que os fluidos sdo incompres-
siveis podemos ainda escrever:

a (SW )
ot

o, =—p,V-((£,7-KnVS,+KAf,(p,—p,)¢VZ))+q,. (2.32)

Finalmente, dividindo por p, e assumindo que Q, =g¢,/p, chegamos a:

6% =V (£, 5= KRS, + KA S, (9, ~,)8VZ) +0,. 2.33)

A Eq. (2.33) é conhecida como a equacdo de saturacdo da fase 4gua num meio poroso
rigido. Esta equacdo € similar a uma equagdo de advecg¢ao-difusdo-reacao nao-linear. Em
muitos casos, como por exemplo, na vizinhanga de pogos de inje¢cdo ou em partes do reser-
vatorio aonde o fluido de injecdo ainda nao chegou, ou de maneira geral, onde a velocidade
total for alta, esta equacdo assume um carater fortemente advectivo, compartilhando muitas
das propriedades das equagdes hiperbdlicas de primeira ordem (EWING, 1983; CHAVENT
e JAFFRE, 1986).

2.2.4 Condicoes Iniciais e de Contorno

Para que possamos tornar o problema representado pelas equagcdes de pressao e satura-
cdo, completamente determinado € necessdrio que utilizemos um conjunto apropriado de
condi¢des iniciais e de contorno. Dependendo das caracteristicas geoldgicas das vizinhan-
cas do reservatdrio, bem como, das condicdes de producao impostas a ele, vérias configura-
coes podem ser obtidas. Uma andlise detalhada das possiveis condi¢des iniciais e de con-
torno que podem ser utilizadas garantindo a compatibilidade entre as equagdes é dada em
CHAVENT e JAFRE (1986).

A seguir apresentaremos um conjunto de condicdes iniciais e de contorno associadas a
um reservatdrio com pogos injetores (/) e produtores (P). Usualmente estes pocos sdo trata-
dos como “fronteiras internas” dos reservatérios e as condicoes aplicadas a estes pogos sao
chamadas de condi¢des de “contorno internas” (CHAVENT e JAFFRE, 1986; AZIZ, 1993;
ERTEKIN et al., 2001).

A Figura (2.1) mostra esquematicamente o contorno I'=T", ' UT", UI', do domi-
nio Q, onde:
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I', =Pocos Injetores;
I , = Pocos Produtores;
I' , = Fronteiras Externas com Pressdo Prescrita;

I',, = Fronteiras Externas com Fluxo Prescrito.

>

Figura 2.1 — Modelo esquematico de um reservatorio e suas respectivas fronteiras.

Assumindo um reservatdrio isolado (i.e. I';) =& ) no qual a entrada e a saida de massa

se da apenas através de pogos injetores e produtores, e considerando a equacao de pressao,
podemos escrever:

V-ii=Q, ou p(%t)=p em T,X[0,T],
v-i=Q, ou p(%t)=p em TI,X[0,T], (2.34)
v-i=0 em T, X[0,T],

onde 7 € o vetor drea normal e Q, e O, sdo, respectivamente, as vazdes volumétricas nos

pogos injetores e produtores.
Para o mesmo reservatorio, as condi¢des de contorno para a equagdo de saturagdo sao:

S, (%t)=S, em T,X[0T],
(2.35)
Kh VS, -i=0 em T, X[0,T]
As condig¢des iniciais do problema podem ser escritas como:
S,(%0)=S" em Q. (2.36)

2.3 Modelos Simplificados
2.3.1 Equacao de Buckley-Leverett

A equacdo de Buckley-Leverett foi originalmente obtida por BUCKLEY e LEVE-
RETT (1942), num trabalho cléssico e que se tornou referéncia para o estudo de escoamen-
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tos bifdsicos em meios porosos. Esta equagdo representa o deslocamento imiscivel e unidi-
mensional de éleo por 4gua num meio poroso rigido, desprezando-se os termos de gravida-
de e de capilaridade.

A partir da equagao de saturagdo, Eq. (2.33), considerando o deslocamento unidimen-
sional de 6leo por dgua e desprezando os termos de gravidade, de capilaridade e de fonte,
podemos escrever:

aS,
+
ot ox

a(¥f,) as, of

¢ =0 ou ¢—*+—=0, (2.37)

onde a funcgdo de fluxo f =Vf, .
Reescrevendo a Eq. (2.37), assumindo-se que v =cte, e usando a regra da cadeia para
o segundo termo da mesma, chegamos a:

95, O, 3, _

2o s ar

0. (2.38)

A equacdo acima, conhecida como “Equacdo de Buckley-Leverett” (BUCKLEY e
LEVERETT, 1942), é uma equacgdo hiperbdlica de transporte ndo-linear, onde o coeficiente
multiplicando o termo dS, /0x é uma fun¢@o ndo-linear de S,, com propriedades particu-

larmente interessantes e que permitem inferir uma série de propriedades de escoamentos
mais complexos sendo amplamente estudada na literatura (HELMIG, 1997; FANCH]I,
2001). Tendo em vista a importancia desta equacdo para a compreensdao do escoamento de
fluidos imisciveis em meios porosos, apresentaremos, no apéndice A, uma breve andlise de
suas propriedades de transporte. Esta andlise se baseia no estudo das suas linhas caracteris-
ticas de maneira andloga ao tratamento comumente dado a equacdo de transporte linear e
ndo-linear no contexto de aerodindmica (HIRSCH, 1988; LYRA, 1994; HELMIG, 1997;
TANNEHILL et al., 1997). A Figura (2.2) apresenta a frente de saturacdo nos instantes
t=0.2 e t=0.5 para o problema do deslocamento imiscivel unidimensional de 6leo por
dgua. A saturacdo em x=0 € 1-S, e as saturacOes residuais de 6leo e de dgua sdo

S,=0.1e S, =0.1, respectivamente.
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0.9 Deslocamento 1-D Agua-Oleo (BUCKLEY-LEVERETT) - Sol. Analitica

-
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Figura 2.2 — Solugdo analitica para o problema de Buckley-Leverett em dois instantes
t=0.2 e t=0.5, respectivamente.

2.3.2 Escoamento Monofasico em Coordenadas Cartesianas

Ao considerarmos o escoamento monofdsico ndo precisamos nos preocupar com a sa-
turacdo da tunica fase i, pois esta € S, =1. Neste caso nos preocuparemos apenas com O
campo de pressoes e o correspondente campo de velocidades do fluido.

Substituindo a lei de Darcy, Eq. (2.1), na equagdo de conservacdo da massa, Eq. (2.3),
diretamente e desprezando efeitos gravitacionais, temos:

K 93 S _ap
-V |-0=V =pS—=L —_— S —. 2.39
K0 Jra=ps L sop L sgs .39

Considerando o escoamento monoféasico de um liquido incompressivel (ex. 6leo ou
dgua) num meio poroso rigido, homogéneo e isotrépico, podemos escrever:

p£V2p+q=O, (2.40)

Y7,

ou ainda:
Vzp:—%Q. (2.41)

Em coordenadas cartesianas, temos:
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’p d'p p)|_ u
(axz 5 o =—20. (2.42)

A Eq. (2.40) € a “Equacdo de Poisson” que representa um problema cldssico de difu-
sdo, estando associada a diversos outros problemas da fisica-matemadtica, tais como a con-
ducgado de calor em meios sélidos ou a difusdao de um soluto num meio liquido (CRANK,
1973).

2.4 Transporte de Contaminantes em Meios Porosos: Injecao de
Tracadores

2.4.1 Conceitos Fundamentais

O problema da injecdo de tragadores em meios porosos €, em geral, um processo nao
permanente e irreversivel (no sentido que revertendo o escoamento, a distribui¢do inicial do
soluto ndo pode ser obtida), no qual, a massa de um soluto (tragador) que estad dissolvido
num fluido solvente (ex. 4gua ou 6leo) é transportada pelo fluido.

Em geral, a mudanga de concentracdo de um soluto dissolvido num fluido num meio
poroso pode variar devido aos seguintes fatores (NE-ZHENG SUN, 1995; KOVARIK,
2000):

1. Advecg¢do Macroscopica: O soluto escoa em conjunto com o solvente que o
transporta;

2. Dispersao Hidrodinamica: Os efeitos combinados de dispersao mecanica e difu-
sdo molecular fazem com que o soluto se disperse por uma drea maior do que a
esperada devido apenas ao transporte advectivo;

3. Termos Fonte e Sumidouros: O soluto pode entrar ou sair do meio poroso devi-
do a presenga de pogos injetores ou produtores;

4. Adsorcao ou Troca Ionica: O soluto no liquido pode ser adsorvido pela fase s6-
lida, ou a massa na fase s6lida pode ser dissolvida, ou pode ocorrer troca i0nica;

5. Reagdes Quimicas: Podem ocorrer reagdes quimicas entre os diversos compo-
nentes transportados e o solvente mudando as concentracdes dos mesmos;

6. Decaimento Radioativo: Componentes radioativos terdo suas concentracdes re-
duzidas devido ao decaimento radioativo ao longo do tempo.

Nas equacdes de transporte que descrevem o movimento de um tracador num escoa-
mento monofésico, os termos decorrentes dos fatores 4, 5 e 6 podem ser todos tratados co-
mo termos de fonte e sumidouro. Por outro lado, o termo advectivo esta diretamente rela-
cionado ao campo de velocidades obtido para o fluido solvente. J4 a dispersdao hidrodinami-
ca é um fendmeno extremamente complexo que decorre tanto de mecanismos de dispersao
mecanica quanto do fendmeno de difusdo molecular do tracador no interior do fluido sol-
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vente. Esta dispersdao implica que, ao longo do tempo, este tragcador ocupa uma regidao mai-
or que a associada ao escoamento propriamente dito.

Para uma apresentacdo detalhada das equacdes de transporte em meio poroso sugeri-
mos os livros de BEAR (1972) e NE-ZHENG SUN (1995). Discussdes sucintas destas e-
quagdes podem ser encontradas em WANG e ANDERSON (1983), KOVARIK (2000) e
ZHENG e BENNET (2002). Em WHEELER e RUSSEL (1983) é apresentada uma dedu-
cdo sintética seguida de uma andlise aprofundada a respeito de algumas das propriedades
fisicas e matemadticas destas equacoes.

2.4.2 Equacao de Pressao

Admitindo-se que o tracador ndo interfira nas propriedades de um fluido incompressi-
vel no qual estd dissolvido, vimos na Eq. (2.14) que o campo de pressdes para o escoamen-
to monofésico pode ser calculado como:

V-(—%(Vp—gVZ)j:Q o V-i=0. (2.43)

Em coordenadas cartesianas, no caso de num meio poroso isotropico e homogéneo,
desprezando o termo gravitacional, conforme vimos na Eq. (2.42), podemos escrever:

’p d'p I'p)|_ u
(axz 5 o =20 (2.44)

Tendo calculado o campo de pressdes a partir da Eq. (2.43) ou da Eq.(2.44) podemos
calcular o campo de velocidades diretamente a partir da lei de Darcy.

2.4.3 Equacao de Adveccao-Dispersao-Reacao

A obtencdo da equacgdo de transporte para o componente soluto num escoamento mo-
nofésico envolve a equacdo de conservacdo da massa, a equagao de difusdo molecular dada
pela lei de Fick, o termo de transporte advectivo, o qual depende da velocidade de Darcy e
por ultimo o termo de dispersdo mecanica (EWING, 1983; NE-ZHENG SUN, 1995; KO-
VARIK, 2000; ZHENG e BENNET, 2002). Esta equagdo pode ser escrita como:

9V (7€) -V ($DVC) =g, (245)

A Eq. (2.45) é uma equagdo de adveccao-dispersdo-reacdo onde identificamos o se-
gundo termo do lado esquerdo da equagdo, V-(VC), como o termo de fluxo advectivo de

um soluto com concentragdo C e velocidade de transportev . O terceiro termo do lado es-
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querdo da equacdo, V-(¢DVC), é o termo de dispersdo e o termo ¢,., que pode ser escrito

de varias maneiras (NE-ZHENG SUN, 1995; KOVARIK, 2000), responde pelos termos de
fonte. O tensor de dispersdao hidrodinamica € representado por D . Este tensor possui os

componentes de dispersao mecanica e de difusdao molecular.
Conforme mencionado anteriormente, a componente de difusdo molecular pode ser
calculado pela lei de difusao molecular de Fick, que é dada por:

J,=-D,VC. (2.46)

Na Eq. (2.46), o termo de fluxo difusivo, J »» depende do tensor de difusdo molecular
D,, e do gradiente de concentrag@o do soluto C.

O tensor de difusdo molecular nos escoamentos em meio porosos ¢ normalmente um
tensor diagonal constante dado por:

tD, O 0
D,=| 0 =D, 0 |, (2.47)
0 0 7D,

que pode ser escrito simplesmente, como:

D, =7D,, (2.48)
onde 0<7<1 ¢ a tortuosidade do meio poroso e D, € o coeficiente de difusdo molecular
no liquido (BEAR, 1972; NE-ZHENG SUN, 1995; ZHENG e BENNET, 2002).

Considerando apenas meios isotropicos, o tensor de dispersdao hidrodinamica, ja consi-

derando os termos de dispersdo mecanica e o termo de difusdo molecular, pode ser escrito
como:

(2.49)

As componentes deste tensor podem ser escritas como:
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a V2,+V2 +a,v’ o —a.

D _ = T( Y ¢|;|) Lx +7D,, D, =D, :( qu|\7| ) v,
a, (v:+v:)+a,v: _

Dyy — T( x ¢|;|) L7y +’Z'D0’ Dyz :Dzy :(CZL¢|—‘7TT)‘V)VZ , (2.50)
a, (v:+vi)+ay? a —a

Dzz = T( - ¢|;|) ca +TD0, sz = sz = ( L¢|‘_}.| T) VXVZ 5

Na equacdo anterior, &, e @, sdo, respectivamente, as dispersividades longitudinal e

transversal. Considerando ainda que o eixo x estd orientado segundo a velocidade média do
escoamento (no caso de v ser uniforme), e desprezando a difusdo molecular, podemos es-
crever:

S

~

O o

(2.51)

'

Il
SIS
o ~
S o o

onde D, =a,v e D, =a,v sdo, respectivamente os coeficientes de dispersividade longitu-

dinal e transversal e v = |\7|/¢ .

Uma observacao interessante € que, mesmo que a velocidade do escoamento seja uni-
dimensional e 0 meio poroso seja isotrépico, havera um espalhamento transversal do traca-
dor, pois, diferentemente da permeabilidade absoluta que € uma fun¢ao da matriz porosa, o
coeficiente de dispersao hidrodinamica é determinado pela velocidade do escoamento.

Transporte de Contaminantes num Escoamento com Velocidade Uniforme

Apenas para efeito de simplificacdo, consideramos um meio poroso cuja porosidade €
unitdria, saturado por dgua cuja velocidade média v para o escoamento uniforme, tem
componentes dados num sistema cartesiano de coordenadas por v, v , v,. Desprezando

y 2

ainda os termos de derivada cruzada (REES, 2004), podemos escrever:

oC a(D acj a(D ac] a(D acj oC oC oC 2.5

—=—|D, — |+—|D,— |+—|D,— |-v.——Vv,——-Vv, —+q,.
ot Ox ox ) dy\ " dy) oz oz ox ' dy oz

Se, por exemplo, considerarmos que o soluto contaminante sofre um decaimento radia-
tivo com comportamento exponencial de tal forma que:

C=e". (2.53)

Pode-se mostrar que (NE-ZHENG SUN, 1995; REES, 2004):
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gc =—7C, (2.54)

onde ¥ representa um termo de decaimento radioativo do soluto.
Neste caso, a Eq. (2.52) pode ser escrita como:

3, 30,3, )30, 30) e 0 g
ot Ox ox ) dy\ " dy ) dz\| T oz ox ‘dy oz

A Eq. (2.55) representa de maneira simplificada o transporte de material contaminante
radioativo através de um agqiiifero no qual a velocidade do escoamento € considerada uni-
forme.

Injecao do Tracador num Escoamento Unidimensional em Coordenadas Cartesianas

Assumindo novamente que existe um escoamento uniforme num meio poroso, homo-
géneo e isotropico, de tal forma que possamos escrever v =vi . Em ¢ =t¢, ndo hd tracador

no meio poroso. Enquanto que, para ¢ >¢,, a concentragdo numa extremidade do meio per-
manece constante (C(0,7)=C,). Segundo NE-ZHENG SUN (1995), este é um caso co-

mumente estudado em laboratério. Por exemplo, o transporte unidimensional pode ser es-
tudado numa coluna de areia longa injetando-se d4gua com um tragador com uma concentra-

¢do C =C, numa extremidade da coluna para deslocar a coluna original de 4gua sem o tra-

cador. Um caso “pratico” andlogo ocorre quando um rio poluido corta um aqiiifero e se
estabelece um escoamento estavel (permanente), uniforme e unidimensional para o interior
do aqiiifero. A Figura (2.3), adaptada de NE-ZHENG SUN (1995), apresenta esquematica-
mente este possivel problema fisico.

Considerando as restricdes anteriores, e ignorando termos de fonte, a Eq. (2.52) reduz-
se a:

oC 2°C 2°C 9*C oC
— =D, —+D, | —+— |—v—. 2.56
ot box? i T(ay2 +8zzj vax (2-56)

No caso de podermos desprezar o componente de dispersdo transversal, o problema ¢é
essencialmente unidimensional, de modo que podemos escrever:

oC _ 9°C_ aC

—= —y—. 2.57
o o ox 2.57)

Neste caso, a equacdo de transporte do tracador assume o cardter de uma equagao de
advecc¢do-difusdo unidimensional.
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Figura 2.3 — Modelo esquemadtico de um rio poluido que corta um aqiiifero e se estabelece

um escoamento permanente, uniforme e unidimensional para o interior do a-

quifero (NE-ZHENG SUN, 1995).
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3. METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS

3.1 Introducao

Alguns dos principais métodos numéricos utilizados na solugdo de equagdes diferenci-
ais parciais (EDPs) podem ser enquadrados dentro da grande familia dos métodos dos resi-
duos ponderados (MRP), (ZIENKIEWICZ e MORGAN, 1983).

Nestes métodos, consideramos um sistema de N equagdes diferenciais da forma:

L (u(x),x)=0 xeQ ie[L,N], (3.1

onde L, é um operador diferencial e ue x sdo as varidveis dependentes e independentes,

respectivamente.
Os métodos dos residuos ponderados sdo definidos através da integracdo da Eq. (3.1)
ao longo do dominio discreto  da seguinte maneira:

[ L, (u(x),x)-W, (x)d@=0. (3.2)

Na Eq. (3.2), {Wk (x)} ,com k = I, N, € um conjunto linearmente independente de N

funcdes. Isto gera um conjunto de NxN equagdes independentes. De maneira geral, nosso
problema bdésico consiste em encontrar aproximacdes da forma:

a(x)=>u,H,(x). (3.3)

para as varidveis dependentes ou incégnitas u , que satisfacam ao mesmo tempo a Eq. (3.2),
e as condigdes de contorno do problema. As fungbes H, sdo comumente chamadas na lite-

ratura de volumes finitos, de fun¢des de interpolacdo (PATANKAR, 1980; MALISKA,
2004), ou funcdes de forma ‘““shape functions” na literatura de elementos finitos (ZIENKI-
EWICZ e MORGAN, 1983; GRESHO, 2000).

Existem diversas escolhas para as funcdes de ponderagdo {Wk (x)}, sendo que cada

escolha acaba por gerar um método numérico em particular. A seguir apresentaremos de
maneira muito breve trés possiveis escolhas para as fun¢des de ponderacdo, que geram trés
diferentes métodos de aproximacdo muito populares, o método das diferencas finitas
(MDF), o método dos elementos finitos (MEF), e o método dos volumes finitos (MVF). A
despeito de sua ligagdo com o MRP, que permite encard-los com uma certa unicidade, estes
métodos sao normalmente estudados de maneira completamente independente uns dos ou-
tros.
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3.2 Diferencas Finitas

Sdo considerados MDF todos os métodos em que W, sdo escolhidas como as fungoes
Delta de Dirac, de tal modo que:

W, (x)=6(x-x,), (3.4)

onde x, ¢ um ponto qualquer do dominio Q.
Sendo que as fungdes Delta de Dirac possuem as seguintes propriedades:

5(x-x0)=0, X # Xy, (3.5)
5(x-x0)=00, X=X, (3.6)
[ $(x)8(x-x,)dx=5(x,). 3.7)

x<x0

O MDF usual, em malhas estruturadas ortogonais, tem como principais caracteristicas:
o baixo custo computacional e os considerdveis erros geométricos na aproximacao de geo-
metrias curvilineas, associados a discretizacdo destes contornos por malhas retangulares.
Além disso, de maneira geral, neste método, aproximagdes de maior ordem s6 sdo obtidas a
custas da introdu¢do de um nimero maior de pontos nodais na construcao das equagdes de
diferenca (HIRSCH, 1988; LI et al., 2000).

3.3 Elementos Finitos

No MEF convencional de Galerkin, as fun¢des de ponderagdo W, sdo tomadas como
as proprias fungdes de aproximagao, ou seja:

W, =H,. (3.8)

O MEF de Galerkin possui varias propriedades matemadticas € numéricas interessantes,
tais como o fato de ele sempre produzir matrizes simétricas desde que o operador diferenci-
al seja auto-adjunto (simétrico) e o fato de as funcdes de aproximagdo possuirem suporte
compacto, de modo a produzirem matrizes esparsas em que apenas os vizinhos mais proxi-
mos contribuem nas equacgdes nodais. Além disso, o MEF de Galerkin possui a propriedade
de ser a aproximagdo 6tima para operadores elipticos segundo a norma da energia (GRE-
SHO, 2000).
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3.4 Volumes Finitos

O MVF resulta da seguinte escolha para as fun¢des de ponderacao:

W, =

{1 xe Q (3.9)

0 xeQ

Desta definicdo, resulta que as integrais no interior dos subdominios €, sdo tomadas
como constantes. Isto € equivalente a integrarmos diretamente as equagdes diferenciais L.,
sem nenhuma ponderagdo de fato dentro dos subdominios Q, . No MVF estes subdominios

sdo normalmente chamados de volumes de controle.

A descri¢do acima ndo traduz completamente a riqueza de nenhum dos trés métodos.
Para uma descri¢ao detalhada sobre o0 MDF em malhas estruturadas recomendamos HIRS-
CH (1988) e HIRSCH (1990). Recentemente, o MDF foi generalizado para lidar com ma-
lhas ndo-estruturadas, de modo a herdar caracteristicas tanto do MEF quanto do MVF, sen-
do que uma obra bastante completa sobre o assunto pode ser encontrada em LI et al. (2000).
Por outro lado, existe uma ampla literatura sobre o MEF convencional (ZIENKIEWICZ e
MORGAN, 1983; GRESHO, 2000), bem como as suas variantes, dentre as quais podemos
citar o método dos elementos finitos mistos (EWING, 1983; WHEELER, 1983; CHA-
VENT e JAFFRE, 1986), e os métodos de Petrov-Galerkin (HUGES, 2000; GRESHO,
2000). Ja sobre o MVF a literatura também ¢é vasta e diversificada (PATANKAR, 1980;
BARTH, 1994; BARTH, 1995; EYMARD et al., 1997; MALISKA, 2004;), sendo que, até
0 momento, ndo existe uma metodologia unificada e generalizada que permita a construgao
de métodos de ordem qualquer e com caracteristicas conservativas os quais possam fazer
uso de malhas quaisquer.

Quanto a primazia de um método sobre os outros, muita polémica tem sido travada
entre os defensores ardorosos de cada um dos métodos (GRESHO, 2000; LI et al., 2000;
MALISKA, 2004).

No presente trabalho, ndo entraremos neste debate que consideramos algumas vezes
infrutifero. De fato, apresentaremos uma formulacdo do MVF capaz de lidar com malhas
estruturadas e ndo-estruturadas, a partir de uma estrutura de dados por aresta. Acreditamos
que a metodologia a ser apresentada € capaz de lidar com problemas que envolvam leis de
conservacao de forma elegante e acurada permitindo sua utilizacao tanto na solug¢do de pro-
blemas elipticos/parabdlicos quanto hiperbdlicos que sdo caracteristicos das leis que regem
o fluxo de fluidos em meios porosos.

No capitulo a seguir descrevemos de maneira detalhada o método dos volumes finitos
por aresta (MVFA) o qual serd utilizado posteriormente para a solu¢cdo de problemas asso-
ciados ao fluxo de fluidos em meios porosos.
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4. METODO DE VOLUMES FINITOS POR ARESTA (MVFA)

4.1 Introducao

A expressdo “Método dos Volumes Finitos” apareceu pela primeira vez na literatura no
inicio dos anos 1970 em referéncia a discretizagdes conservativas da equacao potencial da
dindmica dos gases (MORTON, 1996). Segundo MORTON (1996), a idéia da utilizacdo de
um esquema integral para a derivacao de esquemas de diferencas finitas para equagdes elip-
ticas em malhas estruturadas remonta ao livro de VARGA (1962). Conforme vimos anteri-
ormente, did-se o nome de MVF a variagdes do método dos residuos ponderados que utili-
zam funcdes de ponderagdo constantes por partes (piecewise constant weighting functions).
Na pratica, sdo considerados métodos de volumes finitos todos os métodos de discretizagao
em que, inicialmente as equacdes diferenciais sdo integradas diretamente no dominio fisico,
e posteriormente, o teorema da divergéncia de Green-Gauss € utilizado, de modo a trans-
formarem-se as integrais de dominio em integrais de superficie, para, s6 entdo, aplicar-se
algum procedimento de discretizacdo que permita a obtencdo da solu¢do numérica do pro-
blema (MORTON, 1996). Uma caracteristica importante de todos os métodos que se en-
quadram nesta categoria € o fato que, quando bem aplicados, garantem conservagao local
(no nivel da célula) e global de quantidades como massa, momento e energia.

Existem diferentes esquemas que podem ser classificados como pertencentes a familia
dos métodos de volumes finitos (MORTON, 1996). De maneira geral, os MVF podem ser
classificados de acordo com a posi¢ao relativa entre pontos nodais e os volumes de controle
(células onde sdo realizados os balancos discretos):

1. Os esquemas centrados nas células (cell centered schemes) sdo aqueles em que as
incognitas estdo associadas aos centros das células ou volumes de controle onde sdo resol-
vidas as equagdes de balango (Fig. 4.1a);

2. Os esquemas célula-vértice (cell vertex) sdo aqueles em que as incdgnitas estdo as-
sociadas aos nés da malha, sendo que os préprios elementos das malhas sdo utilizados co-
mo volumes de controle (Fig. 4.1b);

3. Em métodos centrados nos nds (node-centered ou vertex-centered) as variaveis de-
pendentes sdo armazenadas nos nds e os volumes de controle sdo construidos ao redor dos
nés, de modo que apenas um né esteja contido em cada subdominio (volume de controle).
A malha de elementos em cujos vértices sdo definidas as incognitas é conhecida como ma-
lha “primal” e a outra malha formada pelos volumes de controle é conhecida como malha
dual, construida a partir da malha original em funcdo de diferentes critérios (BARTH,
1994; REES, 2004; MALISKA, 2004). O conjunto de superficies interconectadas separan-
do cada subdominio forma as superficies de controle, as quais limitam a malha dual (Fig.
4.1c¢). Diferentes malhas duais podem ser construidas. As mais comuns sio aquelas constru-
idas pelo método das medianas “median dual” e os diagramas de Voronoi (MISHEV, 1998;
MALISKA, 2004).
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() (b) ()

Figura 4.1 — Diferentes configuragdes para volumes de controle: a) esquema centrado nas
células; b) esquema célula-vértice; c) esquema centrado nos vértices.

Dos métodos apresentados acima, os dois mais utilizados na pratica, sdo os métodos
centrados na célula e os métodos centrados nos nés (MORTON, 1996). Conforme indicado
em LUO et al. (1995), MALAN (2002), REES (2004) e REES et al. (2004), os métodos
centrados nas células fazem uso mais intensivo de memoria que os métodos centrados nos
nos. Além disso, métodos centrados nos nos oferecem a vantagem adicional de permitirem
o uso de estruturas de dados por arestas que, de maneira geral, oferecem um aprecidvel ga-
nho computacional quando comparados com métodos baseados em elementos conforme
mostrado em LOHNER (1994), LUO et al. (1995), MALAN (2002), REES (2004) e REES
et al. (2004).

4.2 Estrutura de Dados por Aresta

A estrutura de dados natural para o MEF ou para MVF em malhas ndo-estruturadas € a
estrutura de dados por elemento, que consiste numa lista formada pelas conectividades (nds
interconectados) dos elementos usados na discretizagdo do dominio. Adicionalmente, sao
fornecidas: uma lista de nés e suas coordenadas espaciais e uma lista de faces e suas conec-
tividades. Com estes dados geométricos e topoldgicos, as integrais que aparecem, tanto no
MEF quanto no MVF podem ser calculadas com um ou mais “lagos” nos elementos e nas
faces dos elementos a partir das contribuicdes dos elementos para as equacgdes nodais sendo
acumuladas durante o processo.

Uma alternativa importante a estrutura de dados por elementos € a estrutura de dados
por aresta (PERAIRE et al., 1993; BARTH, 1994; LOHNER, 1994; LYRA, 1994; LUO et
al., 1995; LOHNER, 2001; MALAN, 2002; LYRA et al., 2004; REES, 2004; REES et al.,
2004). Com esta estrutura de dados, substituem-se os elementos por arestas para se repre-
sentar uma malha nio-estruturada. Adicionalmente, sao ainda mantidos os nés € suas coor-
denadas espaciais. No caso tridimensional, dependendo do tipo de integracdo no contorno,
as arestas sao substituidas por faces.

As estruturas de dados por arestas t€ém sido usadas intensamente na literatura da Dina-
mica dos Fluidos Computacional (DFC), sempre que malhas nao-estruturadas sao utiliza-
das, tanto no caso do MEF quanto no caso do MVF (PERAIRE, 1993; BARTH, 1994;
LOHNER, 1994; LYRA, 1994; LUO et al., 1995; LOHNER, 2001).

Pode-se mostrar que uma redugdo significante de operagdes de coleta e distribuicdao
“gather/scatter” de informag¢des para um dado resolvedor (solver) de sistema de equagdes
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pode ser obtida quando se parte de uma estrutura de dados de elementos para uma estrutura
de dados por arestas (BARTH, 1994; LOHNER, 1994; LOHNER, 2001). Além disso, de-
pendendo da implementacdo, uma economia significativa de memdria e no nimero de ope-
racoes de ponto flutuante pode ser alcancada. Em linhas gerais, o uso da estrutura de dados
por aresta para descrever a topologia da malha evita que certas redundancias de armazena-
mento, operagdes de coleta e distribuicao de dados e operagdes de ponto flutuante ocorram
(BARTH, 1994; LOHNER, 1994; LOHNER, 2001). Isto ocorre basicamente porque lacos
sobre elementos implicam no cédlculo das mesmas contribuicdes provenientes de arestas
compartilhadas por multiplos elementos. Em 2-D estes coeficientes sdo computados duas
vezes e em 3-D este nimero pode ser muito maior tendo em vista que uma mesma aresta
pode ser compartilhada por diversos elementos.

Conforme descrito em LOHNER (1994) e LOHNER (2001), para elementos lineares
(triangulos e tetraedros), as operacdes de busca e distribuicao, bem como o “overhead” em
operacdes de ponto flutuante (FLOPS), sao bastante reduzidos, particularmente no caso
tridimensional. Apenas em cardter ilustrativo, reproduzimos abaixo duas tabelas apresenta-
das em LOHNER (2001), que expressam bem este fendmeno para o caso do cdlculo de gra-
dientes nodais pelo método de Galerkin utilizando uma malha com elementos triangulares

Tabela 4.1 — Operagdes de busca e distribui¢do com estrutura de dados por aresta e por e-
lementos (LOHNER, 2001).

Operagdes de busca e dis- Baseado em Elementos Baseado em Arestas
tribui¢do (gather/scater)

2D 2*NELEM = 12*NPOIN | 2*#2* NEDGE = 12*NPOIN
3D 2*4*NELEM = 44*NPOIN | 3*2* NEDGE = 42*NPOIN

Tabela 4.2 — Operagdes de ponto flutuante com estrutura de dados por aresta e por elemen-
tos (LOHNER, 2001).

Operagdes de ponto flu- Baseado em Elementos Baseado em Arestas
tuante (FLOPS)

2D 2*3*3*NELEM = 6*NPOIN 4*NEDGE = 12*NPOIN
3D 22*NELEM = 121*NPOIN | 7*NEDGE = 49*NPOIN

Nas tabelas 4.1 e 4.2, NELEM € o niimero de elementos da malha triangular, NPOIN € o
nimero de pontos nodais, e NEDGE € o nimero de arestas da malha.

A despeito das vantagens computacionais associadas a estrutura de dados por aresta, de-
ve-se ter em mente que os geradores de malhas convencionais fornecem os dados da malha
através de uma estrutura de dados por elementos. Portanto, seja qual for o método de dis-
cretizacdo adotado, MEF ou MVF, no caso de utilizarmos a estrutura de dados por aresta
devemos construir um programa que pré-processe os dados topoldgicos da malha, de modo
a convertermos a estrutura de dados por elementos numa estrutura de dados por aresta. A-
pos a finalizacdo do estagio de pré-processamento, a estrutura de dados por elementos pode
ser descartada durante a etapa de processamento.

A etapa de pré-processamento pode ser resumida pelas seguintes etapas (LOHNER,
1994; LYRA, 1994; LOHNER, 2001):

1. Gerar a malha usando um gerador de malhas ndo-estruturadas convencional;
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2. Construir os vetores com a malha e a topologia do contorno, que consiste numa lista
de arestas e, se for o caso, uma lista de faces de contorno com suas respectivas conec-
tividades;

. Calcular e armazenar os coeficientes geométricos associados as arestas da malha;

4. Transferir dados que estdo inicialmente associados a geometria, € que sdo relativos a

carregamentos, propriedades dos materiais, condi¢des de contorno e condic¢des inici-
ais, para as entidades topoldgicas da malha (i.e. arestas, faces e nos).

[9S)

4.3 Método das Medianas

4.3.1 Coeficientes Geométricos em Duas Dimensoes

Conforme mencionado anteriormente, chamamos de malha dual, a malha construida de
alguma maneira a partir de malha original ou “primal” utilizada para discretizar um dado
dominio computacional. No presente trabalho, utilizaremos a malha dual construida pelo
método das medianas (PATANKAR, 1980; MALISKA, 2004). Os volumes de controle
associados a malha dual construida por este método em duas dimensdes t€m as suas faces,
também chamadas de superficies de controle, construidas a partir da conexao dos pontos
médios das arestas que compdem a malha “primal” aos centrdides dos elementos que com-
partilham as arestas. Em trés dimensdes, as superficies de controle sdo construidas unindo-
se os pontos médios das arestas, com os centrdides das faces e com os centrdides dos ele-
mentos da malha “primal” que compartilham estas arestas.

Para calcularmos os fluxos das quantidades fisicas de interesse, tais como massa, mo-
mento ou energia, através das superficies de controle (SC) pelo método dos volumes finitos
com estrutura de dados por aresta (MVFA), nés associaremos as SC a coeficientes geomé-
tricos e ou fisicos que, por sua vez, estardo associados as arestas da malha. Na Figura (4.2)
apresentamos de forma esquematica dois trechos de uma malha bidimensional mista, com-
posta de tridngulos e quadrildteros, em que sao mostrados os volumes de controle formados
pelo método das medianas.

Em duas dimensoes, os coeficientes geométricos associados as arestas IJ, sdo defini-

dos como:

ket
CIJ,_ zAknk =An + AN,
=k

4.1

—

v, = Ay

Na Equacdo (4.1), A, =TL,,,, A =TL e A, =TL,sdo as dreas das superficies de
controle associadas aos vetores normais 7,,,, 7, € 7, , respectivamente, e T € a espessura
do dominio. Com T =1, o dominio estudado € efetivamente bidimensional. Definidos as-

sim, os coeficientes C;, e D, representam os vetores drea das superficies de controle
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adjacentes as arestas 1/, que concorrem num né / da malha. Na Figura (4.3a) mostramos,
para uma malha triangular, um volume de controle e os termos que compdem os coeficien-
tes geométricos das arestas que concorrem num né (/) do interior da malha. Na Figura
(4.3b) apresentamos um volume de controle associado a um né (/) sobre o contorno do do-
minio. Os nés vizinhos ao n6 I e ligados a ele através de uma aresta sdo designados por J,

com L = I, NN, onde NN ¢ igual ao nimero de vizinhos conectados ao n6 [ através de uma
aresta 1J, .

@ Volume de Controle
®
TS

Il Ponto Médio da
Aresta

A Contréide do
Elemento

Ju

Figura 4.2 — Trecho de malha mista formada por volumes de controle construidos pelo mé-
todo das medianas.

I3

C = Centréide
PM = Ponto Médio
VC = Volume de Controle

(a) (b)

Figura 4.3 — (a) Volume de controle para um né interno em 2-D; (b) volume de controle
para um né do contorno em 2-D.
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Tendo em vista a definicdo anterior para os coeficientes geométricos, observamos as
seguintes propriedades de interesse:

1. Dois volumes de controle adjacentes através de uma aresta IJ, compartilham a
mesma interface, de modo que:

CuL = _CJLI; 4.2)

2. Para a interface do volume de controle, cujo vetor normal aponta para fora do domi-
nio, temos:

D, = D,L,, (4.3)

3. Para n6s no interior do dominio, vale a seguinte relacao:

(@)

e

C,, =0, (4.4)

1

~
1l

4. Para nds do contorno temos:

@ o ~
> C,+> D, =0 (4.5)
=1

L=1

Nas Egs. (4.4) e (4.5) os super-indices € e I' referem-se a arestas no interior € no
contorno do dominio, respectivamente.

E interessante notar que as Eqs. (4.2) até (4.5) expressam, na forma discreta, o princi-
pio de conservacdo da propriedade fisica de interesse, num nivel local para um volume de
controle em torno de um né I qualquer da malha. Além disso, quando escrevemos estas
expressoes para todos os nés da malha, garantimos que a propriedade fisica é conservada
globalmente.

4.3.2 Coeficientes Geométricos em Trés Dimensoes

Utilizando a malha dual construida pelo método das medianas, em trés dimensdes nos
podemos construir os volumes de controle seguindo os mesmos principios que foram utili-
zados para a construcdo da malha dual em duas dimensdes. Para efeito de simplificacdo e
sem perda de generalidade, consideraremos apenas malhas formadas por tetraedros. Contu-
do, o processo construtivo das malhas duais ¢ o mesmo para qualquer tipo de elemento da
malha primal. Consideraremos um né / genérico da malha, o qual estd rodeado por um con-
junto de nés J, com L = I, NN, onde novamente, NN € igual ao niimero de nds vizinhos

conectados ao no [ através de uma aresta. As superficies de controle serdo formadas ligando
o ponto médio de cada aresta 1J, com o centréide das faces 1J,J, e com o centrdide do
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elemento tetraédrico. Na Figura (4.4), vemos um elemento tetraédrico e o trecho do volume
de controle associado a um né no interior do dominio e na Fig. (4.5) vemos um né de con-
torno e um trecho do volume de controle indicando os parametros utilizados na constru¢ao

dos coeficientes D,, associados a uma aresta 1J, . No caso tridimensional, estes coeficien-

tes sdo definidos de maneira andloga ao caso bidimensional como:

CIJL =2 Ady,
k=1
S
Dy, = A, (4.6)
o -
DIJL - AL+1nL+1'

Volume de Controle

\

Superficie de Controle

Ju

Figura 4.4 — Elemento tetraédrico e trecho de um volume de controle para um né interno /
em 3-D.

Figura 4.5 — Volume de controle para um n6 do contorno em 3-D.

57



Na Equagdo (4.6), os termos A, e n, referem-se a drea e ao vetor normal das faces dos
volumes de controle adjacentes a uma aresta 1J, associadas aos NT tetraedros que concor-

rem na aresta em questdo, e A, , n,, A,,, e n,,, correspondem as faces do volume de con-

trole que estdo sobre o contorno do dominio. No caso tridimensional, utilizando a estrutura
de dados por aresta, sdo considerados dois vetores distintos D,OJL e D,le , J4 que uma aresta

do contorno pode estar associada a duas superficies submetidas a condi¢des de contorno
diferentes.

Novamente, os coeficientes geométricos sdao definidos de tal forma que relagdes anélo-
gas as apresentadas nas Egs. (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) continuam vélidas.

4.4 Problemas Difusivos

Diferentemente do método dos elementos finitos (MEF), a discretizagao de termos e-
lipticos ou difusivos pelo método dos volumes finitos em malhas gerais (estruturadas e ndo-
estruturadas) e com tensores nao diagonais (tensor completo) € ainda um campo aberto para
a investigacdo cientifica (VERMA, 1996; VERMA e AZIZ, 1996; AAVATSMARK et al.,
1998a; AAVATSMARK et al., 1998b; EDWARDS, 1998; EDWARDS e ROGERS, 1998;
EYMARD, 2002; SVARD e NORDSTROM, 2003; KLAUSEN e EIGESTAD, 2004; MA-
LISKA, 2004). Independente da estrutura de dados utilizada (por elementos ou por arestas),
uma formulagdo tradicionalmente utilizada por praticantes do MVF para o célculo de ter-
mos difusivos é conhecida como “Diferencas Finitas com Volume de Controle” (DFVC),
do inglés “Control Volume Finite Difference” (CVFD), e emprega apenas dois pontos para
a construgao dos fluxos ao longo de uma aresta da malha. Esta aproximacao, que utiliza um
esténcil compacto formado apenas pelos vizinhos mais préximos, € sabidamente limitada
para o tratamento de problemas em malhas ndo-ortogonais ou problemas envolvendo tenso-
res de condutividade ou permeabilidade ndo-diagonais (VERMA, 1996; VERMA e AZIZ,
1996; AAVATSMARK et al., 1998a; AAVATSMARK et al., 1998b; EDWARDS e RO-
GERS, 1998; KLAUSEN e EIGESTAD, 2004).

Uma outra formulacdo, naturalmente associada a estrutura de dados por aresta, inclui
ndo apenas os nds mais proximos, mas também os vizinhos que se encontram a “dois nos”
de distancia. Esta formulacdo é conhecida comumente na literatura como aproximacao de
duas camadas, do inglés “Two Layers Approximation” (SVARD e NORDSTROM, 2003).
A despeito de sua ampla utilizacdo por praticantes do MVF, esta formulacdo apresenta al-
guns problemas graves que serdo discutidos sucintamente no presente texto (SVARD e
NORDSTROM, 2003; REES, 2004; REES et al., 2004).

A seguir, apresentamos brevemente as duas aproximagodes tipicamente utilizadas para o
termo difusivo utilizando-se uma estrutura de dados por arestas, além de discutirmos suas
limitag¢des. Ao final, descrevemos em detalhes um procedimento alternativo (CRUMPTON
et al., 1997; SORENSEN et al., 2001; LYRA et al., 2004; REES et al., 2004; CARVALHO
et al., 2005a; CARVALHO et al., 2005b) que supera a maioria dos problemas impostos
pelos procedimentos anteriores.
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4.4.1 Formulacao com Esténcil Compacto

Considere a equacao diferencial homogénea e eliptica (Equacao de Laplace):
Vi =0. 4.7)

Integrando a equacdo anterior e aplicando o teorema da divergéncia de Green-Gauss
chegamos a:

j VudQ = j Vu-idT =0. (4.8)
Q T

O dominio computacional é subdividido num conjunto estruturado ou nao-estruturado
de elementos (CARVALHO, 2001), e os volumes de controle sdo construidos em torno dos
n6s da malha pelo método das medianas conforme indicado na secdo (4.3). Desta maneira,
para um volume de controle em torno de um né genérico I da malha, podemos escrever:

UL S R
[Vuiidr, =| ¥ %L,,L -C, +TC |, (4.9)
I, L=l 1,

— —

onde, L, =X, —X,, com X, =(xJL,yJL,zJL) e X, =(x,y,2), A, ¢éo comprimento

daaresta IJ, ,ie. A, = ‘LHL , € TC representa os termos de contorno.

Na equacao anterior, podemos notar que a aproximacao para o fluxo na interface entre
dois volumes de controle definidos pelos nés I e J, depende apenas dos valores funcio-

nais nos referidos nés. Além disso, algumas observacdes adicionais devem ser feitas ao
analisarmos a aproximagao anterior:

1. Em uma dimensdo, orientando a aresta 1J, segundo o sentido positivo do eixo dos

X, esta aproximacao corresponde ao método de diferencas finitas de segunda ordem para o
gradiente no ponto médio da aresta, pois (utilizando uma expansao em séries de Taylor):

du| Ay
u, =u, EUL g+0(Af,L), (4.10)

onde, u,, refere-se ao valor da fungdo no ponto médio desta aresta, e ainda:

du|l Ay,
= ;+0(A?,L), 4.11)

Subtraindo a Eq. (4.11) da Eq. (4.10) e re-arrumando os termos, chegamos a:
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dul - BT o(a2 ). (4.12)

v,
dx u, AIJL

2. Em mais de uma dimens@o a anédlise anterior continua sendo valida desde que os
gradientes/fluxos estejam orientados ao longo da aresta e a interface do volume de controle
seja ortogonal a mesma (VERMA, 1996; VERMA e AZIZ, 1996; SVARD e
NORDSTROM, 2003; MALISKA, 2004).

3. No caso de utilizarmos volumes de controle construidos pelo método das medianas
nem sempre as superficies de controle sdo ortogonais as arestas da malha e, portanto, ter-
mos de fluxo ndo paralelos a aresta (cross-diffusion terms) surgem como conseqiiéncia na-
tural desta ndo-ortogonalidade.

Na verdade, conforme mostrado no apéndice B, em malhas gerais e nao ortogonais, a
formulacdo de dois pontos para o fluxo no meio da aresta, produz uma aproximacao que &,
em geral, inconsistente, onde entendemos consisténcia como sendo o fato da solu¢do calcu-
lada da equagdo discreta, obtida a partir de um esquema de discretizacdo numérica, “ten-
der” para a solucdo exata da equacdo diferencial a medida que refinamos a malha (HIRS-
CH, 1988). EYMARD et al. (1997) mostram que este tipo de aproximacgdo sé produz apro-
ximag¢des adequadas numa determinada familia de malhas. No referido trabalho, sao defini-
das “malhas vdlidas” para este tipo de aproximagdo. MALISKA (2004) também faz refe-
réncia a malhas vdlidas num contexto ligeiramente diferente, porém seguindo os mesmos
principios.

4.4.2 Formulacao com Esténcil Estendido (Volumes Finitos Repetido)

Novamente consideraremos o problema descrito pela Eq. (4.7). A formulagdo apresen-
tada a seguir consiste em duas etapas: primeiramente encontrarmos uma aproximagao para
os gradientes nodais, e em seguida, utilizarmos estes gradientes nodais para a obtencao de
uma aproximagao para os gradientes ou fluxos no ponto médio das arestas da malha.

Integrando o gradiente de u ao longo de um dominio Q e, em seguida, aplicando o
teorema da divergéncia de Green-Gauss, temos:

j VudQ= j uii dr. (4.13)
Q

r

Escrevendo a expressdo anterior para um volume de controle / temos:

[ VuaQ, = [uiidr,. (4.14)

Q; r,

Podemos ainda definir o gradiente médio no interior do volume de controle como:
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Vu, :(I Vu dQ,]/V,, (4.15)
Ql

onde:

v, = [dQ,. (4.16)

Q;

Substituindo o lado direito da Eq. (4.15) pelo lado direito da Eq. (4.14), podemos es-
crever:

Vu, :( [uitar, ] /V,. (4.17)

Por outro lado, a integral de superficie do lado direito da Eq. (4.17) é aproximada co-
mo:

(4.18)

U,*

— — AQ AT 1R~
IundF: E u,; C,y + E uy, D
L=1 L=1

T,

Na equagdo anterior, para uma dada aresta 1J,, Q refere-se a aproximagdes obtidas

para as arestas que se encontram no interior do dominio, e I" refere-se as arestas no contor-
no do dominio. Para volumes de controle no interior do dominio, vale a seguinte expressao,

A 1N _
ty, Dy, =0.
. AQ 2 1:
Para aproximarmos o termo #;, , usamos a regra do ponto médio:
up+u,

iy == (4.19)

Para discretizarmos o termo de contorno algumas alternativas podem ser utilizadas. A
primgira alternativa, clés_sica na literatura de volumes finitos em malhas ndo-estruturadas
(SVARD e NORDSTROM, 2003; REES, 2004; REES et al., 2004; LEWIS et al., 2005),

envolve a utilizacdo de um unico ponto de integracdo para aproximarmos o valor ﬁ,FJL con-

forme mostrado abaixo:
AT A
Uy, =u. (4.20)

SVARD e NORDSTROM (2003), mostram que esta aproximacdo ndo é formalmente
de segunda ordem para nés do contorno.
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Uma outra possivel aproximacdo, inspirada no MEF, envolve, no caso bidimensional,
os dois pontos da aresta IJ,. No caso tridimensional, sdo usados tantos pontos quantos
existirem nas faces dos elementos que interceptarem o contorno (ex. trés para tetraedros e
quatro para hexaedros). Para o caso bidimensional, utilizando uma malha formada apenas
por tridngulos lineares, a expressdo para a aproximacao do termo de contorno pode ser es-
crita como:

Sii, +1i
iy, =%. (4.21)

Para o caso tridimensional, se utilizarmos uma malha formada apenas por tetraedros,
podemos escrever (LUO et al., 1995):

6i, +u, +u
N L J J
U, = 8L -, (4.22)
onde, neste ultimo caso, I, J, e J, representam os nos da face triangular do tetraedro que
pertence ao contorno conforme mostrado na Fig. (4.4b). Se a 4rea deste triangulo é dada por
Ay ;, podemos redefinir o coeficiente D= BUL s, » associado a face do volume de controle

sobre o contorno do dominio, como:

—

B, , =, (4.23)

U,y 3

Conforme estabelecido em LUO et al. (1995), o uso da aproximagdo que envolve mul-
tiplos pontos é formalmente de segunda ordem, porém, no caso tridimensional, como se
pode notar pela Eq. (4.22), a estrutura de dados deixa de ser apenas de arestas, sendo neces-
sério armazenar, para os elementos no contorno, as faces que definem o contorno, ao invés
das arestas. A estrutura de dados fica entdo condicionada aos tipos dos elementos utilizados
para a discretizacao espacial.

Apenas para efeito de simplificacdo de notacdo, salvo estabelecido em contrario, utili-

. ~ AT A~ . . . . .
zaremos a aproximagdo iu; =u,, que nos permite escrever indistintamente os casos bi e

tridimensional.
Substituindo as Egs. (4.18), (4.19), e (4.20) na Eq. (4.17), e re-arrumando os termos,
podemos escrever:

. 1 [ u,+u s NN o=
Vi, =— Z Z a,D, |. (4.24)
il 2
Pode-se mostrar que a expressdao acima, a menos do termo de contorno, € uma aproxi-

macdo de segunda ordem para o gradiente nodal sendo equivalente ao MEF de Galerkin
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linear com matriz de massa diagonalizada (BARTH, 1994; SVARD e NORDSTROM,
2003; REES, 2004).

Apés obtermos esta aproximagdo para o gradiente, voltamos nossa aten¢do para o pro-
blema eliptico original. Ao integrarmos a Eq. (4.7) e usarmos novamente o teorema da di-
vergéncia de Green-Gauss, obtemos:

j Vi dQ = j Vu-idl' =0, (4.25)
Q T

Se, de agora em diante, considerarmos um volume de controle I que se encontra intei-
ramente no interior do dominio, podemos escrever:

NN©@)
[Vu-iidr, = Y Vi, -C,,. (4.26)
r, L=1

Utilizando novamente a regra do ponto médio temos:

WY VL +VE, L
[Vu-iidr, = Y %-C”L. (4.27)

r, L=1
Inserindo a Eq. (4.24) na Eq.(4.27), sem considerar nds sobre o contorno, chegamos a:
i T Uy =

1 u,+u, - 1
o) vz%cm +‘TZTCJLM
— 1 F[ Jr FJL pud
[Vu-iidr, = Y ; -Cy, - (4.28)

onde o sub-indice M foi introduzido para indicar os vizinhos dos ndés J, vizinhos ao n6 /

em questdo. Novamente, algumas observacdes pertinentes devem ser feitas sobre a metodo-
logia em questao.

1. A formulacdo acima envolve duas etapas bem distintas, uma para o cdlculo dos gra-
dientes nodais e outra para o cdlculo do termo eliptico fazendo uso dos gradientes calcula-
dos no passo anterior;

2. O cdélculo do termo eliptico envolve, em principio, o valor funcional de duas cama-
das de nds adjacentes a um dado né / da malha;

3. Numa malha ortogonal e com espacamento constante, uni, bi ou tridimensional, po-
demos mostrar que, num problema isotrépico, o cdlculo do termo eliptico para um dado né
I ndo faz uso dos vizinhos imediatamente acoplados ao n6. Este desacoplamento, ja conhe-
cido e amplamente estudado na literatura de volumes finitos € conhecido como ‘“desaco-
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plamento par-impar” (PATANKAR, 1980; LYRA, 2004; REES, 2004; REES et al., 2004;
LEWIS et al., 2005) sendo mostrado a seguir para um exemplo particular.
Considerando a malha unidimensional e de espacamento uniforme A, =1, da Fig.

(4.6), temos:

Figura 4.6 — Malha unidimensional com espacamento uniforme.

A partir da Eq. (4.24), podemos escrever para o n6 3:

1 i, +1 .+ u,—1u
Vi, =| - -1)= zZ +(1)= 4 |=—4 2 4.29
ug(lj(()z ()2j - 429)

De maneira andloga, obtemos os gradientes para os nés 2 e 4 como:

1 i,+u i,+u i,—u
Vi, =| - || (-1)Z2—2+(1)2—2 |=——— 4.30
iy =) (BB ) (30
1 i, +u i, +u i, —u
Vi, =| - || (-1)2—2+(1)+—2 |=—=—3 4.31
=)0 e Bt @

Calculando os termos difusivos a partir da Eq. (4.28), podemos escrever para o n6 3:

(_1) ﬁ4_ﬁ2+ﬁ3_ﬁl +(1) I/’i4_1/’i2+ﬁ5_lx’l\3
_ 2 2 2 2
j Vu-iidl, = . (4.32)
T, 2
Rearranjando os termos temos:
(ﬁz—ﬁ4+ﬁl—ﬁ3+ﬁ4 n, U l%j L
[Vu-iidr, =2 2 . 2 2 v i (4.33)

Iy

Na Equacao (4.33), podemos facilmente notar que a formulagdo que envolve o uso
recursivo da média aritmética para o cdlculo das derivadas segundas, e que corresponde, no
caso unidimensional com malha uniforme, a uma aplicacdo repetida de um esquema de
diferencas finitas centradas para o termo difusivo, produz um esténcil em que um dado n6
da malha estd desacoplado dos nds vizinhos mais préximos. No caso apresentado, a equa-
¢do do n6 (3) faz uso dos valores funcionais dos nés (1) e (5), estando desacoplada dos nds

(2) e (4).
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A primeira conclusdo que podemos tirar deste fendmeno € que, na verdade, a malha
que de fato estamos utilizando para o cédlculo dos termos de difusdo é uma malha mais
“grosseira”, com espagamento igual a 2A,; . Gragas a este fendmeno, uma distribui¢do nao

realistica em Zig-Zag da variavel u, conforme mostrado na Fig. (4.7), seria vista pela for-
mulagdo como um campo constante, o que obviamente ndo faz nenhum sentido fisico.

1000 1000
I I

Figura 4.7 — Distribui¢do ndo realistica de uma varidvel u para a malha unidimensional da
Fig. (4.6).

Em SVARD e NORDSTROM (2003) demonstra-se que, mesmo numa malha ndo-
estruturada genérica formada por tridngulos, a aproximacg@o que envolve o uso recursivo da
média aritmética para o cdlculo dos gradientes nos pontos médios das arestas €, no maximo,
uma aproximac¢ao de primeira ordem para termos difusivos, podendo ser inconsistente em
malhas gerais.

4.4.3 Formulacao Hibrida: Volumes Finitos - Diferencas Finitas

Tendo em vista as dificuldades inerentes aos dois esquemas apresentados anteriormen-
te, € necessdria a utilizacdo de um esquema alternativo, que permita a inclusdo dos vizinhos
mais proximos como no esquema de dois pontos, € que a0 mesmo tempo inclua os termos
de fluxo ndo alinhados com a aresta (cross diffusion terms). Uma possivel solucdo, e que ja
se tornou cldssica na literatura, envolve esquemas em que algumas propriedades do MVF
sdo herdadas pelo método dos elementos finitos. Tais esquemas, que sdo conhecidos por
“Método dos Elementos Finitos com Volume de Controle” (EFVC), do inglés “Control
Volume Finite Element” (CVFE), sdao amplamente utilizados na literatura da DFC, (VER-
MA, 1996; VERMA e AZIZ, 1996; GRESHO, 2000; PREVOST, 2001; MALISKA, 2004).
MALISKA, (2004), levanta alguma polémica sobre se esta familia de aproximagdes nao
deveria ser chamada de “Método dos Volumes Finitos Baseados em Elementos” tendo em
vista que se realizam balancos sobre volumes de controle criados a partir de elementos, e
que se “empresta” de elementos finitos apenas sua “construcao geométrica” e o conceito de
elementos. Sem nos determos a este tipo de questio terminoldgica, vale lembrar que, nestes
métodos, as funcdes de forma de elementos finitos (Galerkin) sdo utilizadas diretamente
para a constru¢do dos fluxos utilizados nas equagdes de balanco nos volumes de controle,
sendo que o método importa vdrias das ferramentas desenvolvidas originalmente para o
MEEF tradicional no que diz respeito a andlise de erros e o estudo de convergéncia (GRE-
SHO, 2000). No nosso trabalho, utilizaremos uma formula¢do originalmente proposta por
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CRUMPTON et al. (1997), no contexto da solugdo explicita das equagcdes de Navier-Stokes
em meios homogéneos e isotrépicos. Recentemente, esta estratégia foi utilizada com suces-
so na solucdo de problemas de difusdo (LYRA, 2004; REES, 2004; REES et al., 2004;
LEWIS et al., 2005; CARVALHO et al., 2005a; CARVALHO et al., 2005b) e na discreti-
zacdo de termos difusivos em equacdes de convecgdo-difusdo (REES, 2004; REES et al.,
2004; LEWIS et al., 2005; CARVALHO et al., 2005) a partir de formulagdes explicitas
(REES, 2004; REES et al., 2004; LEWIS et al., 2005). No presente capitulo, estendemos
esta formulagdo para o tratamento de meios heterogéneos e anisotropicos caracteristicos de
meios porosos, além de desenvolvermos as matrizes obtidas a partir da discretizagdo impli-
cita do termo difusivo.

Nossa equacido modelo, novamente é a equagdo eliptica homogénea, V’u=0. Con-
forme descrito anteriormente, integramos a equac¢do diferencial e aplicamos o teorema da
divergéncia de Green-Gauss chegando a:

j Vi dQ = j Vu-iidl'=0. (4.34)
Q T

Considerando um volume de controle / sem interfaces sobre o contorno, podemos es-
crever a equacdo anterior na forma discreta como:

NN©)
[vu-iidr, = ¥ va, -C,, . (4.35)
r, L=1

Ao discretizarmos o termo VﬁUL, vamos nos utilizar de um sistema local e ortogonal

de coordenadas no qual um eixo estd orientado segundo uma aresta 1J, da malha e o outro

eixo estd numa direcdo normal a aresta, conforme mostrado na Fig. (4.8). No caso 2-D a
obtencdo desta direcdo € trivial (basta que obtenhamos a direcao dnica em que o produto
interno entre as duas direcdes seja nulo), no caso tridimensional esta direcdo nao estd de-
terminada a priori, j4 que, em trés dimensdes ndés devemos determinar um plano

(N1X N2) ortogonal a aresta 1J, , o qual contenha as componentes do gradiente ndo ori-
entadas segundo a mesma. A seguir, mostraremos em detalhes como determinarmos esta
direcdo, além de mostrarmos como obtermos a aproximagao dos gradientes ao longo destas
direcdes ortogonais.

Inicialmente, dividiremos o gradiente total exato ao longo da aresta, em suas compo-
nentes paralela (P) e normal (N) a aresta, de modo a termos:

Vu, =Vul +Vu . (4.36)

Utilizando novamente a regra do ponto médio, podemos escrever o gradiente total a-
proximado no ponto médio da aresta como:
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va, +va, \ (va,+va, )
Vi, —VuU +VuU = 5 + 5 . (4.37)

Na equagdo anterior, os gradientes nodais Vii, e Vii, sdo calculados pela Eq. (4.24).
O gradiente aproximado normal a aresta pode ser entdo obtido através da seguinte expres-
sdo:

V“u =V, Vuu , (4.38)

onde o Viij, ¢ calculado através de:

Vi, =Vi, -L, . (4.39)
Substituindo a Eq. (4.39) na Eq. (4.38), temos:

Vi, =Vi, =Vi, L, . (4.40)

Figura 4.8 — Gradiente no ponto médio da aresta 1J, calculado pelo método hibrido volu-
mes finitos - diferencgas finitas. A componente do gradiente ao longo da aresta
¢ representada por Vﬁ,’z e a componente normal calculada pelo MVF ¢ repre-

sentada por Viiy, .

Por outro lado, podemos substituir a componente aproximada paralela a aresta do gra-
diente, Viij, , por uma nova aproximagao em diferengas centradas, Vi, , obtida por:
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VAP* _ 7

Uy, _A—LIJL' (4.41)

Portanto, podemos escrever um novo gradiente aproximado no ponto médio da aresta
1J, , como:

Vi, =Vl +Vi) (4.42)

Ut

Substituindo a Eq. (4.37) na Eq. (4.40), e substituindo o termo resultante e a Eq. (4.41)
na Eq. (4.42), chegamos a:

by 2 2 A L1JL (4.43)

1,

Vi - Vi, +Vu, (Vu,+Vu, - . 4, —i; -
u - ", 11L+

Finalmente, utilizando a aproximacgado da Eq. (4.43) na Eq. (4.35), podemos escrever:

[vu-iidr, = ¥ va, -C, =
r, L=1

(4.44)

-C,, .
v > 2 A 1, U,

I,

WO va, +Va,  (Vva,+va, - ). 4, -4, - | -
L L L
2 l, - ' VP /) A e—

Lembrando que na Eq. (4.44), desconsideramos o termo de contorno. De maneira ana-
loga a Eq. (4.18), este termo € incluido de maneira simples como:

- - Ak ~ AT = _
[Vuiidr= "} Vi, -C, + ) Vi, D, =
r =1 -1
(4.45)
NV Vﬁ,+Vﬁ1L Vﬁ,+Vﬁ1L I ﬁJL—ﬁI - - ) 5 =
- 'LIJL w, T LIJL 'CIJL + z VMIJL 'DIJL-
L=1 2 2 A[JL L=1

Algumas observacdes pertinentes devem ser feitas a respeito da aproximagao anterior:

1. Ao utilizarmos a aproximacao local de diferencas centradas para a componente para-
lela do gradiente aproximado, nds acoplamos os nds adjacentes e evitamos a ocorréncia de

oscilagdes par-impar caracteristicas de formulagdes cldssicas que utilizam o esténcil esten-
dido;

2. Ao utilizarmos a aproximacgdo estendida para calcularmos a componente normal do
gradiente, nds garantimos a consisténcia fisica da formulagdo (ao incluirmos os termos de
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difusdo cruzada) mesmo quando as faces dos volumes de controle ndo forem ortogonais a
aresta;

3. No caso de malhas ndo-ortogonais o custo a ser pago para garantirmos a continuida-
de e a consisténcia fisica nos gradientes/fluxos nas interfaces dos volumes de controle para
malhas gerais é lidarmos com um esténcil maior que aquele que obteriamos ao utilizarmos,
por exemplo, o método de Galerkin, inclusive no caso de meios homogéneos e isotropicos
(EDWARDS, 1998; AAVATSMARK, et al., 1998b; PREVOST, 2001).

4. No caso de malhas ortogonais, para problemas homogéneos e isotrépicos, esta for-
mulagdo € analoga ao método DFVC usual.

Meios Heterogéneos e Anisotropicos

A solucdo de problemas elipticos em meios heterogéneos e anisotrépicos constitui-se
num grande desafio para os pesquisadores da drea de modelagem e simulacdo de fluxo em
meios porosos. A discretizac@o destes termos elipticos utilizando-se de métodos localmente
conservativos € algo nio trivial, sendo uma éarea de pesquisa intensa nos ultimos dez anos,
(CRUMPTON et al., 1995; VERMA, 1996; VERMA e AZIZ, 1996; HYMAN et al., 1997,
EDWARDS, 1998; EDWARDS e ROGERS, 1998; AAVATSMARK, et al., 1998a; AA-
VATSMARK, et al., 1998b; PREVOST, 2001; KLAUSEN e EIGESTAD, 2004; REES,
2004; LEWIS et al. 2005). No presente trabalho apresentaremos uma formula¢do do méto-
do dos volumes finitos em que as propriedades fisicas dos materiais estdo associadas aos
elementos da malha primal (ex. tridngulos e quadrildteros em 2-D e tetraedros e hexaedros
em 3-D). Estes esquemas sdo comumente chamados de “distribuidos nas células™ (cell dis-
tributed schemes), PREVOST (2001), em contraste com os esquemas em que as proprieda-
des fisicas estdo associadas aos elementos da malha dual (volumes de controle), os quais
sdo conhecidos como “distribuidos nos nés” (node distributed schemes), VERMA (1996),
VERMA e AZIZ (1996), PREVOST (2001).

A escolha desta abordagem se deu basicamente pela facilidade encontrada para associ-
armos as propriedades das rochas a subdominios formados por agrupamentos de elementos,
estratégia esta, muito comum em geradores de malhas nao-estruturadas (CARVALHO,
2001).

Para o caso bidimensional, a equacdo que define um problema eliptico num meio hete-
rogéneo e anisotropico pode ser escrita como:

V(K (¥)Vu(%))=0 com i=(x,y)e QcR’ (4.46)
onde:
K, K,
K(X)=K= ", (4.47)
ny Kyy

¢ uma matriz simétrica que pode ser descontinua através de fronteiras internas do dominio
Q. Para que o problema definido pela Eq. (4.46) seja considerado eliptico, assumimos adi-
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cionalmente que K K > Kfy (CRUMPTON et al., 1995). Integrando a Eq. (4.46) e apli-

cando o teorema de Green-Gauss temos:

[V-(KVu)oQ=[(KVu)-iidl=0. (4.48)

r

No método dos elementos finitos tradicional, para o caso heterogéneo e anisotrépico, a
defini¢dao dos fluxos sobre as arestas localizadas na interface entre diferentes materiais (no
nosso caso, diferentes rochas) é ambigua (HELMIG e HUBER, 1998). Se os gradientes
calculados de acordo com a Eq. (4.24) forem utilizados diretamente para o cdlculo dos flu-
xo0s, valores incorretos serdo obtidos para os mesmos nas superficies de controle adjacentes
as descontinuidades entre diferentes materiais. Ja que, para a constru¢cdo de parte do fluxo
na interface do volume de controle, utilizamos o gradiente nodal equivalente ao obtido pelo
MEF (BARTH, 1994), é necessario que modifiquemos nosso esquema original. Com o ob-
jetivo de resolvermos este problema, nds utilizamos uma estratégia em que calculamos os
gradientes em cada subdominio de maneira independente.

Primeiramente consideraremos que as propriedades fisicas do meio descontinuo (ex. a
rocha), tais como porosidade e permeabilidade, estdo associadas a sub-dominios Q , com

r=1,2...,R . Para cada sub-dominio fisico, armazenamos uma lista de arestas e nds e seus

correspondentes coeficientes geométricos. Considerando a malha bidimensional da Fig.
(4.9), € necessario incluirmos os seguintes coeficientes geométricos adicionais:

e D, =A,i,. (4.49)

Figura 4.9. Volume de controle subdividido por dois tipos diferentes de rocha.

Estes coeficientes geométricos estdo associados as faces (arestas em 2-D) que separam
os diferentes materiais. Se utilizarmos a aproximacgdo da Eq. (4.21) para reconstruirmos os
gradientes e conseqiientemente os fluxos nos termos de contorno, obteremos uma aproxi-
macao de segunda ordem para os fluxos no interior de cada material, lidando tranqiiilamen-
te com a descontinuidade nos fluxos decorrente da descontinuidade nos materiais. Desta
forma, para meios descontinuos, podemos escrever:
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NNTRE) ( i ) NN (Sﬁ )

. 1| W, +a .
V”?r =W Z (I—ZJL)CIJ; + IJL Z ~———- D
I

1,
(4.50)

Na Eq. (4.50), Vu?’ € o gradiente nodal e V,Q" € o volume de controle do né / associ-
ado ao subdominio Q , C‘f}; e 5,‘}; se referem aos coeficientes geométricos da aresta 1J,
associados a0 mesmo subdominio Q. E importante notar que nesta abordagem por sub-
dominio, 13,‘}2 se refere tanto as arestas nas interfaces entre diferentes materiais, quanto as

arestas do contorno externo do dominio. Por outro lado, I';, e I',, referem-se respectiva-

mente, a lacos realizados sobre arestas de contornos externos e de interfaces entre diferen-
tes sub-dominios de tal forma que I', =I",. UI',,. No caso tridimensional, considerando-se

elementos tetraédricos, a Eq. (4.50) pode ser reescrita como:

( >(A A ) (rm( I, ~ )
NN NN
Vit 1 Z u i, co L Z i, +u, +u, o
u; Ve 5 u 3 1,0,
1 Jp=1 J =

4.51)

Neste caso, I';, e I';, referem-se a lagos realizados sobre as faces dos elementos te-

traédricos localizadas sobre contornos externos e internos, respectivamente.

Se considerarmos a aproximacao mais simples para os fluxos nas interfaces entre dife-
rentes materiais € para contornos externos, teremos a seguinte equacao, a qual pode ser ob-
tida totalmente a partir da estrutura de dados por aresta como:

NN (TRE) NN (Trr)
( i+, )

Vﬁ?r-zW Z > o+ Z i, Dy + Z i,Dyy |. (4.52)
1

Vale salientar novamente, que a aproximagao acima ¢é valida tanto para problemas bi-
dimensionais quanto para problemas tridimensionais, porém em ambos 0s casos, ela ndo é
de segunda ordem no espaco para nds sobre o contorno e para os nés adjacentes ao contor-
no, de modo que um campo linear u nio serd recuperado exatamente a partir desta aproxi-
macdo (MALAN, 2002).

Utilizando o método apresentado na secdo (4.4.3) com as modifica¢des introduzidas
anteriormente, podemos escrever a forma discreta da Eq. (4.45) para um né I genérico da
malha como:
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om | NN(Q,) \V4 s \v4 P \V/ 5 \v4 ne,
r, r=1 L=1 2 2 L L

(4.53)

(ﬁJL -, ) ZUL (j‘[f}L +]Vdin(NN(FR)(KQrﬁQr )Dﬂ J
R=1

u, U,
L=1

Na Eq. (4.53), Vi e Vﬁi’ sao calculados utilizando-se as expressdes dadas pelas

Eqs. (4.50) até (4.52) dependendo da precisdo desejada. E importante enfatizar que a Eq.
(4.53) é construida a partir das contribui¢des de cada subdominio de maneira independente
de modo a garantir que os gradientes, e conseqiientemente os fluxos, sejam continuos den-
tro de cada subdominio.

E importante notar ainda que no desenvolvimento da Eq. (4.53) nds tratamos o tensor

K como um tensor cheio (full tensor), ndo fazendo nenhuma restricdo que limitasse o

nosso método de resolugdo a problemas isotrépicos ou mesmo ortotrépicos, com
Q Q - £ . £

K. =K, =0. Na verdade, diferentemente dos métodos DFVC usuais ou métodos con-

servativos que se baseiam apenas nos dois valores nodais associados a uma aresta para a
constru¢do do fluxo na interface do volume de controle, nés nos utilizamos de um esténcil
estendido para a correta obtencdo dos termos de difusdo cruzada. A despeito de ainda ser
amplamente utilizada na literatura e na pratica da simulacdo de reservatdrios, a aproxima-
cdo de dois pontos implica em erros graves na aproximac¢do dos fluxos nas interfaces dos
volumes de controle sempre que a malha nao é ortogonal ou sempre que os termos cruzados
(k2

xy ?

K i ) se tornam importantes, como no caso da aplicacdo de técnicas de transferéncia

de escala (EDWARDS e ROGERS, 1998).

4.4.4 Exemplos

Para avaliarmos a acurdcia do procedimento descrito no presente capitulo para a solu-
cdo de problemas com coeficientes descontinuos e anisotropicos, apresentamos a solu¢do
de trés problemas (benchmarks) encontrados na literatura (REES, 2004; CRUMPTON et
al., 1995; HYMAN et al., 1997). A discretizacio dos termos fontes existentes nos exemplos
2 e 3, tanto para meios homogéneos quanto para meios heterogéneos, é apresentada ainda
neste capitulo na secdo (4.7.1).

Antes de resolvermos os trés problemas seguintes, definimos o erro assintético de trun-
camento como (HYMAN et al., 1997):

|E,|=Ch?+0(h*), (4.54)

onde, h é o espacamento da malha, g € a ordem do erro, C € uma constante que represen-
ta a taxa de convergéncia que € independente de #, e |||| ¢ alguma norma especificada. Nos
exemplos 2 e 3 os erros de truncamento sdo calculados numa seqiiéncia de malhas cuja ma-
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lha inicial tem um ndmero de subdivisdes N =(8x8) e as malhas seguintes tém (16x16),

(32x32) e (64x64) subdivisdes, respectivamente. Neste caso, a taxa de convergéncia g €

estimada a partir da seguinte expressao:

(4.55)

qzlogz‘

Para os problemas apresentados, estas taxas de convergéncia foram estimadas utilizan-
anorma L,, E||lq, € a norma

do-se trés diferentes normas: a norma do méximo”E” ax

RMS (Root Mean Square), |E||,,., conforme definido em HYMAN et al. (1997) e

CRUMPTON et al. (1995), respectivamente. Estas normas sdo calculadas através das se-
guintes expressoes:

]

wax ==, =MAX|d, —u,| I=1....NP, (4.56)

NP 2
el =l = (a-u7v) | @

I=1

|£]

RMS ||u —u

NP 12
L =(Z(ﬁ—u)2/NPj . (4.58)

Nas equacdes anteriores, NP € o nimero total de nés / da malha.

Exemplo 1. K descontinuo e diagonal.

Neste exemplo, consideraremos a equagdo eliptica V-(KVP)=0 com K =kI , onde k

representa um coeficiente de difusdo escalar descontinuo (ex. permeabilidade), I é a matriz

identidade, e P é uma varidvel escalar (ex. pressao). Este problema encontra-se descrito em
detalhes em REES (2004). Nesta referéncia, o problema foi resolvido através de um método
de volumes finitos com estrutura de dados por aresta, sendo que o autor lida com meios
heterogéneos (nenhuma referéncia a meios anisotropicos) de uma maneira completamente
diferente da abordagem que adotamos no presente trabalho. O procedimento apresentado
em REES (2004) consiste basicamente em trés etapas: inicialmente assume-se que o coefi-
ciente k estd associado aos elementos da malha (método baseado na célula); na segunda
etapa, o coeficiente k € associado aos nés da malha usando uma média ponderada pelos
volumes dos elementos que concorrem num dado né. Posteriormente, os valores de k sdo
associados as arestas das malhas a partir da média aritmética dos valores nodais correspon-
dentes obtidos na primeira etapa. Os coeficientes assim obtidos s@o usados diretamente nas
equacgdes de balango para o cdlculo dos fluxos através de diferentes materiais. A despeito
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de considerarmos esta estratégia um procedimento vélido de aproximacao, nds acreditamos
firmemente que o nosso procedimento para o cdlculo dos fluxos através das superficies de
controle adjacentes as interfaces entre diferentes materiais tem uma base fisica muito mais
s6lida, sendo que, assim como nos métodos MPFA (AAVATSMARK et al., 1998a; AA-
VATSMARK et al., 1998b) os fluxos/velocidades usados nos célculos das equagdes de
balanco sdo obtidos exatamente, no caso de uma variagdo linear do campo de pressao.

1.1 Dominio dividido horizontalmente

Inicialmente consideraremos um dominio quadrado de lado unitério dividido horizon-
talmente em duas partes iguais conforme mostrado na Fig. (4.10a). O coeficiente k, que

representa a permeabilidade do meio, € dado por k, =10.0, para o subdominio A, e

k, =50.0 para o subdominio B. As condi¢des de contorno sdo P, = 1.0 na parte inferior e

P =0.0 na parte superior e condigdes homogéneas de Neumann nas faces laterais do do-

sup
minio. Para este problema, utilizamos uma malha triangular formada por sete elementos
(apenas duas subdivisdes na direcdo y) conforme mostrado na Fig. (4.10b), onde apresen-

tamos ainda os contornos para o campo de pressao obtido.

0.2 0.4 . 0.8 0.8
X-Axiz

() (b)
Figura 4.10 — (a) Dominio quadrado dividido horizontalmente em dois materiais diferentes;
(b) malha triangular utilizada para a discretiza¢do do dominio e os contornos
do campo de pressdo P.

A solucdo exata para este problema, na interface entre os dois materiais, i.e., em
y=0.5, é dada por P= ]/6 . As velocidades nos dois subdominios sdo iguais, sendo dadas
por v, =v, =—k(dP/dy)=100/6 (REES, 2004). Utilizando o procedimento descrito em
(REES, 2004), os erros relativos mdximos para a pressdo e para a velocidade, ou seja,

E :max‘(u—ﬁ)/u‘ com u=P e u=v, sdo dados por E* =83.501% , para as pres-

rmax rmax

sOes nos trés nos localizados sobre a interface entre os dois materiais, e E’ =571.041%

rmax
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para as velocidades calculadas nos pontos médios das arestas da malha. Por outro lado, uti-
lizando o procedimento desenvolvido no presente trabalho, tanto o campo de pressdes
quanto o campo de velocidades sdo calculados exatamente até a precisdo da maquina.

1.2 Dominio dividido verticalmente

No segundo problema, o dominio quadrado € dividido em duas partes verticais con-
forme mostrado na Fig. (4.11a). As condicdes de contorno sdo as mesmas do problema an-

terior, i.e. P, =1.0 na parte inferior do dominio e P, =0.0 na parte superior do dominio e

condi¢des homogéneas de Neumann nas faces laterais do dominio. Neste caso, a solucdo
exata para a pressao nodal na interface dos dois materiais em y=0.5 é dada por P=0.5.
As velocidades nos subdominios A e B sd3o dadas, respectivamente, por
v, =—k,(0P/dy)=10.0 e v, =—k(dP/dy)=150.0. Utilizando o procedimento descrito em
REES, (2004), os erros relativos para a pressdao nodal e para as velocidades sdo dados, res-
pectivamente por, E’ =7.838% e E' _=3.839% . Novamente, utilizando nosso método

de aproximacdo, as pressdes e as velocidades sdo calculadas de maneira exata. A Figura
(11b) mostra a malha utilizada, bem como o campo de pressdes associado.

0.z 0.4 . 0.8 0.8
X-Axiz

(a) (b)
Figura 4.11 — (a) Dominio quadrado dividido verticalmente em dois materiais diferentes;
(b) malha triangular utilizada para a discretizacdo do dominio e o campo de
pressao P.

Uma observacao interessante € que, no primeiro exemplo (1.1), os erros relativos ma-
ximos, tanto para o campo de pressdo quanto para o campo de velocidades, obtidos utili-
zando-se o método descrito em REES (2004) s@o muito maiores que os cometidos utilizan-
do o mesmo método para a solu¢do do segundo problema (exemplo 2). Isto pode ser facil-
mente explicado notando-se que, no primeiro exemplo, caso estivéssemos utilizando um
método de diferengas finitas, a permeabilidade equivalente na interface entre os diferentes
materiais seria calculada pela média harmonica entre as permeabilidades dos dois materiais
adjacentes, de modo que a aproximacdo das permeabilidades por médias aritméticas ponde-
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radas pelos volumes de controle leva, neste caso, a erros de primeira ordem no cédlculo dos
fluxos (velocidade X drea da superficie de controle) nas superficies de controle conforme
indicado por EDWARDS (1998). Por outro lado, no exemplo (1.2), os fluxos exatos sdo
proporcionais a largura de cada dominio, de modo que a aproximagao proposta em REES
(2004), representa de maneira bem melhor o fendmeno fisico de interesse.

Finalmente, vale salientar que nosso método é construido de modo a garantir a continu-
idade dos fluxos nas interfaces dos volumes de controle sem a necessidade de nenhum tipo
de média ou ponderagdo explicita, deste modo, as solu¢des que obtivemos nao padecem dos
problemas encontrados pela aproximac¢do proposta em REES (2004).

Exemplo 2. K continuo e ndo diagonal.

Este problema foi originalmente apresentado em CRUMPTON et al. (1995), sendo
também resolvido em HYMAN et al. (1997). O dominio € um quadrado unitario com con-
dicdes de contorno numéricas de Dirichlet obtidas a partir da solugdo exata, a qual é dada
por u =¢” . De forma concisa, o problema € descrito por:

V(KVu)==2(1+x"+xy+y*)e”, (4.59)

onde K ¢ dado por:

k=21 (4.60)
=1 2) '

Apenas para efeito de comparacao, nas tabelas 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente, repro-
duzimos os resultados obtidos e utilizando o método de nove pontos de CRUMPTON et al.
(1995) e os métodos “Cell Node” e “Cell Surface” de HYMAN et al. (1997).

Tabela 4.3 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 2 (CRUMPTON et al., 1995).

Divisdes N ” E”RMS Do
8 1.16e-003 | ---moeemmm-
16 2.89¢-004 |2.0050
32 7.28e-005 |1.9891
64 1.83e-005 |1.9921

Tabela 4.4 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 2 pelo método “Cell-Node”
(HYMAN et al., 1997).

Divisdes N E”L2 ||E||MAX qr, Dmax
16 NI 2T < N [ —
32 2.58e-004 9.66e-004 |2.0386 1.9529
64 6.36e-005 2.45e-004 2.0203 1.9792
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Tabela 4.5 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 2 Método “Cell-Surface” (HY-

MAN et al., 1997).

Divisoes N

|£1., 121 a, Tuax
16 1.686-003  |5.11€-003 |-wromooe | -oomooeee
32 415e-004 | 1.35¢-003 |2.0173 1.9204
64 9.73¢-005  |3.48e-004 |2.0926 1.9558

Nas Figuras. (4.12a) e (4.12b) apresentamos, respectivamente, a malha triangular e a
superficie extrudada para a fungdo u(x, y) na malha com (8x8) subdivisdes, e as isolinhas

para a malha com (64x64) divisdes. Na tabela 4.6 apresentamos as taxas de convergéncia

para malhas refinadas a partir da subdivisdo dos elementos de maneira sucessiva, i.e.
N =(8x8), (16x16), (32x32) e (64x64), respectivamente.

Conforme podemos observar pela andlise das tabelas 4.1 até 4.4, neste exemplo, todos
os métodos apresentaram comportamento similar com respeito as taxas de convergéncia
sendo que o MVFA apresentou resultados um pouco melhores (i.e. erros menores) que 0s
do método de CRUMPTON et al. (1995), e que os de ambos os métodos apresentados por
HYMAN et al. (1998).

Sufoce

wer: Plac:uaz na
—22:

B 1859
—1.40

1.000
Meo: 2.718
Min: 1,000

Figura 4.12 — Malha triangular com (8x8) sub-divisdes e superficie “extrudada” na dire¢do

Z, para a variavel u.
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Posudosolor
= 1a

—2.289

e

Y-Axiz

X-Axiz

Figura 4.13 —Isolinhas da varidvel u para a malha com (64x64) divisdes.

Tabela 4.6 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 2 obtidas pelo MVFA.

DIVISOES | Bl s 12 [Elye | s 9., Tuax
3 7.830¢-004 | 7.028¢-004 [3.06:003 | —rooroos | rooomome | oo
16 1.850e-004 | 1.769e-004 | 1.0e-003 20827 |19896 15850
32 3.862e-005 |3.877e-005 | 3.434e-004 |22605 |2.1904 | 1.8047
64 0.272¢-006 |9.272e-006_|8.958¢-005 |2.0584 | 2.0642 | 1.9390

Na Figura (4.13) apresentamos, para o exemplo 2, o comportamento dos erros calcula-
dos em diferentes normas, conforme descrito em CRUMPTON et al. (1995) e HYMAN et

al. (1997).
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log(ERRO)

Figura 4.14 — Comportamento do erro usando diferentes normas para o exemplo com K
continuo e ndo-diagonal.

Exemplo 3. K descontinuo e ndo-diagonal.

Este problema foi retirado de CRUMPTON et al. (1995), sendo parcialmente resolvido
em HYMAN et al. (1997). O dominio é um quadrado com dimensdes [-1,1]X[-1,1] com

condicdes de contorno numéricas de Dirichlet obtidas a partir da solugao exata. Este pro-
blema € descrito por:

V- (KVu)=f(xy), (4.61)
onde o termo fonte distribuido é dado por:

[ 2sen(y)—cos(y)]ax—sen(y) para  x<0 (4.62)

f(x,y)={

20cexp(x)cos(y) para x>0

e o tensor K € fornecido por:
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para x<0

K 01 (4.63)
~ - 2 1 9 .
o para x>0

onde a ¢ a intensidade da descontinuidade entre as diferentes regides. A solucdo exata
para este problema é dada por:

u(x’y):{[2sen(y)+cos(y)]0!x+sen(y) para  x<0 4.64)

exp(x)cos(y) para x>0

Resolvemos este problema para o=1.0, ¢ =10.0, «=100.0 e =1000.0, usando
uma seqii€ncia de malhas triangulares ndo-estruturadas que, neste exemplo, foram geradas
diretamente sobre o dominio computacional com um espacamento tal que as subdivisoes
das malhas eram aproximadamente de (8x8), (16x16), (32x32) e (64x64). Novamente,

apenas para efeito de comparagdo, apresentamos nas tabelas 4.7 até 4.10, os erros e as taxas
de convergéncia obtidas com o método de nove pontos d¢ CRUMPTON et al. (1995), para
os quatro diferentes valores de o utilizados. Nas tabelas 4.11 e 4.12, apresentamos os re-
sultados obtidos em HYMAN et al. (1997) para o método “Cell Node”e “Cell Surface”
apenas com & =1.0, ja que ndo sdo disponibilizados os resultados para os outros trés valo-
res de & em HYMAN et al. (1997).

Tabela 4.7 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 3 coma =1.0 (CRUMPTON et

al., 1995).
Divisoes N ||E||RMS ”E”L2 ||E||MAX qrus q, Dmax
8 3.33e-003 --- --- --- ---
16 9.37¢-004 | | cmmemeeeee- 1.8294 --- -
32 245e-004 | | —mmemeeeee- 1.9353 --- -—-
64 6.25¢-005 | | mmemeeeee- 1.9709 --- -
Tabela 4.8 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 3 coma =10.0 (CRUMPTON
et al., 1995).
Divisbes N | |, 2n 1E]0s G 4, Ghunx
8 1.64e-002 -—-- --- --- --- ---
16 4.35e-003 | ---mmemmem | mmemeeeeo 1.9146 --- ---
32 1.11e-003 | -----omomom | oo 1.9705 --- -
64 2.81e-004 | -----m-mm-m | oo 1.9819 --- ---
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Tabela 4.9 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 3 coma =100.0 (CRUMPTON
et al., 1995).

Divisoes N ||E||RMS ”E”L2 ||E||MAX Trus 4, Duax

8 1.81e-002 e --- - - -
16 4746003 | cooroonn | coies 1.9330
32 1216003 | —ooooomone | coomoee 1.9699
64 3.04e-004 | e | oo 1.9929

Tabela 4.10 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 3 coma =1000.0 (CRUMP
TON et al., 1995).

Divisoes N-| || ]|, 1], [E e Trms s, Dunx

8 1.83¢-000 | —
16 TS0 I N R — 1.9337
32 1226001 | —ooooooe | cooooeee 1.9731
64 RN 721 N 1.9906

Tabela 4.11 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 3 pelo método “Cell-Node”
com & =1.0 (HYMAN et al., 1997).

Divisoes N | |[E[| £, a, Dux
16 1.066-003 | 3.74€-003 | --oooe | —oomeeeee
32 2.58¢-004 | 9.66e-004 |2.0386 1.9529
64 6.36e-005 | 2.45¢-004 |2.0203 1.9792

Tabela 4.12 — Erros e taxas de convergéncia para o exemplo 3 pelo método “Cell-Surface”
com & =1.0 (HYMAN et al., 1997).

Divisoes N | | ], 1E]0s 4., Ghuax
16 1686003 |5.11e003 |- |
2 4.15¢004 | 1.35¢-003 |2.0173 | 1.9204
64 073c-005 | 348¢-004 |2.0926 | 19558

Nas Figuras (4.14a), (4.14b), (4.14c) e (4.14d) apresentamos os contornos da fun¢ao
u(x,y) obtidos com as malhas (64x64) para os diferentes valores de «
(=1.0,=10.0,a=100.0 e @ =1000.0) . Nas tabelas 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16 e nas Figs.

(4.15), (4.16), (4.17) e (4.18) apresentamos os erros e as taxas de convergéncia para a se-
qiiéncia de malhas (8x8), (16x16), (32x32) e (64x64) com a=1.0, =10.0, «=100.0

e a=1000.0, respectivamente, obtidas com o método dos volumes finitos por aresta (MV-
FA).
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Pseudocaolor
Var: Pressure

.22&7

—1.144

0.0000

-2 287
Max: 2.287
Mim: -2 287

Figura 4.15 — Contornos da fungdo u(x, y) obtidos com a malha (64x64) para &

Pseudocolor

Var: Pressure
10.58

— 2571

~-5.403

~13.40

-21 .37
Max: 10.58
Min: -21.32

Y-Axis 0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5
X-Axis

1.0.

Figura 4.16 — Contornos da fun¢@o u(x, y) obtidos com a malha (64x64) para a =10.0.
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Pseudocolor
Var: Pressure

.HE‘El

— 2270
-34.03

-137.8

Y-Axis 0.0
-2215
Mo 113.4
Min. -221.5

=-1.0 &
-1.0 -0.5 0.0 0.5
X-Axis

Figura 4.17 — Contornos da fungdo u(x, y) obtidos com a malha (64x64) para a =100.0.

Pseudocolor
Var: Pressure

-1381.

2202
Ma: 1142,
Min: -2222

=1.0 =-0.5 0.0 0.5
X-Axis

Figura 4.18 — Contornos da fungéo u(x, y) obtidos com a malha (64x64) paraa =1000.0.

Nas Figuras (4.14c) e (4.144d) fica claro que o aumento do coeficiente de descontinui-
dade @ faz com que surja uma barreira, que aparece nitidamente a partir de & =100.0,
entre as duas regides com valores de K diferentes.
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Tabela 4.13 — Erros e taxas de conver

géncia para 0o MVFA no exemplo 3, coma =1.0.

Divisoes N ||E||RMS ”E”L2 ||E||MAX Trus 4, Duax

8 3.4e-003 6.0e-003 8.7e-003 | -—----mmm-- ---
16 6.70e-004 | 1.2e-003 1.9e-003 2.3733 2.2683 2.1954

32 1.49e-004 |2.89e-004 |5.34e-004 |2.1645 2.1149 1.8446

64 3.33e-005 |6.56e-005 |1.31e-004 |2.1633 2.1383 2.0293

log(ERRO)

'8.8 1 1.2 1.4 1.6

Figura 4.19 — Comportamento do erro usando diferentes normas para o exemplo com K
descontinuo e ndo diagonal com intensidade de descontinuidade & =1.0 no

MVFA.
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Tabela 4.14 — Erros e taxas de convergéncia para 0o MVFA no exemplo 3, com a =10.0.

—=— QOrdem 2

DWVISOSSN | WElws | 1B, | IEl | s 4, Gunx
8 5.60e-003 |1.0e-002 |2.19¢-002 | ---- -- -
16 1.0e-003 1.9e-003 | 5.60e-003 |2.4501 2.3649 1.9482
32 2.10e-004 |4.15e-004 |1.5e-003  |2.3066 2.2346 1.8704
64 4.25¢-005 |8.46e-005 |4.06e-004 |2.3083 2.2955 1.9348
a=10
i R B e T
: —+— RMS
| o 12
20O S N —— MAX

log(ERRO)

Figura 4.20 — Comportamento do erro usando diferentes normas para o exemplo com K
descontinuo e ndo diagonal com intensidade de descontinuidade & =10.0 no

MVFA.
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Tabela 4.15 — Erros e taxas de convergéncia para o MVFA no exemplo 3, coma =100.0.

DivisGes N ||E||RMS HEIQ H ||E||MAX Drus 1, Dmax
8 4.38e-002 |7.83e-002 |2.28e-001 e --- ---
16 8.40e-003 | 1.57e-002 |5.25e-002 |2.3710 2.3138 2.1165
32 1.40 e-003 |2.80e-003 |1.57e-002 |2.5866 2.4787 1.7371
64 2.44e-004 |4.95e-004 [4.10e-003 |2.5279 2.5131 1.9395
o =100
05" """""" o
; —+— RMS
e ——_—————— —O— L2
—-— MAX
.1 e e e~ —&— Ordem 2 |

log(ERRO)

Figura 4.21 — Comportamento do erro usando diferentes normas para o exemplo com K
descontinuo e ndo diagonal com intensidade de descontinuidade & =100.0,

no MVFA.
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Tabela 4.16 — Erros e taxas de convergéncia para o MVFA no exemplo 3, coma =1000.0.

Divisoes N ||E||RMS ||E||L,, ||E||MAX qrus q, Duax
8 4.38e-001 |7.84e-001 |2.29e-000 e ---
16 8.54e-002 |1.59e-001 |5.21e-001 |2.3580 2.3017 2.1345
32 1.40e-002 |2.82e-002 |1.58e-001 |2.6030 2.4943 1.7226
64 2.40 e-003 [4.90e-003 |4.11e-002 |2.5251 2.5105 1.9400

o

a4

24

)

g

2

3

Figura 4.22 — Comportamento do erro usando diferentes normas para o exemplo com K
descontinuo e ndo diagonal com intensidade de descontinuidade o =1000.0

no MVFA.

Neste exemplo € relativamente ficil notar, pela andlise das tabelas 4.7 até 4.16, bem
como pelas Figs. (4.15) até (4.18), que o MVFA teve comportamento similar ao método de
CRUMPTON et al. (1995) e ao método “Cell-surface”, sendo ainda nitidamente superior ao
método “Cell-node”, ambos apresentados em HYMAN et al. (1997).
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4.5 Problemas Advectivos

4.5.1 A Equacao de Transporte Linear

Equagdes diferenciais de adveccao ou de advecgdo-difusdo aparecem num amplo es-
pectro de problemas da fisica-matematica, onde, o movimento de ondas ou o transporte
advectivo € importante. Entre suas multiplas aplicagdes, podemos citar: o estudo da dina-
mica dos gases, a acustica, a 6tica, a biomecanica, a geofisica e o fluxo multifasico e multi-
componente em meios porosos. Como exemplo importante e de nosso interesse, podemos
citar a equagdo de saturagdao que é, em geral, conforme vimos no capitulo 2, uma equagao
de adveccdo-difusdo (parabdlica) que pode se degenerar numa equacio puramente hiperbo-
lica no caso bastante comum de podemos desprezar os efeitos capilares. E amplamente co-
nhecido na literatura que a utilizacdo de métodos de diferenca centrada (ex. diferencas fini-
tas centradas, elementos finitos Galerkin ou volumes finitos usual) para a discretizacdo de
termos de transporte advectivo produz oscilacdes espurias nas solucdes numéricas (E-
WING, 1983; HIRSCH, 1988; HIRSCH, 1990; TANNEHILL et al., 1997; FORTUNA,
2000; LEVEQUE, 2002). Nos pacotes computacionais tipicos utilizados na industria do
petréleo, o método mais comum para se tratar os termos advectivos existentes nas equagoes
de transporte € o método de ponderacdo a montante, também conhecido como método “up-
wind” (EWING, 1983; HIRSCH, 1988; ERTEKIN et al., 2001). A idéia bdsica por tras
deste método, € introduzir as propriedades fisicas de propagacdo da informacao na formu-
lacdo discreta. O método de ponderacdo a montante de primeira ordem possui propriedades
interessantes com respeito a monotonicidade e suavidade das solugdes nas vizinhangas de
choques. Um problema grave no método de ponderacdo a montante, € que o excesso de
difusdo numérica utilizada para eliminar as oscilacdes numéricas acaba por afetar sobrema-
neira a precisao deste método, tornando-o de primeira ordem no espaco ao longo de todo o
dominio (EWING, 1983; HIRSCH, 1988; LYRA e MORGAN, 2002).

Diversas alternativas t€m sido propostas na literatura para suplantar os problemas asso-
ciados a discretizacdo de termos advectivos tanto por esquemas de diferencas centradas
quanto por esquemas de ponderacdo a montante. De maneira geral, estas estratégias basei-
am-se em combinar, de alguma maneira, esquemas de alta ordem (diferencgas centrais) que
mantém a segunda ordem da aproximacao onde a solu¢dao do problema € suave, e esquemas
de ordem mais baixa (ponderacdo a montante) que garantem a auséncia de oscilacdes espu-
rias na presenga de choques.

Inicialmente, tomaremos como exemplo a equagdo de transporte linear escrita na sua
forma conservativa:

%+V-F(u)=0, (4.65)

onde, V-F(u)zﬁu e v=cte.
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Integrando diretamente a equagdo de transporte, Eq. (4.65), temos:

ou o
—0Q=—|V-F(u)oQ. 4.66
2 ot i (1) (4.66)

Usando o teorema de Green-Gauss e considerando a equagdo escrita para um volume
de controle /, nés obtemos o seguinte esquema semi-discreto:

—V _—j F(u)-7i oT,. (4.67)

Desconsiderando os termos de contorno, o termo do lado direito da Eq. (4.67) pode ser
aproximado por:

[F(u)-iior, = 3 F, (i, )-Cy,. (4.68)
T, J =1

onde:
F, -C, = iyt v-C 4.69
v, b, = 5 v-Lpy, - (4.69)

O termo ﬁUL =[(ﬁ, + 1 5 ) / 2}7 ¢ uma aproximacdo para funcdo de fluxo no ponto

médio da aresta IJ,. Usando a discretizag¢@o usual de volumes finitos com a aproximagao
de dois pontos para o termo de fluxo no meio da aresta, podemos escrever:

F, (i, )= : (4.70)

onde F, (ﬁ,) e F, ( L) i, V.
Substituindo a Eq. (4.70) na Eq. (4.68), podemos escrever:

—

(@) F} (121 )+FJL (l:iJL)

.C

: - 4.71)

T, Jp=1

A Eq. (4.71) é equivalente a uma discretizacdo de diferencas centradas ou de Galerkin
para o termo de fluxo advectivo, possuindo erro de truncamento de 2* ordem no espago.
Como este tipo de aproximacdo produz oscilacdes numéricas ndo fisicas, é necessdrio que
utilizemos alguma estratégia para eliminar tais oscilacdes que, em muitos casos, tornam o
procedimento até mesmo instavel.
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4.5.2 Método de Godunov

Conforme mencionamos anteriormente, a utilizagdo de esquemas similares a métodos
de diferencas centradas para a discretizacdo de termos advectivos em equacdes de transpor-
te provoca o surgimento de oscilagdes espurias nas solucdes numéricas. O método de Go-
dunov (HIRSCH, 1990; TANNEHILL et al., 1997; LEVEQUE, 2002) foi desenvolvido nos
final dos anos 50 no contexto do estudo da dindmica dos gases, tendo revolucionado o
campo da dinamica dos fluidos computacional devido ao fato de resolver este problema a
partir de trés etapas relativamente simples, as quais mencionamos brevemente a seguir
(HIRSCH, 1990; TANNEHILL et al., 1997):

1. Inicialmente, definimos uma aproximacao discreta (constante) da solu¢do no interior
do volume de controle (proje¢ao);

2. Obtemos a solucdo exata local do problema de Riemann (ver apéndice A) na interfa-
ce entre dois volumes de controle adjacentes (evolugdo);

3. Ponderamos os estados da varidvel transportada entre dois volumes de controle adja-

centes 1" e i apOs um determinado intervalo de tempo At .

Os fluxos através das interfaces dos volumes de controle sdo entdo calculados, produ-
zindo uma aproximacgao conservativa e sem oscilagdes numéricas. Por outro lado, além de
ser um método de primeira ordem no espaco (HIRSCH, 1990), a principal limitacdo do
método de Godunov diz respeito a dificuldade da obtengdo da solug@o exata para o proble-
ma de Riemann, o qual leva a solu¢do de um sistema de equagdes ndo-lineares que é geral-
mente resolvido através de métodos iterativos, tornado o esquema caro do ponto de vista
computacional (LYRA, 1994; LEVEQUE, 2002).

A fim de superar o problema de termos de resolver o problema de Riemman exatamen-
te, diferentes alternativas tém sido propostas na literatura. De maneira geral, estes esquemas
fazem uso de resolvedores aproximados para o problema de Riemman, de modo que apenas
a segunda etapa (i.e. “evolugdo”) seja alterada no método de Godunov original (HIRSCH,
1990; TANNEHILL et al., 1997; LYRA, 1994; LEVEQUE, 2002).

Um esquema extremamente popular na literatura € o método de ROE, (1981). Neste
esquema, o fluxo na interface do volume de controle € calculado como:

(4.72)

(a, =) |

I (’21 )+ﬁJL (I:ZJL ))'CUL _‘AuL

O termo A, denota a chamada matriz de Roe calculada na direcdao 1/, (HIRSCH,

1990; TANNEHILL et al., 1997). No caso da Eq.(4.72),

A”L‘ =0, ,onde a;, =|v”CuL‘.
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4.5.3 Métodos TVD (Total Variation Diminishing)

Um conceito importante surge da propriedade matemaética de que a variacao total “TV”
(total variation) de qualquer solucdo fisica admissivel de uma lei de conservagdo escalar
niao deve aumentar (LEVEQUE, 2002). De fato, para uma lei de conservacdo escalar, a
solucdo exata € constante ao longo das linhas caracteristicas (TANNEHILL et al., 1997;
LEVEQUE, 2002).

Considere-se a variacao total para uma dada funcdo u, que é solug¢ao do problema des-
crito pela Eq. (4.65) com as condig¢des iniciais e de contorno apropriadas:

TV = f dx. (4.73)

a_u
0x

Na forma discreta, esta equagdo pode ser escrita como:

TV (i) =3 |y — i | (4.74)
1

Um método numérico € dito “Total Variation Diminishing”, ou simplesmente TVD, se:
TV (") <1V (4"). (4.75)

Métodos numéricos que satisfazem a condi¢do anterior preservam a monotonicidade,
sendo, portanto, livre de oscilacdes. HARTEN (1983), provou que:

1. Todo esquema numérico monétono € TVD;
2. Todo esquema TVD preserva a monotonicidade.

A idéia central por trds da constru¢ao de um método de alta resolugdo e que seja TVD,
¢ tentar obter uma aproximac¢do de ordem mais alta em regides suaves do escoamento, evi-
tando ainda oscilagdes nas proximidades de gradientes acentuados, apresentando nestas
regides propriedades similares aquelas de métodos mondtonos de ordem mais baixa como
os métodos de ponderacdo a montante. Em tais esquemas a solucao é de segunda ordem em
regides suaves da solu¢do e de primeira ordem préximo a “descontinuidades”. A transi¢ao
para métodos de ordem mais alta é feita a partir da utilizacdo de funcdes limitadoras de

inclinacao (slope limiters) para as varidveis dependentes u ou a partir da limitacao do fluxo
F(u) de maneira adaptativa. Segundo TANEHILL et al. (1997), BORIS e BROOK (1973)

foram os primeiros a desenvolver funcdes limitadoras ndo lineares adicionando a diferenca
entre os fluxos de primeira ordem e os fluxos de segunda ordem para evitar o surgimento de
oscilagdes associadas a esquemas de segunda ordem. O trabalho de VAN LEER (1974),
que foi um marco no assunto, baseou sua formulagao numa extensdo do método de Godu-
nov (HIRSCH, 1990; TANEHILL et al., 1997; LEVEQUE, 2002), em que um procedimen-
to geométrico de limita¢do do valor extrapolado da varidvel dependente u para as interfa-
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ces dos volumes de controle € utilizado com o objetivo de prevenir o aparecimento de osci-
lagdes.

A seguir apresentaremos dois métodos que utilizaremos para a discretizacao de termos
advectivos presentes na equagdo anterior € nas equacdes de transporte de fluidos em meios
porosos (nosso objeto de estudo), utilizando uma estrutura de dados por aresta possuindo as
caracteristicas numéricas desejadas mencionadas anteriormente, ou seja, ser de segunda
ordem no espago em regides suaves do escoamento sem permitir o aparecimento de oscila-
cOes nas vizinhangas de regidoes de altos gradientes. Até onde sabemos, utilizamos pela
primeira vez na literatura um método de difusdo numérica artificial, proposto inicialmente
por JAMESON et al. (1981), e posteriormente modificado por PERAIRE et al. (1993) e
LYRA (1994) para a utilizagdo com malhas ndo-estruturadas e com estrutura de dados por
aresta. Também, adaptamos pela primeira vez para a solu¢do de problemas de transporte de
contaminantes em meios porosos € para a simulacdo de escoamentos bifdsicos de dgua e
6leo em reservatorios de petréleo, um esquema MUSCL (Monotone Upstream Scheme for
Conservation Laws), proposto inicialmente por VAN LEER (1974).

4.5.4 Métodos MUSCL (Monotone Upstream Scheme for Conservation
Laws)

Conforme mencionamos anteriormente, os métodos geométricos de VAN LEER
(1974) se fundamentam numa extensdo do método de Godunov, a partir da utilizacdo de

uma aproximag¢ao de maior ordem para ﬁHL nas superficies de controle, de maneira a ob-

termos uma melhor aproximacao para os fluxos F (12

u, ) nestas interfaces. Adicionalmente,

os valores de u sdo limitados a partir da utilizacio de fun¢des limitadoras de inclinacao, de
maneira a evitarmos oscilacdes associadas aos esquemas de maior ordem (LYRA, 1994).

Inicialmente escrevemos os valores extrapolados das varidveis nas interfaces dos vo-
lumes de controle utilizando uma expansdao modificada em série de Taylor da funcdo u
como (HIRSCH, 1990):

on k
ab =4, +—+—04, 4.76
, 1 2 4 1 ( )
on k
0, =0, ——+—-35%4, 4.77
145 Jy 2 4 J ( )

PN N 24 _ A A A
onde, §,ii=u, —t, e S;i=0d, =20, +i,.

As Egs. (4.76) e (4.77) podem ser reescritas como:

iy =i, +SZI[(1—k)Au,‘+(l+k)(ﬁjL —i,) ). (4.78)
iy =i, —%l[(l—k)Auj (1) (i, =1, )|, (4.79)
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Onde os operadores de diferencgas atrasadas e de diferengas avangadas sdo definidos
como:

Au; =i, —id, =217, -Vi, - (i, —i,), (4.80)

+ _ A A _ T7 A A A
Auj =d,, —d, =210, -Vi, (i, -i,). (4.81)

Nas equagdes anteriores, os subscritos (—)e (+) sdo utilizados para indicar, respecti-
vamente, os lados a esquerda e a direita da superficie de controle, 1J, € o vetor unitdrio na

direcdo da aresta (i.e. TJ: = E, ” / Ay, ), e o parametro s/ € o termo limitador de inclinagéo,

de modo que, se s/ =0, o esquema se reduz ao método de primeira ordem (Godunov), en-
quanto que, para s/ =1, obtemos o método de ordem mais alta. Portanto, a fungcao que defi-

ne o valor de s/ deve ser tal que, em regides suaves do escoamento, ela assuma o valor
sl =1, enquanto que em regides de altos gradientes ela assume o valor s/ =0 . Finalmente

os valores i, € ﬁJD sdo obtidos a partir da reconstrucao do gradiente ao longo da aresta
L

1J, em n6s ficticios 1 e J, que distam dos nés I e J, conforme mostra a Fig. (4.19).

Figura 4.23 — Construcdo de um esténcil estendido a partir da utilizacdo dos noés ficticios
1" e J; associados a uma aresta 1J, .

As Figuras (4.20a) e (4.20b) mostram o funcionamento esquemadtico do processo de
constru¢cdo da aproximacao de ordem mais alta e posterior limitacdo dos valores de ﬁ;L e

i, utilizados no cdlculo dos fluxos F;’ (ﬁ; ) e F/ (ﬁ,‘l )
L L L L
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Inclinagdo antes
| da limitagdo do
gradiente

|

o |
Inclinag@o apds |
a limitacdo do |

(b)

Figura 4.24— Método MUSCL-TVD: a) aproximacdo de maior ordem (linear) construida a
partir da extrapolacdo da varidvel u na interface do volume de controle; b) li-
mitacdo do gradiente necessdria para evitar oscilagdes em regides de choques.

No caso de problemas unidimensionais, de acordo com a escolha do parametro k, es-
quemas diferentes com diferentes ordens de aproximacao sao obtidos:

—1 = método de ponderacdo a montante de segunda ordem,

0 = método de Fromm,

x~ x = =

1/3 = método de ponderagio a montante de terceira ordem,
1

= método de diferencas centradas com trés pontos.

Diversas fungdes limitadoras de inclinagdo, s/, podem ser utilizadas (HIRSCH, 1990;
LYRA e MORGAN, 2002), sendo que no presente trabalho nos restringiremos a fungao
limitadora de Van Albada, que apresenta uma baixa difusdo da frente transportada, repre-
sentando muito bem o perfil descrito pela funcao fluxo (este ponto € particularmente impor-
tante no caso da fun¢do fluxo fracional), sem, por outro lado, ser excessivamente compres-
sivo como a funcdo limitadora “Superbee” (LOHNER, 2001). Abaixo apresentamos a fun-
cdo limitadora de Van Albada, tendo em vista uma implementacgdo por aresta:

2
2Au;Auy, +& 2Au;, (Au”L) +&

— 5 and s/, =max| 0, — >
(Au,) +(AuHL) +£ (Auh) +(A”11L) +&

sl, =max| 0, .(4.82)

2
Na Equagdo (4.82), Au,, =u, —i, e € ¢ um coeficiente pequeno, € < O(AHL) , uti-

lizado apenas para evitar o surgimento de zero no denominador.
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Tendo obtido as aproximagdes para a funcdo u nas superficies de controle, i.e. ﬁfh e

ﬁ,‘JL, através da utilizacdo das func¢des limitadoras de gradiente, podemos escrever os flu-
xo0s numéricos de alta ordem, correspondentes aos de primeira ordem na Eq. (4.72), como:

Fy,-Co, == (F (i, )+ E (a5,) €3 -, (i~ ) | (4.83)

Na equagio anterior, F,” (ﬁ,_JL) e F . (ﬁ;L) sdo fungdes dos valores extrapolados obti-
dos através das Eqgs. (4.78) e (4.79). Inserindo a Eq. (4.83) na Eq. (4.72) temos:

_ NN(Q) _ R
v|‘F(M) n al—‘1 = Z 1, (ﬁuL) U,
i - (4.84)
NN(Q)

Uma discussao detalhada sobre métodos MUSCL-TVD, bem como das diferentes fun-
coes limitadores de inclinagcdo em malhas estruturadas pode ser encontrada em HIRSCH
(1990). Para uma melhor compreensdo sobre a metodologia MUSCL e métodos que satis-

fazem a condicdo TVD em geral em malhas ndo estruturadas, recomendamos LYRA
(1994), LYRA e MORGAN (2002) e DARWISH e MOUKALED (2003).

4.5.5 Métodos de Difusao Numérica Artificial (DNA)

A formulagdo que apresentaremos no presente trabalho foi originalmente proposta por
JAMESON et al. (1981) com as modifica¢des introduzidas por PERAIRE et al. (1993) e
discutidas em LYRA (1994) e LYRA e MORGAN (2002). Este método é baseado na utili-
zacdo de um termo de “viscosidade artificial” responsavel pela estabilizacdo do esquema e
que combina, de forma adaptativa, termos dissipativos de segunda ordem e de quarta or-
dem. A idéia basica do método € utilizar o termo dissipativo de segunda ordem nas regides
de gradientes altos, e introduzir os termos de quarta ordem nas regides de gradientes suaves
apenas para estabilizar o esquema.

Neste método, desconsiderando os termos de contorno, o termo do lado direito da Eq.
(4.67) € aproximado por:

- NN(Q) -
[F(u)-iior, = 3 F, (4, )-C,, +AD. (4.85)

T, L=1

Na Eq. (4.85), AD representa o termo de dissipagdo numérica artificial, o qual pode ser
calculado através da seguinte expressao:
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AD = _%[fl(i)Aﬁm + 51(142 (AﬁuL - (‘AIJL ‘ V’211L 'ZIJL ))} (4.86)

O gradiente Vi, sobre a aresta € obtido utilizando simplesmente a média aritmética

entre os valores nodais, de modo a termos:
~, (4.87)

onde os gradientes nodais sdo calculados usando a Eq. (4.24). Os parametros gg,(f) e gg,(z) se

L

adaptam as condi¢des do escoamento, sendo calculados por:

&P =p® max(Y,.7, ), (4.88)
£ =max (0,4 - 7)), (4.89)
e ainda:

u, —2u,+u,

Y, = , 4.90
C(-0)(|a, -S| +a, -, |)+0(a, +2a,+a, )+e 20
paraond /, e:
ﬁjf—2ﬁ1L+ﬁ,
T, = , (4.91)

to(-e)

iy =i, |+, =)+ 0, +2a, +,)+e
paraond J, .

Nas Eqs. (4.88) a (4.91), 4 e u¥ e o coeficiente de ponderagio 6 (0<@<1) sio
parametros definidos pelo usudrio e £ € um coeficiente pequeno (8 = 10‘6) utilizado ape-

nas para evitar o aparecimento de zero no denominador. Os fatores Y, e Y, sdo sensores

projetados para detectar descontinuidades. Para as equacdes escalares que pretendemos
lidar neste trabalho, a escolha natural do pardmetro ¢, recai sobre 0 modulo da velocida-

de de transporte no meio da aresta. Para detalhes adicionais sobre o método, recomendamos
LYRA (1994) e LYRA e MORGAN (2002). As Egs. (4.90) e (4.91) foram escritas de mo-
do que os sensores 1, e T, tém valor significativo apenas em regides de gradientes ele-

vados com o objetivo de reduzir ou eliminar oscilagdes locais. Por outro lado, para preser-
var a acurdcia de segunda ordem em regides suaves do escoamento, € para controlar a quan-
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tidade de difusdo numérica artificial a ser adicionada, o termo de dissipacdo numérica arti-
ficial € desativado (i.e. f,(;? =0) na presenca de gradientes elevados enquanto que o fator

de segunda ordem f,(fL) ¢ ativado, pois apenas o termo de segunda ordem é desejado proxi-

mo ao choque, sendo que o termo de quarta ordem deve ser evitado, porque pode causar
oscilagdes indesejdveis.

4.6 Discretizaciao Temporal (Método de Euler-Explicito)

Uma equacao diferencial parcial homogénea que representa um fendmeno transiente
pode ser escrita na seguinte forma geral:

ou

S (u) =0, (4.92)

onde, no nosso caso, M («) é um operador diferencial que pode representar um problema

de convecgdo, difusdo, ou convecg¢ao-difusao.
Integrando a Eq. (4.92) no espago, e re-arrumando os termos, chegamos a:

du
—0Q =—| M (u)oQ. 493
2 ot SJ; (1) ( )

Usando o teorema do valor médio para o primeiro termo da Eq. (4.93), podemos escre-
ver:

a—”agza—b_‘j 2=
ot 3,

4 4.94
2 ot ot (99

Iz
I

Substituindo a Eq. (4.94) na Eq. (4.93), obtemos a seguinte equacao:

=V, =—[ M (i)9Q,. (4.95)

I Q,

A Eq. (4.95) pode ser escrita de uma maneira mais geral como:

ol
ot

=R(a}), (4.96)

1
onde R(ﬁf) € um residuo que € determinado totalmente pela discretizacdo espacial do ter-
mo do lado direito da Eq. (4.95).
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O procedimento mais simples para integracdo temporal explicita consiste em adotar-
mos um esquema de diferencas avancadas, em que apenas dois instantes de tempo sdo con-
siderados, de modo que podemos escrever:

onl Attt —gn N

— =—=R(4"), 4.97

ot |, At (47) @97
ou ainda, re-arrumando os termos, temos:

art =dy + AR (2 ). (4.98)

Procedimentos alternativos que envolvem dois ou mais estdgios podem ser construidos
a fim de aumentar a acuricia na discretiza¢do temporal (LYRA, 1994). O método de Euler
explicito € um esquema de discretizagdo temporal explicito e de primeira ordem no tempo,
devendo satisfazer um critério rigido de estabilidade (CFL) (HIRSCH, 1988). A despeito
deste fato, em todos os problemas resolvidos neste trabalho, fizemos uso do mesmo, devido
a seu baixo custo computacional e sua facilidade de implementacdo, além do fato principal
de desejarmos nos concentrar nos efeitos das diferentes técnicas de discretizagdo espacial
nas solucdes numéricas obtidas.

4.7 Termos Fonte, Condicoes Iniciais e de Contorno

4.7.1 Termo Fonte Pontual e Termo Fonte Distribuido

Termos fonte pontuais ou distribuidos sdo muito comuns na simulagdo de fluxo em
meios porosos. Tipicamente, termos fonte pontuais sdo utilizados para representar pogos
injetores ou produtores cujas dimensdes sdo despreziveis com respeito ao tamanho dos vo-
lumes de controle, pelo menos 1/10 vezes menor (EWING, 1983). Por outro lado, os ter-
mos de fonte distribuidos podem ser usados para representar o decaimento radioativo de
contaminantes em aqiiiferos ou reagdes quimicas ou mesmo poc¢os com dimensdes conside-
rdveis quando comparados com os volumes de controle utilizados na discretizacdo (GEI-
GER et al., 2004).

Considerando como exemplo a equacao de Poisson temos:

Viu=0. (4.99)

onde, O =Q(X,1,u).
Integrando a Eq. (4.99) ao longo de todo dominio £ temos:

j VuoQ = j 0Q. (4.100)
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O termo de difus@o do lado esquerdo da Eq. (4.100) € discretizado com as técnicas
apresentadas anteriormente neste capitulo. Caso estejamos nos referindo a um termo fonte
pontual, para um n6 I genérico da malha, o lado direito da Eq. (4.100) € calculado como:

[oaQ, =0, (4.101)

onde, Q, é um termo de fonte (ex. um pogo) concentrado no né I. Para uma melhor repre-

sentacdo destes termos de fonte concentrados, particularmente no contexto de fluxos em
meios porosos, um modelo de poco, tal como o de PEACEMAN (1977), pode ser adicio-
nalmente utilizado.

Ainda para a equagdo de Poisson, no caso de fontes distribuidas, o termo de fonte é
calculado como:

[0aQ, =av, =0y, (4.102)

REES et al. (2004) e LEWIS e MALAN (2005) afirmam que a aproximagdo acima ¢é
formalmente de segunda ordem no espago. Se o termo fonte distribuido for calculado para
um né que se encontra na interface entre multiplos dominios, a expressao anterior deve ser
reescrita como:

Ndom Ndom Ndom

[ode, =% [ 040, = 0%V =3 ofvS®, (4.103)
Q, r=1 r=1

r=1 Qr(l)

onde, Q;* representa a parcela do termo de fonte distribuido associado ao né I no subdo-
minio £ .

Para uma equacdo de adveccdo-reacdo ndo-linear, tal como a equagdo de saturagdo, é
necessario que sejamos cuidadosos ao modelarmos a irrup¢do de dgua no poco produtor
(Breakthrough) utilizando termos fontes pontuais. Neste caso, em que o termo fonte pontual
estd associado a um né que representa, por exemplo, um pogo produtor, varias estratégias
podem ser utilizadas a fim de evitar problemas na discretizacio destes termos (LEVEQUE,
2002).

Devido a simplicidade de implementacdo, no presente trabalho utilizamos uma formu-
lagdo de passo fracional em que dividimos o problema original em dois subproblemas que
sao resolvidos em duas etapas. Na primeira etapa, resolvemos a equacao de advecgdo pura
e, posteriormente, incluimos o termo de fonte, conforme descrevemos de maneira breve a
seguir.

Considerando uma versao modificada da Eq. (4.65) na qual incluimos o termo de rea-
¢do, temos:
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—+V-F(u)=0. (4.104)

A solucdo da equacdo acima, para os nds com termos de fonte pontuais, € feita entdo,
em duas etapas:

Etapa 1: Obtengdo de um valor intermedidrio i, a partir da solu¢io da equagio de ad-
vecgao:

i, =) +AR (@) ), (4.105)

Etapa 2: Utilizando, por exemplo, o0 método de Euler explicito, obten¢do do valor final
;"' no instante n+1 a partir da inclusdo dos termos de reagio:

At =i+ AQ". (4.106)

A formulagdo acima garante uma aproximagdo de primeira ordem no espago e no tem-
po para a soluc@o no nd e nos seus vizinhos mais préximos. Para maiores detalhes sobre
este procedimento, recomendamos LEVEQUE, (2002).

4.7.2 Condicoes Iniciais e de Contorno

A despeito do tipo de equacdo que estejamos tratando neste trabalho, difusdo, convec-
¢do ou conveccado-difusao, € necessario que implementemos de maneira adequada as condi-
coes de contorno usuais.

a) Condicao de contorno de Dirichlet: O valor da funcao € prescrito ao longo do con-
tornol’, .

u=u 'y Xu (4.107)

Em problemas de fluxo em meio porosos, no caso de termos, por exemplo, pressao,
concentragdo ou saturagdo prescritos, € suficiente que substituamos o valor funcional de u,

por u, (o valor prescrito), sempre que necessdrio, isto é, para V /eI’ . Desta forma a

equagao do né I com valor funcional prescrito € simplesmente eliminada do sistema de e-
quagdes a ser resolvido.

b) Condig¢ao de contorno de Neumann: O valor do gradiente (fluxo) normal da fun¢do é
conhecidoem I, .

_ou
on

Vu-ii T, Xu (4.108)
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onde di/dn é o valor do fluxo prescrito no contorno I', . No método dos volumes finitos,

esta condi¢do é implementada de maneira bastante natural. No caso de estarmos resolven-
do, por exemplo, a Eq. (4.45), esta condi¢ao de contorno é implementada simplesmente
como:

AT R DuL =
Vi, -D, Vu,, — Dy |, (4.109)
‘DIJL
mas:
D _
Vit ==V, -7, _on , (4.110)
‘DIJL ’ ’ al’l 17
de modo que:
- ou -
Viiy, uy, DIJL a_ ‘ 1, (4.111)

Portanto, nas equagdes discretas, devemos substituir a expressao aproximada, direta-
mente pelo valor prescrito sem nenhuma complicac@o adicional. Desta forma, substituindo
o termo de fluxo no contorno pelo fluxo prescrito nas arestas que pertencem ao contorno
I', . a Eq. (4.45) pode ser reescrita como:

NN(T)
Z Vuu Cu + Z V”U v, = Z

N (Q) VuI+VuJ _(Vﬁ,+Vﬁ,L - Jﬁ
v, | ",

2
( ) . 4.112)
ﬁJL —i; ) & 0w —
’ AIJL LUL ’ LZ:; g vy ‘ or
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5. TRANSPORTE DE CONTAMINANTES EM AQUIFEROS

5.1 Introducao

No presente capitulo, apresentamos alguns problemas uni e bidimensionais relativos ao
transporte de contaminantes em meios porosos utilizando as formulacdes apresentadas no
capitulo 4, tanto para a discretizacdo dos termos elipticos quanto para a discretizacdo dos
termos advectivos. Faremos uma breve andlise entre as diferentes formas de tratar os ter-
mos advectivos, comparando a utilizacdo de um método de segunda ordem sem termo de
estabilizacdo, com um método de primeira ordem e com os métodos de ordem mais alta
apresentados na secdo (4.6). A idéia basica € verificarmos o impacto da utilizacdo das estra-
tégias de maior ordem na qualidade das solu¢des numéricas finais obtidas de modo a vali-
darmos as formulagdes implementadas.

Na andlise deste tipo de problema, um niimero adimensional importante € o nimero de
“Peclet da malha”, o qual, para a direcdo x, € definido como:

A
I

L

Pe (5.1

onde, Ax representa o espagamento médio do elemento na dire¢ao x.

Um caso limite para este problema é aquele em que a velocidade do escoamento é zero
e apenas a dispersdo hidrodinadmica é responsdvel pelo transporte do contaminante, de tal
forma que Pe=0. Por outro lado, se a dispersdo hidrodinamica é tdo pequena que pode-
mos considerar D, =0, Pe =co. Nestes casos, o fendmeno € puramente advectivo de modo
que o contaminante move-se a mercé do movimento do fluido.

Se, para efeito de simplificacdo, desprezarmos os termos de dispersdo cruzada,
D, =D, aequacdo fundamental utilizada nos exemplos a serem analisados, € a Eq.(2.52)

que descreve o transporte de um soluto contaminante num escoamento com velocidade uni-
forme, e que reproduzimos a seguir por completeza:

aC a(D a_cj a(D ac] a(D a_cj_va_c_ C_, . 52

yx°

= -3 xx +— Y N, + o4 x V,——VZ—
ot Ox ox ) dy\ " dy) oz oz ox ' dy 0z
Conforme vimos no capitulo 2, a equacao anterior representa um problema de advec-

cdo-difusdo-reacdo. Para problemas restritos ao plano x-y e no caso do escoamento ser uni-
dimensional com velocidade v =vi, esta equacdo se reduz a:

B_C:i(Dﬂa_C}i D, 2|y (5.3)
ot Ox ox ) dyl " ay ox
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Neste caso, o carater bidimensional do fendmeno é decorrente fundamentalmente do
termo de dispersdo jad que o escoamento ocorre apenas em uma dire¢do. Finalmente, assu-
miremos que o termo fonte ou sumidouro g, representa o decaimento radioativo do conta-

minante transportado de tal forma que g. =—yC.

5.2 Formulacao Discreta

Se integrarmos a Eq. (5.3) no espago temos:

9C o0 = j a(D a_cj J Dwa—c 0Q-[v aCaQ+j yCoQ.. (5.4)
5, Ot ox ox ay dy 5 ox

Utilizando o teorema da divergéncia de Green-Gauss chegamos a:

aC _ AC) . _
j—ag l(z) §+D”a_yj n@F—i(vC)naF+£—7CaQ. (5.5

Se restringirmos nossa investigacao apenas a problemas de transporte em meios homo-
géneos, a forma semi-discreta da Eq. (5.5) pode ser escrita como:

NN@

V, Z (DVC)’ )y, L+Z(ch)ij-13,JL

=1 L=1

NN©@) AN
(Z Z(VC)L ,JLJ yCV,.

(5.6)

1 L=

Como desejamos avaliar apenas o impacto das diferentes técnicas de discretizacdo es-
pacial na solugcdo dos problemas, em todos os exemplos, a discretizagdo temporal € feita
utilizando o método de Euler explicito (ver se¢do 4.6), de modo que:

I L=1 L=1

@ - AN -
c=c" +£H > (pvce), -C, + 3 (DVC), .D,JL]
(5.7)

NN©@) 0 = NN "
B Z (VC)IJL ‘CI‘IL Z (VC) 7, uL 7CV

L=1 L=1

O segundo termo do lado direito da Eq. (5.7) € um termo de difusdo o qual é discreti-
zado utilizando a formulacdo hibrida (volumes finitos - diferencas centradas) descrita em
detalhes na secdo (4.5). O terceiro termo do lado direito desta equacdo € o termo de trans-
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porte advectivo o qual pode ser discretizado utilizando diferentes técnicas numeéricas
(HIRSCH, 1990; LEVEQUE, 1992). Nos exemplos apresentados a seguir faremos alguns
experimentos numéricos em que comparamos algumas das possiveis estratégias que podem
se utilizadas para a discretizacdo do termo de transporte advectivo. Com este objetivo nos
utilizamos das seguintes formulacoes:

1. “Método dos Volumes Finitos Central” (MVFC): neste caso, conforme feito em
REES (2004) e REES et al. (2005), fazemos uso diretamente da regra do ponto mé-
dio para o célculo dos fluxos advectivos, sem nenhum tipo de estabiliza¢do ou difu-
sdo numérica artificial.

2. “Método de Poderagdao a Montante de 1* Ordem” (ROE): Esta formulacdo conser-
vativa é equivalente ao método de ponderacdo a montante de primeira ordem
(HIRSCH, 1990).

3. Métodos de Alta Ordem: Neste caso, utilizaremos as duas op¢des descritas no ca-
pitulo 4:

3.1 “O Método de Difusdo Numérica Artificial” (DNA);
3.2 A formulacio MUSCL-TVD.

Finalmente, o termo de fonte é discretizado de acordo com a Eq. (4.102). No caso de
lidarmos com meios heterogéneos a formulagdo anterior deve ser modificada de acordo
com as técnicas apresentadas na secdo (4.4.3).

Escolha dos Parametros Numéricos para os Métodos de Alta Ordem

Conforme vimos no capitulo 4, tanto no método DNA quanto no método MUSCL-
TVD é necessario que decidamos sobre os valores a serem adotados para alguns parametros
de ajuste das formulagdes.

No caso da formulagcdo DNA, sdo trés os fatores deixados a mercé do analista

(6, 14,,1,) . Basicamente, estes pardmetros permitem ao analista um controle direto sobre a

quantidade de difusdo numérica a ser introduzida na formulagdo. Ap6s alguma experimen-
tacdo numérica (omitida no presente texto) decidimos utilizar em todos os exemplos deste
capitulo, 8=0, £, =0.65 e 1, =0.3. Esta escolha foi feita a partir do compromisso entre a

capacidade do método em capturar adequadamente as regides de elevados gradientes versus
a acurécia geral do método em regides de baixos gradientes. A escolha de € =0 foi feita
com o objetivo unico de limitarmos o nimero de parametros livres a serem considerados,
sendo que estes valores devem estar limitados a 0<6<1. Ja a escolha de w, =0.65 foi

feita de maneira “conservadora” de modo a garantir uma baixa difusdo numérica com o
minimo possivel de perturbagdo na regido suave da solugdo. Finalmente, o termo £, , que

representa um termo de difusdo de “background” de quarta ordem possui uma influéncia
menor na solucdo servindo apenas para estabilizar o esquema nas regides de baixos gradi-
entes.

Para o método MUSCL-TVD parte da escolha da quantidade de difusdo numérica utili-
zada para estabilizar o esquema ja € feita quando da escolha da funcio limitadora do gradi-
ente. Como mencionado no capitulo 4, diferentes funcdes poderiam ter sido utilizadas, den-
tre as quais podemos destacar a “Superbee”, a “Minmod” e a de “Van Albada”. A Superbee
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(HIRSCH, 1990), tem caracteristicas extremamente compressivas, sendo a mais eficiente
na captura de perfis que apresentem regioes de elevados gradientes bem definidos sem a-
presentar ondas de expansdo. Devido ao seu cardter excessivamente compressivo, em mui-
tos casos, esta fungdo produz resultados fisicos ndo realisticos deformando em demasia o
perfil representado (DARWISH E MOULKALED, 2003). A fungdo Minmod € reconhecida
pelo fato de ser excessivamente difusiva, e a fun¢do de Van-Albada (utilizada no presente
trabalho), se comporta de modo intermediério entre as fungdes Superbee e Minmod.

Ap6s alguns experimentos numéricos nossa escolha recaiu sobre a fung¢do limitadora
de Van-Albada devido a sua robustez na representagcdo de diferentes perfis para as quanti-
dades transportadas, bem como pelo seu cardter intermedidrio entre as fun¢des Superbee e
Minmod no que diz respeito a quantidade de difusdo numérica introduzida no esquema.

No caso da metodologia MUSCL-TVD, outro fator a ser escolhido, é o parametro k
que define a ordem de aproximacao para a varidvel extrapolada nas superficies de controle.
Os dois valores mais comumente utilizados sdo: k=-1 ¢ k= 1/ 3, que no caso unidimensi-

onal representam, respectivamente, os métodos de ponderacao a montante de segunda or-
dem e o método de ponderagdo a montante de terceira ordem. Os resultados obtidos apds
alguma experimentacdo numérica foram bastante similares, sendo que nossa escolha recaiu

sobre k =1/3, apenas para obtermos, em teoria, uma ordem superior de aproximagao.

5.3 Exemplos

5.3.1 Transporte Unidimensional de Contaminantes Numa Coluna de A-
reia a Partir de Uma Fonte a Montante

No primeiro exemplo, adaptado de NE-ZHENG SUN (1995), consideraremos o trans-
porte unidimensional de um soluto contaminante cuja concentracdo ¢ dada por C e que é
injetado a montante numa coluna de areia homogénea e isotrépica com 120 m de compri-

mento e 15 m de altura, conforme mostrado na Fig. (5.1).

C()
- 5 15m

d »
<« >

120 m
Figura 5.1 — Injecdo constante de um soluto contaminante a montante de uma coluna de
areia homogénea e isotrépica.

Neste exemplo, na auséncia de termos de fonte ou sumidouro, a Eq. (5.3) pode ser es-
crita como:
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2
B_C:DLB_E‘_VB_C 0<x<120. (5.8)
ot ox ox
onde, D, = D € o coeficiente de dispersdo longitudinal. Neste caso, as condig¢des iniciais e
de contorno sao dadas por:

C(x,0)=0.0(g/m’) 0<x<120
C(0.1)=C,(g/m’) 20 (5.9)
C(120,1)=0.0(g/m’) t20.

A solugdo analitica deste problema, apresentada em NE-ZHENG SUN (1995), € forne-
cida por:

C(x.1)= {ef LJ—}exp( Ljerf {zx\/ﬂﬂ (5.10)

onde, na Eq. (5.10), “erfc” é a funcdo erro complementar e “exp” € a funcdo exponencial.
a) Problema fortemente difusivo

De acordo com NE-ZHENG SUN (1995), os dados para este problema sdo:
C(0,1)=10.0 g/m', v=1.0m/d, D, =10.0 m*/d. Inicialmente, para a discretizacio es-
pacial, utilizaremos uma malha nao-estruturada triangular cujo espacamento médio entre
nos adjacentes é Ax=7.5m de modo a termos 16 subdivisdes ao longo do eixo x, forne-
cendo um numero de Peclet, Pe=0.75, conforme mostrado na Fig. (5.2). O intervalo de
tempo utilizado foi de Ar=0.1d. Na Figuras (5.3), mostramos a malha triangular nao-

estruturada utilizada para a discretizacdo espacial do dominio mostrado na Fig. (5.2). Nas
Figuras (5.3) e (5.4) apresentamos, respectivamente, os contornos de concentragao do con-
taminante obtidos com o método MUSCL-TVD em ¢ =30d , bem como a solucdo analitica

e os resultados numéricos para os perfis de concentracao também no instante ¢t =30d, com

o MVFEC, com o método de ROE, e com os métodos DNA, e MUSCL-TVD.
Neste caso, em que o termo difusivo, associado a dispersao longitudinal predomina

sobre o termo de transporte advectivo, o nimero de Peclet (Pe <2.0) ¢ considerado baixo,

de tal modo que o MVFC equivalente ao método de diferenga centradas deve apresentar
resultados numéricos livres de oscilagdes espurias (NE-ZHENG SUN, 1995).
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Figura 5.2 — Malha triangular ndo-estruturada com 16 subdivisdes (ao longo da linha cen-
tral da coluna de areia) utilizada na discretizacdo espacial do problema do
transporte 1-D de contaminantes.

20 40 60 &0 100
X-Axiz

Mew: 1000
Ivin: 0.0000

Figura 5.3 — Contornos de concentracao obtidos pelo método MUSCL-TVD para o proble-
ma do transporte 1-D de contaminantes em t =30d com Pe=0.75.

Malha 16

l”””’ﬁ””””’”””’T””””"”””’*””””"

; — Sol. Analt. ;

fffffffffffffffffffffff t-----1—— MVFC N

! —=— DNA |

*********************** “-----1_5_ MUSCL-TVD

77777777777777777777777 —2— ROE (1* Ordem) i

R e

© | | | |
Qf NN e :

R e e B N o % ‘

0 ‘ ‘

0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.4 — Perfis de concentracdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em t=30d. Solucdo analitica e solu¢des numéricas para malha com 16

subdivisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =0.75).

107



Conforme esperado, todos os métodos utilizados, incluindo o MVFC, comportaram-se
muito bem com respeito a estabilidade da soluc@o, ndo apresentando oscilagdes espurias.
Os métodos MVFC, MUSCL-TVD e DNA apresentaram solu¢des qualitativamente equiva-
lentes, por outro lado, o método de ROE, que € um método mais difusivo, forneceu uma
solucdo menos acurada que todos os outros métodos testados.

b) Refinamento de malha: problema fortemente difusivo

A fim de observamos o comportamento das solu¢des aproximadas obtidas com os dife-
rentes métodos numeéricos, a partir do sucessivo refinamento da malha, nas Figs. (5.5), (5.6)
e (5.7), apresentamos as solu¢des numéricas obtidas com o MVFC, com o método de ROE
e com os métodos DNA e MUSCL-TVD para uma seqii€éncia de malhas, obtidas a partir da
subdivisdo uniforme dos elementos triangulares da malha original. Neste caso, nos utiliza-
mos de malhas com 32, 64 e 128 subdivisdes ao longo do eixo dos x, respectivamente. O

intervalo de tempo utilizado foi de Ar=0.01d para todas as malhas. Devemos notar que,
ao mantermos os dados fisicos de entrada iguais aos do exemplo anterior e refinarmos su-
cessivamente a malha, o nimero de Peclet (Pe=(vAx)/D,) é reduzido de tal forma que:
Pe=0.375, Pe =0.1875 ¢ Pe=0.09375 para as malhas com 32, 64 e 128 subdivisdes, res-
pectivamente.

Malha 32
100 ------ Fo------ ————-- - e a---- - qo-oo - :
N 1 1 Sol. Analt. 1
9F---- o ERREb e REEREE —o— MVFC I
X 1 1 —— DNA 1
8- R T B —0— MUSCL-TVD ||
~ —— ROE (1* Ordem) ||

Cx,b)

Figura 5.5 — Perfis de concentracdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em f=30d. Solugdo analitica e solu¢des numéricas para malha com 32 sub-

divisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =0.375).
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Malha 64

AV | | Sol. Analt. 1
9By - Rt REEEE — MVFC :
By | | 4+ DNA |
8- Be B ~o- MUSCL-TVD |1
. —— ROE (1* Ordem) ||

C(x,0)

Figura 5.6 — Perfis de concentracdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em ¢ =30d. Solugdo analitica e solu¢des numéricas para malha com 64 sub-

divisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =0.1875).

Malha 128
’;‘: ****** (it Sl - - - - —- a-—-—-—-=--- T -——-=-=-- 1
1 1 Sol. Analt. 1
R RS EEEEE ~o- MVFC 1
| —=— DNA |
8- B . ~o- MUSCL-TVD |1
S . N S 4~ ROE (1" Ordem) ||
. A e s
o | |
e - i R [ |
e e
R R S B o
2 | |
0 z
0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.7 — Perfis de concentracdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em t =30d. Solugdo analitica e solu¢des numéricas para malha com 128 sub-

divisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =0.1875).
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Fica claro pela andlise das Figs. (5.5), (5.6) e (5.7) que todos os métodos analisados
apresentam solugdes fisicamente coerentes, acompanhando os perfis de concentracdo corre-
tamente ao longo do dominio. Tanto o MVFC quanto os métodos DNA e MUSCL-TVD
apresentam excelentes resultados, que sdo quase que indistinguiveis da solucdo analitica ja
a partir da malha com 32 subdivisdes, enquanto que o método de ROE s6 apresenta resulta-
dos compardveis a partir da malha com 128 subdivisoes.

¢) Problema fortemente advectivo

Neste problema, os dados fisicos sdo os mesmos que os utilizados para o problema
apresentado anteriormente a menos do coeficiente de difusdo, o qual é dado por

D, =0.05 m’ / d. Para a discretizacdo espacial, utilizaremos inicialmente a mesma malha

triangular ndo-estruturada com 16 subdivisdes ao longo do eixo x, apresentada no exemplo
(a), de modo que, o termo de transporte advectivo predomina sobre o termo difusivo, pro-
duzindo um nimero de Peclet dado por Pe=150.0. O intervalo de tempo utilizado foi de
At =0.01d. Neste caso, podemos observar claramente pela Fig. (5.8), o aparecimento de

oscilagdes indesejdveis na solucdo numérica produzida pelo MVFC, enquanto que tanto o
método de ROE quanto os métodos de alta resolugio MUSCL-TVD e DNA apresentam
solucdes sem a presenca de oscilacdes. Vale ainda notar que os métodos MUSCL-TVD e
DNA apresentam solucdes mais acuradas que o método de ROE, com menor difusdo numé-
rica, de modo a capturar a regidao de elevado gradiente de maneira mais adequada.

Malha 16
14 77777777 - - - - - - - = = - - - - = = - - - - - —— a9 - - - - - = 00— - - - - - 1
| | | Sol. Analt. |
| | | —o— MVFC |
12p=-m=-- T T T —— DNA I
| | 1 —o— MUSCL-TVD |,
T S I ] —— ROE (1* Ordem) !
P I i R i R ‘
3
U 6 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
4 77777777 I N |
R |
. | : ;
0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.8 — Perfis da concentracdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em ¢ =50d. Solugdo analitica e solu¢des numéricas para malha com 16 sub-

divisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =150.0).
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d) Refinamento de malha: problema fortemente advectivo

Novamente observamos o comportamento das solugdes aproximadas obtidas com os
diferentes métodos numéricos, a partir do sucessivo refinamento da malha. Nas Figuras.
(5.9), (5.10) e (5.11), apresentamos, respectivamente, as solucdes numéricas obtidas com o
MVEC, com o método de ROE e com os métodos DNA e MUSCL-TVD para a mesma
seqiiencia de malhas utilizadas no exemplo (b). O mesmo intervalo de tempo fixo,
At =0.01d, foi utilizado para todas as malhas. Com o refinamento das malhas, o nimero

de Peclet da malha (Pe=(vAx)/D,) ¢ modificado de tal forma que

Pe =775, Pe =37.5e Pe=18.75 para as malhas com 32, 64 e 128 subdivisdes, respectiva-
mente.

Malha 32
. S A . e OB |
| | | SOI Analt. |
1 1 1 —o0- MVEC 1
12p===m T T T —s— DNA |
1 1 —o— MUSCL-TVD ||
| | 4~ ROE (1* Ordem) |:

C(x,t)

Figura 5.9 — Perfis da concentracdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em 7 =50d. Solugdo analitica e solu¢des numéricas para malha com 32 sub-

divisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =75.0).
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Malha 64

l4r------- e e T
| | | —— Sol. Analt. |
| | | —— MVEC |

12 -=----- Eiet= t Gl At —+— DNA |
~o- MUSCL-TVD |,

~~ ROE (1" Ordem) |!

C(x,t)

Figura 5.10 — Perfis da concentragdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em t=50d. Solucdo analitica e solu¢des numéricas numa malha com 64

subdivisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =37.5).

Malha 128

Sol. Analt.

MVFC :

DNA :

MUSCL-TVD |

ROE (1* Ordem) ||

B | |

O N L |
100 120

Figura 5.11 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
em t=50d. Solucdo analitica e solugdes numéricas para malha com 128

subdivisdes ao longo da linha central da coluna de areia (Pe =18.75).
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Com a exce¢ao do MVFC, o sucessivo refinamento das malhas faz com que todos os
trés métodos convirjam para a solugdo fisica correta, livre de oscilagdes espurias. Além
disso, novamente, fica clara a vantagem dos métodos de alta resolugao, DNA e MUSCL-
TVD sobre o método de primeira ordem de ROE no que diz respeito a representacdo acura-
da da frente de concentracao.

5.3.2 Transporte Unidimensional de Contaminantes Numa Coluna de A-
reia a Partir de Uma Fonte a Montante com Decaimento Radioativo

Neste exemplo, para a mesma configuracdo geométrica do exemplo anterior, conside-
raremos o efeito do decaimento exponencial radioativo do contaminante ao longo do tempo
conforme descrito no capitulo 2 e detalhado em NE-ZHENG SUN (1995), de tal forma que
a Eq. (5.3) pode ser escrita como:

2
aa_f:DLg_f_v%_C_yc 0<x<120. (5.11)
X X

A solugdo analitica para este problema, também fornecida em NE-ZHENG SUN
(1995), é dada por:

—t V> +4yD
C(x,t)z%exp(%} exp{—%1/v2+4}/DL}erfc[x y 7 L]
L

., 2,D,t

t\v’ +4yD
—eXP{E%r‘W2+47I%}eU%{x+ Y 27 L}.

3 2D,

(5.12)

Tanto as condig¢des iniciais € de contorno, quanto o coeficiente de dispersao hidrodi-
namica e a velocidade do escoamento sao os mesmos do problema anterior para o caso for-

temente advectivo, i.e. v=1.0m/d e D, =0.05 m’ / d. Para a discretizagdo espacial utili-

zamos a mesma seqiiéncia de malhas ndo-estruturadas triangulares usadas no problema
anterior com 32, 64 e 128 subdivisdes ao longo da linha média que divide a coluna de areia.

Nesta andlise, utilizamos apenas os métodos de ROE, DNA e MUSCL-TVD. Nas Fi-
guras (5.12), (5.13) e (5.14), apresentamos os perfis de concentragdo do contaminante para

trés diferentes valores do coeficiente de decaimento radioativo ¥=0.02d~", y=0.05d"" e
y=0.5d"", no instante t =504d.
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Malha 32

— Sol. Analt.
R —— DNA Fi
—o- MUSCL-TVD ||

ROE (12 Ordem) |

C(x,t)

Figura 5.12 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
com decaimento radioativo em ¢ =50d. Solu¢do analitica e solucdes numé-

ricas numa malha com 32 subdivisdes ao longo da linha central da coluna de
areia (Pe=75.0).

Malha 64
Sol. Analt. |
DNA H
MUSCL-TVD |,
ROE (1 Ordem)
R Tt S -
o | |

Eixo-x

Figura 5.13 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
com decaimento radioativo em ¢ =50d. Solugdo analitica e solucdes numé-

ricas numa malha com 64 subdivisdes ao longo da linha central da coluna de
areia(Pe=37.5).
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Este problema é particularmente interessante, pois evidéncia a capacidade da metodo-
logia aqui apresentada para tratar termos de fonte ndo lineares distribuidos ao longo do do-
minio. O termo de decaimento radioativo introduz uma maior difusdo fisica no problema
fazendo com que a frente de concentragdo se disperse mais rapidamente que no exemplo
anterior. Na verdade, a medida que o termo de decaimento radioativo aumenta, o contami-

nante é consumido mais rapidamente, de modo que para ¥ =0.5d"' praticamente nio existe
mais contaminante no instante considerado (=50d).

Conforme observamos pelas Figs. (5.12), (5.13) e (5.14), os métodos DNA e MUSCL-
TVD representaram bastante bem os perfis de concentracao do contaminante, mesmo para a
malha com 32 subdivisdes, sendo que, na malha com 128 divisdes, a solu¢do acompanha
quase que perfeitamente os referidos perfis para os diferentes valores de . Por outro lado,
neste caso, o método de ROE se mostrou muito difusivo, sendo particularmente ineficiente
para representar os referidos perfis de concentragdo, mesmo com o refinamento sucessivo
das malhas.

Malha 128

—— Sol. Analt.

—o— MUSCL-TVD

Ofm- - R T SRR —— DNA i
| ROE (1* Ordem) |

C(x,t)

Eixo-x
Figura 5.14 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte 1-D de contaminantes
com decaimento radioativo em ¢ =50d. Solu¢do analitica e solucdes numé-
ricas obtidas numa malha com 128 subdivisdes ao longo da linha central da
coluna de areia(Pe =18.75).
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5.3.3 Transporte Bidimensional de Contaminantes Num Aqiiifero com
Uma Fonte Localizada a Montante

No terceiro exemplo adimensional adaptado de YEH (1986) e reproduzido em REES
(2004) e REES et al. (2004), um contaminante € injetado a uma taxa constante numa faixa a
montante de um aqiiifero. Neste caso, desconsideramos o termo de fonte sumidouro, de
maneira que a Eq. (5.3) pode ser simplificada para:

a_C:i(Dma_CjJri[Dwa_Cj_va_C, (5.13)
ot oOx ox ) ady\ 7 ox ox

A velocidade do escoamento € constante e dada por v=1.0m/d e o meio poroso é ho-
mogeneo ¢ isotropico, e ainda D, =D  =D. A geometria para este problema € apresenta-
da na Fig. (5.15).

6
1.0mI :| 5.0m
1

2 3
10.0m
Figura 5.15. — Geometria para o transporte de contaminantes a partir de uma faixa a mon-
tante de um aqiiifero homogéneo e isotrépico.

As condig¢des iniciais e de contorno para o problema sdo dadas por:

C,=0.0(g/m’) 0<x<10 0<y<5 emr=0d
C=10(g/m’) 120 nolado1-6

C=00(g/m’) t20  noslados 1-2e5-6

a—czO.O(g/m4) t20  nolado3-4
X

aa—C:O,O(g/m4) t>0  nos lados 2-3 e 4-5
y

Para a solucdo deste problema, YEH (1986) utilizou-se de um método de elementos
finitos “fully upwind” totalmente implicito e REES (2004) e REES et al. (2004) utilizaram
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duas formulacdes explicitas do método dos volumes finitos por aresta. Basicamente, em
REES (2004) e REES et al. (2004) foram comparados os resultados obtidos utilizando-se o
método de volumes finitos repetidos (ver capitulo 4 para maiores detalhes) e pelo MVFC,
para a discretizacdo dos termos elipticos sem nenhum tratamento especial dos termos ad-
vectivos.

Neste estudo adotamos duas malhas, uma mais grosseira com (Ax:O.Sm), e outra
mais refinada com (Ax=0.2m). Em ambos os casos mantivemos o nimero de Peclet da
malha constante, Pe =(vAx)/ D =0.05, de modo que D =10.0m2/a’ para a malha menos

refinada e D =4.0m’ / d para a malha mais refinada. O intervalo de tempo utilizado foi de

At =0.02d em ambas as malhas. As Figuras (5.16a) e (5.16b), mostram as duas malhas
triangulares ndo-estruturadas utilizadas. A malha mais grossa tem 267 nds e 470 elementos
e a malha mais fina tem 1463 nés e 2772 elementos triangulares.

é.0

5.0

Y-Axiz

2.0

] BT T
3 vl
i At
¥ FAVAY e
3 T
X VV‘Pﬂhb
40 CSEEE
E B
] S
s
] PAVAVAVLY:
v-axi= DA RNAYd
o %_#V'Av V"%}gﬁ%:
% v, e
§ EarAvAY: e
15 o
bes SRR
1.0 :XAV AV ;’:
3 AN
EA v

(b)
Figura 5.16 — Malhas utilizadas para a discretizacdo do dominio para o problema do trans-
porte 2-D de contaminantes num agqiiifero: (a) malha triangular mais gros-
seira com 267 nds e 470 elementos; (b) malha refinada com 1463 nds e
2772 elementos triangulares.

As Figuras (5.17) e (5.18) apresentam, respectivamente, os contornos de concentracao
em t=1d e t=4d obtidos com o método MUSCL-TVD para a malha menos refinada. Ja
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as Figuras (5.19) e (5.20) apresentam os contornos de concentra¢do nos instantes t =1d e
t=4d, obtidos com o método MUSCL-TVD para a malha mais refinada. Nas Figuras
(5.21) e (5.22) apresentamos os resultados para o perfil de concentracio do contaminante
no instante ¢t =4d ao longo da linha y =2.5m para ambas as malhas. Estes resultados fo-
ram obtidos com o0 MVFC, com o método de ROE, e com os métodos DNA ¢ MUSCL-
TVD, respectivamente.

z 4 . € ]
X-Axiz

Figura 5.17 — Contornos de concentracdo obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-
blema do transporte 2-D de contaminantes num aqiiifero com Pe =0.05 em
t =1d para a malha com Ax=0.5m.

X-Axiz

Figura 5.18 — Contornos de concentracdo obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-
blema do transporte 2-D de contaminantes num aqiiifero com Pe =0.05 em
t =4d para a malha com Ax=0.5m.
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X-Axiz

Figura 5.19 — Contornos de concentracio obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-
blema do transporte 2-D de contaminantes num aqiiifero com Pe =0.05 em
t =1d para a malha comAx=0.2m.

X-Axis

Figura 5.20 — Contornos de concentracao obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-
blema do transporte 2-D de contaminantes num aqiiifero com Pe =0.05 em
t =4d para a malha com Ax=0.2m.

119



=0.5

Malha Dx:

1 —— DNA

—o— MUSCL-TVD

Eixo-x

Figura 5.21 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte 2-D de contaminantes

num aqiiffero com Pe=0.05, em t=1d e t=4d para a malha com

—o— MVEFC
—o— MUSCL-TVD
1 - ROE (1* Ordem) |

1 —— DNA

=0.2

Malha Dx

Eixo-x

Figura 5.22 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte 2-D de contaminantes

num aqiiifero com Pe=0.05, em t=1d e t=4d para a malha com

Ax=0.2m.
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Conforme podemos observar pelas Figs (5.17) até (5.20), devido ao valor muito baixo
para o niimero de Peclet da malha, tanto na malha mais grossa com D =10.0m’ / d quanto

na malha mais fina com D =4.0m’ / d, rapidamente o contaminante se espalha ao longo da
direcdo transversal a direcao do escoamento, mesmo o escoamento sendo unidimensional.
Além disso, em ambas as malhas, conforme podemos notar pelas Figs. (5.21) e (5.22), tanto
os resultados obtidos com o0 MVFC, DNA e MUSCL-TVD estdao em excelente concordan-
cia entre si, como com os melhores resultados apresentados em REES (2004) e REES et al.
(2004). Neste caso, em que predominam os termos difusivos, mesmo o método de pondera-
cdo a montante de 1* ordem (ROE) apresentou resultados muito bons quando comparado
aos outros trés métodos.

5.3.4 Transporte Bidimensional de Contaminantes a Partir de Um Pulso
Transiente Localizada a Montante

No quarto exemplo, também adaptado de REES (2004), nds consideramos a mesma
geometria do problema anterior. Por outro lado, diferentemente do exemplo 5.3.3, no qual a
injecdo do contaminante era feita de maneira continua, a fonte de contaminagdo age durante

um dado perfodo de tempo (Ar=1d) apéds o qual se extingue. Neste problema considera-

remos apenas o problema fortemente advectivo com Pe=150.0. Para o caso fortemente
advectivo, o pulso de contaminantes desloca-se com pouco amortecimento devido a disper-
sa0 hidrodinamica através do meio poroso. Para a discretizagdo espacial, utilizamos duas
malhas com Ax=0.5m e Ax=0.2m. Os intervalos de tempo utilizados para as duas malhas
foram, respectivamente, Ar=0.25d e Ar=0.1d. Na malha menos refinada,

D= 0.0lmz/ d, e na malha mais refinada, D =0.004 mz/ d, de modo que o Peclet da malha
se mantém constante em ambos os casos (Pe=50.0) . Para simularmos a inje¢do transiente

de contaminantes, modificaremos as condi¢cdes de contorno do problema anterior de forma
a termos:

C,=0.0(g/m’) emt=0
1.0(g/m’)  para0<t<l1

C= no lado 1-6
0.0(g/m’)  parat > 1

C=0.0(g/m’)  noslados 1-2e5-6

aa—f:0.0(g/m“) no lado 3-4
aa_c =0.0(g/m*) noslados 2-3 e 4-5
Y

As Figuras (5.23) e (5.24) apresentam os perfis de concentra¢do para as duas malhas
com diferentes espacamentos em dois instantes distintos de tempo (1 =2.0d e t=6.0d ). E
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interessante notar que o amortecimento do pulso contaminante observado nas referidas fi-
guras estd predominantemente ligado ao fendmeno de difusdo numérica associada a estabi-
lizacdo da discretizacdo dos termos advectivos na equacao de transporte de contaminantes,
ja que o coeficiente de dispersao hidrodinamica é pequeno em ambas as malhas. Nas Figu-
ras (5.25), (5.26), (5.27) e (5.28) apresentamos os contornos de concentracdo em ¢ =2.0d e
em ¢ =6.0d para os métodos de ROE e DNA, respectivamente.

Malha Dx = 0.5

—+ DNA
— —o- MUSCL-TVD

—— ROE (1* Ordem)

Figura 5.23 — Perfis de concentracdo para o problema do transporte 2-D de um pulso de
contaminantes num agqiiifero em t=2d e tr=6d para a malha com
Ax=0.5m.

122



Malha Dx = 0.2

—— DNA

0.9F-------- R R 71 —o— MUSCL-TVD
'| >~ ROE (1" Ordem)

Eixo-x

Figura 5.24 — Perfis de concentracdo para o problema do transporte 2-D de um pulso de
contaminantes num agqiiifero em ¢r=2d e t=6d para a malha com
Ax=0.2m.

¥Y-Axiz

2.

1.

X-Axiz

Figura 5.25 — Contornos de concentragdao obtidos com o método de ROE para o problema
do transporte 2-D de um pulso de contaminantes num agqiiifero com
Pe=50.0 em t =2d para a malha com Ax=0.2m.
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X-Axiz

Figura 5.26 — Contornos de concentragao obtidos com o método DNA para o problema do
transporte 2-D de um pulso de contaminantes num aqiiifero com Pe =50.0
em t =2d para a malha com Ax=0.2m.

X-Axiz

Figura 5.27 — Contornos de concentragdao obtidos com o método de ROE para o problema
do transporte 2-D de um pulso de contaminantes num agqiiifero com
Pe=50.0 em t =6d para a malha com Ax=0.2m.
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X-Axis

Figura 5.28 — Contornos de concentragdo obtidos com o método DNA para o problema do
transporte 2-D de um pulso de contaminantes num agqiiifero com Pe =50.0
em ¢t =6d para a malha com Ax=0.2m.

Apesar dos trés métodos conservativos gerarem um pulso que se move com a veloci-
dade correta (REES, 2004), novamente, pela andlise das Figs. (5.23) até (5.28) fica evidente
a maior acurdcia dos métodos de alta ordem DNA e MUSCL-TVD quando comparados
com o método de ROE. Neste caso fortemente advectivo, podemos notar que, em ambas as
malhas, o método de ROE sofre bem mais com o excesso de difusdo numérica artificial do
que os métodos de ordem mais alta. Os resultados obtidos no presente trabalho sdo mais
corretos do ponto de vista fisico do que aqueles apresentados em REES (2004), estando
livres das oscilagdes espurias apresentadas no referido trabalho.

Vale ressaltar que para este tipo de problema, de cardter essencialmente advectivo, a
utilizacdo de procedimentos automaticos de adaptacdo de malha, de tal forma que a malha é
refinada e desrefinada de acordo com o movimento do contaminante no meio poroso possi-
bilitaria uma melhora sensivel na solucdo a um custo computacional bem inferior aquele
que obteriamos ao simplesmente refinarmos a malha de maneira uniforme ao longo do do-
minio (ARAUJO, 2004).

5.3.5 Transporte Bidimensional de Contaminantes com Razao de Disper-
sividades Nao-Unitaria

Neste ultimo exemplo, utilizaremos a mesma geometria e condi¢des de contorno do
exemplo 5.3.3. Porém, neste caso, avaliaremos o que ocorre quando os coeficientes de dis-

persdo longitudinal (D, =D, ) e transversal (D, =D, ) sdo diferentes, i.e. D, #D,. Em

yy
todos os casos analisados, D, =4.0 mz/ d e a malha utilizada na discretizacao espacial é a
mesma malha mais refinada do exemplo 5.3.3 com Ax=0.2m. Para efeito de ilustragdo,
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consideraremos trés diferentes valores para a razdo entre os coeficientes de dispersdo hi-
drodinamica r=(D,/D;):
(5.29) observamos os diferentes perfis de concentracdo ao longo da linha y =2.5m para os

trés casos, em t=2d. Nas Figuras (5.30), (5.31) e (5.32) apresentamos os contornos de
concentracdo obtidos com o0 método MUSCL-TVD para o soluto contaminante em ¢ = 2d.

r=1.0, r=10.0 e r=100.0, respectivamente. Na Figura

Malha Fina (t=2)

| | | —o— MUSCL-TVD
***** i e Rt ROE (1* Ordem) |i

Figura 5.29 — Perfis de concentragdo para o problema do transporte de contaminantes 2-D

Pesudocaolor
Ver: Concenfraion
— 0.7500

|

Win: 0.0000

com r=1.0,r=10.0 e r=100.0 em ¢ =2d para a malha com Ax=0.2m.

X-Axiz

Figura 5.30 — Contornos de concentragdao obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-

blema do transporte de contaminantes 2-D com r=1.0 em ¢ =2d.
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X-Axisz

Figura 5.31 — Contornos de concentragao obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-
blema do transporte de contaminantes 2-D com r =10.0 em ¢ =2d.

Mo 1000
Lin: -0.01265

4.0

3.0

Y-Axiz

2.0

1.0

z ] i [ 8
X-Axiz

Figura 5.32 — Contornos de concentragdao obtidos com o método MUSCL-TVD para o pro-
blema do transporte de contaminantes 2-D com r =100.0 em 7 = 2d.

As Figuras (5.30), (5.31) e (5.32) indicam claramente que, a medida em que aumenta-
mos a razdo entre os coeficientes de dispersividade reduzindo o efeito do coeficiente de
dispersividade transversal D, , o contaminante tende a se concentrar ao longo do eixo dos x
de maneira que a “pluma” de contaminagdo fica muito mais estreita reduzindo seu espa-

lhamento na direcdo transversal ao escoamento. Um comportamento similar, para um pro-
blema andlogo fisicamente, € apresentado em ZHENG e BENNETT (2002).
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6. ESCOAMENTO BIFASICO EM MEIOS POROSOS

6.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos uni, bi e tridimensionais relativos ao
escoamento bifdsico de 6leo e dgua em meios porosos rigidos com o objetivo de validar as
formulacdes numéricas apresentadas no capitulo 4. Daremos particular énfase aos exemplos
de escoamentos em meios heterogé€neos. Novamente mostraremos o desempenho relativo
dos diferentes métodos para o tratamento dos termos advectivos que caracterizam a equa-
cdo de saturagdo, avaliando o impacto que a utilizacdo das técnicas de maior ordem t€m nas
solucdes finais obtidas. Nos exemplos apresentados no presente capitulo, nos restringire-
mos ao método de ponderacdo a montante de primeira ordem (ROE), e aos métodos de alta
ordem, DNA e MUSCL-TVD. No caso da equacao eliptica de pressdo, apresentaremos a
formulacdo matricial implicita correspondente a discretiza¢do por arestas (maiores detalhes
no apéndice C). A fim de validarmos as técnicas de discretizagdo espacial propostas, as
equagdes de transporte serdo resolvidas via uma metodologia IMPES (Implicit Pressure
Explicit Saturation) tradicional (PEACEMAN, 1977; EWING, 1983; MATTAX e DAL-
TON 1990; AZ1Z, 1993). O método IMPES foi utilizado devido ao seu baixo custo compu-
tacional e a facilidade de implementacao.

A seguir, reproduzimos as equacdes fundamentais para o caso do escoamento incom-
pressivel e imiscivel de d4gua e 6leo em meios porosos rigidos, as quais sdo apresentadas em
detalhes no capitulo 2.

Pressdo:
(4-4.)

V| K| (4, +4,)Vp+-=—==Vp. ~(4,0,+4,,)8VZ | |=C. (6.1)
Velocidade Total:

B} (4,-4.)
Saturacdo

oS -
¢ atw =-V-(f,V-KnVS, +KAf, (p,—-p,)8eVZ)+0Q,. (6.3)
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6.2 Método IMPES

A metodologia IMPES consiste numa solucao seqiiencial das equagdes de transporte
fluido em meios porosos. Nesta formulacao, dada uma distribuicdo inicial de saturacdo de
fluidos no reservatério, calculamos o campo de pressdo através da Eq. (6.1), e posterior-
mente, a partir deste campo de pressdes, calculamos o campo de velocidades na Eq. (6.2), o
qual utilizamos como dado de entrada para o cédlculo do campo de saturacdes da Eq. (6.3),
de maneira que as equagdes de pressdo e saturagdo sao acopladas (fracamente) através do
campo de velocidades. Com a nova distribui¢do de saturacao, retornamos para a equacao de
pressao, repetindo o processo até o instante de tempo desejado.

De maneira esquematica temos:

_y 1. Solugdo Implicita da Equagdo de Pressdo

'

2. Calculo do Campo de Velocidades

'

3. Solucdo Explicita da Equagdo de Saturagdo (T "l =T" 4+ AT )

Se T < Tmax

'

FIM

As principais vantagens da metodologia IMPES sao sua simplicidade de implementa-
¢do, e o seu baixo custo computacional, associado a solucao explicita da equacdo de satura-
cdo. Por outro lado, esta mesma solug@o explicita da equagdo de saturacdo pode impor se-
veras restricdes no intervalo de tempo a ser usado durante a integracdo temporal, particu-
larmente quando o termo de capilaridade, que € um termo de difusdo, € importante. Tal
limitacdo no intervalo de avango no tempo pode se constituir numa restricao tao severa que
efetivamente inviabiliza a utilizacio do método IMPES devido as constantes atualizacdes
no campo de velocidades. Em geral, nestes casos procura-se utilizar formulacdes “Seqiien-
ciais Implicitas”, “Totalmente Implicitas” em que a equagdo de saturacao € resolvida impli-
citamente, ou “Adaptativa Explicita-Implicita”, em que sempre que possivel se utilizam, de
maneira combinada, a metodologia IMPES e o método Totalmente Implicito (EWING,
1983; SOUZA et al., 2004; THIELE et al. 2004). Por outro lado, a fim de suplantar tal res-
tricdo, versdes modificadas da técnica IMPES t€m sido propostas na literatura (CHEN et
al., 2004 e HURTADO et al., 2004). De maneira geral, estas metodologias modificadas,
baseiam-se no fato de que os campos de pressao e velocidades variam relativamente pouco
ao longo do tempo, de modo que a integracdo temporal da equacdo de saturagdo pode ser
feita algumas vezes até que seja necessdrio atualizar o campo de pressdes e, conseqiiente-
mente, o campo de velocidades. Como o cédlculo implicito do campo de pressdes € respon-
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sével pela maior parte do tempo gasto na solu¢cdo do sistema de equacdes formado pelas
Egs. (6.1), (6.2) e (6.3), o tempo de solucdo cai drasticamente viabilizando a solucdo de
problemas considerados relativamente dificeis de serem resolvidos com o método IMPES
original (CHEN et al., 2004).

Apesar de termos implementado uma versao simplificada da metodologia IMPES mo-
dificada no nosso programa, em que o nimero de passos de tempo em que resolvemos ape-
nas a equacgao de saturagdo € limitado de maneira “ad-hoc” pelo usudrio (normalmente qua-
tro ou cinco vezes), nos exemplos apresentados nesta secao utilizamos apenas o método
IMPES tradicional, a fim de nos concentrarmos essencialmente nos efeitos das diferentes
técnicas de discretizagdo espacial apresentadas no presente trabalho.

6.3 Formulacao Discreta

6.3.1 Equacao de Pressao

Para efeito de simplificacdo, e sem perda de generalidade, consideraremos apenas os
problemas em que podemos desprezar os efeitos da gravidade e de capilaridade. Nestas
condicdes, a Eq. (6.1) pode ser reescrita como:

V-(~4,KVp)=0. (64)

onde 4, =4, + A, é amobilidade total do fluido.
Integrando a Eq. (6.4), temos:

[V-(~4kVp)oQ =0 (6.5)

Aplicando o teorema de Green-Gauss obtemos:

~[ (4K Vp)-7iol = [ 0oQ. (6.6)

Em meios porosos heterogéneos e anisotropicos, a Eq. (6.4) é uma equacgdo eliptica
com coeficientes descontinuos. Seguindo o procedimento descrito no capitulo 4 a Equacdo
(6.6) pode ser escrita para os nds que definem uma aresta 1J, como:
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Q, 91, 3
=l | L=l _(Ig & ) 2 2 O
(6.7)
(ﬁh_ﬁl) o, & o0
L[J,_ C, = Z o v,
‘AUL =1
paraumné I/, e:
Naom NNZ(K‘?)(IgQ' ) (Vi +Visr) [ (VB +Vbyy) L, |z, +
r=1 L=1 2 2 (6 8)
(ﬁh_ﬁl)* o, & o0
e 07 LUL 'Cuz = Z QJLthr.
‘AUL =1

paraumno J,.

Nas Equacgdes (6.7) e (6.8), assumimos um reservatério com fluxo nulo através das
fronteiras externas, de maneira que o termo de fluxo nos contornos € identicamente nulo,

ie. —(Ig v LVﬁf}; )-Df}; =0. O termo de mobilidade total no ponto médio da aresta, A,

deve ser aproximado utilizando a regra do ponto médio a fim de garantirmos uma aproxi-
macao de segunda ordem (MALAN, 2002), ou seja:

Y +2 & (6.9)

Se escrevermos as equacgdes anteriores para todas as arestas da malha na forma matri-
cial, chegamos a:

G G G A1G G
([E]npx(npxndim) [F](npxndim)xnp + [G]npxnp ) [p]np = [Q]np (610)

onde, “np” representa o nimero de pontos da malha, e “ndim” é o nimero de dimensdes do
problema, com ndim =1,2,3, para problemas uni, bi e tridimensionais, respectivamente.

Deste modo, as matrizes globais e o vetor do termo de fonte para a discretizagdao da
equacgao de pressdo podem ser escritos como:

Ndom

L(2))
6], .. =2 2 [6l. 6.11)

r=1 IJ,eQ,
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[F 1oy = Z( > [Fla), + Z[ ]Z;hmxz] (6.12)

r=1 \ U, eQ,

Ndom

[E np x(npxndim) z z [ ]l;ildlmxz (613)

r=1 I, eQ,

[ =Y 3 [o]™. (6.14)

r=1 1J;eQ,

Escrevendo a Eq. (6.10) de maneira mais compacta, temos:

(AL 151 =[0]) (6.15)

A Equacgdo (6.15) representa a formulagdo matricial implicita por arestas para o pro-
blema eliptico descrito pela Eq. (6.4). O superindice (G) indica matrizes globais. O termo

de fonte [Q]fp pode incluir termos pontuais ou distribuidos sobre o dominio. A matriz

[F] € a matriz dos gradientes nodais que € calculada no primeiro lago sobre as
(npxndim)xnp

. G , .
arestas. A matriz [G]prnp, montada num segundo lagco sobre as arestas, € uma matriz qua-

drada e simétrica equivalente a matriz de discretizacdo de termos elipticos do método

DFVC numa malha dual de Voronoi (VERMA, 1996). A matriz [E]:p , também

x (npxndim)
montada no segundo lago sobre as arestas, € uma matriz retangular responsavel pela proje-

¢do dos gradientes num plano normal a aresta 1J,. A matriz [A]fpxnp € uma matriz quadra-

da e, em geral, ndo simétrica, que ¢ montada em dois lacos sobre as arestas, onde a assime-

tria provém dos termos de difusdo cruzada associados ao produto [E ]npx (o) [F ] R

Conforme mencionado no capitulo 1, esta formulacdo foi implementada no ambiente
MATLAB o qual fornece uma biblioteca com diversos resolvedores para sistemas de equa-
coes lineares (Gauss, Gradiente Conjugado, GMRES, etc). Para a solu¢cdo do sistema de
equagdes descrito pela Eq. (6.13), utilizamos um resolvedor direto esparso de Gauss. Al-
guns (poucos) experimentos numéricos que realizamos favoreceram a escolha de tal méto-
do em detrimento do método GMRES, o qual € usualmente utilizado na solu¢ao de sistemas
de equacdes com matrizes ndo-simétricas. Tal fendmeno ocorreu, provavelmente, devido as
dimensdes relativamente pequenas dos problemas resolvidos no presente capitulo.

Maiores detalhes sobre a as caracteristicas das matrizes apresentadas nesta secao po-
dem ser encontrados no apéndice C.
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6.3.2 Campo de Velocidades

Conforme mencionamos anteriormente, na metodologia IMPES, ap6s o cdlculo do
campo de pressdes devemos calcular o campo de velocidades que serd utilizado como dado
de entrada na equacdo de satura¢do. No nosso caso, este campo de velocidades é associado
as arestas da malha. Se desprezarmos os termos de gravidade e de capilaridade, esta veloci-
dade € calculada explicitamente como:

A Q, A0, PO
Vj};:_(lggrl;h) (Vpl ;‘VPJL)_ (VPI ;ij )‘EUL E[JL"'(pJL P;)——

(6.16)

As velocidades assim calculadas satisfazem exatamente a equacdo de pressdo original
sem a necessidade da utilizacdo de nenhuma técnica de pds-processamento do campo de
velocidades.

6.3.3 Equacao de Saturacao

Desprezando novamente os termos gravitacionais e de capilaridade, podemos escrever
a Eq. (6.3), como:

9, =V-fi+0., (6.17)

ot

ou ainda,
¢a§tw=—V-ﬁv+Qw, (6.18)

onde F, = f v éa fungio de fluxo.

Considerando novamente um meio heterogéneo e anisotropico, podemos integrar a Eq.
(6.18) no espaco, de maneira a obtermos a seguinte equacao semi-discreta:

Ndom Ndom NN NN(rf) . . N o
2 Z ooV Z Z IJL z Eyy D +97 Vi | (6.19)

L=1
Utilizando o método de Euler explicito e rearranjado os termos, podemos escrever:

NN

( Z Z +Q?'Vf’] , (6.20)

Ndom

qn+l an
ST =8 -

r=l1
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onde, o termo de fluxo no contorno é, em geral, nulo, assumindo que nao ocorre fluxo atra-
vés das fronteiras externas do reservatorio.

A Equacgdo (6.18) é uma equagdo hiperbdlica nao linear, onde a ndo linearidade pro-

vém da dependéncia entre a fung¢do de fluxo fracional e o campo de saturagdes, i.e.
fi(82).

Para efeito comparativo, a discretizagao do termo advectivo na Eq. (6.20) foi feita uti-
lizando-se as trés diferentes técnicas ja exploradas no capitulo 5. O Método MVFC nio foi
utilizado devido a sua total inadequagao para a discretizacdo de equacgdes de cardter essen-
cialmente hiperbdlico. Desta feita, analisaremos apenas o desempenho dos seguintes méto-
dos:

1. Método de 1% ordem (ROE);
2. Meétodos de Alta Ordem:
2.1 O Método DNA;
2.2 O Método MUSCL-TVD.

Método de Difusdo Numérica Artificial (DNA)

No caso de utilizarmos o método DNA, com uma estrutura de dados por aresta, o ter-
mo de fluxo no interior de cada subdominio, F 1? ij , € calculado como:

A

F& .C% =

u; w u,

o+ .
1(w) 5 Ti(w) vlsjll CS; +AD, (6.21)

onde, na Eq. (6.21), a velocidade \7,% € calculada explicitamente em fun¢do do campo de

pressdes no instante n, a partir da Eq. (6.16).
O termo AD € o termo de difusdo numérica artificial que, neste caso, é calculado co-
mo:

Qf
U,

QV
U,

AD =~ [fuLAS,,L o+ E0 (88,0~ (|8, |V UL(W).EUL))}, (6.22)

2

. . 2 4 . - - A . ~
onde, os coeficientes f,(JL) e f,(JL), os quais sdo fun¢des dos pardmetros livres 6, i, e u,, sdo
calculados conforme descrito na sec¢do (4.5). Neste caso, o coeficiente 0{3; ¢ aproximado

como:

Ay / AS,, (6.23)

o, =[v]

A A

onde, AfuL(w)/AﬁuL(w) Z(fJL(W) _fl(w) )/(SAJL(W) _ﬁl(w))'
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Por outro lado, os gradientes VS, (w) sdo calculados através da média aritmética como:
L

. VS;(W) + VSJL(W)

VSIJL(W) = ) . (624)

Na Eq. (6.24), os gradientes nodais sdo calculado através de uma reconstru¢do do tipo
Green-Gauss (Eq. (4.18)) mesmo para meios heterogéneos e anisotrépicos, porque, neste
caso, os gradientes nodais ndo sdo utilizados para o calculo de fluxos associados as propri-
edades da rocha.

Método “Monotone Upstream Scheme for Conservation Laws” (MUSCL-TVD)

Assim como na Eq. (4.83), o termo de fluxo ﬁ]ir(w) -Cjr ¢ calculado por:

~ -~ 1 = G- m+ [ G+ ~Qp r [ G- G+
FI?LF(W) CIS}: =§|:(F[ (S“L )+ F/L (SUL )) Clgsz _algsz (S/L _Sl ):| (625)
onde, novamente ¢,," =‘\7f}£ AfuL(W) / AS 1, w|> € @ velocidade V) € calculada de maneira

adequada através da Eq. (6.16).
Escolha dos parametros numéricos para os métodos de alta ordem

Para o método MUSCL-TVD, novamente utilizaremos a fun¢do limitadora de gradien-
tes de Van-Albada com parAmetro k =1/3. No caso do método DNA, ap6s alguma experi-
mentacdo numérica (ndo apresentada no presente texto), utilizamos os seguintes valores
para os parametros livres: =0, 4, =1.1e x, =0.85. Comparando com o caso do transpor-
te de contaminantes do capitulo 5, foi necessdrio modificar o valor de u, =0.65 para
M, =1.1, pois valores inferiores causaram a formagdo de um “patamar” ndo fisico nos per-

fis de saturacdo, de maneira muito similar aos patamares produzidos quando da utilizagdao
do método MUSCL-TVD com func¢do limitadora Superbee. Para valores de 1, <0.65, este

patamar nao se reduziu de maneira aprecidvel, mesmo com o refinamento sucessivo das
malhas.

6.4 Exemplos

6.4.1 O Problema de Buckley-Leverett

Este problema, que foi adaptado de PINTO (1991), consiste basicamente no desloca-
mento imiscivel unidimensional de 6leo por 4gua ao longo de um meio poroso homogéneo
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em que desprezamos os efeitos gravitacionais e de capilaridade. As saturagdes residuais de
dgua e 6leo sdo S, =S, =0.1 e a razdo entre as viscosidades das fases € 4 /u, =1. As

permeabilidades relativas e as saturacdes das fases se relacionam através das seguintes ex-
pressoes quadréticas descritas no apéndice A:

k. (S,)= (ﬂj , k,(S,)= (1_SW—_SWJ ' (6.26)

1- Swr - Sor 1- SW’ - S”r

Neste exemplo, apenas a equacdo de saturacdo foi resolvida com as seguintes condi-
coes iniciais e de contorno:

S,(x,0)=S,=0.1 para 0<x<l,
(6.27)
S,(0,/)=1.0-S, para x=0.

Para este exemplo utilizamos os métodos de ROE, DNA e MUSCL-TVD. Nas Figuras
(6.1) a (6.6), apresentamos as solugdes obtidas em ¢ =0.5, para seis diferentes malhas uni-

dimensionais com 8, 16, 32, 64, 128 e 256 divisdes ao longo do eixo x. Seguindo PINTO
(1991), os intervalos de tempo escolhidos para cada malha foram tais que

C =(vAt)/Ax=0.05, onde v=|i|=1, e C é nimero de Courant (HIRSCH, 1988) para a

equacgdo de saturacdo. Como podemos observar pelas Figs. (6.1) até (6.6), mesmo para a
malha mais grosseira, com apenas 8 subdivisdes ao longo do eixo x, nenhum dos trés méto-
dos apresentou nenhum tipo de oscilacdo esptiria, além disso, todos os métodos convergem
adequadamente para a solucdo analitica a medida que refinamos as malhas. Conforme espe-
rado, o método de ROE foi novamente o mais difusivo dos trés. Tanto o método DNA
quanto o método MUSCL-TVD apresentaram comportamentos parecidos, sendo que a par-
tir da malha com 32 subdivisdes ambos os métodos ja representam de maneira bastante boa
o perfil de saturacdo exato, enquanto que o método de ROE ainda apresenta solu¢des muito
difusivas nesta malha. Na verdade, o método de ROE apresenta solugdes ‘“‘visualmente”
pobres, mesmo nas malhas mais finas, com 128 e 256 subdivisdes.

Neste caso, fica claro que a utilizagdo dos métodos de ordem mais alta representou
uma melhoria expressiva na acurdcia com respeito ao método de ordem mais baixa. Sendo
que o aumento do custo computacional associado as estratégias de ordem mais alta € relati-
vamente baixo e plenamente justificado, LYRA (1994). Este aumento estd associado ao
calculo dos gradientes nodais da saturacao, tanto no caso do método MUSCL-TVD quanto
no caso do método DNA, além da obtencdo das varidveis extrapoladas na interface dos vo-
lumes de controle e ao processo de limitacdo da inclinacdo no método MUSCL-TVD, e o
célculo do termo de difusdo numérica artificial no caso do método DNA.
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BUCKLEY-LEVERETT - Malha 08

Sol. Analt. i

DNA |

MUSCL-TVD |,

ROE |

g ,,,,,,,,, e |
3 | |
©n | |
1 5

0.8 1

Eixo-x

Figura 6.1 — Comparacgdo entre os perfis de saturacdo de dgua para o problema de 1-D de
Buckley-Leverett numa malha com 8 subdivisdes ao longo do eixo x em
t =0.2. Solucdo analitica e solu¢des aproximadas obtidas com diferentes mé-
todos numéricos.

BUCKLEY-LEVERETT - Malha 16

— Sol. Analt.
—— DNA

—0— MUSCL-TVD
—N—

Eixo-x

Figura 6.2 — Comparacgao entre os perfis de saturacdo de dgua para o problema de 1-D de
Buckley-Leverett numa malha com 16 subdivisdes ao longo do eixo x em
t =0.2. Solucdo analitica e solu¢des aproximadas obtidas com diferentes mé-
todos numéricos.
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BUCKLEY-LEVERETT - Malha 32

— Sol. Analt.
—+— DNA

—0— MUSCL-TVD
N

Sw(x,t)

Eixo-x

Figura 6.3 — Comparacdo entre os perfis de saturacdo de dgua para o problema de 1-D de
Buckley-Leverett numa malha com 32 subdivisdes ao longo do eixo x em
t =0.2. Solucdo analitica e solu¢des aproximadas obtidas com diferentes mé-

todos numéricos.

BUCKLEY-LEVERETT - Malha 64

77777777777777777777777777777777777777777777777

.| — Sol. Analt.

. |+ DNA

~0- MUSCL-TVD
——

Eixo-x

Figura 6.4 — Comparacgao entre os perfis de saturacdo de dgua para o problema de 1-D de
Buckley-Leverett numa malha com 64 subdivisdes ao longo do eixo x em
t =0.2. Solucdo analitica e solu¢des aproximadas obtidas com diferentes mé-

todos numéricos.
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BUCKLEY-LEVERETT - Malha 128

i — Sol. Analt. i

L, o111 | DNA !
| —0— MUSCL-TVD |,

. | - RO |

77777777 1 |

0.6 0.8 1

Eixo-x

Figura 6.5 — Comparacdo entre os perfis de saturacdo de dgua para o problema de 1-D de
Buckley-Leverett numa malha com 128 subdivisdes ao longo do eixo x em
t =0.2. Solucdo analitica e solu¢des aproximadas obtidas com diferentes mé-
todos numéricos.

BUCKLEY-LEVERETT - Malha 256

— Sol. Analt.
—— DNA

—0— MUSCL-TVD
—N—

Sw(x,t)

Eixo-x

Figura 6.6 — Comparacgao entre os perfis de saturacdo de dgua para o problema de 1-D de
Buckley-Leverett numa malha com 256 subdivisdes ao longo do eixo x em
t =0.2. Solucdo analitica e solu¢des aproximadas obtidas com diferentes mé-
todos numéricos.
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6.4.2 Problema de % de Cinco Pocos Bidimensional com uma Zona de
Baixa Permeabilidade

Neste problema, adaptado de HELMIG (1997), existe uma regido quadrilateral de bai-
xa permeabilidade entre os pocos injetor e produtor, de modo a separar o escoamento em
duas partes. As saturagdes residuais do 6leo e da dgua no reservatério sao S, =S, =0.0 e
as propriedades dos fluidos sdo u, = =0.001kg/m.s e p,=p, =1000kg / m’. A poro-
sidade € constante através do reservatorio ¢ =0.2 e a razdo entre as permeabilidades
Ry x, =1000, com K, =1071m’ na regido de permeabilidade mais alta e K, =107 m’
na regido de permeabilidade mais baixa. As condi¢cdes de contorno nos pocos injetor e pro-
dutor, respectivamente, sdo: P.=2.10’Pa e S, =1.0 no pogo injetor e 0, =-10.368 m3/d
no pogo produtor. A Figura (6.7) apresenta a geometria do problema. Nas Figuras (6.8a) e
(6.8b), apresentamos as duas malhas nao-estruturadas triangulares que utilizamos para a
discretizacdo espacial do dominio. A malha menos refinada da Fig. (6.8a), cujo espagamen-
to médio € h =18.75m, possui 308 noés e 550 elementos. A malha mais refinada da Fig.

(6.8b), cujo espagamento médio € h, =(h/2)=9.375m, possui 1180 nds e 2230 elemen-
tos. Os intervalos de tempo adotados foram, Ar=1d para a malha menos refinada e

At =0.5d para a malha mais refinada.

Nas Figuras (6.9) até (6.12) apresentamos os contornos para os campos de pressao ex-
trudados na direcdo Z, em t=200d e t=600d, tanto para a malha menos, quanto para a

malha mais refinada. Nestas figuras, tanto na malha menos refinada quanto na malha mais
refinada, podemos notar a presenga da barreira central quadrada que dificulta a passagem
de fluidos.

112.5m n

Zona 1

Zona 2

Ky Ky

;Lﬁ 300 m

q |

Figura 6.7 — Geometria para o problema % de cinco pocos bidimensional, com uma zona
central de baixa permeabilidade.
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250 250
200 —| 299*:%\/ ﬁ
Y-Axiz130 7] Y-Axiz150 — %
50 50 -
T e T e e e e E..El..uwnuwuu..........
50 100 130 200 250 50 100 1350 200 250
E-Axiz X-Axiz

Figura 6.8 — Malhas triangulares utilizadas na discretizacdo espacial da geometria da Fig.
(6.7): a) malha menos refinada com 308 nés; b) malha mais refinada com
1180 n6s.

Lufoce
er: Presur

-—Ea.zv,s&m

— &.7%8a+005

Figura 6.9 — Campo de pressdes para o problema com uma zona central de baixa permeabi-
lidade em 7 =200d para a malha menos refinada com 308 nos.
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er: Presu

Figura 6.10 — Campo de pressoes para o problema com uma zona central de baixa permea-
bilidade em #=200d para a malha mais refinada com 1180 nos.

Figura 6.11 — Campo de pressoes para o problema com uma zona central de baixa permea-
bilidade em 7 =600d para a malha menos refinada com 308 nds.

142
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or: Prasu
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L — 5T742=+4005
— 1874005

2.000e+4005
e 9.484=+H005
hir: 2.000=+005

Figura 6.12 — Campo de pressoes para o problema com uma zona central de baixa permea-
bilidade em 7 =600d para a malha mais refinada com 1180 n6s.

Nas Figuras (6.11), (6.12) e (6.13), apresentamos os contornos de saturagdo obtidos a
partir da utilizacdo do método DNA em 7=200d, t=400d e t=600d,com ambas as

malhas, respectivamente. Uma andlise breve das Figuras (6.11) até (6.13), nos permite con-
cluir que, tanto na malha menos refinada quanto na malha mais refinada, as solugdes apre-
sentam o mesmo comportamento, sendo que a representagdo da frente de saturagdo na ma-
lha mais fina é mais precisa que na malha mais grossa apresentando menor espalhamento
ao longo do dominio. Em ambas as malhas, o MVFA fornece campos de velocidades em
que a zona de baixa permeabilidade é bem representada, de tal maneira que praticamente
nenhum fluido atravessa a mesma, conforme esperado.

Apenas para efeito de comparacdo entre os diferentes métodos, nas Figs. (6.14a) e
(6.14b) apresentamos as solugdes obtidas em # =600d com os métodos de ROE e MUS-

CL-TVD obtidos na malha menos refinada da Fig. (6.8a). Novamente notamos que o com-
portamento do método MUSCL-TVD € essencialmente o mesmo do método DNA enquan-
to que o método de ROE apresenta uma frente de saturagcdo bem mais difusa. Na Figura
(6.17) apresentamos os perfis de saturacdo obtidos com os diferentes métodos na malha
mais refinada da Fig.(6.10b) ao longo da linha diagonal que corta a geometria, partindo do
poco injetor até o pogo produtor em t =600d. Neste caso, os valores de saturacao nio co-
incidentes com os nds foram obtidos a partir de interpolacdo linear. Conforme podemos
observar o perfil de satura¢des avanga normalmente ao longo da diagonal até cruzar a zona
de baixa permeabilidade onde os valores de saturagdo sdo reduzidos bruscamente, para a-
proximadamente zero.
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Iin: 0.0000
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X-Axiz i

X-Axiz

(a) (b)
Figura 6.13 — Contornos de saturagdo para o problema com uma zona central de baixa per-
meabilidade em 7=200d : a) malha menos refinada; b) malha mais refina-

da.

Prauclocolor
er: Muqhm

— 0.7500
— 0.5000

— 0.2300

0.0000

Mee: 1.000
Win: 0.0000 AxizlZ0

50

50

(a) (b)
Figura 6.14 — Contornos de saturagdo obtidos pelo método DNA, para o problema com uma
zona central de baixa permeabilidade em 7#=400d : a) malha menos refina-

da; b) malha mais refinada.
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Pszuckocolor

er: m“h?'ﬁm

— 0.7500

¥-axizl50

50

100

100 150, 200
X-Axiz X-Axiz

(a) (b)
Figura 6.15 — Contornos de saturacdo obtidos pelo método DNA para o problema com uma
zona central de baixa permeabilidade em 7 = 600d : a) malha menos refinada;

b) malha mais refinada.

Vale ressaltar que as solucdes obtidas no presente trabalho sdo essencialmente “dife-
rentes” daquelas apresentadas em HELMIG (1997). Apds uma consulta ao referido autor,
verificamos que nossas solugdes estavam corretas. O autor nos informou ainda que o seu
livro sofrerd as devidas retificacdes na proxima edicao.

Pesuclocclor
er: M.ma‘h?la:':I

Mes: 1.000
vin: 0.0000

50

100 130, 200
X-Axiz

(b)
Figura 6.16 — Contornos de saturacdo obtidos com diferentes métodos, para o problema
com uma zona central de baixa permeabilidade em 7 =600d, com a malha

menos refinada: a) método de ROE; b) método MUSCL-TVD.
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Figura 6.17 — Perfis de saturagdo para o problema com uma zona central de baixa permea-
bilidade ao longo da diagonal que liga o pog¢o injetor ao poco produtor, em
t=600d para a malha mais refinada (solu¢@o obtida com o método DNA).

6.4.3 Escoamento Confinado Através de uma Regidao com duas Barreiras
Perpendiculares

Neste problema, cuja geometria apresentada na Fig. (6.18) foi adaptada de GARCIA
(1997), agua € injetada no lado esquerdo do dominio computacional com o objetivo de
“varrer” o 6leo residente. O escoamento fluido ocorre devido a diferenca de pressdo entre
as paredes externas da regido confinada que possui duas barreiras perpendiculares cujas
permeabilidades relativas sdo extremamente baixas quando comparadas com o restante do

dominio. As propriedades dos fluidos no reservatério sdo: g =0.001kg/m.s,
i, =0.004kg/ms e p, =p, =1000kg / m’. A porosidade nas barreiras é ¢=02 e
¢ =0.35 no restante do reservatério. A permeabilidade K, =101 m’ no reservatério, e no
interior das barreiras K, =10""Im”, de modo que a razio entre as permeabilidades é de
Ry, = 10°. Neste caso, as condi¢des de contorno para as equagdes de pressdo e saturacio

sdo, respectivamente, P, =5.10°Pa e S ;, =0.9 na face esquerda, e P, =1.10* Pa na face

direita do reservatorio. Assim como no exemplo anterior, utilizamos duas malhas triangula-
res ndo-estruturadas, as quais sdo apresentadas na Fig. (6.19). Uma menos refinada com
156 nés e 266 elementos (Fig. 6.19a), e uma malha mais refinada com 1845 nés e 3528
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elementos (Fig. 6.19b). Neste caso, os intervalos de tempo adotados foram, Ar =0.2d para
a malha menos refinada e Af =0.1d para a malha mais refinada.
40m ‘4m 12m 4m 40m

20m

L R
20m ‘A
K =

10»10

Figura 6.18 — Geometria para o problema do escoamento confinado através de uma regido
com duas barreiras perpendiculares.
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Figura 6.19 — Malhas triangulares ndo-estruturadas utilizadas para o problema do escoa-
mento confinado: a) malha menos refinada com 156 nés e 266 elementos; b)
malha mais refinada com 1845 nés e 3528 elementos.
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Figura 6.20 — Campo de pressoes “extrudado” na direcdo Z, em ¢ =28d para a malha me-
nos refinada com 156 nés.
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Figura 6.21 — Campos de saturagdes, em f=28d para a malha menos refinada com 156

nos e 266 elementos: a ) método de ROE; b) método MUSCL-TVD.

Na Figura (6.20) apresentamos o campo de pressdes obtido no instante ¢ =28d. Nas

Figuras (6.21a) e (6.21b), apresentamos os contornos de saturacao obtidos pelo método de
ROE e pelo método MUSCL-TVD na malha menos refinada, em dois instantes de tempo
diferentes, t =28d e t =48d. Nas Figuras (6.22a) e (6.22b) apresentamos os contornos de
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saturacdo em t =48d obtidos pelo melo método MUSCL-TVD para a malha menos refi-
nada e para a malha mais refinada, respectivamente.
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Figura 6.22 — Contornos de saturacao, obtidos com o método MUSCL-TVD, em =484 :

a) malha menos refinada com 156 nés e 266 elementos b) malha mais refi-
nada com 1845 nés e 3528 elementos.

Na Figura (6.20) fica claro que, mesmo numa malha bastante grosseira, 0 método MV-
FA € capaz de representar de maneira acurada o campo de pressdes na regido confinada. O
declive acentuado representa a queda relativamente brusca de pressdes que é formada ao
longo do canal devido a presencga das barreiras de baixa permeabilidade.

Nas Figuras (6.21a) e (6.22a), o fluxo aparente através das barreiras em alguns trechos
especificos se deve ao fato do programa de visualizagdo estar interpolando valores em ares-
tas que atravessam inteiramente a barreira, conforme observamos na Fig. (6.19a). De fato,
podemos observar que, conforme esperado, ndo existe escoamento através das barreiras de
baixa permeabilidade independente da metodologia utilizada para a discretizagdo da equa-
cdo hiperbdlica de saturacao (ROE ou MUSCL-TVD), deixando claro que o campo de ve-
locidades também foi calculado de maneira acurada “respeitando” a brusca variacdo no
campo de permeabilidades, existente entre as barreiras e o restante do reservatorio.

Analisando ainda os contornos de saturagdo das Figs. (6.21a) e (6.21b), observamos
que, para a mesma densidade de malha, o método de ROE apresenta novamente uma solu-
¢do menos precisa e com mais difusdo que o método MUSCL-TVD, o que se verifica pelo
maior “espalhamento” observado no perfil de saturacdes da Fig. (6.21a) se comparado com
o perfil de satura¢des da Fig. (6.21b).

Nas Figuras (6.22a) e (6.22b), observamos que o refinamento da malha produziu solu-
cOes bem mais acuradas e com menor difusdo numérica, de modo que, na malha mais fina
da Fig. (6.22b), o espalhamento do campo de saturagdes € ainda menor quando comparado
com o campo de saturagdes obtido com a malha mais grosseira em ¢ =48d.
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6.4.4 Estudo do Efeito de Orientacao de Malha para o Caso de 4 de Cinco
Pocos Bidimensional com Razao de Viscosidade Adversa

Exemplo 1. Problema de s de Cinco Pocos com Razdo de Viscosidade Moderadamente
Adversa M =4.0.

Este exemplo € uma versdo adimensionalizada do cldssico problema de Y% de cinco
pocos, no qual um pocgo injetor de dgua estd rodeado por quatro pocos produtores de 6leo.
Para este problema, que adaptamos de DURLOFSKY (1993) e SOUZA et al. (2004), as

saturacOes residuais de dgua e 6leo sdo S, =S, =0.0 e o meio poroso € considerado ho-
mogeéneo e isotrépico com K =/ através de todo o dominio. Assumimos ainda que a

porosidade € constante sendo que seu valor real ndo € relevante ja que a utilizamos apenas
para adimensionalizar o tempo. As viscosidades da dgua e do 6leo sdo, respectivamente,

u,=1.0 e u, =4.0, de modo que a razdo entre as viscosidades é M =(u,/u,)=4.0. As
condig¢des de contorno sdo S; =1.0 no pocgo injetor e pressdes nos cantos diagonais superior

esquerdo e inferior direito P, = P, =0.0. DURLOFSKY (1993) resolveu este problema,

que apresenta um efeito de orientacdo de malhas moderado devido a razdo entre as viscosi-
dades M >1.0, utilizando uma formulag@o hibrida, em que o problema pressdo-velocidade
foi resolvido a partir do método dos elementos finitos mistos e a equagdo de saturagdo foi
resolvida utilizando um método de volumes finitos de ordem mais alta. Para avaliar o efeito
de orientagdo de malhas, DURLOFSKY (1993) utilizou duas malhas estruturadas e unifor-
mes com 400 elementos triangulares, uma cujos elementos sdo orientados segundo a dire-
cdo do escoamento (malha alinhada) e outra, cujos elementos sdo orientados transversal-

mente ao escoamento. No presente trabalho usamos malhas com (16x16) subdivisdes e trés

configuragdes topoldgicas diferentes: a) malhas totalmente ndo-estruturadas sem nenhuma
direcdo preferencial para o escoamento; b) malhas alinhadas a dire¢cdo do escoamento; c)
malhas transversais a direcdo do escoamento. Em todos os casos analisados, utilizamos o
método MUSCL-TVD. As Figuras (6.23), (6.24) e (6.25) apresentam, respectivamente, as

trés configuragdes topoldgicas de malhas com (16x16) subdivisdes e os contornos de satu-

racdo em ¢ =0.1 VPI, obtidos com cada tipo de malha. Nas Figuras (6.26) e (6.27) apresen-
tamos, respectivamente, o volume de 6leo acumulado e o 6leo recuperado, normalizado
pelo volume total injetado, ambos obtidos com os trés tipos de malhas, isto €, alinhada,
transversal e ndo-estruturada. Além disso, apenas para efeito de compara¢@o, em ambos 0s
casos, acrescentamos as solugdes obtidas por DURLOFSKY (1993) para uma malha trans-

versal com 400 (20x20) tridngulos. Conforme apontado por DURLOFSKY (1993), teori-

camente, as solucdes deveriam ser as mesmas a despeito da configuracdo da malha. Porém,
como mostram as Figs. (6.23), (6.24) e (6.25), observamos um efeito moderado de orienta-
cdo de malha nos perfis de saturacdo apresentados. A partir da andlise das Figs. (6.27) e
(6.28), tomando como base os resultados obtidos com a malha nao-estruturada, que, ndo
apresenta efeito de orientacdo de malha, podemos notar que os resultados obtidos com os
trés tipos de malhas sdo bastante semelhantes quando comparados entre si € quando compa-
rados com os resultados de DURLOFSKY (1993).
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Figura 6.23 — Problema % de cinco pog¢os com razao entre viscosidades M =4.0: a) malha
ndo-estruturada com (16x16) subdivisdes; b) contornos de satura¢do, obti-

dos com o0 método MUSCL-TVD, em?=0.1 VPL
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Figura 6.24 — Problema % de cinco pogos com razao entre viscosidades M =4.0: a) malha
alinhada com (16x16) subdivisdes; b) contornos de saturacio obtidos com o

método MUSCL-TVD, em t=0.1 VPL
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Figura 6.25 — Problema % de cinco pogos com razao entre viscosidades M =4.0: a) malha
transversal com (16x16) subdivisdes; b) contornos de saturagio obtidos com

o método MUSCL-TVD, em t=0.1 VPL
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Figura 6.26 — Oleo acumulado para o problema % de cinco pocos com razdo entre viscosi-
dades M =4.0, para uma malha com (16x16) subdivisdes.
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Na Figura (6.27), observamos que, para a malha alinhada, o resultado obtido no pre-
sente trabalho apresenta um tempo de irrup¢do de dgua no pogo produtor (Breakthrough)
um pouco antecipado se comparado com os resultados obtidos com a malha nao-
estruturada. Por outro lado, os resultados obtidos com a malha transversal, tanto na presente
tese quanto no trabalho de DURLOFSKY (1993), apresentam um pequeno atraso para a
irrup¢do de dgua no poco produtor.

MALHA 16

--- ALINHADA

iz g — TRANSVERSAL I
--------- NAO-ESTRUTURADA

OLEO RECUPERADO

Figura 6.27 — Oleo recuperado para o problema % de cinco pocos com razdo entre viscosi-
dades para uma malha com (16x16) subdivisdes.

Exemplo 2: Problema de % de Cinco Pocos com Razdo de Viscosidade Bastante Adversa
M =40.0.

Neste caso, fazemos uma pequena modificacdo no problema de DURLOFSKY (1993)
utilizando como viscosidade do 6leo £, =40.0,de modo que M =(x,/u,)=40.0. Todos
os outros dados sao mantidos iguais aos do problema anterior (Exemplo 1, secdo 6.4.4), isto
€, as saturagOes residuais de dgua e 6leo sdo S, =S, =0.0, o meio poroso € considerado
homogéneo e isotrépico com K =/ através de todo o dominio, S, =1.0 no pogo injetor e

as pressdes nos cantos diagonais esquerdo superior e direito inferior sdo P, =P, =0.0.

se

Novamente, consideramos as trés malhas triangulares com (16x16) subdivisdes do exem-

plo anterior, sendo uma alinhada com o escoamento, outra transversal e a Ultima totalmente
nao-estruturada. Nas Figuras (6.28) e (6.29) apresentamos, respectivamente, as curvas de
6leo acumulado e de 6leo recuperado para os diferentes tipos de malhas. Mesmo neste caso
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bem mais severo, com M =40.0, as solu¢des ndo divergem muito entre si na malha trans-
versal e na malha nao-estruturada, sendo visualmente muito similares tanto do ponto de
vista da quantidade de 6leo acumulada quanto da fracdo de 6leo recuperada. Por outro lado,
na Fig. (6.29) notamos que, na malha alinhada, houve uma antecipacio ainda maior para o
tempo de irrupcdo de dgua no poco produtor (Breakthrough) que no exemplo anterior

(M =4.0), indicando que o algoritmo utilizado ndo estd totalmente livre dos efeitos de

orientagdo de malha, particularmente nos casos mais severos com razdes de viscosidades
muito elevadas.

Vale ressaltar que, os resultados obtidos utilizando o método de difusdo numérica arti-
ficial (ndo apresentados no presente trabalho), tanto para o caso com M =4.0, quanto para

o caso com M =40.0, foram essencialmente os mesmos que os obtidos com o método

MUSCL-TVD, enquanto que os resultados obtidos com o método de 1* ordem de ROE,
além de serem mais difusivos, foram mais suscetiveis ao efeito de orientagdo de malha.
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Figura 6.28 — Oleo acumulado para o problema de % de cinco pogos com razdo entre visco-
sidades bastante adversa, M =40.0, para uma malha com (16x16) subdivi-

soes.
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Figura 6.29 — Oleo recuperado para o problema de % de cinco pogos com razdo entre visco-
sidades bastante adversa, M =40.0, para uma malha com (16X16) subdivi-
soes.

6.4.5 Problema de Y4 de Cinco Pocos Numa Geometria Tridimensional
com Razio de Viscosidade Adversa

Neste exemplo, assumindo novamente um meio poroso homogéneo e isotrépico com
K =1 através de todo o dominio e as mesmas caracteristicas do problema anterior (6.4.4),

isto €, as saturagdes residuais de dgua e 6leo sdo S, =S, =0.0, a porosidade € constante, a
razdo entre as viscosidades é M =(u,/u, )=4.0. Mais uma vez, as condi¢des de contorno

sdo §,=1.0 no pogo injetor e pressdes nos cantos diagonais esquerdo e direito
P,=P,=0.0. Consideramos um dominio computacional na forma de uma “caixa” tridi-
mensional com dimensdes de 1x1x0.05. Na Figura (6.30), apresentamos a malha tetraédri-
ca utilizada com 3635 elementos e 1054 nés. A Figura (6.31) apresenta o campo de pres-
soes em t=0.01 VPI (volume poroso injetado). As Figuras (6.32) e (6.33) mostram, res-
pectivamente, os contornos de saturagdo nos instantes t =0.01 e t =0.1 VPI. Os resultados

obtidos, mesmo utilizando a integracdo de um ponto para os fluxos no contorno conforme

indicado no capitulo 4, apresentam boa concordancia com os resultados apresentados em
SOUZA et al. (2004).
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L4 de cinco pocgos tridimensional.
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Figura 6.30 — Malha tetraédrica utilizada no exemplo de
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Figura 6.31 — Contornos de pressdo para t=0.01 VPI no exemplo de % de cinco pogos
tridimensional.
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Figura 6.32 — Contornos de saturacdo para t=0.01 VPI no exemplo de % de cinco pocos
tridimensional.
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Figura 6.33 — Contornos de saturacdo para t =0.1 VPI para o exemplo de % de cinco pocos
tridimensional.
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7. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

7.1 Conclusoes

No presente trabalho apresentamos em detalhes uma formulagdo do método dos volu-
mes finitos por aresta (MVFA), com volumes de controle centrados nos nds e construidos
pelo método das medianas. Utilizamos esta formulacdo para a solucdo de problemas de
escoamento de fluidos incompressiveis em meios porosos rigidos, heterogéneos e anisotrd-
picos. Toda a formulacdo foi implementada utilizando uma estrutura de dados por aresta,
que é amplamente reconhecida na literatura como sendo mais eficiente que a tradicional
estrutura de dados por elementos comumente utilizada no método dos elementos finitos,
tanto do ponto de vista de economia de memdria, quanto do uso de CPU (LOHNER, 1994;
LUO et al., 1995; LYRA, 1994; LOHNER, 2001, REES et al., 2004).

Para a discretizacdo conservativa das equagdes de transporte de fluidos em meios poro-
sos heterogéneos e anisotropicos, utilizamos uma formulacao unificada de volumes finitos,
em que os termos de difusdo foram calculados em dois lagos nas arestas da malha e os ter-
mos advectivos foram tratados a partir da utilizacdo de técnicas de primeira ordem e técni-
cas de ordem mais alta com e sem estabilizacdo, estas ultimas garantem maior acuricia a
um custo computacional razodvel (HIRSCH, 1990; LYRA, 1994; TANEHILL, 1997).

Realizamos uma série de experimentos computacionais, em que comparamos os resul-
tados obtidos com o0 MVFA e outras formulacdes na solugdo de problemas elipticos em
meios heterogéneos e anisotropicos. Para todos os casos analisados, o MVFA apresentou,
de maneira geral, solucdes tdo boas ou melhores que as encontradas na literatura. Em parti-
cular, a metodologia que adotamos para tratar coeficientes descontinuos a partir de uma
estrutura de dados por aresta apresentou resultados tanto para a pressdo quanto para o fluxo,
bastante superiores a outra metodologia existente na literatura (REES, 2004).

No estudo do transporte de contaminantes em aqiiiferos, utilizamos como modelo a
equagdo de convecgdo-difusdo-reacdo linear. Neste caso, em que nos restringimos a pro-
blemas uni e bidimensionais em meios porosos homogéneos, foram consideradas diversas
situacgoes fisicas diferentes, incluindo o estudo de problemas fortemente difusivos ou forte-
mente advectivos. Também consideramos a existéncia de termos fonte ou sumidouro asso-
ciados ao decaimento radioativo do contaminante transportado. Finalmente, consideramos o
efeito de diferentes valores para a razdo entre os coeficientes de dispersdo longitudinal e
transversal no transporte do soluto contaminante. Nestes casos, conforme esperado, as duas
metodologias de alta ordem implementadas para a discretizacdo dos termos advectivos
(DNA e MUSCL-TVD) apresentaram resultados equivalentes ao MVFC (diferengas cen-
trais sem estabilizacdo) em problemas com nimero de Peclet relativamente baixos e foram
amplamente superiores a0 mesmo, nos casos com elevado nimero de Peclet, onde o MVFEC
ndo era nem mesmo estavel. Além disso, os métodos de alta ordem foram bastante superio-
res a0 método de ponderacdo a montante de 1* ordem, que ainda hoje € bastante utilizado
na simulagdo do transporte de contaminantes em meios porosos. Em particular, podemos
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citar o exemplo com termo fonte (sumidouro) associado ao decaimento radioativo do con-
taminante. Para este exemplo, mesmo com um refinamento sucessivo das malhas, o método
de 1* ordem apresentou resultados muito difusivos quando comparados a ambos os métodos
de alta ordem.

No estudo do escoamento bifdsico de 6leo e 4gua em meios porosos, utilizamos uma
metodologia IMPES aplicada em conjunto com uma formulagdo de fluxo fracional. Avali-
amos a acurdcia das metodologias de alta ordem para a solu¢do da equacdo de saturagcdao
quando comparadas com a formulacdo de 1* ordem. Para tal, utilizamos o cldssico proble-
ma de Buckley-Leverett, que apresenta, como principal caracteristica, um perfil de satura-
cdo composto por uma onda de rarefacdo seguida por uma onda de choque. Novamente, as
formulacdes de alta ordem (DNA e MUSCL-TVD) foram claramente superiores ao método
de 1? ordem apresentando um comportamento muito menos difusivo.

Através de dois exemplos bidimensionais, verificamos a capacidade de nossa metodo-
logia para tratar de maneira unificada, problemas de escoamento bifdsico em meios porosos
heterogéneos. Nos dois problemas estudados, o MVFA foi capaz de representar a desconti-
nuidade no meio poroso de maneira bastante acurada, mesmo em meios em que a razao

entre os coeficientes de permeabilidade chegava a 10°.

A partir de um problema bastante simples, mostramos o potencial da metodologia para
simulacdo de escoamentos em geometrias tridimensionais.

Finalmente, € importante salientar que, dada sua generalidade, é perfeitamente possivel
estender muitas das técnicas apresentadas no presente trabalho para outras aplicacdes da
dindmica dos fluidos computacional, particularmente aquelas que envolvam o escoamento
multifidsico em meios heterogéneos e anisotrépicos com caracteristicas geométricas com-
plexas.

7.2 Trabalhos Futuros

Como extensdes imediatas do nosso trabalho, podemos mencionar:

1. Extensdo do simulador para o transporte de contaminantes em aqiiiferos para geo-
metrias tridimensionais.

2. Utilizacao de técnicas de integracdao temporal de ordem mais alta, particularmente
as técnicas de Runge-Kutta de 2* e 3* ordem.

3. Aperfeicoamento do modelo fisico de fluxo bifasico (com inclusdo dos termos de
gravidade e de capilaridade).

4. Utilizacdo das estratégias de adaptacao de malhas: redefini¢do local e global de ma-
lhas (remeshing) e adaptacdo h, para a solu¢cdo mais eficiente, tanto do problema de
transporte de contaminantes em aqiiiferos quanto para a simula¢do do escoamento
bifasico de 4gua e de 6leo em reservatorios de petrdleo.
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5. Implementacdo de toda a formulagdo desenvolvida em computadores paralelos de
memoria distribuida (Clusters de Pcs), a fim de simularmos problemas complexos
em geometrias tridimensionais de grande porte (esta etapa ja foi iniciada!).

6. Estudo e implementagdo de técnicas de andlise de erros por arestas.

7. Aprofundamento do estudo do efeito da orientacio de malhas na modelagem e si-
mulacdo de escoamentos bifdsicos em meios porosos com a metodologia apresen-
tada no presente trabalho.

Para o futuro proximo, visando dar continuidade ao trabalho desenvolvido na presente
tese, indicamos os seguintes tOpicos para pesquisa:

8. Estudo comparativo de técnicas de alta ordem que tenham caracteristicas multidi-
mensionais, € que, portanto, eliminem ou minimizem efeitos de orientacdo de ma-
lhas, e que possam ser implementadas de maneira eficiente a partir de uma estrutu-
ra de dados por arestas.

9. Implementacdo das seguintes metodologias:

8.1 “Seqiiencial Implicita”: Formulacdo segregada em que, assim como a equacao
de pressdo, a equagao de saturacdo também € resolvida de maneira implicita per-
mitindo a utilizac¢do de intervalos de tempo maiores.

8.2 “Totalmente implicita”: Formulacdo em que as equacdes de transporte sao re-
arranjadas de maneira que pressdo e saturacdo sdao incognitas simultaneas das
mesmas equagdes, permitindo a utilizacdo de intervalos de tempo que, indepen-
dente da complexidade fisica do problema, sdao limitados apenas pela precisao da
aproximacao.

10. Utilizacao de técnicas de Multimalhas (Multigrid) para o aumento da eficiéncia na
solugdo dos sistemas de equagdes provenientes da discretizacdo pelo MVFA.

11. Adaptacdo da metodologia desenvolvida para lidarmos com o modelo Black-Oil e
outros modelos composicionais mais complexos.
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APENDICE A

Equacao de Buckley-Leverett

Considerando novamente a equagao de Buckley-Leverett, Eq. (2.37), e assumindo que
tanto a 4gua quanto o 6leo possuem a mesma viscosidade, e que esta viscosidade € constan-
te, a velocidade total, v =V, +V , para o escoamento considerado também € constante, i.e.
vV =cte.

Conforme mencionado na se¢do (2.1), as linhas caracteristicas de uma equagao hiper-
boélica sdo linhas em que uma determinada propriedade se mantém constante. Definindo
uma linha caracteristica a partir da coordenada & de tal modo que possamos definir a solu-

¢do da Eq. (2.37) como S, (x,t) =S, (x(&),#(£)), & possivel escrever:

ds, _0S, dx  9S, dr
dé Ox dé ot dE’

(A.1)

Se, por conveniéncia, considerarmos que v e ¢ sdo unitdrios, temos que f = f de
forma que:

ai+a_f—%+%ai—o

"o Yo o oS ox (A2)
Igualando as Eqgs. (A.1) e (A.2), termo a termo, temos:

ilsfw =0, (A.3)
C;i; =1, (A4)

Onde, podemos notar que as Egs. (A.3), (A.4) e (A.5) representam uma familia de li-
nhas retas no plano x-z.
Integrando as Eqgs. (A.4) e (A.5) temos:
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jdt = J{df ou Ar=AE, (A.6)
%

Ty

x ¢
[dx=](df,/ds,)dé ou x=(df,/dS,)AE+x, (A7)
o %

Substituindo a Eq. (A.6) na Eq. (A.7), chegamos a:

x=(df,/dsS,) At +x,. (A.8)
A Eq. (2.54) pode ser reescrita tomando-se x, =0, como:

L —— (A.9)

(df,/ds.,)

A partir da Egs. (A.8) e (A.9), vemos como a fungdo de fluxo fracional f, (k,,), € por-

tanto a permeabilidade relativa, comandam o deslocamento de uma fase fluida (6leo) pela
outra (dgua).

Relacdo entre Permeabilidade Relativa e Saturagdo

A relacdo entre permeabilidade relativa e saturacdo da fase molhante é altamente de-
pendente do fluido em questdo, e particularmente do relacionamento entre o fluido molhan-
te e a matriz porosa (BEAR, 1972; HELMIG, 1997) sendo, normalmente, determinado ex-
perimentalmente de tal forma que estes dados experimentais sdo ajustados a polindmios de
graus variados, HELMIG (1997) e BINNING e CELIA (1999). Como exemplo, podemos
considerar um modelo quadrético bastante utilizado na literatura (HELMIG, 1997), o qual é
apresentado a seguir:

2
LYY
k (S )=| 2w 2w | A.10
w (S,) (1_%_5”] (A.10)
-5 =5 Y
k(S )= —2w Pw | A1l
(5.) [I_SW_SM} (A1)

Nas Egs. (A.10) e (A.11), S, e S, s@o as saturagOes residuais de dgua e 6leo, respec-
tivamente.
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O Problema de Riemann

Consideraremos novamente a equagdo de Buckley-Leverett na sua forma conservativa
(i.e. escrita em termos da fun¢ao de fluxo):

9, I
ot ox

=0. (A.12)

Para que possamos concluir a definicdo do problema de transporte dado pela Eq (A.12)
€ necessdario que especifiquemos condig¢des iniciais e de contorno adequadas. Com este ob-
jetivo, escrevemos:

1-S, <Xx,,
5. (1,0)= ., para x<x,

S, para x> x,, (A.13)
Sw(xo,t)zé_’

As Eq. (A.12) e (A.13) definem um problema de Riemann, no qual uma certa quanti-
dade da substincia € transportada de maneira descontinua através de um dado dominio,
(LEVEQUE, 1992; LYRA, 1994; HELMIG, 1997; LEVEQUE, 2002).

Diferentemente das equacgdes de Euler por exemplo, devido ao caréter concavo da fun-
cdo de fluxo fracional, as curvas caracteristicas do problema de Buckley-Leverett apresen-

tam tanto, ondas de compressio d’f / dx <0, quanto de rarefacio, d°f / dx =0 . Solugdes

classicas para o problema de Buckley-Leverett, tais como a de Weldge, podem ser encon-
tradas na literatura, FANCHI (2001). A Figura (A.1), adaptada de HELMIG (1997), mostra
que, para um mesmo ponto, multiplas caracteristicas e, portanto, multiplas solu¢cdes podem
existir o que representa um fendmeno nao-fisico. Por outro lado, apenas uma solugao repre-
senta o processo fisico real. Esta intersec¢do de linhas caracteristicas se da porque, ao defi-
nirmos as linha caracteristicas, ndo impusemos nenhuma restricao para os valores possiveis

das saturagdes a montante (S") e a jusante (S ) do choque. Para selecionarmos a solugio

real dentre as vdrias existentes, utilizamos normalmente a condi¢cao de Rankine-Hugoniot e
a condi¢do de entropia, LEVEQUE (1992), LYRA (1994), e LEVEQUE (2002).
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Onda de Expansao ou Rarefagio
4 |
$
//Q Regido a Montante
& 2
3L
Qb‘; nda de Compressao
o3
2 //0 ,60
Sy
Regido a Jusante
|
Saturagdo Residual Sw= SWr
0
0 1 2 3 4 5

Figura A.1 — Muiltiplos valores para a saturacao (situa¢ao nao-fisica).
Condigdo de Rankine-Hugoniot

Esta condicao é simplesmente uma condi¢do de continuidade dos fluxos imposta ao
longo de uma descontinuidade na solugdo. Para isto, é necessario que a saturacdo salte do
seu valor a montante do choque para o valor a jusante. Considerando o volume de controle
da Fig. (A.2), podemos escrever a condi¢ao de Rankine-Hugoniot para a equacdo de Buc-
kley-Leverett como:

|:(vfrente ([+At)—X1)S:/ +(X2 _vfrente ([+At))S;l —

A (A.14)
=)+ s -rmi)s]=((52)- () T

Na Equagio (A.14) os super-indices S”, S¢ representam os valores da saturagdo de
dgua a montante e a jusante do choque. Rearranjando os termos chegamos a:

(v (£ 4+ At)—x = vt +x,) St +
A.15
(s, =7 (e 4 Ar)—x, +v7 1) S¢ = (£ (S2) - £ (7)) Ar. (A1)

w
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A-Sg) [ ;

. Choque no instante t+at
Choque no instante t

¢ Sur

X X

‘ Volume de Controle ‘

Figura A.2 — Volume de controle ao longo de um choque.

E ainda:

VfremeAtS:} _ vfrenteAtSi — (f (Su ) _ f (Sd ))At (A16)

w

Finalmente podemos escrever:

w) _ d
e S S)=1(S2) o, A
S, =S AS

w

Desta forma, fica estabelecido que a velocidade de propagacdo da frente de saturacao
(“o choque™) € essencialmente dependente do fluxo fracional de 4gua. Portanto, a condicao
de continuidade de Rankine-Hugoniot estabelece qual critério deve ser satisfeito para que a
velocidade do choque corresponda ao processo fisico em questao.

Por outro lado, vale notar que esta condicao por si s6 ndo permite calcular qual solugao

S, representa de fato a frente de saturagao.

Condigao de Entropia

A condicdo de entropia € vista como uma forma de corrigirmos o erro fisico cometido
ao desprezarmos os efeitos difusivos (gravidade e capilaridade) na obten¢ao da equacgado
hiperbdlica de Buckley-Leverett (HIRSCH, 1988; LEVEQUE, 2002). Ela estabelece que a
velocidade do escoamento a montante do choque deve ser maior que a velocidade a jusante
do mesmo, ou seja:
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Vo>l (A.18)

Note que, se esta condicdo ndo for satisfeita a frente de saturacdo se expande indefini-
damente até desaparecer.

A condi¢do de entropia foi amplamente estudada na literatura para equacdes hiperboli-
cas em geral (HIRSCH, 1988; LEVEQUE, 1992; LYRA, 1994; TANNEHILL et al.,
(1997); LEVEQUE, 2002).

De modo geral, esta condi¢do pode ser expressa como:

P> plrente > (A.19)

ou ainda, para a equacdo de Buckley-Leverett, temos (HELMIG, 1997):

) > vfrente >

£(8,)-rF(s" N S f(Sw)—fd(Sw)_ (A.20)
S, —S" S, =S,

Concluimos entdo, uma solu¢do S, (x,7) serd uma solugdo fisica para o problema de

propagacdo da frente de saturacdo apenas se ela satisfizer a condicdo expressa pela Eq.
(A.20). Maiores detalhes sobre o desenvolvimento matematico e as implicacdes fisicas e
matematicas, tanto da condicao de Rankine-Hugoniot, quanto da condi¢dao de entropia po-
dem ser encontradas em HIRSCH (1988), LEVEQUE (1992), LYRA (1994), TANNEHILL
et al. (1997) e LEVEQUE (2002).
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APENDICE B

Inconsisténcia do Esquema de Dois Pontos Numa Malha Trian-
gular Genérica

A seguir, mostraremos que a discretizacdo espacial da equagdo de Laplace utilizando
apenas dois pontos ao longo de uma aresta da malha, € inconsistente em malhas triangula-
res gerais com volumes de controle construidos pelo método das medianas.

Considerando o problema descrito por V’u =0, escreveremos a equagdo nodal para o
né 1 da malha estruturada triangular apresentada na Fig. (B.1). Nesta figura podemos ob-
servar que as superficies de controle e as arestas da malha primal ndo sdo ortogonais entre
si.

Figura B.1 — Volume de controle construido pelo método das medianas para o né 1, numa
malha triangular genérica: observe que as superficies de controle e as arestas
da malha primal ndo sdo ortogonais entre si.

Usando séries de Taylor, podemos escrever a fun¢do u nos nés 2, 3,4, 5, 6 e 7 como:

ou ,odu h*du (hﬁ) du h’du
u,=u,+h——-h—+——+ +—
ox dy 2 ox’ 2 odxdy 2 9y’

+0(n’'), (B.1)
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=u +h—+——+0(h’), B.2
BT T e () ©2
w=u+h 2 0 o), (B.3)

dy 2 dy

ou ,ou h’du (h\/z) d’u h*du
+h—+ +

ug=u, —h—+h—+— +——+0(I"), (B.4)

‘ ox dy 2 ox’ 2 oxdy 2 9y’

uo=u~h 2 T o), (B.5)
ox 2 dx’

w=u -2 T o), (B.6)
dy 2 oy’

Utilizando a formulacio de dois pontos apresentada no capitulo 4 para a discretizagdao
do termo eliptico, Eq. (4.9), a equagdo aproximada para o né 1 da malha da Fig. (B.1) pode
entdo ser escrita como:

a,—u, u,—a, u,—u, u,—u, u,—u, U, —i
+ + + + + =
2h ok o N2h h
i +h%—h%+h—z 32ﬁ+2 0’ +32ﬁ -
"ox dy 21 ox*  oxdy 9y’ "2
+
V2h 3
i +h%+h—2ﬁ —u 7l +h%+h—zﬁ -
Y ox 2 ox? : h\/§+ gy 209y : h\/§+
h 3 h 3
A A 2 2A 2A 2A
ﬁl—h%+ha—u+h— a—bj+2—(9 - +a—bj -1,
ox dy 2 \dx d0xdy dy hﬁ+
2h 3
. o odu h'dn| . . o du h'd'n| . (B.7)
_proun) L I
{ul ox 2 axz} o h\/§+ {' dy 2 ayz} BN
h 3 h 3
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h2
3

Rearranjando os termos obtemos:

(ﬁz—ﬁl+ﬁ5—ﬁljhﬁ
+
V2h 3
ly— i, +0, — 0, + i — i, + i, —i0, + 4, — i1, )5
h 3
.04 o0 K%M 9% o4 .
u+h_——h_—+— +2 + -
ox 9y 2 (axz oxdy oy’ !

J2h

N on . oin h*(dn % 9°h
+i,—h—+h_—+—| ——5+2 +-
ox dy 2 \ox oxdy 9y’ )| 2 N
2k 3

i +h%+h—2@ —u,+|u —h%+h—2@ -
P ox 2 ox? ! b ox 2 ot !

h

o h’ 9% o h’ 9%
I +h—+—— -4, +| i, —h—+——— |- (B.8)
{ul dy 2 8y2} “ {ul dy 2 ayz} . NG

h 3

Ap6s alguma manipulacdo algébrica, e novamente rearranjando os termos, chegamos a:

iy — i, +fis — i, hﬁ+ ity — iy + iy =y + il — b+ flg =y + ity =y hN5 _
J2h 3 h 3

h* |( 0% % d%i % 0%
— | ==+ 2=—+=— |+ =5 +=— |[V5}.
3 {ax2 * oxdy * oy? J-{axz * oy’ J\F}
O lado direito da Eq. (B.9) pode ser reescrito como:

2 24 24 24 N2 h? 1+\/§ 24 N2 2 N2a
8L21+28u+82¢+82¢+82¢\/§: ( )abj+abj+2h au.(B.lO)
ox dxdy dy ox~ dy 3 ox~ dy 3 oOxdy

(B.9)

169



Como podemos observar na Eq. (B.10), para a malha com a configuracdo da Fig. (B.1),
a discretizacdo do Laplaciano (i.e., 0%u/ox* +9%u/ ayz) utilizando apenas dois pontos, in-

clui o termo de derivada cruzada 9%i/dxdy ponderado por um peso que depende do tama-

nho do elemento da malha. Isto equivale a utilizarmos uma discretiza¢do consistente e de
segunda ordem para a equacao da forma:

’u d’u du

= B.11
ox* i oy’ i 0xdy ( )

Neste caso, fica claro que a formulacdo de dois pontos € inadequada para a avaliagdo
do fluxo no ponto médio da aresta e conseqiientemente para a discretizagao do Laplaciano.
Em problemas isotrépicos, no caso de malhas em que as superficies de controle s@o ortogo-
nais a aresta, o termo cruzado desaparece, tornando os esquemas de dois pontos adequados
para a discretizacdo do laplaciano.
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APENDICE C

Detalhamento da Formulacao Matricial Implicita Para a Equa-
cao Eliptica de Pressao

Neste apéndice, detalhamos o processo de obtenc¢do das matrizes de aresta para a dis-
cretizagdo implicita do problema eliptico de pressao descrito pela Eq. (6.15). Como nosso
processo de discretizacdo do termo eliptico envolve dois passos, primeiramente apresenta-
remos as equagdes matriciais associadas ao célculo do gradiente, e em seguida apresenta-
remos as matrizes associadas a discretizacdo do termo eliptico e do vetor do termo de fonte.

Matriz do Gradiente [ F |

Como os termos de contornos externos I',. sdo calculados de maneira andloga aos
termos de contornos internos I',, , por simplicidade de notagdo, utilizaremos simplesmente
I', para indicar os termos de contorno num dominio € .

Escrevendo a equacdo do gradiente nodal de pressdo para dois nds genéricos associa-
dos a uma aresta 1J,, e se considerarmos apenas as contribui¢cdes desta aresta para as e-

quagdes nodais, podemos escrever:

s, V(DD e =
Vps :_(Pl Py, C3£+plD3£j’ (C.1)
v,
s L (DiHPy (za s
Vpﬁf=—(p’ B (—CE;)+PJLD3;} (€2)
v, 2

onde nos utilizamos do fato de que C,, =—C,, e D, =D, ,.
L L L L
As Equacdes (C.1) e (C.2) podem ser reescritas em forma matricial compacta como:

I,

[Vﬁ](ndimxl) = [F](I;ildimXZ) [ﬁ](z;) ’ (C3)

L

onde a matriz [F ](12n smyz) € dada por:
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I, 1
[ ] 2ndimx2) 1 1 ( (C4)

Cy - 213,‘}2)

Podemos ainda separar as contribui¢cdes do dominio e do contorno, respectivamente
como:

[V ]Lr]ll(-hmxl ([F]I;ildlme [F]I;ildlme )[ ]I.;I:rl (CS)
onde as matrizes, [F ]1;1 ds2) e[F ]I;; simyz) 530 dadas por:
1 1
c&| v, Vv
[ ]I;ndlmXZ ;L 11 11 ’ (C6)
JL VJL
[ ]I;I;ldlme 1 N : (C7)
0 DIJL
VJ

A Eq. (C.5) é vilida tanto para o problema bidimensional quanto tridimensional devido
a utilizagdo da aproximagao simplificada (de um ponto) para o fluxo no contorno. Para o
caso bidimensional, no caso de desejarmos utilizar a aproximagdo mais acurada (de segun-
da ordem) para o termo de contorno, podemos reescrever as Egs. (C.1) e (C.2), como:

s, V[ P+D; =g 5P tD, -
Vb, =71( 5 Cy + p Dy |, (C.8)
s, L[ P+D, sy 5P, tD =

vy :V_JL(T(—C&)JFTD,‘}; : (C.9)

Em forma matricial, temos:

172



1 6’3; 5Dy 1 ész N Dy
N, NS
[Vpl J _ V.| 2 6 V.| 2 6 [pl j .10
Vb, 1[Gy Dy 1 (Cy 5Dy | |\Pu
v 12 6 v|i2 6

nao € modificada e a

Neste caso, a matriz com a contribui¢do do dominio, [F ] i 2)

matriz com a contribuicao do contorno, [F ] , deve ser reescrita como:

2ndimx2)

=g =g
SDuZ Duz

6V, Vv

[ ]Igimmxz = sz] *IQ (C.11
Dy 5Dy
V'IL 6V!L

Conforme mencionamos no capitulo 4, para obtermos uma aproximagao de segunda
ordem sobre os nds do contorno no caso tridimensional, devemos considerar todos os nés
da face do elemento sobre o contorno. No caso de um elemento tetraédrico as contribuig¢des
para o gradiente provenientes do dominio sdo calculadas a partir das arestas da malha exa-
tamente como na Eq. (C.6). Por outro lado, para um tetraedro cuja face de contorno é for-

mada pelos nés 1,J, e J,,, as contribui¢des dos contornos podem ser escritas como:

VﬁIJLJH(rr) —

1

VﬁIJLJH(rr) —

Jr

Vﬁl‘lL‘lH(Fr) —

Ik

~ o ) g
Podemos entdo definir a matriz [ F ]9; "

contorno para calculo do gradiente como:

6p,+D, +D,,

8V,

P +6p, +b,,

8V,

pi+p, +6p,,

8V

Iu

nQ

Uiy

N

U gy

(C.12)

(C.13)

(C.14)

Updy

) que representa as contribuicoes das faces do
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6DSLJH DIS;;JH DSZJH
8V, gV, gV,
[ ]IJLJH f}ZJH 6Dl£12£h, DSZJH (C.15)
9x3 8V!L SVJL SVJL : .
DIS;ZJH DngzLJ 6D1S;ZJH
8V, 8V, 8V,

No caso da aproximag¢do mais simples para os termos de contorno, a matriz global do
gradiente pode ser montada a partir das matrizes de aresta como:

[F T iy = Z[ > [Fl,+ X [F ]Zidmzj (C.16)

r=1 \ UV, €Q, ,el,

No caso de utilizarmos a aproximag¢ao da aproximag¢ao mais acurada para os fluxos nos
contornos, a matriz global para os gradientes deverd ser montada a partir das contribui¢des
das arestas da malha e das faces do contorno como:

L — Z[ 2 [ Flomn* 2 [FL™ j (€.17)

r=1 \ V; eQ, U, Jyel',
Matrizes para os Termos Elipticos [E] e [G] e Termos de Fonte [Q]

Escrevendo as equagdes discretas resultantes da discretizacdo da equagdo eliptica de
pressdo (Egs. (6.7) e (6.7)) em meios heterogéneos e anisotrépicos para uma aresta genérica
da malha 1J,, e se para um dado dominio considerarmos apenas as contribui¢cdes desta

aresta para as equacodes nodais, temos:

Vo +Vps Vo +Vp) )L p, —p,) - -
_(KQ'.ZTIJL) ( il ) pJL)_ ( il ) pJL)‘LuL L[JL+(p‘JLA pl) v, ' lglzr_QIQrVIQ,
u,
(C.18)
paraumné /, e:
Vo +Vpe Vo +Vp) L)L -
(k%) (Va; : i) (Ve 2 pJL)'LUL LULJr(p‘,LA pl)LUL s
u,
(C.19)
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paraumno J,.
As Egs. (C.18) e (C.19) podem ser escritas de forma matricial compacta como:

[ ]“nLdlmXanlm [ ]IgLndlmxl [G];ijZ [ ];JxLl [Q];ijl ’ (C20)
Neste caso, as matrizes [E ] (nimezndim) * LC ];JXLZ e [0]" o ' sdo definidas como:
[ ]uL KQ%TUL EIJL 632 I -1 (C.21)
2ndim x2ndim) ~ ‘AU -1 1 : :
— — T - — T
I-L, \L I-L, \L
. _KQ, ; (,., IJL( IJL) ) (~ IJL( IJL) .
[ ]I;Xanlm 21,' - _ T _ N T ’ Clglzz : (C22)
(LIJL (LIJL) _l) (LIJL (LIJL) _l)

(C.23)

o) (Q?rv,“f /NN, J

0L = g o, |

onde, NN, e NN, sdo o numero de arestas que concorrem nos nés I e J,, respectiva-

mente.
Portanto, as matrizes globais e o vetor do termo de fonte para a discretiza¢do da equa-
cdo de pressao podem ser escritos como:

Ndom

(@
npxnp - ; Ijgg [G] 2x2 4 (C24)
G Ndom 1, 5
[E]npx (npxndim) rZ:t IJ§2 [ ]2nd1mx2 (C2 )
Ndom ”L
o], =2 X o]\ (C.26)
=l 1J,eQ,
onde as matrizes [G](I; . [E ]1;; i) € © VEtOT [Q] ) séo fornecidos pelas Eqgs. (C.21),
(C.22) e (C.23).
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