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RESUMO

Esta dissertacdo considera alguns modelos estocasticos discretos. No primeiro modelo,
analisamos um modelo em arvores n-arias no qual variaveis aleatérias uniformes independentes
sao associadas aos vértices. Chamamos essa variavel aleatéria de fitness do vértice e estamos
interessados em determinar quando existe um caminho acessivel, isto é, um caminho da raiz
até uma folha ao longo do qual o fitness é crescente. Isso fornece uma interpretacao bioldgica
do problema, pois o modelo pode representar um genétipo que sofre uma mutacao a cada
geracao. Por selecdo natural, é esperado que surjam genétipos mais adaptados ao ambiente
no decorrer desse processo. Em seguida, abordamos modelos sobre os inteiros. Um deles diz
respeito a particulas coalescentes em um intervalo. Inicialmente, temos uma particula em cada
inteiro do intervalo [0,n] e, a cada instante (discreto) de tempo, sorteamos aleatoriamente
uma delas (exceto a que estd em 0), a qual salta para o inteiro imediatamente a esquerda,
coalescendo com qualquer particula que eventualmente ja ocupe esta posicao. O resultado
apresentado neste texto estuda o tempo esperado para que todas as particulas coalescam em 0.
Finalmente, fechamos o trabalho com o modelo dos sapos, o qual considera um niimero infinito
de particulas realizando passeios aleatérios independentes sobre os inteiros, e estudamos a

condicdo para que o modelo seja recorrente.

Palavras-chaves: processos estocasticos discretos; percolacao acessivel; particulas coalescen-

tes; modelo dos sapos.



ABSTRACT

This dissertation considers a few discrete stochastic models. In the first one, we analyse
a model in n-ary trees in which independent uniform random variables are associated to
the vertices. We call this random variable the fitness of the vertex and we ate interested in
determining whether there is an accessible path, that is, a path from the root to a leaf along
which the fitness is increasing. This gives a biological interpretation of the problem, because
the model could represent a genotype that suffers a mutation after each generation. By natural
selection, it is expected that genotypes more adapted to the environment appear during the
course of this process. The next models are settled over the integers. One of them considers
coalescing particles in an interval. Initially, we have a particle in every integer of the interval
[0,7] and, at every (discrete) time, we randomly select one of them (excluding the one at 0).
This particle, then, jumps to the integer immediately to the left, coalescing with every particle
that might be already there. Finally, we close this work with the frog model, which considers
an infinite number of particles performing independent random walks over the integers, and

we study the condition for the model to be recurrent.

Keywords: discrete stochastic processes; accessibility percolation; coalescing particles; frog

model.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacao trata de modelos que pertencem a duas grandes areas importantes de
pesquisa atual em Teoria de Probabilidades. A primeira delas, que envolve o modelo estudado
no Capitulo 2, é a percolacdo, que surgiu como aplicacdo a um modelo fisico em (BROADBENT;
HAMMERSLEY, 1957). O objetivo dos autores era entender como aspectos aleatérios de um
meio poroso poderiam influenciar a passagem de um fluido através dele. Nesse caso, o meio foi
modelado por meio de um reticulado, onde os vértices representavam os poros e as ligacoes
entre eles, por sua vez, representavam os canais por onde o fluido poderia escoar. A cada
canal, uma varidvel aleatéria de Bernoulli (todas independentes e mesmo parametro p) era
associada para indicar se o canal estaria ou n3o aberto para escoamento do fluido. Assim, uma
questdo que surge é a da existéncia de um caminho de comprimento infinito passando por
canais abertos. Os autores constataram que existia um parametro critico p = pc das variaveis
aleatérias de Bernoulli para o qual existe um caminho de comprimento infinito contendo a
origem se p > p¢c. Resultados deste tipo ficaram conhecidos como transicdo de fase.

Nos anos seguintes, diversas generalizacGes para este trabalho surgiram, as quais forneciam
modelos para outros fendmenos naturais. Neste contexto, destacamos o trabalho de (NOWAK;
KRUG, 2013), que introduziu o conceito de percolacdo acessivel. Nesse trabalho, aos vértices de
uma arvore eram associadas variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
as quais chamaremos de fitness de cada vértice, e a questdo de interesse era se havia um
caminho da raiz até uma folha que apresentasse fitness crescente. Claramente, o modelo tem
uma interpretacao em Selecdo Natural, com o fitness sendo interpretado como o quanto esta
adaptado (ao ambiente, por exemplo), e a monotonicidade reflete a direcdo da selecdo natural
a cada geracdo.

Este trabalho, bem como o trabalho de (ROBERTS; ZHAO, 2013), que o complementou
ainda no mesmo ano, fornecem o contetido do Capitulo 2. Percolacdo acessivel também tem
sido estudada em outros ambientes, como hipercubos (LI, 2018), arvores simetricamente esfé-
ricas (COLETTI; GAVA; RODRIGUEZ, 2018) e em produtos cartesianos de grafos (SCHMIEGELT;
KRUG, 2023), por exemplo.

A segunda grande 4rea considerada por esta dissertacdo é a de Sistemas de Particulas.

Dois modelos, em especial, sdo analisados no Capitulo 3. Primeiramente, apresentamos o
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trabalho de (LARSEN; LYONS| |1999)), que considera uma particula em cada inteiro do intervalo
[0,n], com n natural positivo. A cada instante discreto de tempo, uma das particulas em
{1,...,n} é sorteada aleatoriamente e salta para a posicdo imediatamente a sua esquerda,
coalescendo com qualquer particula que por ventura ja esteja ocupando este lugar. O objetivo
do trabalho foi estimar o tempo médio até que todas as particulas coalescam. Uma modelo
mais recente similar a este foi proposto, por exemplo, em (THACKER; VOLKOV, 2018), no qual
considera-se um grafo no qual certos vértices sdo destacados. Inicialmente, uma particula é
emitida de uma origem vy e realiza um passeio aleatério até alcancar um vértice adjacente a
um dos vértices destacados. Nesse momento, o passeio aleatério é encerrado e o vértice final
da particula passa a ser destacado também. Entdo, uma nova particula é emitida de vy e o
processo se repete até que vy também torne-se destacado.

Finalmente, a dissertacao encerra-se com o estudo do famoso modelo dos sapos, que, de
acordo com (ALVES; MACHADO; POPOV, |2002), surgiu como a versdo em tempo discreto de um
modelo de difusdo de informac3do proposto por R. Durrett em 1996, a quem também é devido
o nome do modelo. O primeiro resultado provado sobre ele apareceu em (TELCS; WORMALD,
1999)), onde foi chamado de “modelo dos ovos”. A versdo aqui apresentada encontra-se em
(GANTERT; SCHMIDT, [2009)). Inicialmente, cada inteiro é ocupado por uma certa quantidade
(n3o-negativa) de particulas, sendo apenas uma particula na origem. Esta particula realiza
um passeio aleatdrio e, ao visitar algum vértice, ativa as particulas presentes nele, as quais
também passam a realizar passeios aleatérios independentes e de mesmo parametro. O ob-
jetivo é estudar se o modelo é recorrente, isto é, se a origem é visitada infinitas vezes por
particulas ativas com probabilidade 1. Este trabalho foi generalizado, por exemplo, em Z¢
em (DOBLER; PFEIFROTH, 2014), e em arvores em (HOFFMAN; JOHNSON; JUNGE, [2017)) e em
(GALLO; RODRIGUEZ, [2018).
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2 PERCOLACAO ACESSIVEL EM ARVORES N-ARIAS

Considere uma populacao que comporta um determinado genétipo. Se uma mutacdo
ocorre, um novo genoétipo é criado, o qual pode ser eliminado ou substituir o anterior, o que
acontece, de acordo com a selecdo natural, se o novo gendtipo possuir um fitness maior que o
anterior (isto é, se for mais adaptado ao ambiente). A longo prazo, o genétipo da populagdo
segue um caminho monotonicamente crescente, o qual é dito seletivamente acessivel. As-
sociamos valores de fitness a genétipos de forma aleatéria, de modo que o problema assume

um carater estatistico.

2.1 O ARTIGO DE DE NOWAK E KRUG

Considere um grafo G no qual uma variavel aleatéria uniforme w(c) é associada a cada

vértice 0. Um caminho de vértices adjacentes
01 —> 09—+ — Oy,

¢é dito acessivel se

w(oy) <w(og) < -+ <w(oy,).

Neste trabalho, baseado em (NOWAK; KRUG, 2013, consideraremos o problema em arvores
n-arias, que sdo arvores com raiz na qual cada vértice estd conectado a n-vértices filhos, a
menos das folhas (vértices finais), que ndo possuem filhos. A altura h da arvore é definida
como a distancia da raiz as folhas, isto é, qualquer caminho da raiz a uma folha consiste de
h+ 1 vértices. Observe a Figura[l] A Figura[2]ilustra uma arvore n-driacomn =2eh =3e
os valores do fitness de cada vértice. Destacamos, em vermelho, um caminho acessivel nesta

arvore.
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Figura 1 — Uma arvore n-aria na qualn =3 e h = 2.

/. A raiz

Uma folha

_/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2 — Uma &rvore n-aria com n = 2 e h = 3. Em vermelho, temos um caminho acessivel.

0.15

0.04 0.12 0.11 0.8 0.65 0.33 0.07 0.55

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que o niimero de folhas é igual a n. Além disso, como cada folha corresponde
univocamente a um caminho (da raiz a uma folha), entdo ha exatamente n" caminhos. Nosso
objetivo serd estudar a probabilidade de que exista percolacdo acessivel na arvore. Assim, se
N denota o nimero de caminhos acessiveis na arvore, queremos analisar P(N > 1). Podemos

obter uma cota superior observando que

P(N > 1) < E(N)
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pela Desigualdade de Markov. Para obter uma cota inferior, seja 1x>1 a funcdo indicadora do
evento {IV > 1}. Se o segundo momento de N for finito, podemos aplicar a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz para obter
E(N)* = E(ly>1N)* < E(15))E(N?) = P(N > DE(N?),

de modo que, se E(N?) # 0, entdo

&=

(N)?
(V)

E(N) > P(N > 1) > (2.1)

&=

Vamos, entdo, calcular os dois primeiros momentos de N (e verificar que o segundo
momento é ndo-nulo). Ao longo deste trabalho, usaremos a hipétese de que a raiz possui o
valor minimo do fitness. Supondo que as varidveis aleatérias w(o) nos vértices sejam i.i.d.,
entdo ha h! permutacdes dos fitness dos outros h vértices em um dado caminho, portanto a
probabilidade de um caminho ser acessivel é ;' Por linearidade da esperanca, segue do fato
de existirem n" caminhos que .

E(N) =" (2.2)

Para calcular o segundo momento, considere as variaveis aleatérias ©;, indicadoras do
evento em que o i-ésimo caminho é acessivel. Entdo

h

3

Il
—

7

essas variaveis sdo identicamente distribuidas e satisfazem

E(0,) = B(6) =F(O,=1)=
Dessa forma,
nh nh TLh nh nh
E(N?) =Y E(©7)+ ) E(6:0;) = ot Y E(©:0;) =E(N)+ > E(©:0;) (2.3)
=1 4,7=1 : 2,7=1 i,j=1
i#j i#j i#j

por (12.2)).

Fixados i e j, note que E(©,0);) é igual a probabilidade de que os caminhos i e j sejam
acessiveis. Suponha que estes caminhos possuem h — k + 1 vértices coincidentes e k vértices
distintos, como na Figura [3] Se o (ltimo vértice comum entre esses caminhos tem fitness
w(op_x) = x, entdo os demais h — k — 1 vértices comuns (retirando o},_j e a raiz) devem

ter seus fitness todos menores que x €, dentre as (h — k — 1)! permutacdes desses nimeros,
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ha apenas uma na qual o fitness é crescente ao longo dos vértices. Analogamente, em ambos
os caminhos, os k vértices distintos devem ter fitness todos maiores que = e, dentre as k!

permutacdes desses valores, ha apenas uma na qual o fitness é crescente. Assim, pelo Teorema

da Probabilidade Total, temos

= [T PO, =1,0, = 1w(ony) = o) f(2)dz
1
=/, < w(opope) < z) (P& < w(Oh_pp1) < -+ < w(op))’da
! (=2
_ohk—1<k!>d”’
onde f(x) = 1j1 é a fungdo densidade das varidveis aleatérias em questdo, que sdo i.i.d.

uniformes no intervalo [0, 1].

Figura 3 — llustracdo para o célculo do segundo momento.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essa expressdo pode ser simplificada usando a func3o Beta de Euler (ARTIN, |[2015)), definida

como
1
B(z,y) = / (1 — v,
0
portanto
B(h —k,2k + 1)
E(0,0;) = ’ )
( ) (h—k—1)k!?
Neste caso, os coeficientes x e y da funcdo Beta s3o inteiros, portanto vale
xr— 1l (y—1)!

(x4+y—1)!
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logo
(h—Ek—=1)!2K)!  (2k) 1

E(0.0.) = =
(0:6;) (h+&)(h—k— 1)k Kkl (h+ k)

ou seja,

E(©,0,) = (if) (h+1/<;)| (2.4)

Para finalizar o calculo do segundo momento, basta determinar quantos pares de caminhos
possuem h — k + 1 vértices coincidentes. Comecemos pelo primeiro caminho, que pode ser
escolhido arbitrariamente, ou seja, ha n" escolhas possiveis. Ja o segundo caminho possui
h — k + 1 vértices em comum, portanto o primeiro vértice ndo-comum pode ser escolhido
entre os n — 1 filhos do dltimo vértice comum restantes (excluido o que estd no primeiro
caminho). Dai em diante, os k — 1 vértices restantes podem ser escolhidos arbitrariamente

entre os n filhos dispom’veis do vértice anterior. Dessa forma, ha n’(n — 1)n*~! pares de

caminhos possiveis. Por e (2.4), temos

E(N?) i ( )% _EV) 4"y (2:) (h"fz)! (2.5)

noo4

Separando o termo com k = h, obtemos

(2h)In?"  (n" 2_ 5
h2(2h)! (m) =BV~

Com isso, simplificamos ([2.5]) abaixo:

h k h—1
E(N?) < E(N) + Z < > h:k) =E(N) +E(N)*+ k; (k (2.6)

Se

Sy = 3 (2:) (hn+ k)’ (27)

k=1

entdo, combinando (2.1)), (2.6]) e (2.7)), obtemos

E(N) > P(N > 1) > E(N)’

E(N) + E(N)? + S(h)’

Para continuar a anélise sobre P(N > 1), vamos supor que n = n(h) = ha(h), com
a(h) = « constante.

Vamos supor, também, que n(h + 1) > n(h) para todo h. Para comecar, note que, por

(2.2), temos

hral
h!

ah:E(N) =
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Como
ans1 (b + 1) iatip) ( 1 >h
_ - - - 2.9
ap hhal(h 4 1)! * n) ¢ (29)
quando h — oo. Assim, se a > e~ !, entio
lim s > 1.

Pelo Teste da Raz3do, a série de termo geral ay, é divergente, com E(N) = a;, — oo quando

1

h — oo. Por outro lado, se 0 < o < €™+, entao

. ap41
lim
h—o0 ah

< 1.

Pelo Teste da Razao, a série de termo geral a; é convergente, de modo que

lim E(N) = 0
h—o00
se a < e ! Por (2.8)), segue que
. S 1) —
hh_)rrololP’(N >1)=0 (2.10)

1

se < e !. Quando a = e7!, o Teste da Raz3o é inconclusivo, mas veremos a seguir que

também temos a;, — 0 nesse caso, logo (2.10]) vale para o < e~!. Comecemos definindo a

sequéncia

1 hle?
bp=— = —-—.
ap hh

Para todo h > 2, temos

by  hle"(h—1)""1 ( 1>h1
bt (h—Dleh—tph € '

Tomando o logaritmo de ambos os lados, obtemos

!
log by — logbp_1 = 1+ (h — 1) log (1 _ h).

Usando a Série de Taylor do logaritmo, encontramos

1 1 1 1 1
logtn —logtnr = 1= (h=1) (3 + 35+ 0 (55)) = 35 70 ()

Agora, somamos essas equacdes para h de 2 a n. O lado esquerdo é uma soma telescépica e

resulta em log b,, — log by, portanto

n

1 1 1
logh, = — — +logd — .
og by, 2}§h+og1+0<n>
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Como a série harménica é divergente, segue que logb;, — oo, portanto b, — oo e, entdo,

-1

ap — 0 para a = e~, como queriamos.

Agora, suponha que a > 1. Considere a funcao

Temos
(h+ 1)1 I (2k\ n(h + 1)TFH
o) = i () e
(b 1) &2k n(h+ 1)
_nw+1wﬂgi< >w+k+1ﬁ
 (h+ 1) 2R\ n(h+1) (h+1)12 5= 2K\ n(h+ 1)k
~ n(h 4 1)kt h>(2h+1) n(h+1)h+1kz::1(k>(h+k+1)!

A

Podemos simplificar A notando que

(h+1)2202RT  (h+1)?
n(h+ )20+ )27 n(h+1)2h+1)

Por outro lado,

(h+1 gl n(h+ 15" (h+ D222k n(h)"
n(h+1) Z( >h+k+1)!§n(h+1),;<k)(h+k+l)!

pois k —h < 0 e n(h+ 1) > n(h). Dai,

(h+1)2R12 "=t ok n(h)*
B o Dniny ¢ ( Wkt (k1 k)

S ()

~ n(h+1)n(h)"(h+2) {
pois b+ k + 1 > h+ 2 para todo k > 1. Finalmente, multiplicamos por n(h)" no numerador

|
_

||M

e no denominador do lado direito para obter

(h +1)%h!? 2k n(h)" (b4 1)?
B T (P (h 7 2) 2= < k ) k)~ et np e

Combinando as estimativas para A e B, voltamos a

(h+1)? (h+1)?
SR+ S o Dt + D) T D1
(h+1)2 (h+1)?

TRt )+ Dalh+ 1) (h+2)(h+ Dalh+ 1)
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portanto
1 1 _1+¢(h)
&(h) = alh+1)

St s Ty et

Como «a(h) = « é constante, segue que

(2.11)

14+ &(h
Eh+1) < &
o
1
Provemos, por inducdo, que, se a > 1, entdo &(h) < P para todo A > 1. Observe
(){ —
que, se h = 1, entdo o somatdrio que aparece em S(1) é calculado sobre um conjunto vazio

(pois comecamos de k = 1 e terminamos em k = 0). Isso significa que £(1) = 0, portanto

€0y < —

] trivialmente. Agora, supondo que a afirmacdo é valida para h, temos

14 1 o
<1+5(h)< a—-1_oa-1 1 ’
- a - o o a—1

Eh+1)

e a afirmacgdo segue. Assim, podemos usar (2.8) para escrever

1 1

E(V)+14+e(h) =, |
a—1

P(N >1) >

ja que E(N) — oo se a > 1. Com isso,

-1 1
imP(N>1)>2 = =1~ (2.12)
h—o0 « «
Combinando (2.10) e ([2.12)), provamos que
=0, sea<el
lim P(N > 1)
h—o0
>1——, sea>1

2.2 TRANSICAO DE FASE

Nesta secdo, complementamos a se¢do anterior feita seguindo (ROBERTS; ZHAO, [2013).
Vamos provar que
0, sea<et
lim P(N > 1) = (2.13)

h—o00
1, sea>et

no caso a(h) = « constante, mostrando que ha transicdo de fase em a = 1/e. Com base no

trabalho feito acima, basta mostrar que

lim P(existe percolacdo acessivel) = 1
h—o00

se a > 1/e. De fato, provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 1 (Roberts & Zhao). Se a > 1/e, entdo existem § > 0 en > 0 tais que

P(existem pelo menos exp(dh) caminhos acessiveis) > 1 — exp(—nh).

Ao longo do que se segue, usaremos a seguinte estimativa para a formula de Stirling:

n!
2 < NCIDE < 3. (2.14)

De fato, em (ROBERTS; ZHAO, [2013)), é apresentada a estimativa

! 1
V21 exp ( " < V2mexp (12> .
n

1
12n + 1) = vn(n/e)"
Em ambas as exponenciais que aparecem acima, a medida que aumentamos o valor de n, os
expoentes diminuem, portanto tratam-se de exponenciais decrescentes. A da esquerda teria
seu menor valor, 1, quando n — oo, enquanto a da direita teria seu maior valor, exp(1/12),

quando n = 1. Dali,

27r<\/_( IBE <\/%exp(12>

Como 2 < V27 e v2mexp(1/12) = 2,5 < 3, a nossa estimativa segue.

Ja abemos que ha n® caminhos na arvore. Dado um caminho u, escreveremos
X(u) = (X(uy),..., X(up))

para denotar os valores dos fitness associados a seus vértices. Para cada dois caminhos u e v,
seja
a(u,v) = max{k : up = vg}
(isto &, até onde os caminhos coincidem). E claro que X (u;) = X (v;) para todo j < a(u,v).
Defina

I={(zy,...,2p) €[0,1]" 12y <29 < - <11},

e, para cada € € [0,1),
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Isso significa que os valores de x; estdo acima da reta que passa pelos pontos (1,¢) e (h+1,1).

Uma ilustracdo de D, encontra-se na Figura [4]

Figura 4 — llustracdo do conjunto D..

f_: -

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se P denota o conjunto de todos os caminhos na arvore, definamos, ainda,

Ne= ) lix@empy e N =) lixwen-
ueP ueP

Assim, N representa o nimero de caminhos acessiveis na arvore, enquanto N, denota o

nimero de caminhos acessiveis cujos fitness crescem de maneira um tanto bem comportada.

Lema 2. Sejam Uy, ..., U; ~ U[0,1] i.id. Entdo

1 7 1
Pl <UL U >\ U >t )=
(1_ AR I | J j+1> (+1)!

Demonstracido. Seja

1 J
=PlU<---<UU; > —r0rn - U > ——
p (1_ _371_j+1u 7]_j+1>
e, paracadai=2,...,7, defina
1 v; Vit1 ,Uzl v172
[z_/ / / ( — : )dvz dv
Ea T =1 (G+1)E-2)! !



23

Além disso, paracadai =2,...,5 — 1, temos
1 v Vi1 UZ:_I UZ,._Q
[i:/,/ / <_Z R )dvi---dv-
Al Ss \E-DE G+ —2)! ’
1 v; /”i+2 (,Uz Uz}l ) V;=Vi41
f— ) ) cee [ J_Z— dvi+1...dv,
/]L[JH Lo \d! G+ 1D6E - 1) b=y j
/1 / /+ Vi Vi1 oL@ 4 y
=1 | ] = : - — | dvigr - dv;
A Jird 1 il G+ 1)@ —1)! %1) i! %1) il !
= Li41-
Concluimos, entao, que
:/1 Ujil — UTQ dv
A\G-D GG =-2)
1 1
_(u_ v
it G+ -t
1
1 1 7’ 7’
GG - GTF LG (G + 1!
1 J g+l j 1

Proposicao 3.
(a1 — e)e)"

E(N.) > o

Demonstracdo. Pela definicdo de NNV, e pela linearidade da esperanca, temos
E(N,) = n"P(X(u) € IND,).
Condicionando sobre X (u) € C¢, temos
E(N.) = n"P(X(u) € IN DX (u) € COP(X(u) € C.),

pois D. C C.. Como X (u;) ~ UJ[0,1] para todo j = 1,...,h, temos P(X(u) € C.) =
(1 —€)", por independéncia. Além disso, como uma variavel uniforme em [0, 1], condicionada

para ser pelo menos ¢, também tem distribuicdo uniforme em [¢, 1], temos

P(X(u) € IN DX (u) € C.) = P(X(u) € 1N Dy).
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De fato, se Uy, ..., Uy, sdo variaveis uniformes em [0, 1] e U = (Uy,...,Uy), entdo P(U € IN
DU € C.) corresponde a razio do volume de /N D, pelo volume do hipercubo [1—¢]" = C,
ja que também trata-se de uma distribuicdo uniforme em [¢, 1]. Multiplicando as medidas de
todos os lados por 1/(1 — €) (isto é, fazendo uma homotetia) para que o lado do hipercubo
passe a ser 1 e, em seguida, realizando uma translacdo para que o hipercubo torne-se [0, 1]",
a razdo entre os volumes continua a mesma, mas essa transformac3o leva I N D. em I N Dy,

portanto

P(UeIND|Ue€C)=PU € 1IN Dy).

Por outro lado

! 1 11
IP’(UG[HDO)ZIP’(Ulg)P(Ugg---gUh,Uizz VizQ,...,h):h

pelo Lema [2| Daf,

(ah(1 —¢€))" - (ah(1 —€))" 1 _ (a(l —e)e)”
hh! h 3v/h(h/e)h 313/2

por (2.14).
O

Assim como na secao anterior, nosso proximo passo é estabelecer uma estimativa para o

segundo momento. Faremos isso na préxima proposicao.

Proposicao 4. Se o(1 — €)e > 1, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que

E(N?) < E(N,) + E(N?) 4 c(a(l — €)e)*™.

Demonstracdo. Vamos analisar o segundo momento como uma soma sobre caminhos que
coincidem nos primeiros k vértices (sem contar a raiz). O argumento é o mesmo usado na
secdo anterior. Observe novamente a Figura [3]
Definamos, para k =0,1,...,h,
2
NZ= 3 lix(x@ernp.}-

u,veP
a(u,w)=k

Como

Nf = Z 1{X(u)7X(v)€IﬂDe}7

uw,vep
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vemos que
h

NZ =% NZ(k).
k=0
E claro que N2(h) = N.. Além disso, E(N?(0)) = E(N,)? por independéncia, ja que o Gnico
vértice comum ¢€ a raiz.
Sejam U = (Uy,...,Uy) eV = (V4,...,V},) i.i.d com distribuicdo U0, 1] tais que U; =V
para j < k e Uj e V; sdo independentes para j > k. Como na secdo anterior, o nimero de

n~*=1 e novamente usando

caminhos com k vértices iniciais coincidentes é igual a n"(n — 1)
o fato de que uma variavel aleatéria uniforme em [0, 1] condicionada para ser pelo menos € é

uma variavel aleatéria uniforme em [¢, 1], temos, para k = 2,..., h — 1,
E(N?(k)) = n"(n — 1)n"*'"P(U,V € IN D)

—1
_ (”) n?"*P(U,V € IND|U,V € COP(U,V € C.)

n

:(”_1)@mﬁ“ﬁmUJ/efm[%x1—q%1—eﬁ*,

n

onde (1—¢)" denota a probabilidade de que um dos caminhos esteja em C e, como o segundo
caminho coincide com ele nos primeiros k vértices, basta exigir que os h — k vértices restantes

do segundo caminho pertencam a [e, 1]. Por outro lado, temos

1

MMVeImQﬁ:/ P(U,V € I 0 Do|Uy = z)dx

k-1

<

e () o

exatamente como na secao anterior.

1
PO < Uy < < Uy < 2)P(x < Upyy < - < Up)?da
h
1

A funcio x +— z*71(1 — x)*'=2k & decrescente para x > SR De fato,

d
%[xk_l(l _ x)Qh—Qk] — xk_Q(l _ $)2h_2k_1®($),
k—1
2h — k—1'
esta provada. Com isso, como k < h— 1, temos —k —1 > —h, logo 2h — k — 1 > h, e entdo

k-1 <k_1 Segue, ent3o e o maior valor dessa f céoetek_1
. ue, en , u malor v r un ntr
k1 & a '

1
em T portanto

onde ®(z) = —(2h—k—1)z+ (k—1). Como ®(x) < 0 quando = > a afirmacdo

e 1 ocorre

/: A ((1 —I)h"“>2dx < <k;1>k_l <}H’j+1>2h_2k (1 _ H) .

i1 (k= DI\ (h—Fk)! = (k-1 (h— k)P

h
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Dai,
e (05 = D) (0 =k 1)/
(k—1)! (h— k)2
2h7kh(k — D) h — k4 1)2—2kt2
(k-1 (h—k+1)12

E(N; (k) < (ah(1—¢))

IN

(a(l—¢))

Pela aproximacdo de Stirling, temos

h—k+1

(k_1)1>2\/m<k_1>k1e(h—k+1)!>2\/m<}HZH> 7

e

logo, apés simplificaces, obtemos

e (a(l =€) n
8(k—1)"2(h—k+1)

E(N; (k) <

Analogamente, temos

1 (1 - x)2h72

E(NA(1)) < (o)~ (1= ! [F S
2h—1 1
< (ah(1—¢)) 1P
2h—1 h2
— (ah(1 - )" 1
< (a9,

onde novamente usamos a aproximacdo de Stirling para passar da peniltima para a dltima
linha. Até aqui, mostramos que

(a(1 —e€)e)*h=kh
) — k1)

E(N?) = Z_: E(NZ(K)) < E(Ne)+E(N€)2+Z(Oz(1 —€)e)? 1 +z:: g(kz

Se a(l —€)e > 1, entdo (a1l —€)e)** < (a1l —€)e)®" paratodo k =1,...,h—1, de

modo que
E(N?) <E(N.) +E(N)?* + Cla(l — €)e),
onde
h—1
e e h
C=- = .
TP Dy yrer ey
O
Usaremos o seguinte lema na demonstracao do resultado principal desta secao:
Lema 5 (Cota de Chernoff). Se Z, ..., Z, sdo varidveis aleatérias independentes de Bernoulli

ez =342 entdo

(2 5D) <o 22
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Demonstracdo. Ver (MITZENMACHER), 2005)). O
Finalmente, vamos a demonstracdo de ([1)).

Demonstragdo. Pela Proposicdo 3, temos

(a1 —e)e)"

E(N€> Z 3h3/2 )

(2.15)

logo

(a1 — €)e)* < IR3E(N,)?,
portanto, pela Proposicio [4]
E(N?) < E(N.) + (1 4+ 9CRh*)E(N,)%
Para todo h suficientemente grande, o lado direito é dominado por hW*E(N,)?, logo
E(Nz) < C”h‘g]E(NG)2

para todo h suficientemente grande e para alguma constante C’.
Agora, consideremos ¢ € (0,log(a(1 — €)e) (note que o logaritmo é positivo pois estamos
supondo que a1 — €)e > 1), entdo § < log(a(l — €)e) implica ¢ < a(1 — €)e. Por (2.15)),

temos

E(N,) _ 1 (a(l—e)e)h'

eoh = 3R3/2 o

C a(l —e)e . a(l —ee " lment 1
omo ——— > 1, — 5| cresce exponencialmente, ao passo que oo cresce
- E(N.)
apenas polinomialmente. Consequentemente, quando i — oo, vemos que —-— — o0
e
portanto temos
E(N,) > 2" (2.16)
para todo h suficientemente grande.
Pela desigualdade de Payley-Zygmund, temos
E(N)\ o EW)?
P|N.> > .
(=55 = et
Dai, se tomarmos ¢ € (0,log(a(1 — €)e)) e h suficientemente grande, temos
P(N, > exp(6h)) > — (2.17)
¢ > ex > . _
P AC'H3
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Consideremos caminhos comecando na raiz e de altura 4 (isto é, contendo 4 vértices além
da raiz). Para cada j € {1, 2, 3,4}, seja M, o conjunto dos caminhos v comecando na raiz e
seguindo até a altura j tais que X (v;) € [(i — 1)e/4,ie/4) para cadai =1,...,j. A Tabela

contém uma descricdo mais detalhada desses conjuntos.

Tabela 1 — Descricdo dos conjuntos M; para j € {1,2,3,4}.

Conjunto | Propriedade

My X(v) €0, €/4).

M, X(v1) €10,€e/4) e X(vq) € [€¢/4,€/2).

My | X(01) € [0,¢/4), X(s) € [¢/4,¢/2) e X (v3) € [¢/2,3¢/4).

M, X(v1) €10,€e/4), X(vq) € [¢/4,€/2), X(v3) € [¢/2,3¢/4) e X (v4) € [3€/4,€).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que M; C M;_y, logo #M; < #M;_,. Observe também que #M/; é uma soma
de n varidveis aleatérias independentes de Bernoulli de pardmetro €/4. Além disso, dado que
#M;_1 > k, entdo #M; é maior ou igual que a soma de kn variaveis aleatérias independentes
de pardmetro €/4, para j = 2,3,4. Com efeito, se ha pelo menos k caminhos em M;_;, cada

um dos nk filhos tem probabilidade €/4 de pertencer a M.

4 4
P <#M4 < (Zf) ) < dexp (—1(:;84> . (2.18)

De fato, observe que, na altura 1, ha n vértices, e E(#M;) = ne/4. Pelo Lema 5, temos

Afirmamos que

ne

P (#M1 < T:;) < exp (—4_8> . (2.19)

Na altura 2, dado que #M; > ne/8, entdo # M, é maior ou igual a soma de n?e/8 Bernoullis
independentes, todas de parametro ¢/4. Dai,

262

#M1>8>>

E:E<#M2 5

Pelo Lema [5], temos
FE FE
P (#M2 < 2‘#M1 > T;E) < exp <_8> :

Como (ne/8)? < E/2, temos

< (1)

> 8) <P (#M2 |#M1 > 7;;) ,
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e como F/8 > (ne/8)%/4, vemos que

o (~£) < o (-4,

HM, > T;E) < exp (—(”64/8)2) . (2.20)

de modo que
2
P <#M2 < (%)

Repetindo os mesmos argumentos acima, obtemos as estimativas

P (#M3 < (7;6)3 LM, > (2;)2> < exp (— (”618)3> (2.21)

P (#M4 < (?)4 4M, > (’;‘;)j < exp (-W) . (2.22)

Por outro lado,

ne

g (#M = (g)) =F <#M4 < (%)

Calculos analogos, entao, fornecem

(o= () 2o (o= (57 s (2 o= ()

ne
#Ml > 8) .

P (#Mz < <n8€)2> <P (#Ml < n;) +P <#M2 < (T;E)2
Assim, por (2.19)), (2.20)), (2.21) e (2.22), temos
) _(ne/S)4 _(ne/8)3 _(ne/S)2 /8
P(#M4S<7§>>Se 4  +te ZE—— 4 4o 4
_n(e/8)4 _n(6/8)3 _n(6/8)2 _n(—:/8
<e 4 +e 4 +4+e 4 +e 4
7”(6/8)4 771(6/8)4 7”(6/8)4 771(6/8)4
<e 4  +te 4 +e 4 +e +

4 TL€4
= e —_—
P\ 716384 )
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pois da primeira para a segunda linha, e da segunda para a terceira linha, os expoentes das
exponenciais aumentaram. Isso prova (2.18)). Para finalizar, observe que

ne ne

P(N <exp(dh)) <P <#M4 < (8)4> +P (N < exp(éh)‘#]\ﬂ > (8)4> . (2.23)

Seja u € M, e considere a subarvore de altura h — 4 com raiz no vértice uy de u. Essa
subarvore tem altura A’ = h — 4, nimero de filhos por vértice n’ = n, e seja N/ definido de
modo analogo a N, para a subarvore. Note que, para a subarvore, temos

n__n
h—4

portanto, se & > 1/e, entdo também temos o > 1/e. Assim, a estimativa (2.17)) também

/
o =

:O[7

vale para a subarvore:

P(N! <™y <1—ch8

para alguma constante positiva ¢’
Dado que ha pelo menos (ne/8)* vértices em M,, como o evento {N < exp(dh)} implica

o evento {N! < exp(dh)}, vemos que
4
M, > (T;E) ) <P (Ng < oo
Por outro lado, como 1 + x < e, segue que
3\ (ne/8) _op3y (ne/8)* nideh™3 atdet
(1 —h=3)e/®) S(e h ) :exp<—84 =exp |~ h).
Por ([2.23)) e por (2.18)), temos

4 474
P(N < exp(dh)) < 4exp (— 16(31;84h> + exp (_a e h) .

ne

1
P <N < et #My > (8) ) <(1- c’hfs)(ne/&{

Finalmente, temos

Ae~ 4 Be~bt

p— = Aelem@! 4 Belett 12 )

—ct

sec—a<0ec—b<0,ouseja, se c < min{a,b}. Concluimos que Ae=% + Be ™" < e

para todo t suficientemente grande. Dessa forma, se
“mi aet  atdét
min{ ——, ——
K 16.384" 8t [’
segue que

P(N < exp(dh)) < exp(—nh)

para todo h suficientemente grande, o que completa a demonstracdo do Teorema [1]
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3 MODELOS NOS INTEIROS

Neste capitulo sdo abordados modelos nos inteiros. Na primeira secdo, o modelo foi in-
troduzido em (LARSEN; LYONS, [1999) e envolve particulas em cada inteiro do intervalo [0, n].
Uma dessas particulas (com excecdo da que estd no 0), a cada instante, é escolhida aleato-
riamente e salta para o inteiro imediatamente a esquerda de sua posicao atual, coalescendo
com qualquer particula que eventualmente esteja ocupando este lugar.

Ja na segunda secdo, o Modelo dos Sapos, proposto em (GANTERT; SCHMIDT, [2009), é

exposto. A abordagem que seguimos é baseada em (RODRIGUEZ, [2019)).

3.1 PARTICULAS COALESCENTES EM UM INTERVALO

Suponha que, em um instante inicial, hd uma particula em cada inteiro no intervalo [0, n].
A cada instante de tempo inteiro positivo, uma das particulas remanescentes em [1,n| é
escolhida aleatoriamente e salta uma unidade para a esquerda, coalescendo com qualquer

particula que possa estar 14. Observe a Figura [5]

Figura 5 — Primeiros movimentos do modelo de particulas coalescentes com n = 7. As particulas sorteadas
em cada instante estdo destacadas em vermelho.

v \

t=1 @ O O O O O o o

0 1 2 3 4 5 6 7
v N\

t=2 @ o) ) @) @) O ®

0 1 2 3 4 5 6 7
v\

t=3 @ ® ® ° o ®
0 1 2 3 1 5 6 7
v \

t=4 @ O O o) O ®
0 1 2 3 4 5 6 7

v\

t=5F @ o O ) o

0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Teorema 6 (Larsen & Lyons, 1999). Seja T,, o tempo até todas as particulas coalescerem
(em 0). Entdo

E(T,) = ~ 0,752n2,

2n(2n+1) (2n\ 1 4n?"
3 2n 37

Demonstracdo. Rotulando as particulas pelas suas posicGes iniciais, seja 7, o nimero de

n

movimentos necessarios da particula que comecou em k até coalescer com a que comecou em

k — 1. Temos
n
Tn = Z Tk-
k=1
Mais geralmente, defina 7(u,v) como o ndmero de movimentos da particula u até coalescer

com a particula v para u > v. Considere a funcdo geradora

G’()\,x,y) = z C()\aiaj)xiyj>
i,j=0
onde

c(,i, j) = E(MUH),

Como 7(j +1i,7) < j + i, as monotonicidades da esperanca e da funcdo exponencial

garantem que

C(/\,i,j) — E(eAT(j—‘ri,j)) < E(e)\(j—‘rz)) — GA(j—H).
Dai, G(\, z,y) converge se |z| < e * e |y| < e*. De fato,
0 < (A i, j)lal'lyl < eMeVial'|yl = [etal'|ey,

e a série geométrica
> _(erx)'(ety)
4,3
converge para || < e e |y| <e .
Temos também

c(\,0,j) = E(eMU)) = E(?) = 1

paratodo j >0e
¢(\,,0) = E(eME0)) = (M) = M

para todo 7 > (. Condicionando sobre qual particula entre j 4+ i e j se move primeiro, vemos

que
ere(Ni—1,5) +c(Ni+1,5—1)

)\ N
C( 727.]> 2

sei,j > 1.



De fato,

c(N\i—1,7) = EUH1)) e e(Ai+ 1,5 —1) = E(eMUTD)

e
o o 1 o
E(eMUte)) = = E(MHru+i=1al) +§ E (e MUtii—1)
—_———
Dado que j+i moveu primeiro Dado que j moveu primeiro
Como

C.oereNi—1,5) e(\i+1,5—1
C()\JZL])_ ( 9 )_ ( 9 ):07

seguimos procedimentos usuais quando usamos funcdes geradoras (ver (PEMANTLE WILSON

2013)) e multiplicamos ambos os lados da equa¢do que define G(\, x,y) por

x
2 2z’
ou ainda, cancelando denominadores, por 2z — e

Temos

(20 —e'a? — )G\ 2,y) = (20— e’a® —y) D e(A i, j)z"y’.
i,j=0
O lado direito pode ser reescrito como

Qic()\,z,j ly e’\ic (A, 4, 5)z" 2y ic)\ i,)x'y’
) =0 =0
:2§:C()\,Z,j “ly e’\ic)\ i—1,5)2" Tyl — i c(Ni+ 1,7 — D"ty
= = =
A B c
Note que

S2¢(Ni,5) — ere(Ai—1,5) — (A i+ 1,5 — D))"y’ = 0.
1=1

.
—_

0

Em A, ainda sobrami=0e 57 =0,1,...,00, resultando em

> , 2x
2y (N 0,5)y = )
]Z:(:]( 1 )y Ty

Em A, também sobram j=0ei=1,...,00, resultando em

2% ¢(\,i,0)
Z j

. 2er 12
=9 —_—
xz e a: 1—e>‘

x® — y para simplificar coeficientes.

33
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Em B, sobram j =0ei=1,...,00, 0 que resulta em
AN i+1 o~ (A e’
—e c(\i—1,0)2""" = —x er) = ———.
;L,_)/ ;( ) 1—erx
eA(i—1)
Em C, sobrami=—1e j=1,...,00, resultando em
Z (\,0,5—1)y = S
j=1 %/—’ 1 -y
1

Finalmente, em C também sobram i =0e j=1,...,00, resultando em

o0
Zc)\,l,j—l :—ZL'yZ (N1, —1)y - 1——xyz (N1 )y
Jj=1 7j=1

Seja
H(\y) =Z (A 14)y

Juntando tudo, temos

20—y era?

(20 — *2® = y)G(\, 2,y) = T T T~ WHOY).

O lado esquerdo se anula quando 2z—e*z2—y = 0, portanto o lado direito também se anula quando

isso acontece. Resolvendo a equacdo do segundo grau em z, obtemos z = e (1 £ /1 — ery).

Escolhendo o sinal negativo, substituindo no lado direito e igualando a zero, obtemos

1—+/1—eMy 1 n 1
Y l—y Vi—-ely)

De fato, se R = \/1 — ey, temos = = e~ *(1 — R). Dai,

H()‘7y) -

20 —y erx? 20 —y e'r
—ayH(\y) =0=yH(\y) =
i v A\ y) yH (A y) 0=y 1o

2¢M1-R)—y  1-R 2(1-R)—e'y 1-R

e Mi-R(-y) R (I-RO-y R
/—If;
1-2R+1-¢€y 1-R  (1-R)? 1-R
1-R)(1-y) R (1-R(1-y) R
1-R 1—-R 1 1
“, =R ()

Como H(\,y) = ;’iOE(eATJ’H)yﬂ', por propriedades da func3o geradora de momentos, temos

— o0H
LECY = 5y O)

Temos
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Por outro lado, temos

SE@) =Y (Z Em) g

n=1 n=1 \k=1
=E(r1) + (B(r1) + E(12))y + (E(71) + E(72) + E(73))y® + - -

Assim, E(T},) é igual ao coeficiente de 4™=! na expansio em série de Taylor de (1 —y)~%/2 em torno

de y = 0. Da série binomial, temos

E(T,) = (—1)"! (5/ 2).

n—1

Podemos reescrever essa expressao notando que

(Z)Zk ﬁn m+1

m=1
Daf,
E(T,) - an 3/2 (=3/2-m) _ 1:[ 2m+3)
”*12m32m 1 "2 (2m+3)(2m
:£1< o) ,}T( +3)zn
4 [@2n41)---5][(2n—2) -2
oo (n—1)l(n—1)!
4 2n+D[@2n—-1)---5][(2n—2)---2] 3 2n n
oo (n—1)l(n—1)! '3 2 n
Daf,
2n+1)(2n) (2n)! 2n+1)(2n) (2n
B(T) = | 3+-237(l )'(n!n)! - 3+-2§7S )<n>
Temos )
n! ~ 27m(z>n e (2n)!~ 47m<26n>"
Logo,
\/72271712”
2n+1)2n) VI3 2n41 20m 1 .
E(To) ~ =3 5m N TV N (4072 + 2012)
e r
4n3/2
= E(T,,) ~ N
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3.2 O MODELO DOS SAPOS NOS INTEIROS

Nesta secdo, consideramos um modelo no qual hd um ndmero infinito de particulas reali-
zando passeios aleatérios independentes em Z. Mais precisamente, em um instante inicial cada
vértice i € Z \ {0} estd ocupado por 7; particulas, onde cada 7; é um inteiro ndo-negativo.
No vértice ¢ = 0, ha apenas uma particula inicialmente.

Assumimos que as particulas dividem-se em dois tipos: particulas ativas, que realizam
passeios aleatérios independentes em 7Z com probabilidade p de saltar para a direitae 1 —p
de saltar para a esquerda, com p € (0, 1); e particulas inativas, as quais permanecem iméveis
até que o vértice em que se encontram é visitado por uma particula ativa e, a partir de entdo,
tornam-se ativas. Como configuracdo inicial, vamos supor que somente a particula em ¢ = 0

esta ativa. Observe a Figura [g]

Figura 6 — Primeiros movimentos em um modelo dos sapos. As particulas pretas sdo as ativas, enquanto as
brancas s3o as inativas.

o)
o
O Y\ O O O
o) o O ° O 0 O o)
t=1 N N . . o
-4 -3 -2 1 0 1 2 3 4
v N\ 0
° 0
O M O O O
=2 , , 9 Q9 9.
—4 -3 —2 -1 0 1 2 3 {
g—\ O
° 0
o .Q VamNe O o
(=3 O e e Q¢ 9 o 9
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Interpretando as particulas como sapos que saltam de um inteiro para um de seus vizinhos,
entendemos de onde vem o nome do modelo. Nosso objetivo é determinar quando o modelo

dos sapos é recorrente.

Definicao 1. O modelo dos sapos em Z é dito recorrente se 0 for visitado infinitas vezes, por

particulas ativas, com probabilidade 1. Caso contrario, dizemos que o modelo é transiente.
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Recordamos que o passeio aleatério simétrico (isto é, em que as probabilidades de salto
para a direita e para a esquerda sdo iguais a 1/2) em Z é recorrente (de fato, o passeio aleatério
nos inteiros é recorrente se, e somente se, p = 1/2 - ver (SCHINAZI, 2014) ou (GRINSTEAD;
SNELL, 1997))). Segue dai que o modelo dos sapos em Z é recorrente se p = 1/2, uma vez que
a particula inicialmente em 0, por si sé, visita 0 infinitas vezes com probabilidade 1. Dessa
forma, podemos considerar p # 1/2 e, por simetria, basta considerar p € (1/2,1). Antes de
enunciar e provar o teorema sobre recorréncia no modelo dos sapos, consideremos os seguintes

lemas que serdo bastante (teis na demonstracao:

Lema 7. Seja (Y,,)n>0 0 passeio aleatério em 7. Entdo, para cada n € N, temos

1, sep€[1/2,1),

p) L sepe(0,1/2).

P(7,, < 0|Yy =0) =
(1—p

onde

T, =inf{i > 1:Y; =n}.

Demonstracdo. Considere

Bn =P(1, < 00|Yy = 0)

para cada n € N. Note que 3, = 3} para todo n € N. Para n = 1, ndo ha o que provar. Por
inducdo, suponha que 3, = 37 e vejamos que (3,4, = 3. De fato, dado que Y; = 0, se

Tat1 < 00, é claro que 7, < oo. Dai, o Teorema da Probabilidade Total nos permite escrever

Bri1 = P(1h01 < 00lYy =0) = P(141 < o0|Yy = 0,7, < 00)P(7, < o0|Yy =0)

=P(r < 00|y = 0)87 = 5™,

onde usamos a hipdtese de inducdo, a propriedade markoviana e o fato de que o processo é
homogéneo.
Condicionando sobre o primeiro salto da particula, temos

1 p

Pr=P(n < oolYy =0) =P(r1 <oo|Yp =0,Y1 =1)P(Y1 = 1|Yp = 0)

(3.1)
+P(n <o0lYg=0,Y1 = -1)P(Y1 = —1|Yy =0)

P(m2<00|Yp=0) 1-p
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por homogeneidade e pela propriedade markoviana. Assim, se ¢ = 1 — p, entao

Bi=p+qb=p+qbi.

A equac3o do segundo grau g3 — 51 + p = 0 tem como raizes

14++/1—4pq
Bl:Q—q'

Como 1 =p+q=(p+q)* = p* +2pq+¢*, temos 1 —4pq = p* —2pq+¢* = (p — q)*, logo
V1—4pg=|p—ql.

Dai,
_ptat(p—q

51 2(] )

portanto os possiveis valores de /3 sdo p/q e 1.

Se p € [1/2,1), entdo p > ¢, logo p/q > 1. Como [3; é uma probabilidade, segue que o
anico valor possivel é 1, logo 5; = 1 e 3, = 1 para todo nse p > 1/2. Agora, se p € (0,1/2),
entdo p/q < 1. Temos, entdo, um passeio aleatério transiente com probabilidade de salto

maior para a esquerda. Dado que o primeiro salto ocorre para a esquerda, vejamos que

P(r, = 00| Xy =0, X, = —1) > 1 — L,

q

Para isso, considere, para cada n € N, o evento
B,, = {a particula visita — n antes de volta a 0}.

Note que B,1 C B, para todo n (se a particula visita —(n + 1), entdo necessariamente
visita —n), ent3do

B, | [ B, = {a particula n3o retorna a 0},

n=1

de modo que

Bl = ool Xo = 0., = ~1) 2 2 ) B, =l B(8.)
n=1

pois ndo retornar a 0 implica nunca visitar 1.
Por comparacdo com o Problema da Ruina do Jogador (ver (GRINSTEAD; SNELL, [1997)),

temos

~ 1-p/q
BB = 10 g
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Com isso, podemos escrever

+p/qp

IED(7'1<OO|X():O,X1:—1> 1-1
=4

portanto, por ({3.1), temos
B SP+Q§_2p< L

uma vez que p < 1/2. Dai, a dnica possibilidade para ; é p/q, ou seja,

e ()

para todo n € N se p < 1/2.

Lema 8. Seja (z,,) uma sequéncia de ndmeros no intervalo [0,1). Entdo

(oo} o0
H(l — x;) = 0 se, e somente se, sz = 00.
i=1 i—1

o0
Demonstracdo. Suponha que Zml = 0. Paracada? € N, temos 0 < 1 — x; < e ™, logo,

=1

0< [0 - ) <exp< m).

=1

para cada n, tem-se

Fazendo n — oo, segue do Teorema do Confronto que

o0

11 —=)=o0.

=1

Agora, suponha que H (1—ax;)=0. Se lim ; £ 0, entdo Zx, diverge para oo e nio

=1

ha o que provar. Assim, podemos supor, sem perda de generalldades que lim x; = 0. Note

que
oo n n -1
> —log(l — ;) = nh_)ﬂ;()Z —log(1 — z;) = log (’nh—{glo ] - x,)) = 00.
i=1 i=1 i=1

Como

1
x> —Elog(l — )

para todo x positivo e suficientemente pequeno e lim x; = 0, temos
71— 00

1
x; > —5 log(1 — ;)
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para todo ¢ suficientemente grande. Pelo Teste da Comparacao, concluimos que

oo
Zl’i =
=1
]
O seguinte resultado é apresentado por Gantert e Schmidt em (GANTERT; SCHMIDT), 2009):

Teorema 9 (Gantert & Schmidt). O modelo dos sapos em 7 com configuracdo inicial n =

(i)icz\{0} € probabilidade de salto para a direita igual a p é recorrente se, e somente se,

;n< p ) -

Demonstracdo. Chamaremos, genericamente, cada particula que inicialmente encontrava-se
na posicdo j € Z \ {0} de j-particula. Suponha que
i=1 p

e considere, para cada inteiro positivo 7, o evento
A; = {o vértice — i é visitado por alguma j-particula para algum j > 1}.

Como p > 1/2, sabemos pelo lema anterior que, com probabilidade 1, todas as j-particulas,

com j > 1, serdo eventualmente ativadas pela particula originalmente ativa em 0. Temos

P(4;) =P | | J{alguma j-particula visita — i}
j=1
=1—"P | (){nenhuma j-particula visita — i}
j=1

Como a sequéncia de eventos
m
() {nenhuma j-particula visita — i}
Jj=1
é mondtona nao-crescente, podemos usar a continuidade da probabilidade e escrever

P(4;) =1 — lim_ [T (1 — P(alguma j-particula visita — 4))"
j=1
devido a independéncia dos passeios aleatérios realizados por cada uma das 7); j-particulas.

Por simetria, segue também do lema que, em um passeio aleatério em Z com probabilidade

de salto para a direita igual a p, entdo a probabilidade de que o vértice —n seja visitado, dado
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1 n—+m
que o passeio comeca na posicdo m > 0 é igual a (p) se p € (1/2,1). Dessa forma,
p

concluimos que

Como 1 —x < e * para x > 0, entdo, para todo m > 1, temos

fi (- (59)7) <= (0 (5))

Fazendo m — oo de ambos os lados e notando que

- 1—p>j“ (1—p>"m (1—p>j msoo
nm\— =|\— n; 00,
= ]< P v ) =

concluimos que P(A;) = 1 para todo ¢ > 1. Como a probabilidade da intersecdo de eventos

de probabilidade 1 também tem probabilidade 1, segue que

P <fjl Ai> =1. (3.2)

Novamente pelo lema, se B; denota o evento em que alguma (—i)-particula (: > 1), uma

vez ativada, visita eventualmente o 0, temos P(B;) = 1, logo

P (é BZ-> ~1. (3.3)

Finalmente, se A denota o evento em que a particula originalmente em 0 visita todos os
vértices inteiros positivos, entdo sabemos que P(A) = 1. Se
o0 [e.e]
E=An()A N B,
i=1 i=1
entdo P(E) = 1. Pelo Teorema da Probabilidade Total, temos

Assim,

IP(0 é visitado infinitas vezes) = IP(0 é visitado infinitas vezes|E'} P(F)
——
1
+ IP(0 é visitado infinitas vezes| E“} P(E°)
0

=1.

De fato, dado que A, N2, A; e N2, B; ocorrem, entdo, com probabilidade 1, todas as

j-particulas (j > 1) sdo ativadas pela particula ativa inicial, cada uma das (—i)-particulas
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(i > 1) é ativada por alguma delas, e, para cada i, alguma (—i)-particula, uma vez ativada,
visita 0 eventualmente, portanto 0 é visitado infinitas vezes com probabilidade 1, ou seja, o
modelo dos sapos é recorrente.

Para a reciproca, suponha que
o0 1— @
i=1 p
Afirmamos que

P(0 é visitado infinitas vezes) < P(—1 é visitado pelo menos uma vez).

Para provar a afirmacdo, vamos supor que 0 é visitado infinitas vezes e considerar, para cada
n inteiro positivo, o evento E,, em que, nas n primeiras vezes em que 0 é visitado, o processo

salta para a direita. Entdo E,,; C E, para todo n, logo
o0
E, ) () E. = {-1 no é visitado nenhuma vez}.
n=1

Note que

ZP(En) = an = L < 00,
n=1 n=1 1_p

de modo que P(F) = 0 pelo Lema de Borel-Cantelli. Assim, dado que 0 é visitado infi-
nitas vezes, a probabilidade de —1 ser visitado ao menos uma vez é 1, ou seja, o evento
{0 é visitado infinitas vezes} implica o evento {—1 é visitado pelo menos uma vez}, como
queriamos.

Observe, entdo, que
P(—1 é visitado ao menos uma vez) = 1 — P(—1 nunca é visitado)

OIS CRN

De fato, seja Fy o evento em que a particula original nunca visita —1 e, para cada m
inteiro positivo, seja I, o evento em que nem a particula original nem nenhuma j-particula

com j < m jamais visitam —1. Como antes, temos F,, .1 C E, para todo n e
[e.e]
E, ) () E. = {1 nunca é visitado}
n=0

(pois se alguma particula negativa visitasse —1, ent&o ela precisou ser ativada pela particula

original ou por alguma particula positiva previamente, entdo alguma particula necessariamente
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visitou —1 anteriormente). Pela continuidade da probabilidade, temos

P(—1 nunca é visitado) = lim P(E,,)

m—r0o0

(DR )

novamente pelo lema e pela independéncia entre os passeios aleatérios descritos pelas parti-

culas.

Pela Desigualdade de Bernoulli, sabemos que se x > —1 e n € um inteiro nao-negativo,

entao

(1+2)" > 1+ nz.

Consequentemente, para cada j, temos

1— JHI\ 1— j+1
(50 ) ()
p p

pois _-—#F > —1. Dai,
p

- 1-p\\ 1-p\"
P(—1 é visitado alguma vez) <1—|1— | —— 1—n | — :
A p

Pelo Lema , temos H (1 —n; <p> ) > () pois Zm (p) < 00, OU sgja, 0
j=1 p i=1 p

modelo dos sapos é transiente.

]
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