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RESUMO

Vetor é objeto matematico de muita aplicacao e, portanto, muito revisitado nos cursos
de matematica e de outras areas como a Fisica e a Computacado. Este estudo tem
como foco o campo conceitual de vetores. Na Teoria dos Campos Conceituais, Gé-
rard Vergnaud defende que n&o se aprende acerca de um conceito por meio de uma
Unica situagao, sendo necessario situagdes de diferentes classes para se trabalhar um
mesmo conceito. Neste trabalho, seguimos a TCC buscando como objetivo classifi-
car as situagdes utilizadas no estudo de vetores no campo da Geometria Analitica.
Metodologicamente selecionamos um livro-texto da disciplina, respondemos e anali-
samos as atividades voltadas a Geometria, para que pudéssemos separar em classes
e subclasses as atividades, a partir de seus padrdes: incluindo representacao incluida,
significado atribuido a vetores, e habilidades mobilizadas. Constatamos que podemos
encontrar até seis classes de situagdes muito comuns nos exemplos do livro, duas das
quais apresentam outras duas subclasses. Ao final tabelamos as habilidades alcanca-

das em cada uma das seis divisdes que fizemos.

Palavras-chave: Atividades; livro; Vergnaud; Classes.



ABSTRACT

Vector is a mathematical object with many applications and, therefore, much revisited
in mathematics courses and other areas such as Physics and Computing. This study
focuses on the conceptual field of vectors. In the Theory of Conceptual Fields (TCC),
Gérard Vergnaud argues that someone cannot learn about a concept through a single
situation, requiring situations from different classes to work on the same concept. In this
work, we follow TCC, seeking to classify the situations used to study vectors in Analyti-
cal Geometry. Methodologically, we selected a textbook for the subject answered and
analyzed the activities focused on Geometry to separate the activities into classes and
subclasses, based on their patterns: included representation, meaning attributed to
vectors, and mobilized skills. We found that we can find up to six classes of wides-
pread situations in the textbook situations, two of which have two subclasses. At the

end, we tabulated the skills achieved in each of our six divisions.

Keywords: Activities; Book; Vergnaud; Classes.
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1 INTRODUGAO

O campo conceitual de vetores é extremamente amplo e util para a matematica, por-
tanto, faz-se inestimavel importancia o entendimento pleno acerca de vetores quando
o estudante vai se defrontar com os conteudos presentes na geometria analitica ou
em outras areas de estudo como na algebra linear, em calculo vetorial, ou mesmo na

fisica:

* Na geometria analitica, vetores s&o utilizados para gerar retas e identificar as
posicoes relativas entre essas, bem como gerar planos e identificar posicoes
relativas entre esses. Com isto, o conceito de vetor representa uma ferramenta
de grande utilidade para lidar com problemas geométricos a partir da utilizagao

de suas propriedades.

* Na algebra, com os espacgos vetoriais, vetores sdo utilizados para generalizar
as propriedades de alguns objetos matematicos e os tratando com a algebra de

vetores.

* No calculo vetorial, em integrais de linha, campos vetoriais, parametrizagao de

curvas e entre outros exemplos.

* Na fisica, com os conceitos de deslocamento, forca resultante, velocidade, im-
pulso, enfim, grandezas vetoriais que necessitam de conceitos como sentido,

direcao e modulo para que fagam sentido.

Portanto, é impossivel que os discentes dos cursos de matematica terminem sua
graduacao sem ter se defrontado com o conteudo de vetores pelo menos algumas ve-
zes em que os vetores assumem diferentes significados. No entanto, poucos estudos
mostram ainda os diferentes tipos de situagcdes que formam o campo conceitual de
vetores.

Desse modo, ficamos interessados em responder a seguinte questao de pesquisa:
Quais os tipo de problema geométricos podem fazer parte de uma aplicagao de vetores
no estudo introdutério da disciplina de geometria analitica?

Apresentaremos no terceiro capitulo deste trabalho a definicdo de vetor, definindo-o

como um conjunto, bem como algumas de suas operagdes e representacdes algébri-
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cas e geométricas, a base de que o estudante precisa para aplicar esse conceito em
outros mais avangados.

A investigacao que realizamos neste Trabalho de Conclusdo de Curso baseou-se
na Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud, por considerarmos uma abor-
dagem frutifera para a anéalise de como se constréi o aprendizado do aluno quando de-
safiado com situag¢des no ensino de matematica. Como explica Gitirana et al. (2008, p.
4) “ndo s6 os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) sofreram influéncia da Teoria
dos Campos Conceituais, também varias pesquisas internacionais langaram mao dos
seus pressupostos tedricos para desenvolver estudos e analise de resultados.”, desse
modo observamos que se trata de uma teoria proveitosa para nossa pesquisa. Ou-
tro motivo que nos motivou para realizagao desse trabalho se deve em parte a termos
observado uma escassez de pesquisas brasileiras a respeito da TCC e em outros cam-
pos conceituais, diferentes das estruturas aditiva e das multiplicativas, sua aplicagao
em campos conceituais mais especificos como o de vetores.

No capitulo 4 deste trabalho, expomos os conceitos basicos dessa teoria, bem
como a nogao de esquema, e do invariante operatério conhecido por Teorema-em-
acgao, conceitos introduzidos por Piaget e aprimorado, posteriormente, por Vergnaud.

No quinto capitulo, apresentamos a metodologia deste trabalho, onde procedemos
com uma investigagao bibliografica exploratéria para averiguar os livros textos de ge-
ometria analitica. Conforme elucida Gil (2002, p. 41), “Estas pesquisas tém como
objetivo proporcionar uma maior familiaridade com o problema, com vistas a torna-lo
mais explicito ou a construir hipoteses”. Portanto, usamos como metodologia a andlise
de atividades de um livro texto, com o fim de classificar as situag¢des a partir da analise
das habilidades, dos conceitos e das representagcdes que precisam ser apreendidas
pelos estudantes quando estes exploram com o campo conceitual de vetores.

No sexto capitulo, trazemos os resultados e as discussdes da pesquisa, investiga-
mos as situagdes presentes no livro-texto Geometria Analitica: um tratamento vetorial
de Camargo e Boulos (2005) com o objetivo de classificar os problemas tipicos desse
tipo de conteudo.

Finalizamos o trabalho com o capitulo 7, as consideracgdes finais, onde pontuamos

0 que conseguimos atingir com a pesquisa.
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2 OBJETIVOS

2.1 GERAL

Em busca de expandir os estudos e pesquisa acerca da Teoria dos Campos Con-
ceituais, trazemos como nosso objetivo mapear e classificar as situagdes geométricas
utilizadas no estudo de vetores no campo da Geometria Analitica buscando dar su-

porte ao campo conceitual de vetores.

2.2 ESPECIFICOS

* |dentificar os significados que os vetores podem assumir em diferentes situagdes

analisadas em nossa pesquisa.

» Detalhar as habilidades referentes a vetores mobilizadas pelos estudantes ao

lidar com as situacdes contidas nos livros-texto de Geometria Analitica.

* |dentificar que tipo de representagdes (algébrica, geométrica) estdo presentes
nos livros de geometria analitica quando trabalhamos com o campo conceitual

de vetores.

* Resolver as situagdes, presentes no livro-texto analisado, empregando proprie-

dades de vetores.
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3 VETORES

Neste capitulo vamos definir e estudar alguns dos conceitos basicos de vetores que
estao presentes ao iniciar o estudo neste ramo da matematica, nos deteremos a uma
abordagem de vetores a luz da Geometria Analitica ensinada nos cursos de formagéao
avangada. Porém, antes de definir o que € um vetor, vamos definir os conceitos de

sentido, dire¢cdo, mdédulo e de equipoléncia de segmentos de reta orientados.

3.1 Segmentos de reta orientados

Um segmento de reta orientado, ou simplesmente segmento orientado, esta bem
definido quando conhecemos dois pontos no plano, um desses pontos € chamado de
origem do segmento e o outro € a extremidade do segmento. Representamos alge-
bricamente o segmento orientado com origem em A e extremidade em B por AB, e
podemos representar geometricamente por meio da representagao geométrica euclidi-
ana do segmento AB, porém com uma seta em sua extremidade, que utilizamos para
indicar o seu sentido.

Figura 1 - Segmento orientado AB

B

A

Fonte: Autor, 2023.

Por outro lado, representamos o segmento orientado com origem em B e extremi-

dade em A por BA, e sua representacdo geométrica é

Figura 2 - Segmento orientado BA

B

A

Fonte: Autor, 2023.
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Assim, verificamos como a representagdo geométrica dos segmentos orientados
AB e BA se distinguem por seus sentidos opostos.

Por sua vez, a diregao de um segmento orientado esta definida pela reta que o
contém (sua reta suporte). Dois ou mais segmentos orientados terdo a mesma diregéo

se, e somente se, suas retas suportes forem coincidentes ou paralelas.

Figura 3 - Vetores com a mesma diregao

r//s

Fonte: Autor, 2023.

Na figura 3 vemos que as retas que contém os segmentos orientados AB e CD
sao paralelas, portanto esses possuem a mesma direcao.

Ja 0 médulo de um segmento orientado AB, representado aqui por |AB|, é defi-

nido como sendo o comprimento do segmento AB, que consiste na distancia entre os
pontos A e B. Munidos dessa defini¢ao, fica facil constatar que os segmentos orienta-
dos AB e BA sempre terdo mesmo modulo, ja que a distancia de A para B € a mesma
de B para A.

Da posse dos conceitos de sentido, dire¢do e médulo de um segmento orientado,
dizemos que dois segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes se possuirem o
mesmo modulo, a mesma diregdo e 0 mesmo sentido e representaremos como AB ~
C'D, sendo equipoléncia uma relagao de equivaléncia, isto é, goza das propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva. Enfim, aparelhados desses conceitos, agora podemos

definir o que € um vetor.
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O vetor AB é o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a AB e
na mesma dimensao de AB, chamados de representantes de AB. Ou ainda, vetor
AB é a classe de equivaléncia de todos os segmentos orientados equipolentes a AB.
Os vetores determinados por AB, geralmente sdo representados simbolicamente por
ﬁ, ou através de uma letra minuscula com uma flecha por exemplo: a, b, d, b, etc.
(quando o contexto ja deixa claro que tal simbolo se trata de um vetor, € comum o autor
de alguns textos dispensar a flecha e representar apenas com uma letra minuscula o
vetor, € o que faremos no capitulo 6 deste trabalho). Assim, se usarmos a notagéo
v para representar um vetor determinado por AB, podemos enunciar a definicdo do
seguinte modo

v:={A'B'; B’ ~ AB}.

Onde dois vetores serdo iguais se, e somente se, dados um representante de cada

um deles, esses segmentos tém o mesmo sentido, a mesma diregdo € 0 mesmo mo-

dulo.
3.2 Representagoes de um vetor no sistema cartesiano

Neste tdpico, vamos dar inicio definindo as coordenadas de um vetor, assumindo
que o leitor tem posse do conhecimento basico de operacdes entre pares ordenados,
a saber: adicao e subtragao de pares ordenados, igualdade e multiplicagdo de um par
ordenado por um escalar.

Admitiremos aqui verdadeiras algumas proposi¢cées que serdo uteis para concei-
tuarmos as operagdes com vetores. No entanto, para ndo nos estendermos muito,
nao iremos realizar as suas respectivas demonstragdes, podendo o leitor interessado

consultar Gémez, Frensel e Santo (2010).

Proposi¢ao 1. Dado um vetor v = E e um ponto A’, existe e & unico o ponto B’ tal
que AB ~ A'B'.

Proposig¢ado 2. Dados os pontos do plano A = (ay,az2), B = (b1,b), C = (c1,¢2) €
D = (dy,ds), entao
AB~CD & B-A=D—-C.
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Apesar de termos definido um vetor como sendo uma uma classe de equivaléncia,
as proposicoes 1 e 2 nos permitem operar com os vetores apenas escolhendo um
unico representante do conjunto e operando com esse representante, como veremos
a sequir.

Para definirmos coordenadas de um vetor, consideraremos dados dois pontos A e
B de um plano, cujas coordenadas séo A = (ay,az) € B = (b1, b3), 0 vetor & = /@ tem

suas coordenadas definidas como v = /@ =B—-A= (b —ay,by—ay).

Exemplo: Dados os pontos A = (4,1) e o ponto B = (5, 1), o vetor ¢ determinado por
AB tem suas coordenadas dadas porv= B—A = (5,3)—(4,1) = (5—4,3—1) = (1,2).
De modo analogo, se quisermos calcular as coordenadas do vetor 4 determinado pelo
segmento orientado BA, fazemos i = A—B = (4,1)—(5,3) = (4—5,1—-3) = (-1, —2).
Fica facil verificar que v = —u ou zﬁ = —EZL

Observacao: Gragas a proposi¢cado 2, ndo importa o representante que escolhemos
do conjunto do vetor que suas coordenadas sempre serdo as mesmas, por exem-
plo, se em vez de escolhermos o representante AB do conjunto v, escolhermos o re-
presentante C'D, por definicdo de vetor como o conjunto de segmentos orientados
equipolentes entre si, temos que AB ~ C'D o que, pela proposi¢cao 2, sabemos que
AB~CD & B—-A=D—-C=1.

3.3 Operacdes com vetores
3.3.1 Soma de vetores

A partir da transposi¢cao de vetor para um par ordenado, em vez de definirmos os
conceitos de adigdo, subtracéo, igualdade e multiplicagao por escalar, podemos im-
portar as operagdes entre pares ordenados, com alguns poucos ajustes, para realizar
o estudo de vetores com essas operagdes. Assim, se quisermos somar os vetores 1@
e B? fazemos

AB+BC=B-A+C—-B=C—A=AC.

Ou seja, a soma do vetor com origem em A e extremidade em B, com o vetor

com origem em B e extremidade C' € o vetor com origem em A e extremidade em C'.
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Representado geometricamente na figura 4.

Figura 4 - Soma de vetores

Fonte: Autor, 2023.

De modo geral, fixados um representante para cada vetor, a soma de dois vetores
U = (u,uz) € v = (v1,v9) é definida como sendo a soma das coordenadas desses

representantes, ou seja
U4 U = (u1,uz) + (v1,02) = (U1 + vy, U2 + v2).
Dessa maneira, é facil verificar que a soma de vetores também goza das proprie-

dades comutativa, associativa, simétrica e de existéncia de elemento neutro.

Exemplo: Dados dois vetores v = (5,2) e © = (4, 3) a sua soma é calculada facilmente

como se segue v+ 4 = (5,2) + (4,3) = (5+4,2+3) = (9,5).

3.3.2 Multiplicagao de um vetor por um escalar

Para multiplicar o vetor v por um escalar ), basta calcularmos as coordenadas de
algum dos representantes do vetor e multiplicarmos o par ordenado correspondente

por \. Assim, se ¥ = (v, v,), entdo
A-v =X (vg,v9) = (Avg, Avg).

Dessa maneira, é facil verificar que a multiplicagao de vetor por escalar goza das pro-

priedades comutativa, associativa e existéncia de elemento neutro.

Exemplo: Dados dois pontos A = (2,3), B = (1,1) e um escalar A = 5 o resultado da

multiplicacdo do vetor determinado pelos segmentos orientados equipolentes a AB e
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Aédadopor\-AB=5-(1-3,1-2)=5-(-2,—1)=(5-(-2),5-(—1)) = (—10,—5).

Geometricamente, a multiplicagdo por escalar dilata os segmentos orientados re-
presentantes do vetor quando |\| > 1 e contrai o segmento quando |\| < 1, como

mostra a figura 5.

Figura 5 - dilatagao e contragao de vetores

0] 5
1
3"V
2-v

Fonte: Autor, 2023.

Como ja verificamos, AB — —BA — —1- BA, onde AB e BA tem sentidos opostos,

ou seja, multiplicar o vetor por um numero negativo, altera o seu sentido.

Figura 6 - Mudancga de sentido de vetores

U
1 —
N _5.?]
—2-v

Fonte: Autor, 2023.

Se existem dois vetores u € v € um numero real \ tais que u = \v, diremos que u

e v sao multiplos um do outro.

3.4 Paralelismo de vetores
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Dois vetores sao paralelos quando um é multiplo do outro. Através da represen-
tacdo geométrica das figuras 5 e 6 podemos ver o que acontece geometricamente
nesses casos, 0s segmentos orientados tém a mesma diregcédo, apenas podendo va-
riar seu sentido conforme o sinal do escalar. Dados dois vetores nao paralelos, temos

uma outra forma de os relacionar por meio da propriedade que enunciamos abaixo

Proposigao 3. Sendo u e v dois vetores que n&o séo paralelos e quatro numeros reais

a, B,y e d, sempre teremos que se
au+ pfv=qu+dév=a="y0=29.

A demonstragao de tal proposigao pode ser encontrada em Camargo e Boulos (2005).
3.5 Representagao geomeétrica no plano

Evidentemente que da maneira que definimos vetor como um conjunto infinito, é
impossivel representa-lo geometricamente, mas como ja vimos anteriormente que o
representante de um vetor carrega consigo as propriedades de todos os segmentos
orientados do conjunto, chamaremos de representagcao geométrica de um vetor a
representacao geométrica de algum dos representantes desse vetor. Portanto, para
delinearmos, no plano, a ilustragdo geométrica de um vetor v = 1@ com A = (ay,as)
e B = (b1,by), basta escolhermos algum representante desse vetor e marcamos no
plano as coordenadas do ponto de origem e as coordenadas do ponto de extremidade,
depois tragamos o segmento orientado indo da origem para a extremidade, conforme

mostramos na figura 7.
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Figura 7 - Representagao de um vetor no plano
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Fonte: Autor, 2023.

Outras possibilidades de se representar geometricamente o mesmo vetor estao

postas na figura 8.

Figura 8 - Diferentes representantes de um mesmo vetor no plano
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Fonte: Autor, 2023.

Note que todos os segmentos orientados sdo paralelos e apontam na mesma di-
regcao. Apesar de muitas possibilidades é comum se representar o vetor com um seg-

mento cuja origem € também a origem do sistema de coordenadas.



22

4 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) desenvolvida pelo professor e pesquisa-
dor Gerard Vergnaud (Vergnaud, 1983) tem o objetivo de explicar como o estudante
desenvolve o seu conhecimento. A teoria de Vergnaud tem fortes inspiragbes nas te-
orias do desenvolvimento de Piaget, na qual ele buscou compreender a génese dos
processos de formacédo do pensamento de um individuo na construgdo do conheci-
mento e na abordagem historico-cultural em psicologia de Vygotsky, conforme elucida
Moreira (2002).

Na TCC, entende-se que um estudante compreende um determinado conceito em
um campo de conceitos, ndo de forma isolada. Um conceito ndo pode ser entendido
em sua totalidade através de uma unica situacao, sendo necessarios o conhecimento

prévio de outros conceitos apoiadores e outras situagdes para poder entendé-lo.

[...] trés argumentos principais levaram Vergnaud ao conceito de campo
conceitual: 1) um conceito ndo se forma dentro de um so tipo de situa-
¢Oes; 2) uma situagcdo nao se analisa com um s6 conceito; 3) a constru-
¢cao e apropriagao de todas as propriedades de um conceito ou todos
0s aspectos de uma situagdo € um processo de muito félego que se
estende ao longo dos anos, as vezes uma dezena de anos, com ana-
logias e mal-entendidos entre situagdes, entre concepgdes, entre pro-
cedimentos, entre significantes (Vergnaud, 1983, p. 393 apud Moreira,
2002, p. 3).

Corroborando com o exposto, Gitirana et al., (2008, p. 6) realgam que “A teoria
dos Campos Conceituais considera que existe uma série de fatores que influenciam
e interferem na formagao e no desenvolvimento dos conceitos e que o conhecimento
conceitual deve emergir dentro de situagdes-problema”.

Em articulagdo com o campo conceitual de vetores, objeto desta pesquisa, tome-
mos o exemplo de quando o estudante esta iniciando os seus estudos a respeito de
vetores, se quisermos definir o conceito de soma de vetores como a distancia da ori-
gem do primeiro vetor até a extremidade do ultimo, naturalmente, ele/ela vai precisar
entender o que € um vetor, o que é origem, o que € extremidade e como se calcula
a distancia entre dois pontos. Portanto, vemos como um conceito basico para o de-
senvolvimento da autonomia do estudante no estudo de vetores precisa estar apoiado
em outros conceitos que nao pertencem, ou, a0 menos, nao sao objeto principal de

estudo no campo conceitual de vetores. Além disso, um mesmo conceito ndo pode
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ser assimilado em sua totalidade apenas trabalhando um sé tipo de situacdo, como

veremos a seguir.

Vamos supor que propomos o seguinte exercicio para o estudante resolver:

1. Jodo saiu de sua casa com o objetivo de ir para um dos Supermercados de sua
cidade, para isso Joao precisou caminhar 50 m em uma determinada diregao,
parou para conversar com um amigo no caminho, e logo apos caminhou mais
100 m na mesma direcao chegando ao Supermercado. Qual a distancia total

entre a casa de Jodo e o Supermercado?

O estudante pode responder sem muito esforco esse problema de soma de ve-
tores simplesmente somando os valores numéricos que aparecem no enunciado do
problema, assim 50 m + 100 m = (50 4+ 100) m = 150 m & a distancia entre a casa de

Joao e o Supermercado.

Figura 9 - Vetores colineares

h 2
"

50m 100m

Fonte: Autor, 2023.

No entanto, a mesma técnica utilizada para resolver a situagdo 1 pode nao ser-
vir para outras situagdes que envolvam o mesmo conceito de soma de vetores. Por

exemplo, agora vamos propor o seguinte exercicio:

2. Joao saiu de sua casa com o objetivo de ir para um dos Supermercados de sua ci-
dade, para isso Jodo precisou caminhar 50m em uma determinada dire¢ao e logo
apos fez um desvio de 90° e caminhou mais 100m em outra dire¢do, conforme
mostra a figura 10. Qual a distancia total entre a casa de Jodao e o Supermer-

cado?
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Figura 10 - Vetores perpendiculares
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Fonte: Autor, 2023.

Embora se trate também de um problema de soma de vetores como na situagao
1, inclusive com os mesmos valores numéricos, agora para responder corretamente a
questao ndo podemos simplesmente somar os numeros que aparecem no enunciado.
Para resolver a situagao 2 podemos observar que o trajeto percorrido por Joao forma
os catetos de um tridngulo retangulo, cuja hipotenusa (d) € a distancia entre a casa de
joédo e o supermercado, como mostra na Figura 11. Assim, aplicando o Teorema de

Pitagoras, temos:

d? = 100 + 502 = 10.000 + 2.500 = 12.500,

assim,

d=+12.500 ~ 112.

Entéo, a distancia entre a casa de Jodo e o supermercado é de aproximadamente 112

m.
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Figura 11 - Visualizagdo da hipotenusa
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Fonte: Autor, 2023.

Portanto, um entendimento de um conceito, como soma de vetores, ndo acontece
por meio de situagdes isoladas, nem de conceitos isolados, uma vez que para solucio-
nar a situagao 2 precisavamos, além de interpretar corretamente o problema, verificar
a posicao relativa entre os vetores e saber aplicar o Teorema de Pitagoras.

Assim, os conceitos matematicos tém seus sentidos delineados a partir de uma
variedade de situagdes, e cada situacdo nao pode ser analisada com o auxilio de um
unico conceito (Gitirana et al., 2008). “Por isso € necessario falar-se em campos con-
ceituais”(Moreira, 2002, p. 5).

4.1 A terna (S, I, R) da formagao de um conceito

Sob a perspectiva da TCC, Gitirana et al. (2008, p. 7), afirmam que

O estudo do desenvolvimento de um campo conceitual segundo esta
teoria, requer que o pesquisador veja um conceito como formado por
uma terna de conjuntos (S, I, R), onde:

* S é um conjunto de situagdes que tornam o conceito significativo;

» 1 é um conceito de invariantes (objetos, propriedades e relagdes)
que podem ser reconhecidos e usados pelo sujeito para analisar
e dominar essas situagoes;

* R é um conjunto de representacbes simbolicas que podem ser
usadas para pontuar e representar esses invariantes e, portanto,
representar as situacdes e os procedimentos para lidar com eles.
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As autoras ainda afirmam que Vergnaud retoma as ideias de Piaget no que se refere
a funcao simbdlica (ou fungao Psico-Semidtica) fazendo uma associagao entre a terna
(S, I, R) e os elementos da fungao simbdlica de Piaget. Nessa perspectiva, a terna que
forma o conceito é entendida como sendo o (S) se referindo a realidade (ou referente),
() se refere ao significado e (R) se refere ao significante, sendo que a interagéo entre
esses dois ultimos aspectos do pensamento é considerada a representagao (Gitirana
et al., 2008).

4.2 Competéncia e concepgao

Um importante elemento a ser observado durante o ensino de matematica é a res-
peito da aptidao e da habilidade que os estudantes possuem para resolver determinado
tipo de problema. No intuito de contribuir para o aprendizado por meio de situagées-
problema, o desafio do professor, na perspectiva da TCC, é o de introduzir uma melhor
relagdo entre os conceitos matematicos e as resolugdes de problemas para que assim
se tornem compreensiveis e significativos para o estudante (Gitirana et al., 2008).

Como explica Gitirana et al. (2008, p. 10), “a complexidade dos problemas depende
da sua estrutura, do contexto envolvido, da caracteristica numérica dos dados e da
sua apresentacao. Porém, o significado desses fatores depende basicamente do nivel
cognitivo dos alunos”.

Portanto, é preciso que o professor seja atencioso e observe o desenvolvimento e
a melhoria dos alunos quando estdo aprendendo acerca de determinado campo con-
ceitual, para que assim estruture, contextualize e apresente situacées que nao vao de
desencontro com a realidade do desempenho que os alunos demonstraram em sala
de aula, o que nao pode ser feito sem o professor refletir acerca da competéncia e
concepgao de seus discentes.

Gitirana et al. (2008, p. 11) afirma que “problemas tedricos e praticos levam a
formacgéo de conceitos, enquanto conceitos explicitos e conhecimentos implicitos le-
vam a formacao de competéncia”. Sendo a competéncia delineada a partir do modo
que o estudante atua quando defrontado com uma situacao e a concepcao delineada
pela forma com que o aluno vai se expressar verbalmente, ou simbolicamente, quando

diante da situacao.
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Portanto, na analise de uma tarefa matematica, a competéncia do aluno pode ser

avaliada segundo trés aspectos

“(a) analise do acerto e erro, sendo considerado competente aquele que
acerta (b) analise do tipo de estratégia utilizada, podendo alguém ser
mais competente que outro, porque sua resolucao foi mais econémica
ou mais rapida, ou ainda, mais elegante; e (c) analise da capacidade
de escolher o melhor método para resolver um problema dentro de uma
situacao particular (Gitirana et al. 2008, p. 12) ”.

Desse modo, pode-se reconhecer os avangos que os estudantes estdo obtendo

em suas resolugdes.

4.3 Esquema

De acordo com Gitirana et al. (2008), precisamos entender a nogdo de esquema
para entender a relagao existente entre competéncia e concepg¢ao. Conforme acen-
tua Vergnaud (2009), sendo o conceito de esquema apresentado primeiro por Kant,
em seguida foi usado por varios psicélogos, no entanto, foi com Piaget que o conceito
ganhou forga, fornecendo exemplos concretos e convincentes, para explicar o desen-
volvimento da criancga, conforme explicam Cruz e Fontana (1997, p. 47)“ é por meio
dos esquemas de agao que a crianga comeca a conhecer a realidade, assimilando-
a e atribuindo-lhe significagbes”. Entdo, aprimorada com Vergnaud para se tratar de
conhecimentos especificos aprendidos pelos estudantes, “esquema significa a forma
como a pessoa (o aluno) organiza seus invariantes de ag¢ao ao lidar com um conjunto
de situagdes analogas”(Gitirana et al. 2008 p. 12).

Conforme comunica Santos (2022, p. 38):

Os esquemas sao unidades totalmente dindmicas que podem ser sem-
pre recombinadas pelo aluno com o intuito de encontrar um novo. Isso
acontece porque, quando o estudante se defronta com uma nova situ-
acgao, para a qual ndo possui esquemas disponiveis para soluciona-la,
ele precisa se desdobrar e encontrar um novo esquema para poder
resolver a situagao.

Assim, percebemos como a nocdo de esquema fornece uma perspectiva impor-
tante para entender como o estudante aprende a respeito de determinado campo con-
ceitual. Esse estudante parte do que ja sabe e por meio de um processo de reflexao

com bases tedricas e logicas solidas, vai combinando seus esquemas até chegar na
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conclusao de como solucionar uma nova situagao.

Evidentemente, quando o aluno lida com uma situagdo que ja saiba solucionar,
nao ha um processo de recombinacédo de esquemas que va provocar um aprendizado
consideravel, além de apenas reforgar o que ja € compreendido, utiliza o esquema ja
dominado. Por isso, é importante que o professor va diversificando o tipo de situagao
que vai propor para os seus alunos, a fim de trabalhar sobre um mesmo campo con-
ceitual a partir de significados diferentes, ou com variagdo dos elementos dados em
uma mesma classe de situagdes. Senao, o estudante passa a perceber o conceito em
foco, somente quando assumindo um ou poucos significados. Como ja vimos, nao é
porque o aluno sabe solucionar um determinado tipo de situacéo sobre soma de ve-

tores que ele sabera resolver um outro tipo de problema a respeito do mesmo conceito.

4.4 Teorema-em-agao

O teorema-em-agao também €& um conceito emprestado de Piaget que Vergnaud
aprimorou em suas pesquisas. Teorema-em-agao, para Vergnaud € o um dos elemen-
tos do esquema que ele designa por invariante operatoério (Moreira, 2002).

Conforme esclarecem alguns autores, “aos seis anos, a crianga dispde de poucas
competéncias matematicas. No entanto, na base dessas competéncias estdo conhe-
cimentos matematicos implicitos profundos que servirdo de alicerce para a construgao
de todo o edificio”(Vergnaud; Laborde, 1994, p. 89 apud Gongalves, 2008).

As vezes pode ocorrer do estudante solucionar um determinado problema mate-
matico de maneira correta, mas utilizando conceitos e teoremas matematicos implici-
tamente, isto €, sem tomar conhecimento das relagdes matematicas correspondentes.
Em geral, os problemas desse tipo sdo um espago para que o aluno possa agir de ma-
neira a mobilizar o seu conhecimento implicito e intuitivo, onde o professor-pesquisador
por sua vez, pode tomar consciéncia da relagdo matematica por tras da agao do aluno,
e propor novos tipos de situagdes que possibilitem a expansdo do seu conhecimento
(Gitirana et al., 2008).

Vamos apresentar um exemplo desse tipo de problema:

Exemplo. Se uma pessoa, uma crianga, deseja contar a quantidade de camisas e

calcas que possui, ela pode contar primeiro a quantidade de camisas e depois
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contar a quantidade de calcas, depois somar os dois resultados e assim obter o
resultado, no lugar de contar tudo como um conjunto s6. O que ha aqui € a apli-
cacao de um teorema, mas de maneira implicita, o teorema pode ser enunciado
assim: “Sejam XY conjuntos finitos disjuntos, com m e n elementos respecti-
vamente. Entdo X U Y é finito e possui m + n elementos”(Lima, 2019, p. 33).
Neste caso, podemos considerar o conjunto das camisas como sendo o0 X, com
m elementos, e 0 conjunto das calgas sendo Y, com n elementos, e o teorema

fornece que o total € dado por m + n.

As proposigdes utilizadas pelo aluno durante a resolugdo de uma situagéo é uma
relacédo denominada por Vergnaud de Teorema-em-agao, conforme explicam Gitirana
etal. (2008, p. 16)

“Os Teoremas-em-acao sao definidos como relagdes matematicas que
sao levadas em consideracao pelos alunos, quando estes escolhem
uma operacao, ou seqiéncia de operagdes, para resolver um pro-
blema. Os Teoremas-em-agao n&o sao teoremas no sentido convenci-
onal do termo, porque a maioria deles ndo sao explicitos. Eles estdo
subjacentes ao comportamento dos alunos, aparecem de modo intui-
tivo na agéo do aluno e seu dmbito de validade é normalmente menor
que o ambito dos teoremas”.

No entanto, mesmo com seu dominio de aplicagao restrito, o Teorema-em-agao é
um importante objeto de analise para o professor acompanhar o desenvolvimento do
estudante e, a partir desse conhecimento, diversificar os tipos de situagao que permita

o estudante progredir em seus esquemas, construindo novos.
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5. METODOLOGIA

Agora apresentaremos o percurso metodologico que atravessamos para desenvol-
ver a nossa pesquisa e alcangar o nosso objetivo.

A selecao da Teoria dos Campos Conceituais como o prisma para realizar nossa
analise se da por conta da importancia que essa teoria tem ganhado internacional-
mente. Conforme Gitirana (2008) expde, a TCC tem ajudado pesquisadores a enten-
der a formacgao e o desenvolvimento de conceitos matematicos para os alunos.

A escolha do conteudo de vetores foi realizada para fornecer uma outra abordagem
analitica da pesquisa produzida por Bittar (2002) e entendermos que os discentes de
licenciatura em matematica, quando tém que confrontar este conteudo da ementa do
curso de geometria analitica, podem encontrar muita dificuldade na base desse campo
conceitual, isto €, encontrar desafios quando estudam o conteudo de vetores. Neste
momento de grande desafio para o discente, o maior objeto de apoio para o estudante
€ o livro-texto.

A abordagem adotada neste trabalho, portanto, tem sua natureza qualitativa, onde,
realizamos a analise de um livro-texto de geometria analitica buscando classificar as
situagdes a luz da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud. Analisando as situ-
acdes apresentadas no livro, resolvendo-as e elencando suas habilidades, fica claro,
como veremos no proximo capitulo, que uma mesma classe de situagdes pode mobi-
lizar diferentes esquemas no estudante.

Portanto, nossa pesquisa se trata de uma pesquisa documental, o que, diferente

de uma pesquisa bibliografica de acordo com Gil (2002, p. 46),

“A pesquisa documental apresenta uma série de vantagens. Primei-
ramente, ha que se considerar que os documentos constituem fonte e
estavel de dados. Como os documentos subsistem ao longo do tempo,
tornam-se a mais importante fonte de dados em qualquer pesquisa de
natureza histérica”.

O livro didatico, como pontua Santana (2006, p. 56),“tém um carater diferenciado
para o aluno, em relagao ao professor, visto que contém um saber sistematizado, for-
necendo ao aluno uma fonte de conhecimentos necessaria a construgao e articulagao
entre as aprendizagens matematicas”. E o livro didatico a principal ferramenta de au-

xilio do estudante na graduagéo, por isso decidimos analisar algum dos livros didaticos
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muito utilizados pelos graduandos a luz da teoria dos campos conceituais.

Assim, para atingirmos nosso objetivo geral, isto €, mapear e classificar as situa-
¢bes utilizadas no estudo de vetores no campo da geometria analitica buscando dar
suporte ao campo conceitual de vetores, escolhnemos um livro-texto de Geometria Ana-
litica. Para realizar a escolha do livro-texto que aqui analisamos, por facilidade de
acesso, fomos até a biblioteca do Campus Académico do agreste-UFPE fizemos a lei-
tura da apresentacao do livro e dos conteudos de cada capitulo e escolhemos aquele
que aparentava nos possibilitar aplicar vetores em diferentes contextos geométricos,
uma vez que nao era de nosso interesse realizar a analise de situagdes que envolves-
sem vetores apenas no proprio contexto de vetores.

Ap0s selecionar as atividades que pudessem compor nosso conjunto de situagdes.
Resolvemos cada situagao apresentada no livro, buscando identificar como o objeto
vetor pode emergir em contextos geométricos variados. Por meio da nossa analise
classificamos e tabelamos as habilidades envolvidas em cada situacao resolvida, as-
sim como o significado com que vetores aparecia, que foi pouco a pouco sendo refi-
nado.

Em um banco de dados, agrupamos as situagées em que vetores apareciam com
significados iguais e revisamos os grupos formados. Atribuindo a eles o significado em
foco e as habilidades geralmente exploradas.

Os critérios que utilizamos para analisar os exercicios e, assim, gerar as classes de
situagdes, foram embasados em trabalhos ja publicados na Teoria dos Campos Con-
ceituais aplicadas a outros campos conceituais. Esses critérios foram com base nos
elementos solicitados nos problemas, assim como nos elementos dados e no signifi-
cado que o vetor assume na situagao.

Optamos, também, neste trabalho, como veremos a seguir, apresentar a resolu-
¢ao de pelo menos uma situagdo de cada classe ou subclasse encontrada no livro

analisado para enriquecermos nossas discussoes para além dos enunciados.
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6. RESULTADOS E DISCUSSOES

Do livro selecionado foi realizada a leitura dos primeiros cinco capitulos (capitulo
1: Vetor, capitulo 2: Soma de vetores, capitulo 3: Produto de numero real por vetor,
capitulo 4: Soma de ponto com vetor, capitulo 5: Aplicagdes geométricas). No entanto,
para a nossa discussao, escolhnemos analisar os exercicios do capitulo 5 (Aplicagcdes
geomeétricas), pois nos interessa analisar a utilizacdo de vetores em contextos que nao
se use vetores apenas para solucionar operagdes com vetores (adi¢do, subtracao, etc),
mas sim aplicagbes em outros contextos geométricos.

As situagdes do livro sao divididas em “exercicios resolvidos’e “exercicios”ao final
da discussdo de cada classe tabelamos as questdes em que a classe aparece do se-
guinte modo: R5-x se refere ao exercicio resolvido numero x do capitulo 5, 5-x se
refere ao exercicio numero x do capitulo 5, enquanto R5-xa se refere ao item a) do
exercicio resolvido numero x do capitulo 5, etc. A partir desses exercicios, iniciamos
a discussao das classes e subclasses que encontramos no campo de vetores. Cabe
salientar que os critérios que utilizamos para gerar as classes foram com base nos
elementos dados no problema, nos elementos solicitados e no significado que o vetor

assume.

6.1 Classe | - Lugar Geométrico Comum

A classe “Lugar Geométrico Comum?” foi criada apds observarmos nas situagdes
do livro, a presenca de demandas comuns: observar que dois objetos geométricos
ocupam o mesmo espago, isto €, tém, na verdade, a mesma localizagdo. Aqui estao
problemas em que precisamos determinar que trés ou mais segmentos se encontram
em um mesmo lugar.

A seguir, veremos como a aparigao de vetores se da nesse tipo de problema, elu-
cidando de forma pratica por meio de uma situagéo recorrente no livro. Replicamos
abaixo o enunciado do item c) do exercicio resolvido 5-5 (R5-5¢) do livro Camargo,

Boulos (2005, p. 29) e, ao fim, discutiremos o resultado.

R5-5 Sejam M, N e P, respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC' e C'A do
triangulo ABC.
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(c) Prove que as trés medianas tém um unico ponto comum, que divide (A, N),
(B, P) e (C, M) narazao 2 (conhecido como baricentro do triangulo).

A seguir resolvemos esse item para que possamos fazer nossa analise.

c)

Figura 12 - Tridangulo ABC e suas medianas

Fonte: Autor, 2023.

Seja G o ponto de encontro das medianas AN e BP. Do tridangulo PGN, temos
PN = PG +GN (1)

mas como AG + GN = AN e como AG e AN séo paralelos (fazem parte do mesmo
segmento), podemos considerar que AN = \; AG. Reciprocamente, como PG+GB =

PB e como PB e GB sao paralelos, consideraremos que PB = \,GB. Assim,

AG + GN = AN = M AG = GN = MAG — AG = (A — 1)AG, 2)
PG +GB = PB = \GB = PG = \,GB — GB = (\, — 1)GB. (3)

Substituindo @ e 8 em [1], obtemos
PN = (Ao — 1)GB + (\ — 1)AG.

Porém, como P e N sao pontos médios do triangulo ABC, o segmento PN tem metade
da medida do lado paralelo do tridngulo, isto €, do segmento AB, portanto PN = %AB.

Assim, segue que

ATB = (Mo~ 1)GB+ (M — DAG = AB = (2), — 2)GB + (2\, — 2)AG.  (4)
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E do tridangulo ABG, temos que
AB = AG+ GB
Assim, a equacao Y fica
AG +GB = (20 — 2)AG + (20 — 2)GB

e comparando o coeficiente dos vetores AG e GB do lado esquerdo da equagao com

0s mesmos vetores do lado direito, temos

3
1:2A1—2:>A1:§

1:2)\2—2:>)\2:§

Portanto AN = 2AG e PB = 3GB.

Agora vamos supor, por absurdo, que o segmento C'M seccione AN em H # G.

Figura 13 - Pontos de encontro possivelmente distintos para as medianas

Fonte: Autor, 2023.

Do triangulo HM N, temos
MN =MH+ HN (5)

mas como AH + HN = AN e como HN e AN sao paralelos (fazem parte do mesmo
segmento), podemos considerar AN = A\3AH. Reciprocamente, como MH + HC =

MC e como HC e MC sao paralelos, consideraremos que MC = \,HC. Assim,

AH + HN = AN = M\AH = HN = A\ AH — AH = (\; — 1)AH, (6)
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MH + HC = MC = \MHC = MH = \MHC — HC = (A — 1)HC. (7)

Substituindo B e [l em B, obtemos
MN = (A — 1)HC + (A — 1)AH,

porém, como M e N sao pontos médios do triangulo ABC, o segmento M N tem
metade da medida do lado paralelo do triangulof, isto é, do segmento AC, portanto

MN = AC. Assim, segue que

% = (M —1DHC + (A3 — DAH = AC = 2\, — 2)HC + (2)s — 2)AH.  (8)

E do tridangulo AHC, temos
AC = AH + HC

Assim, a equacao 8 fica
AH + HC = (20 — 2)AH + (20, — 2)HC.

e comparando o coeficiente dos vetores AH e HC do lado esquerdo da equagao com

0os mesmos vetores do lado direito, temos

3
1:2>\3—2:>/\3:§

3
1:2)\4—2:>>\4:§

Portanto AN = 3AH e MC = 2HC.
Como ja vimos, AN = %AG e AN = %AH e subtraindo essa ultima equagao pela

primeira, obtemos

3

AN—AN:%AH—%AG:>§(AH—AG):0:>AH—AG:O:>AH:AG

assim,
H-A=G-A= H-=4d(.

Portanto, H # G é absurdo. Entdo as medianas AN, BP e C'M irdo se cruzar no
mesmo ponto G.

Na resolugao notamos que os vetores sao utilizados para provar que os pontos G

'Teorema da base média de um triangulo
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e H sdo o mesmo ponto, sendo comum as trés medianas do tridngulo. Nos tipos de
problema desta classe, esse € o método que empregamos para solucionar a demanda,
para isso utilizamos a representacao algebrica de vetores onde destacamos a sua
origem e sua extremidade (AB € o vetor com origem em A e extremidade em B),
aparelhada da definicdo de soma de vetores (AB + BC = AC). Também utilizamos a
definicdo de paralelismo de vetores e a propriedade 3 (au + fv = yu + dv entdo o = ~
e [ =)9).

Nos outros problemas desta classe, sempre precisamos determinar o ponto de en-
contro comum a mais de dois segmentos, as habilidades trabalhadas pelo estudante
estdo no percurso utilizado para que possa reconhecer a razao que divide cada seg-
mento em dois. Encontrada esta razdo, e sendo G o ponto de encontro de dois seg-
mentos e H o ponto de encontro de outros dois segmento, precisa-se provar que o
segmento que une H a G néo existe.

Realizada a analise dos problemas dessa classe, tabelamos as habilidades relaci-
onadas a vetores que percebemos serem necessarias do estudante para resolver os

problemas que provém situagdes foi tabelada abaixo.

Quadro 1 - Classe 1: Lugar Geométrico Comum

Significados (sub-
classes)

Identificar ponto em comum a mais de duas retas

Habilidades

» Determinar a razdo que divide um segmento em dois a par-
tir das propriedades de paralelismo de vetores; |dentificar
inexisténcia de segmento

+ |dentificar que quatro segmentos se cortam no ponto médio
constatando que vetores sao, dois a dois, iguais entre si

« ldentificar coincidéncia de vetores a partir de igualdade de
vetores

* |dentificar inexisténcia de segmento

Questodes R5-5¢, 5-20, 5-21, 5-3c.

Fonte: Autor, 2023.

No quadro 1 elencamos as habilidades que percebemos serem mobilizadas pelo

estudante, bem como as questdes em que essas se manifestam.
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6.2 Classe Il - Dependéncia Linear

Continuando a analise das situacgdes, discutiremos agora sobre a classe de Depen-
déncia Linear, na qual estao os tipos de problemas relacionados as bases no espaco
vetorial e os vetores por elas gerados.

A partir da analise das situagdes dessa classe, notamos a presenga do que dis-
tinguimos como duas subclasses nessa pesquisa , sdo estas, Vetor gerado por uma
base e Identificar vetores L.D.. A seguir discutiremos os problemas tipicos dessas

duas subclasses.
6.2.1 Vetor gerado por uma base

Um exemplo muito tipico de situacao dessa subclasse € o de escrever um determi-
nado vetor em fungéo de outros dois ou trés linearmente independentes (naturalmente,
quando o problema acontece no contexto do espaco vetorial bidimensional, ndo ha
como ocorrer a escrita de um vetor em funcao de trés outros linearmente independen-
tes, sendo assim, essa quantidade de vetores depende exclusivamente da base onde
0 espaco vetorial € gerado). Para esta subclasse vamos analisar o Exercicio Resolvido
5-5a de Camargo, Boulos (2005, p.29).

R5-5 Sejam M, N e P, respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC' e C'A do
tridangulo ABC.

(a) Exprima BP, AN e C1M em fungdo de CA, COB.

A sequir, a resolucao da situacéo.
a) E 6bvio que
BP =BC+CP

e, por outro lado,
BP = BA+ AP

somando essas duas expressdes obtemos

9BP = BC + BA+ CP + AP (9)
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e como P é o ponto médio do lado AC', os segmentos AP e PC s&o iguais, ou seja
AP =PC = AP+ CP =0,
assim, a equacdo g é na verdade
2BP = BC + BA
ou, ainda,

2BP =BC+BC+CA=2BC+CA=CA—-2CB

assim,

BP = %A—CB. (10)

Para AN temos que
AN = AC+CN

por outro lado,
AN = AB+ BN

somando essas ultimas equacgdes, temos
2AN = AB+ AC + CN + BN (11)
e como N é o ponto médio do lado BC, os segmentos C'N e N B sao iguais, ou seja
CN=NB= CN+ BN =0,
assim, a equacao (11| € na verdade
2AN = AB + AC

ou, ainda,
2AN = AC+CB+ AC =2AC+CB=CB-2CA

assim,

AN = C—QB —CA. (12)

Para C M temos que
CM=CA+ AM
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por outro lado,
CM =CB+ BM

somando essas ultimas equacgdes, temos
2CM =CA+CB+ AM + BM (13)
e como M é o ponto médio do lado AB, os segmentos AM e M B sao iguais, ou seja
AM = MB = AM + BM,
assim, a equacao 13 é na verdade
2CM =CA+CB

ou, ainda,
CA+CB

2

Notamos que a aparicéo de vetores no item a se da em sua forma algébrica, na

CM = (14)

resolugcéo nao precisamos hem mesmo trabalhar com sistema de coordenadas. Aqui
se faz uso continuo da propriedade de soma de vetores onde AB + BC = AC, ou
seja, a soma dos vetores, o com origem em A e extremidade em B com o vetor com
origem em B e extremidade em C' é igual ao vetor com origem em A e extremidade
em C. Nos tipos de problema desta subclasse, a técnica inicial empregada, em sua
esséncia, sempre se da nesta expansao de um vetor como a soma de outros dois e
apods isso acrescentamos a situacao especifica do problema nas equacdes vetoriais
que calculamos (a situagéo especifica destacada no exercicio R5-5a é a de que os
pontos médios de cada segmento geram mais dois vetores iguais, assim acrescenta-

mos essa informacgao nas equacgdes para chegar ao resultado procurado).

6.2.2 Contragao e Dilatagao

Ainda na classe Dependéncia Linear, nem sempre lidaremos com situacdes em que
temos que expressar um vetor como uma combinagao linear de vetores de um espaco,
em outros casos lidamos com situacbes em que precisamos identificar quando um

vetor € multiplo ou paralelo a outro, para elucidarmos esse fato veremos o que ocorre
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com o exercicio resolvido 5-3 de Camargo, Boulos (2005, p.27).

R5-3 Seja r a razdo em que o ponto P divide o segmento orientado ndo-nulo (A, B).

Proveque7ﬂ;«ré—1eque1@:114r AB.
T

Resolvendo, temos
Casor = —1, entao
AP =rPB = AP = —-PB = AP = BP,

mas isto & impossivel pois a equagédo AP + PB = AB seria BP+ PB = AB =0, mas
0 exercicio nos informa que AB é nao-nulo, portanto, r = —1 € impossivel. Ainda da

relagdo AP = rPB temos
AP =rPB =r(PA+ AB)=rPA+rAB = AP+ rAP =rAB
logo,

r
147

AP = AB.

Como queriamos demonstrar.

Aqui, como mencionamos, diferente da outra subclasse, o vetor néo é gerado a
partir de uma base, percebemos o vetor AP como uma contragdo em f? do vetor AB,
ou seja um vetor € multiplo do outro, neste caso apenas utilizamos arelagédo AP = rPB
e nos bastamos da expansao desses vetores como soma de outros para solucionarmos
o problema.

Neste e em outros problemas dessa subclasse, o que se destaca é que temos que
expressar o vetor como multiplo de um outro, para isto trabalhamos e identificamos as
propriedades de paralelismo de vetores e buscamos, através da algebra, relaciona-los.

Abaixo tabelamos os resultados coletados analisando todas as situagdes presentes
na analise que se encaixassem nesta classe, bem como as habilidades mobilizadas

por essas.
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Quadro 2 - Classe 2: Dependéncia linear

Significados (sub-
classes)

Vetor gerado por uma base

» Contracao e dilatagao

Habilidades

« ldentificar um vetor como soma de dois outros, dados seg-
mentos.

* |dentificar um vetor como soma de trés, dados segmentos.
* Modelar uma figura fechada como soma de vetores.
+ |dentificar quando dois vetores sédo L.D. (ou paralelos)

» Representar um vetor em fungao de outro paralelo a esse.

Questodes R5-5a, R5-4, 5-1, 5-4b, 5-5, 5-11a, 5-12, 5-13a, 5-15, R5.7, 5-
16a, 5-18b, 5-19b, 5-21a, 5-21b, 5-22, 5-9b, 5-2, R5-3, 5-4, 5-16.

Fonte: Autor, 2023.

No quadro 2 elencamos as habilidades que percebemos serem mobilizadas pelo

estudante, bem como as questdes em que essas se manifestam.

6.3 Classe lll - Posigao relativa de retas

A necessidade da criagao da terceira Classe se da quando observamos problemas
em que a utilizagado do objeto vetor surge para interpretar a posi¢ao relativa entre re-
tas, Nesta classe dividimos os problemas nas subclasses identificar retas paralelas
e ldentificar retas concorrentes, veremos a seguir o que ocorre em cada um desses

Casos.

6.3.1 Identificar retas paralelas

Para esta subclasse discutiremos e analisaremos o exercicio 5-18 de Camargo,
Boulos (2005, p.35).

5-18 Dado o triangulo ABC, seja X aintersec¢ao do lado AB com a bissetriz do angulo

interno de vértice C' e sejama = |CB| e b = |C4|
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(a) Explique geometricamente por que (,T)(> € paralelo a C_}l/b + @/a.

Figura 14 - Bissetriz interna do triangulo ABC

Fonte: Autor, 2023.

B A
Sendo CF = CT eCF = CT formamos o quadrilatero CFGE com EG = CF

e FG = CE de lados medindo uma unidade, pois os vetores CE e C'F' s&o unitarios,
CA

portanto CFGFE é um losango, com diagonal CG = - + Ca—B sendo paralela ao vetor
C'X, que gera a reta bissetriz ao angulo C, pois a diagonal de um losango também é
bissetriz do angulo que é divido.

Nesta classe de situagdes, provamos que as retas coincidem (ou sao paralelas)
provando que os vetores sdo paralelos, ou seja, um é multiplo do outro. Aqui as habi-

lidades mobilizadas sao as que envolvem paralelismo de vetores.
6.3.2 Identificar retas concorrentes

A aparicao desta subclasse se da nas situacdes em que precisamos provar que nao
ha como dois vetores serem multiplos um do outro, portanto, as retas do plano geradas
por eles também nao serdo paralelas uma a outra. Veremos a seguir o0 que ocorre no
item b do exercicio resolvido 5-5 que utilizaremos de exemplo para os problemas

desta subclasse.

R5-5 Sejam M, N e P, respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC e CAdo
triangulo ABC.

(b) Prove que as retas-suportes de duas medianas quaisquer do tridngulo sao

concorrentes.
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b) Para provar que as retas-suporte sdo concorrentes basta provar que ndo ha como
elas serem paralelas. Suponhamos, entéo, que as retas-suportes dos segmentos AN
e C'M sao paralelas, isso implica afirmar que os vetores AN e CM também s&o para-

lelos, desse modo AN = A\CM, e pelas equacdes [19 e [14], temos

CB ACA+\CB
2 2

~CA+

e comparando os coeficientes dos vetores C'A e C'B do lado esquerdo com 0s mesmos

vetores do lado direito, vemos que

A
AN R
2
e
A1

O que é impossivel, portanto, ndo ha como os vetores AN e C'M serem paralelos,
logo as retas-suporte sdo concorrentes. Podemos proceder de modo analogo para
demonstrar que as retas-suporte de AN e BP sao concorrentes, assim como as retas-
suporte de BP e CM.

No item b utilizamos algumas propriedades de vetores, entre elas, a definicao de
paralelismo de vetores para provar que eles sao concorrentes e, também, o fato de que
se au + fv = yu + dv entdo a = vy e § = 4. Aqui o argumento é feito por contradicéo,
supomos que os vetores sao paralelos (AN = A\C'M ) e provamos que iSso € impossivel,
chegando a conclusao que a negacgao da hipdtese absurda é a verdade.

Nos problemas desta subclasse, utilizamos as propriedades de paralelismo para
provar que elas ndo sdo validas, e tiramos a nossa conclusao a partir deste fato, uma
maneira diferenciada de se trabalhar com essas propriedades que até entao, era utili-
zada para relacionar vetores paralelos.

A seguir sintetizamos as informagdes coletadas na analise dos exercicios dessa

classe.
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Quadro 3 - Classe 3: Posigao relativa de retas

Significados (sub-
classes)

Identificar retas concorrentes

* |dentificar retas paralelas

Habilidades

* |dentificar vetores paralelos a partir da ideia de vetores que
sao linearmente dependentes

* |dentificar um vetor como soma de dois outros L.D.
* ldentificar que dois vetores s&o paralelos

* |dentificar retas concorrentes a partir da ideia de vetores
que séao L.l

* ldentificar um segmento dividido em certa razéao

Questodes R5-5b, 5-13b, 5-14b, R5-7a,5-18a, 5-19a, 5-3b, R5-2, 5-3a, 5-6,
5-7, 5-8, 5-14a, 5-19c.

Fonte: Autor, 2023.

No Quadro 3 elencamos as habilidades que percebemos serem mobilizadas pelo

estudante, bem como as questdes em que essas se manifestam.
6.4 Classe IV - Colinearidade

Outro tipo de problema geométrico muito recorrente € o de provar que trés ou mais
pontos pertencem a mesma reta, isto €, sado colineares. No contexto de vetores, pro-
blemas desse tipo requerem do estudante a habilidade de identificar quando um vetor
gerado por quaisquer dois pontos, sempre vai cruzar os restantes, mediante uma dila-
tacdo ou nao.

Para discorrer sobre os tipos de problema dessa classe vamos utilizar os itens a e

b do exercicio 5-24 do livro analisado
5.24 (a) Dado o triangulo ABC, sejam P,Q e R pontos tais que AL — aPB, AC —
8QC, aPE = BOL. Prove que, se a # 1, entdo B, C e R sé&o colineares.

(b) Sejam s; e t; duas retas concorrentes em B, tangentes a circunferéncia de

centro A eraio ;. Com centro em um ponto P da semi-reta de origem B que
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contém A, traga-se a circunferéncia de raio r, (menor que r;), tangente as
retas s; e t;. Sejam s, e t, duas retas tangentes a segunda circunferéncia,
concorrentes em R. Com centro em um ponto () da semi-reta de origem R
que contém P, traga-se a circunferéncia de raio r3 (menor que r5), tangente
as retas s, e t,. Sejam s; e t3 as retas tangentes comuns a primeira e a
terceira circunferéncias que tenham em comum um ponto C da reta AQ,

exterior ao segmento AQ. Prove que B, C e R sao colineares.

Figura 15 - Esquema geométrico do exercicio 5-24b.

R
A
™~
i b
B ra \ P rA
S9 S3 51
ta

Fonte: Autor, 2023.
a) Subtraindo a igualdade AC = SQC por AB = aPB temos
AC + BA = BQC — aPB = BC = BQC — a(PR + RB) = BQC — aPR — aRB
e como aoPR = fQR, a equagao acima fica

BC = BQC — BQR + aBR = B(RQ + QC) + a(BC + CR) = BRC + aBC + aCR
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ou, ainda,
(B—a)

—

RC.

(1—a)BC = BRC — aRC = BC =

Essa ultima igualdade nos informa que BC e RC sao paralelos quando « # —1, por-
tanto os pontos B, C e R sao colineares para a # —1.

b) Como AB e PB séo paralelos, vamos considerar que AB = aPB e como AC e QC
também sao paralelos vamos considerar que AC' = SQC', dessa forma s6 precisamos
provar que a«PR = QR e usar o resultado da letra a) para provar que B,C e R sao
colineares. Primeiro seja U o ponto de tangéncia da circunferéncia de centro A com a

reta t; e V o ponto de tangéncia da circunferéncia de centro () com a mesma reta.

Figura 16 - Tridngulos CQV e AUC

Fonte: Autor, 2023.

Pelas propriedades das circunferéncias e retas tangentes, a reta t; forma um angulo
reto com os raios r; € r3 das circunferéncias nos pontos de tangéncia U e V. Sendo

ACU um angulo qualquer 6., entdo, dos triangulos retangulos AUC' e QV (', temos que

1
senf; =
L JAC
e
rs3
senf, = ———
QI
desse modo,
1 3
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mas como AC = SQC, temos

(A1

8QC|  |CQ)|

Agora, seja E o ponto de tangéncia da circunferéncia de centro A comaretat; e F' o

r = 67”3. (15)

ponto de tangéncia da circunferéncia de centro P com a mesma reta.

Figura 17 - Tridngulos BPF e BAE

Fonte: Autor, 2023.

Novamente, pelas propriedades das circunferéncias e retas tangentes, a reta t;
forma um angulo reto com os raios r; e r, das circunferéncias nos pontos de tangéncia
E e F. Sendo ABE um angulo qualquer 65, entao, dos triangulos retangulos AEB e

PF B, temos que

1
senf, =
> |AB]
e
To
senf, =
* " |PB
desse modo,
o T
|AB|  |PB]
mas como AB = aPB, temos
(&1 T2
— = r = _ 16
loPB| _ [PB] 1T (16)
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Por fim, como PR e QR estédo alinhados, vamos considerar que PR = A\QR. Agora,
seja GG o ponto de tangéncia da circunferéncia de centro P com a reta s, e H o ponto

de tangéncia da circunferéncia de centro () com a mesma reta.

Figura 18 - Tridngulos RQH e RPG

to

Fonte: Autor, 2023.

Sendo 65 o angulo PRG dos tridangulos retangulos PGR e QH R, teremos que

T
senf; = ——
' |RP]
e
rs
senf; = ——,
" |RQ)|
desse modo,
T2 T3
|[RP|  |RQ)

mas como PR = AQR, temos

T2

ARQ|  [RQ)

o =— )\7"3. (17)
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Das equacgées [15, 16 e [17, temos que

ry = frs
rn = Qry
To = )\T’g

substituindo a primeira equagao na segunda, temos
Brs = ary = 19 = —r3
(6%

e substituindo esse valor de r, na terceira equagao do sistema, temos

é’f’gz)\r3:>>\:é.
(0% (6%

Portanto, a equacdo PR = MQR fica PR = gQR = aPR = QR e a # 1, pois
|AB| > |PB|. Dai, pelo item a provamos que B, C' e R sao colineares, como queriamos
demonstrar.

Aqui utilizamos a definicdo de paralelismo de vetores nos itens a e b. No item a re-
solvemos o problema apenas com pura manipulagao algébrica com vetores, ja no item
b saimos do campo de vetores para o campo da geometria euclidiana e trigonometria,
aplicando as razdes trigonomeétricas nos triangulos retangulos determinados pela si-
tuacao, notando aqui a presencga de conceitos de outros campos da matematica para
solucionar essa situagado, como defende a Teoria dos Campos Conceituais pois como
afirma Gitirana et al. (2008, p. 5) “quando se defronta com uma nova situagéo, o estu-
dante usa o conhecimento desenvolvido em sua experiéncia de situacdes anteriores e
tenta adapta-lo a nova situacao”.

O método de resolugao utilizado no item a consiste em provar que os vetores BC e
RC sao multiplos um do outro, ou seja, que € possivel construir um vetor que cruze B, C'
e R simultaneamente, portanto esses pontos sao colineares. Ja no item b basta provar
que os pontos eram colineares, utilizando técnicas que nos levassem ao resultado
obtido no item a, pois a prova da colinearidade ja estava realizada.

Os tipos de problema dessa classe variam muito e podem até se distanciar de pro-
blemas que realmente envolvam vetores, sendo a aparigao de vetores uma ferramenta
para gerar equagoes e, a partir dessas equagdes, posteriormente utilizar outras ferra-

mentas de outros campos para se chegar ao resultado.
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A seguir estdo tabeladas as habilidades relacionadas a vetores identificadas como
necessarias para que o estudante possa lidar com as situacdes presentes neste tipo

de situagéo.

Quadro 4 - Classe 4: Colinearidade

Significados (sub-
classes) + Colinearidade
Habilidades
+ |dentificar a razdo entre dois segmentos colineares mode-
lando como dois vetores que sao linearmente dependentes.
+ ldentificar um vetor como soma de dois outros, dados seg-
mentos
+ ldentificar quando dois vetores sdo multiplos um do outro
* |dentificar vetor que cruze mais de dois pontos
Questdes 5-4a, 5-16b, 5-24a, 5-24b.

Fonte: Autor, 2023.

No Quadro 4 elencamos as habilidades que percebemos serem mobilizadas quando

tentamos resolver a questao, bem como as questdes em que essas se manifestam.

6.5 Classe V - Particdo de um segmento

Nessa classe estamos analisando os tipos de problema em que precisamos iden-
tificar a razdo em que um segmento € divido. Como ja vimos, um segmento AB di-
vidido em certa razdo o por um ponto X da origem aos vetores AX e X B tais que
AX = aXB. A seguir utilizaremos o exemplo da situagcéo 5-23 e veremos como 0s
problemas dessa categoria podem ser complexos, podendo até exigir do estudante um

conhecimento para além de vetores para ser solucionado.
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5-23 Sejam A, B,C e D vértices de um quadrado, E um ponto de AD e F um ponto de
CD, tais que o tridngulo BEF' seja equilatero. Calcule a razdo em que E divide

(A, D) e arazao em que F divide (D, C).

Figura 19 - Triangulo contido em quadrado

D F C
E
A B

Fonte: Autor, 2023.

Primeiro, chamaremos de « a razédo na qual FE divide AD e § na qual F divide DC,
desse modo

AE = aED,
DF = BFC

Dos tridngulos retédngulos ABE e BC'F, temos que
|EB|* = |[EA*> +|AB|*2 (18)
|FB|*> = |FC|* + |CBJ?
e subtraindo a primeira equagao pela segunda, temos
|EB|* — |FBJ* = |EA]® + |AB|* - |FCJ* - |CB[",

mas |EB|*—|FBJ|? = 0, pois | EB| = |F' B| porque o tridangulo E F'B é equilatero, também
|AB|? — |C'BJ* = 0 porque o quadrilatero ABC'D é equilatero. Desse modo, a equagéo

acima se torna

0= |EA]> — |FC|? = |EA]* = |FC|* = |EA| = |FC|. (19)

2Teorema de pitagoras
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E como
|DE| + |EA| = |DF|+ |FC| = |DE| = |DF|

1 .
No entanto, como AF = aFED e F'C = BDF, a equacgao 19 fica

1 1
|0ED| = ‘EDF‘ = a|ED| = E|DF\

e como |DF| = |DE| # 0 segue que

1
a=—. (20)
s
Por outro lado, como AE + ED = AD, vem que
1 1
AE+—AE:AD=><1+—)AE:AD:>AE: AD, (21)
« « 1+«
Dessa relacdo e da equacgao [18, obtemos
(6% 2 Oé2
|EB|> = |EA]* + |AB|? = |——AD| +|AB|* = |AD|* + |AB|?
1+« (1+ «)?
e como |AD| = |AB|,
a? a? (1+ a)? 202 4+ 2a + 1
EBJ]? = AB|*+|ABJ? = AB|? AB|I* = ——"—_ " |ABJ?,
EBF = a8 MBI = i ABI (e ABE = — g 145
ou seja,
202 + 2 1
|EBJ? = MMBR (22)
(14 «)?
Novamente, da relagdo AF + ED = AD, teremos ainda
aED+ ED=AD = (a+1)ED = AD = ED = T AD,
o
e, lembrando que DF = gFC e darelacdo DF + FC = DC, temos que
DF + 1DF—DO:>(1+ 1)DF—DC:>FC’— L DC
5 g B+17
Agora, do tridngulo retadngulo EF D, vem que
|EF|* = |DF* + |ED|* = P pe 2 + =y 2 __F |IDC|? + ! |AD|?
1+ 5 a+1 (14 8)2 (1+ )2
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e como |AD| = |DC| = |AB|,

|EF|? = a f26>2|AB\2 + i a>2|AB|2. (23)
E como o triangulo BFE é equilatero, |[EF| = |EB|, portanto as equacdes P2 e R3 sdo
iguais, assim
2 2
2&(1++2c(j)j B = 0 f g hABE+ APl
e como |AB| é diferente de 0,
20° +20+1  p? 1

+
(1+a)? 1+p5)? (1+a)
e multiplicando por (1 + «)* em ambos os membros da equagdo, temos

524—20452—1‘04252 ) B 52+2aﬁ2+a252
e ()2

e multiplicando por (1 + 3)* em ambos os membros da equagéo, temos

20 + 20+ 1 =

(207 +20)(1+ 26 + §%) = * + 208° + a*F%,
ou melhor,
20 + 40 B + 20° 4% + 20 + 4af + 2a87 = B + 2087 + o*
e como a = % (equacéo R0), segue que
2(5) +a(3) 2 (5) 702 (5) w1 ()2 (5)
e simplificando os termos, obtemos

2 4 2 2 6
— - +24+ S +4=F+1=> —+ - +5=0
p* B B p* B

multiplicando por 32 os dois membros,
2468+58%=p=p*—582—-65—-2=0.

Chegamos, assim, a uma equagao polinomial de quarto grau em 5. Pesquisando as

raizes racionais dessa equacao, as possibilidades séo {—1,—2, 1,2}, onde para 5 =
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—1, obtemos
(—1D)*=5(=1)?=6(-1)—2=1-5+6—-2=—4+4=0.

Assim, 8 = —1 é raiz racional da equacao, mas raizes nao-positivas ndo nos interes-
sam, pois, da definigdo de g, DF = SFC e os vetores DI e FC possuem a mesma
direcao, sendo assim, 5 > 0. Continuemos, entdo, pesquisando as raizes da equagao
até encontrarmos um valor possivel para . Prosseguindo deste modo, o polindbmio

B* —58% — 68 — 2 = 0 é divisivel por 5 — (—1). Efetuando a divisdo de polinémios,

teremos
B —552—65—2‘5+1
ik B - —4p -2
— 3%~ 5p
B +p
—43% — 68
432 + 43
—28—2
28 +2
0

Agora, pesquisando as raizes racionais do polinémio 32 — 32 — 43 — 2, as possibilidades

novamente estdo no conjunto {—1, -2, 1,2}, onde para = —1, obtemos
(-1 = (1) —4(-1)—2=—-1-1+4-2=-2+2=0.

Assim, 3 = —1 é raiz racional de multiplicidade dois na equagéao e, como ja comenta-

mos, raizes nao-positivas ndo cabem ao problema, desse modo, continuemos nossa
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pesquisa dividindo o polinémio 5% — 82 — 43 — 2 por 8 — (—1),

B - 421 .

-5 - 52— 28 -2
— 982 — 45
28% + 28
—28—2
28 +2
0

Munidos de um polindbmio de segundo grau em [, calculemos suas raizes por meio da
formula de Bhaskara. Assim,

24/ 4—4- (=2
_ ( )ZQiVE§:212¢§:1ng

p 2 2 2

Mas como 1l < 3 = 1 < V3 = 1 —+/3 < 0, essa raiz ndo nos interessa, restando

B =1+ +/3. Por fim, pela equacéo R0, obtemos

1 1-v3  1-+3 V3-1
eV 1B 22

V3-—1
2

Portanto E divide AD na razdo e F divide DC narazdo 1+ /3.

Especificamente nessa situagdo ndo usamos muitas propriedades de vetores como
em outras situacgdes, aqui, nos exemplos dessa classe, as técnicas e opgdes podem ser
as mais variadas para encontrarmos a razado que divide o segmento e solucionarmos
aequagcao AE = aED.

Essa classe de situagdes, embora n&o seja solicitada por muitas questdes, pode
aparecer indiretamente, por exemplo, quando encontramos a razao em que um seg-
mento € dividido para depois provar que trés segmentos vao se encontrar no mesmo
local, como vimos na classe 1: lugar geométrico comum. Esta, entdo, pode ser con-
siderada uma classe de situagdes intermediarias para se chegar a outras conclusdes
mais sofisticadas. Mas optamos por escrever no quadro, apenas as questdes em que
a razao do segmento é solicitada explicitamente, seguindo nossos critérios de analise.

No que se refere as habilidades relacionadas a vetores necessarias a serem mobili-

zadas para o estudante resolver os problemas desse tipo de situagdo, desenvolvemos
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0 quadro abaixo onde sintetizamos os resultados obtidos por meio de nossa analise.

Quadro 5 - Classe 5: Particdo de um segmento

Significados (sub-
classes) * ldentificar a raz&o que um segmento é dividido
Habilidades
* |dentificar a raz&o que divide um segmento
+ Distinguir a direcéo de vetores
« Identificar quando dois vetores sdo multiplos um do outro
* |dentificar a raz&o entre dois segmentos colineares
Questodes R5-7,c 5-17, 5-18c, 5-21d, R5-1, 5-23.

Fonte: Autor, 2023.

No quadro 5 elencamos as habilidades que percebemos serem mobilizadas pelo

estudante, bem como as questdes em que essas se manifestam.

6.6 Classe VI - Formar Figura Fechada

Por fim, chegamos a um outro tipo de situagédo especifica, mas que ocorreu em
mais quatro exercicios dos que foram analisados. Nesses, usamos linguagem vetorial
para identificar existéncia de tridngulos, figuras fechadas, onde para provar que os

vetores u, v € w podem gerar um tridngulo, temos que provar que u + v + w = 0.

R5-6 Dado um tridngulo ABC qualquer, mostre que existe outro com lados paralelos

e congruentes as medianas do primeiro.

Sendo AN, BP e CM as medianas do triangulo, precisamos mostrar que é possivel
construir um tridngulo cujos lados possuem mesmo comprimento e direcdo que os

vetores AN, BP,CM
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Figura 20 - Tridngulo ABC' e suas medianas

Fonte: Autor, 2023.

Como sabemos, pela proposi¢ao 1, dado um vetor e um ponto do plano, existe um
unico vetor que sera igual ao vetor dado, portanto faremos AN = OX, XY = CM e
Y Z = BP e o que temos que fazer € apenas provar que os pontos O e Z coincidem,

ou seja, O = Z. Ou, ainda, provar que
AN+ CM+ BP =0

Figura 21 - Representagdo geométrica da soma dos vetores das medianas do

triangulo

AN

O

BP

Fonte: Autor, 2023.

Somando os vetores AN, CM e PB e utilizando as equagdes [10, 19 e 14, chega-

mos com facilidade ao resultado

AN+ oM+ pPB=B _cay G4 _op CATCE

0
2 2 2
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assim confirmamos que Z = O pois o tridngulo que é a representagdo geométrica da
soma dos vetores AN, BP e CM é uma figura fechada.

Nessa ultima classe, as situagdes demandam o reconhecimento, por parte do estu-
dante, de quando e porqué uma soma de vetores se anula, geometricamente podemos
visualizar essa soma de vetores como a formagao de um poligono.

Abaixo esta o quadro onde tabelamos as habilidades mobilizadas pelas situagdes

da classe.
Quadro 6 - Classe 6: Formar figura fechada

Significados (sub-
classes) » Formar figura fechada
Habilidades

» Modelar uma figura fechada como soma de vetores

* |dentificar um vetor como uma combinacao linear de outros
Questodes R5.6, 5-10, 5-11b, 5-9a..

Fonte: Autor, 2023.

No Quadro 6 elencamos as habilidades que percebemos serem mobilizadas pelo

estudante, bem como as questdes em que essas se manifestam.

6.7 Resumo da Analise

Através da nossa analise pudemos encontrar seis classes de situagdes especifi-
cas no livro-texto analisado, onde duas dessas seis classes foram divididas em outras
duas subclasses. A representagao de vetores que prevalece nas situagdes € sem-
pre a algébrica (simbdlica), sem fazer necessario o uso de sistema de coordenadas,
e a representacao geomeétrica pode ser utilizada como importante suporte visual para
facilitar as abstracdes do estudante.

Por fim, a fim de sintetizar os resultados, tabelamos as classes, os exercicios € a

pagina em que cada um desses aparece no livro.
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Classe Subclasse Exercicios Pagina
5-3c 28
| - Lugar Geométrico | .................. R5-5¢ 29
Comum
5-20, 5-21 35
R5-3, R5-4 27
Vetor gerado por R5-1, 5-2, 5-4b, 5-5 28
uma base
R5-5a 29
lI- Dependéncia Li- 5-9b, 5-11a, 5-12, 5-13a | 32
near
5-15, R5-7 33
Contragao/Dilatacao 5-16a 34
5-18b, 5-19b, 5-21a, 35
5-21b, 5-22
Retas Paralelas R5-2 27
5-3a, 5-5b 28
lll - Posigao relativas R5-5b, 5-6,5-7, 5-8 29
de retas
Retas 5-13b, 5-14a, 5-14b, 33
concorrentes R5-7a
5-18a, 5-19a, 5-19¢c 35
5-4a 28
IV - Colinearidade | .................. 5-16b 34
5-24a, 5-24b 36
R5-1 26
V - Particdo de um | .................. R5-7c 33
segmento
5-17 34
5-18c¢, 5-21d, 5-23 35
VI - Formar figura fe- | .................. R5-6 31
chada
5-9a 5-10, 5-11b 32

Fonte: Autor, 2023.

Seguimos agora para as consideragoes finais de nossa pesquisa.
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7 CONSIDERAGOES FINAIS

A partir de nosso principal aporte tedrico, a Teoria dos Campos Conceituais de Gé-
rard Vergnaud, partindo do principio que ndo se pode aprender um conceito s6 por meio
de uma classe de situagao, mas sim por um conjunto de distintas situag¢des e, ainda,
considerando que nao se aprende acerca de uma situagao por meio de um so6 conceito,
em nossa pesquisa exploramos as situagdes presentes em um livro-texto de geome-
tria analitica referente ao campo conceitual de vetores, pois 0 campo de vetores se faz
muito presente em muitas disciplinas vistas nos cursos de graduagao em matematica,
sendo necessario o seu dominio para uma formacgao plena do futuro profissional. No
trabalho levamos em conta a aplicagao dos vetores a contextos geométricos basicos.

Através de nossa metodologia de analise das situagbes presentes no livro-texto,
pudemos agrupar em classes e identificar as habilidades demandadas nas situacoes,
a partir da resolugdo de cada situagcéo apresentada no capitulo 5 que recortamos para
a nossa pesquisa.

Com nossa pesquisa buscamos atingir o seguinte objetivo: classificar as situagoes
utilizadas no estudo de vetores no campo da geometria analitica. Objetivo construido
no intuito de dar suporte ao campo conceitual de vetores.

No total pudemos identificar seis classes distintas, as quais identificamos como:
Lugar Geométrico Comum, onde os problemas s&o caracterizados pela utilizagao de
vetores para achar pontos no espago que s&o comuns a mais de duas retas; Dependén-
cia Linear, no qual os problemas sao separados em duas subclasses, Vetor Gerado
Por Uma Base e Contracdo e Dilatacdo, sobretudo, as situagcdes dessa classe sao
marcadas pela caracteristica de se escrever um vetor em fungéo de outro(s); Posigao
Relativa Entre Duas Retas, classe nomeada de forma intuitiva onde a utilizacdo dos
vetores era para identificar paralelismo e concorréncia de retas; Colinearidade, cujos
exercicios se tratam em determinar um vetor que passe ao mesmo tempo por mais de
dois pontos; Particdo de um Segmento, onde temos que identificar o valor de um certo
« nas equacgdes vetoriais do tipo AX = aX B; Formar Figura Fechada, onde utilizamos
a propriedade de anulamento da soma de vetores para identificar um poligono.

Ao final tabelamos essas classes em quadros bem como as habilidades por elas

mobilizadas, como forma de sintese.
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