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Resumo

A wavelet tree € uma estrutura de dados bastante utilizada para representar longas cadeias de
caracteres de forma otimizada e permitir consultas de rank e select. Alguns estudos ja explo-
raram como modificar o formato dessa arvore para melhorar a complexidade de consultas e de
espago de armazenamento e mostram que o formato da arvore de Huffman é 6timo no quesito
memoria. Apesar de ser uma estrutura conhecida, poucos algoritmos de construcdes online fo-
ram propostos e este trabalho tem como objetivo propor um algoritmo online para a constru¢ao
da wavelet tree no formato da arvore de Huffman, que tem como principal vantagem o fato de
que o texto de referéncia ndo precisa ser armazenado em memoria principal, o que pode ser
um requisito desejavel, ou mesmo necessario, em aplicacdes de streams de dados. O método
proposto consiste na adaptacdo de uma algoritmo para constru¢do online do Cédigo de Huff-
man, representado por uma arvore estritamente bindria com topologia varidvel. A mudanga na
forma da arvore implica em modificacdes nos bitvectors representados pelos nds, com impacto
significativo no desempenho do algoritmo. O método foi implementado e testado em textos de
diferentes caracteristicas, e os resultados sugerem que pode representar uma alternativa vidvel,
especialmente em memoria, porém previsivelmente menos eficiente em tempo com respeito a
construc¢do offline tradicional.

Palavras-chave: Wavelet tree, arvore de Huffman, dindmico, online
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CAPITULO 1

Introducao

A representacao de textos de forma eficiente € um dos problemas mais cldssicos na computagao.
Um dos algoritmos mais famosos e utilizados para representar dados de maneira eficiente € a
codificacdo de Huffman, uma técnica proposta por Huffman [9] para determinar o cddigo de
prefixo de custo minimo de um texto. Na construgao desse codigo, € feita a constru¢io de uma
estrutura auxiliar chamada 4rvore de Huffman que € utilizada para descobrir o cédigo de cada

caractere do texto.

Nos anos 70, Faller [4] e Gallager [6] desenvolveram independentemente um algoritmo de
compressao dindmico baseado no método de Huffman. No livro de Crochemore e Rytter [1],
temos a descricao do algoritmo, que gera o cédigo de um texto sem conhecimento prévio do
seu alfabeto e que pode ter um uso de memoria menor que o algoritmo proposto inicialmente

se levarmos em conta que nio é necessario armazenar o texto para processamento.

A wavelet tree € uma estrutura de dados sucinta proposta por Grossi, Grupta e Vitter [7]
com uso em diversas dreas [12, 5]. Essa estrutura € utilizada para representar uma grande
quantidade de caracteres com em espaco comprimido e suporta responder diferentes tipos de
consulta em seu conteddo de forma eficiente, como por exemplo saber quantos caracteres de
um certo tipo existe entre duas posi¢des do texto. Por ser inicialmente proposta como uma
arvore bindria balanceada, Grossi et al. [8] nota que as consultas funcionariam independente
do formato da arvore e propde mudangas no formato para otimizar as consultas. J4 Mikinen
e Navarro [10], propdem a modificagdo do formato da drvore para o mesmo formato da arvore

de Huffman para conseguir uma compressao de espagco ainda melhor.

O trabalho de Fonseca e Silva [2] propde um algoritmo para a constru¢do online da wavelet
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tree no formato de uma 4rvore bindria balanceada que possui performance similar em questao
de tempo de processamento comparado aos algoritmos mais utilizados, mas uma melhoria no
espaco utilizado por ndo precisar armazenar o texto como um todo e utilizar pouca memdria
extra além do necessdrio para a estrutura.

Este trabalho tem como objetivo propor um algoritmo de constru¢ao dindmico da wavelet
tree com o formato da arvore de Huffman, ndo necessitando armazenar o texto em memoria

nem saber o alfabeto com antecedéncia.



CAPITULO 2

Meétodos

Neste capitulo, detalhamos o algoritmo para construcao de uma Wavelet tree dinamica no for-
mato da drvore da codificagao de Huffman. Primeiramente € necessario entender como funci-
ona a codificacdo de Huffman e sua constru¢do dinamica, para entdo modificarmos essa cons-

trugdo para incluir as informacdes necessdrias para formacgdo da wavelet tree.

2.1 Codificacao de Huffman

A codificagdo de Huffman € uma técnica de compactacao que tem como entrada um texto 7',
um alfabeto A de tamanho m, uma lista de pesos positivos F = (f; > 0|0 <i < m), em que f;
¢ igual a frequéncia do caractere a; em 7', e tem como saida um cédigo bindrio de prefixo de

custo minimo, chamado de c6digo de Huffman. Para entender o que isso significa, definimos:

1. Um c6digo € bindrio quando o alfabeto de saida é igual a {0, 1}. Isso significa que existe
uma lista de valores R = (r; € {0,1}* | 0 < i < m) onde r; é a representacdo, ou também

chamado de c6digo, do simbolo a; no alfabeto de saida.

2. E considerado um cédigo de prefixo quando o cédigo de cada simbolo de A em R nio é
um prefixo de nenhum outro. Por exemplo, com m = 5, uma possivel representacao do
alfabeto para ser um cédigo de prefixo seria R = {00,01, 10,110,111}, enquanto que a
representagio R = {00,01,10,11,001} é invalida porque 00 é prefixo de 001. Cddigos

de prefixos também t€m a caracteristica de que sao unicamente decodificados.
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4 CAPITULO 2 METODOS

3. Um cédigo € de custo minimo quando utiliza a representagdo R que minimiza
m—1
C(R,F) =) len(ry)- f;, Q.1
i=0

dentre todas as representacdes possiveis, onde /en(x) é igual ao tamanho ou quantidade

de bits da representacdo x.

Para gerar a codificacao de Huffman do texto 7', € necessdrio construir a drvore de Huffman.
A arvore de Huffman é uma arvore estritamente bindria em que cada simbolo a; corresponde
a um no folha de peso f;, todo né interno da arvore tem peso igual a soma do peso de seus
dois filhos, cada aresta possui um simbolo de {0, 1} e o c6digo r; pode ser obtido pelo caminho
da raiz até o n6 folha de a;, concatenando os simbolos presentes nas arestas do caminho. E
importante notar também que duas arestas que conectam ao mesmo nd pai ndo podem ter o
mesmo simbolo. Sem perda de generalidade, assumimos que a aresta da subarvore esquerda
terd o simbolo 0, e a aresta da subarvore direita terd simbolo 1.

Essa drvore pode ser construida seguindo um algoritmo guloso simples. Inicialmente, utili-
zamos cada simbolo de A e seu respectivo peso em F' para construir um conjunto de nds folhas.
Entdo, realizamos um processo guloso, onde os dois nds de menor peso sdo retirados do con-
junto e um novo no6 interno € criado, que possui peso igual a soma dos pesos dos dois nos
retirados. Esse novo n6 interno tem a aresta da subarvore esquerda conectada ao né retirado de
menor peso, € a aresta da subdrvore da direita conectada ao outro no retirado e esse novo n6 é
entdo adicionado de volta ao conjunto. Apds n — 1 passos apenas um n6 sobrard no conjunto,
a raiz de nossa arvore de Huffman, com peso igual a ?;01 fi- Um exemplo para a arvore de
Huffman da palavra abracadabra pode ser visto na Figura 2.1.

Para codificar um texto 7 de tamanho # utilizando a arvore de Huffman, criamos a lista de
codigos R a partir das folhas das drvores, e depois simplesmente concatenamos os c6digos dos
caracteres de T. Para T = abracadabra, com A = {a,b,c,d,r}, usando a drvore da Figura 2.1

temos que R = {0,10,1100,1101,111}, e como resultado o c6digo de Huffman H(7) =0-10-
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111-0-1100-0-1101-0-10-111-0, isto é, H(T) =01011101100011010101110.

A decodificagdo de um cédigo de Huffman é simples: criamos um ponteiro, inicialmente
na raiz da 4rvore de Huffman, e processamos o cddigo simbolo por simbolo. Para cada novo
simbolo do cédigo, o ponteiro desce na arvore utilizando a aresta que possui mesmo valor.
Quando esse ponteiro alcan¢a um né folha, com um caractere e um peso associado, temos a
certeza que esse caractere € o caractere da posicdo atual e o ponteiro volta para a raiz. Esse
processo € realizado até o fim do cédigo, e € valido porque cédigo de Huffman € um cédigo
de prefixo. Decodificando o c6digo do exemplo anterior, H = 01011101100011010101110 e

utilizando a Figura 2.1 de referéncia, iniciamos o ponteiro na raiz e realizamos os seguintes

2.1 CODIFICACAO DE HUFFMAN

passos:

10.

11.

. hp =0, entdo o ponteiro desce para a esquerda. Como chegamos em um né folha com o

ponteiro, temos que 7o = a. Ponteiro volta para raiz.

h; = 1, ponteiro desce para a direita.

hy = 0, ponteiro desce para esquerda e 77 = b. Ponteiro volta para raiz.

hz = 1, ponteiro desce pra direita.

. hqa =1, ponteiro desce pra direita.

hs = 1, ponteiro desce pra direita e 7, = r. Ponteiro volta para raiz.

. hg = 0, ponteiro desce pra esquerda e 73 = a. Ponteiro volta para raiz.

. h7 =1, ponteiro desce pra direita.

. hg =1, ponteiro desce pra direita.

hg = 0, ponteiro desce pra esquerda.

hio = 0, ponteiro desce pra esquerda e 7; = c¢. Ponteiro volta para raiz.
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hi1 = 0, ponteiro desce pra esquerda e 75 = a. Ponteiro volta para raiz.

hiy = 1, ponteiro desce pra direita.

hy3 = 1, ponteiro desce pra direita.

hi4 = 0, ponteiro desce pra esquerda.

his = 1, ponteiro desce pra direita e Ty = d. Ponteiro volta para raiz.

hie = 0, ponteiro desce pra esquerda e 77 = a. Ponteiro volta para raiz.

h17 = 1, ponteiro desce pra direita.

hig = 0, ponteiro desce pra esquerda e Ty = b. Ponteiro volta para raiz.

hi9 = 1, ponteiro desce pra direita.

hyo = 1, ponteiro desce pra direita.

hy1 = 1, ponteiro desce pra direita e Ty = r. Ponteiro volta para raiz.

hyy = 0, ponteiro desce pra esquerda e Tjg = a. Ponteiro volta para raiz.

Fim do cédigo H.

No final, temos que T = abracadabra, conforme esperado.

2.1.1 Construc¢ao da arvore de Huffman dinamica

Descrevemos como funciona a construcao da drvore de Huffman de maneira estética, ou seja:

tendo acesso ao texto 7T inteiro e calculando a frequéncia de cada caractere antes do inicio da

constru¢do. Porém, aplicacdes que utilizam stream de dados podem nao possuir acesso ao texto

por completo, e por isso se V€ necessdrio o uso de um algoritmo dindmico para constru¢dao da

arvore de Huffman, descrito em [1].



2.1 CODIFICACAO DE HUFFMAN

0 1
a 5
0 1
b 2
0 1
r 2
0 1
c 1 d 1

Figura 2.1 Exemplo da arvore de Huffman estatica construida sobre abracadabra.



20

21

22

23

24

25

8 CAPITULO 2 METODOS

Teorema 2.1 (Propriedade dos irmdos). SejaV uma drvore bindria completa, F uma lista de
pesos positivos para cada no da arvore, e p a quantidade de folhas da arvore, onde o peso de
todo no interno € igual a soma dos pesos de seus filhos. Entdo V é uma drvore de Huffman se
somente se seus nos podem ser organizados numa sequéncia S = (x{,x2,...,x2,—1) de nds da

drvore tal que:
1. A sequéncia de pesos (fx,, feys -, fxz,,fl) estd em ordem crescente e

2. Paraqualqueri (1 <i< p), 0s nés consecutivos xp;_| € xp; S40 irmaos (possuem o mesmo

pai)
A prova pode ser vista em [1]

A ideia do algoritmo dindmico de Huffman é atualizar os nds da drvore de Huffman para
cada mudanca de frequéncia de um caractere de forma que a propriedade descrita no Teo-
rema 2.1 se mantenha. Pode ser necessdria tanto a criacdo de novos vértices, no caso de um
caractere que apareceu pela primeira vez, como também a troca de posic¢ao entre nds. Pelas mu-
dangas de n6 na arvore, o cédigo de um caractere pode mudar ao longo do processamento de
um mesmo texto e, portanto, se v€ necessario a reconstru¢ao da arvore com o mesmo algoritmo
no momento de decodificacdo.

A arvore de Huffman dindmica possui um né a mais que a arvore de Huffman estatica: um
n6 de peso 0 que serd representado por um caractere que ndo aparecerd em 7 - no nOSsO caso
utilizaremos #. Esse serd o primeiro n6 da drvore e unico né de peso 0. Pelo seu peso ser 0, ele
sempre serd o primeiro da sequéncia S do Teorema 2.1 e todos os novos nds folha criados serdo
vizinhos a ele inicialmente. Outra diferenca do algoritmo estético € que precisamos definir uma
fungdo g(c), que retorna um cédigo bindrio vinico para todos os caracteres em A. Esse cédigo
serd usado apenas na primeira apari¢do de ¢ no texto.

Seja Tl :r] =t;---t, e suponha que processamos o prefixo T'[0 : i]. Temos V', a drvore de

Huffman para esse prefixo mais um né folha de peso 0 para o caractere # que representa todos
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2.2 WAVELET TREE 9

os caracteres ainda ndo vistos e um c6digo H'. Ao ler o préximo caractere ¢ = T'[i + 1], temos

duas possibilidades:

1. ¢ apareceu anteriormente em T'[0 : i]. O c6digo de ¢ é encontrado igual a versdo estdtica

da arvore de Huffman: o valor das arestas no caminho da raiz até a folha.

2. ¢ nunca apareceu antes em 7|0 : 7], entdo ndo possui uma folha em V'. Como essa é a
primeira vez que ¢ aparece no texto e nao possui um c6digo préprio ainda, utilizaremos

o0 codigo de # concatenado com g(c).

Ap6s conseguir o cédigo atual de c, atualizaremos V' para V™! e teremos um H**! para T':
i+ 1]. Com isso, podemos descrever como atualizar V' para Vi*!. Caso ¢ ndo tenha uma folha
em V, iremos criar uma nova folha x,, de peso 1 para representar ¢ € um né interno xz,1 que
serd pai de x;,, e xo. Essa operagdo ¢ igual a modificar a sequéncia S de (xo,x2,...,x2,—1) para
(xo,xzp,x2p+1 , X2, ...,xzp_l) e isso mantém a propriedade dos irmaos valida para a sequéncia,
jaque fyy =0¢ fy,, = fx,,,, = 1. Por outro lado, se ¢ ja faz parte da arvore, come¢amos
incrementando em 1 o peso f; correspondente ao nd folha que representa c. Em ambos os
casos, se a propriedade 1 do Teorema 2.1 for quebrada com esse incremento, procuraremos o
maior j tal que f;, > fs;, i < j e x; ndo € pai de x; e faremos a troca de posi¢do desses nos,
caso exista tal j. Esse processo € repetido sucessivamente para o pai de x;, que tem seu peso
incrementado em 1, até a raiz e pode ser implementado em O(p), que também significa dizer
que serd O(A). Ao final desse processo, teremos V™!, Um exemplo da troca de nés pode ser

visto na Figura 2.2.

2.2 Wavelet Tree

Seja T um texto de tamanho n sobre um alfabeto A de tamanho m. Para todo subconjunto

A" C A, seja proj(T,A’) a sequéncia ndo continua, possivelmente vazia, de todos caracteres
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0 0
a 2 a 2
R
0 1 0 1
bl bl 1
0 1 0 1
#| 0 rl 1 #| 0 rl 1
W=(0,1,1,1,2,2,4) W=(0,1,21,22,4)
o M
al 2
0 1
bl 1
0 1
r 1
0 1
#( 0 c| 1

W=(0,1,1,2 2 3,5)

Figura 2.2 Exemplo da transformacdo da arvore de Huffman no processamento da palavra abra para
abrac. Os nés trocados estdo marcados de cinza e W € a lista de pesos ordenados da propriedade dos
irmaos.
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2.2 WAVELET TREE 11
t; € A'. Por exemplo, seja T = abracadabrae A’ = {a,c,d}, proj(T,A’) = aacadaa.

Definicao 2.1. A wavelet tree (WT) para o texto T sobre o alfabeto A pode ser definida recur-
sivamente como
* Caso |A| = 1, entdo a drvore € apenas um no folha de rétulo ay.
* Se nao, a arvore possui um no raiz interno, que representa A. Esse nd possui dois filhos:
o filho a esquerda é definido como a WT para o texto proj(T,Ap) sobre o alfabeto Ag e o
filho a direita é definido como a WT para o texto proj(T,A) sobre o alfabeto A}, onde
AgpUA| = A. Também armazenamos no né um bitvector B de tamanho |T|, onde b; =0

seti€Apoub;=1set; €A;.

A WT é uma estrutura que prové consultas de access, rank e select. Seja W(T,A) a WT
sobre T em A e T[l,r] =t;---t,, definimos que W.access(i) é igual t;, W.rank(c,i) é igual ao
nimero de ocorréncias de ¢ em T'[0 : i] e W.select(c, j) é igual a posi¢do em T que o caractere
¢ aparece pela j—ésima vez. Entdo, se i = W.select(c, j), temos W.rank(c,i) = j.

Na constru¢cdo da WT, podemos definir diferentes formas de particionar A. Uma das formas
mais utilizadas € a de dividir A na metade a cada iterac@o. Essa forma de particionar A gera uma
WT balanceada, que, como demonstrado em [11], pode utilizar de nlg(m) + o(nlg(m)) bits de
memoria e complexidade de consulta O(lg(m)). Outra forma de particionar A, explorado em
[10], € a de dividir A de forma que a arvore resultante tenha o mesmo formato da arvore de
Huffman. E importante notar que, para essa divisdo do alfabeto, é também necessario armaze-
nar em cada né interno uma lista D, onde, paratodoc € A, d. =0sec € Aged. =1sec € Ajy.
Essa lista D serd usada para percorrer a arvore até a folha de um caractere especifico. Essa

abordagem utiliza |[H|(1+ o(1)) bits de memdria e tem complexidade de consulta O(&), onde

& é a entropia de ordem zero do texto e é definida como

=Lt (1)

i=
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abracadabra
00101010010

{a, b} {c, d, r}

abaaaba rcdr
0100010 1011

, \ ' {d, r}

{a} {b} {c}

rdr
101

Figura 2.3 A wavelet tree balanceada do texto abracadabra sobre o alfabeto a,b,c,d,r. Apenas os
bitvectors sdo armazenados. O texto e alfabeto s@o para fins ilustrativos.

1 Um exemplo de uma WT balanceada e uma WT no formato de Huffman podem ser visto

» nas Figura 2.3 e Figura 2.4, respectivamente.

3 2.2.1 Construcao dinamica da wavelet tree no formato da arvore de Huffman

+ Para a constru¢do da WT no formato da drvore de Huffman de forma dindmica, modificaremos
s aconstrucdo descrita em Secdo 2.1.1 para nao s6 manter o formato da drvore, como também ar-

s mazenar informacdo em cada né interno sobre o bitvector B e a lista D descritos anteriormente.

7 Suponha que processamos o prefixo T'[0 : i]. Temos W', a WT com formato da arvore de
s Huffman para esse prefixo mais um caractere # que representa todos os caracteres ainda nao
o vistos. Ao ler o préximo caractere ¢ = T[i + 1], atualizaremos W' para Wi*!. Primeiramente,

adicionaremos o novo bit referente a ¢ nos bitvectors necessarios. Caso ¢ ja tenha uma folha

o

1 em W', percorremos a arvore iniciando da raiz até a folha e, para cada n6 interno do caminho,

» concatenamos em B um novo bit de valor igual a d.. Caso ¢ ndo tenha um né folha em W',

s sabemos que, pela construcdo da arvore de Huffman dindmica, o n6 folha referente a ¢ sera

4+ criado vizinho ao n6 folha de #. Entdo iremos percorrer da raiz até a folha de #, concatenando
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abracadabra
01101010110

! {b, ¢, d, r}

brcdbr
011101

' {c, 4, r}

{b}
rcdr

1001

{r}
cd

01

Figura 2.4 A wavelet tree no formato Huffman do texto abracadabra sobre o alfabeto a,b,c,d,r. Ape-
nas o codigo de Huffman de cada caractere e os bitvectors sdo armazenados. O texto e alfabeto sdo para
fins ilustrativos.

em B um novo bit igual a dy e adicionando d,. = dy. Agora, seguindo a constru¢do da arvore de
Huffman dindmica, incrementamos em 1 o peso da folha de ¢ caso ela j4 exista ou criamos os
dois novos nds - um interno e a folha referente a ¢, e os adicionamos na arvore. Esse novo né
interno terd, além do pesoiguala 1, B=0ed. =0,ds = 1.

Ap6s essa modificacdo, a drvore de Huffman pode sofrer mudangas no seu formato para
manter a propriedade dos irmaos. As mudangas no formato da drvore sio realizadas por uma
sequéncia de trocas entre dois nds e cada troca de posicao pode modificar o alfabeto que um
ou mais nds internos representam e, por consequéncia, modificar tanto B quanto D desses nos.

Para entender quais nds serdo modificados em cada troca, € necessdrio entender o Teorema 2.2.

Teorema 2.2. Seja path(x;,x;) o menor caminho entre dois nés x| e x, da drvore. Definimos
LCA(x1,x;) como sendo o ancestral comum mais profundo (ou lowest common ancestor) entre
X| € X, ou seja, 0 n6 mais proximo da raiz no caminho entre x| € x>. Sejam x; € x; 0s ns da
drvore que serdo trocados e xy = LCA(x;,x ). O conjunto de nds que precisam ter o bitvector B

e lista D atualizados € igual a path(xy,x;) U path(xi,x;) \ {x;,x;}.
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1 Demonstragdo. Para cada n6 v da arvore, sendo A; o subconjunto de A que o vértice i repre-

> senta, podemos classifici-lo em um dos grupos em relagdo a um né x € {x;,x;}:

3 1. A, C A,. Isso significa que v faz parte da subarvore de x. E facil ver que nao precisamos
4 modificar v nesse caso pois esse nd serd movido com x na troca.

5 2. AyNAy; = 0. E trivial ver que ndo precisamos modificar v nesse caso.

6 3. A, C A,. Podemos dividir esse caso em trés:

7 v € (path(r,x;) \ {xx}) Nesse caso v é ancestral de x;, logo ndo precisamos mudar os
8 dados em v porque ambos x; € x; continuardao em sua subdrvore € continuarao per-
o tencendo ao mesmo filho direto.

10 v=1x; Sendo v o LCA(x;,x;), precisamos atualizar seus dados pois houve uma inversao

1" nos bits que representam os caracteres em Ay, € Ay,

12 v & (path(r,x;) \ {xx}) Neste caso, v é ancestral de x porém ainda descendente de x.
13 Entao, como v possui apenas um dos nés trocados como filho, € necessario retirar
14 as informagdes do né que saird de sua subdrvore e adicionar as informagdes do novo
15 no. L]
16 Nas Figura 2.5, Figura 2.6 e Figura 2.7 temos exemplos desses trés casos paraa WT
17 da palavra abracadabra.

18 Sabendo quais nds precisam ser modificados, agora descrevemos como serdo modificados.

1o Sejam x; e x; 0s nés da drvore que serdo trocados, xx = LCA(x;,x;) e v um dos nds que serd
2 modificado. Sem perda de generalidade, suponha que v € um ancestral de x; diferente de xy.
21 O bitvector B, representa as posicoes de 7 com caracteres em A, e a lista D,, que mapeia cada
22 caractere em A, para uma das arestas, na direcdo de sua folha. Por exemplo, na Figura 2.4,
s 0n6 de T = bredbr possui B=011101l e D={b:0,c:1,d: 1,r: 1}. Com a remogdo de x;

2« da subérvore de v, A,, B, e D, precisam ser modificados para nio mais conter os caracteres
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abracadabra
01101010110

{b}

{c}

{b, ¢, d,

r}

brcdbr
011101

da}

cd
01

Xy
{c, d, r}
rcdr
1001
\
\
{d}

15

Figura 2.5 Exemplo quando o vértice v ndo serd modificado na troca dos vértices x; € x;, onde

LCA(xj,x}) = xi.

abracadabra
01101010110

{b}

{c}

{b, ¢, d,

r}

brcdbr
011101

{c,

d}

cd
01

Xk v

{c, d, r}
rcdr
1001

{d}

{r}

Figura 2.6 Exemplo quando o vértice v serd modificado na troca dos vértices x; e xj, onde LCA(x;,x;) =

Xk € Xjp = V.
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abracadabra
01101010110

S/ {b, ¢, d, r}
{a}
brcdbr Xy
011101
. {c, d, r}
{b}
rcdr
X:l v
1001
{c, di} 1y
{r}
cd X,
01
{c} {d}

Figura 2.7 Exemplo quando o vértice v serd modificado na troca dos vértices x; e x;, onde LCA(x;,x;) =
X

presentes em A,,. Com a adi¢do de x;, € necessario adicionar os caracteres de Ax; em Ay, B,
e D,. A adi¢do e remog¢do em A, e D, sdo triviais de serem realizadas, mas a modificacao
de B, é mais complexa pois ndo sabemos qual caractere é referente a um bit especifico, entdo
precisamos criar uma maneira de achar as posicoes relevantes para realizar tanto a remog¢do
quanto a adicao.

Para o caso que v = xy, ndo € necessdrio fazer a operacao de remocdo ou adicao de bits, pois
nao houve remocao ou adi¢do de nds em sua subdrvore. Mas € necessario inverter o bit em D,
e B, para todo ¢ € A,, UAy,. Paraa inversao de bits em B,, € necessario utilizar os dados das

posi¢des encontrados na remogao dos bits dos nés no caminho até x; € x;.

2.2.1.1 Remocdo de bits

Para a remocdo, comecamos de x; € subimos na arvore até x;, removendo os bits necessarios
no caminho. Vamos utilizar a funcéo select (b, j) do bitvector, que retorna o indice no vetor do

Jj-€simo bit b. Por exemplo, para o bitvector B= 110011 temos
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* B.select(1,0)

* B.select(0,0)

0

2
* B.select(1,3) =5

A ideia é utilizar a informacao de um no para atualizar o bitvector do pai e assim sucessiva-
mente até chegar ao LCA. Para atualizar o pai, € necessdrio saber as posicdes em seu bitvector
que correspondem a caracteres em A,,. Seja ant um né em path(x;,x;), cur o pai de ant e
P um vetor onde p; é igual ao indice em B, do i-ésimo caractere de proj(T,A,,). Inicial-
mente ant = x;, cur é opaide x; e P = (p;=1i|0 <i< |proj(T,Ay)|), que sdo os indices
em By, correspondentes aos caracteres de A,,. Seja y o valor da aresta utilizado para subir
de ant para cur (O=esquerda, 1=direita). Para modificarmos B, vamos primeiro atualizar o
vetor P, que estd com os indices de B, para ter os indices de B,,. Sabendo que em B,
todo bit igual a y se refere a valores em A, para atualizarmos os indices em P basta fazer
(pi = Beur-select(y, pi) | 0 <i < |proj(T,Ay,)|) e em seguida remover todos esses indices de
Beyr. ApOs a remogao, atualizamos ant para ser igual a cur e cur para ser o novo pai de ant.
Esse processo é repetido até que cur seja igual a x;. Quando cur for igual a x;, faremos o
mesmo processo para calcular P mas ao invés de fazermos a remocao dos bits, faremos a inver-
sdo como descrito na demonstra¢do do Teorema 2.2. A figura Figura 2.8 mostra um exemplo

do calculo de P em uma troca de nos.

Quando cur for igual a x;, faremos 0 mesmo processo para calcular pos mas ao invés de

fazermos a remocao dos bits, faremos a inversao.

2.2.1.2 Adicao de bits

A adic¢ao € realizada apds a remocao e serd feita do jeito inverso, de cima para baixo, comecando
em x; e descendo até x;, que serd a nova posi¢do de x;. Vamos utilizar a fun¢do rank(b, j) do
bitvector, que retorna quantos bits iguais a b tem até a posi¢ao j. Para o bitvector B= 110011

temos
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abracadabra P = (4, 6)
01101010110
/ {b, ¢, d, r}
X tal brcdb
3 rcdbr P = (2, 3)
011101
’ {c, d, r}
b}’ B
r r
¢ P = (1, 2)
1001
{c, d) .
q {r}
c X; P = (0, 1)
o1
tcy’ "{a)

Figura 2.8 Exemplo de valores de P na remogao dos bits de x; na troca com x;. Os bits em negrito serdo
removidos.

* B.rank(1,0) =1
* B.rank(0,2) =1
* B.rank(1,5) =4
* B.rank(0,0) =0

Seja ant um né em path(xy,x;), cur o filho de ant também em path(xy,x;). Seja L um
vetor onde /; € igual posi¢do onde devemos adicionar o i-ésimo bit de proj(T,Ay,) em By
Precisamos processar L para todos os nds no caminho de x; € x; e adicionar os bits nas posi¢des
especificas. Inicialmente, ant = x; e cur € o filho de x; mais pr6ximo de x;. Para o valor inicial
de L, usaremos a informacdo de P calculada na inversdao dos bits de x;. Sendo y o valor da
aresta utilizado no caminho de ant para cur (O=esquerda, 1=direita), para saber onde inserir
0s novos bits em B, basta saber quantos bits iguais a y aparecem antes em B,,;. Entao,
L = (l; = By,.rank(y,p;) — 1|0 <i < |proj(T,A,)|). Adicionamos em B, 0 bit y na posi¢ao
l; e atualizamos L = (I; = Beyy.rank(y,l;) — 1|0 <i < |proj(T,Ay,)|). Esse processo ¢ repetido

até que cur seja igual a x;, que ndo precisa ser modificado. A figura Figura 2.9 mostra um
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abracadabra
11010101101

{c, 4, r} {a, b}
rcdr abaaaba L= (0, 1, 2, 3, 4)
1001 1011101
{c, d} \ / \
“(r) 3 {a)
cd X5 Xj
01
tet’ {d}

Figura 2.9 Exemplo de valores de L na adi¢@o dos bits de x; na troca com x;. Os bits em negrito serdo
adicionados.

1+ exemplo do cdlculo de L em uma troca de nos.

2 2.3 Implementacao

s Com as operacdes de remocao e adi¢do dos bits definidas, finalizamos as modificagdes neces-
4+ sdrias do algoritmo de Huffman dinadmico para suportar também uma wavelet tree dindmica. A
s complexidade de uma atualizacio é O(m? x p * r), onde m é o tamanho do alfabeto processado,
s p a quantidade de bits trocados e r € a maior complexidade entre as operagdes rank, select,

7 insert e remove do bitvector utilizado.

8 A implementacdo em C++ do algoritmo descrito aqui pode ser encontrada no repositorio
s abaixo
10 https://github.com/icarog/tcc

1 Alguns detalhes importantes da implementacao: utilizamos o bitvector dindmico descrito

> por Prezza [14] e melhorado por Donges et al [3]. Fizemos uma otimizacao para decidir se vale
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1 mais a pena iterar por todo o bitvector ao invés de fazer vérias consultas de rank e select. Além

2 dawavelet tree, € possivel retornar o cdigo de Huffman dindmico do texto.



CAPITULO 3

Resultados

3.1 Dados de teste

Para o teste do método desenvolvido, extraimos textos de Inglés, sequéncias de DNA e sequén-

cias de proteinas de até 3 - 10 caracteres do corpus Pizza&Chili[13].

3.2 Avaliacao

Os experimentos foram realizados em um computador com sistema operacional Windows 10,

com um processador AMD Ryzen 7 3700X 8-Core 3.60 GHz e 16GB de RAM 3200MHz.

As principais métricas avaliadas serdo o tempo de execugao para processar todas as atuali-
zacdes na WT, quantos nés foram trocados e quantos bits foram modificados em uma troca de

n6 em todas atualizagdes.

Os dados coletados para os diferentes tipos de textos e tamanhos podem ser vistos na Ta-
bela 3.1, Tabela 3.2 e Tabela 3.3. Podemos notar que a quantidade de bits trocados ao final
de todas atualiza¢des é maior que o tamanho total do texto em todas as tabelas e também na
Figura 3.2. Também € importante observar o crescimento linear desse nimero de trocas ao
longo do tamanho do texto, justificando o aumento do tempo de processamento na Figura 3.1.
Como discutido na Secdo 2.3, o processamento total do texto pode ser quadratico se o niimero
de trocas crescer linearmente ao tamanho do texto, ja que depende de ambos fatores. Tamanhos

maiores nao foram testados por causa do grande tempo de processamento.

21
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Tamanho do texto | Tempo (ms) | Troca de nds | Troca de bits | Alfabeto
10000 80.15 2169 887493 81
50000 236.01 3734 2721971 87
100000 480.87 4515 5396661 90

500000 1958.99 6168 17437093 94
1000000 6020.87 7936 65173480 106
2000000 14985.71 8956 118227207 107
3000000 20987.89 9978 187791347 110

Tabela 3.1 Métricas para textos em inglés de diferentes tamanhos

== DNA == [nglés

22500

20000

17500

15000

12500

10000

Tempo (ms)

7500

5000

2500

Proteina

500000

Figura 3.1 Tempo de processamento para cada tamanho de texto de inglés, DNA e proteina.

Tamanho do texto

1000000 1500000 2000000 2500000
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3.2 AVALIACAO

Tamanho do texto | Tempo (ms) | Troca de nés | Troca de bits | Alfabeto
10000 7.79 72 196331 4
50000 437.06 258 9152145 4
100000 630.80 308 12887742 4
500000 1983.54 393 42864207 4
1000000 2316.17 400 47653798 4

2000000 3109.91 409 62806019 4
3000000 17917.04 553 403465839 4

23

Tabela 3.2 Métricas para sequéncias de DNA de diferentes tamanhos

Podemos fixar o tamanho do texto e analisar como os diferentes tipos de texto se com-
portam. Nota-se que a sequéncia de DNA possui um tempo de processamento maior quando
o tamanho € igual a 100000, comparado com os outros dois. Isso acontece porque, como a
sequéncia de DNA possui um alfabeto menor, a quantidade de bits trocados € grande ja que os
bitvectors estao mais concentrados e possuem uma chance maior de serem um dos nds envol-
vidos na troca, enquanto que os outros dois tipos possuem mais nds com bitvectors pequenos.
Esse comportamento fica mais claro quando comparado a coluna de troca de bits. Isso pode
ser visto claramente também analisando a diferenca de nimero de troca de bits na sequéncia de

DNA entre os tamanhos 2000000 e 3000000.

Analisando os textos de tamanho 3000000, podemos ver que a sequéncia de proteinas foi
a mais rdpida dos trés, mas quase igual a de DNA. Olhando apenas para o nimero de troca
de bits, poderia-se estimar que a sequéncia de DNA deveria ser a mais lenta dos trés tipos.
Isso mostra o impacto que um pequeno alfabeto pode ter no tempo de processamento, tendo
quase trés vezes mais o nimero de trocas que a sequéncia de proteinas € 0 mesmo tempo de

processamento.

Com isso, podemos notar que a complexidade do algoritmo possui termos dependentes
entre si. Mais especificamente, quanto menor o alfabeto, maior as chances de ter uma troca de
nos que afeta muitos bits, mas menor serd o caminho percorrido até o LCA entre os dois nos da

troca. Isso torna o cdlculo do tempo real de processamento do algoritmo algo nio trivial para
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== DNA == |nglés

4,5E+8
4,0E+8
3,5E+8
3,0E+8
2,5E+8
2,0E+8

1,5E+8

NuUmero de troca de bits

1,0E+8

5,0E+7

1,0E+4

500000

Figura 3.2 Numero de troca de bits para cada tamanho de texto de ingl€s, DNA e proteina.

Proteina

Tamanho do texto

1000000 1500000 2000000 2500000

Tamanho do texto | Tempo (ms) | Troca de nds | Troca de bits | Alfabeto
10000 32.70 817 599494 20
50000 175.98 1046 2786206 20

100000 293.82 1146 5182571 20
500000 1439.92 1309 21202639 20
1000000 5066.84 1417 48987888 21
2000000 14497.23 1529 110578342 23
3000000 17472.64 1562 135297287 23

Tabela 3.3 Métricas para sequéncias de proteinas de diferentes tamanhos
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1+ cada tipo de texto, além de depender da quantidade de nds que serd trocada que € diretamente

> relacionada com a entropia.






CAPITULO 4

Conclusoes

Nesse trabalho, propusemos um algoritmo para a construgdo online de uma wavelet tree no
formato da arvore de Huffman. A principal caracteristica do trabalho foi a modificacao do
algoritmo dindmico de construg¢do da arvore de Huffman para também armazenar informacoes
necessdrias para ser uma wavelet tree.

A principal vantagem da solugdo proposta € o fato de ndo necessitar armazenar o texto em
memoria, que pode ser uma caracteristica desejada ou necessdria. Os resultados experimentais
mostram que o tempo de processamento pode ser um problema pelo nimero de bits trocados
em mudangas no formato da drvore. Uma possivel solug@o para esse problema seria realizar as
mudancas no formato da drvore apds processar um bloco do texto ao invés de cada caractere.
Isso poderia deixar o formato da drvore mais estavel, jJ& que mais mudangas ocorrem quando a
diferencga de frequéncia dos caracteres difere em um.

Mais melhorias podem ser feitas para alcangcar melhor desempenho pratico. Por exemplo,
conforme discutido na Secdo 2.1.1, no Teorema 2.1, dois nés de mesmo peso podem ser consi-
derados iguais no quesito de troca de n6s e, sabendo disso, podemos fazer uma escolha melhor
de nds para se trocar de forma que a quantidade total de bits trocados no final seja a menor
possivel.

Outra possivel melhoria seria trocar a implementacdo de bitvector utilizada para alguma

mais eficiente, ja que a atual ndo possui uma operacao de select e rank otimizada para o bit 0.
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