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RESUMO

Reservatórios de petróleo são sistemas complexos, onde diversos fenômenos físicos
ocorrem simultaneamente, podendo envolver aspectos térmicos, hídricos, mecânicos
e químicos. Com o intuito de representá-los com mais acurácia, faz-se necessário o
desenvolvimento de técnicas de modelagem que consigam representar estes quatro
fenômenos. No presente trabalho, consideraremos os dois fenômenos físicos: Escoa-
mento e Geomecânica. Este trabalho estudará o acoplamento geomecânico para meios
porosos considerando escoamento bifásico, efeitos de compressibilidade da rocha e
efeitos de compressibilidade leve do fluido. Essas considerações são fundamentais
na representação dos fenômenos poromecânicos. Diferente da maioria dos trabalhos
da literatura, aqui utiliza-se uma metodologia do método dos volumes finitos baseado
no cálculo dos fluxos por múltiplos pontos que utiliza os pontos harmônicos MPFA-
H (Multipoint Flux Aproximation type H), que é não convencional e foi desenvolvido
pelo grupo de pesquisa PADMEC (Processamento de Alto Desempenho na Mecânica
Computacional) para simular tanto o escoamento do fluido quanto a deformação da
rocha. As soluções numéricas para o modelo matemático são verificadas por meio de
problemas de Benchmark.

Palavras-chaves: acoplamento geomecânico; fluxo bifásico; geomecânica; método
dos volumes finitos.



ABSTRACT

Oil reservoirs are complex systems, where several physical phenomena occur simulta-
neously and may involve thermal, hydric, mechanical and chemical aspects. In order
to represent them more accurately, it is necessary to develop modeling techniques
that can represent all four physical phenomena, here we address two: Flow and Ge-
omechanics. This work will study the geomechanical coupling in porous media with
two-phase flow and roch compressibility effects considering slightly compressible flu-
ids. These considerations are fundamental in the representation of poromechanical
phenomena. Differently from the majority of the works, this work uses a finite volume
methodology based on the calculation of flux through multiple points using the harmonic
points MPFA-H (Multipoint Flux Approximation type H), which is unconventional and was
developed by the PADMEC (High Performance Computing in Computational Mechanics)
research group to simulate both fluid flow and rock deformation. Numerical solutions to
the mathematical model are verified through Benchmark problems.

Key-words: finite volume method; geomechanical coupling; geomechanics; two-phase
flow.
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1 INTRODUÇÃO

A exploração e a produção de petróleo em reservatórios subterrâneos repre-
sentam um desafio complexo e crítico na indústria de petróleo e gás. Reservatórios de
petróleo são sistemas complexos onde múltiplos fenômenos físicos ocorrem simulta-
neamente (CHEN, 2007). A modelagem e a simulação numérica desses fenômenos
desempenham um papel fundamental na compreensão de como o reservatório se
comporta e como os poços respondem durante a produção de petróleo. Esse conhe-
cimento é essencial para a tomada de decisões eficazes, tanto nas fases iniciais de
exploração, como na descoberta de novos campos, como no contexto das operações
mais avançadas, incluindo a exploração de poços no pré-sal.

Tradicionalmente, modelos simplificados de reservatórios negligenciam ou
simplificam excessivamente a influência do escoamento de fluidos na deformação
da rocha e vice-versa, com o objetivo de economizar recursos computacionais e
reduzir a complexidade dos modelos. No entanto, problemas como o colapso de
poços, reativação de falhas e mudanças no comportamento da produção devido à
depleção do reservatório têm destacado a necessidade premente de uma compreensão
mais aprofundada da interação entre a geomecânica e o escoamento de fluidos nos
reservatórios (ZOBACK, 2007). Portanto, a seleção criteriosa de modelos matemáticos
que melhor representem esses fenômenos é fundamental para a previsão acurada das
taxas de produção desejadas.

A tecnologia de simulação de reservatórios está em constante evolução e
aprimoramento. Novos modelos para simular esquemas de recuperação cada vez
mais complexos são propostos constantemente. Para lidar com essa complexidade,
tornou-se imperativo o desenvolvimento de técnicas de simulação numérica capazes
de representar de forma mais sofisticada tanto o escoamento de fluidos quanto a
geomecânica, além de seu acoplamento. Essa abordagem é essencial para obter uma
representação acurada dos reservatórios de petróleo (AZIZ; SETTARI, 1979).

Da fusão do estudo do escoamento em meio poroso com a geomecânica surge
a disciplina conhecida como poromecânica. Essa teoria teve suas raízes nos trabalhos
pioneiros de Terzaghi (1923) sobre a consolidação de solos, que descreviam como a
compactação do solo era influenciada pela diminuição da pressão de fluido em seus
poros. Posteriormente, Biot (1941) estendeu essa teoria para três dimensões, tornando-
a aplicável à análise de sólidos e fluidos em reservatórios de petróleo e rochas. A
poromecânica continua sendo uma área em desenvolvimento constante e serve como
base para os principais modelos matemáticos utilizados na simulação de reservatórios.
A chave para uma modelagem poromecânica precisa é o acoplamento cuidadoso entre
as equações diferenciais que governam o comportamento dos sólidos e dos fluidos, a
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fim de representar devidamente os fenômenos acoplados e sem o aparecimento de
oscilações não-físicas.

1.1 OBJETIVOS

Investigar e auxiliar no desenvolvimento de metodologias para a modelagem
e a simulação numérica de escoamentos em reservatórios de petróleo considerando
o acoplamento com o fenômeno de deformação da rocha, utilizando o método dos
volumes finitos com o cálculo dos fluxos por múltiplos pontos (MPFA) para ambos os
problemas, auxiliando na verificação das formulações e dos códigos computacionais
desenvolvidos.

Para atingir tal objetivo geral, os seguintes objetivos específicos foram definidos:

• Aprendizado dos modelos físico-matemáticos, das formulações numéricas e de
programas desenvolvidos no grupo.

• Implementação em um ambiente unificado, incluindo:

- Formulação monofásica levemente compressível

• Verificação do código através de problemas de Benchmark.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 INTRODUÇÃO

A teoria da poroelasticidade teve suas raízes iniciais no trabalho pioneiro de
Karl Terzaghi, que a desenvolveu em 1923 e posteriormente expandiu em 1925. Inicial-
mente, Terzaghi formulou a teoria para descrever o comportamento de meios porosos
em condições unidimensionais (TERZAGHI, 1943). No entanto, o desenvolvimento
contínuo da teoria levou a uma expansão para casos tridimensionais sob a liderança
de Maurice Biot (BIOT, 1941).

Além disso, o cientista Henry Darcy desempenhou um papel fundamental ao
estabelecer uma relação linear crucial entre a velocidade do fluido e o gradiente de
potencial hidráulico (DARCY, 1856). Essa descoberta revolucionou a compreensão
das interações entre fluidos e meios porosos, e é uma base fundamental da teoria da
poroelasticidade (VERRUIJT, 2016).

Este trabalho conta com a generalização da formulação de Biot, onde a com-
pressibilidade da matriz porosa e do fluido são levadas em consideração, sendo de
extrema importância para a engenharia de reservatórios.

Nas próximas subseções, apresentaremos três modelos matemáticos distintos:
um para o escoamento bifásico incompressível, outro para o escoamento monofásico
levemente compressível com considerações geomecânicas, e, por fim, o modelo
matemático que acopla o comportamento de um fluido bifásico levemente compressível
com o comportamento geomecânico.

2.2 ESCOAMENTO BIFÁSICO INCOMPRESSÍVEL

O modelo matemático clássico que descreve o fluxo regido pela Lei de Darcy
consiste em duas equações fundamentais: a equação de conservação de massa
aplicada ao meio poroso e a equação de fluxo de Darcy (VERRUIJT, 2016).

Assumindo que inicialmente a rocha reservatório possui uma distribuição uni-
forme de espaços vazios, a porosidade é definida pela razão entre o volume total de
vazios VV azios e o volume do reservatório avaliado VRes (AZIZ; SETTARI, 1979):

Φ =
VV azio

VRes

(2.1)

Para um meio bifásico (água e óleo), cada um em sua respectiva fase ocupa
uma parcela do volume de vazios da rocha reservatório. A saturação de cada compo-
nente no meio poroso é definida pela seguinte relação (AZIZ; SETTARI, 1979):
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Si =
VSi

VV azios

(2.2)

O Vsi representa o volume ocupado pelo componente i, com i = w ou i = o,
representando as fases água e óleo, respectivamente. As saturações e outras variáveis
são referenciadas pelos subscritos w ou o (Sw e So, por exemplo). Diz-se que o meio
é totalmente saturado quando os poros são totalmente preenchidos por óleo e água.
Essa hipótese gera a seguinte restrição (AZIZ; SETTARI, 1979; CHEN, 2007; FANCHI;
PENNINGTON, 2001):

Sw + So = 1 (2.3)

A rocha é considerada indeformável, de modo que a porosidade ϕ se mantém
constante no intervalo de tempo [0,t], simplificando substancialmente a solução do
modelo matemático. Como os componentes estão na mesma fase, não há transferência
de massa entre fases. Alguns efeitos são desconsiderados: efeito térmico, adsorção,
dispersão, capilaridade e efeito gravitacional. A quantidade de movimento no meio po-
roso é regida pela forma generalizada da Lei de Darcy, relação linear entre a velocidade
do fluido e o gradiente de potencial hidráulico (BEAR, 1988).

Ao longo deste trabalho, utilizamos uma abordagem segregada na qual as
equações fundamentais são derivadas a partir da combinação adequada da conserva-
ção de massa e da Lei de Darcy, que podem ser expressas para as fases i = o (óleo)
ou i= w (água) da seguinte maneira, respectivamente (CONTRERAS, 2017):

∂(ϕρiSi)

∂t
= −▽ ·(ϕρi−→vi ) (2.4)

e
−→vi = −λiK ▽ pi, i = o, w (2.5)

Nas equações (2.4), que descreve a conservação da massa do fluido, e (2.5),
que representa a velocidade de Darcy através de uma relação linear com o gradiente
de pressão, uma vez desconsiderado o efeito da gravidade, ρi é densidade e qi é o
termo fonte ou sumidouro (i.e., injeção ou produção). −→vi é a velocidade de fase e K é o
tensor de permeabilidade da rocha, que satisfaz a condição elíptica. A mobilidade do
fluido é dada por λi =

kri
µi

, onde µi representa a viscosidade e kri é a permeabilidade
relativa da fase i (CONTRERAS, 2017).

A permeabilidade relativa pode ser interpretada como a facilidade com que
a fase do fluido pode escoar na rocha porosa em presença de outras fases. Ela tem
uma dependência com a saturação do meio, kri(Si) e é definida a partir de relações
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constitutivas. Na literatura é possível encontrar diversos modelos (HELMING, 1997;
PINDER; GRAY, 2008). Para esse trabalho foram utilizadas as relações paramétricas
de Brooks-Corey, que são definidas da seguinte forma (KOZDON et al., 2011):

krw = kw,max(Se)
nw kro = ko,max(1− Se)

n0 (2.6)

Os expoentes nw e no dependem das propriedades dos fluidos, enquanto os
parâmetros kw,max e ko,max são limites superiores para as funções krw e kro, estes
variando de 0 a 1. A saturação efetiva Se é uma normalização da fase molhante Sw em
relação aos valores de saturação irredutível de água Swi e de saturação residual de
óleo Sor como definido em (SOUZA, 2015).

Se =
(Sw − Swi)

(1− Swi − Sor)
(2.7)

A partir das equações (2.3) a (2.5) e realizando manipulações algébricas
apropriadas, obtemos a seguinte expressão para a equação de pressão global (CON-
TRERAS, 2017):

▽ · −→v = Q (2.8)

Na equação anterior, −→v é a velocidade de Darcy total, a qual é obtida somando as
velocidades da água e do óleo. O termo fonte global é representado pela equação
Q = Qw +Qo, em que Qi = qi/ρi

Para obter a equação de saturação para a fase água, combinamos e mani-
pulamos as equações (2.3) e (2.5), onde a velocidade da fase água é definida como
−→v w = λw

λ
−→v . Isso nos leva à seguinte equação (CONTRERAS, 2017):

ϕ
∂Sw

∂t
= −▽ ·

−→
Fw(Sw) +Qw (2.9)

Na equação (2.9), o fluxo hiperbólico é definido como
−→
Fw(Sw) = fw

−→v , onde
fw é o fluxo fracionário de água, que é uma função não-linear e representa a fração
mássica da fase molhante transportada no meio poroso (SOUZA, 2015).

O modelo matemático, conforme descrito nas equações (2.8) e (2.9), fica
completamente determinado com a aplicação de condições iniciais e de contorno
apropriadas. Esse conjunto é composto pelas condições de contorno de Dirichlet ΓD e
Neumann ΓN , pressão prescrita e vazão prescrita, respectivamente (SOUZA, 2015).
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p(−→x , t) = gD em ΓD × [0, t]

−→v · −→n = gN em ΓN × [0, t] (2.10)

Nos contornos internos, que correspondem aos poços de injeção e produção,
a pressão pode ser igualmente especificada da seguinte maneira:

p(−→x , t) = gI em ΓI × [0, t]

−→v · −→n = gP em ΓP × [0, t] (2.11)

ou

p(−→x , t) = gP em ΓP × [0, t]

−→v · −→n = gI em ΓI × [0, t] (2.12)

Nas equações anteriores, o valor da função escalar g é conhecido, e os
subscritos D, N, I e P representam as condições de Dirichlet e Neumann e poços injetor
e produtor, respectivamente (SOUZA, 2015).

Na equação de saturação, as condições inicial e de fronteira onde há injeção
de água são especificadas como:

Sw(
−→x , 0) = S

0

w em Ω

Sw(
−→x , t) = Sw em ΓD ou ΓI (2.13)

onde S
0

w é o valor de saturação inicial, que pode variar em um intervalo da 0 a 1.

2.2.1 Equação de Buckley-Leverett

O modelo de escoamento de dois fluidos imiscíveis em um meio poroso é
descrito pela equação de Buckley-leverett (BUCKLEY; LEVERETT, 1942). O modelo
representa o deslocamento imiscível e essencialmente unidimensional de óleo por
água em um meio poroso rígido com permeabilidade homogênea, como ilustrado na
Figura 1 (CARVALHO, 2019).

Conforme ilustrado na Figura 1, o óleo residente na rocha é varrido pelo fluxo de
água da esqueda para a direita. A descontinuidade na saturação de água, característica
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Figura 1 – Esquemático do reservatório simplificado para o modelo de Buckley-Leverett

Fonte: SOUZA (2015).

típica de um problema de Riemann, é definida já na condição inicial (HELMIG, 1997),
dada por:

SW (S, 0) =

{
1− Sor se x ≥ x0

Swi se x ≤ x0

(2.14)

onde Sor é a saturação irredutível de óleo e Swi, a saturação irredutível de água. A
variável x representa a posição no domínio e x0, a posição inicial da frente da onda
(SOUZA, 2015).

A partir da equação (2.9), considerando o deslocamento unidimensional de
óleo por água, desprezando o termo fonte e considerando −→v = cte e o gradiente de
pressões constante, chegamos à seguinte expressão (Equação de Buckley-Leverett)
(SOUZA, 2015):

ϕ
∂Sw

∂t
+−→v ∂fw

∂Sw

∂Sw

∂x
= 0 (2.15)

A equação anterior é uma equação hiperbólica de transporte não-linear, onde
a não linearidade que depende de Sw está no termo que multiplica ∂Sw

∂x
(CARVALHO,

2019).

2.2.2 Formulação Numérica

A aplicação de um algoritmo localmente conservativo para discretizar o pro-
blema de fluxo que consiste em duas equações: uma da pressão elíptica para o campo
de pressão e outra hiperbólica não linear para o campo de saturação. A metodologia
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IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) é utilizada para realizar o acoplamento
entre as equações.

O método MPFA-H é usado para dicretizar o termo de pressão, mas, a rigor,
todos os termos de difusão serão discretizados usando esse método. A metodologia
utiliza pontos harmônicos. Inicialmente são calculados os fluxos nas faces de cada
volume de controle independente e então uma expressão única para os fluxos é obtida
por uma combinação convexa dos fluxos unilaterais.

Para o primeiro termo da equação (2.8), integrando o termo de fluxo ao longo
do volume de controle e aplicando o Teorema da Divergência de Gauss, resulta em:

∫
IJ

−→v · −→n ds (2.16)

onde −→n é o vetor unitário para fora de IJ.

O sistema é localmente conservativo, uma vez que a soma dos fluxos à es-
querda e à direita da face IJ é igual a zero, conforme ilustrado na equação subsequente:

−→vIJ ·
−−→
NIJ +−→vIJ ·

−−→
NJI = 0 (2.17)

onde −→vIJ é a velocidade média da face IJ e
−−→
NIJ representa o vetor área (comprimento

em 2-D) normal à face IJ.

Aplicando a velocidade de Darcy, o fluxo com respeito ao volume de controle L̂

é expresso como:

∫
IJ

−→v · −→n IJds = −
∫
IJ

λKL̂ ▽ p · −→n IJds = −
∫
IJ

λ▽ p ·KT
L̂
−→n IJds (2.18)

onde KT
L̂

representa a matriz transposta de KL̂.

Se
−−−−−−−→
XL̂XL̂,i(IJ) e

−−−−−−−→
XL̂XL̂,j(IJ) são arestas de um triângulo ∆xL̂xL̂,i(IJ)XL̂,j(IJ)

, o

termo KT
L̂
−→n IJ pode ser escrito como uma combinação linear dessas arestas (CON-

TRERAS, 2017):

KT
L̂
−→n IJ = αL̂,i(IJ)

−−−−−−−→
XL̂XL̂,i(IJ) + αL̂ji(IJ)

−−−−−−−→
XL̂XL̂,j(IJ) (2.19)

onde XL̂,i(IJ) e XL̂,j(IJ) são os pontos de interpolação mostrados na Figura 2, e os
coeficientes αL̂,i(IJ) e αL̂,j(IJ) são dados como:
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αL̂,i(IJ) =
∥ KT

L̂
−→n IJ ∥ sin θ1

L̂,IJ

sin θ1
L̂,IJ

+ θ2
L̂,IJ

αL̂,j(IJ) =
∥ KT

L̂
−→n IJ ∥ sin θ2

L̂,IJ

sin θ1
L̂,IJ

+ θ2
L̂,IJ

(2.20)

Para que os coeficientes existam e sejam positivos, as seguintes condições
devem ser satisfeitas: 0 < θ1

L̂,IJ
, θ2

L̂,IJ
< π e θ1

L̂,IJ
+ θ2

L̂,IJ
< π (CONTRERAS, 2017).

Estes ângulos podem ser vistos na Figura 2.

Figura 2 – Representação dos parâmetros físicos e geométricos do método MPFA-H.

Fonte: CONTRERAS (2017).

Após algumas manipulações algébricas, a equação da discretização do fluxo
unilateral, que nessa equação representa o fluxo no volume da esquerda, é escrita
como:

−→
vL̂IJ ·

−−→
NIJ = λIJ ∥

−→
IJ ∥ (ξL̂,i(IJ)(pL̂ − pL̂,i(IJ)) + (ξL̂,j(IJ)(pL̂ − pL̂,j(IJ))) (2.21)

onde

ξL̂,i(IJ) =
αL̂,i(IJ)

∥
−−−−−−−→
XL̂XL̂,i(IJ) ∥

ξL̂,i(IJ) =
αL̂,j(IJ)

∥
−−−−−−−→
XL̂XL̂,j(IJ) ∥

(2.22)
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De forma semelhante, o fluxo é escrito para o volume de controle da direita.
Após isso, deve-se construir um fluxo único através de cada face, onde são considera-
dos os fluxos das faces à direita e à esquerda. A contribuição de cada um é ponderada
por pesos, que são definidos em função do tamanho da aresta e da projeção do tensor
de permeabilidade, equação (2.23). Além disso, como o sistema é localmente conser-
vativo, a soma dos pesos deve ser igual a um. Para obter mais informações, consultar
(CONTRERAS et al., 2016).

wL̂,IJ =
hR̂,IJk

(n)

R̂,IJ

hL̂,IJk
(n)

R̂,IJ
+ hR̂,IJk

(n)

L̂,IJ

e wR̂,IJ = 1− wL̂,IJ (2.23)

Sendo cada termo da equação (2.23) definido por:

• hL̂ e hR̂, distância ortogonal do centróide xL̂ e xR̂, respectivamente, até a face IJ
do volume.

• k
(n)

L̂,IJ
e k

(n)

R̂,IJ
, tensores de permeabilidade à esquerda e à direita, respectivamente,

de cada face do volume de controle IJ.

A construção de um fluxo único através das faces IJ é expressa pela equação
abaixo:

−→v IJ ·
−→
N IJ = wR̂,IJ

−→v L̂
IJ ·

−→
N IJ − wL̂,IJ

−→v R̂
IJ ·

−→
N JI (2.24)

A pressão é calculada nos pontos de interpolação através de uma combinação
convexa, expressa como:

pIJ = wL̂,IJpL̂ + wR̂,IJpR̂ (2.25)

Já os pontos harmônicos são definidos usando a seguinte expressão (CON-
TRERAS et al., 2016):

xIJ =
hL̂,IJk

(n)

R̂,IJ
xR̂ + hR̂,IJk

(n)

L̂,IJ
xL̂ + hL̂,IJhR̂,IJ(K

T
L̂
− KT

R̂
)−→n IJ

hL̂,IJk
(n)

R̂,IJ
+ hR̂,IJk

(n)

L̂,IJ

(2.26)

Para discretizar a equação de saturação existem diversas maneiras. O método
utilizado foi o das diferenças finitas de primeira ordem tipo upwind, que produz soluções
monótonas a baixo custo computacional. Por outro lado, sofre influência da malha, além
do excesso de difusão numérica, que leva a uma baixa acurácia do método (SOUZA,
2015).
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Para discretizar a equação (2.9), deve-se integrar no intervalo de tempo entre
t0 e t e no domínio Ω, obtendo:

∫ t

t0

∫
Ω

∂Sw

∂t
dV dt = −1

ϕ

∫ t

t0

∫
Ω

▽ ·
−→
Fw(Sw)dV dt+

∫ t

t0

∫
Ω

QwdV dt (2.27)

Considerando uma discretização do domínio em Ω, a equação (2.27) pode
ser obtida como o somatório das integrais calculadas em cada volume de controle.
Considerando o volume de controle VL̂ e usando Euler avançado para discretizar
o termo temporal, aplicando o Teorema da Divergência de Gauss na equação do
divergente do fluxo e integrando no intervalo de tempo definido, chegamos à seguinte
equação discretizada da saturação:

Sw,L̂n+1 = Sw,L̂n − ∆t

ϕVL̂

∑
IJϵEL̂

−→
FIJ ·

−→
N IJ +

∆tQw

ϕVL̂

(2.28)

onde o fluxo hiperbólico é dado como: FIJ = fw(S
n
wIJ)

−→v IJ

O cálculo do passo de tempo é feito respeitando o critério de estabilidade de
Courrant-Friedrich-Lewy (CFL), e deve satisfazer à seguinte desigualdade (SOUZA,
2015):

∆t ≤ CFL
VL̂

maxIJϵEL̂[|(∆fw(Sw)/∆Sw)IJ
−→vIJ ·

−−→
NIJ |]

(2.29)

O valor do CFL utilizado, para o método de upwind de primeira ordem descrito,
deve ser sempre ≤ 1 (HIRSCH, 2007).

Vale ressaltar que o valor do fluxo −→vIJ ·
−−→
NIJ é o mesmo valor do fluxo calculado

na equação de pressão.

2.2.3 Acoplamento usando a estratégia IMPES

A estratégia IMPES teve sua origem nos trabalhos de (SHELDON; CARDWELL,
1959) e (STONE; GARDER, 1961). A concepção subjacente a essa abordagem con-
siste em separar o conjunto acoplado de equações diferenciais em dois componentes
distintos: uma equação de pressão, tratada implicitamente, e uma equação de sa-
turação, tratada explicitamente. Essas equações têm a finalidade de descrever o
comportamento do fluxo em meios bifásicos, conforme discutido por (CHEN, 2007).

A estratégia IMPES, ver Figura 3, é amplamente reconhecida e empregada na
indústria petrolífera devido às suas vantagens, que incluem baixo custo computacional,
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simplicidade na implementação e robustez quando aplicada a fluxos incompressíveis
ou levemente compressíveis, como evidenciado por (CHEN et al., 2006). No entanto,
é importante observar que o tratamento explícito da equação de saturação pode
representar uma limitação significativa. Isso se deve ao fato de que, para garantir a
estabilidade do método, são necessários passos de tempo relativamente pequenos, o
que, por sua vez, pode tornar a simulação impraticável em certos casos (PACHECO et
al., 2017).

Figura 3 – Algoritmo da estratégia IMPES

Fonte: Adaptado de SOUZA (2015).

2.3 ESCOAMENTO MONOFÁSICO LEVEMENTE COMPRESSÍVEL COM CONSIDE-
RAÇÕES GEOMECÂNICAS

2.3.1 Modelo do Comportamento Fluido

O modelo geomecânico incorpora o acoplamento entre as respostas do fluido e
do solo, segundo a Lei da consolidação de Biot. Um dos princípios fundamentais desse
modelo é a conservação da massa dos dois componentes: sólido e fluido (VERRUIJT,
2016).

A equação de balanço para o fluido é apresentada como (VERRUIJT, 2016):

∂ϕ

∂t
+ ϕCf

∂p

∂t
+▽ · (ϕ−→v f ) = 0 (2.30)

A equação de balanço da matéria sólida pode ser escrita de forma semelhante
à equação (2.30):

−∂(1− ϕ)ρs
∂t

+▽ · ((1− ϕ)ρs
−→v s = 0 (2.31)
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sendo ρs a densidade do solo, −→v s, a velocidade do solo e −→v f , a velocidade do fluido.

Assumindo que a densidade é uma função da tensão isotrópica total (para mais
detalhes verificar (VERRUIJT, 2016)), a equação (2.31) se reduz a:

∂ϕ

∂t
+ Cs(

∂σ

∂t
− ϕ

∂p

∂t
) +▽ · [(1− ϕ)−→v s] = 0 (2.32)

Visando simplificar as equações e eliminar a dependência do termo de porosi-
dade, soma-se as equações (2.32) e (2.30), resultando em:

▽ · −→v s +▽ · [ϕ(−→v f −−→v s)] + ϕ(Cf − Cs)
∂p

∂t
+ Cs

∂σ

∂t
= 0 (2.33)

Aplicando a Lei de Darcy, substituímos a velocidade relativa entre o sólido
e o fluido por uma relação linear com o potencial hidráulico do fluido. Simultanea-
mente, aplicando a relação constitutiva, que relaciona a deformação volumétrica com o
deslocamento, ϵv = ▽ · u, obtemos a seguinte equação após algumas manipulações
algébricas (VERRUIJT, 2016):

∂ϵ

∂t
+ ϕ(Cf − Cs)

∂p

∂t
+ Cs

∂σ

∂t
= −▽ ·−→v (2.34)

onde −→v é a velocidade de Darcy do fluido monofásico. Diferente da equação para um
fluido bifásico, que possui um termo de mobilidade, a velocidade de Darcy para um
fluido monofásico não o tem, e pode ser escrita da seguinte forma: −→v = k

µ
▽ ·p.

Pela Teoria de Terzaghy, temos a relação entre a tensão total σ e a tensão
efetiva σ′:

σ = σ′ + αp (2.35)

onde σ′ é a tensão efetiva na rocha, α, coeficiente de Biot, descrito como α = 1− Cs

Cm
,

p, a pressão no fluido e Cm, a compressibilidade no meio poroso. Vale ressaltar que
esta última difere da seção anterior, que tratava da velocidade total devido à natureza
bifásica do escoamento. Após algumas manipulações chegamos à equação abaixo
(VERRUIJT, 2016):

α
∂ϵv
∂t

+ S
∂p

∂t
= −▽ ·−→v (2.36)

sendo S o coeficiente de armazenamento, definido como:
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S = ϕCf + (α− ϕ)Cs (2.37)

A equação (2.36) descreve o balanço de massa de um fluido monofásico
levando em consideração a deformação da rocha no reservatório.

2.3.2 Modelo do Comportamento Mecânico

Para determinar o comportamento mecânico do meio, utiliza-se a equação de
equilíbrio mecânico em conjunto com a relação constitutiva do material em questão
(SILVA, 2018). O balanço do momento linear em conjunto com o princípio da tensão
efetiva de Terzaghi serve para modelar a resposta mecânica da rocha e das rochas
circundantes (ALBUQUERQUE, 2023).

O comportamento mecânico é expresso pela equação de momento linear, a Lei
de Cauchy de Movimento. Considerando um carregamento quase-estático a equação
de equilíbrio é escrita na forma matricial como (ALBUQUERQUE, 2023):

▽ · σ +
−→
f = 0 (2.38)

com σ sendo o Tensor de Tensão de Cauchy e
−→
f compreendendo as forças do corpo

que atuam no corpo elástico. Sob a suposição de deformação plana, o tensor de tensão
de Cauchy pode ser escrito como:

σ =

[
σxx σxy

σyx σyy

]

O Princípio das Tensões Efetivas, desenvolvido por Terzaghi, relaciona os
componentes mecânicos e hidráulicos e pode ser escrito da seguinte forma (VERRUIJT,
2016):

σ′ = σ − αpI (2.40)

onde σ′ é chamado de tensão efetiva, α é o coeficiente de Biot, p é a pressão do fluido
e I é a matriz identidade. A tensão efetiva é a tensão que atua diretamente na rocha,
como pode ser analisada na equação (2.40). A contribuição de pressão do fluido é
subtraída da tensão total.

Substituindo a equação (2.40) na equação (2.38), pode-se chegar à equação
de equilíbrio:

▽ · σ′ − α▽ pI =
−→
f (2.41)
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Sob a suposição da Teoria da Deformação Infinitesimal, a deformação do corpo
elástico pode ser descrita pelo Tensor de Deformação de Almansi-Hamel (ALBUQUER-
QUE, 2023):

ε =

[
εxx εxy

εyx εyy

]
=

▽⃗u+ ▽⃗uT

2
=

[
∂u
∂x

1
2
(∂u
∂y

+ ∂v
∂x
)

1
2
(∂u
∂y

+ ∂v
∂x
) ∂v

∂y

]
(2.42)

com u⃗ = [u v]T sendo o vetor deslocamento, cujas componentes são u e v, e ▽ sendo
o operador gradiente.

A Lei de Hooke é uma relação constitutiva que relaciona a tensão e a deforma-
ção. Sob a consideração de que o material estará apenas no regime elástico linear,
obetemos a seguinte equação tensorial:

σ′ = C : ε (2.43)

Na equação (2.43), C é um tensor constitutivo de posto 4. Sob a suposição
de elasticidade linear isotrópica, todas as 81 entradas de C podem ser escritas como
funções de apenas dois parâmetros, λ e G, que são chamados de primeiro e segundo
parâmetros de Lamé, respectivamente. Usando os parâmetros de Lamé, a equação
(2.43) pode ser escrita como (ALBUQUERQUE, 2023):

σ′ = λtr(ε)I + 2Gε (2.44)

onde tr(ε) representa um traço de matriz.

Substituindo a equação (2.44) na equação (2.41) e fazendo as manipulações
algébricas necessárias, pode-se chegar a um equivalente poromecânico da Equação
de Navier-Cauchy, que é dado por (ALBUQUERQUE, 2023):

(λ+G)▽ (▽ · u⃗) +G▽ ·(▽u⃗)− α▽ p = f⃗ (2.45)

Um conjunto adequado de condições de contorno para a equação (2.41) faz-se
necessário, além de uma condição inicial para o deslocamento, pois a equação gover-
nante depende indiretamente do tempo. Esse conjunto é composto pelas condições de
contorno de Dirichlet e Neumann, bem como pela condição inicial, descritos a seguir:

u⃗(x, t) = g⃗uD em Γu
D (2.46)

σ′ · n⃗ = g⃗uN em Γu
N (2.47)
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u⃗(x, 0) = u⃗0 (2.48)

onde n⃗ é o vetor normal unitário ao contorno, Γu
D denota a condição de contorno

de Dirichlet e Γu
N , a condição de contorno de Neumann, ambos para o problema

geomecânico. g⃗uD junto com g⃗uN são os valores prescritos do deslocamento u⃗ · −→n e da
carga σ′ no contorno.

2.4 FORMULAÇÃO NUMÉRICA

Com a finalidade de discretizar o primeiro termo da equação (2.36), que des-
creve o escoamento levemente compressível monofásico, que corresponde à velocidade
do solo, é necessário integrá-lo ao longo do domínio ΩL̂ (ALBUQUERQUE, 2023).

∫
ΩL̂

∂ϵv
∂t

dΩL̂ =
∂

∂t

∫
ΩL̂

ϵvdΩL̂ =
∂

∂t

∫
ΩL̂

▽ · −→u dΩL̂ =
∂EL̂

∂t
(2.49)

onde EL̂=
∫
Ω
L̂
▽·−→u ,dΩL̂

.

Aplicando o Teorema da Divergência de Gauss e considerando a contribuição
dos deslocamentos nas faces de cada volume de controle, chegamos à expressão
de EL̂ =

∑
IJϵΓL̂

∫
ΩL̂

▽ · −→u ds. Discretizando o termo EL̂ usando diferenças finitas e

truncando no primeiro termo, ficamos com a relação: ∂EL̂

∂t
=

En+1

L̂
−En

L̂

∆t
.

Para discretizar o segundo termo da equação (2.36), devemos integrar ao longo
do domínio e posteriormente utilizar diferenças finitas de primeira ordem, ficando com
a seguinte expressão:

∫
ΩL̂

S
∂p

∂t
dΩL̂ ≈ VL̂SL̂

∆t
(pn+1

L̂
− pn

L̂
) (2.50)

onde pn+1

L̂
e pn

L̂
são os valores de pressão na célula L nos respectivos tempos tn+1 e

tn com o ∆t = tn+1 − tn. VL̂ é o volume, mas como estamos trabalhando em domínio
bidimensional corresponde à área de cada elemento.

Para discretizar o primeiro termo da equação (2.41), que descreve o comporta-
mento mecânico da rocha, procedemos com a integração sobre o domínio aplicando
o Teorema do Valor Médio e o Teorema da Divergência, o que nos leva à seguinte
equação (ALBUQUERQUE, 2023):

∫
ΩL̂

▽ · σ′dΩL̂ =

∫
ΩIJ

σ′ · −→n IJ dΩL̂ = |IJ |−→τ IJ (2.51)
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onde −→τ é o vetor de tensão normal e pode ser escrito como:

−→τ IJ =

[
C :

▽−→u ▽−→u T

2

]
· −→n IJ =

[
▽u ·Cxx

IJ
−→n IJ +▽v ·Cxy

IJ
−→n IJ

▽u ·Cyx
IJ
−→n IJ +▽v ·Cyy

IJ
−→n IJ

]
(2.52)

onde C é o tensor constitutivo. Semelhante ao que foi definido na discretização da
equação de pressão, aqui também temos os termos de difusão, como ▽u ·Cxx

IJ
−→n IJ ,

que serão discretizados utilizando a mesma metodologia de Volumes Finitos, nomea-
damente o método MPFA-H (ALBUQUERQUE, 2023).

2.4.1 Acoplamento Monofásico com Geomeomecânica

A utilização de malha co-localizada com aproximações de mesma ordem de
erro nas equações de equilíbrio e balanço de massa viola a condição de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi, comumente referida como a condição de LBB (ALBUQUERQUE,
2023). A violação dessa condição resulta em oscilações não físicas do tipo "par-ímpar".
Para contornar esse problema, o deslocamento na face pode ser interpolado usando
o método de Rhie-Chow modificado (ZHANG; ZHAO; BAYYUK, 2014), forçando o
acoplamento entre a pressão p e o deslocamento −→u .

Até o momento, este método ainda não foi implementado em nosso código.
É importante ressaltar que os problemas que foram simulados até o momento não
exigiram esse acoplamento

Sem perda de generalidade, para simplificar a equação (2.45), podemos des-
considerar o primeiro termo da equação, representado por (λ+G)▽ (▽ · u⃗) e o termo
forças de corpo

−→
f . Estas considerações são feitas somente durante o processo de

interpolação. Isso nos permite reescrever a equação (2.45), conforme discutido por
(ALBUQUERQUE, 2023):

G▽ ·(▽u⃗) = α▽ p (2.53)

A derivação da interpolação parte da equação (2.53), definida na aresta IJ e
discretizada usando as discretizações já mencionadas para o gradiente de pressão e o
termo de difusão. Contudo, como não existe malha dual uma vez que o esquema é
co-localizado e centrado na célula, os parâmetros físico-geométricos necessários são
obtidos via interpolação dos parâmetros físico-geométricos dfinidos para os volumes
de controle L̂ e R̂ que compartilham IJ. Mais detalhes da interpolação consultar (AL-
BUQUERQUE, 2023). Logo, a interplação para o deslocamento na aresta IJ pode ser
definido como:
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−→u IJ = −→u IJ−(1−β)
αL̂

au,L̂

∑
IJϵΓL̂

|IJ |pIJ−→n IJ,x−β
αR̂

au,R̂

∑
IJϵΓR̂

|IJ |pIJ−→n IJ,x+
αIJVIJ

au,IJ

∂p

∂x
(2.54)

−→v IJ = −→v IJ−(1−β)
αL̂

av,L̂

∑
IJϵΓL̂

|IJ |pIJ−→n IJ,x−β
αR̂

av,R̂

∑
IJϵΓR̂

|IJ |pIJ−→n IJ,x+
αIJVIJ

av,IJ

∂p

∂x
(2.55)

onde

−→u IJ = (1− β)−→u L̂ + β−→u R̂ (2.56)

−→v IJ = (1− β)−→v L̂ + β−→v R̂ (2.57)

au,L̂ =
∑
IJϵΓL̂

wG
R̂,i(IJ)

(AG
L̂,IJ

−
∑
γ=i,j

αG
L̂,γ(IJ)

wG
L̂,γ(IJ)

+ αG
R̂,i(IJ)

wG
L̂,i(IJ)

) (2.58)

au,R̂uR̂ =
∑
nb

(au,nb)R̂ + αR

∑
IJϵΓR̂

|IJ |pIJnIJ,x (2.59)

VIJ = ((1− β)
αL̂VL̂

au,L
+ β

αRVR̂

au,R
)
au,IJ
αIJ

(2.60)

αL̂ é o coeficiente de Biot, β = 1/2 e AG
L̂,ij

= (αG
L̂,i(IJ)

+ αG
L̂,j(IJ)

)

A aproximação do gradiente de pressão da equação (2.53) na face IJ é dada
por:

▽p|IJ =
pR̂ − pL̂

|−→r L̂,R̂ · −→n IJ |
−→n IJ . (2.61)

onde −→r L̂,R̂ = xR̂ − xL̂, em que xR̂ representa o vetor posição do centróide do volume
da direita e xL̂ volume da esquerda. A discretização dos delocamentos −→u IJ e −→v IJ

é expressa em termos de −→u L̂, −→u R̂, pL̂ e pR̂, como evidenciado nas equações (2.54),
(2.55) e (2.61) (ALBUQUERQUE, 2023).

Inicialmente, a equação 2.36 é resolvida com uma taxa de deformação volumé-
trica constante. Com isso, o campo de pressão é determinado. A equação de equilíbrio
é resolvida usando o campo de pressão encontrado, que por sua vez determina o
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campo de tensão e deslocamento. A convergência é verificada usando a equação
(2.62):

τ ≥ ||pk+1
ω − pkω||∞
pk+1
ω

(2.62)

Caso a convergência não seja atingida, atualiza-se o termo de deformação
volumétrica através do método de deformação fixa usando a Interpolação de Rhie-Chow
modificada. O método de deformação fixa é condicionalmente estável, obedecendo à
relação da equação (2.63). A condição de estabilidade depende exclusivamente das
propriedades do material. A solução finaliza quando o tempo total de simulação atinge
o tempo final. Um fluxograma do algoritmo de solução é mostrado na Figura 4.

C =
α

SK
≤ 1 (2.63)

Os termos da equação anterior são definidos como:

• α, coeficiente de Biot

• S, coeficiente de armazenamento

• k, módulo de compressibilidade

2.5 MODELO POROMECÂNICO COM FLUIDO BIFÁSICO

Este módulo tem como propósito a apresentação do modelo poromecânico
com fluido bifásico. Diferentemente dos outros modelos que serão empregados para
reproduzir resultados, este serve unicamente para apresentar o modelo que será
utilizado em trabalhos futuros.

A equação de pressão, equação (2.64), incorpora a velocidade relativa entre o
solo e o fluido, equivalente à equação de Darcy, equação (2.65), em um meio bifásico.
A porosidade será mantida constante. Essa simplificação inicial será aprimorada em
futuras pesquisas.

α
∂ϵv
∂t

+ S
∂p

∂t
= −▽ ·−→v (2.64)

−→vi = −λiK ▽ pi, i = o, w (2.65)

O modelo geomecânico incorpora a equação de equilíbrio, equação (2.66),
conforme previamente abordado na seção anterior.
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Figura 4 – Algoritmo de solução do modelo geomecânico

Fonte: Adaptado de ALBUQUERQUE (2023).

▽ · σ′ − α▽ pI =
−→
f (2.66)

A equação de saturação assemelha-se à equação (2.9) do modelo bifásico
incompressível, com uma distinção importante: inclui-se um termo de pressão devido à
natureza ligeiramente compressível do fluido bifásico, como evidenciado na equação
(HALLACK et al., 2019):

ϕcr+wSw
∂p

∂t
+ ϕ

∂SW

∂t
+▽ ·

−→
F w(Sw) +Qw (2.67)
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2.5.1 Modelo de Acoplamento Bifásico Levemente Compressível com Conside-
rações Geomecânicas

O algoritmo para resolver o acoplamento entre o escoamento bifásico leve-
mente compressível e a geomecânica é baseado no trabalho de (MURAD et al., 2021)
e segue o fluxograma da Figura 5. Conforme ilustrado na Figura 5, ele adota uma
metodologia semelhante à utilizada no modelo geomecânico monofásico. A diferença
significativa reside na introdução da equação de saturação e na atualização da mo-
bilidade. A equação de saturação é introduzida imediatamente após a convergência
do cálculo da equação de equilíbrio. A sequência de operações após a resolução da
saturação envolve a atualização da mobilidade, seguida da repetição do mesmo ciclo
descrito para o modelo monofásico levemente compressível.
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Figura 5 – Algoritmo de solução do modelo poromecânico com fluido bifásico levemente
compressível.

Fonte: Adaptado de ALBUQUERQUE (2023).
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3 METODOLOGIA

3.1 ESTRUTURA DO CÓDIGO

A formulação numérica descrita foi idealizada no ambiente do Visual Studio
Code, editor desenvolvido pela Microsoft. Utilizou-se a linguagem Python, pois os
códigos herdados foram escritos nessa linguagem, códigos desenvolvidos pelo grupo
de pesquisa PADMEC, grupo no qual o aluno faz parte.

A estrutura do software consiste em realizar o processamento dos dados. As
fases de pré-processamento são realizadas no software aberto Gmsh, por onde é
gerado o domínio computacional com malha discreta e a especificação das condições
de contorno. O pós-processamento é realizado no software de domínio público, Para-
View, que facilita a visualização dos resultados a partir de um arquivo em formato VTK
exportado pelo código do grupo.

A entrada dos dados é feita em um arquivo chamado de startdat. Nele estão
contidos todos os parâmetros do poço, características do fluido e da rocha, tempo de
simulação e dados numéricos.

O impress, biblioteca de pré-processamento desenvolvida pelo grupo, é utili-
zado para chamar todos os parâmetros relacionados à malha computacional desen-
volvida no GMSH, como: estrutura de dados auxiliares, tamanho "médio"e área dos
elementos.

O esquemático da Figura 6 resume as atividades necessárias a serem de-
senvolvidas nas análises numéricas, bem como as etapas de pré-processamento e
pós-processamento:

3.2 PROBLEMA DE BUCKLEY-LEVERETT

O problema de Buckley-Leverett foi simulado utilizando o software de fluxo
bifásico desenvolvido pelo grupo PADMEC a fim de entender o funcionamento do
mesmo e, posteriormente, ser possível realizar o acoplamento com o software de
geomecânica em trabalhos futuros.

O modelo de Buckley-Leverett, adaptado por (CARVALHO, 2019), é resolvido
numericamente utilizando as técnicas numéricas apresentadas anteriormente. O reser-
vatório consiste em um domínio homogêneo e isotrópico com tensor de permeabilidade
K dado por:

K =

[
1 0

0 1

]
(3.1)
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Figura 6 – Fluxo de Trabalho para análise numérica

Fonte: O autor.

Parâmetros utilizados na simulação:

• O reservatório tem dimensões de 75 m no eixo y e 300 m no eixo x.

• Nas faces inferior e superior, o fluxo é nulo.

• Na face esquerda, a saturação é igual a 1 e o fluxo é de 1.944 m3/s.

• Na face direita, a pressão é prescrita como 0 Pa.

• As saturações irredutíveis são Swi = Sro = 0.

• A razão de mobilidade é unitária, e o modelo de Brooks-Corey é usado com
expoentes Swi = Sro = 2.

• O passo de tempo calculado com base em um número de Courant de 0,3

• O tempo total de simulação é de 1.500 dias.

As soluções numéricas são comparadas com a solução semi-analítica encon-
trada em (PINDER; GRAY, 2008) para diferentes malhas computacionais. A análise
conta com 8 refinamentos realizados utilizando elementos quadrilaterais. A análise vai
desde uma malha grosseira com 8 elementos a malhas mais finas com 1024 elemen-
tos na direção longitudinal. A quantificação dos erros foi feita baseada na norma L1,
equação (3.2) e taxa de erro L1, equação (3.3).
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ESw
L1

=

∑NV C

i=1 |Swana(x)− Swnum(x)|Ωi∑NV C

i=1 Ωi

(3.2)

RSw
L1

=
log(ESw

L1
(NCV2)/E

Sw
L1

(NCV1)

log(NCV2/NCV1)
(3.3)

3.3 PROBLEMA MONOFÁSICO LEVEMENTE COMPRESSÍVEL

A fim de verificar a formulação monofásica levemente compressível, implementou-
se o problema unidimensional com fluido monofásico compressível em um meio poroso
homogêneo e isotrópico, com tensor de permeabilidade K dado pela equação (3.4). O
reservatório possui um poço - produtor na face da esquerda como pode ser visto na
Figura (11) e fluxo nulo em todas as outras faces.

K =

[
500 0

0 500

]
(3.4)

A solução de referência usada para comparar com a solução numérica foi
extraída do trabalho de (LI, 2012). As análises de erros foram conduzidas com auxílio
das normas de erro L1, equação (3.5), e L2, equação (3.6), com a taxa de erro definida
pela equação 3.7. A análise conta com diferentes densidades de malha que foram
geradas diretamente sobre o domínio computacional com as subdivisões de: (1x5),
(1x10), (1x20), (1x40), (1x80), (1x160) e (1x320).

Ep
L1

=

∑NV C

i=1 |pana(x)− pnum(x)|Ωi∑NV C

i=1 pana(x)Ωi

(3.5)

Ep
L2

=

∑NV C

i=1 (pana(x)− pnum(x))
2Ωi∑NV C

i=1 (pana(x))2Ωi

(3.6)

Rp
L =

log(Ep
L(NCV2)/E

p
L(NCV1))

log(NCV2/NCV1)
(3.7)

A seguir são definidos os parâmetros utilizados na simulação encontrados no
trabalho de (LI, 2012):

• Dimensões do reservatório: comprimento horizontal de 609,6 (m) e vertical 3,048
(m).

• Porosidade = 0,2

• Compressibilidade da rocha = 1,5e-9 (1/Pa)
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• Permeabilidade = 500 (m2)

• Viscosidade da água = 0,000249 (Pa*s)

• Densidade da água = 0,001 (kg/m3)

• Compressibilidade do fluido = 1,5e-9 (Pa)

• Água residual de água = 0,2

• Pressão no poço produtor = 13.100.044 (Pa)

• Pressão Inicial = 13.789.520 (Pa)

• Tempo total de simulação = 3 (D)

• Coeficiente de Fourier = 1

3.4 PROBLEMA DE Terzaghi

O problema consiste na aplicação de um carregamento sobre uma coluna
poroelástica homogênea e isotrópica, totalmente saturada de água, que possui ca-
pacidade drenante apenas no topo, o que faz com que a solução ocorra apenas na
direção vertical (SILVA, 2018). A Figura 7 contém informações sobre as dimensões do
reservatório e a localização das condições de contorno. O tipo de condição de contorno
e seus respectivos valores prescritos são definidos nas equações abaixo:

Γ1 =


p = 0Pa

σx = 0Pa

σy = −1e6Pa

(3.8)

Γ2 =


−→v t · −→n IJ = 0m/s

u = 0m

σy = 0Pa

(3.9)

Γ3 =


−→v t · −→n IJ = 0(m/s)

σx = 0Pa

v = 0m

(3.10)

Γ4 =


−→v t · −→n IJ = 0(m/s)

u = 0m

σy = 0Pa

(3.11)
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Figura 7 – Problema de Terzaghi: geometria e condições de contorno

Fonte: O autor.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capítulo, serão analisados e descritos os resultados obtidos por meio
das técnicas numéricas discutidas nos capítulos anteriores.

Em alguns problemas, será possível quantificar os erros nos campos de pres-
são e saturação, comparando a solução obtida numericamente com a solução analítica.

4.1 PROBLEMA DE BUCKLEY-LEVERETT

O problema de Buckley-Leverett foi simulado utilizando o software bifásico. Os
resultados podem ser vistos na Figura 8. Observou-se que à medida que a quantidade
de elementos de discretização aumenta, a solução numérica tende para a solução
analítica e conseguiu-se uma melhor captura do choque,conforme esperado. As malhas
com 8 e 64 elementos, correspondentes às Figuras 8(a) e (b), respectivamente, são
mais grosseiras e, portanto, representam de forma pobre a solução de referência.
Enquanto que as malhas mais refinadas da análise, mostradas nas Figuras 8 (c) e (d),
representam com acurácia a descontinuidade.

Além disso, também é possível comparar de forma quantitativa a discrepância
entre as soluções numérica e analítica. A Tabela 1 reúne os valores obtidos dos erros
associados à discretização da malha utilizando a norma L1. Nota-se uma tendência
de decaimento do erro a zero em função do aumento da densidades de malha. Isto é
igualmente observado no gráfico da função log(N) versus log(erro), sendo N o número
de divisões da malha, mostrado na Figura 9.

Tabela 1 – Valores dos erros entre as soluções numérica e analítica segundo a norma
L1 para o Problema de Buckley-Leverett.

Divisões N Erro L1

N Valor Taxa

8 0.1211384 -
16 0.0573394 1.08
32 0.0407242 0.49
64 0.0187404 1.12
128 0.0100084 0.90
256 0.0051836 0.95
512 0.0033404 0.63

1024 0.0014417 1.21
Fonte: O autor.
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Figura 8 – Gráficos da solução numérica versus solução analítica para densidades de
malha com: (a) 8 elementos; (b) 64 elementos; (c) 256 elementos e (d) 1.024
elementos.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: O autor.

4.2 PROBLEMA MONOFÁSICO LEVEMENTE COMPRESSÍVEL

Os resultados correspondentes ao problema monofásico levemente compressí-
vel podem ser vistos graficamente na Figura 10. A solução numérica foi plotada junto à
solução de referência para diferentes densidades de malha e avaliadas num tempo total
de 3 dias. Como era esperado, para uma malha grossa com 5 elementos, a solução
numérica teve menor acurácia em comparação à solução analítica. À medida que a
malha foi sendo refinada, resultados mais acurados foram obtidos, como pode ser visto
nas malhas subsequentes, Figuras 10(b)-(e).

No gráfico da Figura 12 é evidente que à medida que o número de subdivisões
aumenta o erro caí, tanto pela norma L1, quanto pela norma L2, indicando que a
solução numérica tende à solução de referência, numa taxa aproximadamente 2 como
esperado para um método de segunda ordem, como o usado. A Tabela 2 traz em
detalhes os valores obtidos dos erros e das taxas de erros encontrados em cada norma.
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Figura 9 – Gráfico do erro em função do número de elementos de discretização da
malha para o problema de Buckley-Leverett.

Fonte: O autor.

Tabela 2 – Valores dos erros entre as soluções numérica e analítica segundo as normas
L1 e L2 para o problema monofásico levemente compressível.

Divisões N Erro L1 Erro L2

Valor Taxa Valor Taxa

5 4.74× 10−2 - 5.10× 10−2 -
10 1.37× 10−2 1.79 1.45× 10−2 1.82
20 3.58× 10−3 1.93 3.78× 10−3 1.94
40 8.96× 10−4 2.00 9.47× 10−4 2.00
80 2.25× 10−4 1.99 2.37× 10−4 2.00
160 5.63× 10−5 2.00 5.94× 10−5 2.00
320 1.41× 10−5 2.00 1.48× 10−5 2.00

Fonte: O autor.

4.3 PROBLEMA DE TERZAGHI

Os resultados obtidos para o problema de Terzaghisão apresentados na Figura
13, que mostra a solução numérica versus a solução de referência em diversos instantes
de tempo. Ao analisar a imagem, constatou-se que os dados obtidos numericamente
representaram de forma acurada a solução analítica.

Os perfis de pressão e deslocamento são mostrados nas Figuras 14 e 15,
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Figura 10 – Gráficos da solução numérica versus solução analítica para o problema
monofásico levemente compressível com densidades de malha de: (a) 5
elementos; (b) 10 elementos; (c) 40 elementos; (d) 160 elementos e (e)
320 elementos.

(a)

(b) (c)

(d) (e)

Fonte: O autor.

respectivamente. A pressão aplicada no topo do reservatório comprime o meio poroso
causando uma drenagem de água, visto que o topo permite passagem de fluido. A
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Figura 11 – Esquemático do Reservatório de Petróleo com um poço produtor na face
da esquerda.

Fonte: (LI, 2012).

Figura 12 – Gráfico do erro em função do número de elementos de discretização da
malha para o problema monofásico levemente compressível.

Fonte: O autor.

pressão mínima é 0 e fica localizada próxima ao topo do reservatório, já os maiores
gradientes de pressão estão localizados no fundo. Esse gradiente decai ao longo
do tempo, como é evidente na Figura 14. Os deslocamentos, por sua vez, são mais
acentuados próximo ao topo. Como o deslocamento é nulo na base, os deslocamentos
próximos dessas intermediações são menores.
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Figura 13 – Problema de Therzaghi: Distribuição da pressão em meio poroso em
diversos instantes de tempo com ∆t = 1s.

Fonte: O autor.

Figura 14 – Problema de Therzaghi: Distribuição de pressão com ∆t = 1s.

Fonte: O autor.
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Figura 15 – Problema de Therzaghi: Perfil de deslocamento vertical com ∆t = 1s.

Fonte: O autor.
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5 CONCLUSÕES

Este trabalho destacou o Método dos Volumes Finitos na modelagem e si-
mulação de sistemas complexos de reservatórios de petróleo. Foram abordados os
fenômenos físicos multifacetados presentes nesses reservatórios. A pesquisa teve
como objetivo principal investigar e contribuir para o desenvolvimento de metodologias
de modelagem e simulação numérica de escoamentos em reservatórios de petróleo,
com foco no acoplamento com a deformação da rocha.

Por fim, os objetivos específicos foram plenamente atingidos, abrangendo
desde a compreensão dos modelos físico-matemáticos até a implementação em um
ambiente integrado, bem como a verificação do código para cenários de referência.
Consequentemente, confirmamos que o Método dos Volumes Finitos é uma ferramenta
poderosa para a indústria de petróleo e gás, proporcionando uma melhor compreensão
e previsão do comportamento dos reservatórios. Além disso, o trabalho desenvolvido
investigou através da análise de casos a compreensão dos fenômenos físicos subjacen-
tes nos reservatórios e como eles podem ser representados de maneira mais acurada
por meio de abordagens numéricas.
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