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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o modelo de boato de Maki-Thompson em arvores homogé-
neas infinitas e uma variante desse modelo em arvores especiais. O modelo padrao é definido
supondo-se que uma populacdo representada por um grafo seja subdividida em trés classes
de individuos: ignorantes, propagadores e neutros. Um propagador transmite informacdes a
qualquer de seus vizinhos ignorantes mais préximos a taxa de um. Na mesma proporcao, um
propagador se torna neutro apds entrar em contato com outros propagadores ou neutros. Neste
trabalho, estudamos uma variante de este modelo, atribuindo uma probabilidade p € (0, 1)
a um propagador para transmitir ou boato, isso nos permitiu estender o modelo para arvores
especiais, ou seja, considerando os vértices do grafo como Hubs, que s3o individuos que tém
um grande nimero de interacdes com outros individuos na populacdo. O interesse em estudar
esse modelo com o Hubs deve-se ao fato de que esse tipo de grafo aleatério é muito frequente
em sistemas criados pelo homem e também na natureza. Definimos um parametro critico p,
do modelo para determinar se o boato sobrevive com probabilidade positiva ou se extingue

com probabilidade 1.

Palavras-chaves: modelo de rumor; arvore homogenea; processos de ramificacdo; modelo de

Maki-Thompson.



ABSTRACT

In this paper, we study a variant of Maki-Thompson rumor model on infinite homogeneous
trees and a variant of this model on special trees. The standard model is defined by assuming
that a population represented by a graph is subdivided into three classes of individuals: ignorant,
spreader, and stifler. A spreader transmits information to any of its nearest ignorant neighbors
at the rate of one. At the same rate, a spreader becomes neutral after coming into contact
with other spreader or stifler. In this paper, we study a variant of this model by assigning a
probability p € (0, 1) to a spreader to transmit or rumor, this allowed us to extend the model to
special trees, that is, considering the vertices of the graph as Hubs, which are individuals that
have a large number of interactions with other individuals in the population. The interest in
studying this model with Hubs is due to the fact that this type of random graph is very common
in man-made systems and also in nature. We defined a critical parameter p. of the model to

determine whether the rumor survives with positive probability or extinct with probability 1.

Keywords: rumor model; homogeneous tree; branching processes; Maki-Thompson model.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES PRELIMINARES

Uma ampla gama de modelos matematicos foi desenvolvida para ilustrar de forma na-
tural a transmissdo de informacdes em uma populagcdo. (DALEY; KENDALL, |1965) e (MAKI;
THOMPSON, |1973), apresentam os dois modelos estocésticos de grande relevancia citados
com frequéncia até o momento. O modelo Maki-Thompson ou modelo-MT, foi sugerido como
uma simplificacdo do modelo Daley-Kendal e é usado para estudar como um boato se espalha
em uma populacdo homogénea, misturada e fechada de N + 1 individuos. A populacao é
dividida em trés classes, aqueles que espalham ativamente o boato, aqueles que n3o sabem
do boato e aqueles que sabem do boato mas optam por nao espalhar o boato. Na literatura,
estes individuos s3o referidos como propagadores, ignorantes e neutros, respectivamente.

A disseminac3do do boato pela populacdo é feita pelo contato de um propagador com outro
individuo da populacdo. Os individuos interagem em pares, como segue: se um propagador tem
contato com um ignorante, o dltimo torna-se um propagador; entre propagador e propagador,
o primeiro torna-se um neutro; e finalmente, a interacao entre propagador e neutro faz com
que o primeiro mude seu estado para neutro.

Para uma definicdo formal do modelo definimos as variaveis aleatérias X (t), Y (t) e Z(t)
para denotar o niimero de ignorantes, propagadores e neutros em um instante de tempo ¢,
respectivamente. Inicialmente, X (0) = N, Y(0) =1e Z(0) =0e X(t)+Y (t)+Z(t) = N+1,
para todo ¢t > 0. O modelo-MT ¢é a cadeia de Markov a tempo continuo {(X(¢),Y (t))}+>o0,

com transicoes e taxas dadas por:

transicio taxa
(-1,1) YX, (1.1)
0,—1)  Y(N—X).
Ent3o, temos que
P(X(t+h),Y(t+h)=(i-17+1) [ (X(@1),Y(t)=(i,4)) =ijh+o(h),
P((X(t+h),Y(t+h)) = (i,j = )(X(),Y(t) = (,5)) = j(N = i)h + o(h),

onde o(h) representa uma funcdo tal que limy,_,o0(h)/h = 0. Isto significa que se a cadeia

Markov esta no estado (7,j) no momento ¢ entdo as probabilidades de pular para os estados
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(i—1,7+1) ou (i, 7—1) no momento t+h sdo, respectivamente, ijh+o(h) e j(N —i)h+o(h).
Observe que, na cadeia de Markov {(X(¢),Y (%)) }+=0, 0 conjunto de estados é S = {(i, ) :
i, €4{0,1,2,..,N+1},0<i+4j < N +1} e os parametros {V; ) }ij)es € {Fij) ki) } 530

dados por,

Vi) = 1] + J(N —1) P(z,J)(Z—LJH):N P(i,j)(i,j—1) = N

Ou seja, a quantidade de tempo que o processo gasta em cada estado visitado s3o variaveis
aleatérias independentes e idénticas a uma distribuicido exponencial de parametro um.

No modelo-MT foi estudado em grafos finitos e infinitos. Em grafos finitos, ha muitos
resultados como (LEBENSZT/—\YN; MACHADO; RODRIGUEZ, 2011b; |LEBENSZTAYN; MACHADO;
RODRIGUEZ, [2011a} |[COLETTI; RODRIGUEZ; SCHINAZI, 2012; [LEBENSZTAYN|, 2015; |COMETS et
al., 2016). Nesses estudos, os autores trabalham com diversas técnicas que possibilitam ampliar
nossa compreensao do modelo-MT em uma populacdo mais estruturada, ou seja, representada
por redes e grafos aleatorios.

Em geral, os modelos de rumores tém sido estudados através de diferentes técnicas. Na
literatura, encontramos que o principio da difusdo de constantes arbitrarias foi utilizado por
(DALEY; KENDALL, 1965)); um raciocinio usando martingais é considerado em (SUDBURY|, [1985;
WATSON, (1987; PITTEL, 1990; LEFEVRE; PICARD, 1994; CARNAL, 1994); os argumentos com
funcBes geradoras sdo apresentados em (DALEY; GANI, [1999)) e (PEARCE, 2000); a analise de
versdes deterministicas em (BELEN; PEARCE, 2004) e (KAWACHI, 2008) e técnicas baseadas na
teoria de cadeias de Markov em (RODRIGUEZ, |2010)). Entretanto, todos estes modelos mantém
a suposicdo de que a populacido se mistura de forma homogénea em grafos finitos.

No modelo-MT em grafos finitos se estuda a proporcdo de ignorantes no final do processo
(ndo ha propagadores na populacdo). Entretanto, em grafos infinitos o interesse se concentra
na sobrevivéncia do rumor, ou seja, garantir a existéncia de um caminho de modo que os
vértices do caminho foram propagadores em algum momento.

Em (SPEROTO, [2021) e (JUNIOR; RODRIGUEZ; SPEROTO, 2020)) é estudado o modelo-MT
em arvores homogéneas. A pesquisa foi baseada em resultados de processo de ramificacdo que
proporcionou uma melhor compreensao da probabilidade de propagacdo de rumores em uma
arvore homogénea em termos da probabilidade de sobrevivéncia do processo de ramificacdo
associado com o modelo-MT. Também encontraram condicoes sob as quais o rumor se extin-
gue ou sobrevive com probabilidade positiva. Em (JUNIOR; RODRIGUEZ; SPEROTO) 2021) eles

analisaram a existéncia de um valor critico, que separa as fases em que o processo de rumor
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se extingue com probabilidade 1 ou sobrevive com probabilidade positiva e também obtiveram
informacdes sobre o alcance da propagacdo o modelo-MT em grafos aleatérios infinitos.

O objetivo deste trabalho é estudar o modelo-MT e uma variante do modelo-MT em arvores
especiais. Em (SPEROTO, 2021)), quando um individuo sabia do boato, ele tentava transmiti-lo
aos seus vizinhos mais proximos com probabilidade 1. Agora, cada um dos individuos cientes
do boato terd uma probabilidade p € (0, 1) de transmitir o boato. Essa variante nos permitiu
ampliar o estudo do modelo-MT para arvores com dois tipos de individuos, o primeiro com uma
grande quantidade de interacdes (HUBS) e os outros com uma baixa quantidade de interacdes.
Nesse contexto fornecemos as condicSes sob as quais o boato se extinga ou sobreviva com

probabilidade positiva.
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2 0 MODELO DE MAKI-THOMPSON EM ARVORES HOMOGENEAS

2.1 NOTACAO DE GRAFOS

Com a intencao de fixar a notacdo iniciamos com conceitos da teoria de grafos e arvores,
para isso encaminhamos ao leitor (SERRE, 2002). Neste trabalho, um grafo orientado ¥ :=
(¥, /) consiste de um conjunto de vértices ¥', um conjunto de arestas .« C {{u(A),v(A)} :
u,v € ¥,u # v} e dois mapeamentos &7 — ¥ x ¥, A {u(A),v(A)} e = o, A~ A
que satisfazem a seguinte condic3o: para cada A € &/ temos A=A A + Aeu(A) =v(A).
Um elemento v € ¥ é chamado vértice de ¢&; um elemento A € o/ é chamado aresta
(orientada), e A é chamada aresta inversa. Na aresta {u(A),v(A)} o primeiro componente é
chamado origem de A, e o segundo componente é chamado extremo de A.

Um subgrafo ¢4’ de um grafo orientado ¢ é um grafo tal que ¥/ C ¥ e &7/ C /. Se
{u(A),v(A)} € o dizemos que u e v sdo vizinhos, e escrevemos u «~ v. O grau de um
vértice v, denotado por deg(v), é o ndmero de seus vizinhos. Um caminho C,, num grafo
orientado ¢ é uma sequéncia finita (vg, vy, ...,v,) de vértices distintos tais v; v~ v;;; para
cada i € 0 < 7 < n. O limite direto C, = nh_)rrolo C,, proporciona a nocdo de um caminho
infinito. Ele é uma sequéncia infinita (vg, vy, ..., ) de vértices para cada i > 1.

Dizemos que ¢ é um grafo conectado se para qualquer par u e v de vértices em ¥ existe
um caminho indo de u para v em ¢. Quando ¥ é conexo, a distancia entre dois vértices é
dada pelo comprimento do caminho mais curto entre eles. Utilizamos a notacdo d(u,v) para
denotar a distancia entre u e v (quando d(u,v) = 1 dizemos que u ~ v). Uma arvore I' é um
grafo, aciclico e conexo, com um vértice fixado que chamaremos raiz e denotamos 0, por ser o
vértice de origem. Para u,v € 7, nés dizemos que u < v se u é um dos vértices do caminho
conectando 0 e v;u < v, se u < v e u # v. Dizemos que o vértice v é descendente do vértice
u se u < v e denotamos por I'* = {v € ¥ : u < v} o conjunto dos descendentes de u.

Quando u ~ v e u < v, dizemos que v é um sucessor de u. Os vértices v € I' cuja
d(0,v) = n, formam o nivel n de I". Utilizando a notacdo |v| := d(0,v), vamos escrever o
n-ésimo nivel de I' como sendo OI',, = {v € I : |v| = n}. Quando todos os vértices tém o
mesmo grau a arvore é dita homogénea,

Utilizaremos a notacdo T, para representar a arvore homogénea infinita de grau d + 1 e
com raiz 0. Isto é, T, é tal que cada vértice possui d + 1 vizinhos mais préximos; sendo que

a raiz, ao contrario dos demais vértices, possui todos os seus vizinhos mais préximos em um
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mesmo nivel da arvore. vamos destacar também o nocao de raio em T, que é um caminho
com infinitos vértices comecando em 0. J& a nocao de profundidade de um vértice é uma
grandeza finita que é dada pela distancia do vértice até a raiz da arvore. Em T, o conjunto

dos elementos que constituem o nivel n é descrito por 9Ty, = {v € Ty : |v| = n}.

2.2 DESCRICAO DO MODELO

As definicGes e os resultados desta secdo foram obtidos em (JUNIOR; RODRIGUEZ; SPEROTO,
2020) e (SPEROTO, 2021, onde se estuda o modelo de rumor em &rvores homogéneas. O
modelo-MT pode ser definido como um processo de Markov a tempo continuo (7;);>o com
espaco de estados S = {0,1,2}”(T4) isto é, para todo t o estado do processo é uma funcio
ne : ¥V (Tq) — {0,1,2}. N6s assumimos que cada sitio = € ¥'(Ty) representa um individuo,
o qual é dito ignorante se n;(z) = 0, um propagador se 7;(x) = 1 e um neutro se n,(z) = 2,
em cada instante de tempo ¢. Ignorantes sao aqueles que nao sabem do rumor; propagadores
sao aqueles que sabem e propagam o rumor; e neutro sao aqueles que sabem do rumor, porém
perderam o interesse em propaga-lo. Entao, se o sistema esta na configuracao n € S, o estado
do sitio z muda de acordo com as seguintes taxas de transicao:

transicao taxa

0— 1a nl(zan)a (2 1)

1-}2, 711(%77)“’”2(%77)7

onde

ni(x,m) = > Ln)=i}»

T~y

é o numero de vizinhos mais préximos do sitio x no estado ¢ para a configuracao 7, para
i € {1,2}. Formalmente, ([2.1)) significa que se o sitio = estad no estado 0 no tempo ¢ entdo a
probabilidade de que ele estara no estado 1 no tempo t+h, para h pequeno, é ny(z,n)h+o(h),
e se o sitio x esta no estado 1 no tempo t entdo a probabilidade de que ele estard no estado 2
no tempo t + h, para h pequeno, é (ni(x,n) + na(x,n))h + o(h). Entdo (1;)i>0 é o processo

de rumor de Maki-Thompson em T,.
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Figura 1 — Os primeiros passos de uma realizagdo do modelo em Ts. (a) em tg s6 a raiz é propagador. (b) ¢4,
vértices a distancia 1 da raiz sdo propagadores.(c) e (d) desenvolvimento do modelo nos tempos

t2€t3

2]
(a) (&)
0 °
L ]
/ .\.
(c) (d)
@ ignorantes @ propagadores @ neutros

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Definicdo 2.2.1. Seja (1;)i>0 0 processo-MT em T, com a configuracdo inicial 1, tal que
n0(0) = 1 e no(x) = 0, Yo # 0. Dizemos que o processo sobrevive se Vt > 0, vale que
{r € Ty : nqi(x) = 1} # (. Se ndo existe sobrevivéncia, nés dizemos que o processo se

extingue. Utilizamos 0(d) para denotar a probabilidade de sobrevivéncia.

Note que, a definicdo anterior é equivalente a de (SPEROTO, 2021); isto é, que existe uma

sequéncia {(v;,t;)}i>0, com (v;,t;) € Ty x Ry, tal que vy = 0.ty = 0,v;41 € sucessor de

V;, 1 < ti+1,mi(vi) = 1,\V/’L > 0.
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2.3 A DISTRIBUICAO DO NUMERO DE PROPAGADORES QUE UM PROPAGADOR
GERA.

A configuracio inicial do modelo-MT é 15(0) = 1 e ng(x) = 0, para todos = # 0, ou seja,
em ¢t = 0 inicialmente a raiz conhece o boato, enquanto os d + 1 vizinhos sao ignorantes.
Estamos interessados no niimero de propagadores que o propagador inicial gera, e denotamos

esta variavel aleatéria por V.

Lema 2.3.1. A varidvel aleatéria N tem distribuicdo de probabilidade dada por:

d+1 1
P(N =1) = 4! — 1 1,2,3, ... 1}.
( 7) Z< i )(d+1)z+l’ ie{l,2,3,...,d+ 1}

Demonstracdo. Observe que o propagador inicial em qualquer instante ¢t > 0, esta tentando
transmitir o boato para o ignorante mais préximo. Entao para encontrar a distribuicdo da
variavel aleatéria N usamos uma sequéncia de varidveis aleatérias exponenciais idénticas e
independentes Y7, Y5, ..., Y11, cada um com o parametro 1. Por outro lado, a varidvel aleatéria
min{Y1, Y, ..., Ya11}, tem uma distribuicdo exponencial com o pardmetro d + 1. Além disso,
a probabilidade

: 1
P(mln{Yh}/Qu “'7Yd+1} = )/;) = ﬁ

Observe que, para todo i € {1,2,3,...,d + 1}, o evento {N = i} ocorre se os primeiros
i contatos forem com ignorantes e o (i + 1)-ésimo contato for uma experiéncia com um
propagador ou neutro. Denotamos por A; o evento do i-ésimo contato do propagador inicial

ser com um ignorante . Portanto

(N =i} = (ﬂ Aj) nAc,,. (2.2)

Por (2.2)) e pelo teorema da multiplicacdo temos

riv-n-e((a) o)

= P(A1)P(A2]| A1)P(A3|A1 N Ag) - P (Af+1| h Aj) :

j=1

Para encontrar esta probabilidade, explicitamos um dos termos da expressao acima, assim

P (Ai| a Aj) _dr 1d_+(j_ b (2.3)
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pois os (i — 1) contatos iniciais ocorreram com ignorantes entdo a probabilidade é dado por

2.3) e a probabilidade de que o i-ésimo contato seja do mesmo tipo é dado por L Assim,
d+1
substituindo convenientemente
i1 d+1—7 1
P(N =1i) =
V=19 g( d+1 ) d+1
[ 1 1
= d+1—
| (i) e
| (d+1)! i
= 7! -
(d+1—a)l!| (d+ 1)+
o d+1 ?
T i (d+ 1)i+1‘
0J

Definimos a variavel aleatéria X como o nimero de propagadores que um determinado
propagador (diferente da raiz) gera. A variavél X assume valores no conjunto {0,1,2,...,d} e

as funcGes de probabilidade de X e IV estdo relacionadas e satisfazem:
PX=i)=P(N=i+1), i€{0,1,2,...,d}. (2.4)
Isto nos permite enunciar o seguinte lema a respeito da variavel aleatéria X.

Lema 2.3.2. A varidvel aleatéria X tem distribuicdo de probabilidade dada por:

P(X = i) = <f>m

parai € {0,1,2,...,d}. Além disso, E(X) > 1 se, e somente se, d > 3.

(2.5)

Demonstracdo. A probabilidade ([2.5)) é deduzida da relacdo (2.4). A prova da segunda

parte serd demonstrado a partir da implicacdo, se d > 3 = E(X) > 1, note que

= ZP(X =)+ Z:(z' —1)P(X =)
= Z;P(X =i)+[P(X =0)— P(X =0)] + 2(2 —1)P(X =1)
= ;)P(X =) — P(X =0) + lg@ ~1)P(X = z)] ,

logo,

E(X)=1- P(X =0)+ [Z(i ~1)P(X = @')] . (2.6)
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Observe que E(X) > 1, se
[Edj(i -1)P(X = @')] — P(X =0) >0,

para isso, basta mostrar que P(X = 2) > P(X = 0). Agora, substituindo essas probabilidades

na equacdo (2.5)), temos
d 3! S d 1
2/ (d+1)3 0/(d+1)

apds algumas operacdes algébricas, obtemos 3d(d — 1) > (d + 1)2, se, e somente se, 2d% —
5d — 1 > 0, e isto é satisfeito se (d —2,69) (d+ 0,19) > 0. Ent3o, se d > 3, concluimos
que E(X) > 1. Para d = 2, e ap6s alguns calculos, obtemos E(X) = 8/9, portanto a

demonstracao estd completa. 0

2.3.1 Processo de ramificacao

De maneira geral, podemos modelar o modelo-MT através de um processo de ramificacdo
Bienaymé-Galton-Watson (BGW). De fato, note que temos propagadores que ddo origem a
novos propagadores de acordo com uma varidvel aleatéria discreta com valores no conjunto
{0,1,2,...,d} e funcdo de distribuicdo de probabilidade dada por . Dizemos que os novos
propagadores sdo descendentes diretos do propagador que lhes transmitiu o boato. Ou seja,
cada propagador diferente da raiz gera 7 descendentes diretos com probabilidade de p;. Em
geral, se tivermos um certo niimero de propagadores no instante n, cada um deles gera novos
propagadores no instante n + 1. Em cada caso, isto é feito de acordo a uma variavel aleatéria
independente e identicamente distribuida (i.i.d.) a variavel aleatéria X.

O propagador inicial no momento n = 0 forma a geracdo 0 e os propagadores que sdo
gerados no tempo n formam a n—ésima geracao do processo, n > 1. Denota-se por Z, a
varidvel aleatdria que conta o nimero de propagadores da n—ésima geracdo. Note que (Z,,)n>0

é um processo de ramificacao.

Definicao 2.3.1. Seja X uma varidvel aleatéria discreta com distribuicdo de probabilida-
des dada por|[2.3. Chamamos processo de ramificacdo de Bienaymé-Galton-Watson, ou sim-

plesmente processo de ramificagdo, a cadeia de Markov (Z,),>o com valores no conjunto
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{0,1,2,...,d} e probabilidades de transicdo dadas por:

P(Zpi1 =12, =) =P(X._, X, =3), para i>1,5>0

p(i,j) =1 0, para i=0,7>0

L, para 1 =0,7=0
onde X1, ..., X; sdo i.i.d a varidvel aleatéria X .

Observe que este processo é completamente definido a partir das probabilidades de transi-
cdo e seu estado inicial Zj, cuja distribuicdo é dada pela varidvel aleatéria N. Ja que os outros
Zn, n > 1 do processo tém como origem a distribuicao da variavel aleatéria X.

Consideraremos o processo de ramificacdo subjacente ao processo-MT em arvores homo-
géneas infinitas. Dado n > 0, considere o n-ésimo nivel de T, como sendo 9Ty, = {v € Ty :
d(0,v) = n}. Denotamos por B,, o conjunto dos propagadores pertencentes ao (n + 1)-ésimo

nivel de T,. Isto é,

B, ={v € Tqpny1: [ J{m(v) =1}}

>0
para todo n € N. Assim definido, By é formado por cada vértice que estd a distancia um da

raiz 0 e que se tornou propagador em algum momento; B; é formado por cada vértice que esta
a distancia dois da raiz e que tornou propagador em algum momento, e assim sucessivamente.
Definimos a variavel aleatéria Z,, := |B,,|. Dessa forma, Z;, tem distribuicdo de probabilidade

igual a de N e além disso, Vn € NU {0}, temos

Zn
Zn1 =Y X, (2.7)
i—1

onde X, X5, ... sdo cépias idénticas e independentes da varidvel X. Assim definido, (Z,,),>0
é um processo de ramificacdo tal que Z; tem distribuicdo dada por N. Em palavras, podemos
dizer que Z,, é a cardinalidade dos propagadores do rumor pertencentes ao (n+ 1)-ésima nivel

de Td.

Lema 2.3.3. O modelo-MT em T, sobrevive se, e somente se, o processo de ramificacdo

(Zn)n>0 sobrevive.

Demonstracdo. Realizaremos a prova em duas partes. Primeiro, se o processo de ramifica-

cdo sobrevive, entao

N{Z >1}.
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significa que existe um caminho finito C,, comecando em 0 até o nivel n, para todo n € N. Isto
pode ser descrito como uma sequéncia de vértices vy, vq,...,v, € de tempos typ < t; < ... <
t,, de modo que 7, (u;) = 1 para todo j € {0,1,2,...,n}, com u, = v, e vy = 0. Logo,
para cada n existe uma propagac¢do do rumor indo de 0 até v,,, onde v,, € 9T,,. Utilizando
o simbolo u 5 v para denotar a transmissdo da informacdo de u até v, esse evento pode ser
representado por 0 L JTy,,. Como evento {0 KN 0Ty} ocorre para todo n segue que

n>1

e consequentemente, o evento {0 EN o0} ocorre, ou seja, podemos afirmar que o modelo-MT
sobrevive. Em segundo lugar, se o processo-MT sobrevive entao, existe um caminho infinito de
vértices os quais se tornaram propagadores em seus respectivos tempos. Tomando partes finitas
deste caminho infinito vamos ter um caminho finito propagando de 0 até v, pertencentes ao

nivel n da arvore e consequentemente o conjunto B,, # (), isto é Vn € N. O

Teorema 2.3.4. Considere o processo-MT em T,. Entdo 0(d) > 0 se, e somente se, d > 3.

d+1' d W i
0(d) :1—12312!(@__1) (d—l—l) ;

quando 1) é a menor raiz ndo negativa da equacio

sol) () () =

Demonstracdo. Conforme visto na Definicdo [2.2.1), utilizaremos 6(d) para denotar a pro-

Além disso,

babilidade de sobrevivéncia. Vamos determinar 6(d) a partir da probabilidade de extincdo do

processo de ramificao associado, ou seja
6(d)=1—- P(E) (2.8)

onde o evento F representa a extincdo do processo-MT. Sem perda de generalidade, podemos
analisar a propagacdo do modelo-MT nos restringindo apenas na sobrevivéncia do modelo em
cada uma das N subarvores (aleatério) de T, enraizadas no primeiro nivel, pois inevitavelmente
o boato atingira o nivel 1. Feita esta observacao e utilizando a férmula da probabilidade total,
podemos escrever

d+1

P(E) = Y P(E|N = i)P(N = i), (2.9)

=1
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lembrando que N representa o nimero de propagadores do nivel 1. Consideremos a sequéncia

(Zn)n>0 definida como um processo de ramificagdo com distribuicdo de prole dada por:

b= <j> (di 1)i (2111)!’

ondei € {0, 1...,d}. Além disso, como E(X) > 1 para d > 3, sabemos que 1), a probabilidade

de extincdo do processo de ramificacdo, é a menor solucdo positiva da equacdo G(s) = s no
intervalo [0, 1), onde G(s) = E(s*) é a funcdo geradora de probabilidades da distribuicdo de

prole. Logo

_Z‘”'( ) (di;)i;:i
ya(f) ()

Note que o evento extinciao ocorre se, e somente se, todos os N processos de ramificacdo se

extinguirem. Haja visto que todos os N processos de ramificacao sdo independentes e idénticos,
podemos afirmar que P(E|N = i) = ¢". Agora fazendo a substituicio de P(E|N = i) por
e P(N =1) por z'(d+1)(s/(d +1))%/(d + 1) na Equacdo (2.9),0btemos

d+1

=Y P(E|N =i)P(N =)

=1

o (d+1 1 \* il
_Zw ( i ><d+1) d+1

df d+1 v\
N i d+1) d+1

Fazendo a substituicdo de P(F) na Equacdo ([2.8)), segue que

o =1-3("T) (a5)

=1

Para finalizar, vamos explicitar a equacdo G(s) = s. Utilizando a expressdo da fungdo

geradora de probabilidade podemos concluir que

ij( ) <d+ 1)i (2111)! -

2
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3 UMA VARIANTE DO MODELO DE MAKI-THOMPSON EM ARVORES

3.1 O MODELO-MT COM PROBABILIDADE p.

Nesta secdo, estudaremos uma extensdo do modelo-MT em T,;. No Capitulo [2, quando
um individuo sabia do boato, ele tentava transmiti-lo aos seus vizinhos mais préximos. Agora,
cada um dos individuos cientes do boato tera uma probabilidade de transmitir ou ndo o boato.
Definimos p como a probabilidade de transmitir o boato e uma nova variavel aleatéria N’ como
o nimero de propagadores que transmitem o boato gerado pela raiz, ou seja, propagadores
gerados pela raiz que transmitem o boato para seus vizinhos mais préximos com probabilidade

N
p € (0,1). Entdo N’ => I, onde,
=1

1, se o1 — ésimo individuo transmite o rumor.

0, caso contrario.

i€{1,2,....,d+ 1}. Note que, I; ~ Bernoulli(p) e dado que N =n, N’ ~ Bin(n,p), além
disso E(N') = pE(N).
Para novo modelo, definimos X’ como o niimero de propagadores que transmitem o boato

X
que um propagador diferente da raiz gera, assim X' = Z]j onde,
=0

1, se 07 — ésimo individuo transmite o rumor.
I =

0, caso contrario
j €{0,1,2,...,d}. Note que, I; ~ Bernoulli(p) e dado que X = z, X’ ~ Bin(z,p), além
disso E(X') = pE(X).

Ao adaptar o modelo-MT com essa variacdo, pode-se observar que a Definicao [2.2.1] é
satisfeita com as mesmas condicGes iniciais. Entretanto, para cada individuo x € Ty que se
torna um propagador em algum instante de tempo ¢ > 0, é atribuida a ele uma probabilidade
p € (0,1) de transmitir as informacdes. O seguinte lema nos diz que 6(p, d) é ndo-decrescente

em funcdo de p.

Lema 3.1.1. Seja p; e p» € (0,1), entdo a probabilidade de sobrevivéncia 6(p,d) é no-
decrescente em funcio de p. Isto €, 0(py,d) < 0(p2,d), Vp1 < ps.
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Demonstracdo. Considere os modelos (1});>0 € (n?)i>0, com probabilidade p; e po, res-

pectivamente. Para mostrar que, de fato:

0(p1,d) < 0(p2,d), (3.1)

usamos o Lema[2.3.3] que nos diz que (1} );>0 e (n?);>0 sobrevive se, e somente se, o processos

de ramificacdo (Z!),>0 € (Z2),>0 sobrevivem. Ent3o, mostrar ((3.1)) é equivalente a demonstrar

que
Nizi>1c {2 > 1), (32)

onde, Z! é o nimero de propagadores do modelo 1 da n-ésima geracdo e Z2 é o nimero de
propagadores do modelo 2 da n-ésima geracdo. Provaremos pelo método de inducdo que Z! <
Z2 & vélida ¥n > 1. Para o caso inicial n = 0 sabemos que os dois processos comeam com
n6(0) = n3(0) = 1, entdo Zj = Z2 = 1. Suponha que ela é satisfeita para n, ou seja Z! < Z2.
Agora, para mostrar que Z,, < Z2, é valido, usamos um argumento de acoplamento. Entdo
para cada individuo j, considere uma variavel aleatéria uniforme U; ~ U(0, 1) e definimos

]’1_ 1’ Ujgpl e 12_ 17 U] §p2

J J
07 Uj >N 07 U] > P2,
Note que, assim definidas, I; ~ Bernoulli(p;) e I ~ Bernoulli(p;), Vp; e ps € (0,1).
Logo, construimos os dois processos de Bernoulli no mesmo espaco de probabilidade e fixando

um individuo j, temos que

%
¥ 1
g 3 T )
0 M Pa 1l
1
T
I
Il _ 1 : 0 0
G - i
t
I
2= i i 1 0
]

Note que em qualquer caso temos que Ijl < IJ?. Podemos estender esta ideia para toda a
familia de v.a. envolvidas nos modelos 1 e 2 as quais serdo definidas a partir de uma mesma

! X ’ X ’ !/
familia de v.a. i.i.d. uniformes no (0, 1). De fato, X}; = 3> Ij e Xy, = > I7 entdo X }; < X,,.
i=1 i=1
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2z, z;
Da Observagio [3.1.1 Z},, = > X, e Z2,, = Y X,,, portanto Z!,, < Z2,,. Mostramos
: i=1

=1
que Vn > 1 é satisfeito Z! < Z2, portanto Vn > 1 é satisfeito (3.1)), i.e, 0(p1,d) < 0(ps, d).
O

Observacdo 3.1.1. Assim definido (Z}),>o é um processo de ramificacdo tal que Z} tem

distribuicio dada por N, essa variavel aleatéria é o niimero de propagadores que gera a raiz
Zy,

com probabilidade p;. Além disso, ¥n € N U0, temos Z},, = ZX;Z», onde X, X1s, ...
i=1

sao copias idénticas e independentes da variavel Xi. Note que, X{ é a variavel aleatéria

que representa o nimero de propagadores que um propagador diferente da raiz gera, com

probabilidade p;. O processo de ramificacdo (Z2),>o é definido de forma andloga.
Teorema 3.1.2. Considere o modelo-MT com probabilidade p em T, e seja

pe(d) = inf{p > 0: 0(p,d) > 0}.
2 2
Entdo ¥d > 3, 0 < p.(d) < 1. Além disso, p.(d) ~ Lr(d—i—l)] :
Demonstragao.
Pelo Teorema e o Lema , sabemos que, se d > 3 entdo E(X') > 1, ie,
E(X) - p > 1. Portanto,

1
P> E(X)’
note que a probabilidade de sobrevivéncia 0(p,d) > 0, se p > p.(d). Considerando o resultado,
d 1
E(X):d!;(dJrl)i(d_i)!, (3.3)
logo,
peld) = ———————. (34)

; (d+1)i(d —1)!

Assim, para todo d > 3, temos que 0 < p.(d) < 1. Agora,
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Observamos que, se X for uma variavel aleatéria de Poisson com média d, entao

1 (d 1 1)
P(X <d) = e 3 (@D
1=0

como uma variavel aleatéria de Poisson com média d pode ser considerada como sendo a soma

de d variaveis aleatérias de Poisson independentes, cada uma com média 1, entao

P(X <d) = (ZX <d>

deduzimos do teorema do limite central que, para d grande, essa variavel aleatéria tém apro-

ximadamente uma distribuicao normal, logo

d—1 d—1
> Xi—E (Z Xi)
i=0 i=0

< N(0,1),
d—1
ar (Z Xi>
i=0
dessa forma,
dilX p
e T d—d
p|= < ~P(Z<0)==
Vd Vd ( )
1 -
Para d grande, P(X < d) ~ o entdo
d+ 1 ed+1

Z_: ' — (3.6)

Usando a aproximacdo de Stirling, isso é
(d+ 1) 05D or o (d 4 1)), (3.7)
e substituindo as equacdes (3.6)) e (3.7) em ((3.5),

1 6d+1
E(X)~ (d+1)!
(X) ~(d+1) (d—l—l)dJrl 2
(@1 L e
( 1)d+1 2
Depois de algumas operaes algébricas, temos que
m(d+1) :
E(X) ~ l2] (3.8)

D=

2
Substituindo E(X) na Equacdo ([3.4)) obtemos, p.(d) ~ l(d+1>] : O
m
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Tabela 1 — Valores criticos de probabilidade p.(d).

d 3 4 > 6 7 8 9 10 11
pe  0.8205 0.6620 0.5634 0.4955 0.4454 0.4067 0.3759 0.3505 0.3293

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

A Tabela [1] exibe os valores de p. neste modelo para d = 3, ...,11. Observemos que, se
d > 3, dp. € (0,1). O Google Colaboratory foi usado para a geracdo de graficos e tabelas
devido a facilidade de uso e aos recursos interativos.

Na Figura [2| podemos ver o comportamento decrescente da probabilidade critica p. em

funcdo de d.

Figura 2 — Comportamento de p.(d).

0.8 1 b -—= Pe

0.7 4 b}

0.6 X

p

0.5 4 .
0.4 - \\"n\\
0.3 Bl
4 6 8 lID 12 14
d
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Denotamos a probabilidade critica aproximada de p. por:
2 2
pe(d) = | ———=| 3.9
)= | (39)
Corolario 3.1.2.1. Vale que,
Jim pe —p. =0.
Demonstracdo. De (3.4) e (3.9), temos
1 1
) (d+1)%! 2 2 . 1 2 2 2
lim — | — =lm |———| —|———| =0
d—o00 L (d41) m(d+1) d—oo | 27m(d + 1) w(d+1)
il

(d+1)1) —

=0 v
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Tabela 3 — Valores criticos de probabilidade critica aproximada p.(d) e p. — p.

d 5) 10 20 50
De
Pe — ]50

70 90 100
0.3257 0.2405 0.1741 0.1117 0.0946 0.0836 0.0793

0.2377 0.1100 0.0515 0.0193 0.0135 0.0104 0.0093

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

A Tabela [3| exibe os valores de p. e p. — p. neste modelo para d = 3,...,100. Notemos

que, os valores p. — p. diminuem quando d aumenta, isso se deve ao Corolario [3.1.2.1]

Figura 3 — Comportamento de p,. e p. em funcdo de d.

0.8 T -—- Pe
1
| p
074 1 R
1
061 !
t
\
0.5 - %
'
a
044 ¢ ‘!.
L
L]
034 M .'n‘
LS
0.2 \s;“\
0.1 M
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
d

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na Figura [3] ilustramos o comportamento de p. — p., para d = 3, ..., 100. Observe que a

funcao p. fica mais préxima para valores grandes de d.

3.1.1 Arvores especiais

Em (BARABASI; ALBERT, |1999) os pesquisadores se concentraram em um projeto para
mapear a World Wide Web (WWW). Eles descobriram que o modelo seguia um padrao,
no qual poucas paginas eram altamente conectadas. Isso significava que toda a Web estava
dividida em poucas paginas, dai o surgimento do termo HUBS. A maioria das outras paginas
(mais de 80%) estava vinculada a, no maximo, quatro outras paginas. As conclusdes desse

projeto foram que, se 80% de seus nds menos conectados fossem desconectados, o restante
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permaneceria conectado e, por outro lado, se 5 a 10% dos HUBS fossem removidos, isso seria
suficiente para que o sistema desmoronasse, permitindo até mesmo que a rede rompesse sua
conexdo. Outros exemplos pragmaticos s3o: a internet, a rede mundial de computadores, as
redes de relacionamento e algumas redes sociais.

Consideraremos o modelo-MT em uma populacao formada por HUBS. Suponha que cada
HUB pode transmitir a informacao para d poténcias individuos dos quais: cada um tem uma
probabilidade, p de estar conectado com outro HUB a distancia h, além disso, suponha que
cada individuo, no caminho entre dois HUBS transmite a informacdo na direcdo do segundo
HUB com probabilidade «v. Uma ilustracdo pode ser vista na Figura[4 Observe que agora a so-
brevivéncia do boato depende do nimero de HUBS que s3o informados, portanto, estudaremos
as condicoes sob as quais o boato sobrevive com probabilidade positiva.

Definido desta forma, adaptamos os argumentos dados em Secao , com p = pal,
observe que, a Definicdo [2.2.1] é satisfeita nesse novo modelo, mas, nesse caso, cada vértice

r €Ty éum HUB.

Figura 4 — Dois Hubs conectados com distancia h e a probabilidade a.

9
.
L

L ]

® @ ignorantes

@ propagadores

@ neutros

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Proposicao 3.1.1. 0(p, a, h,d) > 0 se, e somente se Q(p,a, h,d) > 1, em que

d+1)
Demonstragdo. Pelo Lema o boato sobrevive com probabilidade positiva, se E(X') >

2 2
Q(p, o, h,d) ~ pa [] .
7(

1, além disso para essa variante sabemos que p = pa”. Logo, pa"E(X) > 1, e com a

aproximacdo em ((3.8)), temos que

portanto, Q(p, v, h,d) > 1. O
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Teorema 3.1.3. Considere o modelo-MT com probabilidade p em T, e seja
Pe(c, hyd) = inf{p > 0:0(p,a,h,d) > 0}.

Com a € (0,1),h € N e d grande, segue que

NG

[ 2
(I) Se o § -m_ , entao 9(}5, Q, h, d) =0
R ERE In(7(d+1)/2
(ii) Se o > m , entdo p. < 1 se, e somente se h < n(;l(n(Jlr/a))/ )
Demonstracao.

1 1 /1\"
Da Proposic3o [3.1.1| observe que, pa” > cie P> —— () e usando a aproxi-

macdo em ((3.9)), temos

A

p >

) (&)

O boato sobrevive quando p. < 1, entdo

@) e

<1,

logo,
b < In(m(d+1)/2)
2In(1/a)
1 d+1)/2
Por outro lado, h > 1, i.e, n(r(d+1)/2) > 1, de fato
2In(1/a)
3
n r<d+1> oI (1),
2 o
assim, )
> 2 ’
o e I
m(d+1)

. Caso contrério,

R E 1 1)/2
Note que, 0(p, o, h,d) > 0, se a > )] eh < n(r(d +1)/2)

(d+1 2In(1/w)

o boato se extingue.
Se d é grande, temos
1
1\" 2 2
o~ (2
Pe(h; @) a [ﬂ'(d + 1)]
Agora, a sobrevivéncia do boato depende da distancia h e da probabilidade «.. Analisamos o

comportamento de p(h), p(«) e p(h, «) fixando d, h, a de acordo com o caso correspondente.
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Observamos que, a probabilidade de um HUB estar conectado, a outro, aumenta ou diminui

de acordo com as variacdes de d, h e a.

Para p(h), fixamos d = 1000 e o = 0.40, 0.60, 0.80, a relac3o entre essas duas varidveis é

diretamente proporcional como alguns valores podem ser vistos na Tabela [

Tabela 5 — Valores de probabilidade p.(h), & = 0.60 e d = 1000.

h 1 2 3 4 5 6 7
P 0.0420 0.0700 0.1168 0.1946 0.3244 0.5407 0.9013

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Na Figura , ilustramos o comportamento crescente de p.(h), para d = 1000 e valores
fixos de o = 0.40,0.60 e 0.80. Além disso, se d for grande, a probabilidade critica de um HUB,
estar conectado a outro, diminui. Neste caso, o parametro com maior influéncia é «, pois uma

pequena variacdo desse valor, produz uma mudanca abrupta na probabilidade critica.

Figura 5 — Comportamento de p.(h) para d = 1000 e a = 0.40, 60, 80.

1.0
I
———— a=0.40 ; :
/ 4
- a=060 / F
f’ ’;
087 - a=080 J :
/ /
' !
/ I
L !,
]
[
0.6 J ’
4 [
I )‘
2 ; ,
] L
1 r
. £
0.4 1 ; y
4
4 ’
4 A
f’ '/
td
f! ’/
0.2_ ‘ll I", -_._-'.
/” “/" -——-.-----'
- ...P"'-" R £
A T N JEEm
0-0 T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 T £ . .

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Para p(a), fixamos d = 1000 e h = 3,5 e 7, a relacdo entre essas duas varidveis é
inversamente proporcional. Alguns valores podem ser vistos na Tabela [7] Se d for grande, a
probabilidade critica de um HUB estar conectado a outro diminui. Neste caso, o parametro

com maior influéncia é h, pois uma pequena variacdo desse valor produz uma mudanca abrupta

na probabilidade critica.
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Tabela 7 — Valores de probabilidade p.(«) para h = 3 e d = 1000.

a 0.3333 0.4444 0.5555 0.6666 0.7777 0.8888 1
P 0.6812 0.2874 0.1471 0.0851 0.0536 0.0359 0.0252

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

Na Figura |§| ilustramos o comportamento n3o crescente de p.(h), para d = 1000 e valores

fixosde h=3,5e 7.

Figura 6 — Comportamento de p. para h = 3,5,7 e d = 1000.

1.0

0.8
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Alguns valores de p(h, o) sdo apresentados na Tabela @ de dupla entrada, para d = 1.000,

h =1,...,5 e para alguns valores de « entre 0.55 e 0.91.

Tabela 9 — Valores criticos de probabilidade p.(h, «), d = 1.000.

a\h| 1 |2 3 |4 5

0.55 | 0.0458 | 0.0834 | 0.1516 | 0.2757 | 0.5013
0.64 | 0.0394 | 0.0615 | 0.0962 | 0.1503 | 0.2349
0.73 | 0.0345 | 0.0473 | 0.0648 | 0.0888 | 0.1217
0.82 | 0.0307 | 0.0375 | 0.0457 | 0.0558 | 0.0680
0.91 | 0.0277 | 0.0304 | 0.0334 | 0.0367 | 0.0404

Fonte: Elaborada pelo autor (2023).
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No gréfico [7a) ilustramos o diagrama de calor para p., com valor fixo de d = 1.000.
Observe que, nesse grafico, a parte amarela corresponde a regido em que o boato se extingue

com probabilidade 1.

(a) Diagrama de calor p, para d = 1000. (b) O comportamento p. para d = 1000.
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f

Fonte: Elaborada pelo autor (2023). Fonte: Elaborada pelo autor (2023).

No grafico mostramos que o boato sobrevive com probabilidade positiva para valores
que est3o na superficie; caso contrério, o boato se extingue.

Uma extensao desse modelo é atribuir a cada vértice entre dois HUBS um nimero de
vizinhos. Se d for o grau de um HUB, entdo os vértices entre dois HUBS terdo grau a(k), e

suponha que k < d. Seja a(k) a probabilidade de passar informacdes para um HUB.

Lema 3.1.4. Vale que

ke{l,2,..,}

Demonstracao.

Observe que a(k),

N———

[\]
_
|
o~ |
[ ]
DN | DN
S— | ~~—
7 N
| =
N———

| FSS—
+
| ——
~~
Eo
|
\)
N—
N~ 7 N E
w e L=

<k | (k —3)!
:W”)!B(D " +(k—14)!<11) *(k—lz%)' : +(,€_12)!(;1)]
= k(k - 2)! é (kiz)! (zlc)]

B k! k—Qki
Rk = 1) Zo'!l
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Para k grande, usamos
k—2 kb ek’
FTRAE
= 2

e empregamos uma aproximacao devido a Stirling que diz

KEtze R /2 ~ k!,

1
. A o~ T k2 :
depois de algumas operacoes algébricas, temos que o ~ 5 , e

a(k) ~ \/zk;—%.

(NI

Proposicao 3.1.2. Consideremos k = log(d) entdo a(k) ~ \/j(log(d))

log(d)

Pe < 1, se, e somente se h < m.

0

. Além disso,

Demonstracdo. Substituindo k& = In(d), no resultado do Lema [3.1.4, obtemos «(k) ~

\/z(ln(d))_é. Agora, pelo Teorema [3.1.3, temos que

(i) Substituindo «(k), temos que

5 n(d)* <

2 2
7T(d+1)‘| ’
1
(n(d)F = (d+ 1)}

(i) Observe que, se p. < 1, entdo

de fato,

_ In(m(d+1)/2) ’
- (21n(d))1/2

™

In(d + 1) + In(7/2)
Inln(d) — In(7/2)

In(d)

logo, h < e para d grande, temos que h <

In(In(d))

1
< . logo d+1 < In(d). Portanto, esse caso ndo é cumprido.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos o modelo-MT em T,; e uma variacdo do modelo de rumor de
Maki-Thompson em arvores especiais. O modelo Maki-Thompson em arvores homogéneas é
formulado como uma cadeia de Markov de tempo continuo e usando técnicas de processo
de ramificacdo é possivel determinar as condicoes suficientes para que o rumor se extinga ou
sobreviva com probabilidade positiva. Adaptamos essas técnicas para estudar uma variacdo do
modelo-MT em Ty, atribuindo uma probabilidade p a um propagador para transmitir o boato.
Definimos um parametro critico p.(d) em torno do qual o boato se extingue ou sobrevive com
probabilidade positiva. Além disso, fornecemos uma aproximacao para esse valor critico.

Essa variacdo nos permitiu estender o modelo para arvores especiais. Consideramos os
Hubs, que sdo individuos que tém um grande nimero de interacbes com outros individuos
na populacdo. O interesse em estudar esse modelo com o HUBS deve-se ao fato de que esse
tipo de grafo aleatério é muito frequente em sistemas criados pelo homem e também na
natureza. Exemplos desses sistemas sao a Internet, a rede mundial de computadores, as redes
de relacionamento e algumas redes sociais. Nesse contexto, nossos parametros de interesse
sdo: h, a e p., que representam, a distancia entre dois HUBS, a probabilidade de transmissao
de informacdes na direcao de um Hub e a probabilidade de um Hub estar conectado a outro
Hub, respectivamente. Definimos um parametro critico do modelo como o valor critico em
torno do qual o boato se extingue ou sobrevive com probabilidade positiva. Por outro lado,
fornecemos uma aproximacao para esse valor critico. Finalmente, apresentamos uma aplicacao
considerando «(k), em que k = log(d) é uma funcdo que depende de d; nesse caso, observamos
que o boato sobrevive, sob uma condicdo em h. Também fornecemos uma aproximac3do para
a(k).

Para trabalhos futuros, propde-se o estudo de outros tipos de arvores, como as geradas
pelo modelo Barabasi-Albert. Neste estudo, observamos que ha uma relacdo interessante na
forma como esses tipos de arvores sdo gerados, pois também ha poucos individuos com um

grande niimero de conexdes, enquanto a maioria dos individuos tem poucas conexoes.
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