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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a dindmica de N — vértices pontuais em alguns dominios
com fronteira, a saber, o circulo cuja fronteira é a circunferéncia centrada na origem e de
raio 1, denotado por D!: e a regido interna de uma elipse centrada na origem com semieixo
maior a = cosh(c) e semieixo menor b = senh(c), onde ¢ > 0; denotada por E'. Esse
estudo é feito de forma numérica. Iniciamos o estudo apresentando o Hamiltoniano para a
dinamica de N — vortices em um dominio compacto e simplesmente conexo como descrito por
(NEWTON, 2001)). Para o caso do circulo, utilizamos a simetria para reduzir a dimensionalidade
do sistema. Em coordenadas reduzidas, determinamos a estabilidade de um anel simétrico de
vortices iguais (de mesma vorticidade) em funcdo do seu raio. Mostramos que para N > 5
temos a instabilidade. Por fim, utilizando a conjectura de Kimura (KIMURA, 1999) destacamos
as diferencas e semelhancas na dinamica de dois voértices sob as hipdteses da conjectura, nos

dominios D! e E!.

Palavras-chaves: anel de vértices; dindmica de vértices; conjectura de Kimura.



ABSTRACT

In this work, we study the dynamics of N— point vortices in some boundary domains,
namely, the circle whose boundary is the circumference centered at the origin and radius 1,
denoted by D!; and the inner region of an ellipse centered at the origin with major semi axis
a = cosh(c) and minor semi axis b = senh(c), where ¢ > 0; denoted by E'. This study is
done numerically. We begin the study by presenting the Hamiltonian for the dynamics of N—
vortices in a compact and simply connected domain as described by (NEWTON, [2001)). For the
case of the circle, we use symmetry to reduce the dimensionality of the system. In reduced
coordinates, we determine the stability of a symmetrical ring with equal vortices (of the same
vorticity) as a function of its radius. We show that for N > 5 we have instability. Finally,
using Kimura's conjecture (KIMURA| 1999) we highlight the differences and similarities in the

dynamics of two vortices under the hypotheses of the conjecture, in the domains D! and E!

Keywords: vortex ring; vortex dynamics; Kimura's conjecture.
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1 INTRODUCAO

O estudo da dindmica de vortices pontuais que conhecemos nos dias de hoje teve inicio em
1867, quando se publicou (HELMHOLTZ, |1867)). Nesse artigo, o autor ndo apenas estabelece a
base para a teoria como também estuda o movimento de vértices pontuais (embora a termi-
nologia usada seja diferente da atual). Ainda sobre o artigo, o mesmo originou uma série de
estudos sobre o movimento de voértices, onde posteriormente, a dindmica passa a ser descrita
como um sistema Hamiltoniano por Kirchhoff em 1876 (KIRCHHOFF, (1876]). Em 1883, com
interesse em estudar e modelar a estrutura de um atomo, Thomson apresentou um trabalho
(THOMSON,, |1883) sobre o problema de N— vértices pontuais de mesma vorticidade T locali-
zados nos vértices de um poligono regular de N lados. Chama-se a esta configuracao de anel
de vortices. Em seu estudo, Thomson demonstrou que para N < 6 tal configuracdo é estavel,
enquanto que para N = 7, conclui equivocadamente a instabilidade. Para N > 8, Thomson
conjecturou a instabilidade. Quase meia década depois, em 1931, Havelock (HAVELOCK, 1931))
mostrou a veracidade da conjectura de Thomson. O problema da estabilidade do anel com 7
vortices ficou conhecido como o problema do heptigono de Thomson. Mais tarde, em 1985,
Dritschel (DRITSCHEL), [1985)) resolveu em sua tese de doutorado, o problema do heptagono de
Thomson, concluindo que tal configuracdo é neutramente estavel. Posteriormente, em 1999,
Cabral e Schmidt (CABRAL; SCHMIDT), |1999) demonstraram a estabilidade n3o linear para con-
figuracdes poligonais no plano. Eles provaram que para N < 7, o anel de voértices é estavel (no
sentindo n3o-linear), além disso, estudaram a estabilidade de uma comnfiguracdo poligonal
de vortices de mesma vorticidade I' = 1, com um vértice no centro do anel de vorticidade

arbitraria K, determinando a faixa de estabilidade em funcdo da vorticidade K, dada por

(N? =8N +8)/16 < K < (N —1)*/4 se N é par, 1)
1.1
(N2 —8N +7)/16 < K < (N — 1)2/4 se N & impar.

Vale salientar que o estudo da dindmica de N— vértices pontuais tem chamado a atencao
de muitos pesquisadores de diversas areas de conhecimento, devido a suas inlimeras aplicacoes

na meteorologia, dinamica em oceanos e na atmosfera terrestre.
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Indicamos ao leitor a referéncia (AREF HESSAN NEWTON; VAINCHTEIN, 2002) caso tenha
interesse num material completo sobre configuracdes relativas de vortices.

Em 2003, Cabral e Boatto publicaram o trabalho (CABRAL; STEFANELLA), 2003), onde fazem
uma analise de estabilidade para configuracdes poligonais de vértices pontuais integraveis (N =
3) e n3o-integraveis (3 < N < 7) de mesma vorticidade I' numa esfera. Eles introduzem um
método alternativo ao apresentado nas referéncias (CABRAL; SCHMIDT, (1999), (POLZ, 2002)
e (MARSDEN; PEKARSKY, 1998). Conhecido como o teorema de Dirichlet, o qual possibilitou
uma analise completa da estabilidade linear e n3o linear no caso esférico. Além disso, pode ser
generalizado para uma analise de estabilidade analoga para configuracdes de vértices poligonais
em outras geometrias, incluindo o caso planar previamente estudado em (CABRAL; SCHMIDT,
1999)). Tal método, consiste em analisar os intervalos para os quais o Hessiano do Hamiltoniano
calculado no ponto de equilibrio é positivo ou negativo definido. O capitulo 2 desta tese se
apoia fortemente nesse trabalho.

Em 1999, Kimura (KIMURA, 1999) obteve as equacdes de movimento (para o problema
de dois vértices) em superficies com curvatura constante (incluindo o plano hiperbélico). Ele
mostrou que no limite em que a distancia mutua entre os dois vortices tende a zero, em
um dipolo, o centro de vorticidade move-se ao longo de uma geodésica dessas superficies e
conjecturou que tal fato permanece valido para uma superficie qualquer. Esse trabalho nos
guiou para o desenvolvimento do capitulo 3.

Nesta tese, estudamos numericamente a dinamica de N — vértices pontuais em uma regiao
planar com fronteira eliptica, destacando alguns comportamentos por parte das trajetérias dos
vortices pontuais nesse tipo de dominio, tratando o circulo cuja circunferéncia possui raio
igual a 1 e esta centrada na origem como um caso a parte, uma vez que a familia de elipses

considerada aqui possui a parametrizacao

ZE2 y2

cosh?(c) * senh?(c)

O texto esta estruturado em trés capitulos. No primeiro capitulo, utilizamos a referéncia

=1, ec>0.

(NEWTON, 2001) para apresentar a principal ferramenta que nos permitira estudar a dindmica
de N— vortices pontuais em dominios simplesmente conexos no plano complexo, que é o

Hamiltoniano

_ LS 1 ()l ) L 1/ (z) = S ()l
H=—— [“og | ————— I';I'x lo —
w |5 g<1—\|f(zj)\|2 P e [N ICHYIEN]|
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onde f é um mapa conforme.

No capitulo 2, apoiado na referéncia (CABRAL; STEFANELLA| 2003), iremos analisar nu-
mericamente a regido de estabilidade de um anel com N — vértices pontuais no circulo cuja
circunferéncia possui raio igual a 1 e estd centrada na origem, obtendo assim os resultados.
Notamos que a estabilidade depende do raio do anel e do nimero de vortices.

Por fim, no terceiro capitulo, através da conjectura de Kimura (KIMURA, 1999), obtemos os
resultados. Nesse capitulo, nos preocupamos em destacar quais comportamentos da dinamica
de dois vértices pontuais que ocorre no circulo cuja circunferéncia possui raio igual a 1 e esta
centrada na origem s3do preservados ao passarmos para o caso eliptico, onde a elipse é quase

a circunferéncia ja mencionada.
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2 A DINAMICA DE VORTICES PONTUAIS EM DOMINIOS SIMPLESMENTE
CONEXOS NO PLANO COMPLEXO

Neste capitulo, iremos estudar a principal ferramenta que nos permite estudar a dina-
mica de N voértices pontuais em dominios simplesmente conexos no plano complexo de uma
maneira geral. Introduziremos alguns conceitos basicos, tais como: potencial complexo, velo-
cidade complexa, entre outros. Além disso, serdao abordados alguns lemas preliminares para
que o Hamiltoniano que descreve a dindmica no contexto ja mencionado seja determinado. A

referéncia (NEWTON, [2001) é utilizada para o desenvolvimento deste capitulo.

2.1 CONCEITOS E FATOS PRELIMINARES

Definicdo 2.1.1. Seja A uma regido simplesmente conexa no plano complexo (podendo ser

todo o plano). Uma funcdo analitica

w(z) = ¢(2) +i(z), comz =z + 1y,

definida em A, é chamada de potencial complexo para um fluxo em A. A parte real ¢, é

dita potencial de velocidade, enquanto a parte imaginaria 1), é dita a funcao de fluxo.

Quando consideramos um ndmero NN de voértices de vorticidades I'j, nos pontos z; =
(zj,y;)( = 1,2,...,N) num fluido incompressivel movendo-se de forma irrotacional, numa
regido simplesmente conexa A, o movimento do fluido é dado através da funcao de fluxo v,
que produz o movimento do j-ésimo vértice, dado pelas equacdes:

oy 9

Fji’j = — € ijj = ) = 1,2, ..N. (21)

O sistema de equacdes diferenciais ordinarias dado em (2.1) é um sistema Hamiltoniano,

onde a funcdo 1 é dita a funcdo Hamiltoniana para o sistema (2.1). De agora em diante,

utilizaremos a notacdo ¢ (x,y) := H(x,y).

Definicao 2.1.2. Dado um potencial complexo para o fluxo numa regido simplesmente conexa

A, temos o campo de vetores associado

_ v (92 09) _
F=V¢= <8x’ 8y> = (u,v).

A fungao



16

w'(z) = ¢/(2) —iY/(2)
é chamada de velocidade complexa.

Um fato importante é que se F' = (u,v) é um campo incompressivel e irrotacional numa
regido simplesmente conexa A, entdo existe uma funcao analitica w que serd um potencial
complexo associado ao campo F'. Para maiores detalhes, ver (NEWTON, 2001).

Considere agora uma funcgdo analitica ( = f(z) que mapeia o (z = z + iy)- plano no
(¢ = &€ +1in)- plano. Iremos denotar sua inversa por z = f~1(() := F(().

Dado um potencial complexo w(z) para o z— plano, para obter um potencial complexo
para o (— plano, basta compor o potencial complexo w(z) com o mapa analitico inverso F'(¢),

obtendo

w(z) = w(F(Q)) = 2(¢) = B(C) +1¥(C). (2.2)

Proposicao 2.1.1. Dado um fluxo no z—plano gerado por um vértice pontual de intensidade
I' localizado em z = 2, o fluxo correspondente no (—plano é dado através do mapa conforme
F((), e é gerado pelo vértice pontual imagem localizado em ( = (o = f(z), de intensidade

também igual a T'.

Demonstracdo. E conhecido da literatura (ver (NEWTON, 2001)) que o potencial complexo
para fluxos gerado por um vértice pontual no z— plano em z = 2, é dado por
i
w(z) = ——1log(z — 2p).
() = — 5 log(z — )

Assim, o potencial complexo transformado para o fluxo no (— plano via o mapa analitico

F((), é dado por

W (F(Q) = W(Q) = - Tog [F(O) ~ FIG)].

Uma vez que F' é analitico, podemos numa vizinhanca de (, escrever F' como sua expansao

em série de Taylor, obtendo assim
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W) = —;l;log [F(Go) + F'(Go) (¢ — Go) — F(Go)].
= L log[F (@) - @)
- —gfr log(¢ — o) — i log [F"(¢o)]
~ —;I;log(é—éo)

]

Proposicao 2.1.2. (Regra de Routh): A velocidade complexa no vértice localizado em

z = 2y € dada por

do AW dC T f'(z)
z

dz (ZO) - dC (CO) ’ di(ZO) - E ’ f/(ZO) ) (23)

com Go = f(20)-

Demonstracdo. Seja w,,(z) o potencial complexo no z— plano, exceto para zy e W, (¢) o

potencial complexo correspondente no (-plano. Observe que

A equacdo (2.4) foi obtida utilizando a proposicdo 2.1.1.

Utilizando (2.4), tem-se

wlz) = W)~ 5-log(C — o) + - log(= — 20)
= W(C() - ;F log (g — CO) . (2.5)
T z— 2

Lembrando que ( = f(z), e que f mapeia o (z = = + iy)- plano no (¢ = £ + in)- plano, para

uma vizinhanca de z;, escrevemos

C=f(2) = fl(z0)+(z—20)f(20)+ ;(Z —20)2f"(20) + O(z — 20)*
— S22 = Jla)+ gl ) o)+ O = 20 29
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Utilizando a equacdo (2.6) na equagdo (2.5), obtemos

wl(z) = W(Q) — 2 log [{/(z0) + 5 (-~ )" (20) + Oz =2 . (27)

Através de (2.7), iremos determinar a velocidade complexa no vértice localizado em z = 2,

da seguinte forma

1
d aw . d T 51"(20) + O(z = %)
T = TOEO -5 o °
f(z0) + 5(z = 20) f"(20) + Oz = 20)?
1
aw . d¢, . ir [ g/ (z0) + 0z = z0)
W T ) 0f: =
- dC (©) dz () 47 <f/(zo) + O(z — 2) - f(z0) + O(z — zo)>
AW e )
Em (2.8), fazendo z — zy e { — (p, obtemos o resultado desejado. O

2.2 A DINAMICA DE VORTICES EM DOMINIOS FECHADOS SIMPLESMENTE
CONEXOS VIA MAPAS CONFORMES

Perceba que através da proposicdo 2.1.2 tem-se

wlz0) = W(G) ~ - Tog (' (1)) onde G = F(z0),

ou ainda,

a8

4r

w(20) = W(Co) [log || "(20)|| + 7arg(z0)], com o = f(20). (2.9)

Uma vez que estamos interessados no movimento do voértice no z— plano localizado em
20 = (x0,%0), € lembrando que o Hamiltoniano é a parte imaginéria do potencial complexo
w(z), de (2.9), temos a seguinte relacdo entre o Hamiltoniano do z— plano e o Hamiltoniano

do (— plano:

H (w0, 0) = H(G) — 3~ log | (20l (210)
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Sabemos do Teorema da Aplicacdao de Riemann que qualquer regido fechada e simples-
mente conexa do z— plano pode ser mapeada conformemente no interior do circulo unitario

centrado na origem (o qual denotaremos por D') do (- plano, via um mapa conforme f.

Lema 2.2.1. Sejam A um dominio fechado e simplesmente conexo e f : A — D' um
mapa conforme. O Hamiltoniano H., que governa o movimento de um vértice localizado em

20 = (0, yo) dentro de A é dado por

|1 (20)l| )
Am i

LI Czo)ll”

Demonstracdo. Através da equacdo (2.10), temos a relacdo entre os Hamiltonianos do dominio

AeD:

r
Hzo(xOvyO) = _710g <

(w0, 10) = H(Eo.m0) — 1~ log | Go). (211)

onde & = (0, ¥0) € M0 = 1(Z0, Yo)-
Mas, o Hamiltoniano que governa o movimento de um vértice em D, é bastante conhecido

e dado via o método das imagens (ver (NEWTON, [2001)) por:

H (o m0) = —fﬂ log (M) , (2.12)

onde (o = &y + i1p.
Sendo (o = f(20) e substituindo (2.12) em (2.11), temos

I 1 I
H = ——1 — —log ||’
(0, o) 1 log Coco_lH) 1= o 1f(z0)l|

I 1 I

= ——log — —log [|F'(z0)ll
4 ||g0||2_1H) 4
I 1 I

= ——log — —log [|f'(z0)ll
dm !If(20)||2—1H) A

r 1

r £ (z0)]]
—— log | L O
dr ° (1— Hf(Zo)||2>
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Agora, passemos a versao mais geral do dltimo lema, ou seja, para o caso em que se queira
estudar a dindmica de IV voértices num dominio fechado e simplesmente conexo A. Isto sera

dado através do seguinte teorema:

Teorema 2.2.1. (Versao generalizada) Seja ( = f(z) um mapa conforme de um dominio
fechado e simplesmente conexo A no z— plano para o circulo unitario centrado na origem
no (— plano, entdo o Hamiltoniano que governa o movimento de N vértices pontuais de

vorticidades I'; é dado por

xR Y 1£(z5) — £l
XﬁﬂgQ—wme+§%¥‘ Qh—ﬂmﬂwMI

Demonstracdo. A ideia para demonstrar o teorema, é manter a estrutura da equagdo (2.11)

do lema 2.2.1, s que para o caso de N — vortices pontuais. O Hamiltoniano para N — vértices

pontuais em D! é dado por (ver (NEWTON, 2001))

¥ AR (LG (0~ NGl
g s () + 5 2 a1+ S IR
(2.13)

Uma vez que (; = f(2;), Vj = 1,2,..., N; podemos reescrever (2.13) da seguinte forma

= 1 L& L a —|LFE)IP) (A= 11fCGR)l?)
2log (1 — || f(z)I?)+=— FFklog< ! )
i 20w (1= W)+ 25 1) = TP
(2.14)
A equacdo (2.11) para o caso de N— vértices pontuais, é dada por

1 N

H = H—EZszlong’(zj)H. (2.15)
j=1

Substituindo (2.14) em (2.15), obtemos

17(z) — FGIP
g 2 T logl1F )l (216)

H=:;Zﬁmo+me+;zzmme+“*W@m“*me)
J=1 J=1k#j

Para alcancar de fato a demonstracdo desse resultado, iremos desenvolver o logaritmo do

segundo termo do Hamiltoniano dado em (2.16).
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(s LGP (- IR
‘1g<“% 17 G) — F )P )
17() — £GP+ (= AR (1= [ Gl
bg( 705 = FIP )
= tog (I17(z5) — FGIE + (L= 17 )IP) (1= I GIE)) = log L (25) — F)IP

Note que

= [If(z) = F@IP+ (1= 11F)IIP) (1= F(z0)IP)

= uu»—ﬂ%»G@ﬁ—ﬂaﬂ+1—ﬂ%wvm—f@><>+uﬂ%>uww
= 1= f(2) F(a) = F(2) F(25) + 11 (z) F ()|

= [0 = f(z) Fa)l®

Com isso, a expressdo F' é dada por

F =1log||1 = f(z) f(2r)lI* —log |If (z;) — f(z)lI*. (2.17)

Assim, substituindo (2.17) em (2.16), tem-se

= *ZFQlog(l—Hf % ||)+*ZZF Ty (log [t = (=) FGII* = log () = f(zn)ll’)

J=1k#j

2
_ M;Fj log ||/ (2)]]- (2.18

A equacdo (2.18) ainda por sua vez, pode reescrita da seguinte forma

1P NN ) TP
il (—HﬂmW) ir 2 21 F“g<uﬂm—fwm2>

E com isso reescrevemos a ultima equacdo, nos dando

e (IPEA YL EE () Sl
=g 3t (L0 ) - 4?¥;”jg(m_mmwm0’

concluindo assim, a demonstracdo do teorema. O
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3 A DINAMICA DE VORTICES EM D!

Iniciaremos o capitulo verificando a integrabilidade para o caso de dois vértices em D*.
Para isso, iremos utilizar o altimo teorema do capitulo 1 para reescrevermos o Hamiltoniano
para o caso do dominio D' de uma forma conveniente, que nos permita introduzir coorde-
nadas polares, proporcionando uma reducdo na dimensionalidade do sistema das equacdes de
movimento. Por conseguinte, iremos exibir algumas curvas de nivel desse Hamiltoniano nas
novas coordenadas , com o auxilio do software MATLAB.

Num segundo momento, iremos analisar numericamente a regido de estabilidade para um
anel com N — vértices em D!, onde cada vértice possui uma mesma vorticidade I'. Esse estudo
é baseado na referéncia (CABRAL; STEFANELLA, 2003). A ferramenta utilizada para esta aborda-
gem é o estudo do sinal dos autovalores associados a matriz Hessiana da funcdo Hamiltoniana
do sistema. Feito isto, utilizamos a implementac3o criada por (ASHBEE, 2023)) (adaptada ao
nosso problema) para verificar a veracidade do nosso resultado sobre a estabilidade, através

de alguns exemplos.

3.1 A INTEGRABILIDADE PARA O CASO DE DOIS VORTICES EM D*

O nosso ponto de partida serd o seguinte lema

Lema 3.1.1. A dindmica de N— vértices em D' é dada através do Hamiltoniano

1 | 1 N N l|z; — 2|
e S 1) 855 s fozl)
in = l5r) |

j=1 =1 k#j |1 - ZJ7k||
Demonstracdo. Lembremos que toda regido fechada e simplesmente conexa pode ser mapeada
em D! via um mapa conforme, o que é garantido pelo Teorema da Aplicacio de Riemann. Mais
ainda, o mapa é Unico para cada regido fechada e simplesmente conexa. Ora, se a regido é o
préprio D!, da unicidade do Teorema da Aplicacio de Riemann, sé nos resta como possibilidade
para um mapa que leva D! em D! de maneira conforme, o mapa identidade. Com isso, levando

em consideracdo o Ultimo mapa e aplicando o Teorema 2.2.1, obtemos o lema desejado. [
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Para esta secdo, iremos utilizar a versao do Hamiltoniano dado no lema anterior, para dois

vortices, nesse caso, a expressao torna-se

1 1 — 272
H=— [rf log (1= [|z1][*) + '3 log (1 = [|z[*) + I3 log <”“”)1 . (31)

Am 121 — 2| |”
onde I'} = —TI's.
Considerando z; = 2 +1iy; € 20 = Ty +1iys, com z1 = /27 cos(fy), 22 = /275 cos(6;),
Y1 = V27 sen(6)) e yy = V2719 sen(fy) onde 0 < 711,75 < 1 e 0 < 0,0, < 27, temos que o

Hamiltoniano pode ser reescrito da seguinte forma

1
H = - [MHlog (1 —2r7) + T3 log (1 —2r3) + Tulzlog (1 — 47173 cos(0y — 02) + 4rir3)
— I'\I'ylog (27‘% + 2r2 — 417y cos(f; — 02))} (3.2)

A fim de reduzir a dimensionalidade do sistema de equacdes de movimento em que origi-
nalmente teria quatro equacdes, iremos introduzir uma nova mudanca de coordenadas, dada

por

ri_vljtvgerj_vl—vg
2 2Ty 2 2T

01 = uy + ug; Oy = up — uy;

(3.3)

Perceba que com a dltima transformacdo de coordenadas, a 2-forma simplética continua

sendo preservada. De fato,

2 2
g _d(2
w = d<2>/\d01 d<2>/\d02

(5 o (75

[dvl A du1 + dUl A dU,Q + dUQ VAN dU1 + d’UQ VAN dUQ]

> A d(ug — uy)

[—d’Ul VAN d’LLQ + dU1 VAN du1 + d?)g VAN dUQ - dU2 A dul]

= <2d’01 VAN du1 + 2d02 VAN dUQ)

N~ =N = &

= d’l)l A\ du1 + d?)g A\ dUQ.



24

Considerando a transformacdo de coordenadas dada em (3.3), o Hamiltoniano dado em

(3.2) é reescrito da seguinte maneira

1 _ _
H = 4{r§10g(1—2vlr “2>+r§10g<1+2<“1+“2>)

I 1 FQ
v? — v2 V2 — p2
' olog (1 — 44/ ——2 cos(2 Y/
+ I'Iylog ( T, cos(2uy) + T,
v} — 03
— I\I'glog | 4v, — 4 T cos(2uy) (3.4)
119

Utilizando as equacdes de movimento nas novas coordenadas,

o0H o0H o0H o0H
— Iy = ————, 909 = —, e'9tty = ——.
6u1’ 1U , 1202 6u2’ €1loUg Oy

81}1

Note que, o Hamiltoniano dado em (3.4), ndo depende da varidvel usy, consequentemente,

1—‘17}1 =

temos que

: OH
FQ'UQ = aiuz =0= Vg = C, (35)

onde C' é uma constante.
2 2
Fl 7”1 — Fg T2
2
H ja é também uma integral primeira, temos originalmente um sistema Hamiltoniano com

A equacdo (3.5) nos diz que vy = é uma integral primeira, como a funcio
quatro equacoes e duas integrais primeiras, logo, o sistema para o caso de dois vértices em
D! é integravel.

Com isso, temos que H depende apenas das varidveis u; e v, passando assim a termos

um sistema de equacdes de movimento para duas dimensoes

H = H(uy,v1,C).

Considerando I'y = I'y = 1, exibiremos a seguir, algumas curvas de nivel para alguns
valores de C' da funcdo dada em (3.4), a fim de entender o comportamento das trajetérias de

dois vértices no dominio D!,
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Figura 1 — Algumas curvas de nivel de H.

09
09r
0.8 [
08
0.7

0.7 1
0.6

05 08

0.4+ 05

IS

0.3 L[ 04t

w

o2 il 03r

01 0.2V

-3 2 -1 0 1 2 3

(a) Curvas de Nivel de H(uy,v1,C) para C = 0. (b) Curvas de Nivel de H(uy,v1,C) para C =0.1.

0.95 “
09
0.85
0.8
0.75
0.7

0.65

s 2 o i > 3
(c) Curvas de Nivel de H(uy,v1,C) para C = 0.6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que para C' = 0, no caso em que I'y = 'y, = 1, tem-se r; = ry, uma vez que
1,79 > 0. Isto significa que os vértices z; = v/2r1€'" e 2y, = v/2rye™? estio numa mesma
circunferéncia centrada na origem de raio = r; = 75 (esse caso tem relagdo com o estudo
que sera feito na préxima secdo). A fim de exibir algumas trajetdrias associadas a esse caso
(e também para outros em que C' # 0) de curvas de nivel, serdo apresentadas as equacdes de
movimento para dois vértices pontuais em D! associadas ao Hamiltoniano dado em (3.1), as

quais sao dadas por
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INET

Ly (y1 — y2)

: ! +T
¥ = ——
! 21 \1—a? — 3?2 2

(1 — 2122 — y1y2) Yo + (T1Y2 — Y122) T2 n
(1 = 2129 — y192)? + (T1Y2 — Y172)?

Iy (Il - $2)

(1 —22)% + (Y1 — v2)?

1 ( 'z r (1 — 2129 — y1ya) T2 — (T1Y2 — Y122) Yo
=—|—— 2

- UC% - y% (1 = 2129 — y192)% + (T1Y2 — Y172)? (1 —22)2 + (y1 — 3/2)2> ’

(I —m@ — yiy2) y1 — (2192 — y122) T B
(I — 2122 — 1) + (2192 — Y172)?

. 1 1Py
=== r
w2 27?(1—x%—y§+ !

Iy (yl - y2) ) .
(1 —22)?+ (1 — y2)? )’

o1 [y 29 (1 — 212 — y1ye) 71 + (T1y2 — Y172) Y1
Yo = B B Fl 2 5
2m \1—23—y3 (1 = 2129 — Y192)* + (¥192 — Y172)

Iy (21 — 29) > ;

(1 —12)2 + (Y1 — y2)?
Uma vez obtidas as equacdes de movimento, utilizamos o método de Runge-Kutta no
software MATLAB para simular algumas trajetérias de dois vértices em D! para o (ltimo caso

descrito no ultimo paragrafo.

Figura 2 — Trajetérias de dois vértices em D! para alguns casos

]
1
0.8
08
06
06
0.4
0.4 /
f 0.2
02t |
ot or
02 021
04 ¢ 04
-06 r 061 HE
@ W
¥ 8 L
08 08 R
HEPES
p ‘ . p . : .
4 05 0 05 1 B 05 0 0.5 1

(a) Trajetérias de dois vértices em D! associadas as

curvas de nivel de H(uq,v1,C) para C = 0.1, com

condicdo inicial u;
Ey = 0.0264795.

—0.27, v1 = 0.08 e energia

(b) Trajetérias de dois vértices em D! associadas as
curvas de nivel de H(uq,v1,C) para C' = 0.6, com
condicdo inicial u; = —1.61, v; = 0.88 e energia
FEy =0.0093.
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081

06

0.4

0.2

-0.2

-04 1

-06

-08

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos fazer algumas observacdes sobre alguns comportamentos das trajetérias:

= Na figura 2-a), as trajetérias foram simuladas no integrador por um tempo t = 200
e com passo h = 0.01. Percebe-se que as érbitas ndo ultrapassam um disco de raio
r = 0.8062 nesse periodo de tempo, em D'. Além disso, notamos a presenca de uma

caustica circular de raio 7 = 0.1655.

= J4 na figura 2-b), as trajetdrias foram simuladas no integrador por um tempo ¢t = 250
e com passo h = 0.01. Percebemos que apesar das 6rbitas ocuparem uma regiao maior
em D' com relac3o as trajetdrias da figura 2-a), as mesmas ndo ultrapassam um disco
de raio 7 = 0.9560 nesse periodo de tempo, em D!. Além disso, notamos a presenca de

uma caustica circular de raio 7 = 0.3936.

= Por dltimo, na figura 2-c), as trajetdrias foram simuladas no integrador por um tempo
t = 200 e com passo h = 0.01. Percebe-se que as érbitas ndo ultrapassam um disco
de raio r = 0.7751 nesse periodo de tempo, em D!'. Apesar de aparentemente n3o
termos uma caustica, porém quase que de maneira imperceptivel, existe uma caustica
circular para esse caso onde determinamos numericamente seu raio, o qual é dado por

7 = 0.0058.

» De uma maneira geral, percebemos mediante vérias simulacdes que a medida que u; se

aproxima de 0 pela esquerda o raio da caustica circular vai diminuindo, a figura 2 ilustra
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esse fato, tal comportamento ndo é identificado quando fazemos u; se aproximar de 0

pela direita.

Considerando o caso em que C' = 0 e as vorticidades sdo tais que I'y = —I'y, temos a
existéncia de um ponto de equilibrio para o sistema. Nas varidveis originais, tal ponto é dado

porz; = —0.1, y1 = 0.4, 2o =0.1 e yo = —0.4.

Figura 3 — Trajetdrias associadas para as condicdes iniciais 1 = —0.1, y; = 04, 2 = 0.1 e yo = —0.4;
C=0e Fl = 7F2

0.8
0.6
0.4 L

0.2

-0.2
-04
-0.6

-0.8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para C' = 0.05, sob as condi¢cdes u; = —1.57 e v; = 0.25; e de vorticidades de forma
que I'y = —I', temos que as trajetdrias sdo dadas por circunferéncias concéntricas de raios
r1 = 0.4 e ro = 0.6. Verificamos que os voértices giram com a mesma velocidade angular,

porém, com sentidos opostos, obtendo assim que os centros sao pontos de equilibrio relativo.
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Figura 4 — Trajetdrias associadas para as condices iniciais u; = —1.57 e v1 = 0.25; C =0.06 e I'y = —I's
1 —
0.8
0.4 / O\

0.2

o )]
o \\ \ j ,/";‘

06 —

-0.8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Novamente para o caso em que C' = 0, temos um comportamento bastante interessante
por parte das trajetérias de dois voértices ao tomarmos u; = —1.57 e v; = 0.25. Isto nos da o
caso de uma anel com dois vértices localizados em z; = 71€"? e 29 = 79€!™, com r; = 75. Se as
vorticidades sao iguais, ou seja, se ['; = I'y, tem-se como solucdo das equacdes de movimento
(nas varidveis originais), uma dnica circunferéncia concéntrica a D! de raio r; = 0.4 (Lembre

que para C' = 0, temos 1, = r3). Isto foi a motivacdo para o estudo realizado na préxima

secao.

Figura 5 — Trajetérias associadas para as condicGes iniciais u; = —1.57 e v; =0.25; C=0e T =T

1 —
08
06
0.4
02} / \

0r 1
-02 \ ) ]
-04
-08

-0.8

-1 —

-1 -0.5 0 0.5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2 A ESTABILIDADE DE UM ANEL DE VORTICES EM D'

Como ja dito no estudo feito na dltima parte da secdo (3.1), o mesmo nos motivou a
desenvolver os resultados obtidos nesta secao.
Utilizando a mudanca de coordenadas 2, = /21, €%, onde k = 1,2, ..., N, o Hamiltoni-

ano dado em (3.2) é na sua forma geral

1 1Y (1—2r) (1 —2r%)
= — S T2 log(1—22) +-—Y IuT, log [ 1 i J
47T]§::1 ; og( Tk)+47TZ Y 0g< + = :

2ry + 215 — 47y rjcos(by — 0;)

k<j
(3.6)
e a N-forma simplética dada por
N
w = Z Fk Tk d?“k A d(gk
k=1
As equacbes de movimento nas variaveis 7; e 6; sao dadas por
1 0H . 1 OH
= e lth=——— 3.7
" Fl T 8(9[ €Y Fl T aTl ( )

De forma explicita,

1 0H 1 0 & 1—2r2)(1—2r?
¥ = = Zrkl‘* log 1+ 5 ( 5 rk)( rg)
L, 00, 4nlyn 801 21y + 21 — 4rprjcos(Op — 0;)
B 1 ilf‘ 47y 1y sin(Og)
~oarn g U 22+ (1 2) (1= 20F) — Arerycos(0h)

L1 ( Ay, rysin(Or) ) . (3.8)

4 Tyrp \2r + 2r? — 4ryrycos(0y)

i — I 1 % 1 — 1 cos(0 — 6;) —r (1 —2r%)
o (1=22) 27 . 2r2 +2r2 —Arpricos(Oy — 0) + (1 —2r2) (1 — 2r7)

1 — 1 cos(@, — 6
+ > Tk < 5 & P ri 050y — 61) )
27y 217 + 2rf — 21y ricos(fy — 0))

(3.9)

Definicao 3.2.1. Dados N — vértices pontuais z, = rj, e'%, onde k = 1,2, ..., N, chamamos

de anel de vértices, quando para cada k, tivermos
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2(k—1
Iy =T, re(t) =p e@k:Qt—i—(N)ﬂ, com 0 <p<1.
Lema 3.2.1. O anel de vértices é uma solucdo para as equacbes de movimento dadas em

Demonstracdo. Calculando 7; ao longo do anel de vértices temos

‘ pF N/ ( sen(&;z) 1 sen(Hk-z) >
RN il — + . 3.10
"Ton Zk: 1+ pt—2p% cos(O)  2p* (1 — cos(Or)) (310)

Considere as igualdades (para maiores detalhes ver (AREF HESSAN NEWTON; VAINCHTEIN,
2002)))

N—

,_.

(1-ze’ Wk>1—1NZN,z€(C,z”7é1. (3.11)
k=0 o
N-—1 amiky —1 1
> (1-e ) =5 (N-1). (3.12)
k=1

Observe que, desenvolvendo o termo do somatério em (3.11) para z € R, temos

(1 — Z COos (2”'“)) + iz sen (%)

1+ 22— 22 cos (2”’“) ’

N

cuja parte imaginaria é dada por

z sen <2]’:,k)
1+ 22— 22 cos (2]7{7]“)

Tomando z = p?, a parte imagindria torna-se

2k
2 —sen ( - )
1+ p*—2p% cos(On) |

Uma vez que para z € R a expressdo em (3.11) é um nlmero real, segue que

(et

= 0.
1+ p*—2p? COS(QM))

Como p # 0, tem-se

(3.13)

—sen (2;’“) 0
1+ p*—2p2cos(On) )

Agora, desenvolvendo o termo do somatério em (3.12), temos
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(1= cos (%)) +isen (57)

2 —2 cos (%’{f)

Cuja parte imaginaria é dada por

N
Consequentemente,
1 sen (<&~
o (%) =0 (3.14)
2p 1 —cos (L)
Logo, de (3.13), (3.14) e (3.10), segue que 7, = 0, demonstrando assim o lema. O

A expressdo dada em (3.9) é dita velocidade angular para o vértice localizado em z; =
€%, Por outro lado, da definicdo (3.2.1), temos que a velocidade angular é dada por 0, =Q,
obtendo assim, ao longo do anel de vértices

/
~ 1 N 1 N -1
9227‘_( 2+§k: P + 2 .

1—p p? + cos(bx) 2p

Agora, iremos fazer um estudo numérico sobre a estabilidade de um anel de vértices em
D!. Para isso, introduzimos a seguinte transformacdo de coordenadas baseada fortemente na

referéncia (CABRAL; STEFANELLA| 2003))
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¢1 =01 —On, J1:T%/2a

QZ)Q:@Q—QN, _7’2/2

dnN-1=0n_1— Oy, JIn_1=1%_1/2.

¢N:0N7 JN: 111/2

com forma simplética

N N
i=1 i=1
Dessa maneira, temos uma reducdo na dimensionalidade do sistema Hamiltoniano dado

m (3.7), onde ¢y torna-se uma variavel ciclica e Jy = K é uma integral primeira. Assim, o

Hamiltoniano dado em (3.6), torna-se

F2N1 F2N1 1-9 1-9J.
o= Zlogl_QJk +-—) log |1+ ( i) ( J5) I
Am k=1 An 2J+2J; — 44/ Jj cos(or — b))

k<j
2 <1+ (1=2Jp)(1—-24) )

+log(1—-2A)+ — lo
8l ) 4#,; & 2Jy +2A -4+ J, A cos(¢r)

Que ainda pode ser reescrito como

F2N1 F2N1 1+4J J—4 JJ‘COS¢ _¢‘
H=>">log(1-2J;)+—> lo ( kg kJj cos(dn — @)
4 4 2J,+2J; — 4/ Jj cos(¢r — ¢;)

T k=1 T <y
+lo (1—2A)+L2NZ_:1 o 1+4Jx A—4+/Jp A cos(oy)
8 i S\2Ur 24— 4T A cos(én)

k=1

onde A=K —J,—Jy— - —JIn_1.

A matriz Hessiana do Hamiltoniano H no sistema reduzido é da forma

O°H | o2H
H(H) = agngi a*gz?fk onded,j=1,2,.., N —1.
0¢; 0Jy | O O;
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Para determinarmos a matriz Hessiana de H nas variaveis ¢ € Ji parak =1,2,.... N —1,
precisamos determinar as derivadas parciais de segunda ordem.

Como as derivadas parciais de primeira ordem, temos

droH -2 N = 4 Jy — Fr cos(dr, — i)
207, 1-2J;, & \1+4JxJ — 4T J; cos(ér — 6)
_Ni:l ( 2 — s cos(fr — ¢4) ) = ( —4J), + 2 cos(¢r)

VI A
oy 20k +2J; — 4\ I J; COS(QZSk_QSi)

ki 1+4JkA—4\/JkACOS(¢k)

2(A- ;)
N-1 -2+ \/Zji—kA cos(r) 4(A-J) - VI A cos(¢;)
_k# 20, +2A -4V Acos(dy) ] | 1+4AJ —4AT; cos(d) *
2(A—J)
— = cos(¢i)

1-2A 2A+2J; —4/AJ; cos(¢y)

dmOH ]Vil 4/ Ji Ji sin(¢; — ér) B
L2067 \1+4JiJ; — 4/ Ji cos(¢i — o)

(e,
ey 2 Jp +2J; — 4/ Iy, J; cos(d; — én)
4+/A J; sin(¢;)
+<1+4AJZ-—4\/A_J,-COS(¢,~)>_
4/A J; sin(¢;)
_<2A+2Ji—4\/A_J,-cos(¢i)> ’

EN

—_

onde A=K—J,—Jy—---—Jy_1.

Com algumas manipulacdes algébricas e utilizando ferramentas como regras de derivacao

e a paridade da funcdo cos(x), obtemos como derivadas parciais de segunda ordem
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Vi Ji—3 JkJJiJv
A PH 4 42 cosln — ) (""‘]k

ﬁﬁjkaji__(1—2z4)2+ L+ 4 Jp J; — 4 g J; cos(or — &)

- (491 — 7 coslon — 1)) (41 — L cos(dn — o))
(14400 T = AT T, cosln, — 61))

VI T
2 cos(ér — &) (M)

+ 2 +2J;, — 4N I J; COS(¢]€—¢Z')

. (2 — \/% cos(¢pr — @)) (2 - \/ZJ—’J cos(dx — ¢z))
(2 Jk + 2 Jz —4 V Jk: Jz COS(¢I€ - ¢%))2

2
N1 [ 2] A)732 cos(¢;) (1+4J; A—4,/J; Acos(e;)) — (—4J; + 2J_j cos(;)
+> ( ) ( VIiA )

(14 A= 47, A o))

VA Ti— I A T)

+ 1+4AJ, —4AT, cos(¢y) -

. (—4Jk + K cos(en)) (4(A—Jy) - Afﬁ) cos(¢x))
(1 +4 AT, —4VA T, COS(¢k)>

VAT diA= )
—4 — 2 cos(¢;) (W)
Tl T 14a Ji — 4/ A J; cos(¢i) -

- ( 4.J, + \/ﬁ cos(@)) (4 (A—J;) — 25;%}1:) cos(@))
(1444~ 4VAT cos(6,))’
N1 [ 35 A)32 cos(¢;) (2 Jj+2A—-4\/J;A COS(QSj)) N ( 2+

-2

ik (2 Jj +2A-4 JJA COS(¢j))

\/_A cos(gbj)>2
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)

T _(A Ti) I
2 cos(oy) ( Ajk o )
24420, —4VAT, cos(¢x) *
(2 o) (558 o)
2
(24427, — 4VAT; cos(é)
(B conte) (24 @)
(2A+2J; — 4V/AT; cos(x — 1))
VAT JA’J"
2 cos(o;) <AJ>
+ 2A42J;,— 4\ AJ; cos(¢;)
47 0O*H B 4 _ 4 "
T 9J2 (1-2J)2 (1—-2A)? 2
N1 Jk(Jk J) 32 cos(dn — ) (475 — 2= cos(on — 1))
* kz#l L+ 4y, J; — 4T, T; cos(or, — di) (1 +4Jy J; — ATy, J; cos(gy — gzﬁl))
= TR (i ;)32 cos(dr, — ¢i) (2 ~ \/QJLJ cos(dk — ))
_ kZ# 2 Jy + 2J; — ATy, J; cos(op — di) <2Jk+2j _4,/ka cos(¢p — ¢l
N-1 J2(J A)f3/2 cos(oy) (—4 Jp — 2 ’“ cos(¢
+ kzﬂ 1—|—4JkA—4\/JkACOS(¢k) (1+4J1c14 4/JkACOS¢k
_92 AJ._<A*J1')2
—8 =2 cos(@i) ( e ) (A=) = 245 o)
" 1+4AJ; =4 AJ; cos(¢) (1+4AJ1-—4\/AJ@- COS(¢¢))2
2
N-1 J2(Jp A) 32 cos(dn) - (—2 + ff—’“A cos(qbk)) -
- k;z;éz 2A+2Jy — 4/ Jy A cos(¢y,) (2 A+2J0, — 4/ J A cos(¢k))
—2 VAT -4 J)
2 cos(¢y) AJ %) cos(@))
+

2A+2J; — 4y J; A cos(o;)

*((mf

2J;, — 4+ AJ; cos(gzﬁi))

)
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Am O°H
T2 0oy O

i °H
T2 ¢, 0.,

L4+4J, J; — 4~/ Ty J; cos(d — ¢5)
AT T sen(n — &) (4Jx — 2 cos(dn - ¢i))) )
(1 + 4 Jy, J; — 4/ Ty, J; cos(¢y, — ¢i))2
2 sen(d — 0) ) .
20, +2J; — 4/ Ty J; cos(dr — ;)
4/ Ty, J; sen(dy, — ¢;) (2 - \/% cos(¢pr — qSZ))) B
(206 +2 1 — AV T, oo — 00))’

% sen(¢x) ) B

1+4J,A— 4+, A cos(¢r)
4/ T Asen(oy) (—4 J. + jji—kA COS(¢k)) _
(1 +4 L, A—4J A cos(qﬁk))2

\Z‘i—’“A sen(oy)
2J, +2A — 4T A cos(¢y)

4/ J A sen(oy) (—2 + \/Zji—kA COS(¢k>)
(2 +24— 4T Acos(an)) )

25 sen(gy — 6,) ) )

\/2% sen(¢r — ¢;) N
L+ 4Jp J; — 4Ty, J; cos(or, — &)

AT Ty sen(dn — 6) (405 — B cos(n — 1))
(1+4Jk Ji—4\/mcos(¢k_¢i))2 )
\/% sen(or — ¢;) )
2J 4+ 2J; — 4T J; cos(ép — &)
AT T sen(on — 6) (2— Al cos(on — qsi))) N
(206 + 2 = AVT Ty cos(on — 61))”

1+4AJ;,—4AJ; cos(¢;)

et ).

(1+4AJ —4vVAT; COS(cbi))2

2A+2J; — 4/ A J; cos(¢;)

({4 (A—J,) — 2%) cos(gbi)} 4\/A_Jz-sen(¢i)) -

2(A = Jy) sen(6,) ) [T sen(0) (Fa cos(60)
(2A+2J,;—4\/A_Ji (:os(qﬁ@-))2 '



An O2H B < 4/ Jy J; cos(p; — o) )_
T2 0¢; 0dy L+ 4 Jp J; — 4/ Ty J; cos(¢; — o)

( 16 Jy Jisen?(¢; — ér) ) N
(1 +4 Ty J; — 4Ty J; cos(ds — ))
N < AV Ji cos(¢i — ¢x) ) N
20, +2J; — 4/ Ty J; cos(¢s — d)
16 Jy, Jisen® (i — odr) )
(2 + 20— AT Ty cos(é — &) )

41 O?H Nl

T2 007 kz
N—-1

4/ Jy, J; cos(p; — br,) ) B
L+4J,J; — 4T J; cos(qbz br)

A/ Ty J; cos(p; — dy) >+
2J, +2J; — 4T J; cos(p; — o)

s 16 Ji Jisen® (i — o) ) _
ki (1 +4J, Ji — 4N I Ji cos(¢; — ¢k))2

N 16 Ji Jisen®(¢i — ¢r)

- 7| T
W\ (2 + 20— AVT T cos(6s — o))

+

4+/A J; cos(¢;) )
1+4AJ; —4mcos(¢z)

4+/A J; cos(¢;) ) n
2A+2J; — 4V/AT; cos(¢y)

16 A J;sen?(¢;) .
2A—|—2J —4/A J; cos(qﬁz))

onde A=K—J, —Jy— - — Jn_1.

B 16 A J;sen?(¢;) B
(14+4AT, — 4 VAT, cos(s,))”
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Tais derivadas,

Aw O0°H

T2 9., 0J;

4l 0’H
T2 9.2

(1— ,02)2 k#i

N-1

>

ki

N-1

D

ki

N-1

D

k#i

ao longo da solucao de anel, tornam-se

4 4 52 cos( m (k z))
_(1—p2)2+<1+p 4—2p2 cos(#) a
2p2—2cos(42”5\’;*i)> ))2+

2w (k—1)
1+ pt—2p? COS(T

( %COS(*ﬁr%ii)) | )+( 2—2cos(42”5\’;*i)>‘ )2+

2 p% — 2 p? cos (W) 2 p% — 2 p? cos (w)

N-1 p% cos (W)
H;k 14 p* —2p? cos (W)
N-1 2

—2p? 4 2 cos (MN_N))
sk \ 1+ pt—2p? cos (H(j\,m)) -
Nl p% cos (W)

)

1

NZ_: —2+2cos(< )))+

j#i, k 2 2p COS (27r(]

—4 + p? cos Zﬂ(k N —4 + p? cos (W)
+ . -
14 p*—2p? cos 2”kN 1+p4—2p2cos(%N‘N))

—2p? cos (M —2 p? cos (W)

N

N +N§:1( p% cos (42“5\’;—1‘)) . ) B

14 p*t—2p? COS(W)

2p? — 2 cos (Lgﬁ_i)) ’
>)) B

1+ p* —2p? cos (L(k_i
p% coS (L(]’;_i)) NZ — 2 cos (L%—i)) 2 )
2 p? —2p? cos (2”(#) pary — 2 p? cos (W)

p% CcoS (42”(?7—]\7)) ) _Nz_l ( _2p + 92 cos (QW(;CVN)))))2+

14 p* —2p? cos <72”(]’“V_N)) kzi \1+p*—2p? cos (72“(5‘3\[_1\[

N-1

D

ki

(1+p 4 —2p? cos(%
)

-8+ 2 > oS (7(N7N)) ) N-1 ( p% oS (L(?M) )
- +
2 G-)
2

) kzi \2p?—2p? cos (L
—2+ 2 cos (2”(;“\;]\7 ) p% cos (W)
( m (k= N))) _< 2 2 M) '

2p% —2p? cos( N 2p4=12p cos( N
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e e S B o s sl

L2 00,0 \ 1+ pt —2p2 cos (2241) (14t — 202 cos (2200Y)?
22202 cos (25D (27— 207 con (220))
N 1+p4—2p2005(W)
2% sen (2HG) (—2p% 42 Cos(Zz(jva)))) .
(15 0t — 27 cos (22820

2 sen (72”(5“\,_1\7))
" 2% —2p? cos(”(if_m)) *

2 p? sen (L%_N)) (—2—1—2 cos (2”(5“\,_]\[)))
i (2p2 — 2 p? cos (W))Q .
47 O*H N-1 2 sen (W) )
ﬁagbz&]l - kZ# 1+p4_2pzcos(¢£,i)) +
_ 2 27 (k—1) 2,29 27 (k—1i)
S Sen(z )(20 (kS)( N )))
# (1+p —2p COS<7N ))
N-1 2 sen (LS\’;*")) ) -
N kz;,gl 2p% —2p? cos(%)
N-1 (2 p? sen (L(]@*i)) (2—2 cos (L%*i)))
- kz# (2p2—2p2 cos (wﬁ_l))f .
47 0*H 2p? cos (2”(' k)) ) 4 p* sen ( gvk)) N
Fovs = (s on() | om0y

won(H00) ) (e o e |
+ + —— | -
(2:0 —2p COS(2 Svk)) <2p —2p? cos(LS’V k))>
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4m0*H Ni:l ( 2 p? cos (2”(]@"“)) ) = 4t sen? (W)
r2 9¢7 kzi \ 1+ p*—2p? cos (2”%%)) oy (1 + p* — 2 p2 cos (&KFM))?
kZ# (2;02—2p2 COS(W) +k2# (2p2_2p2 COS(W))Q +

. ( 2p200s(W) ))_ ( 4/)456”2(MN—N)>

L+ pt = 2p? COS(W 1+ pt—2p? cos<72”(;V_N)))2
2 0% cos (27r(]iV—N)> 4 p* sen? (27r(]iV—N))
(2p2—2p2 Cos (”(’N_N))) (2p2—2p2 cos (27T(]1'V—N))>2

Analisando as expressdes das entradas do Hessiano H(H ), observamos que a estabilidade

do anel de vértices depende do raio 0 < p < 1 e do nimero de vértices N.

As simulacoes foram feitas com a seguinte logistica:

Os vértices em questdo devem ter a mesma vorticidade, nesse caso consideramos I' = 1.
Lembrando que p € (0, 1), escolhemos um valor N para o niimero de vértices, com tais para-
metros temos o raio do anel onde os V- voértices estdo localizados. Em seguida, determinamos
os blocos de ordem N — 1 nas variaveis ¢y e Ji, os quais irdo produzir a matriz Hessiana de H
de ordem 2 (N — 1) e a partir disso analisamos a estabilidade através do sinal dos autovalores
via teorema de Dirichlet (CABRAL; STEFANELLA, 2003). A figura a seguir representa alguns

resultados dessa simulacao.

Figura 6 — Estabilidade de anéis para alguns niimeros de vértices.

Andlise da estabilidade de anéis de vortices

Estabilidade
Instabilidade

Numero de vortices no anel
[42]
[4]

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Raio do anel

Fonte: Elaborada pelo autor.
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As simulacdoes numéricas nos indicaram que para N = 3, temos a estabilidade do anel
com trés vértices (nesse caso, os vortices sdo vértices de um tridngulo equilatero) para um
raio de até aproximadamente p = 0.5106. Para N = 4, tem-se a estabilidade do anel com
quatro vortices (nesse caso, os vértices sdo vértices de um quadrado) para um raio de até
aproximadamente p = 0.5485. Para os demais casos, conforme indicado na figura 6, temos a
instabilidade.

A seguir, utilizamos a simulacdo dada por (ASHBEE, [2023)) a fim de exibir exemplos que
ilustram o nosso resultado sobre a estabilidade.

No primeiro exemplo, temos trés vértices num anel de raio p = 0.3, de mesma vorticidade

2w ™

' = 1 e posicionados em 2; = (0.3), z = (0.3)¢'s — (0.3)¢' 5. Pode-se ver a
estabilidade para este caso numa simulacdo com tempo ¢t = 20.

Figura 7 — Estabilidade de um anel com trés vértices
1
D‘5 / \
-0.5 \ /
) 0.208 0.3 0.302

X X

(a) Trajetéria dos trés vortices
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09t 48

08

0.7

06

Raio
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0.4

02

0.1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo de integragao

(b) Raio para p = 0.3 e o raio apds perturbacdes

46
44}
42 e e D e

4t

Angulo

381

36

3.4 r

32r

] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo de integragédo

(c) Gréfico dos dngulos apés as perturbacdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Através da figura 7, podemos perceber um comportamento de estabilidade para esse caso.

Na figura 7-a), vemos que apds uma perturbacdo de €5 = 0.01 e €3 = 0.02 no raio inicial dos

vértices (p = 0.3) localizados em 25 e z3, respectivamente, as trajetérias apds a perturbacdo,
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ficam muito préximas da trajetéria antes da perturbacdo . Na figura 7-b), feita a perturbacdo,
temos uma oscilacdo muito pequena dos raios com relacdo a p = 0.3 na trajetéria. Analo-
gamente, ainda sob a mesma perturbacao, identificamos o mesmo comportamento para os
angulos (ver figura 7-c)).
Para o segundo exemplo, consideramos trés vortices num anel de raio p = 0.7, de mesma
-4

vorticidade I' = 1 e posicionados em z, = (0.7), z = (0.7) ¢! 5 e z3 = (0.7) ¢! 5. Pode-se

ver a instabilidade para este caso numa simulacdo com tempo t = 20.

Figura 8 — Instabilidade de um anel com trés voértices

1

1
6
0.9 PNy o /
o8f - 5l -
07 - -
06 T~ < 2 4r ) -
N\
o \ o
0.4 / N
‘/ AN
0.3 2f ‘ /|
0.2 1 /
0.1 /
0 0 .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 8 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo de integragdo Tempo de integracéao
(b) Raio para p = 0.7 e o raio apds perturbacdes (c) Gréfico dos dngulos apéds as perturbacdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando a figura 8, percebe-se um comportamento de instabilidade para esse caso.
Na figura 8-a), vemos que ap6s uma perturbacdo de €3 = 0.004 e €3 = 0.005 no raio inicial dos
vértices (p = 0.7) localizados em 25 e z3, respectivamente, as trajetérias apds a perturbacdo,
mudam bastante o seu aspecto, no sentido de que os vértices diferem bastante de vértices
de um tridngulo equildtero. Na figura 8-b), feita a perturbacdo, temos uma brusca oscilagdo
por parte dos raios com relacao a p = 0.7 na trajetéria. Analogamente, ainda sob a mesma

perturbacdo, identificamos o mesmo comportamento para os angulos (ver figura 8-c)).
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No terceiro exemplo, temos quatro vortices num anel de raio p = 0.4, de mesma vorticidade
I' = 1 e posicionados em z; = (0.4), 25 = (0.4) ¢! T, 23 = (0.4) €' T e 2y = (0.4) €' T Pode-
se ver a estabilidade para este caso numa simulacdo com tempo t = 20.

Figura 9 — Estabilidade de um anel com quatro vértices

1 0.3
0.5 \ 0.2
- <> -0
\ D
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1 0.36 0.38 0.4
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(a) Trajetéria dos quatro vértices
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0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 OO 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo de integragao Tempo de integragdo
(b) Raio para p = 0.4 e o raio apds perturbacdes (c) Gréfico dos dngulos apéds as perturbacdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dada a figura 9, podemos perceber um comportamento de estabilidade para esse caso. Na
figura 9-a), vemos que apds uma perturbagdo de €5 = 0.02, ¢35 = 0.03 e ¢4 = 0.04 no raio
inicial dos vortices (p = 0.4) localizados em 2z, z3 € z4, respectivamente, as trajetdrias apds a
perturbacdo, ficam muito préximas da trajetéria antes da perturbacdo . Na figura 9-b), feita
a perturbacdo, temos uma oscilacdo pequena dos raios com relacdo a p = 0.4 na trajetéria
(nota-se que a oscilacdo estd dentro de uma faixa horizontal centrada em 0.4). Analogamente,
ainda sob a mesma perturbacio, identificamos o mesmo comportamento para os angulos (ver

figura 9-c)).
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E o dltimo exemplo, foi feito para o caso de quatro vértices num anel de raio p = 0.8,
de mesma vorticidade I' = 1 e posicionados em z, = (0.8), 25 = (0.8) ¢! T, z3 = (0.8) ¢! T

- 67 . . . ~
e zy = (0.8)e" 7. Pode-se ver a instabilidade para este caso numa simulagdo com tempo

t = 20.

Figura 10 — Instabilidade de um anel com quatro vértices
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(b) Raio para p = 0.8 e o raio apds perturbacdes (c) Gréfico dos dngulos apéds as perturbacdes

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando a figura 10, percebe-se um comportamento de instabilidade para esse caso.
Na figura 10-a), vemos que ap6s uma perturbacdo de e; = 0.003 e €3 = 0.004 e ¢, = 0.005
no raio inicial dos vértices (p = 0.8) localizados em 25, 23 e z,4 respectivamente, as trajetérias
apds a perturbacao, mudam bastante o seu aspecto, no sentido de que os vértices diferem
bastante de vértices de um quadrado. Na figura 10-b), feita a perturbacdo, ndo temos uma
convergéncia por parte dos raios para p = 0.8. Analogamente, ainda sob a mesma perturbacao,

identificamos o mesmo comportamento para os angulos (ver figura 10-c)).
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4 A DINAMICA DE UM DIPOLO SUFICIENTEMENTE PROXIMO PARA 0OS
CASOS: CIRCULAR E ELIPTICO

A conjectura de Kimura nos diz que no limite em que a distancia mitua entre os dois
vortices tende a zero, em um dipolo, o centro de vorticidade move-se ao longo de uma geodé-
sica numa superficie. No nosso caso, como trabalhamos com regides planares, as geodésicas
serdo retas (considerando a métrica usual). Neste capitulo, iremos confirmar numericamente a
conjectura, para dois dominios especificos no plano, sio eles: o circulo D! e a elipse centrada
na origem cujos focos estao situados em +1 e o eixo maior estd no eixo x; juntamente com a
regido interna, o dltimo dominio, denotaremos por E!.

Os resultados apresentados aqui serao dados através de simulacdes numéricas. Inicialmente,
no circulo D!, consideraremos algumas condicdes iniciais para as trajetérias de dois vértices,
de modo que a conjectura seja respeitada. Entre as trajetérias (aproximadamente no ponto
médio da distancia entre as curvas), implementamos a reta que passa por tal ponto. Em se-
guida, coletamos os pontos de intersecio da reta com a fronteira de D!, Iremos observar no
decorrer do capitulo, que para uma mesma condic3o inicial, teremos varias retas interceptando
a fronteira de D! em pontos distintos, isso ocorre porque quando as trajetérias se aproximam
da fronteira, as mesmas se bifurcam, e s6 depois de um tempo ¢, elas voltam a ter o compor-
tamento inicial, isso ficard mais claro a medida que as simulacdes forem sendo apresentadas
no decorrer do capitulo. Feito isto, iremos determinar os comprimentos de arco, onde o ponto
inicial de cada arco é o ponto A = (1,0). E o ponto final de cada arco, serd o ponto em que
a reta intercepta a fronteira de D! pela dltima vez. Também serdo coletados os angulos de
incidéncia de cada reta nos pontos de intersecio com D!. E com esses dados, determinamos
o espaco de fases nas coordenadas de Birkhoff comprimento de arco x angulo de incidéncia.

O segundo estudo que sera feito neste capitulo, é sobre alguns aspectos da dinamica de
dois vortices para o caso eliptico, no sentido de quais comportamentos do caso circular sdo
preservados no caso eliptico. A fim de cumprir este objetivo, é feito um estudo preliminar sobre

o mapa conforme f : E! — D!
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4.1 O CASO CIRCULAR

J4 vimos em (3.1) que o Hamiltoniano para dois vértices em D! é dado por

1 1 — 27|
H=— [F% log (1 — [|z][*) + T3log (1 — [|z2[*) + 4Tz log (”21’\)1 |

A7 |21 _Z2||2

onde z1(t) = (z1(t),y1(t)) e 22(t) = (w2(t), y2(t)). As equacdes de movimento (em coorde-

nadas reais) sdo dadas por

.1 IR (1 — 2122 — y1ya) Yo + (T1Y2 — Y172) T2 Ly (y1 — y2) .
Tr= "5~ 55 T2 2 5 T 2 2 |
2m \1—27 =i (1 — 2122 — y1y2)* + (2192 — Y122) (21 = 22)* + (Y1 — ¥2)
iy = 1 < [y @ iT (1 — m129 — y1y2) T2 — (¥1Y2 — Y1%2) Yo L [y (71 — ) ) ,
1= 7755 T ;
2w \1 -2} —y} (1 = 2179 — 192)% + (212 — Y172)? (1 —22)* + (y1 — ¥2)?
A | Ly yo (1 — 2102 — Y1) Y1 — (T1y2 — Y172) T3 Iy (y1 — o) _
T2 = —5— 5 5 11 2 2 2 2 |
2m \1—a5 —y3 (1 — 2122 — y1y2)® + (21y2 — y122) (@1 = 22)* + (Y1 — ¥2)
4y = 1 ( [y 29 r (1 — 2122 — y1ya) ¥1 + (T1y2 — Y172) 11 [y (71 — ) ) .
r=— | —5 >+ - ;
27 \1— 23— y3 (1 — 2122 — y1y2)? + (T1Y2 — Y122)? (21 — 22)* + (y1 — ¥2)?

Utilizamos o método de Runge-Kutta para simular as trajetérias de dois vértices em D!
por um tempo suficientemente grande, a fim de obter a maior consisténcia possivel para o
resultado. Na figura a seguir, temos as trajetérias de dois vértices em dois casos: no primeiro,
com condicdo inicial z;(0) = —0.6, y;(0) = 0.61, 22(0) = —0.61 e y2(0) = 0.61, e no
segundo, com condi¢do inicial z1(0) = 0.5, y1(0) = —0.4, 22(0) = 0.47 e y»(0) = —0.46.
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Figura 11 — Dois casos de trajetérias de dois vértices em D'

-1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

(a) Trajetdria de dois vértices no tempo ¢ = 200 e (b) Trajetéria de dois vértices no tempo ¢ = 300
com condicdo inicial z1(0) = —0.6, y1(0) = 0.61, e com condic3o inicial 21(0) = 0.5, y1(0) = —0.4,
22(0) = —0.61 e ,(0) = 0.61 22(0) = 0.47 e y2(0) = —0.46

Fonte: Elaborada pelo autor.

Feito isto, implementa-se a reta que passa aproximadamente no ponto médio da distancia
entre as trajetérias. Na simulacdo (ver figura a seguir), percebe-se que préximo da fronteira,
ha uma bifurcacdo por parte das trajetérias, gerando assim varias retas para a mesma condicao
inicial. Com isto, obtemos os pontos de intersecio dessas retas com a fronteira de D*. Aqui,
escolhemos coletar apenas o ponto de intersecio da reta com a fronteira de D!, antes de
alguma bifurcacdo das trajetdrias.

Figura 12 — Pontos de intersecdo das retas entre as trajetérias (antes das bifurcacdes) e a fronteira de D!

em vermelho para ¢t = 2 e condi¢do inicial z1(0) = —0.6, y1(0) = 0.61, x2(0) = —0.61 e

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para determinar os pontos de intersecdo destacados na figura anterior, consideramos as
equacdes das retas entre as trajetérias dadas por yr = my x + by, onde k é uma funcdo que
depende do tempo que simulamos as trajetérias no integrador, isto é, k = k(t). Para cada
reta, substituindo sua equac3o, na equacio da fronteira de D!, a qual é dada por 2% +3? =1,

obtemos a equacao

Cok 1‘2 4+ cig x + cor. = 0, (41)

onde Co = 1+mi, Cip = kabk € Cor, = bz —1.

Com isso, as coordenadas dos pontos em destaque na figura anterior sdo dadas por

Py = (Cig, Cop), (4.2)
e+ W
onde C}) = t Lk 280k Cor = my, Chi + by

2 Cok
Determinados os pontos como em (4.2), calcula-se os comprimentos de cada arco cujos

pontos inicial e final sdo dados respectivamente por A = (1,0) e P, = (Cix, Cox).

Figura 13 — Arco (em verde) na fronteira de D! com ponto inicial em A = (1,0) (em azul) e ponto final em
P, = (C1g, Cax) (em vermelho).

1

0.8

0.6

0.4

-02 7

-04

-0.6

-0.8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Também ¢é calculado o angulo de incidéncia em cada ponto de intersecdo entre a reta

yr = my x + by, e a fronteira de D*.
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Figura 14 — Raios (em preto) passando pelos pontos de intersecdo entre a reta y, = my « + by, e a fronteira
de D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em cada ponto P, como dado em (4.2), denotemos por s, e ) o comprimento de arco
(com ponto final em P,.) e o 4ngulo de incidéncia, respectivamente, para assim, podermos gerar
o espaco de fases s, X 0. Percebe-se que, quanto mais distante da origem (0, 0) as trajetérias
se mantiverem, mais “préximo” de uma reta é o espaco de fases (sg,0y). Isso significa que
quanto mais longe as trajetérias dos dois vértices se mantiverem da origem, mais préximo
de um comportamento de bilhar circular terd uma particula que tenha as retas que passam
aproximadamente pelo ponto médio entre as traj.etérias dos vértices como sua trajetoéria. Isso

é mostrado nas figuras abaixo:
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Figura 15 — Espaco de fases s; x 0 para algumas trajetérias.

1 . T T T ! ! 1

09+ 09r
0.8 r 0.8
0.7 1 07k

06

051

0.4

031

02r

01r

0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
(a) Espaco de fases num tempo t = 300, as trajetd- (b) Espaco de fases num tempo t = 300, as tra-
rias se mantém a uma distancia d = 0.43 de (0,0). jetérias se mantém a uma distancia d = 0.137 de
(0,0).

1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.1

0

o 1 2 3 4 s & 71
(c) Espago de fases num tempo t = 300, as tra-

jetdrias se mantém a uma distancia d = 0.951 de
(0,0).

Fonte: Elaborada pelo autor.

42 O MAPA CONFORME DE E! EM D!

Como vimos no capitulo 1, a fim de se estudar a dindmica de vértices num dominio
simplesmente conexo fechado ( que é conforme a D! pelo Teorema da aplicacdo de Riemann),
devemos determinar explicitamente o mapa conforme.

A partir de agora, estaremos interessados na dinamica de voértices na regido interna da
elipse centrada na origem, de focos F; = (—1,0) e F» = (1,0), com semi-eixos a = cosh(c) e
b = senh(c), onde ¢ > 0; tal dominio serd denotado por E!. Nesta sec3o, apoiado fortemente

pela referéncia (NEHARI, [1952)), faremos a construcdo desse mapa conforme.
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Proposicao 4.2.1. A funcdo complexa g(z) = sen(z), mapeia o retangulo —5 < Re(z) < §,

0 < Im(z) < c sobre a metade superior da Elipse E'.

Figura 16 — Mapeamento da funcdo sen(z)

Im(z)

: glz)= sen(2)

/—area
A
e of T Rel) coshic) 1 0 1 cosh(c)

ra|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demonstracdo. Cada ponto da imagem da funcdo pode ser escrito como

u+iv=g(z) = sen(z) cosh(y) +icos(x) senh(y), onde z =x +iy. (4.3)
Com isso, temos

u? v?

cosh?(y) i senh?(y)

Ou seja, as partes real e imaginaria dos elementos da imagem da funcdo g(z) = sen(z)

= sen’(x) + cos®(z) = 1. (4.4)

satisfazem a equacdo da elipse centrada na origem de semi eixos a = cosh(y) e b = senh(y).
Fazendo y = ¢, a equagdo (4.4) nos mostra que a reta y = ¢ é transformada numa elipse
de semi eixos a = cosh(c) e b = senh(c) .

Uma vez que

cosh?(y) — senh?(y) = cos®(iy) + sen®(iy) = 1,

segue que os focos da elipse estdo em +1.
A elipse E! é percorrida infinitas vezes quando z percorre toda a reta y = ¢, pois, a

mesma é dada pela representacdo paramétrica u = sen(x) cosh(c), v = cos(x) senh(c) (que
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sdo fungdes periddicas de periodo 27). Assim, qualquer segmento de comprimento 2 7 na reta
y = c corresponde ao perimetro completo de E'.

Através de (4.3), mostra-se que a reta y = 0 via a fun¢do g(z) = sen(z), é transformada
no segmento de reta que liga —1 a 1.

. . T .
Se considerarmos a semirreta z = 5 +1y; y > 0, temos

sen (g + iy) = cos(iy) = cosh(y) > 1.

. ™ .
E para a reta semirreta z = D) +1y; y > 0, tem-se

sen (—g +z'y> = —cosh(y) < —1.

Uma vez que w = g(z) = sen(z) é continua, temos que a imagem do conjunto convexo
dada pela semi-faixa —3 < Re(z) < 5, Im(z) > 0 é um conjunto convexo cuja fronteira é o
eixo real Re(w).

s

Como a orientacdo é positiva, segue que a imagem da semi-faixa —5 < Re(z) <

s
2

Im(z) > 0 é o semiplano superior Im(w) > 0, e disto concluimos a demonstracgo. O

Queremos determinar explicitamente o mapa conforme f : E! — D', Da proposicio 4.2.1,
tem-se que o mapa w := f o sen mapeia o retdngulo —% < Re(z) < 5, 0 < Im(z) < c no
semicirculo unitario ||wl|| < 1.

Com isso, temos a seguinte afirmac3o:

Proposicao 4.2.2. O mapa w; = f1(w) = transforma o semicirculo unitario

2w
14 w?
llw|| <1, Im(w) > 0, no semiplano superior Im(w;) > 0.
Demonstracdo. O mapa f; é injetivo. De fato, sejam w; e w, elementos tais que ||w;|| < 1

e [|lws]| < 1, com I'm(wy), Im(wy) > 0. Temos que

21111 o 211)2
1+w?  1+ws
= 2w (l—l—wg) = 2w, (l—i—wf)

fi(wy) = fi(wy) =

- (U)l — U)Q) = W29 U}1<U}1 — wg)
1

- Wi = wf (Se w1 — Wsa % 0) (45)
2

Mas, (4.5) é um absurdo, pois w; e wy sdo tais que Im(w;),Im(wy) > 0. Portanto,

devemos ter w; = ws.
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Assim, temos que f; é bijetiva sobre a sua imagem. Logo, devemos mostrar que a imagem
de f; é de fato o semiplano superior.
Mostremos inicialmente que f; mapeia a fronteira do semicirculo superior ||w;|| < 1 na

unido (—oo,1) U (1,00) do w;-plano.
Figura 17 — Fonte: Mapemamento do mapa w;

w1

/‘N

T
1 7Yy 0 1 -1 0 1
Fonte: Elaborada pelo autor.
Para w = u +iv € 7, temos ||[w|| = 1, ou seja, u? + v? = 1 (isto é equivalente a

1 —u? —v*=0). Assim, sendo w = u + i v, tal que ||w|| < 1 e v > 0; temos

2u+2u® + 2uv? 1
Re(w,) = (14 u?—0v?)2 +4u?0v? —u

2v(1 —v? — u?)
]m(wl) = (14 u? —v2)2 +4u0? =0

Logo, fi mapeia 7, nas semirretas (—oo, 1) U (1,00). Temos que a restricdo de f1 a v, é

a funcdo real

2z

9(x) = m7

Pode-se ver que g; é continua e crescente em ~9; € 2 é conexo, disto segue que g;(72)

xre[-1,1].

é conexo no eixo real, e o maior e o menor valor assumido por g; em Y2 é g1(1) = 1 e
g1(—1) = —1 respectivamente. Portanto, g1(72) = [—1, 1].

Com isso, provamos que
= f1 é bijetiva sobre sua imagem. (1)

= f; mapeia a fronteira de ||w|| < 1 em (—o0,1) U (1,00). (II)
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= A imagem de Re(w;) por f; é a fronteira da imagem do semicirculo superior por fi.

(11

Note que, se ||w|| < 1, entdo 1 — u? —v? > 0, logo, Im(fi;(w)) > 0, em outras palavras,
tinhamos a principio que a imagem do semicirculo superior por f; é um subconjunto do

semiplano superior. Portanto, desse Gltimo fato e de (1), (II) e (lll), segue o resultado. O

Das proposicdes (4.2.1) e (4.2.2), temos o corolario:

2
Corolario 4.2.1. Seja g(¢) = 1+f;§(€;(7f<)2)), onde f : E' — D' entdo, g mapeia o

retangulo —75 < Re(() < 5, 0 < Im(C) < c sobre o semiplano superior.

Proposicdo 4.2.3. Sejam as fun¢ées f : E' — D! e g como no coroldrio anterior. Se f(1) = a
m 2« T 2«

e”t""’g(z) :Hoﬂ"q(_2) :‘Haz'g(g“c) =1 eg(‘ﬁ*”) = —1, onde
O<a<lec>0.

Demonstracdo. Para demonstrar a proposicdo, iremos demonstrar o seguinte fato:

FATO: Se f(1) = a entdo f(—1) = —a.

O teorema de Osgood-Caratheodory afirma que qualquer mapa conforme do disco unita-
rio D! para algum dominio delimitado por uma curva de Jordan no plano complexo, se estende
de forma continua para um homeomorfismo da fronteira de D' para a curva de Jordan. Com
isso, temos que f admite uma extens3o continua e bijetiva entre a metade superior de E! e a
parte superior de ID'. Uma vez que f ja era bijetiva entre os interiores da semielipse e semi-
circulo, a extens3o f mapeia a fronteira de E! na fronteira de D! de forma bijetiva. Olhando
para E!, ainda vale o Teorema de Osgood-Caratheodory.

Assim, podemos supor que a imagem da fronteira superior de E' é mandada na parte
superior da fronteira de D' de forma bijetiva, caso contrario, basta compor com uma rotac3o.

Denotemos por A; a parte superior de E! e por B; a parte superior de D!. Sendo assim,
sejam v; = A; U [— cosh(c), cosh(c)] e 7 = A; U[—1,1]. Uma vez que [— cosh(c), cosh(c)]
esta no interior de E!, segue que [— cosh(c), cosh(c)] € mapeado por f em [—1, 1] de maneira
bijetiva.

Note que, como 0 € [— cosh(c),cosh(c)], f/(0) > 0 e juntamente do fato de f ser um
mapa conforme, segue f'(x) > 0,Vz € [— cosh(c), cosh(c)]. Logo, f é crescente no intervalo
[— cosh(c), cosh(c)]; uma vez que f mapeia bijetivamente [— cosh(c),cosh(c)] em [—1,1],

segue que f(cosh(c)) =1e f(—cosh(c)) = —1.
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Analogamente, se restringirmos o intervalo [— cosh(c), cosh(c)] para o intervalo [—1,1], a
imagem se restringe a um intervalo [—a, @], onde 0 < a < 1 (pois f € bijetiva). Utilizando o
mesmo argumento, conclui-se que f(—1) = «, demonstrando assim o fato.

Aplicando a funcdo g nos valores especificados na proposicao, através do fato demonstrado,

concluimos a demonstracao da proposicao. O]

Definicdo 4.2.1. A funcio eliptica de Jacobi w = sn(z) é uma funcdo analitica tal que
sn'(0) = 1 e que mapeia o interior retingulo 34-a) sobre o semiplano superior 34-b) (da figura
abaixo), tal que sn (—K+z’[~() = —]1, sn (K—H’f() = —,sn(—K) = -1 esn(K) =1,
onde K e K > 0.

1
k’ 7

Figura 18 — Funcao eliptica de Jacobi sn

w=8n 2

Fic. 34.

Fonte: (NEHARI, [1952).

Definicdo 4.2.2. Dizemos que o pardmetro k é o médulo da funcio eliptica sn(z;q), onde

8
14 ¢
=164¢
H <1+ q2n 1) ’
com 0 < g < 1 (ver referéncia (NEHARI, |1952)).

2 f(sen(C))
1+ f2(sen(C))

90 = s (25 ),

Proposicao 4.2.4. Seja g(¢) = , vale a seguinte igualdade

onde as constantes K e K associadas a funcdo sn, satisfazem m K = 2cK, comc¢ > 0 e

O<a<l.
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Demonstracdo. Para demonstrar esta proposicdo, iremos demonstrar algumas afirmacoes.

2 f(sen(C))

Afirmacdo 1: A funcdo ¢g(¢) = é bijetiva.

1+ f2(sen(())

De fato, da proposicdo (4.2.2) temos que a funcdo w;(w) =

wo, L .
—— € bijetiva e mapeia
1+ w?

. 1 . . Ve . ~
a parte superior de D' no semiplano superior. Temos também pelo teorema da aplicacdo de

Riemann que f : E! — D! é bijetiva. Com isso, resta mostrar que f1(¢) = sen({) é bijetiva.

Temos que
. fi [—;T, ;T] — [—1,1] é uma bijec3o.

. . ™ . ™ . .
= f1 restrita ao segmento de extremidades 3 +ice 5 + ¢c que tem como imagem
a semielipse que vai de — cosh(c) a cosh(c) também é uma bijecdo de acordo com a

proposicdo (4.2.1).

Agora vamos mostrar que f; restrita ao segmento de extremidades g e g + 7 ¢ que tem
como imagem o intervalo [1, cosh(c)] é uma bijegdo. O mesmo argumento serd utilizado para
mostrar que f; restrita ao segmento de extremidades —g e g + 7 c que tem como imagem o
intervalo [— cosh(c), —1] também é uma bijec3o.

Lembremos que sen (;T + zy) = cosh(y), para 0 <y < c¢. Uma vez que h(y) = cosh(y)
é crescente para y > 0, segue que h é injetiva. Além disso, para 0 < y < ¢ tem-se 1 <
cosh(y) < cosh(c), logo, h : [0,c] — [1, cosh(c)] é bijetiva.

Sabemos que f1(¢) = sen(() na faixa infinita —7 < Re(() < § € injetiva, em particular,
f1 € injetiva no retangulo —5 < Re(¢) < 5, 0 < Im(¢) < c. Utilizando a continuidade de

f1, segue a sobrejetividade. Portanto, f; é bijetivo. Com isso, concluimos a demonstracao da

afirmacao 1.
Afirmacdo 2: A funcdo g(¢) = 2 f(sen()) é um mapa conforme.
1+ f2(sen(C))
De fato, as funcdes fi(z) = sen(z) e f : E! — D! sdo mapas conformes (o dltimo, pelo
teorema da aplicacdo de Riemann). Assim, resta mostrar que a funcdo wi(w) = 1 j—u:u? é

também um mapa conforme. Temos como derivada para a funcao w;, a expressao

2(1 — w?)

Disto, segue que w; é conforme no interior de D!,

(w1) =

. o . 2a 2K _ .
Afirmacao 3: A funcdo sn( -C), com 0 < a < 1; mapeia o retangulo
1+ a? T

—5 < Re(() < 5,0 < Im(¢) < c sobre o semiplano superior.
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De fato, de acordo com a figura 9, percebemos que para a func¢do h;(¢) = sn < . Q), o
T
retangulo —K < Re(¢) < K, 0 < Im(¢) < K n3o é suficiente para ser mapeado no semiplano

superior. Sendo assim, considere entdo o retangulo —7 < Re(() < 7, 0 < Im(¢) < ¢, tem-se
L . 1
-5 +ZC)> =sn(—K+iK) = %

~ 1
sn(K +iK) = T

B}
_|_
~
o
——
N——
I

2K
Logo, hi(¢) = sn (() mapeia o retangulo —5 < Re(¢) < 5, 0 < Im(¢) < ¢,
T
sobre o semiplano superior. Para concluirmos a demonstracdao da afirmacdo 3, precisamos

demonstrar a seguinte afirmacao

2
Afirmacao 4: Se o € (0,1) entdo 1+aa2 € (0,1).

De fato, como

0<(l-a)y’=1+a*-2aq,

tem-se

200 < 1+ a2

O que nos da (uma vez que a > 0)

2x

0< < 1.
1+ a?
Com isso, podemos fazer k = 7(1, e com isso obter
1+ a?

2a 2K . 2a L~ 2a 1
e (T (5 10) = ek iR = 75 ()

200 1+a?
— = _1

14+ a2 2x
2x 2 . Q L~ 2x 1
14_042sn( - <2+Zc)> . Oézsn(K%—zK):l_i_oﬂ-%
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20 2K . 20 20
'1+a28n( <2)>:1+a2sn(K):1+a2

20 2K . 2 20
) 1+a2sn( T (—2>>:1+&28n(—[():—1+a2.

Portanto, estd demonstrada a afirmacao 3.

Veja que, hy é bijetiva e conforme. Também, perceba que

. 7 (0) = 1+a25n(2K 0) = 2 () =0 ()

2 f(sen(0)) _ 2f(0)

IO =T pGen(0) ~ 1 20 0

De (1) e (Il), tem-se h1(0) = ¢g(0). Também, temos que

Ry (0) = —— sn'(0)- = : >0

= arg (h}(0)) =0.

Por outro lado,

SO — Hfg()) .

— arg(4'(0)) =

Observacao: Quando escrevemos ¢g(0) = 0 ou que ¢'(0) > 0, estamos nos referindo a
restricio da funcdo g (consequentemente da sua derivada ¢') ao eixo real, obtendo assim, uma
funcao real.

Portando, utilizando esses fatos, juntamente com o teorema da aplicacdo de Riemann,

segue a demonstracdo da proposicido (4.2.4). O

Para demonstrar as proposicoes a seguir. iremos recorrer frequentemente a figura abaixo



60

Figura 19 — Func3o sn

2iK’
2z
L // % L :7-71;7 -1, by 12 %7___
-K 0 K Z 7
I
(a) ’ (b)

Fia. 36.
Fonte: (NEHARI, [1952).
Proposicao 4.2.5. Sejam 5 >0 e« € (0,1), temos a igualdade

2 femang)
ko 52 +sn?(az;q?)

sn(z;q) =

Demonstracdo. A funcdo sn (a z;¢*) mapeia o retingulo 19-a) sobre o semiplano superior
(ver referéncia (NEHARI, 1952)).

Agora, precisaremos demonstrar a seguinte afirmacao
2 B w;
ko 5%+ wi

Afirmacao: A funcdo w(w,) = com (8 > 0, mapeia o semiplano superior
Im(wy) > 0 sobre 19-b).

Com efeito, em (NEHARI, 1952),

2 S wy
ko 24w

w (52—1—10%):2-611]1
2

w B +ww? = Bwy

w(wy) =

kwpB®+kwwi=2Bw

Ewp?+kww? —2Bw, =0

el

kwwpB*+kwww? —2Bw w = 0.

O que nos da

wy = k||6w||2 : (w+ V% — k2Hw|\4> : (4.6)
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Veja que o ndmero complexo z = w? — k?||w||* tem duas raizes quadradas, a saber, z e
—z. A fim de que w; esteja de fato em I'm(w;) > 0, devemos escolher a raiz que possui parte
imaginaria positiva. Isto é equivalente a escolher a raiz que tenha o argumento 6 no intervalo
(0, 7).

Note que a funcdo G(z) = \/z estd definida para nimeros complexos cujo argumento
varia no intervalo (0,2 ), ou seja o dominio de G(z) = /z é o conjunto C — {z € C;z €
Re(z) e z < 0}. Vejamos a condicdo para o que estd dentro da raiz em (4.6) seja um niimero
real positivo.

Primeiramente, w deve ser real, logo, w = w. Assim,

w0 — K ||w||* >0 = w?—kw!>0

= w? > kuw!
— kuw? <1
9 1
= |w| <ﬁ
= | \<1
w JR—
k
— 1< <1
R — w JR—
k k

Portanto, segue que o dominio de z = \/w? — k2||w||* é a figura 19-b). Logo, a fim de que
a imagem de w; seja o semiplano superior, o dominio de w; deve ser a figura 36-b). Uma vez
que w; é a funcdo inversa da funcdo w dada na afirmacao, segue a demonstracdo da mesma.

Perceba que da ultima afirmacdo, temos que w é sobrejetiva e mapeia o semiplano superior
em 19-b). Sem muitas dificuldades, pode-se mostrar que w é injetiva, nos dando o fato de
que w na verdade é uma bijecdo do semiplano superior na figura 19-b).

Da dltima afirmac3o, segue que a funcdo g(z) = 2. fsn(azig’) mapeia o retangulo

k (%2 +sn?(az;q?)

19-a) na figura 19-b). Vimos anteriormente que a funcdo sn(z; ¢) faz o mesmo mapeamento.

Para concluirmos a demonstracao desta proposicao, iremos utilizar o seguinte teorema
de varidveis complexas, o qual n3o iremos demonstrar ( para maiores detalhes ver referéncia

(NEHARI, 1952))).

Teorema 4.2.1. Sejam f e g duas fungdes analiticas em um dominio simplesmente conexo;

se tais funcdes coincidem em trés pontos da fronteira desse dominio, entdo f = g.

Iremos utilizar o teorema (4.2.1) para as funcdes g e sn. Uma vez que por definicdo

sn(0) = 0, tem-se
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2 Bsn(0;¢°) 2

g(0) = [ 0. 7 0 = sn(0) = ¢(0).
Seja (3 tal que 1 3‘652 =k, entdo
(1K) = 2 Bsn(+akK;q¢?) ::I:%- g —y

k B2+sn2(j:04Kq) k 1+ 32
Ja tinhamos também que sn(+K; q) = +1. Portanto, segue da afirmacdo juntamente com

o teorema (4.2.1) a demonstracdo para a proposicdo (4.2.5). O

Proposicado 4.2.6. Seja k(q) o médulo da funcéo eliptica sn(z; q), entdo

v = 2R _ [+ K@) s (0 55 )

1+ k(q #4) = 14+ k(¢?) (az;¢?)

1
1+ k(¢?)

onde o =

Demonstracdo. De fato,
sn (a <K+2f(i) ;q2> = k(iﬂ) e sn (K—i-Qf(i; q) =sn(K;q) = 1.

Para a primeira parte, iremos utilizar a proposicdo (4.2.5). e obter

2 Bsn(az;q¢?)
k %+ sn? (az;¢?)

2 B sn(az;q?)
sn(z;q) B2 +sn?(aziq?)

sn(z;q)

— k(g =

Em particular,

k) ) sn (a (K—|—2f(i) ;q2)
q — — . . —
n((K+2Ki;q) (2 + sn? (a (K—l—ZKz’) ;q2)
1
o)
B2+ i
_ 2Pk(¢%)
L+ 32k*(q%)
28
Lembremos que por um lado, temos k = T por outro lado,
2 Bk(q?)

K(q) = (4.7)

14 32k2(¢%)
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Logo,

28 2PBk(¢®)
L+ 5% 1432k (¢?)
De (4.7), segue que 2 8 = 2 B k(q?) ou B (Bk(q*)) = 1, ou seja, B k(q?) = S ou B2 k(q*) =
1. Mas, a primeira possibilidade é impossivel, pois k(¢?) € (0,1). Portanto, resta apenas a

solucio 32 k(¢®) = 1. Nos dando,

1
g = : (4.8)
k(q®)
- « 2
Substituindo /3 encontrado em (4.8) na expressédo k = T obtemos
2
ke?) 2 kg®)  2yk(¢?)

H= R G)

N
=
Q
[V}
N
~__—
)

1+

Para demonstrar a segunda parte, novamente iremos utilizar a proposi¢do (4.2.5). Assim,

Bsn(az;q?)
24+ sn? (a z;¢?)

(o) = 1o

1+k(q*) sn(azq’) k(q®)

o
— onde o € (O, 1), para ¢ = e~2¢ com ¢ > 0; temos

Uma ve ek =
vez qu o

2a
—2c\ __
k(e )_1+a2. (4.9)
Segue da proposicdo (4.2.6) e da equacdo (4.9) que @ = /k(q?). Uma vez que ¢ = e %¢

tem-se ¢> = e7*¢, logo, a = \/k (e~4¢).
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Proposicdo 4.2.7. Dado o mapa conforme f : E! — D!, tem-se a igualdade

f (sen(C€)) = \/k(e=*¢) sn (2;(§ e > , K=K <6_4C).

Demonstracdo. Das Ultimas proposicoes, temos

1 2 (sen(0)) [1+k(¢*)] sn <04 — G q2>
k’(Q) 1+ f? (sen(()) B 1+ k(¢?) sn2 <a G q2>

2 f (sen(Q))
Kq) 1+ (Sen(C))

1+ k()] (a G

= (4.10)
1+k(q2)sn2< ¢ q)
2K 1
Note que, se f (sen(()) = /k (e=4¢) sn(a (q),comK K (et = = - K,
o}

entao

2f(sen(C))  _
k(q) <2k4)>)

—

De (4.10) e (4.11) , tem-se

P Gen(@) = 1k et (T2 )

2K 1
k(e=4¢) sn (a ¢; e4c> , onde K = K (e’”‘C) =— K
T a

= f(sen(()) =

—  f(sen(Q)) = \/k (e~*¢) sn (2;( ¢ 6_46) .

Com isto, concluimos a demonstracao desta proposicao. O

Lembrando que os semieixos da fronteira de B! sdo a = cosh(c) e b = senh(c), com

¢ > 0. Fazendo z = sen(() e utilizando a proposicdo (4.2.7), obtemos o mapa conforme que

estdvamos buscando no decorrer desta secao, que é dado por

™

f(z) =+/k(p) sn (QK arcsen(z);p> , onde p = e *°. (4.12)
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Temos ainda que os focos da fronteira de E! correspondem aos pontos

w=f(=1) = £/k(p).

4.3 O CASO ELIPTICO

Na sec3o anterior, vimos que o mapa conforme de E! em D' é dado pela funcio eliptica

2K — b\’
f(w) =+/k(p) sn < arcsen(w); p) , onde p= (a - b) , a = cosh(c),b = senh(c),c > 0,
7r a
(4.13)
onde w =u+1iv .

Lembremos que a fronteira de E! possui a seguinte equacio

1.2 y2

+
cosh?*(c)  senh?(c)

Nesse caso, nao teremos uma circunferéncia como um membro da familia de elipses dada

=1, ec>0.

na ultima equacao.
Consequentemente, através do teorema 2.21, temos o Hamiltoniano que descreve a dina-
mica de vértices em E!, onde f é dado em (4.5), cujas equacdes de movimento s3o dadas

por

com w; = U +wj.

Para o caso de dois vértices, as equacoes de movimento sdo dadas por

Tvwy 0 flwn) flwn) " (wn) f'(wn) + fwn) <

f(wr) — f(ws) )

2 L= Ifwol? 27 )P TFwn) = Fn)?
/ w w 1- mf<w2)
) flwn) <|!1—f(w1)f(wz)|!2>’ (414
'y wy _ [ (wa) f(ws) B [ (w2) f'(ws) — f(ws) ( flw:) — f(ws) )
2 T I fwl? 217 )l TFwn) = Flun)]?
) Fleo 1 — f(w,) f(wn)
ARG <||1—f<w1>f<w2>||2>‘ (+19)
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Para obtermos o resultado numérico, precisamos escrever o Hamiltoniano em coordenadas
reais, assim como as respectivas equacdes de movimento para dois vortices. Antes disso,
precisamos de maneira explicita, das derivadas de primeira e segunda ordem do mapa conforme

dado em (4.5), as quais sdo dadas respectivamente por

f(w) = (i[\jli\/—;) ( arcsen(w); > dn (2;( arcsen(w);p>

, (p) w
Py - (QK Wk p ) ( SR cn (2;{ arcsen(w);p) dn (2;{ arcsen(w);p))

(4K2 k(p)) . <27§( arcsen(w>§P> (dn <2K arcsen(w); p))

1 —w? T

) (4K2 Qk‘(p)) sn (2;( arcsen(w);P> (kz(p) cn? (2K arcsen(w)Sﬂ)) :

1 —w? T

Uma vez que apresentadas tais derivadas do mapa conforme f dado em (4.5), sejam

= Re(f{uy)) 35 = I () € 522 = Re(f(wy), 52 = I (7'(uy) j = 1.2.0

Hamiltoniano que governa a dindmica de dois vértices em E! em coordenadas reais é dado

por

1 ox1\” dy ?
— __— 12 e 3 vIr 2 22
H = P I'7 log ¢<3U1> +<8u1> ) I log(l x] yl)
1 2 0y ? 0Ya ’ 2
- I I'; log \J (81@) + (3102 — I log (1 — x5 — y2)
1
- E [Fl I’y log ((xl - 352)2 + (yl - 92)2)]
1
~ 1 [Fl I’y log ((1 — 2120 — Y1 Y2)? + (T1 92 — 12 y1)2)} ) (4.16)

Nas equacdes de movimento, sao usadas as equacoes de Cauchy-Riemann para as seguintes

derivadas parciais

87’&]_87’(}] 3u§ _ijauj .
dr;  dy; e 0% x; B 0%y, ondej =1, 2.
ij N _Tuj dv; Ouj N _8ujz

Com isso, temos as equacdes de movimento
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(01

Uy

U2

1

+
i (om)*, (om)’
8u1 8u1

I, oxy Py Oy 0*xy
e ox,\’ Oy \” <_8u1 S oul +3u1‘ 8u%>
[ 2Ty Oy 0x,
2 dn 0xy
_(:C1 — 362)2 + (y1 —y2)2 <—(:E1 a 332) . 877«01 * (yl B yz) (91“)]
i 2(1—$1$2—ylyz) (x %—yz-aIlﬂ
(1= 2129 — y192)? + (2192 — Y172) duy Ouy

| 2 (21Y2 — y122) ( y 0y . 3%)]
iy - 2y ’
(1 — 2122 — y192)? + (21y2 — y122)? O uy Oy

Iy dwxy Pz Oy Py
) Ou; Ou?  Ou; 0u?

o 2h (,0m On
|1 —af—y2 Yo h 0y

: (( ).

T — T
(21— 22)2 + (y1 — 12)? ! ?
[ 2 (1 — 1% — yl?JQ

- ) ggi)]

2 ($1y2 - 91332

1

[y
47 (ax2>2+<ay2>2<au2 oud  Ouy 0ul3
0y
O uy

(1 — 2120 — y192)% + (1Y — y122)?

8

( Gu )
(1= 2129 — 4192)? + (21Y2 — Y122)? e — v Ouy
- ( 5

wl_x Lon
2 aul )

81:2.82(1;2 (9y2'82x2>

duz)  \Ous

[ 2T,
— |
11— a3 —y3 2

6332)
2

:(;m — 29)? 4 (y1 — y2)? <(:p1 — )

0 Yo
Oy
2(1 — 129 — y1Y2) ( Yo 8@)]

(1= 2129 — y192)? + (212 — Y172)? duy 0 uy
2 (z1y2 — y1$2 81’2 ayz)]
(1= 2129 — 1192)? + (212 — Y172)? au2 dus )|’
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g — + 1 I, (8m2.82x2+8yg '82y2>
47 | (92> Oyp\° \Ouz Ou3  Oduy Ouj
1 21, 0 s 0o
T in |[T-3 -3 (“'auzwz'auzﬂ
I 2 0 o 0o
+ i | (@ — 22 + (1 — )2 (‘(1’1—%2)'%—(91—3/2)'%)]
Iy [ 2(1 — 2120 — 132) (_ Omy 591/2)]
dr | (1= 21w — y132)? + (2132 — Y172)? o 0 uy o 0 uy
Iy [ 2 (z1y2 — y172) ( Oyp M)}
4 | (1= 21m9 — y13)? + (2132 — Y172)? “ 0 ugy o duy ) |

Para o caso eliptico, também utilizamos o método de Runge-Kutta para simular as tra-
jetérias de dois vortices em E! por um tempo suficiente grande, a fim de obter a maior
consisténcia possivel para o resultado. Estaremos considerando o caso em que o parametro ¢
dado na equacdo (4.13) é ¢ = 2.9932 e com isso, temos como excentricidade da elipse e = 0.1,
ou seja, iremos estudar a dinamica de vértices num interior de uma elipse que é muito préxima

de D'. Na figura a seguir, temos as trajetérias de dois vértices com duas condicdes iniciais

Figura 20 — Dois casos de trajetérias de dois vértices em [E!.

-4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4
(a) Trajetéria de dois vértices no tempo ¢ = 800 e (b) Trajetéria de dois vértices no tempo ¢ = 800
com condic¢do inicial u1(0) = 1, v1(0) = 2, u2(0) = e com condi¢do inicial u1(0) = 0.3, v1(0) = 1.2,
2 e v5(0) = 2. u2(0) = 2.4 € v5(0) = 0.9.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como ja mencionado no inicio desta secdo, os resultados obtidos para o caso eliptico,

foram considerando a fronteira de E' com excentricidade muito pequena, o que significa
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termos E! muito “préximo” de D!, e com isso, considerando as trajetérias de dois vértices
em [E! no sentido da conjectura de Kimura, apontamos quais comportamentos das trajetérias
s3o preservados quando passamos de D! para E' (com excentricidade muito pequena) e quais
comportamentos ndo sao preservados.

Lembrando que a fronteira de [E! ¢ a elipse centrada na origem cujos focos est3o situados
em +1, semieixo maior a = cosh(c) e semieixo menor b = senh(c). Estaremos considerando
¢ = 2.9932, o que nos da como valores para os semieixos a = 9.9998, b = 9.9496 e como
excentricidade da fronteira de E!, o valor e = 0.1.

A primeira andlise feita apds varias simulacdes, é que sob as hipdteses da conjectura de
Kimura, as trajetérias de dois vértices em E' ndo se comportam como esperado por um longo
tempo, no sentido das trajetérias n3o serem retas. S3o apresentadas nas figuras abaixo, dois
casos em que isso acontece, na figura a), consideramos dois vértices dipolos com condicdes
iniciais u1(0) = 0.5, v1(0) = 8.0, u2(0) = 0.5 e v2(0) = 8.1 no periodo de tempo ¢ = 3.
Na figura b), obtemos o mesmo resultado para dois vértices dipolos com condicdes iniciais

u1(0) = 8.0, v1(0) = —4.1, uy(0) = 8.03 e v2(0) = —4.2 no periodo de tempo ¢ = 5.

Figura 21 — Trajetérias de dois vortices dipolos

10

8r e 8 -

°f / 6 4 p ‘\\

ar 7 4 S \\

i 2)f '

0'11‘ 1 oﬁll !

4T \ 4 /

6r \ y / 6 V4 /

8 A 8 g
-10 5 - - : . : + : . 10 L L L ° . ;i I I I

. & £ 4 2 0 2 4 & 8 W 0 8 € 4 2 0 2 4 6 8 10
(a) Trajetéria de dois vértices dipolos em E! com (b) Trajetéria de dois vértices dipolos em E! com
tempo t = 3 e com condic3o inicial u;(0) = 0.5, tempo t = 5 e com condic3o inicial u;(0) = 8.0,
1(0) = 8.0, u2(0) = 0.5 e v5(0) = 8.1. v1(0) = —4.1, u3(0) = 8.03 e v5(0) = —4.2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sabemos que o sistema Hamiltoniano que nos fornece a dindmica de dois vértices em
D! é completamente integravel, no inicio do capitulo 2, é apresentada a segunda integral
primeira para o sistema. Uma vez que para o caso eliptico, estamos com uma excentricidade

muito pequena, era esperado que as trajetérias para dois vértices em !, representassem
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solucdes advindas de um sistema Hamiltoniano completamente integravel, mas as simulacdes
numéricas nos mostraram o contrario.

Nas simulacdes, usamos o critério do erro relativo, para se ter uma boa qualidade e dados
consistentes para os resultados, o que acaba influenciando muitas vezes no tempo do integrador
numérico para as trajetérias. Percebemos na maioria das vezes, que ao simularmos as trajetérias
de dois vértices em E! cujas condicdes iniciais est3o longe dos focos (isso se faz necessério pois
os focos representam singularidades para as funcdes f’ e f”, onde tais funcées sio utilizadas na
construcdo das equa¢des de movimento para este caso), as trajetdrias inicialmente comportam-

se como solucdes de um sistema integravel.

Figura 22 — Comportamento das trajetérias de vértices dipolos em E!.

(a) Trajetéria de dois vértices dipolos em E! com (b) Trajetéria de dois vértices dipolos em E! com
tempo t = 500 e com condi¢3o inicial u;(0) = 0.5, tempo t = 800 e com condic3o inicial u1(0) = 8.0,
1(0) = 8.0, u2(0) = 0.5 e v5(0) = 8.1. 01(0) = —4.1, u(0) = 8.03 e v2(0) = —4.2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para uma investigacdo mais a fundo sobre o comportamento de tais trajetdrias (no sentido
de integrabilidade ou caos), utilizamos um método numérico bastante conhecido, dado através
da secao de Poincaré. O qual consiste em analisar se a trajetéria é regular ao interceptar a
secao em infinitos pontos, isso se da quando a trajetéria forma uma curva fechada na secdo,
nesse caso temos a integrabilidade, caso contrario, temos um sistema caético. Mostraremos

agora, as secbes de Poincaré, para as trajetérias dadas na figura 22.
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Figura 23 — SecBes de Poincaré

T

e e e F Ry

At &
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e L T 2
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15 : : : : : : : -4 . . : . : : ;
-8 6 -4 2 0 2 4 6 8 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
(a) Secdo de Poincaré para 22-a) com 1000 pontos (b) Sec3o de Poincaré para 22-b) com 500 pontos
e energia Fy = —36.65346 e energia Ey = —35.9875

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura 23-a), percebemos indicios de caoticidade nos intervalos (aproximadamente)
I, = (=5.6,—1) e I = (1.4,6.2). J& na figura 23-b), de forma bem sutil, percebemos indicios
de caos no intervalo I3 = (—1,0).

Dados os vértices w; = u; + v1 € wy = Uy + v em E! as secées de Poincaré, foram
calculadas da seguinte maneira:

Fixada a secdo fazendo v; = 0, e dada a energia

Eo = H(u1,0,us,v9) parausy e vy dados, (4.17)

encontramos u; que satisfaz a equacdo (4.17), isto é, determinar uma raiz para a func3o real

F(uy) :== H(uy,0,uy,v2) — EO, (4.18)

com Uy € vy inicialmente dados.

Uma vez que a funcdo F' dada em (4.18) é uma funcdo real e diferenciavel, aplicamos o
método de Newton-Raphson para encontrar a raiz, apds isso calculamos os pontos onde a
trajetéria fura a secdo partindo do ponto (ug, 0, us, vs).

Com isso, temos que na figura 23-a) foram dados u5(0) = 0.5, v5(0) = 8.1 e energia
FEy = —36.65346, e aplicando o método de Newton-Raphson, determinamos a raiz da funcao
dada em (4.10), e assim determinamos a secdo de Poincaré associada a tal energia, o mesmo foi

feito para termos a figura 23-b), onde u5(0) = 8.03, v5(0) = —4.2 e energia Ey = —35.9875.



72

No caso do bilhar circular, as trajetérias de dois vértices em D! no sentido da conjectura de
Kimura, respeitam uma cdustica circular (ver figura 11), o que n&o acontece ao considerar as
trajetérias de dois vértices em E! (também no sentido da conjectura), nesse caso as trajetérias
em E! respeitam uma familia de elipses confocais a E!, desde que as trajetérias tenham
condicdes iniciais longe dos focos. Vejamos algumas das varias simulacdes feitas que reforcam

esse fato.

Figura 24 — Trajetérias de dois vértices em E! respeitando uma familia de elipses confocais a E'.

(a) Trajetérias de dois vértices em E! com condi- (b) Trajetérias de dois vértices em E! com condi-
¢es iniciais u1(0) = 0.45, v1(0) = 8.0, u2(0) = ¢es iniciais u1(0) = 8.0, v1(0) = —4.1, uz(0) =
0.46 e v2(0) = 8.0 num tempo ¢t = 1500. 8.03 e v2(0) = —4.12 num tempo ¢t = 800.

(c) Trajetérias de dois vértices em E! com condi-
¢bes iniciais u1(0) = —4.0, v1(0) = 0.51, u2(0) =
—4.1 e v2(0) = 0.51 num tempo ¢ = 800.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados para o comportamento das trajetérias foram:
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= Na figura 24-a), consideramos duas trajetérias em E! com condices iniciais u;(0) =
0.45, v1(0) = 8.0, u2(0) = 0.46 e v2(0) = 8.0 num tempo ¢ = 1500. Podemos perceber
que as trajetdrias respeitam uma familia de elipses confocais a E!, e foi verificado
numericamente que a familia de elipses é dada para ¢ < 1.9, ainda para este caso temos
que as distancias de w;(0) = uy(0) + iv1(0) aos focos F} = (—1,0) e F, = (1,0)
sdo dadas respectivamente por d; = 8.13 e dy = 8.01; e as distincias de ws(0) =
u2(0) 4 iv2(0) aos focos F; = (—1,0) e F» = (1,0) sdo dadas de maneira respectiva

por d3 = 8.23 e dy = 8.11 reforcando a afirmacdo feita no paragrafo anterior.

= Ja na figura 24-b), considera-se duas trajetérias em E!' com condicdes iniciais u;(0) =
8.0, v1(0) = —4.1, uz(0) = 8.03 e v3(0) = —4.12 num tempo ¢t = 800. Percebe-
se que as trajetérias respeitam uma familia de elipses confocais a E!, e foi verificado
numericamente que a familia de elipses é dada para ¢ < 2.0, ainda para este caso temos
que as distancias de wy(0) = uy(0) + iv1(0) aos focos F} = (—1,0) e F, = (1,0)
sdo dadas respectivamente por d; = 9.88 e dy = 8.11; e as distancias de ws(0) =
u2(0) + i v9(0) aos focos F} = (—1,0) e F;, = (1,0) sdo dadas de forma respectiva por
d3 =9.95 e dy = 8.18.

= E por fim, na figura 24-c), considera-se duas trajetérias em E' com condicdes iniciais
u1(0) = —4.0, v1(0) = 0.51, uz(0) = —4.1 e v5(0) = 0.51 num tempo ¢ = 800.
Percebe-se que as trajetdrias respeitam uma familia de elipses confocais a E!, e foi
verificado numericamente que a familia de elipses é dada para ¢ < 2.1, ainda para este
caso temos que as distancias de w;(0) = u;(0) + ¢v1(0) aos focos F; = (—1,0) e
F, = (1,0) sdo dadas respectivamente por d; = 3.04 e dy = 5.02; e as distancias de
wz(0) = uz(0) 4+ 1v2(0) aos focos F; = (—1,0) e F, = (1,0) sdo dadas de forma
respectiva por d3 = 3.14 e dy = 5.12.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta tese de doutorado teve como objetivo apresentar um estudo da dinamica de N—
vortices pontuais em dominios planares com fronteira eliptica, onde como um caso a parte, tem-
se o dominio D!. A fim de cumprir com o objetivo, a mesma, apoiou-se fortemente na teoria
de mapas conformes, a qual fornece o Hamiltoniano que nos permite de uma maneira geral,
realizar o estudo sobre a dindmica de vértices pontuais em dominios fechados e simplesmente
CONEexos.

Apos a construcao do Hamiltoniano, a tese preocupa-se em estudar a estabilidade de um
anel com N — vortices pontuais, onde apds usado a transformacao de coordenadas baseada
em (CABRAL; STEFANELLA, [2003), tivemos que lidar com a matriz Hessiana do Hamiltoniano,
subdividindo em blocos de ordem N — 1, foi possivel realizar um estudo numérico sobre a
estabilidade do anel com N — vértices pontuais.

Um segundo estudo feito, motivado pela conjectura de Kimura, foi o de estudar a dinamica
de N— vortices pontuais na regido interna de uma elipse. S3o destacados os comportamentos
da dindmica que sdo preservados ao sair de D! e ir para um dominio cuja fronteira é uma
elipse muito préxima de ser D!

A maior dificuldade encontrada foi a elaboracdo do integrador para a dindmica de N—
vértices pontuais para o caso eliptico, uma vez que o mapa conforme de E! em D!, assim
como as suas derivadas de primeira e segunda ordem envolvem funcdes elipticas, a saber,
funcoes elipticas de Jacobi. Acredita-se que isso se deu pela qualidade do integrador para
trabalhar com funcdes elipticas, dificultando a realizacdo do estudo sobre alguns aspectos
como integrabilidade ou caos, nos restringindo assim a casos bem especificos. Um outro fator
de dificuldade também se deu pelo fato dos focos da elipse (que estdo situados em +1)
do problema, serem singularidades para as derivadas de primeira e segunda ordem do mapa
conforme E! em D!. Porém, esse integrador foi suficiente para atender ao problema proposto
na tese. Isso nos faz pensar na dificuldade de trabalhar com funcdes elipticas ou problemas que
envolvam essa classe de funcées do ponto de vista numérico. Como projeto futuro, pensamos
em fazer melhorias no integrador para o caso eliptico, a fim de explorar outros aspectos

relacionados a dindmica de /N — vortices pontuais nesse dominio.
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