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RESUMO

Esta dissertacdo tem como propésito fazer uma introducao a Teoria de Causalidade em
geometria Lorentziana, culminando com as demonstracdes de um teorema de S. Hawking so-
bre a existéncia de funcdes tempo em espacos-tempo estavelmente causais e do Teorema de
decomposicdo de Geroch em espacos-tempo globalmente hiperbdlicos. Ao longo do trabalho,
introduziremos conceitos de espacos vetoriais Lorentzianos, como vetores tipo-tempo, causais,
tipo-luz e cones tipo-tempo, resultando em curvas tipo-tempo, causais, tipo-luz e funcdes
tempos em variedades Lorentzianas. Exploraremos como a existéncia de uma métrica Rie-
manniana nos permite construir uma métrica Lorentziana. Além disso, revisaremos conceitos
e definicbes alternativas de cada nivel da escada causal, com énfase em hipdteses minimas.
Examinaremos também propriedades relevantes da escada causal, como conjuntos acronais e
hipersuperficies de Cauchy, mostrando as relacdes entre cada nivel. O objetivo é fornecer uma
compreens3o abrangente e aprofundada desses temas complexos, contribuindo para o avanco

do conhecimento na area de geometria Lorentziana.

Palavras-chaves: espacos vetoriais Lorentzianos; variedades Lorentzianas; causalidade; escada

causal; hipersuperficie de Cauchy; funcdo do tempo.



ABSTRACT

This dissertation aims to provide an introduction to Causality Theory in Lorentzian geom-
etry, culminating in the demonstrations of a theorem by S. Hawking regarding the existence of
time functions in stably causal spacetimes, and the Geroch Decomposition Theorem in globally
hyperbolic spacetimes. Throughout the work, we will introduce concepts of Lorentzian vector
spaces, such as timelike, causal, lightlike vectors, and timelike cones, resulting in timelike,
causal, lightlike curves and time functions in Lorentzian manifolds. We will explore how the
existence of a Riemannian metric allows us to construct a Lorentzian metric. Additionally,
we will review alternative concepts and definitions of each level of the causal ladder, with
an emphasis on minimal assumptions. We will also examine relevant properties of the causal
ladder, such as achronal sets and Cauchy hypersurfaces, demonstrating the relationships be-
tween each level. The objective is to provide a comprehensive and in-depth understanding of
these complex topics, contributing to the advancement of knowledge in the field of Lorentzian

geometry.

Keywords:Lorentzian vector spaces; Lorentzian manifolds; causality; causal ladder; Cauchy

hypersurface; time function.



SUMARIO

(3.2.1 Orientacao temporal| . . . . . . .. .. ... ... ... .. 22

(3.2.2 Curvas causais e tipo-tempo, e funcoes tempo| . . . . . . . .. . .. 23

4 = CAUSALIDADE EM VARIEDADES LORENTZIANAS

4.1 RELACOES DE CAUSALIDADE| . . . . . . ... ... ... ... ..... 30
4.1.1 Causalidade local versus global| . . . . . . ... ... ... ... .. .. 32
4.2 CONDICOES DE CAUSALIDADE| . . . . . . ... ... .. .. .. .... 34
4.2.1 Condicoes globais de causalidade, . . . . . . .. ... ... ... ... 34
[4.2.1.1 Espacos-tempo cronologicos e causais . . . . . . . . ... ... 35
[4.2.1.2 Espacos-tempo distinguidores|. . . . . . . . . . ... 36
[4.2.1.3 Espacos-tempo fortemente causais . . . . . . . . . ... 38
[4.2.1.4 Espacos-tempo estavelmente causais . . . . . . . . ... . ... ... ... 42
[4.2.1.5 Espaco-tempos causalmente continuos . . . . . . . .. .. ... ... ... 46
[4.2.1.6 Espaco-tempos causalmente simples . . . . . . . . . ... 48

4.2.1.7 Espacos-tempo globalmente hiperbdlico . . . . . . . . . .. .. ... ... 49




[4.2.2 Conjuntos acronais e hipersuperficies de Cauchy| . . . . . . . . . .. 50
[4.2.2.1 Conjuntos acronais . . . . . . ... 50
[4.2.2.2 Hipersuperficies de Cauchy| . . . . . . . . . . . . . . ... 52
5 FUNCAO TEMPORAL E O TEOREMA DE DECOMPOSICAO |
| TOPOLOGICA DE GEROCH. . . . . . . o i i it e e e 54
5.1 FUNCOES VOLUMES| . . . . . . . . 54
bII — Medidas admissiveis . . . . . ... ... ... 54
6.1.2 Funcoes volumes e funcoes do tempo generalizadas| . . . . . . . .. 55
5.1.3 Continuidade das funcoes volumes|. . . . . . . . .. .. ... ... .. 57
5.2 FUNCOES DO TEMPO E CAUSALIDADE ESTAVEL]. . . . ... ... .. 59
5.3 TEOREMA DE DECOMPOSICAO TOPOLOGICA DE GEROCH|. . . . . . 61




1 INTRODUCAO

A Teoria da Relatividade Geral parte do postulado que espaco, tempo e gravidade sao
aspectos de uma (nica entidade, o espaco-tempo. O espaco-tempo é modelados por uma va-
riedade Lorentziana de dimens3o n. E desta fecunda interacdo entre a motivacao relativista e
desenvolvimentos geométricos surge a Teoria da Causalidade. Segundo O'Neil (O’'NEILL, 1983),
“Por causalidade nos referimos a questdo geral que é apontar em uma variedade Lorentziana
quais os eventos podem ser unidos por uma curva causal, isto é, quais eventos podem influ-
enciar (ou ser influenciados por) um determinado evento”.

A causalidade é uma ferramenta especifica da geometria lorentziana e a maior parte dos
seus objetivos estao compreendidos na chamada Escada Causal, que é uma escada de espacos-
tempo que partilham condicGes causais e ha resultados especificos para cada nivel. Esta escada
foi criada no final da década de 70 por nomes tais como Geroch, Hawking, Penrose, Sachs,
Seifert, Wu e outros.

Em 1969, Hawking em (HAWKING, 1969) sugere a existéncia de uma funcdo coésmica do
tempo. A funcao sugerida por Hawking mede o volume do conjunto passado cronolégico de
cada ponto do espaco-tempo. J& em 1970, Robert Geroch, em seu famoso artigo (GEROCH,
1970)), utiliza-se de uma construcdo parecida para obter uma funcdo do tempo. Neste artigo,
afirmou que qualquer espaco-tempo M globalmente hiperbdlico admite uma funcdo do tempo
de Cauchy, e portanto uma hipersuperficies de Cauchy, além de que M é homeomorfo a R x Sy,
onde S é uma hipersuperficie de Cauchy. Geroch encontrou a solucdo a nivel topoldgico, e a
possibilidade de suavizacdo da solucdo foi buscada.

Em 1973, Hawking e Ellis em (HAWKING; ELLIS| 1973), modificando um pouco com a de-
monstracao de Geroch, mostraram que causalidade estavel implica em existéncia de uma funcao
do tempo. Em 1988, Dieckman em (DIECKMANN, [1988), mostrou a existéncia de uma medida
finita apropriada no espaco-tempo para realizacdo das medidas dos volumes dos conjuntos
passado e futuro cronolégico. Mas, questOes relativas a suavizacao ainda seguiriam abertas,
até o ano de 2004, quando Bernal e Sdnchez em (BERNAL; SANCHEZ, |2004) conseguiram uma
prova definitiva.

Nesta dissertacao estudaremos os niveis da Escada Causal, desde espacos-tempo cronols-
gico a espacos-tempo globalmente hiperbédlico, bem como veremos duas importantes questoes

da Teoria da Causalidade, sdo elas (1) existéncia de uma funcdo temporal em espacos-tempo
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estavelmente causais e (2) decomposicdo topolégica de Geroch.

Esta dissertacdo esta organizada em quatro capitulos. No capitulo 1, apresentamos concei-
tos e resultados basicos de algebra linear Lorentziana. Posteriormente, no capitulo 2, fazemos
um paralelo entre variedades semi-Riemannianas e Riemannianas, e por fim, vemos conceitos
e resultados préprios de variedades Lorentziana. No Capitulo 3, tomamos como referéncia
principal o artigo (MINGUZZI; SANCHEZ, |2008)),apresentamos as relacdes de causalidade e estu-
damos alguns aspectos topolégicos, em seguida, veremos as condicGes de causalidade globais
e construiremos os oito niveis da Escada Causal desde cronoldgico a globalmente hiperbélico,
e veremos alguns resultados de cada nivel. Ainda no capitulo 3, veremos as definicGes bem
como algumas propriedades de conjuntos acronais e hipersuperficie de Cauchy

Ja no capitulo 4, cuja principal referencia foi (SANCHEZ, 2004), faremos a construcdo das
funcoes volumes passado e futuro, e estabeleceremos as condicGes que um espaco-tempo deve
satisfazer para que estas funcdes sejam continuas. Em seguida, veremos a aplicacdo delas nos

teoremas
Teorema . Qualquer espaco-tempo (M, g) estavelmente causal admite uma func3o do

tempo.

Teorema Todo espaco-tempo globalmente hiperbélico (M, g) é homeomorfo a um
produto R x .S, onde S é uma hipersuperficie de Cauchy de (M, g).
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2 ESPACOS VETORIAIS LORENTZIANOS

Neste capitulo veremos alguns resultados e definicGes que formam parte do alicerce sobre o
qual realizaremos nosso estudo. Além de fixar a notacdo que sera utilizada no restante do texto.
Fazemos também um breve estudo sobre espacos vetoriais Lorentzianos. Todos os resultados
deste capitulo podem ser encontrados em (O'NEILL, 1983)) e (VICTORIA; CAJA, 2010)

Ao longo deste capitulo,V = V(R) serd um espaco vetorial real de dimens3o finita n.

2.1 ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO ESCALAR
2.1.1 Formas bilineares simétricas
Definicao 2.1. Uma forma bilinear simétrica sobre V' é uma funcdo 5 : V x V — R tal que,
dados u, v, w eV e\ e u € R, temos que:
1 B(Au+ pv,w) = AB(u, w) + pB(v, w);
2 Blu, v+ ) = AB(u,v) + p(u, w);
3. B(u,v) = Blv,u).

Dado um subespaco vetorial W C V, A restricdo [|wxw, que denotaremos por [3|w,

também é uma forma bilinear simétrica sobre W'.
Definicao 2.2. Seja v € V' um vetor qualquer ndo-nulo. Entdo v é dito
(1) Tipo-espago, se B(v,v) > 0;
(2) Tipo-luz, se (v,v) =0,
(3) Tipo-tempo, se 5(v,v) < 0,
(4) Causal, se B(v,v) < 0.

Teorema 2.3. Seja 5 uma forma bilinear simétrica sobre V. Entao, existe uma base ordenada
B ={ey,....,e,} de 'V tal que, dado v € V', com coordenadas (vy, ...,v,) com respeito a B,

entao

Blv,v) =0} + ..+ v —vi — .=,
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com i+ v < n. Além disso, os niimeros v e i sdo independente da escolha da base B que
possui a propriedade anterior, e sGo chamados de indice e co-indice da forma bilinear (3,

respectivamente.

Demonstracdo. Usaremos a notacdo v = (vy,...,v,)p para indicar que (vq,...,v,) sdo as
coordenadas de v com respeito a B. Inicialmente, vamos demonstrar que existe uma base

B’ de V tal que, dado v = (y1, ..., Yn) 5, temos que

ptv

B(va) - ; dzyZQ

Demonstraremos por inducdo sobre a dimensdo de V' que existe tal base.

Paran =1, sejav € V, com v # 0, entdo dado w € V podemos escrever w = av, com a €
R, entdo B(w,w) = B(av,av) = a*B(v,v) = dya?, sendo d; = B(v,v).

Suponhamos verdade, para n — 1.

Agora, vejamos se é verdade para n. Para isto, fixemos uma base ordenada qualquer U =

{f1,.-., fn} de V. Dado um vetor v = (vy,...,v,)y de V, podemos escrever
ﬁ(v, U) = zl Cij’sz' -+ 2 ; CLijUin, onde aij = ﬁ(fz, fj)
J= i<j
Se a;; = 0, Vi, 7, entdo B(v,v) = 0; isto é, dy = --- = d, = 0. Podemos considerar que
a1 # 0. De fato, suponha que a;; = 0, Vj e existem ¢, j tais que a;; # 0, com ¢ # j. Sem
perda de generalidade, considere a5 # 0. Além disto, por ser 3 simétrica, temos
A12V1V2 + A21V2V1; = 201201 V2.

Realizando uma mudanca de variavel, vy = y; + y2 € v9 = y; — y», ficamos com

2a120102 = 2a12(y1 + Y2) (Y1 — Y2) = 2a12y7 — 2a12Y3.

Como o termo que multiplica 3% é diferente de zero. Podemos considerar que a;; é diferente

de zero. Ent3o,

n n
Z ajj’sz' + 2 Z CLijUin = [CLHU% —+ 2 Z aljvlvj] -+ Z CLZ'jUZ"Uj.
Jj=1 1<) Jj=2 1<i,j<n

Assim, temos

CL11’U% + 2J§2 a1;V010; = all[”% + 2’01 j;Q %Uj] = a11[<U1 + j§2 %Uj)Q — Z (%U?)]

n
~ _ al o .
Facamos entdo, y; = vy + 22 ol e, Y =0, ] > 2.
]:

Nestas coordenadas,

B(v,v) = anyi+| (aj; — aﬁ)yf +2 ) > Aaijyiyj}-

=2 ajj <i<j
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Isto é, B(v,v) = anyi+L1((Y2,---Yn), (Y2, ---,yn)), onde 31 é uma forma bilinear simétrica

em um subespaco de dimensdo n — 1 que, por hipdtese, possui uma base {e,,...,€,} tal que

Br((yas - yn)s (Y25 Yn)) = E;zdbyf-
J:
Adicionando o vetor €;, temos a base B’ = {ey, ..., €, } buscada.

Agora, reordenando os termos, podemos supor que
di >0 ,sel<j<yp
di <0 ,sep+1<j<p+uv;
dj=0 ,sep+v<j.

Defina

Vg se1<j <
T; = \/—leyj vsepu+1<j<pu+v;

Yj ,seu+u<j;

E agora fazendo

1

Gj = \/d_jéj

1 = . .
ej:ﬁej yseu+1<j3<pu+v;

yse 1 <j <y

€j = €; ,se p+v<y.

temos uma nova base ordenada B = {ey, ..., €, }.

2 2 _ 2 2
Logo, nesta base B, temos que (v, v) = v + ... + v, — v, — ... — V.,
Agora vamos mostrar a invariancia dos niimeros y e v.
Sejam {ey,...,e,} e {€],... €/, } bases ordenadas de V' com a seguinte propriedade:

B(e,ej) =0,se i#7;
Blese)=—1,se i={l,... v}

Ble,e)=4+1,se i={v+1,....,n=v+pu}.

Blejej) =0, se i #j;
5(62762):_1156 ’i:{l,...,l//};
Blehey=41,se i={V+1,....n=0+u'}.

Afirmacao 2.4. O conjunto {e;,...,e,, e, .,...,e.} é linearmente independente.
; ) ’ y /410 ’n
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Demonstracdo. Suponha xzie; + -+ - + x,e, + Yyrp1€, 1 + yne;, = Oy;
s !/ /
Isto, é x1e1 + -+ xye, = — (Y1611 + Ynel,)

fazendo B(x1e1 + -+ - + zpe,, 1161 + - -+ 10€,) = 5(yu'+162'+1 + Ynln, Yo +1€10 41 + Ynel,)

2 2 _ .2 2
‘rl_‘_'”_i—xy__yu’—&-l_'“_yn
portanto, x1 = -+ =, = Y11 = - = y, = 0 e 0 conjunto dado é linearmente indepen-
dente. ]
Demonstremos que v = /. Do afirmagdo anterior, temos que {uy,... , Uy, U, q,...,u,} €

linearmente independente, com n vetores, portanto é uma base de V, e assim, v + ¢/ < n. E
disto, v + (n — V') < n = v < V. De forma anéloga, temos também que v/ < v. E temos

que, v =v' e ' = p. ]
Definicao 2.5. Uma forma bilinear simétrica 3 em V € dita
(1) Positiva definida (resp. negativa definida), se f(v,v) > 0(< 0),Yv € V, com v # 0;
(2) Semipositiva definida (resp. seminegativa definida), se 5(v,v) > 0(<0),Vv € V;
(3) Indefinida, se existem u,v € V tais que, f(u,u) >0 e f(v,v) <0,
(4) N3o-degenerada, se f(v,w) = 0,Yw € V, implica que v = 0.

N3o é dificil mostrar que uma forma bilinear simétrica 3 é n3o degenerada se, e somente

se, it + v =n, onde 1 e v sdo os co-indice e indice de (3, respectivamente.

Definicao 2.6. Seja W C V' um subespaco vetorial. Definimos o complemento (3-ortogonal
de W como W+é = {u € V : B(u,v) = 0,Yv € W}. Por simplicidade, denotaremos W#

por W+, sempre que ndo houver a possibilidade de confus3o.
Definicao 2.7. o nicleo de uma forma bilinear simétrica 3 é definido por
N(B)={veV:pu,v)=0VYueV}

Isto é, N'(B) = V5. Note que 3 é ndo-degenerada se, e somente se, N'(j3) é trivial.

2.1.2 Produto escalar

Definicao 2.8. Um produto escalar 5 = ( ) em V é uma forma bilinear simétrica ndo-

degenerada. Um espaco vetorial V', de dimensido n, munido de um produto escalar é dito
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(i) Euclideano se o indice é 0,
(ii) Lorentziano se o indice é 1.

Referiremos ao indice do produto escalar 5 sobre V', simplesmente por indice de V', e denota-

remos por indV .

Definicao 2.9. Seja (V,5) um espaco vetorial com produto escalar. Um subespaco W C V

é dito n3o-degenerado se W N W+ = {0}. Note que isto é equivalente a N'(3|w) = {0}.
Proposicao 2.10. Se W C V, entdo
(1) dimW + dimW+ = dimV,
(2) (WhHt =w,
(3) V=W @& W= < W é njo-degenerado(<=> W+ é nio-degenerado )
Demonstracdo. (1) Seja B = {e1,...,e,} uma base de V' tal que {e;,...,e,} é uma base
de W. Se v =>"", a;e;, entdo:

veE WL < B(v,e) =0, Vell,...,pt = X7 1 bija; =0 Ve{l,... p},

onde b;; = f(ei,e;). Como 3 é nio-degenerada, o subespaco W+ vem dado como

soluc3o do sistema linear de p equacdes independentes com n incégnitas, logo dimW+ =
n—p.

(2) Ainclusdo (W)t C W é trivial, e por (1), dim(W*)+ = dimW. Tem-se, portanto, a
igualdade.

(3) E consequéncia direta de (1).
0

Proposicao 2.11. Seja W C V subespaco vetorial ndo-degenerado. Entdo, indV = ind W +
ind W+.

Demonstracdo. Pela Proposicio[2.10| temos que V = W@W. Sejam B e C bases ordenadas
de W e W+, respectivamente, tais que, se * = (21, ..., 21)s € Wey = (Y1, ..., Yyn_t)c € W,
entao

Bz,x) = ai+..+a, —x 1 —..—x} (2.1)

BW,y) = Ui+t = Yogi1 — - — Yo (22)
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Com respeito a base ordenada de V dada por U = BUC,sez =2 +y € W ® W+, entdo
2= (T1, .0y T, Y1, -, Yn_)u- LOgo, como B(z,y) =0sex € W ey € W, segue de (2.1)) e

que

Blz,2) =22+ ...+ xil - xiﬁl — Ty yiQ — yizﬂ — =y,

Portanto, ind V = (k — j1) + (n — k — pp) = ind W + ind W+, O

2.2 ESPACOS VETORIAIS LORENTZIANOS

Ao longo desta secdo, consideremos fixado um espaco vetorial Lorentziano (V,g = ()).

Dado v € V, a sua norma é definida por |v| = /|g(v,v)].

2.2.1 Caracteristicas Lorentzianas causais
Definicao 2.12. Seja W um subespaco vetorial de V. As afirmacdes sobre W a seguir sdo
mutualmente excludentes:

(1) glw € positiva definida. Neste caso, W é dito tipo-espaco;

(2) g|lw € ndo-degenerada com indice 1. Neste caso, W é dito tipo-tempo;

(3) glw € degenerada. Neste caso, W é dito tipo-luz.

Lema 2.13. Se z € V é um vetor tipo-tempo, entdo o subespaco {z}* é tipo-espaco e

V = Span|z] ® {z}+.

Demonstracdo. O subespaco Span|z] é ndo-degenerado com indice 1. Desta forma, pela
Proposicdo [2.10, o subespaco {z}* é n3o-degenerado com V = Span[z] & {z}*. Disto,
indV = ind Span|z] + ind {z}*, logo ind{z}*+ = 0. Portanto, {z}* é tipo-espaco. O

Lema 2.14. Seja W um subespaco vetorial de V', com dim > 2. Ent3o, as seguintes afirma-

coes sdo equivalentes:
(1) W é tipo-tempo;
(2) W contém dois vetores linearmente independentes tipo-luz;

(3) W contém um vetor tipo-tempo.
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Demonstracéo. (1)=(2) Seja {e1, €9, ...,€,} uma base ortonormal ordenada de W' com
g(el, 61) = —1. Os vetores u = e; + €3 € v = €1 — €3 s30 vetores procurado.

(2)=-(3) Sabemos que se u, v sdo vetores tipo-luz, entdo g(u, v) # 0. E portanto, u+v ou u—wv
é tipo-tempo.

(3)=-(1) Se z é um vetor tipo-tempo em W, entdo W+ C {z}* e este dltimo é tipo-espaco.

Disto, W+ é tipo-espaco. Mas, entdo W = (W) é tipo-tempo. O
Definicdao 2.15. O cone de luz de V' é a colecdo dos vetores tipo-luz de V :
A = {veV\{0} : g(v,v) =0}
Lema 2.16. Para um subespaco W de V', as seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(1) W é tipo-luz;
(2) W contém um vetor tipo-luz, mas ndo um vetor tipo-tempo.
(3) Wn A= L\{0}, onde L é um subespaco unidimensional.

Demonstracdo. (1)=(2) Por W degenerado, contém um vetor tipo-luz. Pelo lema anterior,

W nao pode contém vetores tipo-luz.

(2)=(3) W contém um vetor tipo-luz, W N A # (). Mas, pelo lema anterior, a existéncia
de dois vetores tipo-luz linearmente independentes deveria implicar a existéncia de um vetor

tipo-tempo, e disto W seria tipo-tempo.

(3)=(1) W n3o pode ser tipo-espaco, e novamente pelo lema precedente ndo pode ser tipo-

tempo. Disto, W é tipo-luz. O]

2.2.2 Cones tipo-tempo

Definicao 2.17. Seja T o conjunto de todos os vetores tipo-tempo de V. Para v € T,
C(u) = {veT:(u,v) <0} édito o cone tipo-tempo de V que contém wu. O cone tipo-

tempo oposto é C(—u) = —C(u) = {v e T : (u,v) > 0}.

Lema 2.18. Dois vetores tipo-tempo u e v estdo em um mesmo cone tipo-tempo se, e somente

se, (u,v) <0.
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Demonstracdo. Vamos mostrar que se v € C(u) e w é tipo-tempo, entdo w € C(u) se, e
somente se, (w,v) < 0.

Podemos considerar u unitério, ja que C(u/|u|) = C(u). Escrevendo v = au + U, w = bu + 0,
onde ¥, € {u}t. Temos que |a| > |v] e |b] > |@|. Como {u}* é tipo-espaco, vale a

desigualdade de Cauchy-Swarz:
(¥, @)| < [0].|w] < |ab].

Sendo v € C(u), entdo a > 0. Temos que sgn(v,w) = sgn(—ab) = —sgn(b), que nos

fornecer o resultado necessario. O
Como consequéncia do Lema acima, temos que:
(a) Dados u,v € T, entdo u € C(v) <= v € C(u) <= C(u) = C(v)
(b) Sé existem dois cones tipo-tempo: 7 = C(u) UC(—u), para todo u € T.
(c) Os cones tipo-tempo sdo convexos.

Proposicdo 2.19 (Desigualdade Inversa de Cauchy-Schwarz). Seja u e v vetores tipo-tempo

de um espaco vetorial lorentziano. Entdo

(1) |{u,v)| > |ul|v|, verificando a igualdade se, e somente se, u e v sdo colineares.

(2) Sew ev estdo no mesmo cone tipo-tempo de V' existe um tinico nimero ¢ > 0, chamado

de dngulo hiperbdlico entre u e v, tal que (u,v) = —|u||v|coshe.

Demonstracdo. (1) Escrevendo v = au + ¥, com ¥ € ut. Como v é tipo-tempo,

Ent3o,
(u,v)? = a*(u,u)* = ((v,v) — (U,0))(u, u) > (v,0)(u,u) = [ul*[v]*,

como (U,7) < 0e (u,u) < 0. Evidentemente, a igualdade ocorre se, e somente se,

(U,7) = 0, que é equivalente a ¥ = 0, isto é, v = au.

(2) Se u e v estdo no mesmo cone tipo-tempo, entdo (v, w) < 0. Utilizando o item anterior,

temos que
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— (v, w)/[ollw] > 1,

e o resultado segue das propriedades do cosseno hiperbdlico.

O

Corolario 2.20. Se u e v sdo vetores tipo-tempo em um mesmo cone tipo-tempo entdo

u+ o] > ful + v

, onde a igualdade é verificada se, e somente se, u e v sdo colineares.

Demonstracdo. Ja que u e v pertencem ao mesmo cone tipo-tempo, entdo u+v é tipo-tempo, e (v, w) <

0, e assim, temos que
u+ o = —(u+v,u+v) = + [P +2(u,v) < [ul® +[of* + 2lul|v] = (Ju] + |v])?

E a igualdade s6 ocorrer se, e somente se, |u||v] = —(u,v). Isto é, se u, v sdo colineares. []
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3 VARIEDADES LORENTZIANAS

Ao longo deste capitulo, M denotarad uma variedade diferenciéveE], conexa e com dimens3o
finita n. Assumiremos também, que M é Hausdorff e paracompacta. Denotaremos por C> (M)
ao conjunto das funcdes reais diferenciaveis em M, e X (M) ao conjunto dos campos de vetores

tangentes diferenciaveis.

3.1 VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANNAS

Definicao 3.1. Uma métrica semi-Riemanniana g em M é um campo tensorial diferencia-
vel de tipo (2,0) tal que, para cadap € M, a forma bilinear g, = (, ), simétrica, ndo-degenerada

e com indice v € {0, 1, ...,n} independente de p.

Observacao 3.2. Como M é conexa, o fato de g, ser ndo-degenerada para todo p ja garante
que o indice de g, independe de p. Isto segue do fato que as funcbes indice e co-indice sdo

semi-continuas inferiores, como pode ser verificado.

O par (M, g) é chamado de variedade semi-Riemanniana. Se v = 0 dizemos que (M, g)
é Riemanniana, e se v # 0 que é indefinida. Em particular, se v = 1,n < 2,(M, g) é dita
Lorentziana. Dado p € M, lembremos da definicao que podemos classificar os vetores de

T, M segundo a sua caracteristica causal. Isto é, se v € T,M, com v # 0, diremos que v é
= tipo-espaco, se g,(v,v) > 0;
= tipo-luz, se g,(v,v) = 0;
= tipo-tempo, se g,(v,v) < 0;
= causal, se g,(v,v) <0.

Definicao 3.3. Uma curva regular v : [ — M ¢€ dita tipo-tempo, tipo-luz, tipo-espaco,
ou causal, conforme seja ' (t), para todo t, tipo-tempo, tipo-luz, tipo-espaco, ou causal,

respectivamente.

O ponto de partida para o estudo da geometria das variedades semi-Riemanniana é o seguinte

resultado fundamental, cuja demonstracdo é idéntica a do seu andlogo Riemanniano (veja

(O'NEILL, |1983)):

1

No decorrer do trabalho, sempre que nos referirmos a diferencidvel, estamos querendo dizer de classe C*
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Teorema 3.4. Em uma variedade semi-Riemanniana (M, g), existe uma tnica conexdo linear

V, dita conexdo de Levi-Civita, que é simétrica e compativel com a métrica g, isto €, tal que
" VXY - VyX = [X, Y],
= X(Y,Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ), para todos X,Y,Z € X (M).

Em particular, assim como na geometria Riemanniana, temos ainda as seguintes nocoes

de derivadas a partir da conexdo de Levi-Civita V:

Derivada Covariante % de um campo diferencidvel W (t) ao longo de uma curva

diferenciavel.

= Paralelismo de um campo diferenciavel W (t) ao longo de uma curva diferenciavel, isto
4 DW (p) —
€, W(t) =0

» Geodésicas: curvas diferencidveis v com aceleracao % nula. Em particular, toda geo-

désica possui uma caracteristica causal bem definida.
» O mapa exponencial: dado p € M,
exp, : W CT,M — M

é o mapa, definido numa vizinhanca aberta estrelada da origem W, definido por exp,,(v) =
7»(1), onde ~,(t) é a geodésica maximal satisfazendo +,(0) = p e 7/ (0) = v. A sua
derivada na origem 0,

(dexp,)o : To(T,M) =— T,M,

€ o mapa identidade, de modo que exp,, € um difeomorfismo em torno da origem 0. Uma
vizinhanca normal U de p € qualquer imagem difeomorfa por exp, de uma vizinhanca
estrelada da origem. Coordenadas em U/, induzidas por uma escolha de coordenadas em

T,M, sao ditas normais.

Notacdo 3.5. Se U €é uma vizinhan¢a normal de p, entdo, dado q € U,q # p, o unico

segmento de geodésica unindo p a q e contido em U sera denotado por@ [0,1] = U.

3.1.1 Lema de Gauss

Em geometria Riemanniana, a propriedade de minimizacdo local das geodésicas é con-

sequéncia do Lema de Gauss:
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Teorema 3.6. dados p € M,v,w € T,M, e sendo q = exp,(v), entdo

((dexp,)y(v), (dexp,)u(w))g = (v, W),

No caso semi-Riemanniano, vale o Lema de Gauss como enunciado acima, e sua demons-
tracdo é idéntica a do caso Riemanniano. Na Proposicdo 2.12, usaremos este resultado para
provarmos uma propriedade de maximizacao local das geodésicas tipo-tempo em variedades

Lorentzianas.

3.1.2 Vizinhancas convexas

Um aberto C de M ¢é dito convexo se for uma vizinhanca normal de cada um de seus

pontos.

Teorema 3.7. Todo ponto de M admite uma base de vizinhangas convexas. Além do mais,

se C é um aberto convexo, o mapa
CxC—TM, (p,q)~ b4 (0)
é diferenciavel.

A existéncia de vizinhancas convexas em torno de cada ponto de M é uma proprie-
dade de toda conex3o linear, em particular da conexdo de Levi-Civita de uma métrica semi-

Riemanniana, e foi provada por Whitehead (WHITEHEAD, (1932).

3.2 VARIEDADES LORENTZIANAS

Nesta secdo, iniciaremos o estudo das variedades Lorentzianas. Em 2.2.1 introduziremos
a importante nocao de orientabilidade temporal, e em 2.2.3 falaremos sobre o problema da
existéncia de métricas Lorentzianas. Em 2.2.4 estudaremos um pouco a geometria local de tais
variedades, estabelecendo, em particular, uma propriedade de maximizacao local das geodésicas

tipo-tempo.

3.2.1 Orientacao temporal

Seja (M, g) uma variedade Lorentziana. Como sabemos (veja secdo[2.2.2)), em cada espaco

tangente (7,,M, g,) héa dois cones tipo-tempo.
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Definicao 3.8. Uma orientacao temporal em M é uma aplicacdo T que a cada ponto
p € M assina um cone temporal T C TpM , que chamaremos cone tipo-tempo futuro, e que
é suave no seguinte sentido: para todo p € M, existe um entorno aberto U, de p e um campo

diferenciavel X sobre U, tal que
X, €Ty, Vel

Uma variedade Lorentziana que admite uma orientacdo temporal é chamada de tempo-

ralmente orientavel. O seguinte resultado serve para caracterizar a orientabilidade temporal

Proposicao 3.9. Uma Variedade Lorentziana (M,g) é temporalmente orientavel se, e somente

se, admite um campo vetorial temporal diferencidvel globalmente definido X € X(M).

Demonstracdo. Se M admite um campo vetorial tipo-tempo diferencidvel X, entdo 7(p) =
C(X(p)) (veja secdo do cap. 1) fornece uma orientacdo temporal. Suponha, por outro
lado, que M é temporalmente orientavel, e escolha uma orientacdo temporal 7 qualquer.
Assim, para cada p € M, existe uma vizinhanca aberta U, de p e um campo vetorial Xy,
definido em U, tal que Xy, (q) € 7(q),Vq € U,. Tome {fr}rca uma particdo da unidade
subordinada a cobertura {U,},cn. Assim, o suporte de cada funcdo f) estd contido em U,
onde Uy = U,, para algum p. Como 0 < fy < 1 e >, fn = 1 e os cones temporais sao
convexos, o campo vetorial dado por

X(q)=> hH(@Xu,(9), VgeM,
AEA

é diferenciavel e tipo-tempo em todo ponto. O

3.2.2 Curvas causais e tipo-tempo, e funcoes tempo

Nesta secdo introduziremos as classes de curvas de interesse para a Teoria de Causalidade,
bem como as nocdes de funcbes tempo que serdo essenciais para a demonstracdo do teorema

de divisao de Geroch, no cap. 4.

Definicdo 3.10. Uma curva tipo-tempo(respect. causal) em M é uma curva regular por partes

v: I C R — M{(isto é ~ é continua e existe particdo t; < ... < t; de I tal que y

[ti—1,ts) €

regular) tal que:

1. Cada pedaco regular ~y|[t;—1,t;] : [ti—1,t;] — M é tipo-tempo (respect. causal) segundo

a Definicdo (3.3
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2. Em cada quebra, as derivadas laterais 7/ (t; ) e ' (t]") pertencem ao mesmo cone causal.
Como, por hipdtese, 7' (t;) e +/(t;") sdo ambos causais, por|2.18 esta condicdo equivale

a(v(t),7 () <0.

Além do mais, se (M, qg) possui uma orientacdo temporal, dizemos que uma curva 7 tipo-
tempo ( respect. causal ) esta orientada para o futuro ( respect. para o passado ) conforme os

vetores 7/ (t) estejam no cone causal futuro (respect. cone causal passado).

N3o é dificil ver que se (M, g) possui uma orientacdo temporal, entdo toda curva causal

estd necessariamente orientada para o futuro ou para o passado.

Definicao 3.11. Um espaco-tempo é uma variedade Lorentziana (M, g) munida de uma

orientacdo temporal. Um ponto p de um espaco-tempo é dito um evento.

Definicao 3.12. Seja (M, g) um espaco-tempo qualquer. Entdo, uma funcdot : M — R é

dita

1. funcao do tempo generalizada se é estritamente crescente ao longo de qualquer curva

causal orientada para o futuro.
2. funcado do tempo se é uma funcido do tempo generalizada continua.
3. funcao temporal se é suave e seu gradiente é tipo-tempo orientado para o passado.

Observe que uma funcdo temporal é sempre uma funcio do tempo. De fato, dada qualquer
curva causal orientada para o futuro 7, temos

d(t o ~(s))

Te = )y (3(s)) = (VE,5(s)) > 0,

ja que V't e 4(s) estdo em cones tipo-tempo distintos.

3.2.3 Existéncia de métricas Lorentzianas

Comecemos mostrando que a partir de uma métrica Riemanniana numa variedade M e de
um campo de vetores X € X (M) sem zeros, podemos construir uma métrica Lorentziana em

M.
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Lema 3.13. Suponha que X € X (M) seja um campo de vetores sem zero numa variedade

2

— —=—X"® X* é uma métrica Lorentziana em M,
gR(XvX)

Riemanniana (M, gr) Entdo, g1, = gr
onde X* é a 1-forma em M dual métrica de X, isto é, X*(Y') := gr(X,Y), para qualquer
campoY € X (M). Além disto, X é tipo-tempo com respeito a gy, € portanto (M, gr) é uma

variedade Lorentziana temporalmente orientavel.

Demonstracdo. Fixe um ponto p € M, e seja {u, e, ..., €,} uma base gr-ortonormal em 7, M

tal que u = |§E§§\- Entdo, g1(e;, e;) = gr(ei, ej) = dij, e gr.(u, €;) = gr(u,e;) =0, mas

E o campo U € X (M) definido por U(p) = X®). ¢ ym campo tipo-tempo, portanto, pelo
Proposicdo 3.9 M é temporalmente orientavel. O

Como toda variedade diferencidvel (que ja supomos paracompacta) admite uma métrica
Riemanniana, segue do Lema acima que uma variedade diferenciavel admitirda uma métrica
Lorentziana temporalmente orientavel caso admita um campo de vetores diferenciavel, global-

mente definido, e sem zeros. Na verdade, temos a seguinte caracterizacdo
Teorema 3.14. Seja M uma variedade diferencidvel. As seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(1) M admite uma métrica Lorentziana.
(2) M admite uma métrica Lorentziana temporalmente orientavel.
(3) M admite um campo vetorial X € X (M) sem zeros.
(4) Ou M ndo é compacta, ou a sua caracteristica de Euler x(M) é zero.

Demonstraco. (ldeia) De acordo, com o Lema 2.1, a existéncia de uma métrica Lorentziana
temporalmente orientavel é equivalente a existéncia de um campo X € X (M) sem zeros.
Por outro lado, se M n&o é compacta, ou se x(M) = 0, um famoso resultado da topologia
diferencial assegura que M admite um campo X € X (M) sem zeros, e reciprocamente.
Para a implicacdo (1) = (2), primeiro mostra-se que toda variedade Lorentziana (M, g) ndo
temporalmente orientavel admite um duplo recobrimento Lorentziano 7 : (M, §) — (M, g) tal
que (M,g) é temporalmente orientavel . Supondo M compacta, M serad também compacta

e, pelo que ja vimos, x(M) = 0. Logo, como 7 é recobrimento duplo, teremos (M) =

%X(M) = 0 e portanto, M admitird uma métrica Lorentziana temporalmente orientavel. [

2 esta construcdo é semelhante a do recobrimento duplo orientavel de uma variedade n3o-orientével
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3.2.4 Geometria Lorentziana local

Ao longo desta secdo, consideremos fixada uma variedade Lorentziana (M, g).

Lema 3.15. Seja p € M. Suponha que [ : [0,b] — T,M é uma curva regular por partes,
com (3(0) =0, tal que o := expof3 : [0,b] — M esteja definida e seja uma curva tipo-tempo.

Entdo, 5((0,b]) esta contido em um dnico cone tipo-tempo de T, M.

Demonstracdo. Denotaremos por P(t) ao campo de vetores posicdo radial ao longo de «,

definido por

P(t) = ~,(0) ,onde v(s) = expa(o)((l + 5)5(t)), VYt € [0, L] (3.1)

Consideremos primeiramente o pedago suave (3| ;,]. Fazendo uma expansdo de Taylor a direita
de 0, temos

B(h) = B(0) + B'(0)h + o(h*) = B'(0)h + o(h)

Disto, existe ¢ > 0 tal que 5((0,¢]) C C, de T, M, pois 5'(0) é tipo-tempo e C, é aberto.
Seja, eg = sup{e € (0, L] : 5((0,¢]) C C,}. Temos que £, > 0, e portanto é suficiente verificar
se B(eg) € C,. Considere a fungdo f(t) = (B(t), 5(t))p, t € [0, L]. Sabemos que f(t) <0 em
(0,&0), devemos provar que f(gy) < 0.

Derivando f e utilizando o Lema de Gauss (Teorema [3.6), em cada intervalo [t;_1,;]:

Agora, se t < ¢ entdo f'(t) < 0. De fato, f varia suavemente em [t;,_1,;] € ndo pode ser 0
(novamente, pelo lema de Gauss, P(t) é tipo-tempo quando ¢t < gq e &/(t) é tipo-tempo por
hipétese). f'(t) deve ser negativo para t > 0 suficientemente pequeno, porque ['(t) e [5(t)
estdo no mesmo cone tipo-tempo, e o sinal ndo pode mudar nas "rupturas", como o cone

causal de o/(t]) e o/(t;) sdo iguais. O
Como consequéncia direta deste Lema, temos o seguinte

Corolario 3.16. Seja U uma vizinhanca normal de p € M. Entdo, dado ¢ € M \ {p},
existe uma curva tipo-tempo unindo p a q e contida em U se, e somente se, a geodésica
radial de p a q for tipo-tempo. Dito de outra forma: o conjunto dos pontos q € U é igual a
exp,(UN(7,U~7,)), onde 7, —7, sdo os cones temporais de T,M, e U C T, M é vizinhanca

estrelada da origem tal que exp, |u é difeomorfismo sobre U.
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O comprimento de uma curva regular por partes 7 : [a, b] — M é definido por

kb
L) =3 [ Wl
=1ty
onde a =ty < ... < ty = b sdo tais que 7|[t;_1,t;] é regular, e |/ (t)| = /| (£),7(1))].

Proposicao 3.17. Seja U uma vizinhanca normal de p de M. Se existe uma curva tipo-
tempo em U de p a q, entdo entre todas as curvas tipo-tempo unindo p a q e contidas em U,
o segmento de geodésica radial o de p a q é (a menos de parametrizacdo) a tnica que tem

maior comprimento.

Demonstracdo. Considere a curva @ = exp ! oy e o campo de vetores posicio P em « (como
definido na demonstracdo do Lema 2). Agora defina uma campo tipo-tempo unitario em «,

Ult) = %, onde r(t) = |P(t)|,t € [0, L]. Ent&o,
V(1) ==Y @), UD)U(t) + N(1) (3.2)

onde N(t) € Ty M é um campo tipo-espago ortogonal a U(t) e, entdo,

()] = = (). () = (7 (1), U))2 — (N(£), N(£)) < |{+' (), U(#))]

e, pelo Lema de Gauss (Teorema [3.6)),

e disto,
7%%*}@W@ﬂﬁmz—l<HW%WI—W@WWW
Pelo Lema 2, (U(t),~/(t)) < 0, e assim

L

L(y) = [ W@l < L(o).

0

Finalmente, L(y) = L(0) se, e somente se, acontece a igualdade em [3.2] isto é, N(t) =0 e

portanto, v é igual a ¢ a menos de reparametrizacao. O]

3.2.5 Lema de deformacao

Sejam (M, g) uma variedade Lorentziana, e v : [a,b] — M uma curva regular por partes.
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Definicao 3.18. Uma variacdo de v é uma funcdo continua I : (—¢,¢)x[a,b] — M tal que
1. I'(0,t) = ~(t) para todo t € [a,b].

2. Existem a =ty < ... < tp = b tais que I'|(_c o)xt,_.+,] € diferencidvel, e cada curva

parcial T's(.) :==T(s,.) : [a,b] — M é regular por partes.

O campo variacional associado a variacdo I' é o campo (continuo e diferencidvel por partes)

ao longo de v definido por V (t) = % s=ol (s, 1).
Dizemos que uma variacao I' de v tem extremos fixos se, para todo s,

[(s,a) = v(a) e I'(s,b) = 7(b).

O Lema a seguir serd fundamental para o estudo da teoria de causalidade a ser desenvolvido

no préximo capitulo.

Lema 3.19. Sejam p a q dois pontos de M que podem ser unidos por uma curva causal -.
Entdo, se vy ndo for uma pré-geodésica (isto é uma geodésica a menos de parametrizacdo)
tipo-luz, existe uma variacdo I' de v com extremos fixos tal que todas as curvas parciais T’

sdo curvas tipo-tempo.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que, é necessario apenas encontramos um variacao

I' de v associada a um campo de vetores V, satisfazendo que (2Y(t),7/(t)) < 0. De fato,

pela compacidade do dominio de variacdo, existe § > 0 tal que (B¥(s,1),T(s,t)) < 0, se

0 < s < 4. Entdo, toda curva parcial I' : [a,b] — M com s € (0,0) é tipo-tempo, pois

0 DV
55 Te(9): Tal(9)) = 2(—=(s,1), Tv) < 0.

Suponha que o dominio de v seja o intervalo [a,b]. Assuma primeiro que 7'(a) ou +'(b) é
tipo-tempo. Analisaremos o caso 7/(b) é tipo-tempo, ja que o outro é anélogo. Seja W o
transporte paralelo de +/(b) ao longo de . Entdo, W e 7 estdo no mesmo cone causal e W
é tipo-tempo, logo (W, ~) < 0. Por continuidade, existe um ¢ > 0 tal que (7/,7') < —J em
[b— 0,b]. Seja f uma funcdo diferenciavel tal que f(a) = f(b) =0e f' <0 em [a,b— J].
Tome V = fW. Entdo, (B, +) = f/(W,7)

Agora assuma que em cada bloco suave ~y é tipo-tempo ou tipo-luz. Entdo, podemos consi-
derar sem perdas de generalidade que v é parametrizada afim em cada bloco suave. Como

/ Dy

consequéncia, (7', ) = 0 (excetuando as quebras) e <Dd—zl, ZZ/) > 0.

. . . Dy Dy\ _ ~ DY ¢ . ’
Considere primeiro o caso em que (-, =) = 0. Entdo, - é proporcional a 7.
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D’Y

Afirmacao 3.20. Sejay : I C R — M, se existe uma fungcdo k : I — R tal que

k() (t), definimos a reparametrizacdo

A(s) =~(t(s)),¥:J C R— M, (3.3)

t
ondes:J CR—1I,s— t(s) é qualquer funcdo cujo a inversa s(t) verifica s'(t) = sje’* "

para algum sy € I. Entdo vy é a uma pré-geodésica.

Demonstracdo. Por [3.2] temos 7/(s) = #(s)7((s))

D,S// . D,y/

2L = i) (1(s)) + 1) = (H(s) + s R(D) ()

Portanto, 7 sé serd uma geodésica se, e somente se, a reparametrizacdo satisfaz a equacdo

diferencial
i(s) +1(s)*k(t(s)) =0

]

Temos, pela afirmacdo anterior, que -y é uma pré-geodésica(em cada bloco). Agora, consi-
dere cada quebra ¢;,i = 1,..., k. Seja W; o transporte paralelo de Av/(t;) = ~'(t]) — ~'(t;).
Como estes dois vetores estdo no mesmo cone causal, (W;, ') < 0em [t |, t;7] e (W;, 7)) >0
em [t;,t;,1]. Agora, escolha uma fun¢3o suave por partes f; em [a, D] tal que f/ seja positiva

em [t} 1, t;] e negativa em [tf,¢;,,]. Escrevendo V = ¥, f;W;, necessariamente (2¥,7/) < 0.

Agora, assumindo que <%, DTZ> > (. Seja W um campo de vetores paralelo tipo-tempo ao

longo de v no mesmo cone causal de 7/, portanto (W,7') < 0,e V = fWW + 2L onde f e

dt !

h s3o determinada, para que tenhamos <%,7’) < 0. Como (v, %ﬁ = 0, derivando temos,

(Bt Dty 4 () D'y — 0, e daqui,

at > dt
DV / ! / D")/, DfY/
- = —h .
()= W) = h(—m =)

Fazendo u = (Dd—z/, %)/(I/V, vy < 0 é ndo nula, existe uma func3o real h > 0 em [a,b] que

é nula nos extremos e tal que

b
/uhdtzl.

Seja f(t [Huh — —)ds Temos que f(a) = f(b) = 0 e f = uh — ﬁ < uh =

h(ﬁ’; g >/<W 7'). E portanto, (%X,v) < 0 como requerido. n
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4 CAUSALIDADE EM VARIEDADES LORENTZIANAS

Este capitulo tem como referéncias principais (O'NEILL} 1983), (VICTORIA; CAJA| 2010) e
(MINGUZZI; SANCHEZ, [2008).

4.1 RELACOES DE CAUSALIDADE

Definicdo 4.1. Sejam (M, g) um espaco-tempo e p,q € M. Diremos que:

= p esta no passado cronoldégico de q (resp. ou que q esta no futuro cronolégico
de p), e denotamos por p < q, se existe uma curva tipo-tempo orientada no futuro que

ligue p a q;

= p esta no passado causal estrito de q (resp. ou que q esta no futuro causal estrito

de p), e denotamos por p < q, se existe uma curva causal orientada no futuro que ligue
pag.
= p esta no passado causal de q (resp. ou que q esta no futuro causal de p), e

denotamos porp < q, sep=q ou p < q.

Evidentemente, p < ¢ implica p < ¢. Estas definicoes se estendem a de maneira natural
a qualquer subconjunto A C M. Assim, chamamos de futuro(resp. passado) cronoldgico de
A, e denotaremos por I*(A)(resp. 1~(A)), o conjunto de eventos de M que estdo no futuro

(resp. passado) cronolégico de algum evento de A
I"(A)={qe M/3p € Atal que p< q}

I=(A)={qe M/3p € A tal que q < p}

Chamaremos de futuro(resp. passado) causal de A, e denotaremos por J*(A)(resp. J~(A)),

o conjunto dos eventos de M que estdo no futuro (resp. passado) causal de algum evento de

A
JT(A)={qe M/3p e Atal que p < q}

J(A)={pe M/3q e Atal que ¢ < p}

Segue imediatamente das definicdes acima que AU IT(A) C J*(A).



31

Todo aberto U C M pode ser visto como um espaco-tempo se considerarmos nele a
métrica induzida por g. Desta forma, dado subconjunto A C U, considerando as relacdes <

e < no espaco-tempo U, podemos formar os conjuntos
I"(AU), (A 0), JHAU), T (A0).

Assim, por exemplo, I~ (A, U) consiste nos eventos de U que podem ser ligados a algum

evento de A por uma curva tipo-tempo orientada no futuro e contida em U.

Exemplo 4.2. Consideremos M = R"™"' munido com a métrica g = —dx? + da?, ..., dx?
dado um ponto qualquer p = (po,p1,...,pn) € M podemos calcular os conjuntos I (p) e
J*(p). De fato, observe que ¢ = (qo,q1,...,qn) € IT(p) se p{ é tipo-tempo, isto é, —(qo —
p0)2+ (1 — p1)* + ... + (gn — pn)? < 0. Assim, temos

n

I (p) = {(zo, 21, ... wa) € R™ ) (pj — 7)) < (po — x0)}-

Jj=1
De forma analoga,

n

T (p) = {(wo, 21, ., @) € R™ 23 (py — 25) < (po — w0)}

j=1
Este exemplo apresenta propriedades interessantes. Observe que I7(p) é aberto, J*(p) é

fechado e I+ (p) = J*(p). Em contrapartida, se consideramos M = R*\ {(1,1)}, teremos
que J(0,0) # I (p) e J7(0,0) é sequer um conjunto fechado.

Observacao 4.3. Em algumas situacdes, consideraremos mais de uma estrutura de espaco-
tempo em M. Nestes casos, usaremos as notacoes <,, <, I ;t, Jgi' para enfatizar qual métrica

Lorentziana esta sendo considerada.

As relacdes < e < sdo transitivas, isto é, dados p,g,r € M,sep <KL geq<<r =p<Lr

(similarmente para <). O Lema tem a seguinte consequéncia
Corolario 4.4. Sep<qgeq<r,oup<qeq<r, entiop <.

Demonstracdo. Faremos o caso p < q e ¢ < r, a demonstracao outro é complemente analoga
a deste. Como p < ¢, entdo existe uma curva tipo-tempo orientada para o futuro v, : [0, 1] —
M com 71(0) = pe (1) = ¢.E, como g < r, existe uma curva causal orientada para o futuro
72 : [0,1] = M com ~,(0) = g e y(1) = r. Seja v : [0, 1] — M dada por

w2t setel0,1/2)

(1) =
(2t —1) sete[1/2,1].
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~ ndo é uma pré-geodésica tipo-luz, logo, pela lema de deformacdo, existe uma curva tipo-

tempo orientada para o futuro de p a r, e portanto, p < r. ]

4.1.1 Causalidade local versus global

Dentro de um aberto convexo de um espaco-tempo, as relacdes de causalidade possuem

propriedades anélogas as observadas no espaco-tempo de Minkowski R}™. De fato, temos o
Lema 4.5. Seja C' uma vizinha convexa de um espaco-tempo (M, g). Verifica-se entdo

(a) Dados p,q € C, comp # ¢, temos que q € I'*(p;C) (resp., ¢ € J*(p;C)) < b é

uma geodésica tipo-tempo (resp., causal) orientada no futuro.
(b) O conjunto I't(p;C') é aberto de C'( e também de M ).
(c) O conjunto J*(p;C') é o fecho em C de I (p; C).

(d) A relacio < é fechada em C; Isto é, se p,q,pn,q, € C tais que p, — p e q, —
q com q, € J"(pn; C),Yn € N, entdo q € J*(p; C).

(e) Qualquer curva causal v : [0, L[— C' contida em um subconjunto compacto K C C,

pode ser estendida continuamente a todo intervalo [0, L].

Demonstracdo. (a) Como g # p, teremos que ¢ € [T (p;C), pelo corolario 3.16] , se, e
somente se, existe uma geodésica tipo-tempo orientada para o futuro que une p a ¢
dentro de C. Se ¢ € J*(p; C)\ I (p;C), o Lema nos garante que a curva causal
em C' em C' que une p a q é uma pré-geodésica tipo-luz, e portanto, é curva ]ﬁ , a

menos de reparametrizacao.

(b) A segunda propriedade é deduzida do fato que (veja Corolario [3.16) It (p; C) é a ima-
gem pela exponencial em p da intersec¢do do cone temporal futuro 7, que é aberto de
T, M, com a vizinhanca aberta estrelada da origem U C T),M que é mapeada difeomor-

ficamente sobre C' por exp,,. Isto &,

I (p; C) = exp,(r, N U). (4.1)

(c) Assim como em (4.1]), temos que

JH(p,C) = exp, (T, NU). (4.2)
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Logo, como o fechode 7, NU em U é 7, NU, e exp, : U — C & um difeomorfismo,

segue que o fecho de I (p;C) em C é J*(p; C).

(d) Considere p,q, pn,qn € C tais que {p,} = pe{q} — q€ J(p;C). Como p, < gy,
pelo primeiro item, temos que a geodésica p,,q,, é causal e dirigida para o futuro. Usando

a continuidade da aplicacao
CxC—TM, (p,q) = p(0),

deduzimos que por ser {pnqn”(O)}neN uma sequéncia de vetores causais, entdo o limite

é p(0) e é causal. Aplicando o item (a) novamente, temos que ¢ € J*(p; C).

(e) Se 7 n3o fosse inextensivel a L, existiriam duas sequéncias {t,} e {s,} de eventos de
0, L[ estritamente crescentes tais que {t,,} — L e {s,} — L, e suas imagens convergem

a eventos distintos

{7(tn)} = p e {7(sn)} = ¢, sendo p # ¢

Podemos supor que t,, < s, < tpi1. Assim, v(t,) < v(sn) < Y(tna1). Por (d), podemos
tomar o limite para concluir que p < ¢ < p. Logo, pelo item (a), p = ¢, o que contradiz
que p # q. Portanto, v tem que ser continuamente extensivel a L.

O

Proposicao 4.6. Se (M, g) é um espaco-tempo, entdo a relacio < é aberta em M Isto é, se
p,q € M sdo eventos tais que p < q, entdo existem vizinhancas U de p e V' de q, de maneira
que

p<q, VW eUVvdeV.
Além disto, I~ (p) e It (p) sdo subconjuntos abertos de M, N'p € M.

Demonstracdo. Como p < ¢, seja v : [0,1] — M uma curva qualquer tipo-tempo dirigida
para o futuro e que v(0) = p e y(1) = ¢. Sejam C, e C, vizinhangas convexas de p e ¢ em

M. Podemos supor que C, N C, = ). Tomemos eventos quaisquer

po € I (p; Cp) N([0,1]) e g0 € I™(q; Cy) N ([0, 1])

Pela propriedade (b) do lema anterior, os conjuntos U = I~ (po; C,) e V' = I7(qo; C,) sdo
abertos de M. Dado p’ € U, existe uma curva tipo-tempo dirigida para o futuro v; que une

p' a po e, analogamente, dado ¢’ € V, existe uma curva tipo-tempo dirigida para o futuro
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unindo ¢ a 1. Assim, a justaposi¢ao das 2 * (.40 * 71 € UMa curva tipo-tempo regular por
partes que une p' a ¢, e p' < ¢.

Vejamos que I7(p) é aberto (de forma analoga se mostra que I~ (p) também é aberto): se
tomamos ¢ € I*(p), vimos acima que existe uma vizinhanca aberta V' de ¢ satisfazendo

V C I™(p), e portanto, I (p) é um subconjunto aberto de M. ]

4.2 CONDICOES DE CAUSALIDADE

4.2.1 Condicoes globais de causalidade

Existem algumas propriedades que podemos impdr a um espaco-tempo (M, g) para que
seu comportamento causal se assemelhe ao que esperamos que tenha (pelo menos localmente)
o Universo real. Estas propriedades constituem a chamada Hierarquia Causal, ou Escada

Causal, por satisfazerem as implicacdes:

Hiperbolicidade global

4
Causalidade simples
4
Causalidade continua
4
Causalidade estavel
4
Causalidade forte
4
Distinguidor
4
Causalidade
4

Cronologia
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A seguir, definiremos cada uma dessas propriedades bem como derivaremos algumas con-

sequéncias destas.

4.2.1.1 Espacos-tempo cronoldgicos e causais

Definicao 4.7. Se um espaco-tempo (M, g) ndo possui curvas tipo-tempo fechadas entdo é

dito cronolégico.

Utilizando-nos da proposicdo [4.6] podemos enunciar a seguinte proposicdo que exclui os

espacos-tempo compactos dos “fisicamente provaveis".
Proposicao 4.8. Nenhum espaco-tempo compacto pode ser cronolégico.

Demonstracdo. Suponhamos que o espaco-tempo (M, g) seja compacto e cronolégico. Con-
sidere a cobertura por abertos {I(p) : p € M}. Como M é compacto, podemos extrair uma
subcobertura finita {I*(p1),...,IT(pn)}. Se pi € IT(p;), entdo I (p;) C IT(p;) podemos
retirar o aberto I (p;). Desta forma, podemos assumir que se i # j, entdo p; ¢ I (p;).

Obviamente,

pr€M= CJ[+(PJ) ep & LnJ I (p;)

j=1 Jj=2
Isto é, p; € IT(p1). Logo, existe uma curva tipo-tempo fechada orientada para o futuro que

une p consigo mesmo, portanto, (M, g) ndo pode ser cronolégico. ]
Definicdo 4.9. Um espaco-tempo (M, g) € dito causal se ndo possui curvas causais fechadas.

Por exemplo, como consequéncia do lema [4.5] temos que todo convexo de um espaco-
tempo é, ele préprio, um espaco-tempo causal.

Obviamente, todo espaco-tempo causal é cronoldgico, porém, a reciproca nao é verdadeira.
A seguinte proposicao nos fornecer a condicao necessaria para construirmos um contraexemplo

a reciproca.

Proposicao 4.10. Um espaco-tempo cronolégico que ndo é causal admite uma geodésica

tipo-luz fechada.

Demonstracdo. Seja (M, g) um espaco-tempo que cronoldgico e ndo-causal. Por n3o ser cau-
sal, deve existir uma curva causal diferencial por partes fechada . Seja p um evento desta

curva. Se esta curva ndo for uma pré-geodésica tipo-luz, o lema garante que podemos
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encontrar uma curva tipo-tempo orientada para o futuro que liga p consigo mesmo, mas isto é
impossivel pois M é cronolégico. Como consequéncia, v deve ser uma pré-geodésica tipo-luz.
Além disto, a menos de reparametrizacao, deve ser fechada no sentido de que os vetores velo-
cidades nos extremos sejam exatamente iguais ou proporcionais, pois ndo sendo deste modo,
percorrendo duas vezes ~y teriamos novamente a contradicao de que exista uma curva causal

fechada que n3do é pré-geodésica. O

Exemplo 4.11. Podemos considerar um cilindro, vendo-o como o quociente de R? pelo grupo

das translacées G gerado por G(z,y) = (x + 1,y).
M = R*/G com métrica Lorentziana g = —2dxdy.

Cada curva y(t) = (z(t),y0) com yo = cte é uma pre-geodésica tipo-luz fechada, e portanto
0 espaco-tempo ndo é causal. Por outro lado, cada curva tipo-tempo deve ter derivada nio

nula, deste modo nao pode existir uma curva tipo-tempo fechada, e disto M é cronoldgico.

Figura 1 — Espaco-tempo cronolégico n3o-causal

curva
tipo-tempo

curva
tipo-tempo

Geodésica tipo-luz
fechada

Identificacdo

Fonte: O autor (2015)

4.2.1.2 Espacos-tempo distinguidores

Os abertos I (p) e I~ (p) sdo de fundamental importincia na teoria de causalidade. As-
sim, quando no espaco-tempo (M, g) os eventos p forem caracterizados pelos seus futuros e

passados cronolégicos I (p) e I~ (p), (M, g) é dito distinguidor. Mais precisamente,
Definicao 4.12. Um espaco-tempo (M, g) é dito distinguidor, quando, para todos p,q € M,
IT(p)=1I"(q) oul (p)=1(q) = p=gq

Proposicdo 4.13. Um espaco-tempo (M, g) é distinguidor se, e somente se, para qualquer

p € M, a seguinte propriedade é satisfeita: Para qualquer vizinhanca U de p, existe uma
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vizinhanca V- C U, p € V tal que qualquer curva causal que parte de p e deixa V', ndo entra

novamente em V.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que (M, g) ndo seja distinguidor; Isto é, existem p,q € M
com p # q tais que I (p) = I (q). Tomemos uma vizinhanca U de p tal que ¢ € U. Vamos
mostrar que para qualquer vizinhanca V' C U de p existe uma curva 7y tipo-tempo orientada
para o futuro que sai de V. Escolha um evento p’ € I*T(p)NV. Como p' € I*(q), existe uma
curva o : [0, 1] — M orientada para o futuro com o(0) = ¢ e (1) = p’. Escolhamos agora,
um evento ¢’ = o(ty) € ([0, 1]) com ¢’ ¢ V, este evento existe ja que o ndo esta totalmente
em V. Agora, observe que ¢ € I*(p), logo existe uma curva « : [0,1] — M tipo-tempo
orientada para o futuro com a(0) = p e a(1) = ¢'. Agora, fazendo a justaposicdo das curvas
« e 0|1, obtemos a curva v := a * 7|, 1] que ndo estd inteiramente contida em V.

(<) Suponha que exista um evento p € M e uma vizinhanca U de p, a qual podemos, e
iremos, supor convexa, tais que para todo aberto V' C U, p € V, existe uma curva causal
v orientada para o futuro que parte de p, deixa V' e volta a entrar em V. Escolhamos uma
sequencia de vizinhancas {V,,} com V,;; C V,, e uma sequencia de curvas {7, } que partem
de p, saem de V,, e voltam a entrar. Podemos supor, ao retornarem a V,,, passam por p,, € V,,.
Agora, construamos uma sequencia {¢,} C U tal que cada ¢, é um evento sobre 7, e ¢, ¢ V.
Desta forma, ¢, € J*(p; U) para todo n € N. Pelo item (c) do Lema 1, J"(p; U) é fechado,
entdo podemos extrair uma subsequencia ¢, convergente a um evento ¢ € J*(p, U). Disto,
temos p <y ¢, logo pelo Corolario 1, I*(q) C I (p). Agora, observe que a sequencia {p,}
converge a p, € como, ¢, € J~ (pp; U), para algum n suficientemente grande, ¢, € J~ (p; U),

e portanto, ¢ <y p. Disto, I (p) C I (q). ]

Segue facilmente da proposicdo acima que todo espaco-tempo distinguidor é causal. Con-

tudo a reciproca nao é verdadeira, como podemos observar no exemplo a seguir.

Exemplo 4.14. Podemos modificar o exemplo de modo que M admite apenas uma
geodésica tipo-luz ( Figg ). Eliminando um evento qualquer p sobre a geodésica, o espaco-
tempo M serd causal. Por outro lado, pelo Corolério[4.4, todos os eventos sobre a imagem da

geodésica possuem os mesmo passado e futuro cronolégicos.
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Figura 2 — Espaco-tempo causal ndo distinguidor

Q c C a\py

w N

I G e

Identificacdo Espaco-tempo Espago-tempo
néo causal causal ndo distinguidor

Fonte: (MINGUZZI; SANCHEZ, 2008, p. 22)

4.2.1.3 Espacos-tempo fortemente causais

Definicao 4.15. Um aberto V. C M de um espaco-tempo é causalmente convexo se toda

curva causal 7y : [a,b] — M com extremos em V estiver inteiramente contida em V.

Por exemplo, em qualquer espaco-tempo os abertos da forma I~ (¢) N I*(p) sdo causal-

mente convexos, como pode ser diretamente verificado.

Definicao 4.16. Um espaco-tempo € dito fortemente causal se todo evento p € M possuir

uma base de vizinhancas causalmente convexas.
Proposicao 4.17. Todo espaco-tempo fortemente causal é distinguidor

Demonstracdo. Pela Proposicdo [4.13] dados quaisquer evento p € M e vizinhanca U de p,
devemos encontrar uma vizinhanca V' C U, p € V tal que toda curva causal partindo de p
que deixa V/, ndo entra novamente em V. Suponha, por contradicdo, que o espaco-tempo nao
seja distinguidor, entdo ndo existe nenhuma vizinhanca V' C U que satisfaca a Proposicdo 5.
Sejam W C U vizinhanga convexa de p e v : [a,b] — M curva causal orientada para o futuro
que parte de p = 7(a), sai de W e volta passando por ¢ = y(b) € W. Isto implicaria que W
nado é vizinhanca convexa de p, e como W foi escolhido genericamente, p ndo possui uma base
de vizinhancas convexas, e chegamos a uma contradicdo, pois o espaco-tempo é fortemente

causal. O
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Exemplo 4.18. Um exemplo de um espaco-tempo distinguidor que ndo é fortemente causal

(Fig.[3). Consideremos L* com a métrica usual g = dx® — dy*. Agora, seja

M = (L% g)/G, onde G é o grupo gerado pela translacdes (x,y) + (z,y + 1)

Denotaremos por R o conjunto {(z,y) € L* : 0 <y < 1}. Considere agora L, = {(z,1) : © >
1Y eLy={(z,%): 2 < 3}. Este conjuntos sdo fechados em M, e portanto M = M\{Li, L,}
é um aberto de M, que nos permite vé-lo como um espaco-tempo por si s6. A figura abaixo

ilustra este espaco-tempo

Figura 3 — Espaco-tempo distinguidor ndo fortemente causal

remova Curva causal com
s~ ) extremos emV

Identificagcéo

; remova

Fonte: (MINGUZZI; SANCHEZ, 2008, p. 28)

A curva ot (,3) — M, a(t) = (t,t)(representada na figura por linha pontilhada) é uma
pré-geodésica tipo-luz. Observe que, dado qualquer vizinhanca arbitraria V de p, é possivel

construir curvas causais com extremos em V' e que saem.

Ainda que um espaco-tempo ndo seja fortemente causal globalmente, o seguinte lema nos

garante a existéncia de vizinhancas nas quais vale a causalidade forte.

Lema 4.19. Seja (M, g) um espaco-tempo qualquer. Dado p € M, existe uma base de

vizinhancas {W'} de p tal que cada espago-tempo (W, g|lw) € fortemente causal.

Demonstracdo. Mostraremos que se W, C W, sdo vizinhancas convexas de p, com o fecho
W, compacto e contido em W5, entdo (W1, glw,) é fortemente causal. Denotemos por <;, <;
(para i = 1,2) as relacdes de cronologia e causalidade em (W}, g|w,). Para a demonstracdo,
mostraremos que dados ¢ € W, e vizinhanca U de ¢ em W, se {s,,} e {r,,} forem sequéncias

de eventos de U tais que
Sn—=q, Th—>q, er,<;q<; s, paratodon, (4.3)
entdo para n suficientemente grande teremos

I (sp, W)N I (r,,W;) C U. (4.4)
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Isto concluiria a demonstracdo uma vez que I~ (s, W1)NI*(r,, W) é vizinhanca causalmente
convexa de ¢ em (W5, glw,) e é claro que existem sequéncias {s, } e {r,} satisfazendo (4.3)).
Suponha pois, por contradicdo, que para todo n existe a, € I~ (s,, W1) N I*(r,, W;) com
a, ¢ U. Como W, C W, é compacto, podemos supor que a,, — a*, para um certo a* € Wy,
com a* # ¢ (pois a* ¢ U). Como W, é convexo em (M, g), por (d) do Lema 1 podemos
passar ao limite r,, <5 a, <5 s, € obter ¢ <5 a* <5 q. Como a* # ¢, isto significaria que

(W, glw,) ndo é causal, um absurdo pois W5 é convexo. O

A causalidade forte pode ser caracterizada em termos da topologia de Alexandrov do

espaco-tempo. A definicdo desta estd na seguinte proposicao

Proposicao 4.20. Em qualquer espaco-tempo (M, g), a colecdo de abertos {1 (p) NI~ (q) :

p,q € M} é uma base para uma topologia em M, dita topologia de Alexandrov.

Demonstracdo. Primeiramente, iremos mostrar que, dado r € M existe um conjunto I7(p) N
I~ (q) tal que r € I't(p) NI~ (q). De fato, escolhendo eventos p,q € M taisque p € I~ (r) e
q € It(r). Temos, r € IT(p) NI~ (q).

Agora, mostraremos que se

re (I (p) NI (q1) N (I (p2) N T (q2)).

Ent3o, existe um aberto I (p) N I~ (q) tal que

relt(p)NI (q) C (I (p) NI (q) N (I (p2) NI (g2)).

Disto, temos que r € I~ (q1) NI (q2) e r € I (p1) NIT(p2). Pela Proposicdo 2, os conjuntos
I~ (q1) e I"(go) sdo abertos de M pela topologia candnica. Do modo que existe uma vizinhanca
V dertal que V C I~ (q1) NI~ (q2). De forma analoga, existe uma vizinhanca U C I (p;) N
I (p2). Agora, tomemos g € VNIt (r)epe UNI (r). Assim,

re(IM(p) NI (@) € (I (p) NI (@) N (I (p2) NI (2)).

Teorema 4.21. Para qualquer espaco-tempo (M, g) equivalem as seguintes afirmacdes:
(i) ser fortemente causal,

(ii) a topologia de Alexandrov em M coincide com a topologia canbnica de M,
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(iii) a topologia de Alexandrov em M é Hausdorff.

Demonstracdo. (i) = (i) Pelo Proposicdo[4.6} ja sabemos que os conjuntos da forma I (p)N
I~ (q) sdo abertos de M (topologia candnica). Isto é, a topologia candnica de M é mais
fina que a topologia de Alexandrov. Agora, tome x qualquer e um aberto U > =z, como
(M, g) é fortemente causal, existe uma vizinhanca causalmente convexa V' C U. Escolhendo

eventos p,q € V taisque p <y = <y ¢, temos que z € I (p)NI~(¢q) C V. Como queriamos.

(i) = (iii) Trivial, pois a topologia candnica de M é Hausdorff, e por (ii), a topologia

de Alexandrov é igual a candnica. Logo, a topologia de Alexandrov em M também é Hausdorff.

(iii) = (i) Suponhamos que a causalidade forte ndo seja verificada em p € M, entdo
a topologia de Alexandrov n3do é Hausdorff, isto é, p ndo possui uma base de vizinhancas
causalmente convexa. Sejam U vizinhanca p e W DO U convexo. Considere uma sequencias
de vizinhancas {V},} convexas com V,,;; C V,, C U e uma sequencias de curvas {7, } causais
orientadas para o futuro unidos os eventos p,,, p,, € V,, tais que saem de W e voltam a entrar.
Seja ¢, € U sobre Yn ao retornar a U. Assim, temos uma sequencia {¢,} C U, extraindo
uma subsequencia convergente ¢, — q € U. Observe que ¢ < pl,, pois ¢, < p.,, e pelo item
(c) do Lema [4.5 o conjunto J~(pl,; W) é fechado. Assim, para n suficientemente grande,
q € J(p;W). E disto, temos ¢ <w p, ja que p/, — p.
Agora, recordemos que se * < ¢ K y entao, r < ¢ < pep, < q <Ky, pelo Corolario 1,
temos © < p e p, < y paran grande. Disto, p é um evento de acumulacio de I (z) NI~ (y).

E portanto, qualquer vizinhanca de p dada terd interseccao ndo vazia com este aberto. O]

A seguir mostraremos que, num espaco-tempo fortemente causal, se uma curva causal
v : |a,b) — M estd parcialmente presa num compacto K C M (em dire¢do a b), isto é,

se existe uma sequéncia {s,} em [a, b) satisfazendo
{sn} = b, e~(sy) € K,VneN,
entao ~y pode ser continuamente estendida a b.

Proposicdo 4.22. Num espaco-tempo fortemente causal, se v : [a,b) — M é uma curva
causal inextensivel que parte de um compacto K C M , entio eventualmente v cruza K em

algum evento e nunca retorna; Isto é, existe s > 0 tal que y(t) ¢ K ,Vt > s
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Demonstracdo. Suponha que a conclusdo seja falsa. Entdo, ~ estd parcialmente presa em
K. Disto, existe uma sequéncia {s;} C [a,b) tal que {s;} — b e também, {v(s;)} C K ;
passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que {7(s;)} converge para um
evento p € K. Mas, 7 ndo é extensivel, logo deve haver uma outra sequéncia {t,} convergindo
para b tal que y(t;) ndo converge para p. Como {7(¢;)} ndo converge a p, passando a uma
subsequéncia se necessario, podemos supor que p possui alguma vizinhanca U que n3o contém
eventos 7(t;). Mas, como {s;} e {t;} convergem para b, podemos extrair subsequéncias de
{s;} e {t;} satisfazendo s;, < t;, < s;; < ... . Disto, como {7(s;)} — p, dada qualquer
vizinhanga V' C U de p, teremos que para j grande o suficiente as curvas causais (s, s,,,] tém
extremos em V' e eventos fora de U , contradizendo a existéncia de uma base de vizinhancas

causalmente convexas em torno de p. ]

4.2.1.4 Espacos-tempo estavelmente causais

Analisaremos agora os espacos-tempo causais que continuam causais apds abrirmos um

pouco seus cones temporais.

Seja Lor, (M) o espaco das métricas Lorentzianas temporalmente orientadas em M. Po-
demos estabelecer uma relacgdo < em Lor, (M) de modo natural: Dadas duas métricas
9,9 € Lor, (M), diremos que g < ¢’ se, e somente se, todo vetor causal futuro para a
métrica g é tipo-tempo futuro para a métrica g'. Isto €, denotando por 7, e 7, os respectivos

cones temporais futuros em p € M, entdo
\{0} C 7, paratodopc M.
E claro que se p <, ¢, entdo p <, q.
Exemplo 4.23. Dados reais 0 < \ < j, as métricas Lorentzianas planas em R"!,

g=—Mdxj+dx: + - +dx>, ¢ =—pdry+dri+---+da?

n n

ambas com orientacdo temporal determinada pelo campo 0/0x, claramente satisfazem g <

/

g .

Observacdo 4.24. Dadas g,g € Lor, (M), note que se g < ¢' entdo g» =g+ \Ng' — g) é

uma métrica Lorentziana para todo \ € [0,1], e 0 < A\; < Xy < 1 implica gy, < g»,. Pois,
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dado v causal com respeito a métrica g, isto €, g(v,v) <0, e por ser g < ¢g', temos v é vetor

tipo-tempo com relacdo a métrica g' (¢’ (v,v) < 0), dar,

9,\(@, U) = Q(U7 U) + )‘(g,(va U) - g(U, U)) <0
Além disto, por ser \; < Ay temos \1(g' — g) < Aa(g' — g), e segue que gy, < Gn,-

Definicao 4.25. Um espaco-tempo (M, g) é dito estavelmente causal se existe uma métrica

causal ¢’ € Lor (M) tal que g < ¢'.
Exemplo 4.26. /gual ao exemplo consideremos
M = (L? g)/G, onde G é o grupo gerado pela translacdes (x,y) + (z,y + 1).

Denotaremos por R o conjunto {(x,y) € L? : 0 < y < 1}. Considere agora L, = {(x, i) .
v <2}, Ly={(z,3) : x> 3} e Ly = {(2,3) : @ < 2}. Este conjuntos sdo fechados em
M, e portanto M = M \ {L1, Ly, L3} é um aberto de M, que nos permite vé-lo como um

espaco-tempo por si so.

Figura 4 — Espaco-tempo fortemente causal n3o estavelmente

remova

s
Identificacéo i d
G & N remova

remova

Fonte: (MINGUZZI; SANCHEZ, 2008, p. 39)

— . 2t+1
As curvas o - [0,1/2] = M, oft) = (355, 52) e f: [1/2,1] — M, B(t) = (3, 2)
(representadas na figura por linhas pontilhadas) sdo pré-geodésicas tipo-luz.Este espaco-tempo
é fortemente causal. Se abrimos um pouco os cones causais aparecerao curvas causais fechadas,

e portanto, o espaco ndo € estavelmente causal.

A existéncia de uma funcdo temporal (veja definicdo [3.12)) num espaco-tempo garante a

sua causalidade estavel:

Proposicdao 4.27. Se um espaco-tempo (M, g) admite uma funcdo temporal t : M — R,

entdo ele é estavelmente causal.
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Demonstracdo. Seja t uma funcdo temporal globalmente definida em (M, g). Podemos supor,

e suporemos, que g(Vt, Vt) = —1. Agora, podemos escrever a métrica g como
g=—dt* +h

onde h é tal que h(Vt,Vt) = 0 e hlyyr = glvyr. Entdo, podemos considerar a familia de

métricas (claramente Lorentzianas) a um pardmetro
gy = —Adt* +h, A>0. (4.5)

E claro que g < gy se A > 1. A seguinte afirmacdo conclui a demonstracdo uma vez que a

existéncia de uma funcdo tempo claramente implica a causalidade da métrica.

Afirmacao 4.28. t é uma funcdo temporal para cada g,.
Demonstraco. Inicialmente, note que h(Vt,v) = 0, para todo v. E de (4.5]), temos que
g ) = =Adt @dt(-,-) +h(-,).
Entao,
g\(Vt, ) = =Adt ® dt(Vt, ) + h(Vt, ) = =Adt(Vi)di(-).
Mas, sabemos que dt(Vt) = ¢g(Vt, Vt) = —1. Logo,
M) = 02(T8) = M) = s V).
Assim, pela unicidade do gradiente,

1

Como V't é tipo-tempo orientado para o passado com relacdo a métrica g, entdo também serd

com relacao a métrica g,. E portanto, ¢ é uma funcdo temporal para g,. m
O

Antes de considerarmos a implicacdo causalidade estavel = causalidade forte, estabele-

ceremos dois lemas validos para qualquer espaco-tempo e que serdao importantes também em

449 eb.O

Lema 4.29. Sejam g,h € Lor, (M), com g < h. Entdo, dado p € M, existem um sistema
de coordenadas (U, (x;)) em torno de p, e reais 0 < \ < p, tais que as métricas planas em U

dadas por ¢ = —\da} + da? + -+ -+ da? e W = —uda? + daxf + - - - + da?, satisfazem

g<g <h <h.
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Demonstracdo. Seja B = {eg, 1, ..., €, } uma base ortonormal de T,M com relagdo g,. Deste

modo, defina
g (p) = —Aeo)* +(e1)* + ... +(e,)* e R(p)=—Aeo)®+ (e1)* + ... + (en)?,

com 1 < A < i de modo que A’ < h em p.

Escolha um sistema de coordenadas (U, (z;)) centrado em p tal que

do(p) = €, ..., On(p) = €.
Agora, por continuidade, existe uma vizinhanca V' C U com p € V, tal que as métricas

g = —Mdxj +da + -+ da2 e W = —pdxf + dai + - - + da?

n

verificam o lema. O]

Lema 4.30. Sejam g,h € Lor, (M), com g < h. Ent3o, dados p € M e vizinhanca W de p,

existe aberto VC W com p € V tal que
IX(V;W)Now C Iy (p; W) Now. (4.6)
Demonstracdo. Comecemos observando que

1. Se V satisfaz (4.6) com W’ no lugar de W, para alguma vizinhanca W/ C W de p,
entdo V satisfaz (4.6)).

2. Se V satisfaz (4.6) com ¢’ no lugar de g e i/ no lugar de h, para certas ¢', ' € Lor, (M)
tais que g < ¢’ < I/ < h, entdo V satisfaz (4.6]).

Estas duas observacdes, mais o lema anterior, reduzem o problema ao caso em que

2
n?

M=R"" p=0, g=—Ndag+dai+ - +dz2, h=—pdei+dai+ - +do

n’
e W = B(0; R) = bola Euclideana de raio R e centro na origem 0. Sendo 7, C 7, C R™™!
os cones temporais futuro de g e h em 0, entdo, para toda vizinhanca V de p = 0,

LV N oW = (U(q+n)>maB(o,R)

qeVv
LF(p,W)now = 71,NndB(0,R).
Por outro lado, como 7, C 7,\{0}, ndo é dificil ver que, para V suficientemente pequena,

tem-se

< U+ m) NoB(0,R) C 7,NIB(0, R).

qeV
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Proposicao 4.31. Todo espaco-tempo (M, g) estavelmente causal é fortemente causal.

Demonstracdo. Escolha ¢’ € Lor, (M) tal que ¢’ é causal e g < ¢'. Dados p € M e vizinhanca
U de p, mostremos que existe vizinhanca V' C U de p que é causalmente convexa. Pelo lema
4.19| existe vizinhanca W de p tal que W C U e (W, g|w) é fortemente causal. Pelo lema

4.30| existe vizinhanca V' C W de p, tal que
(VT £ (0 TV
I;(ViW)now C 15 (p; W) N ow. (4.7)

Como (W, g|lw) é fortemente causal, diminuindo V' se necessario, podemos e iremos supor
que V é causalmente convexo no espaco-tempo (W, g|y). Assim sendo, afirmamos que V
é causalmente convexo em (M, g). Para tal, seja & um segmento de curva causal em M,
direcionada para o futuro, com extremos em V. Como V' é causalmente convexo em (W, g|w ),
temos que « n3o deixard V caso n3o deixe W. Mostremos, pois, que o n3o deixa WW. Se «
deixasse W, « interceptaria OW em pontos ¢; e go (podendo ser ¢; = ¢2), com ¢; <, ¢o.
Mas, por , devemos ter p <y ¢ e go <y p. Portanto, teriamos p < p, contradizendo
a causalidade de (M, ¢). O

4.2.1.5 Espaco-tempos causalmente continuos

Consideraremos aqui a questao da continuidade dos mapas

I :M — PM)
p — I*(p),

onde P(M) denota o conjunto das partes de M. Comecemos com a seguinte definicdo de

topologia geral.

Definicao 4.32. Seja X um espaco topolégico e denotemos por P(X) o conjunto das partes

de X. Uma funcdo 6 : X — P(X) é dita:

1. Continua interior em x € X , se para todo compacto K C 0(x) existe uma vizinhanca
U de x tal que K C 0(y) para todo y € U. 0 € dita continua interior em X, se for

continua interior em todos os eventos de X

2. Continua exterior em x € X, se para todo compacto K C M \ 6(z) existe uma

vizinhanca V de z tal que K C M \ 0(y) para todo y € V. 0 € dita continua exterior

em X, se for continua exterior em todos os eventos de X
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Se 0 for continua interior e continua exterior, diremos que ) é continua.
Proposicdo 4.33. As funcbes I+ sio sempre continuas interior.

Demonstrac3o. Iremos mostra que I~ é continua interior, a demonstracdo para I é feita de
forma analoga.

De fato, escolha um p € M, dado K C I~ (p). Ent3o, para todo evento ¢ € K temos que
g < p, e por ser < uma relagdo aberta em M, existem vizinhancas U, > p e V;, 3 ¢ tais que

Vg € V, e Vp' € U, temos que ¢’ < p'. Entdo, temos cobertura K C U {V,}, mas K é
qeEK

n
compacto, logo podemos extrair uma subcobertura finita {V,,, ..., V,, }. Tomando U = N U,,,
i=1

temos a vizinhanca de p buscada. O]

Definicao 4.34. Um espaco-tempo ¢é dito causalmente continuo se for distinguidor e se
as funcées I*(-) forem continuas; pela proposicdo acima, esta dltima condicdo equivale 3

continuidade exterior das funcées I=(-).

Definicao 4.35. Seja (M, g) um espaco-tempo qualquer. Dizemos que (M, g) é

i. reflexivo passado em q € M se para todo p € M tal que q € I+(p) temos que

p € I=(q), para todo p € M.

ii. reflexivo futuro em q € M se para todo p € M tal que q € I~ (p) temos que

p € I*(q), para todop € M.

Dizemos que (M, g) é reflexivo se é reflexivo passado e reflexivo futuro em todo evento

qe M.

Lema 4.36. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(a) I~ (resp. ) é continua exterior.
(b) (M, g) é reflexivo passado (resp. reflexivo futuro).

Demonstracdo. Demonstraremos apenas para o caso o espaco-tempo é reflexivo passado em

p < [~ é continua exterior em p.

(a) = (b) Seja I~ continua exterior. Assuma, por contradicdo, que existem eventos
p,q € M tais que ¢ € IT(p) mas p € I—(q). Pela continuidade exterior de I~, existe

uma vizinhanca V' 3 ¢ tal que para todo ¢ € V temos p ¢ I=(¢q'), mas ¢ € IT(p), isto
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é, para toda vizinhanca U > g, existem eventos ¢’ € U tais que ¢’ € I~ (p). E portanto,

pel*(q) cI(q).

(b) = (a) Seja M reflexivo. Assuma, por contradicdo, que I~ n3o é continua exterior em
p € M, entdo existem um compacto K C M com KNI~ (p) = 0 e uma sequencia {p,} — p
com KNI (p,) # 0. Tomando r, € K NI~ (p,), temos uma nova sequencia que podemos
assumir, e assumiremos, convergente 7, — 7 € K. Escolhendo um s € I~ (r) temos que,
para n suficientemente grande, p,, € I7(s). E disto, p € m Pela reflexividade, temos que

s € I=(p). Agora fazendo s — r, temos que r € I~ (p), o que é uma contradi¢do. O
Proposicao 4.37. (M, g) € causalmente continuo se, e somente se, € reflexivo e distinguidor

Demonstracdo. Pela Definicdo [4.34] temos que o espaco-tempo é distinguidor em ambos os
casos. Além disto, a Proposicio nos afirma que os mapas I* s3o sempre continuas
interior. Pelo Lema[4.36], vimos a equivaléncia entre reflexividade e a continuidade exterior dos

mapas [T s3o continuos exterior. 0

Nos referimos ao artigo (HAWKING; SACHS, |1974) de Hawking e Sachs para a demonstrac&o

do seguinte resultado

Proposicao 4.38. Todo espaco-tempo causalmente continuo é causalmente estavel.

4.2.1.6 Espaco-tempos causalmente simples

Ja sabemos que os conjuntos I7(p) e I~ (p) sdo abertos para todo p € M. Poderiamos
esperar que J1(p) e J (p) sejam fechados, mas nem sempre este fato é verdadeiro. Os
espacos-tempo nos quais os conjuntos J~(p) e J7(p) sdo fechados para todo p € M s&o os

causalmente simples.

Definicao 4.39. Um espaco-tempo € dito causalmente simples se for causal e se os

conjuntos J~(p) e J*(p) forem fechados para todo p € M

Proposicao 4.40. Se J*(q) (resp. J (q)) é fechado para todo q € M entdo I~ (resp. I*)
é continua exterior. Em particular, todo espaco-tempo causalmente simples é causalmente

continuo.
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Demonstracdo. Suponhamos que existam um ponto p € M e um compacto K C M \ I~(p)
tal que I~ n3o seja continua exterior. Entdo, existe uma sequéncia {p,} — p tal que K N
I-(p,) # 0, escolha pontos 7, € K N1~ (p,). Assim, temos uma sequéncia {r,} C K, entdo
possui uma subsequéncia convergente para um ponto r. Suponhamos que seja {r,} ja seja
convergente. Escolhamos um ponto s € I~ (r) N M \ I~ (p). Para n suficientemente grande,
temos que r, € I~ (s). Como, cada r, € m isto significa que qualquer vizinhanca de
r, possui pontos de I~ (p,). Em particular, I7(s) possui pontos de I~ (p,), e deste modo,
pn € I1(s) C J*(s), para n grande. Por ser,J"(s) fechado, entdo p € J*(s). E assim,
s € J~(p) € I-(p), uma contradicio.

Agora, necessitamos apenas mostrar que o espaco-tempo é distinguidor. Antes iremos

provar a seguinte afirmacao

Afirmacdo 4.41. Em qualquer espaco-tempo (M, g) é verificada a seguinte igualdade I*(p) =

JE(p), para todop € M.

Demonstrac3o. Iremos mostrar o caso I+ (p) = J*(p).

Dado p € M, sabemos que I (p) C J™(p) = I*(p) C J*(p). Provaremos que J*(p) C
I*(p). Seja g € J*(p) entdo, para toda vizinhanca arbitraria U de ¢ existe um evento ¢ € U
tal que ¢’ € J*(p). Observe que U N I*(¢') # 0, ja que ¢ € IT(q'). Tome p € UNITH(q),
ent3o, pelo Corolério 1, p’ € I (p), e como a vizinhanca U foi escolhida de forma arbitraria,

temos que g € I+ (p). O

Suponha que o espaco-tempo n3o seja distinguidor, entdo existem eventos p,q € M com
p # q tais que I (p) = I (q). Tome uma sequencia qualquer {¢,} — ¢ com ¢ < ¢,, entdo
¢n € I7(p), para todo n € N. Desta forma, temos que ¢ € I (p) = J*(p) = J*(p), isto &,
p < q. De forma andloga, temos que ¢ < p. E disto, o espaco-tempo ndo pode ser causal, ja

que admite uma curva causal fechada orientada para o futuro. Uma contradic3o.

4.2.1.7 Espacos-tempo globalmente hiperbdlico

Definicao 4.42. Um espaco-tempo é dito globalmente hiperbdlico se é causal e cada

diamante J*(p) N J~(p),Vp,q € M é um subconjunto compacto de M.
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A seguinte proposicao nos garante que os espacos-tempos globalmente hiperbdlico sao

também causalmente simples.

Proposicao 4.43. Se (M,g) é um espaco-tempo globalmente hiperbdlico entdo J~ (p) e J*(p)

sdo fechados para todo p € M. Portanto, (M, g) é causalmente simples.

Demonstracdo. Sejap € M. Assumamos que J*(p) ndo seja fechado. Escolhendo r € J*(p) \ J*(p),
tome um ¢ € I (r). Escolhendo uma sequéncia {r,}nen C J7(p) tal que r,, — 7, temos
que para um ng € N, {r,} C J (¢), ja que r estd no aberto I~ (q) C J (q). Logo, para
n > ng temos que {r,} C J*(p)NJ~(q) que é compacto. Assim, temos uma sequencia {r,}

no compacto J*(p) N J~(¢q) que converge para r ¢ J*(p) N J (q), o que é absurdo. O

4.2.2 Conjuntos acronais e hipersuperficies de Cauchy

Nesta secio (M"! g) denotard um espaco-tempo qualquer.

4.2.2.1 Conjuntos acronais

Definicao 4.44. Um conjunto A C M é€ dito acronal desde que a relacdo p < q nunca
seja satisfeita para p,q € A, isto é, nenhuma curva tipo-tempo toca A mais de uma vez. De

maneira equivalente, A é acronal se
ANTE(A) =0.
De forma anéaloga, podemos definir um conjunto acausal.

Exemplo 4.45. Consideremos R* com a métrica g = dx® — dy?. Seja A = {(z,y) € R*:
0 <z <1,y = 0}. Este conjunto é acronal, ja que dado eventos (z1,0) e (x9,0), temos que
o vetor v = (xg — x1,0) € tipo-espaco.

Observe que qualquer aberto U de um espaco-tempo arbitrario ndo é acronal, pois basta
tomar uma curva v : [0,b) — M tipo-tempo orientada para o futuro com v(0) € U, por

continuidade, existird um ¢ > 0 tal que v(0) € U, e portanto, () € I*(v(0)).

Definicdo 4.46. Dado um conjunto acronal A, chamamos de edge(A) ao conjuntos de
todos os eventos p € A tal que para toda vizinhanca U de p, existe uma curva tipo-tempo

partindo de I~ (p,U) e chegando em I*(p,U) que ndo cruza A.
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Exemplo 4.47. No exemplo anterior, temos que edge(A) é formado pelos eventos (0,0) e

(1,0).

Definicao 4.48. Um subconjunto T" C M ¢é uma hipersuperficie Lipschitziana se for
localmente o gréfico de uma funcdo Lipschitz: dado p € T, existe uma carta (V,¢) de M em
torno de p tal que ¢(V N'T) é o gréfico de uma funcdo Lipschitz h : U C R"™ — R, onde U

é aberto.

Proposicdo 4.49. Seja A C M™"! acronal com AN edge(A) = 0. Entdo, A é uma hipersu-

perficie Lipschitziana.

Demonstracdo. Seja p € A. Como p ¢ edge(A), entdo existe uma vizinhanca V' C M de
p tal que para toda curva v tipo-tempo orientada para o futuro de I~ (p, V') para I (p,V)
intersepta A. Diminuindo V' se necessario, podemos supor que existe em V' um sistema de
coordenadas ¢ tal que 9/0x° seja tipo-tempo orientado para o futuro. Podemos escolher uma

vizinhanca W de p, com W C V tal que
(i) (W) =(a—0,b+0)xU C R*'xR", onde 0 < d e U C R" aberto.

(i) Todos eventos com coordenada =y = a estejam em I~ (p, V') e eventos com coordenada

xo = b estejam em I*(p, V).

Das hipdteses em V' e W, e por ser A acronal, segue que para todo y € U, a curva coordenada
xg : [a,b] — M dada por
t e ao(t) = o7 (1Y)

cruza A em um unico evento p, € A. Logo, definindo a fungdo h : U — (a,b) por h(y) =
zo(py), temos que

d(WNA) = graf(h).

Mostraremos que a funcdo h é Lipschitz. Como A é acronal, entdo ¢(V N A) também o é em
(¢(V), ¢+g). Diminuindo V' se necessério, podemos supor que a métrica em ¢(V N A) dada
por

gz—adx%+dx%+...+dxfl, , onde a > 0,

satisfaz § < ¢.g (veja lema |4.29). Como ¢(V N A) é acronal com relacdo a ¢.g, também

serd com relacdo a §. Agora, sejam ¢, € ANV tais que ¢(q) = (xg,x1, ..., Tp) € P(r) =
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(Yo, Y1, ---, Yn). Entdo, por ser p(ANV') acronal com respeito a g, o vetor (Yo — g, ..., Yn — Tp)

é tipo-espaco, isto é,

g((y() — X0y -y Yn — .Tn), (?JO — X0y s Yn — I‘n)> >0

Disto,

2

—a(yo —20)* + (y1 — 21)* + oo + (Y — 20)* > 0

(y1 — $1)2 + o4 (Yo — 33n)2 > a(yo — wp)*

W1y - tn) — (21, s ) || > Valyo — o

]

Corolario 4.50. Os conjuntos 01~ (p) e 01T (p) sdo hipersuperficies Lipschitzianas para todo

pe M.

Demonstracdo. Iremos mostrar apenas para o conjunto 917 (p). Devemos verificar que 917 (p)

é acronal e 91" (p) Nedge(0I"(p)) = 0.

Suponha que conjunto OI"(p) ndo seja acronal, entdo existem ¢,r € JI*(p) tais que
r € I(q) = q € I"(r). Disto, existe uma vizinhanca U > ¢ com U C [~ (r). Mas, como
q € It (p) entdo existe p’ € U tal que p' € I (p), edisto, p < p' < r =1 € I (p). Porém,
como o conjunto I (p) é aberto, temos que O (p)NI*(p) = (. Logo, temos uma contradic3o.
Agora, vejamos que edge(0I"(p)) = (). Suponha, por contradicdo, que JI*(p) n3o seja
acronal, ent3o existe um evento g € 91" (p) e uma vizinhanca U 3 ¢ com uma curva 7 tipo-
tempo que parte de um evento ¢_ € I~ (p; U) a um evento ¢ € I (p; U) sem cruza I (p).
Como ¢, € I™(q;U) C I™(q) = q € I"(q.) entdo existe uma vizinhanca V' > ¢ tal que
V C I (qy). Disto, VN IT(p) # 0, ja que ¢ € OIT(p). Entdo, ¢y € IT(VNIT(p)) C I (p),
e portanto, I (q) C I (p). De maneira anéloga, temos que I~ (q) C M\ I~ (p). Entdo, temos
que g, € IT(p)eq_ € M\ 1 (p), ja que ~ é continua e uni ¢_ a g, e portanto, pelo teorema

da fronteira, existe um g € 911 (p). O

4.2.2.2 Hipersuperficies de Cauchy

Apresentaremos a nocdo de hipersuperficie de Cauchy. Conforme veremos, no capitulo 4,

os espaco-tempo globalmente hiperbdlicos admitem hipersuperficies de Cauchy.
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Definicao 4.51. Uma hipersuperficie de Cauchy S em um espaco-tempo (M, g) é um sub-
conjunto S C M que verifica a seguinte propriedade: Cada curva tipo-tempo inextensivel corta

a S em um dnico evento.

Exemplo 4.52. Em R, os hiperplanos 11, := {(k,x1,...,x,) : (21,...,2,) € R"}, para

cada k real fixo, sdo hipersuperficies de Cauchy.

Proposicao 4.53. Qualquer hipersuperficie de Cauchy S C M é um hipersuperficie Lipschit-

ziana.

Demonstracdo. Pela Proposicdo [4.49 precisamos verificar apenas que S é acronal e S N
edge(S) = (). Mostremos que S é acronal, sejam p,q € S, suponha que exista uma curva
v : [0,1] — M tipo-tempo orientada para o futuro tal que v(0) = p e y(1) = ¢. Seja
d : [1,b) = M com (1) = g uma curva tipo-tempo inextensivel orientada para o futuro,
fazendo a justaposicdo d *~y temos uma curva tipo-tempo inextensivel orientada para o futuro
que cruza S duas vezes, o que é absurdo, portanto S deve ser acronal.Agora, provemos que
S Nedge(S) = (. Sejam p € S e U uma vizinhanca de p. Tomemos p. € I=(p,U) e v uma
curva tipo-tempo orientada para o futuro em U de p_ até p,. Sejam a, uma curva tipo-
tempo orientada para o futuro comecando em p, e a_ uma curva tipo-tempo orientada para
o futuro chegando em p_. A curva a *y*a_ é uma curva tipo-tempo inextensivel orientada
para o futuro, portanto deve intersectar S. Assim, p ¢ edge(S), e por ser p qualquer, temos

edge(S) = 0. E é ébvio que S Nedge(S) = 0. O
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5 FUNCAO TEMPORAL E O TEOREMA DE DECOMPOSICAO TOPOLOGICA
DE GEROCH

Neste capitulo, apresentaremos as demonstracdes de Hawking sobre existéncia de funcao
do tempo em espacos-tempo estavelmente causais, e de Geroch sobre existéncia de decompo-
sicdo topoldgica do tipo R x S, onde S é uma hipersuperficie de Cauchy, em espacos-tempo
globalmente hiperbdlicos. Estas demonstracoes fazem uso das chamadas funcdes volume pas-
sado e futuro. Comecaremos construindo tais funcoes. Tomamos como principal referéncia

para este capitulo o artigo (SANCHEZ, 2004).

5.1 FUNCOES VOLUMES

A construcdo das funcGes volumes é feita através da escolha de uma medida de Borel em
M, isto é, uma medida definida na o-algebra gerada pelos abertos de M, que satisfaz certas

propriedades.

5.1.1 Maedidas admissiveis

Definicao 5.1. Uma medida de Borel m em M é dita admissivel se satisfaz:
1. Finitude: m(M) < oo.
2. Para qualquer conjunto U C M aberto ndo vazio temos 0 < m(U).
3. Os conjuntos 01" (p) e O~ (p) possuem medida nula.

4. Dados aberto U C M e uma exaustdo de U por compactos, isto é, uma sequéncia de

compactos { K, }, com
K,CK,,CcU, ¥Yn, U=U,K,,

entdo m(U) = lim,, m(K,,).

Observe que da propriedade 3 e das relacdes [*(p) = J*(p) (veja demonstracio da

proposicdo [4.40)), toda medida admissivel deve satisfazer

m(I*(p)) = m(I*(p)) = m(J*(p)).
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Observacao 5.2. Na verdade, a propriedade 4 é uma consequéncia direta da propriedade 1
e da definicdo de medida. Apenas a incluimos na definicdo para destacar as propriedades da

medida que serdo necessarias para o que segue.
Proposicao 5.3. Todo espaco-tempo pode ser equipado com uma medida admissivel.

Demonstracdo. E bem conhecido que toda variedade diferenciavel paracompacta M pode ser
equipada com uma métrica Riemanniana g tal que (M, gr) tem volume finito. Via o Teorema

de Representacdo de Riesz, o funcional linear
A : C(M) = R, A(f) :/ f dvol,,,
M

onde C.(M) denota o espaco das funcdes continuas f : M — R com suporte compacto, pode

ser representado por alguma medida de Borel regular m:

AP = [ fl@) dm) ¥ e C(a). (5.1)

De (5.1)) e de [y, 1 dvol,, < oo, segue que m(M) < oo e m(U) > 0, se U é aberto. A
propriedade 3 é consequéncia de serem OI%(p) hipersuperficies Lipschitzianas de M (corolério
4.50]) e do fato bem conhecido de que graficos de fungdes Lipschitz h : U C R" — R tém

medida de Lebesgue nula. O]

5.1.2 Funcoes volumes e funcoes do tempo generalizadas

Até o final deste capitulo, consideraremos fixada uma medida admissivel m em M, a qual

suporemos normalizada, isto é, m(M) = 1.

Consideremos agora as funcdes volume futuro t* e volume passado ¢~ associadas a medida

m, definidas por
t=(p) =m(I"(p)) e t'(p)=-m(I"(p)), VpeM.

Observe que

p<q = tE(p) <tX(q) (5.2)

ja que sendo p < ¢, entdo I (q) C IT(p) e I-(p) C I (q), e disto t=(p) < t*(q).
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Estas funcdes ndo sdo necessariamente continuas. Veremos na préxima secdo sob quais
condicGes valem suas continuidades. A seguinte proposicao no fornece algumas propriedades

destas funcdes.
Proposicao 5.4. Um espaco-tempo (M, g) é:

(a) Cronolégico se, e somente se, t~ (resp. t*) é estritamente crescente em qualquer curva

tipo-tempo orientada no futuro.

(b) Passado (resp. futuro) distinguidor se, e somente se, t~ (resp. t*) é estritamente cres-

cente em qualquer curva causal orientada no futuro.

Demonstracdo. (a) (=) Sep < gmast~(p) =t (q), necessariamente, temos I~ (p) = I~ (q)
a menos de um conjunto de medida nula. Desta forma, o aberto I (p) N1~ (q) C I~ (p),
e portanto,

(I (p)NI7(g)) NI~ (p) #0

Escolhendo um ponto r qualquer nesta interseccao, temos que p < r < p. Logo, r é

cruzado por uma curva tipo-tempo fechada.

(<) Suponha, por contradicdo, M n3o seja cronoldgico e que t~ seja estritamente
crescente, entdo existem p € M e uma curva 7y : [0,1] — M tipo-tempo fechada ori-
entada para o futuro com 7(0) = (1) = p. Assim, deveriamos ter ¢t~ (v(0)) =t~ (p) <
t=(v(1)) =t~ (p). Chegamos a uma contradicdo.

(b) (=) Assuma que o espaco-tempo seja passado distinguidor e existam dois pontos
p,q € M tais que p < g com p # q e t—(p) = t~(q). Entdo, quase todos os pon-
tos de I~ (q) estdo em I~ (p). Escolha uma sequéncia {¢,} € I~ (p)NI~(gq) convergindo
para q. Observe que, necessariamente [~ (q,) C I~ (p),Vn e I~ (q) = Uyl (¢,). Mas,
isto implica que 1= (¢q) C I~ (p). E como, I~ (p) C I~ (q), temos que I~ (p) =1 (q), e

portanto, o espaco-tempo nao é passado distinguidor.

(<) Veja ((SANCHEZ, |2004)), Proposicdo 3.3)
[l

Observacdo 5.5. i Observe que, por (5.3), se o espago-tempo (M, g) n3o for causal,

entdo ao longo de qualquer curva causal fechada t* sdo constantes.
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ii. Se o espaco-tempo (M, g) é distinguidor entdo as funcbes t* sdo funcées do tempo

generalizadas (Ver definico[3.12).

5.1.3 Continuidade das funcées volumes

Agora veremos que a continuidade das funcdes volume passado ¢~ e volume futuro ¢t é
equivalente a continuidade dos mapas I+ (ver secdo [4.2.1.5] Capitulo 3), para isto, serd de

grande utilidade lembrarmos a seguinte definicao da topologia geral:

Definicao 5.6. Sejam X um espaco topoldgico e f : X — R uma funcdo definida neste

espaco.

1. f é dita semicontinua inferior em xy € X se para cada € > 0 existe uma vizinhanca U

de xq tal que f(x) > f(xo) — €, para todo x € U.

2. f é dita semicontinua superior em x, se para cada € > 0 existe uma vizinhanca U de

xo tal que f(z) < f(xo) + €, para todo z € V.

E claro que f é continua em X se , e somente se, é semicontinua inferior e semicontinua

superior em todo ponto x € X.

Lema 5.7. (a) A continuidade interior de I~ (resp. IT) é equivalente a semicontinuidade
inferior (resp. superior) de t~ (resp. t™).
(b) A continuidade exterior de I~ (resp. I'") é equivalente a semicontinuidade superior(resp.

inferior) de t~ (resp. tT).

Demonstracdo. Iremos demonstrar apenas os casos passado, ja que para os casos futuros as

demonstracdes sao analogas.

(a) («) Ni3o ha nada a ser provado j4 que pela Proposicio [4.33] temos que os mapas I+

sao sempre interiormente continuos.

(=) Seja {p,,} — p e fixe um ¢ > 0. Como todo aberto de M admite uma exaustdo por
compactos, segue da propriedade 4 da medida m (veja def. ?7) que existe um compacto

K C I~ (p) tal que m(I~(p)) — m(K) < ¢, isto é,

m(K) > m(I(p) — e =t (p)
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Por ser I~ continua interior, e por {p,} — p, teremos que K C I~ (p,), a partir de um

certo n, € N. Disto,
m(K) <m(l (p,)) =t (p,) paratodo n >ng
Assim, se n > ng, t(p,) > m(K) >t (p) — € e, portanto, t~(p,) >t~ (p) — €.

(b) (=) Seja {p,} — p e fixe e > 0. Vamos mostrar que ¢~ (p,) < t~(p) + € para n a partir

de um certo ny. Tome um conjunto compacto K C M \ I~ (p) tal que

m(K) >m(M\ I~ (p)) —e=m(M) —m(K) <m(I”(p)) +e

Como I~ é continua exterior, e {p,} — p, temos que K C M \ I~(p,), para n grande,

e assim,

m(K) <m(M\I~(pn)) = m(M)=m(I"(pa)), isto & m(I”(pn)) <m(M)—m(K).

Portanto, para n suficientemente grande,

7 (pn) <m(M) —m(K) <t~ (p) + ¢

(<) Se I~ ndo é continua exterior em p € M entdo, existe um compacto K C M \

I=(p) e uma sequéncia {p,} — p tal que cada I~ (p,) N K # 0, isto é, existem r,, €

I=(p,) N K. Disto, como {r,} C K, podemos extrair uma subsequéncia convergente
{rn,,} — r € K. Escolhaum s € M\ I~(p) tal que s < r. Como a relagdo cronolégica

é aberta , existem vizinhancas U,V C M \ I~ (p) de s,r, respectivamente, tais que

Uc (VI (¥) e UcCI (pn) paran grande.

p'eVvV

Agora, escolha uma sequéncia {g;} — p satisfazendo
p <L g < gj-1, V.
Entdo, U C I (g;),Vj. Tomando ¢ = m(U) > 0:
t7(g;) = m(I"(g;)) <m(I"(q)) + m(U) =t~ (q) +&.

Como queriamos mostrar.
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Do lema anterior e da definicdo [5.6], podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 5.8. Um espaco-tempo (M, g) é causalmente continuo se, e somente se, as funcdes

t~, t* sdo funcdes do tempo.

Assim, ja sabemos em quais condicOes causais as funcoes volume s3ao continuas.

5.2 FUNCOES DO TEMPO E CAUSALIDADE ESTAVEL
Apresentaremos agora a demonstracdo do seguinte teorema devido a Hawking(HAWKING;
ELLIS| 1973):

Teorema 5.9. Qualquer espaco-tempo (M, g) estavelmente causal admite uma funcdo do

tempo.

Demonstracdo. Por ser (M, g) estavelmente causal, pela observacdo |4.24} existe uma familia

a um pardmetro de métricas gy, com \ € [0, 2] que satisfaz:
.. go=9;
ii. gy é causal, para todo \ € [0,2];
. A< N =gy < gy

Denotaremos por ¢, a funcdo volume passado com respeito a gy. Como a medida m é

normalizada, isto é, m(M) = 1, temos que
0<ty(p)<l, Vpe M.
Defina a fun¢do ¢(-) : M — R dada por
1 —
tp) = | (pax

Primeiramente, note que a integral existe, pois fixado p € M e dados 0 < \; < Ay < 1,

temos que I, (p) C Iy,(p), e disto ty (p) = m(I,, (p)) < m(l,,(p)) = t,,(p). Logo, para

cada p, a fungdo X — t; (p) é ndo-decrescente no intervalo [0, 1] e, portanto, integravel.
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Como g, é causal para cada A € [0,2], entdo g, é estavelmente causal e, em particular

(Prop. e do Cap. 3), distinguidor, se A € [0, 1]. Logo, pela Prop. 5.4 ¢, é uma

funcio do tempo generalizada para cada A € [0, 1].

Observe que, dados p,q € M com p < ¢ , temos

) = [ )< [ 60 =),

Isto é, a funcdo t é uma funcdo generalizada do tempo

Agora, vejamos que a funcdo ¢ é continua. Para isso, mostraremos inicialmente que ¢ é
semicontinua superior. Fixe p € M e ¢ € (0,1). Escolha uma vizinhanca U de p tal que

m(U) < 5.
Afirmacao 5.10. Existe uma vizinhanca V' de p tal que, para todo \ € [0, 1],
I;(V,U)NoU C I;+%(p,U) Nou. (5.3)
Demonstracdo. Dados \; < Ay, pelo Lema existe uma vizinhanca V'[\;, \s] de p tal que
I, (VAL A, U) N oU C I, (p,U) NOU. (5.4)

Supondo cada V[, A\y] maximal com respeito a propriedade acima, temos que, dados \; <

A1 < Ay < Ag, como gy, < gay < gy < g, €Nt
VIAL A © VAL A9 (5.5)
(veja demonstracdo do Lema [4.30)). Seja n > 2/¢ e defina

V= V|-

7 1+1
o o )

Entdo V' é uma vizinhanca de p. Dado A € [0, 1], por ser n > 2/¢, existe i tal que [i/2n, (i +
1/2n)] C [\, A+ ¢/2] e assim, por (5.5)), teremos V'[i/2n, (i + 1)/2n] C V[A\, A + £/2]. Em

particular,
V. C VI +¢/2], VAel0,1],
e portanto V satisfaz ([5.3)) para todo A € [0, 1]. O

Pela afirmacao acima,

L@ M)\U C I M)\U, VYgeV, Ae[0,1]
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e disto,
_ N 5
ty(q) < t,\+%(p) + > VgeV.
Assim, realizando integracdo no intervalo [0, 1],
1
ta) < | (t;+5(p )d)\ — / s (D)X +
0
— ) - [T d)\+/ £ (p )dA+5
< t(p) +e,
para todo ¢ € V. Portanto, t é semicontinua superior.

A semicontinuidade inferior é obtida de forma semelhante, utilizando o fato que existe uma

vizinhanca V' tal que
I (p;U)NoU C ]/\_Jr%(q;U) NnouU, VqeU, X€l0,1],

disto
Iy(p M)\NU C I (g M)\U, VqeU, Ael01].

Assim, como no caso anterior,

t(q) > t(p) — e

5.3 TEOREMA DE DECOMPOSICAO TOPOLOGICA DE GEROCH

Nesta secdo consideraremos o espaco-tempo (M, g) globalmente hiperbdlico.

Definicao 5.11. Defina a funcdo T : M — R dada por

o) ()

Proposicdo 5.12. A funcio T defina anteriormente(5.6), é continua e estritamente crescente

ao longo de qualquer curva tipo-tempo orientada para o futuro. Em particular, T' é uma funcao

do tempo.

Demonstracdo. Como o espaco-tempo (M, g) é globalmente hiperbélico, pela proposicio [4.40]
e o teorema , entdo (M, g) é causalmente continuo, e portanto, as funcdes ¢t~ e 1 sdo

continuas. Seja v : [a,b] — M uma curva tipo-tempo orientada para o futuro, tomemos
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a < t; < ty < b tais que y(t1) = p e Y(t2) = ¢, entdo p K ¢, e portanto, temos que
I=(p) Cc I (q) e I*(q) C I™(p), disto

t=(p) =m(I~(p)) <m(I (¢)) =t"(q) e —t(q) =mI"(q) <m(I"(p))=—t"(p)

E disto, temos que
it (p) -t (g
ttp) — tt(e)

E como a funcdo logaritmica é crescente, temos que

T(p) < Zgi;) < 10g<—;8§> =T(q)
0
Lema 5.13. A funcdo T satisfaz:
lim T'(y(s)) = —o0, lim T'(vy(s)) = o0 (5.7)

s—a s—b

para qualquer curva causal orientada no futuro e inextensivel 7 : (a,b) — M.

Demonstracdo. Necessitamos checar apenas que:

lim ¢ (y(s)) =0 e limt*(y(s)) =0

s—a s—b

Para isto, iremos demonstrar inicialmente a seguinte afirmacao,

Afirmacdo 5.14. Dado qualquer compacto K C M entdo, K N1~ (y(so)) = 0, para algum

so € (a,b) (e assim, para qualquer s < sp).

Demonstracdo. Escolha um ponto qualquer da curva ¢ = y(c) com ¢ € (a,b). Assuma, por
contradi¢do, a existéncia de uma sequéncia p; = ¥(s;) com {s;} — a, s; € (a,c) com uma
sequéncia associada r; € K N I~ (p;) que admite uma subsequéncia convergente, suponha
que {r;} — r, e escolha p < r. Entdo, p < p; < ¢q e 7|(a,q estd contida no compacto
J*(p) N J~(q). E pela proposicdo [4.22] contradiz a causalidade forte de M. ]

Agora, dado s* € (a, b), considere uma sequéncia de compactos {K,,} com
K,CK,1CI (y(s")e UK, =1 (v(s%)).

Pela propriedade 4 da medida admissivel, escolhendo ¢ = % temos que

0. m(I=(2(s%)) — m(Ky) < (58)
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Escolha um N € N, como K; C ... C Ky, implica que UY,K; = Ky, que é compacto,
mas pela afirmacdo anterior, existe um sy € (a,s*) tal que I~ (v(sg) N Ky = 0, e como

I=(y(s)) € I7(7(s0)) e I~ (7(s")) C K, temos que
m(I™(v(s7))) = m(I” (v(s0))) +m(Kn)

E com a desigualdade (5.8), temos

WNTTN%D)Z”NT17@®N+WMKW)—WNKN)Sﬂdf(ﬂfﬂ)—ﬂdﬁw)<jt
= m(I~(3(50))) < -
Fazendo N — oo, ficamos com s — a et~ (y(s)) = m(I~(y(s))) — 0, como queriamos
mostrar. [

Lema 5.15. Existe um campo X € X (M) tipo-tempo completo.

Demonstracdo. Como M é orientavel no tempo, existe um campo X € X (M) que é tipo-
tempo. Escolha uma métrica Riemanniana completa gz em M. Por ser X tipo-tempo, X
nunca se anula e assim podemos defir X € X (M) por X = X/|X|p, onde a norma || é
com respeito a gg. Como X é um campo limitado com respeito a gr, segue do Teorema de
Hopf-Rinow que X é completo. E como 0 < 1/|X|, o caracter causal de X é igual ao de X

frente 3 métrica Lorentziana ¢. Portanto, o campo X é tipo-tempo e completo. O

Estamos agora em condicdes de provar o seguinte teorema devido a Geroch(GEROCH,

1970):

Teorema 5.16. A funcio T : M — R definida em (5.6) é uma func3o do tempo de Cauchy,
isto é, cada conjunto S, = T~'(z) é uma hipersuperficie de Cauchy (Ver definicdo[4.51)).
Além disto, fixados um nivel Sy = T~'(0), e um campo tipo-tempo completo X € X(M),

um homeomorfismo pode ser construido
U:M— RxSy, z— (T(2),p(2)) (5.9)

onde, p : M — Sy € a funcdo definida por p(z) = dnico ponto de Sy cruzado pela curva

integral de X partindo de z.

Demonstracdo. De fato, cada conjunto S, é uma hipersuperficie de Cauchy pois, dada qual-

quer curva v : (a,b) — M tipo-tempo inextensivel orientada para o futuro, as relacdes (j5.7))
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e o teorema do valor intermediario garantem que existe ¢ € (a, b) tal que T'(y(t)) = =, isto é,
v(t) € S;. O fato de T ser crescente ao longo de v garante que vy n3o volta a cruzar S,.
Ainversade ¥, U~!: Rx .Sy — M pode ser construida da seguinte forma: denote por ©;*
o fluxo de X e suponha X orientado para o futuro. Dados ty € R e py € Sy, a curva integral
t — ©X(po) por po é tipo-tempo futuro e inextensivel. Logo, como antes, vai existir um dnico

t* € R tal que T'(p;5(po)) = to. Entdo, W1 (to, po) = wis (po).
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