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RESUMO

Nesta dissertacdo estudamos um modelo de equacdes diferenciais ndo auténomas que modela
duas populacGes bentonicas e sésseis, isto é, que habitam no fundo do mar e nao tém a
capacidade de se locomover. Cada populacdo possui dois estagios: um estagio larval que
habita a coluna d'agua, denominada zona pelagica, e um estagio adulto que ocorre quando
a larva se instala no substrato e amadurece. Estamos considerando que a area disponivel
é fixa, limitada e as duas populacdes competem por ela. Assumimos também uma relacdo
fortemente hierdrquica entre as duas espécies, onde uma espécie tem a capacidade de se
fixar sobre a segunda espécie, tratando-a como substrato. O estudo baseia-se no modelo
auténomo desenvolvido por (DIAL; ROUGHGARDEN, |1998)), e na nossa versdo n3o-auténoma
incorporamos a dependéncia do tempo através das taxas de mortalidade e natalidade, que terao
um comportamento de funcao degrau. Nosso objetivo é investigar numericamente as relacoes
entre os periodos de desova das duas espécies e de que forma o periodo de desova da espécie
dominante influencia o periodo de desova da espécie subordinada. Nossos principais resultados
mostraram que: (1) Quanto maior for o periodo da estacdo reprodutiva, mais cedo ocorrera o
inicio 6timo. (2) Quanto maior for a mortalidade da espécie dominante, mais tarde serd o seu
instante 6timo. (3) Inicios da estacdo reprodutiva da segunda espécie suficientemente préximos
do inicio 6timo da primeira espécie acarretam na extincdo da segunda espécie, mesmo se a
estacdo reprodutiva da segunda espécie for maior que a estacdo reprodutiva da primeira. (4)
A segunda espécie utiliza duas estratégias principais, que dependem a duracdo da estacdo

reprodutiva da primeira espécie.

Palavras-chave: ecologia; espécies bentonicas; simulac3o.



ABSTRACT

In this dissertation we study a non-autonomous differential equation model that models two
benthic and sessile populations, that is, those that live on the sea floor and do not have the
ability to move around. Each population has two stages: a larval stage that inhabits the water
column, called the pelagic zone, and an adult stage that occurs when the larva settles in the
substrate and matures. We are considering that the available area is fixed, limited and the two
populations compete for it. We also assume a strongly hierarchical relationship between the
two species, where one species has the ability to settle on the second species, treating it as a
substrate. The study is based on the autonomous model developed by (DIAL; ROUGHGARDEN,
1998)), and in our non-autonomous version we incorporate the time dependence through the
birth and death rates, which will have a step function behavior. Our aim is to investigate
numerically the relationships between the spawning periods of the two species and how the
spawning period of the dominant species influences the spawning period of the subordinate
species. Our main results showed that: (1) The longer the period of the breeding season, the
earlier the optimal start will occur. (2) The greater the mortality of the dominant species,
the later will be its optimal time. (3) Starts of the second species’ breeding season close
enough to the first species’ optimal start lead to the extinction of the second species, even if
the second species’ breeding season is longer than the first species’ breeding season. (4) The
second species uses two main strategies, which depend on the duration of the first species’

breeding season.

Keywords: ecology; benthic species; simulation.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacdo estudaremos um sistema de equacdes diferenciais que modela duas po-
pulacdes bentdnicas marinhas, ou seja, que habitam o fundo do mar. Assumiremos que cada
populacdo possui dois estagios: um estagio larval que habita na coluna de dgua, chamada de
zona pelagica; e o estagio adulto, que ocorre quando a larva se fixa no substrato e amadurece.

Estamos considerando que a area disponivel para a fixacdo das larvas é fixa e limitada. A
principio as duas populacdes disputam a area em questdo. Entretanto, vamos assumir uma
relacdo de dominancia absoluta de uma espécie em relacdo a outra.

A primeira espécie, que de agora em diante denotaremos de espécie 1, domina comple-
tamente a segunda espécie (denotada espécie 2); em outras palavras, a espécie 1 é capaz
de se fixar e crescer em ambientes onde os individuos da espécie 2 ja estejam. Dessa forma,
o modelo populacional de crescimento da espécie 1 independe da espécie 2. Ja& a espécie 2
depende da populacdo da espécie 1, e o espaco livre que a espécie 2 tém disponivel é apenas
o0 espaco nao ocupado pela espécie 1. A Figura (1] mostra um exemplo de duas populacdes que

satisfazem a condic3o hierarquica descrita acima.

Figura 1 — Exemplo biolégico de comunidade com forte interacdo bentbnica assimétrica, mas sem interacdo
pelagica. A espécie branca, Balanus balanoides, corresponde a espécie dominante, enquanto a
espécie menor, Chthamalus montagui, localizada na parte central e superior da figura, corresponde
a espécie subordinada.

Fonte: Wikimedia Commons
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Nosso modelo se baseia no modelo auténomo desenvolvido em (DIAL; ROUGHGARDEN,
1998)). Nele, sdo estabelecidas condicdes de coexisténcia para as duas populacdes e deter-
minadas as estabilidades dessa coexisténcia para perturbacdes especificas. Nesta dissertacao,
estudaremos uma versdo ndo auténoma do modelo de (DIAL; ROUGHGARDEN, 1998), isto é,
uma versao que depende do tempo. Tal dependéncia serad incorporada através de dois fato-
res: O primeiro serd uma taxa de mortalidade: assumiremos que a mortalidade é uma funcao
degrau, com um incremento durante um periodo que corresponderd ao inverno; o segundo
fator serd o da reproducao. Assumiremos que a taxa de natalidade também serd uma funcao
degrau, diferente de zero durante os periodos de estacao reprodutiva e zero durante o restante
do ano. Dessa forma, a estacdo reprodutiva terad trés parametros a serem considerados: seu
periodo inicial, sua duracdo e sua intensidade.

O maior interesse de nosso trabalho esta na determinacdo dos instantes 6timos das desovas
das duas espécies. Antes, precisamos estabelecer o que entendemos por “instante 6timo”.
Um individuo de uma determinada espécie que passar para os seus descendentes diretos,
caracteristicas que maximizem sua prole, terd um vantagem em relacdo aos demais. Sua prole
se multiplicara de forma mais eficiente que os demais individuos da populacdo e em condicdes
propicias, essa caracteristica se fixard na populacdo. Dessa forma, definimos como instante
o6timo da desova aquele instante em que a desova da espécie garantird a maior populacio
possivel de adultos reprodutores ao longo dos anos.

Em resumo: o objetivo desta dissertacdo é determinar os instantes étimos de desova de duas
espécies bentbnicas, em um ambiente com area bentonica limitada, assumindo uma relacdo
de dominancia total de uma espécie sobre a outra. As questdes que investigamos ao longo do
trabalho sdo: Qual o instante 6timo da desova da espécie dominante? Como ele depende da
duracdo da desova? Qual o instante étimo da desova da espécie dominada? Como ele depende
do instante 6timo e da duracdo da desova da espécie dominante? Uma desova regula a outra?

No capitulo 2 apresentamos uma descricdo do modelo de (DIAL; ROUGHGARDEN, 1998) e
definimos os parametros; em seguida encontramos os pontos criticos do sistema e ressaltamos
condicbes que os parametros devem satisfazer; apds isso, uma andlise de estabilidade na
origem; por fim fazemos uma modificacdo no modelo, propondo uma versao nao auténoma,
isto é, que depende do tempo.

No capitulo 3 apresentamos o estudo numérico do nosso problema. De inicio investigamos
a dindmica apenas da espécies dominante. Determinamos o momento étimo de desova e sua

dependéncia em relacdo tanto a duracdo do periodo de desova quanto a diferentes taxas de
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mortalidade da espécie. Em seguida introduzimos a segunda espécie e realizamos a mesma
andlise, desta vez levando em conta a dominancia da primeira espécie sobre a segunda. Por
fim, finalizamos fazendo uma analise sobre o comportamento do instante da desova da espécie
2 em relacdo a espécie 1.

Nos apéndices apresentamos uma demonstracao heuristica do Principio do Maximo de
Pontryagin, ferramenta estudada ao longo da dissertacdo, assim como os principais codigos

em MATLAB usados para desenvolver as simulaces numéricas.
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2 MODELO PARA DUAS POPULACOES BENTONICAS COM AREA LIMI-
TADA

Neste Capitulo falaremos sobre o modelo estudado. na Secao [2.1] apresentamos uma des-
cricdo do modelo e definimos os pardmetros. Na Secdo [2.2] encontramos os pontos criticos do
sistema e ressaltamos condicGes que os pardmetros devem satisfazer. Na Secdo [2.3] faremos
uma analise de estabilidade na origem. Por fim, na Secao fazemos uma modificacdo no

modelo, propondo uma versdo nao auténoma.

2.1 DESCRICAO DO MODELO

Nossa principal referéncia é (DIAL; ROUGHGARDEN, 1998)). Assumiremos que duas espécies,
1 e 2, tém adultos com tamanho corporal a;, i = 1,2 e abundancia numérica N;(t) dentro de

um habitat de area A. O espaco livre para ocupacdo benténica consiste da area n3o ocupada
F(t) =A— CLlNl(t) — G,QNQ(t).

Cada espécie produz larvas com abundancia L;(t) a uma taxa per capita m;. As larvas se
transformam em adultos a uma taxa que depende do niimero de larvas na 4gua e do espaco
livre disponivel: ¢; F'(t)L;(t). ¢; representa a taxa de assentamento larval per capita. As larvas
morrem a uma taxa v; independente da densidade e os adultos tém taxa de mortalidade p;.

O modelo considera uma relacdo hierarquica fortemente assimétrica, onde uma espécie
dominante (subscrita por 1) pode sempre matar individuos da espécie subordinada (subscrita
por 2). Assumimos que o subordinado se estabelece apenas no substrato vazio de qualquer
uma das espécies, F'(t) = A — a3 N1(t) — aaNo(t), mas o dominante se estabelece tanto
no espaco livre quanto no espaco ocupado pela espécie subordinada: F(t) + asNy(t). As
larvas dominantes se fixam (os matando) sobre os adultos da espécie subordinada a uma taxa
c1L1(t)agNo(t).

As equacdes sao

Nty (2.1)
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onde

F(t) =A- CblNl(t) — CLQNQ(t).

Na primeira Equacdo, o termo ¢, Ly (t)[F(t) + a2Ns(t)] representa a taxa de fixacdo e
convers3do das larvas da espécie 1 em adultos. Essa taxa é proporcional ao niimero L (t) de
larvas da espécie 1 e a area disponivel para sua fixacdo. Observe que como a espécie 1 é
dominante, temos que a area livre s6 leva em consideracao o espaco ocupado pela prépria
especie 1, uma vez que F'(t) + aaNa(t) = A — a1 Ni(t). O termo —puy Ni(t) é a taxa de
mortalidade natural dos adultos.

Na segunda Equacdo, o termo m;N;(t) representa a taxa com que os adultos produzem
larvas. O termo —c1 Ly (t)[F'(t)+aoN2(t)] aparece aqui com o sinal negativo, uma vez que essa
Equacdo representa a taxa de variacdo das larvas. O termo —v; Ly (t) é a taxa de mortalidade
natural das larvas.

Na terceira Equacdo, o termo coLo(t)F'(t) representa a taxa de fixacdo e conversdo das
larvas da espécie 2 em adultos. Analogamente a primeira Equacao, essa taxa é proporcional
ao nimero Lo(t) de larvas da espécie 2 e da area disponivel, porém note que dessa vez a area
disponivel leva em conta o espaco ocupado pelas duas espécies. O termo —puyNo(t) € a taxa
de mortalidade dos adultos da espécie 2; O termo —asNo(t)cq Ly (t) representa a taxa com
que as larvas da espécie 1 se estabelecem nos adultos da espécie 2.

Na quarta Equac3o, o termo my N5 (t) representa a taxa com que os adultos da espécie 2
produzem larvas. O termo —coLo(t) F'(t) representa a taxa de convers3o das larvas em adultos;

e 0 termo 5 Lo(t) representa a taxa de mortalidade das larvas da especie 2.

2.2 PONTOS CRITICOS

Encontramos os pontos criticos resolvendo o sistema

01[:1[14 — alj\m — ull\Afl =0

miN; — cllfl[A — a1]\71] — L =0

02[:2[14 —a;N; — GQNQ] — uQNQ — ayNyc Ly = 0
moNy — czﬁQ[A —ay N — a2]\72] — Ly = 0.

Ey = (0,0,0,0) é ponto critico, e o denominaremos ponto critico trivial.
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Os pontos criticos nao triviais sdo dados por

El - (Nlaf/lv()u())

E2 = (07 07 N27 l/:/2>

onde

A A
N4
ay ai1Cy (ml - Ml)

I:lz <m1_,u1> 'Nl

V1
G A— CL1N1 M2l 01V2£1 (2'2)
9 = — = — =
a2 azCa(mag — g — asc1Ly)  ca(ma — pg — agerLy)
EQ _ (mz - M2V— @261L1> ‘ ]\72
2

O ponto Ej representa o cenario onde n3o existem nem adultos nem larvas de nenhumas
das espécies. Assim, é importante investigar sob quais condicOes esse sistema sera instavel,
isto é, dado uma condicao inicial 'perto’ de Ej, queremos que essa solucao se afaste dele.

O ponto E; representa a auséncia da espécie dominada. O ponto F» representa a auséncia
da espécie dominante. Note que em Ej, as duas ultimas Equacdes de sao iguais as duas
primeiras, a menos do indice. O ponto Fs5, o mais interessante, representa a coexisténcia entre
as duas espécies.

Como N; e f}i,i € {1,2} representam a quantidade de adultos e larvas, respectivamente,
devemos ter N; > 0 e L; > 0. Isto nos permite estabelecer relacdes necessarias importantes,

a saber

my > 1,

Acimy > vy + Acipa,

(2.3)
My > g + agzcy Ly,

[l . asc1va Ly

C2 C2

Amg + CL1[L2N1 + ajciaa N1 Ly > -+ A,LLQ + Ac1a2L1 + a;meNy.
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2.3 ANALISE DE ESTABILIDADE NO PONTO EO

Na Secdo vimos que o modelo admite quatro pontos criticos: £y, = (0,0,0,0),
que representa o estado sem nenhuma das espécies; F, = (Nl,ﬁl,0,0), onde existe ape-
nas a primeira espécie; Fy = (0, O,NQ,ﬁg) onde existe apenas a segunda espécie; e F3 =
(]\71, il, NQ, Eg), onde as duas espécies coexistem.

Como o ponto Ej representa o estado sem nenhuma das espécies, queremos que as solucoes
sejam instaveis em FEj, isto é, se afastem dele.

A matriz jacobiana é dada por

—arc1 Ly (t) — c1(A — a1 Nq(t)) 0 0

arcrLy(t) +my —c1(A—ayNq.(t)) — 0 0
—aycoLa(t) —c1a9No(t) —cra9ly(t) — agcaLo(t) — o coF(t)
aycoLo(t) 0 asCoLo(t) + mo —CoF(t) — 1y

onde F(t) = A — ay N1 (t) — aaNa(t).

Aplicado o Jacobiano em Ey = (0,0,0,0), teremos

— i1 A 0 0
m; —cA—uvy 0 0
0 0 — 2 A
0 0 me —CoA — 1y

Por se tratar de uma matriz diagonal em blocos, o polindmio caracteristico associado a Ej

sera
pey(N) = [T (A = Tr(M)\ + det (M)
i=1
onde
— M cA
MPo = . i=1,2.
m; —C,‘A — V;

Pelo critério de Routh-Hurwitz (ANAGNOST; DESOER, 1991)), o sistema sera instavel em Ej

se, e somente se,
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- Tr(M;™) <0,
1=1,2.
det(M}) < 0.
Porém, como A, ju1, 12, 1, 5 s30 parametros positivos, temos que — Tr(MZ-EO) < 0. Assim,

o sistema serd instavel se

O sucesso bentdnico envolve a sobrevivéncia e reproducdo dos adultos. O sucesso pelagico

envolve sobrevivéncia larval e assentamento.

Por 2.4} temos que

Os termos i e (’l’:‘— - 1) sdo denominados (DIAL; ROUGHGARDEN, |1998) de capacidade
bentonica e capacidade pelagica, respectivamente. Assim, a condicdo estabelece que o sistema
sera instavel em Ej se, e somente se, o produto das capacidades bentdnicas e pelagicas for
maior que ou igual ao inverso da area total.

Embora uma andlise cuidadosa possa ser feita da estabilidade dos demais pontos de equi-

librio via o critério de Routh-Hurwitz, esse ndo é o nosso objetivo, uma vez que estamos

trabalhando com sistemas nao autonomos.

2.4 MODELO DEPENDENTE DO TEMPO

Nesta Secdo introduziremos fatores dependentes do tempo no modelo descrito.

Os parametros y; e v, i € {1,2}, que indicam as mortalidades dos adultos e larvas, respec-
tivamente, eram considerados valores constantes. Entretanto, no mundo real a mortalidade de
uma espécie ndo é constante, estando sujeita a diversos fatores. O periodo do ano é um desses
fatores que podem afetar a mortalidade de uma espécie. Durante o inverno, principalmente
nas regioes temperadas, as condicoes climaticas sdo mais adversas, tornando mais dificil para
uma espécie sobreviver. Além disso, a disponibilidade de recursos também pode ser afetada
pela estacdo, influenciando a taxa de mortalidade. Sendo assim, definimos ji; e v; como duas

funcoes do tempo:
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X1, durante o inverno
x(t) =
X2, durante o restante do ano,
onde x € {u1, p2,v1,2}. Naturalmente, a quantidade de individuos mortos durante o
inverno serd proporcionalmente maior do que fora dele. Para a mortalidade, temos o seguinte

problema de valor inicial

dx

= = —y; - x(t),
o Xi - x(t)
x(0) = xo

A solucio do P.V.I. acima é x(t) = xoe X'. Estamos interessados em definir os valores x;
em funcdo da porcentagem p;% de individuos que vdo morrer apés d; dias, isto é. Queremos

que apos d; dias, p;% da populacdo morra, isto é,

) = (1 55)-

Assim, a mortalidade y; pode ser expressa em funcdo do tempo d; e da porcentagem p;%

resolvendo

—xid; _ 1_ Di )
Xo€ X0 ( 100

isto é,

Xi = ilog (1 ~ b > . (2.5)

Um argumento analogo também pode ser feito a respeito de m;. No modelo original, m;
indica a taxa per capita com que as espécies N; produzem as larvas L;. Novamente, o modelo
considera m; como sendo constante, o que é uma grande simplificacdo. A maioria das espé-
cies nao se reproduzem continuamente ao longo do ano. Em vez disso, eles tém um periodo
especifico conhecido como estacdo reprodutiva, durante o qual se envolvem em atividades
reprodutivas. Assim como para a mortalidade, o periodo de estacdo reprodutiva é influenci-
ado por varias condicGes ambientais, como temperatura, duracdo do dia, disponibilidade de
alimentos, e também por processos fisioldgicos inatos da espécie. Procriando apenas durante
uma época especifica do ano, as espécies podem garantir que seus filhotes nascam quando as
condicoes forem ideais para a sobrevivéncia. Isso ajuda a maximizar as chances da prole sobre-
viver e se reproduzir no futuro, garantindo a continuidade da espécie. Sendo assim, também

consideramos m; como sendo uma funcdo do tempo, definida como
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@ m;, durante a estacdo reprodutiva,
m;(t) =
0, durante o restante do ano.

Diante das consideracdes feitas acima, utilizaremos o seguinte modelo

d]\(;lt(t) - ClLl(t) [A - alNl(t)] - /Ll(t)Nl(t),

dL;(t) =my(t)N1(t) — 1 Ly (8)[A — ay Ny ()] — v (t) Ly (¢),

d]\?it(t) (2.6)
th = coLo(t)[A — ay N1 (t) — aaNa(t)] — pa(t) Na(t) — agNo(t)c1 Ly (1),

dL;t(t) = ma(t)No(t) — calo(t)[A — a1 N1(t) — asNo(t)] — v(t)2 La(t).

No Capitulo a seguir, iremos determinar os instantes 6timos das duas espécies, levando em

conta o modelo 2.6
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3 ANALISE NUMERICA DO MODELO NAO AUTONOMO

Neste Capitulo investigaremos numericamente o modelo [2.6] Nosso objetivo é determinar
os instantes 6timos das duas espécies, levando em conta um ambiente com area limitada e
uma dominancia total da primeira espécie sobre a segunda. Na primeira Secdo iremos analisar
a primeira espécie isoladamente, uma vez que ela independe da segunda espécie. Comecaremos
investigando as trajetérias da primeira espécie. Estamos interessados em saber como a duracao
e o inicio da estacdo reprodutiva influenciam na quantidade total de adultos.

Mostraremos que fixada a durac3o e a intensidade do periodo de desova, a quantidade de
adultos mudara conforme a escolha do inicio do periodo da estacdo reprodutiva. Determina-
remos numericamente o inicio da estacdo reprodutiva que maximize a quantidade de adultos.
Em seguida, mostraremos como esse instante inicial 6timo depende do periodo de reproducao
e da mortalidade da espécie.

Apbés analisarmos a primeira espécie, introduziremos a segunda espécie e analisaremos
como ela se comporta em funcao da primeira espécie. Para tanto fixaremos os parametros da
primeira espécie: a duracdo da estacdo reprodutiva e o seu respectivo instante 6timo de inicio
ja determinado anteriormente. Investigaremos sob quais condicdes ocorre a coexisténcia entre
as duas espécies. Em seguida, analisaremos a relacao entre o inicio 6timo da segunda espécie
com a duracdo do seu periodo de reproducdo e também do inicio étimo da primeira espécie.

Utilizaremos as seguintes notacoes

Tabela 1 — Defincdo dos pardmetros §; e ¢;

Parametro Descricao
01 Duracdo da estacao reprodutiva da primeira espécie
11 Inicio da estacdo reprodutiva da primeira espécie
09 Duracao da estacao reprodutiva da segunda espécie
Lo Inicio da estacdo reprodutiva da segunda espécie

Fonte: O autor (2023)

A fim de evitar confus3o, utilizaremos a notacdo x¢;(d;) para indicar o inicio étimo da
estacdo reprodutiva da espécie i, levando em conta um periodo de reproducao ¢;. Quando for

claro quanto é ¢;, escreveremos simplesmente *;.
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3.1 DINAMICA DA ESPECIE DOMINANTE

A dindmica da espécie dominante independe da dindmica da espécie dominada, ja que as
duas primeiras equacoes, representando a dinamica da primeira espécie desacoplam das demais
e podem ser estudadas de forma independente. Para facilitar a leitura, reproduzimos as duas

primeiras equacdes do sistema [2.6] abaixo.

d]\st(t) =1 L1(t)[A — ay N1 (t)] — pa (£) N1(t)
de1t(t) =my(t)N1(t) — e1 L1 (8)[A — a1 N1 (t)] — v4 () L1 (2)

Uma das perguntas principais que foram propostas foi encontrar o instante étimo para
comecar a desova, isto é, encontrar o dia do ano onde, para a estacao reprodutiva que se inicia
nesse dia gerard um numero maximo de adultos. Para responder essa pergunta, precisamos
saber o comportamento da espécie ao longo do tempo.

Consideraremos um horizonte de simulacdo numérica de 10 anos. O inverno terd uma
duracdo de 90 dias, tendo inicio no dia 100.

As condicOes iniciais serdo sempre assumidas como sendo os pontos de equilibrio do sis-
tema autonomo correspondente. Para tanto utilizaremos as relacdes de [2.2| para determinar

as condicoes iniciais em funcdo dos parametros:
A M1

) U
a alcl(ml - Ml)

N mq — A
L, = (1/“) Ni.
n
Como N; e I, representam as quantidades de adultos e larvas, respectivamente, devemos

ter N1, L; > 0. Na Tabela abaixo listamos, para efeito de reprodutibilidade de nossos resultados

os valores utilizados.
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Tabela 2 — Parametros iniciais da espécie dominante.

Pardmetro Valor
A 80
aq 0.03
c1 0,5
m 1.0
1 0.9
2 0.04169

Fonte: O autor (2023)

Com os valores da Tabela acima, temos que

Ny =~ 582,17,
(3.1)
Ly ~ 1396, 41.

Convém lembrar que os valores A, a; e ¢; permanecerdo fixos ao longo da anélise, porém
estamos considerando que as mortalidades dos adultos e das larvas mudam no decorrer do
ano, e também que os adultos produzem larvas apenas durante um periodo do ano. Assim,
os valores de my, j1; € v; acima ndo permanecerdo como estdo na Tabela, pois foram dados
apenas como condicdo inicial para que a quantidade de adultos e larvas seja positivo. A seguir

definiremos esses trés parametros.

Por simplicidade, vamos considerar que p; e v; possuem a mesma mortalidade, definida

por
1 99
~90 log (1 — 100) , durante o inverno
~365 log (1 — 100) , durante o restante do ano,

onde x € {u1,1}. Isto é, de acordo com ([2.5)), estamos considerando uma mortalidade alta,
que mata 99% dos adultos e larvas durante os 90 dias do inverno, e fora dele, uma mortalidade
que também mata 99% dos adultos e larvas durante o periodo de um ano. Dessa forma estamos
modelando espécies com apenas um episddio de reproducdo ao longo de seu ciclo de vida de
apenas uma ano.

Para mq, que representa a taxa com que os adultos produzem larvas, definimos
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1, durante a estacdo reprodutiva
ma(t) =
0, durante o restante do ano

O critério para a escolha acima foi encontrar o valor minimo que evitasse que a espécie
entrasse em extincao no decorrer dos 10 anos.

O periodo de reproducdo dos seres vivos varia bastante, podendo ser de apenas alguns
dias até varios meses. Dessa forma, comecaremos fazendo o periodo de reproducdo da espécie
1 ser 6; = 60. Agora precisamos definir um inicio para a estacdo reprodutiva. Uma sugestdo
bastante natural seria comecar o periodo de reproducao logo no final do inverno. O motivo disto
é porque durante o inverno, a disponibilidade de alimento geralmente é baixa e as condicGes
climaticas podem n3o serem muito favoraveis para a sobrevivéncia das larvas. Com a chegada
da primavera, hd um aumento na disponibilidade de alimento e melhores condicoes climaticas,
permitindo que os adultos produzam mais larvas. Além disso, comecar o periodo reprodutivo
logo apds o inverno permite que os adultos se reproduzam antes que os recursos se tornem
escassos novamente. Sendo assim, como estamos assumindo um inverno de 90 dias com inicio
no dia 100, propomos fazer 1; = 190. Assim, a espécie 1 se reproduzira entre os dias 190 e
250. A Figura abaixo mostra as evoluces temporais das populacoes dos adultos e larvas para

as condicoes utilizadas.
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Figura 2 — Evoluc3o temporal da populacdo IV; para §; =60 e ¢y = 190
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Fonte: O autor (2023)

Assim que o sistema comeca a evoluir, a quantidade inicial de larvas serd convertida em
adultos, que por sua vez se somara com a quantidade inicial de adultos. Isso explica esse
aumento imediato logo no inicio do Grafico. Apds esse aumento, como a mortalidade ja esta
atuando e como o periodo de reproducao ainda ndo aconteceu, o nimero de adultos comecara
a diminuir. Com a chegada do inverno no dia 100, a mortalidade aumentara, matando ainda
mais rapidamente a populacao de adultos. Com o inicio da estac3do reprodutiva no primeiro ano,
a quantidade de adultos voltara a aumentar, dessa vez permanecendo estavel até o inverno do

préximo ano. A partir do segundo ano ja é possivel perceber uma periodicidade na quantidade
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de adultos.

Figura 3 — Evolucdo temporal da populacdo de L, para §; =60 e ¢; = 190
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Fonte: O autor (2023)

Logo no inicio, a quantidade de larvas da condicdo inicial sera convertida em adultos e como
a estacado reprodutiva s6 ocorrera a partir do dia 190, a populacdo de larvas sera nula até la, o
que pode ser visto no Gréfico acima. O nosso modelo considera que os adultos produzem larvas
instantaneamente. Essa é a interpretacdo desse aumento abrupto na quantidade de larvas.
Da mesma forma que as larvas sdo geradas instantaneamente, elas também s3o convertidas
instantaneamente em adultos. Esse fato, somado com a mortalidade natural, explica essa queda
vertiginosa no Gréfico. Porém, assim como para os adultos, é possivel notar uma periodicidade
ja a partir do segundo ano.

Tenhamos sempre em mente que o objetivo dessa anéalise é encontrar o inicio da estacao
reprodutiva que ird maximizar a quantidade de adultos durante o periodo de tempo. Porém
como foi visto acima, a quantidade de adultos e larvas ficou estavel a partir do segundo ano.
Por esse motivo, ndo é interessante medir a quantidade de adultos logo no primeiro ano.
Semelhantemente, passados os 10 anos, o Gréafico termina de maneira abrupta, o que nos leva
a concluir que também nao é uma boa ideia calcular a quantidade de adultos até o final do
periodo total. Diante das consideracdes feitas acima, vamos determinar a quantidade de adultos
a partir do quarto e parar no nono ano, a fim de evitar qualquer alteracdo na periodicidade. No
caso da Figura , onde o inicio da estacdo é no inicio da primavera (11 = 190), a quantidade

de adultos é de aproximadamente 4 x 10% individuos.
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E razoavel conjecturar que essa quantidade total de adultos variara conforme o inicio da
estacdo reprodutiva, isto é, inicios diferentes acarretardo em quantidades diferentes de adultos.
Porém, essa relacao nao é dbvia.

Se mantermos uma estacdo reprodutiva de 60 dias e alterar em poucos dias o seu inicio, é
natural supor que a evolucao temporal da populaciao de adultos serd razoavelmente a mesma.
Fizemos isso para a Figura abaixo: mantivemos uma estacao reprodutiva de 2 meses, porém

comecamos um pouco antes do fim do inverno, no dia 180.

Figura 4 — Evolucdo temporal da populacdo de N7 para §; =60 e t; = 180
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Fonte: O autor (2023)

E possivel notar que a Figura |4 é praticamente indistinguivel da Figura , entretanto a
quantidade de adultos da Figura |4{é 4,1 x 10°, uma quantidade ligeiramente maior do que na
Figura[2l Em outras palavras, se estamos interessados em maximizar a quantidade de adultos,
é melhor comecar a estacdo reprodutiva no dia 180 do que no dia 190. Entretanto, o dia 180
ainda nao é o inicio 6timo para comecar a estacao reprodutiva.

No Grafico a seguir calculamos a quantidade total de adultos para cada inicio de estacdo

reprodutiva variando desde o primeiro dia do ano até o dia 350.
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Figura 5 — Variando o inicio da estacdo reprodutiva para um periodo de é; = 60 dias
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Fonte: O autor (2023)

Para estacoes reprodutivas que se iniciam nos primeiros dias do ano, temos uma quantidade
menor de adultos, uma vez que nessa situacao estariam comecando a se reproduzir antes do
inverno. Porém, para estacdes reprodutivas que comecam ainda antes do inverno, porém um
pouco depois do dia 50, vemos um aumento na quantidade de adultos, o que nos permite
concluir que é melhor comecar a estacdo reprodutiva durante o inverno do que antes dele.
Mais ainda, o Grafico na Figura 5| sugere que o melhor momento para comecar o periodo de
reproducao é durante o periodo do inverno, diferente do inicio da primavera, como haviamos
proposto anteriormente.

Mais especificamente, o inicio 6timo ocorre no dia 142, isto é, x¢1(60) = 142. Apbs isso, se
o inicio da estacdo reprodutiva for cada vez mais tardio, a quantidade de adultos decresce de
maneira linear até aproximadamente o dia 300, e depois disso diminui drasticamente. O motivo
desse comportamento se deve ao fato de que se a espécie demora muito para se reproduzir,
a quantidade de adultos serd pouca, o que por consequéncia acarreta na pouca producdo de
larvas, e que por consequéncia acarreta na pouca conversdo em adultos. Assim, a cada ano a
quantidade de adultos diminuira, o que leva a espécie a extincao.

Observe que o Grafico [5| se refere a uma estacdo reprodutiva de 60 dias. Uma pergunta
interessante a se fazer é se esse comportamento acima também ocorre para outros periodos
de reproducdo. Respondemos essa pergunta com o Grafico a seguir, que mostra a quantidade

de adultos para cada inicio variando desde o primeiro dia do ano até o dia 350, juntamente
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com o inicio étimo em destaque para cada periodo considerado.

Figura 6 — Variando o inicio da estac3o reprodutiva para diferentes escolhas de d;
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Fonte: O autor (2023)

E notéria a semelhanca entre os Graficos. Obviamente, quanto maior for a duracdo da
estacdo reprodutiva, maior serd a quantidade de adultos, o que explica os Graficos com dura-
¢do maior estarem 'acima’ dos Graficos com duracdo menor. Para estacdes reprodutivas que
comecam antes do inverno é possivel perceber o mesmo fendmeno visto na Figura [} quanto
mais préximo do inicio do inverno estd comecando a estacdo reprodutiva, menor esta sendo a
quantidade de adultos. Porém o tamanho desse decrescimento é inversamente proporcional a
duracdo da estacdo reprodutiva. Para 9; = 30, a quantidade de adultos vai decrescendo até
aproximadamente o dia 70; para §; = 45, a quantidade de adultos vai diminuindo aproximada-
mente até o dia 60 e assim sucessivamente. Porém, para estacdes reprodutivas suficientemente
grandes, ndo vemos um decrescimento na quantidade de adultos. Podemos concluir entao que
para estacoes reprodutivas superiores a 105 dias o inverno tem influéncia minima na quantidade
de adultos.

Observe também como os Graficos convergem a partir de um certo ponto. O Gréafico
para uma duracdo de 120 dias coincide com o Gréfico para uma duracdo de 105 a partir de
aproximadamente 260, isto é, para estacdes reprodutivas do dia 260 em diante, a quantidade
de adultos gerados serd a mesma. Da mesma forma, os Graficos para duracées de 120,105
e 90 dias coincidem a partir aproximadamente do dia 270. Esse comportamento continua se

repetindo até que todos os Graficos convergem para o mesmo valor para estacoes que tem
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inicio um pouco antes do dia 350. Nao s6 convergem, como a quantidade de adultos decresce
rapidamente. Podemos concluir ent3o que estacdes reprodutivas que se iniciam préximo do final
do ano acarretam na extincdo da espécie, independente da duracao da estacdo reprodutiva.

Por fim, vamos analisar o comportamento dos instantes 6timos. Observe que em nenhum
dos casos, o instante 6timo para comecar a estacao reprodutiva ocorre depois do inverno. Pelo
contrario, os dados apontam que quanto maior for o periodo de reproducdo, mais cedo ocorre
o inicio étimo. Esse comportamento, apesar de contraintuitivo, ocorre em algumas espécies,
como na Raposa do Artico (RIOUX et al,, [2017) e da Coruja das Neves (CURK et al., | 2018).
Uma das hipdteses para esse comportamento é que se reproduzir durante o inverno permite
que essas espécies aproveitem os recursos disponiveis antes dos meses de primavera e verao,
quando a competicdo por alimentos é maior.

Outra coisa que pode ser observada é a diferenca entre a quantidade de adultos gerados
no instante 6timo para um periodo de reproducao, e para o periodo de reproducdo seguinte.
Na Figura [6] estamos simulando periodos de reproducdo variando sempre de 15 em 15 dias.
A quantidade de adultos gerados no instante étimo para §; = 30 é 3,747 x 10%, enquanto
para §; = 45 é 4124000, um aumento de 3,77 x 10° adultos. O aumento na quantidade de
adultos entre duracdes de 45 e 60 dias é 2,49 x 10°, entre 60 e 75 dias é 2,02 x 10° e assim
sucessivamente, até que entre duracdes de 105 e 120 dias, o aumento é de apenas 2,7 x 104,
isto é, a diferenca entre a quantidade de adultos é cada vez menor. Isso nos leva a concluir que
a quantidade maxima de adultos converge para um valor, e esse valor ndo aumentard mesmo
se a duracdo da estacdo do periodo de reproducdo aumentar.

Voltemos nossa atencdo para a relacdo entre a duracdo da estacao reprodutiva e o inicio
6timo. Na Figura [10, vimos que quanto maior fosse a duracao da estacdo reprodutiva, mais
cedo ocorreria o instante 6timo. O Gréfico abaixo mostra essa relacdo mais detalhadamente,
onde o eixo horizontal representa a duracdo da estacdo reprodutiva e o eixo vertical indica o

melhor momento para comecar o periodo de reproducao.
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Figura 7 — Inicio 6timo da estacdo reprodutiva em funcdo de d;
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Fonte: O autor (2023)

A Figura [7| reforca mais uma vez o fato de que quanto maior for a duracdo da estacdo
reprodutiva, mais cedo ocorrera o instante étimo. E possivel também perceber que esse decres-
cimento nao ocorre de maneira linear. Para duracoes mais longas, podemos ver que o instante
6timo tende a se acumular préximo do inicio do inverno, porém n3ao muito antes.

O leitor mais critico pode estar se perguntando o motivo de estarmos variando a duracdo
da estacdo de reproducdo apenas entre 30 e 120, uma vez que seria possivel fazer uma anélise
mais ampla. A razao disso é inteiramente arbitraria. Mesmo existindo espécies que possuem um
periodo de reproducdo de apenas alguns dias, até espécies que se reproduzem durante o ano
todo, no nosso estudo decidimos simular uma espécie que possui um periodo de reproducao
intermediario, variando de 1 a 4 meses. Além disso, os parametros escolhidos s3o tais que, para
duracdes menores que d; = 17, a evolucao temporal da populacdo dos adultos ndo apresenta

mais periodicidade, como ilustra a Figura abaixo.
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Figura 8 — Evolucdo temporal da populacdo dos adultos para 61 = 16 e ¢; = 170
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Fonte: O autor (2023)
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Por outro lado, para dura¢des muito longas (maiores que §; = 120), a quantidade de

adultos seria praticamente a mesma independente do inicio da estacao reprodutiva, o que faria

nocao de inicio étimo perder o sentido. A Figura abaixo exemplifica este fato, onde estamos

simulando um periodo reprodutivo de d; = 150 dias

Figura 9 — Variando o inicio da estacdo reprodutiva para um periodo de §; = 150 dias
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Fonte: O autor (2023)

Na situacdo acima, o instante étimo para comecar o periodo de

dia 95, produzindo uma quantidade de 4, 852 x 10° adultos. Porém

300

350

reproducdo ocorre no

no dia 65 sao produzidos
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4,851 x 10° adultos, o que corresponde a 99, 97% da quantidade de adultos no instante étimo.

Na verdade, qualquer inicio entre os dias 55 e 105 produziriam mais do que 99% da quantidade

de adultos produzidos no instante 6timo. Por isso decidimos limitar a duracdo entre 30 e 120

dias.

Também é interessante se perguntar como seria o comportamento do Gréafico [7| caso

estivéssemos considerando uma outra mortalidade. Lembremos que a Figura [7| considera a

mesma mortalidade tanto para adultos quanto para larvas, como foi descrito em [3.2] A seguir

mostramos a relacdo entre o instante 6timo e a duracao da estacdo reprodutiva, considerando

outras mortalidades.

Figura 10 — Instante 6timo para o inicio da estacdo reprodutiva levando em conta quatro mortalidades dife-

rentes
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Fonte: O autor (2023)

O Gréfico A é o mesmo da Figura[7]e, como j& haviamos falado, representa uma mortalidade

que mata 99% dos adultos e larvas durante o inverno e que também mata 99% dos adultos e

larvas durante um periodo que corresponde a um ano:

pa(t) =

—1

50

) , durante o inverno

, durante o restante do ano

- log (1 — 99> , durante o inverno

, durante o restante do ano
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No Gréfico B, mantemos a mortalidade padr3o para os adultos, e aumentamos para 99.99%

a quantidade de larvas que morrem tanto no inverno quanto no restante do ano:

-1 99 .
— -log (1 — ) , durante o inverno
_ ) 90 100
mt) =4 5 99
365 log (1 — 100) , durante o restante do ano
-1 .
—-lo (1 — 9999) , durante o inverno
_ ) 90 100
m(t) =9 7 99.99
- log (1 — > , durante o restante do ano
365 100

No Gréafico C, diminuimos para 95% a porcentagem dos adultos que morrem no inverno e ao

longo do ano, e aumentamos para 99.99% a porcentagem de larvas que morrem no inverno e

ao longo do ano:

-1 95
— - log (1 ) durante o inverno
_ ) 90 100
,u1<t) ) -1 95
365 log (1 ) , durante o restante do ano
-1 _
— - log (1 ) durante o inverno
_ ) 90
() =4 7 999
— -log (1 — ) durante o restante do ano
365 100

No Gréafico D, diminuimos para 90% a quantidade de adultos que morrem durante o inverno

e durante o restante do ano, e 98% a quantidade de larvas que morrem nesse mesmo periodo

90
— -log (1 — ) , durante o inverno
_ 100
p(t) = 1 90
— -log (1 - 100) , durante o restante do ano
-1 98
— - log (1 — ) , durante o inverno
_ ) 90 100
Vl(t) ) —1
365 (
Podemos concluir entao que quanto maior a mortalidade, mais tarde ocorrerd o instante

) durante o restante do ano

otimo.
3.2 ANALISE DOS RESULTADOS NA ESPECIE SUBORDINADA

Nesta Secdo introduzimos a espécie 2 ao modelo e faremos a mesma analise feita na Secdo

anterior, levando em conta a dominancia total da espécie 1 sobre a espécie 2. Para facilitar a

leitura, exibimos o modelo abaixo
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onde

dfillt(” = el LiB[F(t) + asNo(t)] — Ny (t)
d%ﬁ%_mmMﬂ_c@ﬂ@wuywm%ﬁﬂ—MM@>
Mgf_@bwmw—mmw—@%@ﬁh@
dL;t(t — maN(t) — caLo(t)F(t) — vaLa(t),

F(t) = A — aiNi(t) — asNo(1).

Continuaremos considerando um tempo total de 10 anos, com inverno tendo duracao de

90 dias, com inici

o no dia 100.

Estamos interessados em encontrar o instante étimo da segunda espécie. Devido a domi-

nancia total da primeira espécie sobre a segunda, queremos saber se além de 5, os valores

01 € t; também terdo influéncia na determinacao do instante 6timo. Nesta Secdo, todos os

inicios ¢1 serdo instantes 6timos dos respectivos d;.

Utilizaremos novamente as relacdes mostradas em[2.2] para determinar as condicdes iniciais.

Por simplicidade,

Ny =
1:1:

A

as igualdades estao listadas abaixo

A K1y

a;  ajcr(my — )
<m1 — Ml) N,
%1

A— a1y Hal2 el

Ny =

L\QI

a2 asca(meo — 1o — G201E1) co(mg — pg — asciLy)

mo — H2 — G2C1f/1 -~
< > . N2
Vg

Vamos usar mais uma vez as relacdes vistas em para determinar as condicdes iniciais

das duas espécies.

Na Tabela abaixo listamos, para efeito de reprodutibilidade de nossos resultados os valores

utilizados.
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Tabela 3 — Pardmetros iniciais das duas espécies.

Parametro Valor
A 80
aq 0,03
as 0,1
c1 0,5
Co 1,95
my 1
Mo 10
M1 0,9
Lo 0,0009
2 0,04169
Vo 5,08

Fonte: o autor (2023)

Dessa forma, teremos

A

Lo =~ 1123, 45.
Por simplicidade, iremos supor que as mortalidades das larvas e adultos de ambas as

espécies sdo as mesmas da Secdo anterior, isto é

-1 99
— log (1 ) , durante o inverno

_ )90 100

Xt =4 7 99
— log (1 — ) , durante o restante do ano ,

365 100

onde x € {u1, pto, 1, 2}. Assim, estamos matando 99% dos adultos e larvas de ambas as
espécies durante os 90 dias de inverno, e durante o restante do ano, consideramos uma
mortalidade que mata 99% dos adultos e larvas de ambas as espécies durante o periodo de
um ano, caso nao houvesse inverno.

my continua sendo definido da mesma forma:

1, durante a estacdo reprodutiva
ma(t) =
0, durante o restante do ano.
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Como a segunda espécie é subordinada, a taxa com que os adultos geram larvas per capita
precisa ser maior, caso contrario ela entraria em extincdo imediatamente. Assim Definimos ms

como

10, durante a estacdo reprodutiva
mg(t) =
0, durante o restante do ano.

Para analisar as evolucao tmeporal das duas espécies, temos inicialmente quatro graus
de liberdade: 41,092,117 € t5. Porém, estamos sempre supondo que o inicio ¢; seja o inicio
étimo relativamente a ;. Assim, cada d; determina unicamente um *¢1(d7), portanto temos
na verdade trés graus de liberdade: 1,2 € t5. A principio, vamos considerar um periodo de
reproducdo de dois meses para a primeira espécie. Assim, §; = 60 (o que determina x¢; = 142,
conforme visto em . Vamos comecar analisando uma trajetéria onde d; = 60 e 1o = 100.
Note que estamos coincidindo o inicio da estacao reprodutiva da segunda espécie com o inicio

do inverno.
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Figura 11 — Evolucdo temporal das populacées N; e Ny, para §; = 60; do = 60 e 15 = 100
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Fonte: o autor (2023)

A evolucdo temporal de N; é exatamente igual a analisada na Secdo anterior, uma vez
que a espécie 1 n3o depende da espécie 2. Vamos entao analisar o comportamento de Ns.
Assim que o tempo inicia, podemos perceber logo de imediato uma diminuicdo acentuada
na quantidade de adultos. Isto acontece porque nesse periodo, os adultos da primeira espécie
estdo aumentando de nimero, devido a conversdo das larvas em adultos. Logo em seguida,
quando N; comeca a diminuir, vemos uma mudanca na taxa com que Ny diminui. Embora Ny
continue diminuindo, (uma vez que ainda existem adultos da primeira espécie para disputar o

espaco livre) a taxa de diminuic3o é ligeiramente menor, uma vez que a quantidade de adultos

da primeira espécie também estd diminuindo.
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No dia 100, que corresponde tanto ao inicio do inverno quanto a t3, vemos o0 aumento na
quantidade de adultos N, ao passo que temos uma diminuicdo de adultos /V;. A partir do dia
142, quando comeca a estacdo reprodutiva da espécie 1, vemos o aumento imediato de V| e a
diminuicdo de N,. Durante o restante do ano, a espécie 1 dominara completamente o espaco
livre, impedindo assim a proliferacdo da espécie 2, até a chegada do inverno do segundo ano,

onde o ciclo se repetird. E possivel perceber também que a partir do segundo ano ja ocorre o

equilibrio entre as espécies.
Figura 12 — Evolucdo temporal de L; e Lo para 6; = 60; do = 60 e 1o = 100
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Fonte: o autor (2023)

Assim que o tempo se inicia, a quantidade inicial de larvas de ambas as espécies serdo

convertidos em adultos. As populacdes de larvas permaneceram baixas até o dia 100, onde a
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quantidade de larvas da espécie 2 aumentara instantaneamente, uma vez que estamos conside-
rando que os adultos produzem larvas instantaneamente. A quantidade de larvas da segunda
espécie continuard aumentando até o dia 142, quando tem inicio a estacao reprodutiva da
espécie 1. Observe que mesmo durante o inverno as larvas da segunda espécie continuam au-
mentando em ndmero. A diminuicdo s6 comeca a ocorrer quando as larvas da primeira espécie
estdo aumentando. Isso nos leva a concluir que para d; = 60; %1, = 142; 05 = 60; 15 = 100, a
dominacao da espécie 1 sobre a espécie 2 é mais relevante na diminuicdo da espécie 2 do que
o inverno.

Diante disso, é natural perguntar o que acontece se o inicio ¢, for mais préximo do *¢1. A
seguir, mostramos mais uma evolucdo temporal. Mantivemos d; = 60 e x.; = 142 e definimos

Lo = 122. Para compensar, aumentamos d, para 90 dias.

Figura 13 — Evolucdo temporal de Ny e Ny para 1 = 60;02 = 90 e 15 = 122
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Fonte: o autor (2023)

A partir do segundo ano ja é possivel perceber que mesmo com uma duracdo de trés
meses, os adultos da espécie 2 s6 sobrevivem por um curto periodo de tempo e apds o quinto

ano ocorre a extincdo completa. A razdo disso pode ser entendida através da analise do

comportamento das larvas.
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Figura 14 — Evoluc3do temporal de Ly e Ly para 1 = 60;0o =90 e 15 = 122
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Fonte: o autor (2023)

No primeiro ano ainda vemos uma quantidade maior de larvas da segunda espécie do que
da primeira, uma vez que a taxa per capita de larvas da segunda espécie é 10 vezes maior do
que da primeira. Entretanto, na estacdo reprodutiva do segundo ano, mesmo com uma duracao
de 90 dias para se reproduzir, a espécie 2 sé terd espaco livre por pouco mais do que 20 dias,
uma vez que a espécie 1 comecara a se proliferar. Com isso, menos adultos serao gerados,o que
acarreta na extincdo da espécie 2. Desta forma, é possivel concluir que ¢ suficiente préximo
de ¢, implica na extincdo da segunda espécie, mesmo para ds > d;.

Voltemos nossa atencao para o objetivo principal, que é encontrar o instante étimo %o,
dada uma estacao reprodutiva de com periodo ds, isto é, fixado um periodo de reproducdo
de d, dias, queremos encontrar o inicio da estacdo reprodutiva que maximize a quantidade

de adultos da espécie 2. J4 vimos que uma condicdo necessaria é que 1o < ¢1. A Figura a

seguir mostra a quantidade de adultos (eixo vertical) em funcdo do inicio ¢o (eixo horizontal),

considerando §; = 60 e d5 = 60.
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Figura 15 — Variando o inicio da estacdo reprodutiva da espécie 2 para um periodo de reproducdo de d5 = 60,
com 01 = 60 e x1; = 142
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Fonte: o autor (2023)

Nos primeiros dias do ano a quantidade de adultos da espécie 1 é suficientemente alta,
como pode ser observada na Figura[11] Assim, se a espécie 2 comecasse a estacdo reprodutiva
nesses primeiros dias, n3o teria espaco para se reproduzir, uma vez que o espaco livre esta
ocupado pela espécie 1. Isso explica esse comportamento no comeco do Grafico [15]

A partir do dia 10, a quantidade de adultos da espécie 1 comecara a diminuir, mas s6 a
partir do dia 40 é que a quantidade de adultos serd pouca o suficiente para que a espécie 2
consiga usar uma quantidade suficiente de espaco livre. Porém a quantidade de adultos da
espécie 1 esta diminuindo rapidamente, o que explica esse aumento imediato na Figura (15|

O instante 6timo ocorre assim que a quantidade de adultos da espécie 1 é minima, no
caso acima, no dia 54, produzindo uma quantidade de 1,2929 x 10° adultos. Observe que
como estamos considerando d; = 60, o final da estacao reprodutiva da espécie 2 serd no dia
104, isto é, o instante 6timo é o equilibrio 6timo entre poucos adultos da espécie 1 e pouca
influéncia do inverno. Para inicios maiores que 54, o inverno tera maior influéncia, o que explica
a diminuicao no Gréfico, e para inicios maiores que 82 o fim da estacao reprodutiva seria maior
do que 142, que é o inicio da estacdo reprodutiva da primeira espécie, o que dificultaria ainda
mais a espécie 2, o que explica a diminuicdo ainda mais abrupta no Gréfico.

A seguir, mantemos d; = 60 e x¢; = 142 e fazemos a mesma analise para diferentes valores

de 52.
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Figura 16 — Variando o inicio da estacdo reprodutiva para diferentes escolhas de d
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Fonte: o autor (2023)

Assim como na Figura [6] podemos notar novamente que quanto maior for a duracdo da
estacdo reprodutiva, mais cedo ocorrera o instante étimo. Na verdade esse padrao é quebrado
para d = 120. (falaremos disso mais pra frente).

Podemos ver também que a diferenca entre a quantidade de adultos gerados no instante
6timo é cada vez menor. Em outras palavras, para duracdes suficientemente grandes, a quan-
tidade maxima de adultos permanece relativamente a mesma. A causa disso é que embora um
periodo de reproducao seja longo, a espécie 2 sempre estara limitada pelo inverno e pelo inicio
otimo da espécie 1. Assim, parte desse periodo sera irrelevante do ponto de vista reprodutivo.

Todos os Graficos (exceto o da estacdo reprodutiva de 30 dias) convergem para inicios
superiores a 100 dias. O motivo disso é que para inicios superiores a 100 dias, a espécie 2 s
terd aproximadamente 42 dias para se reproduzir, independente da duracdo d,, uma vez que
*i1 = 142.

Por fim, note também que para um periodo de reproducao de 30 dias, o inicio 6timo ocorre
logo no inicio do inverno. Assim, a estacao reprodutiva da espécie 2 terminara antes do inicio
da estacdo reprodutiva da espécie 1. Isso mostra que o sucesso da espécie 2 depende mais da
falta de individuos da espécie 1 do que do inverno.

Diante das consideracGes feitas acima, estamos aptos para entender a relacao entre o
instante 6timo .5 e a duracdo da estacdo reprodutiva d5. A Figura abaixo mostra essa relacao,

novamente levando em conta §; = 60 e x¢; = 142.
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Figura 17 — Instante étimo para o inicio da estacdo reprodutiva da segunda espécie em funcdo da duracdo Js,
para 1 = 60 e xt1 = 142
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Fonte: o autor (2023)

Assim como na andlise vista na Secdo anterior, temos um comportamento decrescente, o
que a essa altura ndo é mais surpresa. A razdo para isso, como ja foi mencionado, se deve ao
fato de que a espécie 2 sempre tentara se reproduzir durante um periodo onde a quantidade
de adultos da espécie 1 € minima ao mesmo tempo que tenta minimizar os efeitos do inverno.
Entretanto, é possivel ver uma descontinuidade acentuada no Gréafico, o que sugere uma quebra
de padrdo. Essa descontinuidade ocorre entre os valores 05 = 116 e d, = 117. Vamos entao

analisar o comportamento simultaneo para esses dois periodos.
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Figura 18 — Comparacdo entre o periodo de reproducdo de 116 dias e 117 dias
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Fonte: o autor (2023)

Existirdo dois maximos locais. O maximo local a esquerda representa a estratégia de co-
mecar a se reproduzir o mais rapido possivel afim de evitar o periodo de reproducdo da espécie
1, mesmo que isso signifique iniciar o periodo de reproducao quando a quantidade de adultos
da espécie 1 ainda for alta; o maximo local a direita representa a estratégia de esperar a quan-
tidade de adultos da espécie 1 diminuir mais nos primeiros dias, mesmo que isso signifique se
reproduzir quando a espécie 1 ja estad se reproduzindo.

Para 9, = 116, o instante 6timo ocorre no dia x5 = 8, quando a quantidade de adultos da
primeira espécie ainda é consideravelmente alta. O periodo de reproducao ird até o dia 124,
18 dias antes de comecar o periodo de reproducdo da espécie 1. Para 9, = 117, o instante
6timo serad no dia x5 = 29, quando a quantidade de adultos da espécie 1 for mais baixa. O
periodo de reproducdo ird até o dia 146, quatro dias apés o inicio da estacdo reprodutiva da
espécie 1. Em resumo, para periodos de reproducao com duracao entre 30 e 116 dias, a melhor
estratégia é comecar a se reproduzir o quanto antes possivel, afim de evitar o inicio da estac3do
reprodutiva da espécie 1; e para periodos de reproducdo superiores a 116, a melhor estratégia
é esperar a quantidade de adultos da espécie 1 diminuir mais, mesmo que isso implique se
reproduzir quando a espécie 1 também comecar a se reproduzir.

A anilise feita na Figura considera que a estacao reprodutiva da espécie 1 é de dois
meses. O que acontece com o instante étimo da espécie 2 se considerarmos uma estacdo

reprodutiva da espécie 1 menor? e se for maior?
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A Figura a seguir, mostra a variacdo do inicio ¢y para diferentes valores de d,, levando em

conta 6; = 30 e 1 = 173.

Figura 19 — Variando o inicio da estac3o reprodutiva para diferentes valores de do, para 61 = 30 e %1y = 173
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Fonte: o autor (2023)

Para 05 = 30, o instante 6timo ocorre no dia x5 = 152, durante a metade do inverno.
Além disso, a estacao reprodutiva da espécie 2 terminaria no dia 182, 9 dias apds o inicio
da estacdo reprodutiva da espécie 1. O mesmo ocorre para d; = 45: o inicio 6timo ocorre
no dia x5 = 147, o que implica que seu término ocorre no dia 192, 19 dias apds o inicio da
estacdo reprodutiva da espécie 1. A Figura |19 mostra que esse fendmeno se repete para todos
os valores de d5, 0 que uma estratégia contraintuitiva, uma vez que a espécie 2 poderia iniciar
seu periodo de reproducao de modo que terminasse antes do inicio x.; = 173. A evolucdo

temporal abaixo nos d4 uma pista do porque isso estad acontecendo
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Figura 20 — Evolucdo temporal de N1 e Ns, para §; = 30; xt1 = 173; d2 = 30; %12 = 152
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Fonte: o autor (2023)

A partir do segundo ano, vemos um crescimento nos adultos da espécie 2 em dois momen-
tos: durante um periodo onde a quantidade de adultos /N; é baixa, como era de se esperar,
mas também durante um periodo onde a quantidade de adultos N; estd comecando a dimi-
nuir, mas ainda é alta. Assim, o instante étimo ocorrerda quando o primeiro pico de adultos
adultos for maximo. Porém, isso ainda ndo explica o motivo da espécie 2 terminar a estacdo

reprodutiva depois do inicio da estacdo reprodutiva da espécie 1. A trajetdria das larvas exibida
abaixo explica esse motivo.
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Figura 21 — Trajetéria de L1 e Lo, para §; = 30; 11 = 173; do = 30; %10 = 152
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Fonte: o autor (2023)

A trajetdria das larvas da primeira espécie esta "dentro"da trajetéria das larvas da segunda
espécie. Como a quantidade de larvas L, é muito grande, e como agora ¢; = 30, a quantidade
de adultos N; serd menor, o que permite que a espécie 2 comece a se reproduzir antes.

A seguir, mostraremos a variacdo do inicio ¢; para diferentes valores de d,, levando em

conta 0; = 90 e %x¢; = 113.
Figura 22 — Variando o inicio da estacdo reprodutiva para diferentes valores de §5, para §; =90 e x; = 113
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Fonte: o autor (2023)

Nesse caso, como 9; = 90, percebemos logo de imediato que a quantidade de adultos
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produzidos serd menor do que nas Figuras [16] e [19] Mais do que isso, o Grafico mostra que
ndo é possivel coexisténcia entre as espécies se 9, = 30. Assim como na Figura [16] a melhor
estratégia de modo geral é iniciar o periodo de reproducao o mais cedo possivel, afim de
evitar ao maximo o periodo de reproducdo da espécie 1 e do inverno. Porém, vemos que para
0 = 105, o instante étimo ocorre mais para a direita em relacdo aos outros periodos. A razdo
disso é exatamente a mesma ja falada anteriormente.

A Figura abaixo mostra os instantes 6timos da espécie 2, para os trés periodos da estacao

reprodutiva da espécie 1 analisados anteriormente.

Figura 23 — Instante 6timo da segunda espécie em funcdo do periodo de reproducdo J2, considerando trés
periodos de reproducao para a espécie 1
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Fonte: o autor (2023)

Observe que os Graficos de baixo estdo mais préximos um do outro, uma vez que para
01 = 60 e 61 = 90, a melhor estratégia é comecar a estacdo reprodutiva o mais cedo possivel.
Por outro lado, o primeiro Grafico esta mais "afastado"dos outros por que para 9; = 30, a

melhor estratégia para a espécie 2 é comecar o periodo de reproducdo mais para frente.

3.2.1 Variando inicio 6timo da primeira espécie

Uma outra forma de comparar o comportamento entre as duas espécies é analisar como o
instante 6timo da segunda espécie se comporta em relacao a duracdo da estacdo reprodutiva

da primeira espécie. Na figura , fixamos um par (91, *¢1), e para cada d, encontramos um
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instante 6timo *to(d2). Agora, vamos fixar uma duracdo s, € iremos encontrar o instante

6timo *to(d2) para cada par (d1,*t1). O objetivo desta andlise é apontar uma estratégia que

a espécie 2 sempre utilizara, independente da duracdo da estacdo reprodutiva ds.
Assumiremos d5 € {30,60,90}. Os valores de (41, *.1) correspondem aos pontos da figura

. A figura abaixo mostra o instante 6timo xt5(d2) em funcdo de ¢;

Figura 24 — Inicio é6timo da segunda espécie para diferentes valores de §;

160

T I T T

Estacéo reprodutiva da segunda espécie de 30 dias
Estac&o reprodutiva da segunda espécie de 60 dias
Estacao reprodutiva da segunda espécie de 90 dias

80 - |

T
]
/

I

Inicio étimo da segunda espécie

40 —

T e

30 40 50 60 70 80 % 100 110 120
Duragao da estagao reprodutiva da primeira espécie

Fonte: O autor (2023)

Observe primeiramente que o grafico para uma estacdo de d, = 30 termina antes dos
outros graficos. A interpretacdo disso é que para estacdes reprodutivas da primeira espécie
suficientemente grandes, a espécie 2 entrard em extincdo, independente do inicio ¢.

Porém o que mais chama a atencdo é o comportamento semelhante dos trés graficos: nos
trés casos, para periodos de reproducdo da espécie 1 curtos, o inicio étimo %i, sera alto. A
medida que d; vai aumentando, %ty vai diminuindo até que em certo ponto ele diminui de
maneira abrupta. O motivo, como ja discutimos anteriormente, se deve a uma mudanca de

estratégia da espécie 2. Vamos analisar mais uma vez, considerando 9, = 60.
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Figura 25 — Inicio é6timo da segunda espécie para diferentes valores de §;

3 T T T T T
Periodo de reprodugéo de 35 dias
- Periodo de reprodugdo de 36 dias

Quantidade de adultos

L | L L L 1 1 L
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Inicio da estac@o reprodutiva

Fonte: O autor (2023)

Assim como na figura (18, os graficos apresentam dois maximos locais. O méaximo local a
esquerda representa a estratégia de comecar a se reproduzir o mais rapido possivel afim de
evitar o periodo de reproducao da espécie 1, mesmo que isso signifique iniciar o periodo de
reproducao quando a quantidade de adultos da espécie 1 ainda for alta; o maximo local a
direita representa a estratégia de esperar a quantidade de adultos da espécie 1 diminuir mais
nos primeiros dias, mesmo que isso signifique se reproduzir quando a espécie 1 ja estd se
reproduzindo.

Para §; = 35, temos xt; = 168 e x12(60) = 118. Assim, o periodo de reproducdo da
espécie 2 ira até o dia 178, 10 dias ap6s o inicio da estacao reprodutiva da espécie 1. Neste
cenario, a espécie 2 estd usando o inverno ao seu favor, se aproveitando baixa quantidade de
adultos da espécie 1 causada por ele.

Para 0; = 36, temos xt; = 167 e *2(60) = 61. Assim, o periodo de reproducdo da espécie
2 ird até o dia 121. Aqui, a espécie 2 esta evitando ao maximo o inverno, iniciando seu periodo

de reproducdo assim que a quantidade de adultos da espécie 1 for suficientemente baixa.
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4 CONCLUSAO

Nesta dissertacao estudamos um sistema de equacdes diferenciais que modela duas popu-
lacdes bentdnicas marinhas. Assumimos que cada populacdo possui um estégio larval e adulto
e consideramos que a area disponivel para a fixacdo das larvas era fixa e limitada. Foi conside-
rado também uma relacdo fortemente hierarquica entre as espécies, onde a espécie 1 sempre
é capaz de se fixar e crescer em ambientes onde os individuos da espécie 2 ja estdo.

No Capitulo 3 foi investigamos numericamente o modelo [2.6) com o objetivo de determinar
os instantes 6timos das duas espécies. Mostramos que fixada a duracdo e a intensidade do
periodo de desova, a quantidade de adultos muda conforme a escolha do inicio do periodo
da estacdo reprodutiva. Determinamos numericamente o inicio da estaciao reprodutiva que
maximize a quantidade de adultos.

Na primeira secao do Capitulo analisamos a primeira espécie isoladamente. Nossos resul-

tados mostraram que

» Para estacOes reprodutivas superiores a 105 dias, o inverno tera influéncia minima na

quantidade de adultos.

» Estacdes reprodutivas que se iniciam préximo do final do ano acarretam na extincdo da

espécie, independente da duracdo da estacdo reprodutiva.
= Quanto maior for o periodo da estacdo reprodutiva, mais cedo ocorrera o inicio 6timo.

» A quantidade de adultos converge para um valor, e esse valor ndo aumentard mesmo se

a duracdo da estacao do periodo de reproducdo aumentar.

= Quanto maior for a mortalidade de uma espécie, mais tarde serd o seu instante 6timo.

Na segunda secao do Capitulo, introduzimos a segunda espécie e analisamos como ela se
comporta em funcdo de pares (d;, *1). Investigamos sob quais condicdes ocorre a coexisténcia
entre as duas espécies. Em seguida, analisamos a relacao entre o inicio 6timo da segunda
espécie com a duracao do seu periodo de reproducdo e também do inicio 6timo da primeira

espécie. Nossos resultados mostraram que
= 4 suficiente préximo de ¢; implica na extincao da segunda espécie, mesmo para ds > ;.

= A partir de um certo ponto, os graficos que variam o inicio convergem.
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» Para periodos de estacdes reprodutivas de um, dois e trés meses, a espécie 2 usard uma
das duas estratégias: se o periodo de desova da espécie 1 for curto, a espécie 2 optara
por comecar o periodo de reproducdo tarde, evitando a alta quantidade de adultos da
espécie 1 do comeco do ano, mesmo que isso signifique terminar o periodo de reproducao
quando a espécie 1 ja tenha comecado; se o periodo da desova da espécie 1 for mais
longo, a espécie 2 optard por comecar o periodo de reproducao mais cedo, evitando ao
maximo o periodo de reproducdo da espécie 1, mesmo que isso signifique comecar a
se reproduzir quando a quantidade de adultos da espécie 1 ainda for alta. Além disso,

quanto maior for do, maior deve ser 9; para que ocorra a mudanca na estratégia.

Existem varios mecanismos de sincronizacdo em espécies marinhas, tais como as estacdes
do ano, ciclo lunar, temperatura e variacdo de P.H. na dgua ect. S3o esses fatores que "sinali-
zam"para a espécie que esta na hora de iniciar a estacao reprodutiva. Entretanto, esses fatores
nao foram considerados no nosso trabalho e mesmo assim foi possivel observar que a espécie
subordinada esta em sincronia com a espécie dominante, isto €, mostramos que o periodo de
desova da espécie subordinada esta condicionado pelo comportamento da espécie dominante.

Em outras palavras, mostramos que existem fatores ecolégicos de interacGes entre espécies
que podem determinar e gerar uma sincronizacdo. Esse fator ecolégico no nosso trabalho se
refere a competicdo pelo espaco livre e essa competicdo por si sé é suficiente para gerar uma
sincronizacdo entre o periodo de desova de duas espécies.

Em relacdo a trabalhos futuros, pretendemos tornar o nosso modelo mais biologicamente
acurado. Para isso, iremos dar mais énfase ao estudo do ciclo biolégico das Cracas. Por exem-
plo, a principal mortalidade considerada no trabalho simulava um ciclo anual de ambas as
espécies, porém estudos sugerem que individuos da espécie Balanus balanoides vivem em mé-
dia trés anos. Ainda sobre a mortalidade, pretendemos aprimorar o seu comportamento: nesta
dissertacdo, a mortalidade assumia o formato de funcao degrau, que aumentava descontinu-
amente durante o inverno, porém sabe-se que isso nao ocorre no mundo real. Em vez disso,
faremos a mortalidade aumentar (e diminuir) continuamente ao longo do ano.

Por fim, almejamos introduzir um parametro no modelo que regula a relacdo de domi-
nancia entre as espécies: assumimos a condicdo simplista onde a espécie dominante sempre
consegue se fixar sobre a espécie subordinada, entretanto mutacoes aleatérias podem afetar
as caracteristicas de uma espécie subordinada, permitindo que ela se adapte e aumente sua

capacidade competitiva. Assim, estamos interessados em regular essa relacao de dominancia.
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APENDICE A - O PROBLEMA DO CONTROLE OTIMO

A Teoria de Controle Otimo é o ramo da matemética que tem como objetivo encontrar um
controle para um sistema dindmico durante um periodo de tempo tal que uma funcao objetivo
seja otimizada. Sua origem remonta ao século XVII, quando Johan Bernoulli (1667-1748)
apresentou aos leitores da Acta Eruditorum a solucdo do famoso problema da Braquistécrona
(SUSSMANN; WILLEMS, 1997)). Desde ent3o, a Teoria do Controle Otimo vem sendo usada para
resolver problemas de engenharia (GEERING, |2007]), medicina (MOMBAUR, 2016)), epidemiologia
(YUSUF; BENYAH, [2012), biologia (LENHART; WORKMAN|, 2007)) etc.

Em 1952, Lev Pontryagin (1908 - 1988) publicou um livro (PONTRYAGIN, [1987) introdu-
zindo o Principio do Méaximo de Pontryagin (PMP), teorema que estabelece uma relagdo entre
o comportamento de um sistema e a sua trajetéria étima. O PMP afirma que a trajetéria 6tima
de um sistema é determinada por uma funcdo (chamada de Hamiltoniano) e é amplamente
utilizada para resovler o problema do controle 6timo, especialmente na presenca de restricoes.

O PMP possui diversas aplicacdes, como no estudo de epidemias (GONDIM, 2021)), econo-
mia (SHELL, 1969)), propulsdo de foguete (SAERENS; BULCK| 2013)) e até metrologia quantica
(LIN; MA; SELS| 2022)).

Neste apéndice vamos apresentar uma demonstracdo heuristica do Principio do Maximo
de Pontryagin.

Considere o sistema de equacoes diferenciais definido no intervalo 0 < ¢ < T por

2(t) = f(x(t),ult)), (A1)
com condic3o inicial
z(0) = o, (A.2)
um conjunto de controles
u(t) €U (A.3)
e uma funcao objetivo
J= @)+ [ Ualt), u(t))dt (A.4)

0

a ser otimizada.
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Estamos assumindo que x(t) € R™ e u(t) € R™. A funcdo f é composta por n funcdes
componetes independentes que s3o bem comportadas, de modo que o sistema, juntamente
com a condic3o inicial dada possui solu¢do tnica uma vez que o controle u(t) é especificado.

Na funcgo objetivo (A.4), tanto ¢ quanto [ sio funcdes reais com relagdo aos seus res-
pectivos argumentos. O termo ¢ (z(T")) é a contribuicdo da funcdo objetivo no tempo final.
O termo [, I(z(t), u(t))dt representa a contribuicio que se acumula ao longo do tempo. Vale
observar que para problemas especificos, podemos ter ) ou [ identicamente nulas (porém n3o
ambas nulas).

A interpretacdo do problema do controle 6timo se dd da seguinte forma: o elemento
desconhecido é a funcdo controle u(t) no intervalo 0 < ¢t < T'. Uma vez que u(t) é especificada,
ela determina, juntamente com o sitema (|A.1) e a condic3o inicial uma Unica trajetéria
x(t),0 < t < T. Essa trajetéria, juntamente com a funcdo controle determinam um valor
para J, de acordo com . O problema do controle étimo se resume em encontrar a funcao

controle u(t),0 <t < T satisfazendo a restricdo u(t) € U que maximiza o valor de J.

A FUNCAO OBJETIVO MODIFICADA E O HAMILTONIANO

A fim de caracterizar um controle 6timo, observamos o efeito em uma variacao arbitraria
(pequena) sobre u(t) e exigimos que a funcdo objetivo ndo aumente. Isto é, comecamos
assumindo que u(t) é um controle étimo, entdo fazemos uma pequena mudanca em u(t) e
determinamos a respectiva mudanca em J. Ora, se u(t) for um controle 6timo, entdo essa
mudanca em J deve ser negativa. Porém, como uma mudanca em w(t) também acarreta em
uma mudanca em x(t), é dificil determinar diretamente a influéncia de u(¢) no valor do de
J, portanto utiliza-se uma aproximacdo indireta: definimos uma nova funcdo chamada funcio

objetivo modificada dada por

J=J- /0 ST () — (), ult))]dt. (A.5)

Note que .J = .J para toda trajetéria satisfazendo (A.1)) (independente de A(t)). Podemos
entdo tentar maximizar J em vez de J. A flexibilidade na escolha de A(t) serd usada para
deixar o problema o mais simples possivel.

Por conveniéncia, definimos o Hamiltoniano
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H(\ z,u) = N f(z,u) + (2, u). (A.6)

A funcao objetivo modificada pode ser escrita entdo como

1))+ /OT[H()\(t),yc(t),u(t)) — )T (1)]dt. (A7)

Suponha agora que um controle u(t) satisfazendo u(t) € U é especificado. Natural-
mente isso determinard uma trajetéria x(t). Consideremos agora que v(t) € U é uma "pe-
quena"mudanca no controle. Por "pequena”, estamos dizendo que a integral do valor absoluto

da diferenca em cada componente do controle é suficientemente pequena, isto é

/ |ui(t) (t)|dt <e, i=1,---,m (A.8)

Associado a esse novo controle v(t) € U, temos uma nova trajetéria x(t) + dx(t). Se

denotarmos por d.J uma pequena mudanca na funcdo objetivo modificada, teremos

5J = p(a(T) + 6x(T)) — +/ (A +02,0) — HO\ z,u) — AToz)dt (A.9)

Fazendo u = A\ e dv = d2/dt, temos por integracdo por partes que

/0 TS dt = MNT)T62(T) — M0)762(0) / NT St (A.10)

Portanto

6J = p(x(T) + 0x(T)) — (2(T)) — MT) 6x(T) + A(0)"62(0)

, (A11)
+ / [H(\ 2+ 62,v) — H(\ a,u) + NTox]dt
0

Utilizando a versdao multidimensional do Teorema de Taylor, temos

T

/OT[H(/\,x +dz,v) — H(\, x,u)|dt = / [H\, x4+ dz,v) — HA\, z,v) + H\, z,v) — H(\, z,u)|dt

~/ SO 2, 0)8z + HO\ 2, 0) — HO\ 2, 0)]dt
_/ SO 2, w)0z + (Ho O\ 2, 0) — Ho(\, 7, u))0z
+HO2,0) — HO\ 2, u)]dt
~/ SO 2, udw) + HO z,0) — HO\ ,u)]dt
(A.12)
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Substituindo ((A.12)) em (A.11]) e usando aproximacdo diferencial nos dois primeiros termos

temos

= [0 (2(T)) = X(T)")0x(T) + A(0)"6(0)
n / SO\ 2, 1) + NT]ozdt (A.13)

+/ (A, z,v) — H(\, z,u)]dt + p(e)

onde p(€) denota os termos que sdo de ordem menor do que €. A equacdo (A.13)) é a
expressdo geral para a mudanca em .J resultante de uma mudanca arbitraria em wu(t).
Lembremos que ((A.13)) é valida independente da escolha de A(¢). Vamos ent3o simplificar

a igualdade a partir de uma escolha apropriada de ().

EQUACAO ADJUNTA

Observe que dz(0) = 0, uma vez que uma mudanc¢a no controle ndo muda o estado inicial.
Dessa forma, o segundo termo de (A.13)) é sempre zero. Escolhemos A(t) de modo que os
outros termos de ((A.13) também se anulem, com excessdo da dltima integral. Em outras

palavras, queremos resolver a equacdo diferencial adjunta

Nt = —H,(\, z,u) (A.14)
ou explicitamente
N = MO fola(t), u(t)) + lo(z(t), ult)) (A.15)
com condic3o final
NT)" = by ((T)) (A.16)

Escolhendo A(t) de modo que satisfaca as condicdes ((A.14)) e (A.16)), a expressdo (A.13))

S€ resume a

57 = [ IO, (0, o(0) ~ HO@), 2(6),u(®)]dt + p(c) (A.17)
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Como A(t), z(t) e u(t) sdo conhecidas e independentes de v(t), a expressdo acima nos da

uma forma direta de calcular aproximadamente a consequéncia de alterar o controle para uma

func3o v(t). Podemos usar esse fato para deduzir as condicdes de otimalidade.

Se o controle original u(t) é étimo, segue que para todo t € [0,7] e v € U que

HAQ®), x(t),v) < H(A(), (), u(t))

Com efeito, suponha que para algum t existe v € U tal que

HO®), 2(t),0) > HO®), (1), u(t))

Ent3o seria possivel mudar a funcdo u de modo que o integrando em ((A.17]) seria positivo

em um intervalo suficientemente pequeno contendo ¢, o que implicaria que a integral em si

seria também positiva. Assim, 5.J seria positivo, contradizendo o fato de que u maximiza J.

Este resultado significa que para todo ¢ o valor u(t) em um controle 6timo tem a pro-

priedade de maximizar o valor do Hamiltoniano. Chamamos esse resultado de Principio do

Maximo de Pontryagin.

Em resumo, demonstramos de maneira heuristica o teorema abaixo

Teorema (Principio do Maximo) Suponha que u(t) € U e x(t) representam o controle

6timo e a trajetéria do problema de controle étimo. Entdo existe uma trajetéria adjunta A(t)

tal que u(t), z(t), A(t) satisfazem

2'(t) = f(x(t),u(t)) (sistema de equacio)

z(0) = xy (codnicdo inicial)

N = X folx(t),u(t)) + L(z(t),u(t)) (equacio adjunta)

MT)' = W, (x(T)) (condicdo adjunta final)

Para todo t,0 <t <T e todo v € U,

H(A(t),z(t),v) < H(A(t),z(t),u(t)) (condicdo do maximo)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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onde H é o Hamiltoniano
H(\ z,u) = N f(z,u) + (2, u).

Vejamos um exemplo, retirado de (LENHART; WORKMAN| 2007))

Minimizar o funcional

; /01 3x(t)*u(t)?dt

sujeito a
Z'(t) = x(t) + u(t), =z(0)=1.
Temos que f(t, z(t),u(t)) = x(t) + u(t) e I(t, z(t),u(t)) = ;v(t)2 + ;u(zﬁ)?
O Hamiltoniano é dado por
3 e Lo
H =X\ (x(t) + u(t) + ix(t) + §u(t)
= Az + Au + —l—gx(t)Q + ;u(t)z

OH
A condicdo de otimalidade nos diz que — = 0 quando u for étimo, isto é u* +\ = 0 =

ou

u* ==X\

Agora, utilizamos o Hamiltoniano para encontrar A fazendo uso do problema adjunto

oH
N=—"—""=-3z-)\
ox o
Como u* = — )\, temos o sistema
¥ =x—\
N =-3z-\

que pode ser escrito na forma matricial como

T 1 -1 T
A -3 -1 A
Os autovalores da matriz dos coeficientes é —2 e 2. Encontrando os autovetores, temos

que as equacoes de x e A sdo
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Como z(0) =1 e A(1) =0, temos que

3e4 1

(GL=——— € Cg=_——"

T 3e 41 T 31+ 1
Dessa forma, como u* = —\, segue que a solucdo do problema de otimizacdo é dado por
3e 4 3

w(t) 36_4—1-16 et +1

l’* (t) _ 36_4 2t 4 1 —2t
et +1 et +1
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APENDICE B - CODIGOS EM MATLAB

Aqui, os cédigos utilizados durante o texto sdo descritos e comentados

B.1 EVOLUCAO TEMPORAL DAS ESPECIES

B.1.1 Evolucao temporal da espécie 1

11

13

15

17

19

21

23

25

27

29

31

33

clear
clc
tic

%%

anos =

%%
Nmax =
Z =
%%
inicio

delta

Cédigo Fonte 1 — Evolucdo temporal da espécie 1

0.0;

1;

anos*365.0; %Tempo total
0.3000; %passo

floor (T/h);

zeros (Nmax,2); % Armazena os valores de N1

= 190.0; %inicio da desova

= 60.0; %periodo da desova

%% Parametros iniciais

A =
al =
cl =
ml =
nul =
mul =
%%

y (1)
y(2)

z(1,:)
%%

for ii

80.0;
0.03;
0.006;
1.00;
0.04169;
0.9;

= A/al-(mul*nul)/(al*xcl*(ml-mul));
= ((Mm1-mul)/nul)*xy(1);

=ly(1) y(21;

=1:(Nmax-1)

k1

hxf(t,y,ii,inicio,delta);

k2 = hxf(t+h/2, y+k1/2,ii,inicio,delta);

e L1
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35

37

39

41

43

45

47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

73

75

7

79

81

k3 = h*f(t+h/2, y+k2/2,ii,inicio,delta);
k4 = h*f(t+h, y+k3,ii,inicio,delta);
y =y + (k1+2xk2+2%xk3+k4)/6;
t =t + h;
z(ii+1,:)= [y (1), y(2)1;
end
%%
tt = linspace(@,T,Nmax);

plot(tt,z(:,1), 'LineWidth',1)
legend ({'N_1"'}, "FontSize',11)
xlabel ('Tempo (dias)', 'FontSize',612)

ylabel ('Quantidade de individuos', 'FontSize',612)

%%

toc
function v = f(t,y,~,inicio,delta)
A = 80.0;
al = 0.03;
cl = 0.006;
ml = 1.00;
nul = 0.04169;
mul = 0.9;
F1 = (A - alxy(1));
if F1 < 0
F1 = 0;
end

epoca = mod(t,365);

if (epoca > inicio) && (epoca < inicio + delta)

ml = 1;
else
ml = 0.0;

end

if epoca > 100 && epoca < 191
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mul = (—10g(1-99.0/10®))/(90);

nul = (-log(1-99.0/100))/(90);
else

mul = (-log(1-99.0/100))/(365);

nul = (-log(1-99.0/100))/(365);
end
V(1) = cl*xy(2)*F1 - mulxy(1);
v(2) = mli*xy (1) - clxy(2)*F1 - nulxy(2);
end

B.1.2 Evolucao temporal da espécie 2

11

13

15

17

19

21

23

25

27

29

Cédigo Fonte 2 — Evolucdo temporal da espécie 2

clear

clc

tic

%%

t = 0.0;

anos = 10.0;

T = anos*365.0; %Tempo total

h = 0.0045; %passo

%%

Nmax = floor(T/h);

z = zeros(Nmax,4); % Armazena os valores de N1 e L1

%%

deltal = 30.0; %periodo da desova da especie 1

iniciol = 173.0; %instante de inicio da desova da especie 1
delta2 = 30.0; %periodo da desova da especie 2

inicio2 = 140.0; %instante de inicio da desova da especie 2

%% Parametros iniciais

A = 80.0;

al = 0.03; a2 = 0.1;

cl = 0.006; c2 = 1.95;

ml = 1.00; m2 = 10.0;

nul = ©.04169; nu2 = 5.08;

mul = 0.9; mu2 = 0.0009;

%%

y(1) = A/al-(mul*nul)/(al*xcl*(ml-mul));

y(2) = ((m1-mul)/nul)*y(1);

y(3) = (A-al*y(1))/a2-(mu2*nu2)/(a2*c2*(m2-mu2-a2*clxy(2)))-(cl*nu2*y(2))/(c2*(

m2-mu2-a2*xcl*xy(2)));
y(4) = ((m2-mu2-a2xclxy(2))/nu2)*xy(3);
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33

35

37

39

41

43

45

47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

73

75

z(1,:) = [y(1) y(2) y(3) y(H 1;
%%
for ii = 1:(Nmax-1)
k1 =
k2 = h*xf(t+h/2,
k3 = h*f(t+h/2,
k4 = h*xf(t+h,
y =
t =t + h;
z(ii+1,:) = [y(1),
end
tt = linspace(@,T,Nmax);
tinic = floor (4*x365/h);
tfin = floor (9*365/h);
I =
string
disp(string);

hxf(t,y,ii,iniciol,deltal,

y+k1/2,ii,iniciol,deltal,

y+k2/2,ii,iniciol,deltal,

inicio2, delta2);

y+k3,ii,iniciol,deltal, inicio2,

y + (k1+2%k2+2xk3+k4)/6;

y(2) y(3) y(4)1;

trapz(tt(tinic:tfin),z(tinic:tfin,3));

= sprintf('Integral do 4 ao 9 ano: d.', I);

plot(tt,z(:,1),tt,z(:,3))
legend({'L_1","'L_2"3}, 'Location', "southwest"')

xlabel ('Tempo (dias)"')

toc

function v = f(t,y,~,iniciol,deltal,inicio2,delta2)
A = 80.0;

al = 0.03; a2z = 0.1,

cl = 0.006; c2 = 1.95;

ml = 1.00; m2 = 10.0;

nul = 0.04169; nu2 = 5.08;

mul = 0.9; mu2 = 0.0009;

F1 = (A - alxy(1));

if F1 < 0

F1 =

0;

inicio2, delta2);

inicio2, delta2);

delta2);



7

79

81

83

85

87

89

91

93

95

97

99

101

103

105

107

109

111

113

115

end

F2 = (A - al*y(1)

if F2 < @
F2 = 0;
end

epoca = mod(t,365)
if (epoca > inicio
ml = 1;

else

end

- a2xy(3));

’

1) && (epoca < iniciol + deltal)

if (epoca > inicio2) && (epoca < inicio2 + delta2)

m2 = 10;

else

end

if epoca > 100 &&

mul=(-log(1-99.
nul=(-log(1-99.
mu2=(-log (1-99.
nu2=(-log (1-99.

else

mul=(-log(1-99.
nul=(-log(1-99.
mu2=(-log (1-99.
nu2=(-log(1-99.

end

v(1) = cl*y(2)*F1
v(2) = ml*xy(1) - c
v(3) = c2*xy(4)*F2

epoca < 191

0/100))/(90) ;
0/100))/(90) ;
0/100))/(90) ;
0/100))/(90) ;

0/100))/(365);
0/100))/(365);
0/100))/(365);
0/100))/(365);

- mul*xy(1);
1*xy(2)*F1 - nul=*xy(2);
-mu2*y(3) -a2xy(3)xclxy(2);

v(4) = m2*xy(3) - c2*xy(4)*xF2 -nu2xy(4);

end

B.2 VARIANDO O INICIO DA ESTACAO REPRODUTIVA DAS ESPECIES

B.2.1 Variando o inicio da estacao reprodutiva da espécie 1
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Cédigo Fonte 3 — Variando inicio da estacdo reprodutiva da espécie 1

clear all

clc

tic

%%

t = 0.0;

anos = 10;

T = anos*365.0; %Tempo total

h = 0.3000; %passo

%%

Nmax = floor(T/h);

z = zeros(Nmax,2); % Armazena os valores de N1
%%

deltal = 60.0; %periodo da desova
%%

A = 80.0;

al = 0.03;

cl = 0.006;

ml = 1.00;

nul = 0.04169;

mul = 0.9;

%%

y(1) = A/al-(mulxnul)/(al*clx(ml-mul));
y(2) = ((ml-mul)/nul)*y(1);
z(1,:) = [y()) y(2) I;

%% Variando inicio

id = 2; %intervalo entre desovas
iinic = 1; %inicio inicial
ifin = 365; %inicio final
1 = length([iinic:id:ifin]);
M = zeros(1l,2);
cont = @; %contador pra corrigir as linhas de M
tt = linspace (0, T,Nmax);
%%
for jj = iinic:id:ifin
I = 0;
iniciol = jj*1.0 %#ok<xNOPTS>
cont = cont+1;
z = zeros(Nmax,b2);
y(1) = A/al-(mul*nul)/(al*clx(ml-mul));

y(2) (mT=mul)/nul)*y (1);
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47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

73

75

7

79

81

83

85

87

89

91

z(1,:) = [Iy(1) y(2)1;

for ii=1:(Nmax-1)

k1 = hxf(t,y,ii,iniciol,deltal);
k2 = h*xf(t+h/2, y+k1/2,ii,iniciol,deltal);
k3 = h*xf(t+h/2, y+k2/2,ii,iniciol,deltal);
k4 = h*xf(t+h, y+k3,ii,iniciol,deltal);
y =y + (k1+2xk2+2%k3+k4)/6;
t =t + h;
z(ii+1,:)= Ly (1), y(2)1;
end
tinic = floor ((4%*365)/h);
tfinal = floor ((9*365)/h);
I = trapz(tt(tinic:tfinal),z(tinic:tfinal ,1));
M(cont,1) = iniciol; %armazenando o valor do inicio
M(cont,2) = I; %armazenando o valor da integral
end

[rr,cc] = find(M==max(M(:,2)));

io M(rr,1); %Instante otimo

string = sprintf('Para um periodo de reproducao de %d dias,

o instante otimo para

comecar e no dia %d, produzindo uma quantidade de %d adultos.',...

deltal, io, M(rr,2));
disp(string);

plot(M(1:175,1) ,M(1:175,2), 'LineWidth',1)
legenda = sprintf('Estacao reprodutiva de %d dias',delta);

legend(legenda);

xlabel('Inicio da estacao reprodutiva', 'FontSize',12)

ylabel ('Quantidade de adultos do quarto ao nono ano', 'FontSize',612)
hold on;

x_highlight = M(rr,1);

y_highlight = M(rr,2);



93 plot(x_highlight, y_highlight, 'ro', 'MarkerSize',64);

95 %%

97 toc

function v = f(t,y,~,iniciol,deltal)

99
A = 80.0;
101 al = 0.03;
cl = 0.006;
103 ml = 1.00;

nul = 0.04169;
105 mul = 0.9;

107 F1 = (A - alxy(1));
109 if F1 < 0
F1 = o;

111 end

113 epoca = mod(t,365);

if (epoca > iniciol) && (epoca < iniciol + deltal)

115 ml = 1;
else

117 ml = 0.0;
end

119

if epoca > 100 && epoca < 191

121
mul = (-log(1-99.0/100))/(90);
123 nul = (-log(1-99.0/100))/(90);
else
125 mul = (-log(1-99.0/100))/(365);
nul = (-log(1-99.0/100))/(365);
127 end

v(1) clxy(2)*F1 - mul*xy(1);
120 v(2) = mli*xy(1) - clxy(2)*F1 - nul*xy(2);

131 end

B.2.2 Variando o inicio da estacao reprodutiva da espécie 2

Cédigo Fonte 4 — Variando inicio da estacdo reprodutiva da espécie 2

clear all
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clc

tic

%%

t = 0.0;

anos = 10;

T = anos*365.0; %tempo total
h = 0.0045; %passo

%%
Nmax = floor(T/h);

z = zeros(Nmax,4); % armazena os valores de N1 e L1

%%

deltal = 60.0; %periodo da desova da especie 1

iniciol = 142.0; %instante de inicio da desova da especie 2

delta2 = 60.0; %periodo da desova da especie 1

%%

A = 80.0;

al = 0.03; a2 = 0.1;

cl = 0.006; c2 = 1.95;

ml = 1.00; m2 = 10.0;

nul = ©0.04169; nu2 = 5.08;

mul = 0.9; mu2 = 0.0009;

%%

y(1) = A/al-(mul*xnul)/(al*xcl*(ml-mul));

y(2) = ((ml-mul)/nul)*y(1);

y(3) = (A-al*y(1))/a2-(mu2*nu2)/(a2*c2*(m2-mu2-a2*clxy(2)))-(cl*nu2*y(2))/(c2*(
m2-mu2-a2*xcl*y(2)));

y(4) = ((m2-mu2-a2xcl*xy(2))/nu2)*xy(3);

z(1,:) = [y(1) y(2) y(3) y(HI;

%% Variando inicio

di = 100;

df = 190;

id = 20; %intervalo entre desovas

b = length(di:id:df);

M = zeros(b,2);

cont = @; %contador pra corrigir as linhas de M

tt = linspace(0,T,Nmax);

%%

for jj = di:id:df

I 0.0,
inicio2 = jj*1.0 %#ok<NOPTS>

cont = cont+1;

z = zeros(Nmax,4);
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y(1) = A/al-(mul*nul)/(al*cl*(ml-mul));

y(2) = ((m1-mul)/nul)*xy(1);

y(3) = (A-al*y(1))/a2-(mu2#*nu2)/(a2*c2*(m2-mu2-a2*clxy(2)))-(cl*xnu2*y(2))/(
c2*(m2-mu2-a2*clxy(2)));

y (4) = ((m2-mu2-a2*cl*y(2))/nu2)*y(3);

z(1,:) = [y(1) y(2) y(3) y(HT;

for ii=1:(Nmax-1)

k1 = h*xf(t,y,ii,iniciol, deltal, inicio2, delta2);
k2 = h*xf(t+h/2, y+k1/2,ii, iniciol, deltal,inicio2, delta2);
k3 = h*xf(t+h/2, y+k2/2, ii, iniciol, deltal,inicio2, delta2);
k4 = h*xf(t+h, y+k3, ii, iniciol, deltal, inicio2, delta2);
y =y + (k1+2xk2+2%xk3+k4)/6;
t =1t + h;
z(ii+1,:)= [y(1), y(2) y(3) y(H)1;

end

tinic = floor ((4*365)/h);

tfinal = floor ((9%365)/h);

I = trapz(tt(tinic:tfinal),z(tinic:tfinal,3));

M(cont,1) = inicio2; %armazenando o valor do inicio

M(cont,2) = I; %armazenando o valor da integral

end

[rr,cc] = find(M==max(M(:,2)));

io = M(rr,1); %instante otimo

string = sprintf('Para um periodo de reproducao de %d dias, o instante otimo para

comecar e no dia %d, gerando uma quantidade de %d adultos.',6delta2, io, M(rr
1 2))5
disp(string);

plot(M(:,1),M(:,2), 'LineWidth',1)

xlabel('Inicio da estacao reprodutiva','FontSize',12)
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93

95

97

99

101

103

105

107

109

111

113

115

117

119

121

123

125

127

129

131

133

135

137

139

ylabel ('Quantidade de adultos do quarto ao nono ano', 'FontSize',612)

hold on;

x_highlight

M(rr,1)

y_highlight = M(rr,2)
plot(x_highlight, y_h

%%

toc

function v

A = 80.0
al = 0.03
cl = 0.00
ml = 1.00
nul = 0.04
mul = 0.9;

= f(t!y)~’

; a2
6; c2

; m2

169; nu2

mu?2

epoca = mod(t,365);

if (epoca > iniciol)

ml = 1.

else

end

if (epoca > inicio2)

m2 = 1

else

end

0.0;

’
’

ighlight, 'ro', 'MarkerSize',kb4);

iniciol, deltal,inicio2, delta2)

0.1;
1.95;
10.0;
5.08;
0.0009;

&& (epoca < iniciol + deltal)

&& (epoca < inicio2 + delta2)

if epoca > 100 && epoca < 191

mul =
nul =
mu2 =
nu2 =
else
mul =
nul =
mu2 =
nuz2 =

end

(-log(1-99.
(-log (1-99.
(-log (1-99.
(-log(1-99.

(-log (1-99.
(-log(1-99.
(-log(1-99.
(-log (1-99.

0/100))/(90) ;
0/100))/(90) ;
0/100))/(90) ;
0/100))/(90) ;

0/100))/(365);
0/100))/(365) ;
0/100))/(365);
0/100))/(365);
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141

143

145

147

149

151

153

155

157

F1 = (A - alxy(1));

if F1 < 0
F1 = 0;
end

F2 = (A - al*xy(1) - a2*xy(3));

if F2 < @
F2 = 0;
end

v(1) = cl*y(2)*F1 - mulxy(1);

v(2) = ml*xy (1) - cl*y(2)*F1 - nulxy(2);

v(3) = c2*xy(4)*F2 -mu2*y(3) -a2*xy(3)*cl*xy(2);
v(4) = m2xy(3) - c2xy(4)*F2 -nu2*y(4);

end

B.3 VARIANDO DURACAO DA ESTACAO REPRODUTIVA

B.3.1 Variando duracao da estacao reprodutiva da espécie 1

10

12

14

16

18

Cédigo Fonte 5 — Variando duracdo da estacdo reprodutiva da espécie 1

clear all

clc

tic

%%

t = 0.0;

anos = 10;

T = anos*365.0; %Tempo total
h = 0.3000; %passo

%%

Nmax = floor(T/h);

z zeros (Nmax ,2); % armazena os valores de N1 e L1

%% Parametros iniciais

A = 80.0;
al = 0.03;
cl = 0.006;
m = 1.00;

nul = 0.04169;
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50

52

54
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58

60

62

64

66

mul = 0.9;

%%
y(1)=A/al-(mulxnul)/(al*cl*x(ml-mul));
y(2)=((m1-mul)/nul)*xy(1);

z(1,:)=[y(1) y(2)1;

%% Variando inicio

id = 3; %intervalo entre desovas

cont = @; %contador pra corrigir as linhas de
tt = linspace(0,T,Nmax);

%% Variando duracao da desova

pmin = 121; %menor desova

pmax = 364; %maior desova

N = zeros(pmax-pmin+1,2);

in = 1; %intervalo entre dias
b = length(pmin:in:pmax);
contl = 0;

%%

for kk = pmin:in:pmax

delta = kk*x1.0 %#ok<*NOPTS>

contl = contl1+1;

M = zeros(floor (365/id),2);

0.0; %Instante otimo %#ok<NASGU>

io

for jj = 1:1id:100

inicio = jj*1.0; %#ok<xNOPTS>

cont = cont+1;

rr = 0;

cc = 0;

I = 0.0;

z = zeros(Nmax,2);

y (1) = A/al-(mul*nul)/(al*xcl*(ml-mul));

y(2) ((m1-mul)/nul)xy(1);
z(1,:) = [y(1) y(21;

for ii=1:(Nmax-1)



k1

hxf(t,y,ii,inicio,delta);

68
k2 = h*f(t+h/2, y+k1/2,ii,inicio,delta);
70
k3 = h*xf(t+h/2, y+k2/2,ii,inicio,delta);
72
k4 = h*f(t+h, y+k3,ii,inicio,delta);
74
y =y + (k1+2%xk2+2xk3+k4)/6;
76
t =1t + h;
78
z(ii+1,:)= [y (1), y(2)1;
80
end
82
tinic = floor ((4*365)/h);
84 tfinal = floor ((9*365)/h);
I = trapz(tt(tinic:tfinal),z(tinic:tfinal,1));
86
M(cont,1) = inicio; %armazenando o valor do inicio
88 M(cont,2) = 1; %armazenando o valor da integral
90
end
92
[rr, cc] = find(M==max(M(:,2)));
94 io = M(rr,1);
N(contl,1) = delta;
96 N(contl1,2) = io;

98 end

100 plot(N(1:b,1),N(1:b,2))
xlabel ('Duracao do periodo de reproducao')

102 ylabel('Instante otimo')

104

%%
106

toc

108 function v = f(t,y,~,inicio,delta)

110 A = 80.0;
al = 0.03;

112 c1 = 0.006;
ml = 1.00;



114 nul = 0.04169;
mul = 0.9;
116
F1 = (A - alxy(1));
118
if F1 < 0
120 F1 = 0;
end
122

epoca = mod(t,365);
124 if (epoca > inicio) && (epoca < inicio + delta)
ml = 1.0;
126 else
ml = 0.0;
128 end

130 if epoca > 100 && epoca < 191

132 mul=(-1og(1-99.0/100))/(90);
nul=(-log(1-99.0/100))/(90);
134 else
mul=(-1log(1-99.0/100))/(365);
136 nul=(-log(1-99.0/100))/(365);
end
138
v(1) clxy(2)*F1 - mul*xy(1);
140 v(2) = mli*xy(1) - cl*y(2)*F1 - nulxy(2);

142 end

B.3.2 Variando duracao da estacao reprodutiva da espécie 2

Cédigo Fonte 6 — Variando duracdo da estacdo reprodutiva da espécie 2

1 clear
clc
3 tic
%%
5 t = 0.0;
anos = 10;
7T = anos*365.0; %Tempo total
h = 0.0045; %»passo
9 %%
Nmax = floor(T/h);
11 z = zeros(Nmax,4); % armazena os valores de N1 e L1

%%
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49

51

53

55

57

delt

al

= 90.0; %periodo da desova

iniciol = 113.0; %instante de inicio da desova

%% Parametros iniciais

A

al
cl
ml
nul
mul
%%

y (1)
y(2)
y(3)

y(4)

z(1,

di
df
id

d
cont

tt

P)

80.0;
0.03;

0.006;

1.00;

0.04169; nu2

0.9;

a2 = 0.1;
c2 = 1.95;
m2 = 10.0;

= 5.08;
mu2 = 0.0009;

A/al-(mul*nul)/(alxcl*(ml-mul));
((ml-mul)/nul)*y(1);

= (A-alxy(1))/a2-(mu2*nu2)/(a2xc2x(m2-mu2-a2*cl*y(2)))-(cl*nu2xy(2))/(c2*(
m2-mu2-a2*xcl*y(2)));
= ((m2-mu2-a2xclxy(2))/nu2)*y(3);

= [y(1) y(2) y(3) y(4)1;

%% Variando inicio

E
92;

1; %intervalo entre desovas
length(di:id:df);

0; %contador pra corrigir as linhas de M

linspace (0,T,Nmax);

%% Variando duracao da desova

pmin
pmax
in

b

N
cont

%%

for

1

kk

de
co
M

rr
cc

io

= 30;

= 120;

:‘]’

%menor desova
%maior desova

%intervalo entre dias

= length(pmin:in:pmax);

= zeros(b,2);

:0’

= pmin:in:pmax

1ta2
ntl =

kk*x1.0 %#ok<*NOPTS>
contl1+1;
zeros(d,2);
0;
9;
0.0; %Instante otimo %#ok<NASGU>

di:id:df
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59 inicio2 = jj*1.0
cont = cont+1;
61
y (1) = A/al-(mul*nul)/(al*clx(ml-mul));
63 y(2) = ((m-mul)/nul)=*y(1);
y(3) = (A-al*y(1))/a2-(mu2*nu2)/(a2*c2*(m2-mu2-a2*clxy(2)))-(cl*xnu2*y(2))/(
c2*(m2-mu2-a2xcl*xy(2)));
65 y(4) = ((m2-mu2-a2xcl*xy(2))/nu2)*y(3);
67 z(1,:) = [y(1) y(2) y(3) y(H1;
69 for ii = 1:(Nmax-1)
71
k1 = hxf(t,y,ii,iniciol,deltal, inicio2, delta2);
73
k2 = h*xf(t+h/2, y+k1/2,ii,iniciol,deltal, inicio2, delta2);
75
k3 = h*xf(t+h/2, y+k2/2,ii,iniciol,deltal, inicio2, delta2);
77
k4 = h*xf(t+h, y+k3,ii,iniciol,deltal, inicio2, delta2);
79
y =y + (k1+2xk2+2xk3+k4)/6;
81
t =1t + h;
83

z(ii+1,:) = [y(1), y(2) y(@3) y(4H1;

85
87 end
89
tinic =
91 tfinal =
I =
93
M(cont,1)
95 M(cont,?2)
end
97
[rr, cc]
99 io

floor ((4%x365)/h);
floor ((9*365)/h);
trapz(tt(tinic:tfinal),z(tinic:tfinal,3));

inicio2; %armazenando o valor do inicio

ILg %armazenando o valor da integral

= find(M==max(M(:,2)));
M(rr,1);

N(cont1,1) = delta2;

101  N(cont1,2)

103 end

io;



105 plot(N(1:b,1),N(1:b,2))
xlabel ('Duracao da estacao reprodutiva')

107 ylabel('Inicio otimo"')
109
toc

111 function v = f(t,y,~,iniciol,deltal,inicio2,delta2)

113 A = 80.0;

al = 0.03; a2 = 0.1;
115 c1 = 0.006; c2 = 1.95;

ml = 1.00; m2 = 10.0;
117 nul = 0.04169; nu2 = 5.08;

mul = 0.9; mu2 = 0.0009;

119
F1 = (A - alxy(1));
121 if F1 < 0
F1 = 0;
123 end

125 F2 = (A - alxy(1) - a2xy(3));
if F2 < @
127 F2 = o;
end
129
epoca = mod(t,365);
131 if (epoca > iniciol) && (epoca < iniciol + deltal)
ml = 1.0;
133 else
ml = 0.0;
135 end

137 if (epoca > inicio2) && (epoca < inicio2 + delta2)
m2 = 10;

139 else
m2 = 0.0;

141 end

143 if epoca > 100 && epoca < 191

145 mul = (-log(1-99.0/100))/(90);
mu2 = (-log(1-99.0/100))/(90);
147 nul = (-log(1-99.0/100))/(90);
nu2 = (-log(1-99.0/100))/(90);
149 else

mul = (-log(1-99.0/100))/(1%365);
151 mu2 = (-log(1-99.0/100))/(1%365);



82

153

155

157

159

161

B.4 VARIANDO INSTANTE OTIMO DA ESPECIE 1

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

end

v(1)
v(2)
v(3)
v(4)

end

clear

clc

tic

%%

t = 0.0;

anos = 10;

T = anos*365.0; %Tempo total

h = 0.0045; %»passo

%%

Nmax = floor(T/h);

z = zeros(Nmax,4); % armazena os valores de NI
%%

deltal = 30; %duracao do periodo de desova
iniciol = 173;

delta2 = 30;

nul

(-log(1-99.0/100))/(1%365);

nu2 = (-log(1-99.0/100))/(1%365);

clxy(2)*F1 - mul*xy(1);
mi*xy (1) - clxy(2)*F1 - nul*xy(2);

c2xy(4)*F2 -mu2*y(3) -a2*xy(3)xclxy(2);

m2xy (3) - c2xy(4)*F2 -nu2*y(4);

Cédigo Fonte 7 — Variando instante 6timo da espécie 1

%% Parametros iniciais

A

al
cl
m1
nul
mul
%%

y (1
y(2)
y(3)

y(4)

80.0;

0.03; a2 = 0.1;
0.006; c2 = 1.95;
1.00; m2 = 10.0;
0.04169; nu2 = 5.08;
0.9; mu2 = 0.0009;

A/al-(mulxnul)/(al*xclx(ml-mul));
((ml-mul)/nul)*y(1);

= ((m2-mu2-a2xcl*xy(2))/nu2)*xy(3);

e L1

(A-al*y(1))/a2-(mu2*nu2)/(a2*c2*(m2-mu2-a2*clxy(2)))-(cl*nu2xy(2))/(c2x*(
m2-mu2-a2*xcl*xy(2)));
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32

34

36

38

40

42

44

46

48

50

52

54

56

58

60

62

64

66

68

70

72

74

76

z(1,:) = Ly(1) y(2) y(3) yH1;

%% Variando inicio

iin = 109; %inicio inicial
ifin = 153; %inicio final
id = 1; %intervalo entre desovas
b = length(iin:id:ifin);
M = zeros(b,2);
cont = @; %contador pra corrigir as linhas de M
tt = linspace(@,T,Nmax);
%%
for jj = iin:id:ifin
I = 0.0; %#ok<NASGU>
inicio2 = 1.0%jj %#ok<xNOPTS>
cont = cont+1;
y (1) = A/al-(mul*nul)/(alxcl*(ml-mul));
y(2) = ((m1-mu1)/nul)*y(1);
y(3) = (A-al*xy(1))/a2-(mu2*xnu2)/(a2*xc2*(m2-mu2-a2*cl*y(2)))-(cl*nu2*y(2))/(
c2*(m2-mu2-a2xcl*y(2)));
y(4) = ((m2-mu2-a2xcl*y(2))/nu2)*y(3);
z(1,:) = [y(1) y(2) y(3) y(HT;
for ii = 1:(Nmax-1)

k1 = h*xf(t,y,ii,iniciol,deltal, inicio2, delta2);

k2 = hxf(t+h/2, y+k1/2,ii,iniciol,deltal,

k3 = h*f(t+h/2, y+k2/2,ii,iniciol,deltal,

k4 = h*f(t+h, y+k3,ii,iniciol,deltal, inicio2,

y + (k1+2%k2+2xk3+k4)/6;

<
1l

t =1t + h;

z(ii+1,:) = Ly (1), y(2) y(3) y(4H1I;

end

delta2);

delta2);

delta2);



78 tinic = floor ((4*365)/h);
tfinal = floor ((9%365)/h);
80 I

trapz(tt(tinic:tfinal),z(tinic:tfinal ,3));

82 M(cont,1) = inicio2; %armazenando o valor do inicio
M(cont,2) = I; %armazenando o valor da integral

84 end

86 [rr,cc] find(M==max(M(:,2)));

io

88

M(rr,1); %Instante otimo

90 plot(M(:,1),M(:,2))

xlabel('Inicio do periodo de reproducao')
92 ylabel('Quantidade de adultos')

hold on;
94

x_highlight = M(rr,1);
M(rr,2);

plot(x_highlight, y_highlight, 'ro', 'MarkerSize',5);
98

96 y_highlight

toc

100 function v = f(t,y,~,iniciol,deltal,inicio2,delta2)

102 A = 80.0;

al = 0.03; a2 = 0.1;
104 c1 = 0.006; c2 = 1.95;

ml = 1.00; m2 = 10.0;
106 nul = 0.04169; nu2 = 5.08;

mul = 0.9; mu2 = 0.0009;

108

F1 = (A - alxy(1));
110 if F1 < 0

F1 = 0;
112 end

114 F2 = (A - alxy(1) - a2*xy(3));

if F2 < @
116 F2 = 0;
end

118
epoca = mod(t,365);
120 if (epoca > iniciol) && (epoca < iniciol + deltal)
ml = 1.0;
122 else
ml = 0.0;



124 end

126 if (epoca > inicio2) && (epoca < inicio2 + delta2)
m2 = 10;

128 else
m2 = 0.0;

130 end

132 if epoca > 100 && epoca < 191

134 mul = (-log(1-99.0/100))/(90);
mu2 = (-log(1-99.0/100))/(90);
136 nul = (-log(1-99.0/100))/(90);
nu2 = (-log(1-99.0/100))/(90);
138 else
mul = (-log(1-99.0/100))/(1%365);
140 mu2 = (-1log(1-99.0/100))/(1*365);
nul = (-log(1-99.0/100))/(1%365);
142 nu2 = (-log(1-99.0/100))/(1*365);
end
144

v(1) = cl*y(2)*F1 - mulxy(1);
146 v(2) = mli*xy(1) - cl*y(2)*F1 - nulxy(2);

v(3) = c2xy(4)*F2 -mu2+*y(3) -a2xy(3)*clxy(2);
148 v(4) = m2*xy(3) - c2*y(4)*F2 -nu2*xy(4);

150 end
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