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RESUMO

A instabilidade de Saffman-Taylor ocorre quando um fluido menos viscoso € injetado em
um fluido mais viscoso. A interface entre esses fluidos sofre uma deformacao e protuberancias
na forma de “dedos” se formam na interface entre os fluidos. Interfaces entre dois fluidos,
contendo polimeros, lipidios, proteinas, particulas sélidas ou outros agentes tensoativos, ge-
ralmente apresentam um resposta reologicamente complexa a deformacdes. Em que pese sua
relevancia académica e pratica para a dindmica de fluidos e varios outros campos de pesquisa, o
papel da reologia de interface na formacao de dedos viscosos permanece bastante inexplorado.
Uma excecdo digna de destaque é o trabalho de Li e Manikantan (LLI; MANIKANTAN, 2021, que
utilizou anélise de estabilidade linear para mostrar que tensées reoldgicas superficiais agem de
modo a estabilizar a formacdo de dedos viscosos em geometria radial no regime linear. Nesta
dissertacdo, fazemos uma anélise perturbativa de modos acoplados de segunda ordem e inves-
tigamos a influéncia da reologia de interface na morfologia dos dedos formados em estagios
ndo lineares iniciais. Em particular, queremos entender como a reologia de interface impacta
os emblematicos fenomenos de alargamento e bifurcacdo, que ocorrem na formacao de dedos
viscosos em geometria radial na célula de Hele-Shaw. Descrevemos a interface fluido-fluido
newtoniana viscosa usando o modelo de Boussinesg-Scriven e derivamos uma condicdo gene-
ralizada de diferenca de pressao de Young-Laplace na interface. Neste contexto, vamos além
da descricao puramente linear e usamos a lei de Darcy para obter uma equacdo diferencial
de modos acoplados que descreve a evolucdo temporal das amplitudes de perturbacdo até
segunda ordem. Nossos resultados fracamente n3o lineares de modos acoplados indicam que,
apesar de sua acdo estabilizadora no regime linear, os efeitos da reologia de interface favore-
cem o alargamento da ponta dos dedos, levando a um aumento na ocorréncia de eventos de

bifurcacao.

Palavras-chave: instabilidades hidrodinamicas; células de Hele-Shaw; reologia de interfaces;

modelo de Boussinesg-Scriven;



ABSTRACT

Saffman-Taylor instability occurs when a less viscous fluid is injected into a more viscous
fluid. The interface between these fluids undergoes deformation and protuberances in the
form of “fingers” form at the interface between the fluids. Fluid-fluid interfaces, laden with
polymers, surfactants, lipid bilayers, proteins, solid particles, or other surface-active agents,
often exhibit a rheologically complex response to deformations. Despite its academic and
practical relevance to fluid dynamics and various other fields of research, the role of interfacial
rheology in viscous fingering remains fairly underexplored. A noteworthy exception is the work
by Li and Manikantan (LI; MANIKANTAN, 2021), who used linear stability analysis to show
that surface rheological stresses act to stabilize the development of radial viscous fingering
at the linear regime. In this work, we perform a perturbative, second-order mode-coupling
analysis of the system, and investigate the influence of interfacial rheology on the morphology
of the fingering structures at early nonlinear stages of the dynamics. In particular, we focus
on understanding how interfacial rheology impacts the emblematic finger tip-widening and
finger tip-splitting phenomena that take place in radial viscous fingering in Hele-Shaw cells.
We describe the viscous Newtonian fluid-fluid interface by using a Boussinesq-Scriven model,
and derive a generalized Young-Laplace pressure jump condition at the fluid-fluid interface.
In this framing, we go beyond the purely linear description, and use Darcy’'s law to obtain
a perturbative mode-coupling differential equation which describes the time evolution of the
perturbation amplitudes, accurate to second-order. Our early nonlinear mode-coupling results
indicate that regardless of their stabilizing action at the linear regime, interfacial rheology
effects favor finger tip-widening, leading to the occurrence of enhanced finger tip-splitting

events.

Keywords: hydrodynamic instabilities; Hele-Shaw cell; interfacial rheology; Boussinesg-Scriven

model:
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1 INTRODUCAO

1.1 A INSTABILIDADE DE SAFFMAN-TAYLOR E A CELULA DE HELE-SHAW

Na natureza é possivel identificar a formacao de padrées que muitas vezes impressionam
tanto leigos quanto cientistas. Esses padrdes podem ser encontrados nas mais diversas areas
(veja Fig. : em sistemas bioldgicos, fisicos, quimicos, etc. Vao desde a formacdo de colonias
de bactérias até a formacdo de ramificacGes fluviais. Em particular, padrdes complexos e

visualmente impactantes ocorrem com frequéncia em sistemas hidrodinamicos.

Figura 1 — (a) Crescimento fractal de colonia de bactérias; (b) Floco de neve; (c) Peixe Siganus Vermiculatus;
(d) Rede fluvial do norte do Brasil

€)

2 -
0

Bogota
COLOMBIA

O T =
VENEZ A '

:@*&"

Fonte: (BEN-JACOB) [1993; /GUNDERMANN; POPPER; LICHATOWICH 1983} |CHANG| )

O foco desta dissertacdo de mestrado é a dinamica de fluidos em sistemas quase-bidimensio-

nais, o chamado problema de Saffman-Taylor (SAFFMAN; TAYLOR, 1958; HOMSY| |1987)). Este

problema investiga a evolucdo da interface entre dois fluidos, quando confinados no pequeno

intervalo entre duas placas planas e paralelas de material transparente (geralmente vidro), um
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Figura 2 — Representacdo esquemética da célula de Hele-Shaw retangular. Nela um fluido de viscosidade bem
inferior desloca um fluido de viscosidade 7, onde a separacdo entre as placas paralelas é b.

Fonte: (DIAS; MIRANDA, 2011al)

Figura 3 — Realizagcdo experimental da instabilidade de Saffman-Taylor numa célula de Hele-Shaw retangular
(vista superior). O fluido de menor viscosidade (ar) é bombeado de cima para baixo contra o fluido
de maior viscosidade (glicerina). Nas trés figuras temos fotos (sequéncia temporal) ilustrando como
os “dedos viscosos” sdo formados e evoluem no tempo. Como a diferenca entre as viscosidades dos
fluidos é muito alta, note que hd uma notavel assimetria entre as partes de cima e de baixo da
figura da direita: os longos dedos invasores do fluido menos viscoso sdo notadamente diferentes dos
dedos formados pelo fluido de maior viscosidade. Observe que na geometria retangular tais dedos
ndo tendem a bifurcar-se nas suas pontas.

e S

Fonte: (SAFFMAN; TAYLOR, 1958)

dispositivo conhecido como célula de Hele-Shaw. A espessura da célula de Hele-Shaw (distancia

entre as placas de vidro) normalmente é muito menor que qualquer comprimento considerado
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no problema, desta forma o movimento dos fluidos da-se efetivamente em duas dimensdes.
O estudo deste problema é agrupado em duas categorias basicas, de acordo com a geometria
(arranjo experimental) associada ao fluxo: (i) na chamada geometria retangular, estuda-se a
interface entre dois fluidos, quando os mesmos movem-se ao longo de um canal retangular (veja
Figs. 2 e[3)); (ii) na geometria radial, a célula de Hele-Shaw ¢ inicialmente ocupada por um dos
fluidos e, posteriormente, um segundo fluido (menos viscoso) é injetado radialmente, através
de um pequeno furo feito no topo da célula (veja Fig. [4] e Fig. . Em ambas as geometrias,
quando o fluido de menor viscosidade desloca o fluido de maior viscosidade, a interface entre
os fluidos desenvolve irregularidades, os chamados “dedos” viscosos (viscous fingers), que
resultam em padrGes geométricos complexos, onde os diversos dedos competem entre si,
deformam-se e eventualmente podem bifurcar-se nas suas pontas. Este cenério de formacao
de complexos padrdes na interface que separa os fluidos é o resultado da competicdo dinamica
entre os efeitos viscosos e de gradientes de pressdo (que tendem a deformar a interface), com
os efeitos de tensdo superficial (que tendem a estabilizar a interface).

Figura 4 — Representacdo esquematica da célula de Hele-Shaw radial, onde um fluido de viscosidade maior pi

é deslocado por um fluido de viscosidade menor p1. A taxa de injecdo do fluido menos viscoso no
mais viscoso é () e a separacdo entre as placas é b.

interface

Fonte: (FONTANA; GADELHA; MIRANDA, [2016])

Para escoamento em célula retangular, a caracteristica mais marcante do sistema é uma
quebra de simetria intrinseca: os dedos viscosos formados pelo fluido de menor viscosidade
sao qualitativamente distintos dos dedos formados pelo liquido de maior viscosidade. Deste
modo, seria razoavel suspeitar do papel relevante do valor da diferenca entre as viscosidades
dos fluidos na determinacdo do grau de assimetria da interface. Ja para fluxo em célula radial,
nota-se que a interface circular inicial deforma-se e dai formam-se protuberéncias (dedos)
que competem entre si, alargam-se e passam a bifurcar-se em suas extremidades (Fig. . Em

contraste, na célula retangular (Fig. , os dedos n3o tendem a bifurcar em suas extremidades.
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Figura 5 — Experimento ilustrando a instabilidade de Saffman-Taylor na célula de Hele-Shaw radial, na qual
(a) ar é injetado em glicerina e (b) nitrogénio é injetado em éleo de silicone.

(a) (b)

Fonte: (PATERSON, (1981} |RAUSEO; BARNES; MAHER) [1987))

Desde o trabalho inicial de Saffman e Taylor (SAFFMAN; TAYLOR, |1958), inimeros arti-
gos foram publicados sobre a instabilidade hidrodindmica que leva seus nomes, evidenciando
a importancia tanto académica, quanto pratica deste emblematico problema de dinamica de
fluidos. Neste contexto, muitos estudos analiticos e numéricos tém sido realizados no intuito
de investigar a evolucdo da interface entre fluidos na célula de Hele-Shaw. Nestes trabalhos, ha
énfase em dois estagios basicos da evolucdo do sistema: (a) estudos predominantemente ana-
liticos dos estagios iniciais do escoamento dos fluidos (estagio puramente linear da evolucdo);
(b) estudos majoritariamente numéricos na anélise dos estagios avancados (estagio comple-
tamente ndo linear). Os estudos analiticos do estagio inicial concentram-se na construcdo da
analise da estabilidade linear do sistema e, apesar de sua utilidade, ndo sao capazes de explicar
os fendmenos nao lineares de quebra de simetria, competicao e bifurcacao citados acima. Por
outro lado, estudos numéricos dos estagios avancados de fluxo detectam e exibem tais fend-
menos, porém sem apresentar explicacdes ou mecanismos simples que justifiquem sua origem.
Com o intuito de explicar, por argumentos simples, a origem destes fendmenos n3o lineares,
nds seguimos os passos de (MIRANDA; WIDOM, |1998a)) para investigar estagios intermediarios
do escoamento em célula de Hele-Shaw.

Tanto para a geometria retangular, quanto para o arranjo radial em células de Hele-Shaw,
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Figura 6 — Ocorréncia da instabilidade de Saffman-Taylor quando um fluido de menor viscosidade (71) empurra
um fluido de maior viscosidade (72) numa célula de Hele-Shaw (vista superior). Uma pequena
perturbac3o na interface deforma as isobéricas no fluido 2, aumentando o gradiente de press3o nesta
regido. Pela lei de Darcy v; ~ Vp; , consequentemente temos que a velocidade local aumenta,
fazendo com que a perturbac3o cresca de intensidade com o passar do tempo. Tal mecanismo fisico
da origem 3 instabilidade de Saffman-Taylor.

Fluido menos viscoso | . |\ | | | | |  Fluido mais viscoso
I Perturbacao
m e n
Isobaricas ~ Altos gradientes
de pressao

Fonte: O autor (2022)

a evolugdo dindmica do problema de Saffman-Taylor é descrita pela lei de Darcy (HOMSY,
1987))
b2

= VUp, 1.1
vj ]_277] p]? ( )

onde v; denota as velocidades nos fluidos j (onde j = 1,2), p; representa as pressdes nos flui-
dos, 1), é a viscosidade do fluido j. A distancia entre as placas paralelas da célula de Hele-Shaw
é denotada por b, que é a menor escala de comprimento do problema. Um quantidade adimen-
sional muito importante é o nimero de Reynolds, que é uma raz3do entre as forcas inerciais e
as forcas viscosas. Dai supondo que o escoamento é de baixo nimero de Reynolds, a lei de
Darcy é obtida tomando uma média transversal da equacdo de Navier-Stokes, desprezando-se
a acdo dos termos inerciais. Também considera-se que os fluidos sdo newtonianos (ou seja,
suas viscosidades s3o constantes), imisciveis (existe uma tensdo superficial entre eles) e in-
compressiveis (a divergéncia de suas velocidades é nula). Observe-se que, pela prépria forma
da lei de Darcy, temos que o fluxo em cada fluido é irrotacional.

Na realidade, com a ajuda da lei de Darcy, dada pela Eq. , podemos extrair uma
explicacdo qualitativa bastante simples para a ocorréncia da instabilidade de Saffman-Taylor
quando um fluido (7 = 1) desloca um outro fluido (j = 2) que é mais viscoso, e para a auséncia
desta instabilidade quando temos o fluxo reverso (ou seja, quando o fluido mais viscoso empurra
0 menos viscoso). Por uma quest&o de simplicidade, consideraremos que o fluido menos viscoso
tem viscosidade desprezivel (17, < 12). Além disso, como os fluidos sdo incompressiveis (V -

v; = 0), ao calcularmos a divergéncia em ambos os lados da Eq. (1.1]), vemos imediatamente
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que o campo de pressio obedece a equacdo de Laplace (V?p; = 0). Como pela lei de Darcy
n;v; ~ Vp; e ja que n; < 1, para o fluido 1 temos que Vp; ~ 0, de tal forma que a
pressao no fluido menos viscoso é constante. Nestas circunstancias, consideremos que, devido
a uma flutuacdo qualquer, uma pequena perturbacdo surja na interface que separa os fluidos,
na direcao do movimento dos préprios fluidos. A perturbacdo deforma as isobaricas no fluido
mais viscoso, aproximando isobaricas adjacentes e fazendo aumentar ali o gradiente de pressao
(veja Fig. (@) Mas, como a velocidade do fluido em movimento é diretamente proporcional
ao gradiente de pressdo, a velocidade aumenta e a perturbacao na interface passa a mover-se
mais rapidamente, favorecendo o surgimento da instabilidade de Saffman-Taylor. Por outro
lado, se o fluido mais viscoso empurra o menos viscoso, criando uma perturbacao instantanea
na interface, a deformacao invadird uma regidao de pressdo aproximadamente constante no
fluido 1, de tal forma que o gradiente de pressdo sera praticamente nulo, fazendo com que a
perturbacdo decaia a zero rapidamente. Logo, no fluxo reverso, ndo ocorre a instabilidade de
Saffman-Taylor.

Além da lei de Darcy, a descricdo dindmica do problema é suplementada por duas condicdes
de contorno na interface entre os fluidos 1 e 2: (i) a diferenca de pressdo dada pela equacdo

de Young-Laplace
P1— P2 = UK, (1.2)

onde 7 representa a tensdo superficial entre os fluidos e x é a curvatura da interface fluido-

fluido no plano da célula de Hele-Shaw; (ii) a condicdo cinematica
Vi-Nn=Vy- -1, (13)

que expressa a continuidade das componentes normais das velocidades dos fluidos na interface
que os separa. Entretanto, observa-se que as componentes tangenciais das velocidades ndo sdo
continuas na interface, o que gera uma fina regiao de vorticidade local na interface, conhecida
em mecanica de fluidos como vortex sheet (TRYGGVASON; AREF, 1983).

Vale a pena ressaltar que as equacdes — sdo as versdes mais simples da evolucao
do problema. A depender da situacdo em analise pode ser necessério a inclusdo de novos efeitos
fisicos no problema. Dessa forma, versdes mais sofisticadas e complexas destas equacdes podem
ser necessarias. E exatamente o que acontece nesta dissertacio: efeitos de reologia de interface

sdo levados em consideracdo.
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1.2 REOLOGIA DE INTERFACE

O primeiro uso do termo reologia é creditado a Eugene C. Bingham, por volta de 1920,
inspirado no lema do filésofo Heraclito mavra ger (panta rhei), “tudo flui”. Reologia é consi-
derada como a ciéncia da deformacao e fluxo de matéria: ela estuda como materiais respondem
as tensoes e deformacdes.

Em particular, um campo de grande interesse tanto teérico quanto pratico é a reologia de
interface (ou “interfacial”). Ela se ocupa do estudo de propriedades intrinsecas da interface
que influenciam o movimento de matéria ou entidades restritas a interface. Essa interface nor-
malmente separa duas fases fluidas volumétricas. Com isso, entender a resposta da interface
a deformacoes e tensdes de maneira geral é condicao necessaria para descrever ndo apenas
o movimento da prépria interface, mas também o movimento das préprias fases fluidas volu-
métricas. Pode-se dizer que a reologia de interface tem como objetivos principais determinar:
(i) a forma de uma interface fluida dindmica; (ii) natureza da resposta a deformacdo e (jii)
a influéncia quantitativa que tensdes interfaciais exercem na hidrodinamica das fases fluidas
contiguas.

As primeiras investigaces sobre o que hoje chamamos de reologia de interface originaram-
se do problema do movimento de uma gota esférica sujeita a acdo da gravidade em um meio
viscoso. Nossa intuicdo nos leva a crer que uma gota esférica fluida nesse tipo de movi-
mento atinja a sua velocidade terminal mais rapidamente que uma esfera sélida de mesmas
dimensodes. Isso porque, durante o movimento da esfera sélida devemos ter a condicdo de n3o
deslizamento na superficie. Hadamard (HADAMARD, 1911)) e Rybczynski (RYBCZYNSKI, |1911)
fizeram uma predicdo tedrica deste fato, que foi uma generalizacdo da bastante conhecida
férmula de Stokes para uma esfera sélida. Todavia, esse comportamento esperado n3o se veri-
ficou experimentalmente. Para gotas com raios suficientemente pequenos, era observado que
elas se comportavam como esferas sélidas em meio viscoso.

A fim de elucidar essa discrepancia, Boussinesq postulou a existéncia de uma “viscosidade
superficial” no caso da gota fluida esférica (BOUSSINESQ, [1913). Essa viscosidade seria o
analogo bidimensional da viscosidade de um fluido tridimensional. Durante o movimento em
um meio viscoso, ela enrijeceria a interface da gota de modo a diminuir sua mobilidade e esse
efeito se tornaria tanto maior quanto menor fosse o raio da gota esférica.

Enquanto isso, Rayleigh propds uma explicacdo quantitativa para a “instabilidade de Bér-

nard” (BENARD, (1900; WESFREID, 2017)), dando evidéncias de que os padrdes de circulacdo
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celular observados quando uma fina camada de fluido era aquecida por baixo, surgiam de ins-
tabilidades criadas por conveccdo (RAYLEIGH, 1916)). Apesar disso ter sido bem aceito naquele
momento, mais tarde outros experimentos mostraram que a instabilidade também ocorria
em camadas finas aquecidas por cima (BLOCK, [1956; PEARSON|, |1958). Foi proposto entdo
que inomogeneidades locais na tensdo superficial seriam responsaveis pelo comportamento
observado.

Processos fisicos por meio dos quais um gradiente de tensao superficial causa conveccao
na fase volumétrica ja eram conhecidos e eram chamados de “efeitos de Marangoni” (THOM-
SON, |1855; IMARANGONI, [1865)). Eles sdo oriundos de variacdes na tens3o superficial devido
a inomogeneidades na temperatura ou na concentraciao de agentes tensoativos (agentes que
alteram as tensdes na interface). Na década de 1950, ainda permanecia inexplicada a dis-
crepancia entre a equacao de Hadamard-Rybczynski, que propunha uma velocidade terminal
atingida mais rapidamente para gota esférica fluida, e os experimentos, que mostravam um
comportamento similar a uma esfera sélida. Foi proposto que tal discrepancia seria causada
por variaces na tensao superficial da gota por conta de agentes tensoativos, € ndo por causa
de uma viscosidade superficial como proposto por Boussinesq inicialmente.

Essas discussGes foram em grande parte esclarecidas pelos trabalhos de Sterling e Scriven
(SCRIVEN; STERNLING, 1959; |SCRIVEN, 1960, nos quais a teoria de Boussinesq foi generalizada
para uma interface de curvatura arbitraria. Nesses estudos é possivel verificar-se de maneira
mais clara como os efeitos de Marangoni e efeitos devido a viscosidade superficial surgem.

Esses dois trabalhos marcaram o inicio da reologia de interface moderna.

1.2.1 Agentes tensoativos

Nesse ponto de nossa discussao, comeca a ficar claro que esses efeitos de fronteira que
ocorrem na interface separadora entre fases, sejam eles causados por viscosidade superficial
ou gradiente de tensao superficial, acontecem devido a presenca de agentes especiais que
“habitam” a interface entre dois fluidos. Quando esses agentes sdo colocados em pequena
quantidade em uma fase fluida, eles sdo adsorvidos a superficie (ou interface), isto é, tendem a
ocupar a interface entre os fluidos. Essa interface pode estar separando dois liquidos imisciveis,
ou ser a interface entre um liquido e uma fase gasosa. Essa adsorcao altera as caracteristicas
fisico-quimicas da interface modificando a tensdo superficial, viscosidade, elasticidade e outras

propriedades da interface.



19

Figura 7 — (a) Representacdo esquematica de uma molécula anfifilica; (b) llustracdo dos agentes tensoativos
(surfactantes) adsorvidos na interface (ar-adgua); (c) Gréfico ilustrando a concentracdo de surfac-
tantes na interface.

a) b) 4

Hydrophobic
tail

C -surfactant

¢ o~
I

o e~

e

[ Tt | Wt

Hydrophilic i
head ™

1
I
! —~

1

i (’n'me.r

Fonte: (MANIKANTAN; SQUIRES), [2020)

Agentes tensoativos, também chamados de surfactantes (em inglés, surfactant abreviacdo
de surface active agent), possuem o comportamento descrito devido a sua estrutura molecular
anfifilica. Eles sdo moléculas geralmente longas que tém uma “cabeca” polar hidrofilica (ou
lipofébica) e uma “cauda” hidrofébica (ou lipofilica), veja Fig. [7] A configuracdo eletrénica
dessas moléculas faz com que parte dela tenda a ficar imersa em um meio aquoso e outra
parte seja repelida desse meio causando o deslocamento dessas moléculas para a interface
entre as duas fases fluidas. Apesar dos agentes tensoativos normalmente reduzirem a tens3o
superficial, também ha ocasides em que eles podem aumenta-la.

E facil de se convencer que uma molécula anfifilica possui a tendéncia de ocupar a interface
entre dois fluidos devido a existéncia de uma parte hidrofilica e outra hidrofébica na sua
estrutura. Mas essa separacdo clara entre uma porc3o hidrofilica e hidrofébica da molécula ndo
é necessaria para haver a tendéncia de ocupar a interface (surface activity). A molhabilidade

a capacidade de um fluido aderir a superficie de um sélido, por isso pode ser descrita em

D~

termos do angulo de contanto entre o fluido e o sélido. Dai, basta que uma molécula ou
particula quimicamente homogénea possua molhabilidade intermediaria em relacdo aos fluidos
de cada um dos lados da interface para que a mesma se acomode na interface (BINKS, 2002).

S3o exemplos de substancias com essa propriedade de ocupar a interface entre dois fluidos
os sabdes, detergentes, demulsificantes, emulsificantes, acidos graxos, proteinas desnaturadas,
alguns tipos de particulas, entre outros agentes tensoativos (FULLER; VERMANT), [2012)). Por-
tanto, essas substancias modificam a complexa resposta reoldgica da interface, assim como o
movimento das fases volumétricas contiguas, sendo essencial para a compreensao da dinamica

tanto da interface quanto a das préprias fases volumétricas.



20

1.3 BIFURCACAO DE DEDOS E REOLOGIA DE INTERFACE

Um dos aspectos mais marcantes da instabilidade de Saffman-Taylor na célula de Hele-
Shaw radial é a bifurcacdo dos dedos formados na interface. Uma variedade de modificacGes
no problema de injecdo radial foram propostas ao longo do tempo, mostrando como a mor-
fologia e a dinamica da interface responde a cada alteracao feita. Entre essas modificacdes
estdo a incorporacdo de fluidos ndo newtonianos (KONDIC; SHELLEY; PALFFY-MUHORAY}, |1998;
ESLAMI; TAGHAVI, 2017), misciveis (CHEN; MEIBURG|, 1998; |SHARMA et al| 2020; |SUZUKI et
al., 2020)) e reativos (PODGORSKI et al., 2007} NAGATSU, 2015)), efeitos de campo magnético
(JACKSON; GOLDSTEIN; CEBERS) 1994; FLAMENT et al., 1998) e elétrico (GAO et al., 2019; |ANJOS
et al), 2022), taxa de injecdo dependente do tempo (LI et al., [2009; |DIAS et al., 2012; [MORROW;
MORONEY; MCCUE, 2019; ARUN et al., 2020; |ANJOS et al., 2021)), particulas suspensas (KIM;
XU; LEE, 2017; |LUO; CHEN; LEE, 2018), influéncia de forcas de Coriolis e centrifuga (ALVAREZ-
LACALLE; ORTIN; CASADEMUNT, [2004; |CHEN; HUANG; MIRANDA, 2011), impacto de efeitos de
molhamento (PARK; HOMSY, |1984; |JACKSON et al} 2015 e da inércia dos fluidos (RUYER-
QUIL, |2001} |CHEVALIER et al., [2006; DIAS; MIRANDA, 2011b)), bem como a consideracdo de
deslocamentos em células de Hele-Shaw geometricamente modificadas (ZHAO; MAHER, |1990;
PARISIO et al., 2001} [ZHAO et al., 1992; PIHLER-PUZOVIC et al., 2012; |AL-HOUSSEINY; STONE,
2013 BONGRAND; TSAI, 2018)). Esses trabalhos tentaram entender como essas diversas mudan-
cas influenciavam a dinamica e a morfologia da interface. Esses estudos também examinaram
possiveis maneiras de controlar, suprimir ou favorecer o desenvolvimento dos padrdes, em
particular o crescimento da bifurcacdo dos dedos.

Recentemente, em (LLI; MANIKANTAN, |2021), Li e Manikantan examinaram os efeitos de um
topico ainda inexplorado na literatura da formacdo de dedos viscosos: o impacto da reologia de
interface na instabilidade de Saffman-Taylor com injecao radial. Apesar de ser bem conhecido
que, em geral, agentes tensoativos atuam de modo a estabilizar interfaces contra ruptura e
coalescéncia em processos naturais e industriais (BHAMLA et al., 2014; LIN; FROSTAD; FULLER,
2018]; [SACHAN et al, 2017} [CHANG et al., 2018 MANIKANTAN; SQUIRES|, [2020; [LANGEVIN|, [2014;
ZELL et al} 2014; [JAENSSON; VERMANT), [2018; FULLER; VERMANT]|, 2012), uma descricao quan-
titativa da influéncia da reologia de interface em escoamentos viscosos na célula de Hele-Shaw
radial era algo que ainda precisava ser estudado. Nesse tipo de sistema, o atrito na interface,
devido ao deslizamento de moléculas e particulas umas sobre as outras, produz uma dissipacao

viscosa (ou viscosidade interfacial), levando a uma complexa reologia de interface.
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Em seu trabalho, Li e Manikantan usaram o modelo de Boussinesg-Scriven (BOUSSINESQ,
1913} |SCRIVEN, |1960; SCRIVEN; STERNLING, [1959)) para representar as tensdes reoldgicas na
interface, a qual é considerada como bidimensional e compressivel, com viscosidades super-
ficiais dilatacional e de cisalhamento. Eles também consideraram que o fluxo na célula de
Hele-Shaw radial era predominantemente radial, desprezando a componente azimutal do vetor
normal a interface. Assumindo que o vetor velocidade era predominantemente radial e que
a componente radial da velocidade era continua na interface, eles obtiveram uma condicao
de contorno de Young-Laplace para o problema. Tal condicdao expressa o balanco das tensdes
normais através da interface e leva em consideracdo a acao da reologia de interface.

Por meio de uma analise de estabilidade linear, Li e Manikantan concluiram que os efeitos
da reologia de interface atenuam a instabilidade de formac3do de dedos viscosos. Fisicamente,
o fluxo expande a interface fluido-fluido, a qual por sua vez resiste a essa expansao devido a
viscosidade interfacial. Seus resultados mostraram que a taxa de crescimento da instabilidade
é diminuida a medida que os efeitos reoldgicos interfaciais sao aumentados, sugerindo que os
dedos formados nos padroes da interface seriam mais largos.

Apesar dos avancos e informacdes (teis obtidas por Li e Manikantan com sua teoria de
perturbacao linear, nao é possivel analisar quais seriam os efeitos da reologia de interface
no fendomeno intrinsecamente n3o linear de bifurcacdo de dedos. Contudo, é bem conhecido
que uma teoria de modos acoplados nao linear permite a predicdo e captura dos elementos
morfolégicos chave em uma gama de problemas de formacdo de padrdes de interface (HOMSY,
1987; IMIRANDA; WIDOM, (1998b} [MIRANDA; WIDOM, [1998a; BRUSH; SEKERKA; MCFADDEN,
1990; [HAAN|, 1991} |GUO; HONG; KURTZE, [1992; |GUO; HONG; KURTZE, (1995} |ALVAREZ-LACALLE;
CASADEMUNT; ORTIN| 2001; |ALVAREZ-LACALLE et al 2003). Motivados pelo trabalho de Li e
Manikantan, nés empregamos uma analise perturbativa de modos acoplados de segunda ordem
a fim de examinar como os efeitos de reologia de interface afetam o fluxo na célula de Hele-
Shaw radial. Nosso trabalho estende os estudos lineares de (LI; MANIKANTAN, 2021) para
estagios iniciais ndo lineares do escoamento.

Nesta dissertacdo, o principal objetivo é obter uma equacao diferencial para as amplitu-
des de perturbacdo da interface usando andlise de Fourier, porém indo além da anélise de
estabilidade linear, cujos modos de Fourier ndo se acoplam, focando nas contribuicGes de se-
gunda ordem. Além de irmos até segunda ordem, levando em consideracdao que a interface
fluido-fluido possui um formato perturbado nao circular, obtemos uma condicdo de contorno

de Young-Laplace modificada que generaliza aquela obtida em (LI; MANIKANTAN, [2021)). Nés
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generalizamos a condicdo adicionando duas importantes modificacdes: (i) em vez de considerar
um vetor normal a interface apenas radial, assumimos que o mesmo poderia apontar em uma
direc3o arbitréria, possuindo componentes radial e azimutal; (ii) além disso, consideramos que
a velocidade do fluido bidimensional que representa a interface é aproximadamente uma média
das velocidades do fluido interno e externo, avaliadas na interface. Dai, usamos a lei de Darcy
para obter uma equacao de movimento para a interface fluido-fluido, incluindo os efeitos de
reologia de interface. Tal equacao diferencial ndo linear entao é utilizada para investigar como
tensdes reoldgicas de interface impactam o iconico fendmeno de bifurcacdo de dedos viscosos.
Mostramos que, em que pese seu efeito estabilizador no regime linear, as tensdes reoldgicas
induzem um aumento do crescimento da bifurcacao em estagios fracamente n3o lineares da
dindmica.

Por fim, vale a pena ressaltar que os resultados tedricos reportados aqui e em (LI; MANIKAN-
TAN, |2021)) n3o sdo meramente académicos, mas possuem uma conexdo direta com aplicacdes
reais que envolvem instabilidades de interface na presenca de agentes tensoativos. Um exemplo
de importancia capital é a extracdo de petrdleo (SHENG, [2011)), pois a formacdo de dedos vis-
cosos é um fator importante na reducdo da eficiéncia da retirada de petréleo de reservatérios
subterraneos. Por outro lado, o petréleo bruto é uma mistura complexa de diferentes com-
ponentes, como hidrocarbonetos, asfaltenos, resinas, entre outros (LANGEVIN, [2014)). Essas
substancias sdo agentes tensoativos e podem se acoplar fortemente as forcas hidrodinamicas,
sendo capazes de alterar a estabilidade da emulsdo petréleo-em-agua ou agua-em-petréleo
(CHANG et al, [2018)). Portanto, é de importancia pratica e tecnolégica entender como contro-
lar o crescimento de padrdes na presenca de interfaces reologicamente complexas na extracao
de petréleo. Outros exemplos interessantes ocorrem com a formacdo de padrdes em certos
sistemas bioldgicos, tais como células vivas e biofilmes (DINSMORE et al., |2002; NOGUCHI; GOMP-
PER, 2005; ZASADZINSKI et al., |2001]), onde uma variedade de problemas relacionam reologia de
interface, dinamica e estrutura. Esses problemas praticos e interdisciplinares contribuem para
o impacto em potencial das anélises tedricas realizadas aqui e em (LI; MANIKANTAN, [2021)).

Como resultado dos estudos realizados durante a elaboracao desta dissertacao, publicamos

o seguinte artigo cientifico (veja a Figlg):

» H. Conrado; E. O. Dias; J. A. Miranda; Impact of interfacial rheology on finger tip
splitting, Phys. Rev. E 107, n. 1, p. 015103, 2023.

Nos préximos capitulos desta dissertacdo, examinaremos com mais detalhes como os fend-
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Figura 8 — Titulo e abstract do trabalho resultante desta dissertacdo de mestrado.

Impact of interfacial rheology on finger tip splitting

Habakuk Conrado ®,” Eduardo O. Dias®," and José A. Miranda
Departamento de Fisica, Universidade Federal de Pernambuco, Recife, Pernambuco 50670-901 Brazil

M (Received 10 October 2022; accepted 22 December 2022; published 17 January 2023)

Fluid-fluid interfaces, laden with polymers, surfactants, lipid bilayers, proteins, solid particles, or other
surface-active agents, often exhibit a rheologically complex response to deformations. Despite its academic
and practical relevance to fluid dynamics and various other fields of research, the role of interfacial rheology in
viscous fingering remains fairly underexplored. A noteworthy exception is the work by Li and Manikantan [Phys.
Rev. Fluids 6, 074001 (2021)], who used linear stability analysis to show that surface rheological stresses act to
stabilize the development of radial viscous fingering at the linear regime. In this paper, we perform a perturbative,
second-order mode-coupling analysis of the system and investigate the influence of interfacial rheology on
the morphology of the fingering structures at early nonlinear stages of the dynamics. In particular, we focus
on understanding how interfacial rheology impacts the emblematic finger tip-widening and finger tip-splitting
phenomena that take place in radial viscous fingering in Hele-Shaw cells. We describe the viscous Newtonian
Auid-fluid interface by using a Boussinesq-Scriven model, and derive a generalized Young-Laplace pressure
jump condition at the fluid-fluid interface. In this framing, we go beyond the purely linear description and use
Darcy’s law to obtain a perturbative mode-coupling differential equation which describes the time evolution of
the perturbation amplitudes, accurate to second order. Our early nonlinear mode-coupling results indicate that
regardless of their stabilizing action at the linear regime, interfacial rheology effects favor finger tip widening,
leading to the occurrence of enhanced finger tip-splitting events.

DOI: 10.1103/PhysRevE.107.015103

Fonte: (CONRADO; DIAS; MIRANDA), 2023)

menos de bifurcacdo de dedos viscosos na célula de Hele-Shaw radial sdo afetados pelos efeitos
de reologia de interface. No capitulo 2, faremos uma exposicdo das principais equacdes que
formam a base matematica do problema e calcularemos uma equacdo diferencial de modos
acoplados de segunda ordem para as amplitudes de perturbacdo da interface. No capitulo 3,
utilizaremos essa equacao para obter algumas figuras de padroes da interface e discutir as
caracteristicas mais marcantes desses padrdes. Por fim, no capitulo 4, faremos uma conclusao

desta dissertacdo apresentando possiveis limitacdes, melhorias ou variacdes de nosso modelo.
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2 EQUACOES PRINCIPAIS E A DINAMICA DE MODOS ACOPLADOS DE
SEGUNDA ORDEM

Dividimos nossa formulacdo teérica em duas seces. Na secdo [2.1] apresentamos as equa-
¢Oes que governam o escoamento de dois fluidos em uma célula de Hele-Shaw, considerando
a influéncia da reologia de interface. Na secdo 2.2, conforme discutido na introducdo, a fim
de capturar a influéncia da reologia de interface no mecanismo de bifurcacdo, estendemos a
analise de estabilidade linear de (LI; MANIKANTAN, 2021)) obtendo uma equacio diferencial de
modos acoplados de segunda ordem que determina a evolucao temporal das perturbacdes da

interface.

2.1 EQUACOES QUE REGEM O ESCOAMENTO NA CELULA DE HELE-SHAW COM
EFEITOS DE REOLOGIA DE INTERFACE

Consideramos uma célula de Hele-Shaw radial com espacamento constante b contendo
dois fluidos viscosos imisciveis, incompressiveis e newtonianos (Fig. |§D As viscosidades do
fluido interno (fluido 1) e do externo (fluido 2) sdo denotadas como 7, e 1), respectivamente.
Para descrever a interface reoldgica entre os fluidos 1 e 2, adotamos o modelo de Boussinesq-
Scriven (LI; MANIKANTAN, 2021} FULLER; VERMANT), |2012; [BOUSSINESQ, (1913} SCRIVEN|, 11960;
SCRIVEN; STERNLING, |1959), onde a interface é um fluido newtoniano bidimensional isotrépico
continuo e compressivel, com tensao superficial ~. Além disso, o excesso de tens3o viscosa
dentro da interface é descrito por duas viscosidades superficiais intrinsecas: viscosidade de
cisalhamento superficial 75 e viscosidade dilatacional superficial k. Essas viscosidades interfa-
ciais resultam do “atrito” na interface entres os fluidos. Tal atrito surge quando as entidades
tensoativas (moléculas, particulas, etc.) dentro da interface deslizam umas sobre as outras.
Neste contexto, 7 expressa a resisténcia contra a deformacao por alongamento, enquanto
ks resulta da resisténcia da interface a expansdo e compressdo. Vale a pena mencionar que,
embora a viscosidade dilatacional superficial aparente possa surgir devido ao tempo finito de
adsorcdo (agente tensoativo aderir a interface) ou dessorcdo (agente tensoativo sair da in-
terface) (LI; MANIKANTAN, 2021; STEBE; BARTHES-BIESEL, 1995), a viscosidade dilatacional
superficial intrinseca x; é uma propriedade do agente tensoativo. Além disso, 1, e ks sdo,
respectivamente, a versao bidimensional da viscosidade do fluido e da viscosidade dilatacional

que aparecem na relagdo constitutiva entre tensdo e taxa de deformacdo (Eq. [2.7)).
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Figura 9 — Representacdo esquemaética do problema de formacdo de dedos viscosos em uma célula de Hele-
Shaw radial de espessura b. O fluido interno (externo) tem viscosidade 71 (72). Os fluidos s&o
separados por uma interface reoldgica. O fluido 1 é injetado na célula, previamente preenchida com
o fluido 2, com taxa de injecdo constante ). A interface circular n3o perturbada dependente do
tempo (circulo tracejado) tem raio R(t), e a perturbacdo da interface é denotada por ((6,t), onde
6 é o angulo azimutal. A interface deformada é representada como R(,t) = R(t) + ((6,t). A
interface reolégica tem tensdo superficial ~y, viscosidade de cisalhamento superficial 7, e viscosidade
dilatacional x;.

Rheological interface

Fonte: (CONRADO; DIAS; MIRANDA| [2023)

Nesta configuracdo, o fluido 1 é injetado no centro da célula de Hele-Shaw a uma taxa
de injecdo constante () (&rea por unidade de tempo), deslocando o fluido 2, que inicialmente
preenche a regido entre as placas da célula de Hele-Shaw. Durante este processo de injecdo, a
instabilidade de Saffman-Taylor causada pela diferenca de viscosidade induz deformacdes na
interface fluido-fluido inicialmente circular. Neste cenario, o objetivo final das secdes[2.T] e
é calcular uma equacdo diferencial ndo linear para a evolucdo dessas perturbacdes na interface.

Comecamos a apresentacdo das equacdes pela lei de Darcy (HOMSY, 1987 [SAFFMAN;

TAYLOR, 1958)
b2

Uj:—?nj

ij, (21)

que descreve o escoamento efetivamente bidimensional na célula de Hele-Shaw, e a condic3o

de incompressibilidade para os fluidos 1 e 2
A\ u; = O, (22)

onde o indice j é 1 para o fluido interno, e 2 para o fluido externo. Nas Egs. e ,
u;, = u,(r,0) e p; = p;(r,f) sdo a velocidade com a média calculada ao longo do eixo z
(u) e o campo de pressdo dos fluidos j = 1,2, respectivamente. Aqui (r,6) representam as
coordenadas polares usuais, para um sistema de coordenadas centrado no ponto de injecdo,
onde @ representa o dngulo azimutal. Inspecionando a Eq. , é possivel prontamente notar

a natureza irrotacional do escoamento (V X u; = 0) de modo que pode-se definir o potencial
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de velocidade ¢;, onde u; = —V¢,. Da Eq. (2.2) e da definicdo de ¢;, fica claro que os

potenciais de velocidade obedecem a equacao de Laplace,
V2¢p; = 0. (2.3)

Descrevemos a interface perturbada entre os fluidos 1 e 2 como r = R(6,t). Para obter
a equacdo de movimento para R = R(0,t), primeiro reescrevemos Eq. em termos de
¢;. Entdo, subtraimos as expressdes resultantes para j = 1 de j = 2, com ambas as equacdes
avaliadas em r = R, e dividimos pela soma das viscosidades dos fluidos. Esse calculo resulta
na equacao dindmica para R dada por
A<¢1+¢2> B <¢1—¢2> _ Vi—p)r (2.4)
2 R 2 R 12(n1 4 12) ’
onde A = (2 — m)/(n2 + m1) é o contraste de viscosidade. Examinando Eq. (2.4)), verifi-
camos que nds precisamos relacionar ambos os potenciais de velocidade ¢;|z, bem como a
descontinuidade na press3o através da interface (p; — pa)|r com as perturbacdes da interface.
A primeira dessas relacdes é obtida da Eq. juntamente com a condicdao de contorno
cineméatica (HOMSY, [1987)), a qual conecta as velocidades dos fluidos com o movimento da
prépria interface,

R

ot \r2o0 00  or

A Eq. manifesta o fato de que as componentes normais das velocidades dos fluidos sdo
continuas através da interface.

Para determinar diferenca de pressdo (p; — p2)r na Eq. , seguiremos passos similares
aqueles de (LI; MANIKANTAN, 2021). Convém mencionar que a reologia de interface afeta a
equacdo da dinamica da interface apenas por meio de (p; — p2)r. Comecamos descre-
vendo a equacdo de conservacdo de momento de Cauchy bidimensional na interface (SLAT-

TERY; SAGIS; OH, |2007 [EDWARDS; BRENNER; WASAN, 1991)

Du
psE:rL(O'Q—O'l)—i—VS'O's, (26)

onde D/Dt = 9/0t +u - V é a derivada material, u é a velocidade do fluido na interface,
ps € a densidade superficial de massa, n é o vetor normal unitério apontando na direcao do
fluido externo e o9 — o1 é o salto de tensdo hidrodindmica através da interface. Ademais,
Vs=1,-V = (I—nn)-V é o operador gradiente superficial, com I, = I—nn sendo o tensor
identidade da superficie. No apéndice [A| mostramos alguma identidades (teis envolvendo V

e V, em coordenadas polares. A equacio (2.6) é o andlogo bidimensional da equacdo de
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conservacao volumétrica para o momento. Ela expressa a condicao de balanco de momento
em cada ponto da interface entre os fluidos. Nessa equacdo, a versao superficial do teorema
de transporte de Reynolds é usada para obter do lado esquerdo. Por outro lado, a primeira
contribuicao no lado direito é uma consequéncia do contato com os fluidos de um lado e de
outro da interface, os fluidos do volume (“bulk”). Finalmente, o dltimo termo é o equivalente
bidimensional da divergéncia do tensor de tensdao em um meio tridimensional, representando
as forcas internas a interface. Portanto, o, é o tensor de tensdo da interface, que é dado

por (MANlKANTAN; SQUIRES, [2020; [SCRIVEN, 1960)
O, = ")/Is + Trheos (27)

onde Teo quantifica a relacdo entre tensdes e taxas de deformac3o na interface. A Eq. (2.7))
é o andlogo do tensor de tens3o para um fluido tridimensional.
Para obter (p; — p2)|zr da conservacdo de momento de Cauchy, primeiro substituimos

Eq. (2.7) em (2.6), e calculamos a componente normal da expressdo resultante, levando a

Du

psﬁ.n_n.(0-2_0-1).n:VS’y.n_’y(Vs.n)—i_(Vs'Trheo)'n- (28)

A relacdo constitutiva dada pela generalizacdo de Scriven a aproximacdo bidimensional, com-
pressivel, newtoniana proposta por Boussinesq (MANIKANTAN; SQUIRES, [2020; |SCRIVEN, 1960)

define o tensor de tensao da superficie 7,10, COMO
T rheo — [("'fs - 775) Vs : u] Is + s [Vsu : Is + Is : (Vsu>T} ’ (29)

onde T' denota a matriz transposta. Note que para fluidos muito viscosos confinados na geo-
metria da célula de Hele-Shaw, o niimero de Reynolds é significativamente pequeno (HOMSY,
1987)) e, portanto, podemos desprezar a contribuicdo da inércia do fluido e dos agentes tensoa-
tivos psDu/Dt na Eq. . Além do mais, como explicado em detalhes em (LLI; MANIKANTAN,
2021)), nés fazemos a suposicdo tipica de que a tens&o superficial é espacialmente uniforme.
Desse modo, a tensdo de Marangoni Vv se anula. Sob essas circunstancias e substituindo
Eq. em Eq. , obtemos uma expressdo para a diferenca de tensao normal através da

interface

n-(o1-03)-n =-—y(V,-n)— (ki —n) (Vs-u)(Vs-n)
+Vo - {n. [Va L+ L - (V)] } - n. (2.10)
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Neste ponto, vale a pena notar que no contexto do modelo de Boussinesg-Scriven (BOUSSI-
NESQ, |1913} |SCRIVEN| |1960; SCRIVEN; STERNLING, 1959) empregado aqui e em (LI; MANIKAN-
TAN, [2021)), apesar dos fluidos do volume serem incompressiveis, Eq. , a interface entre
os fluidos é modelada como um fluido compressivel (i.e., V- u # 0) com viscosidades r e
ns (SLATTERY; SAGIS; OH| [2007} EDWARDS; BRENNER; WASAN, [1991). Na verdade, como no-
tado em (EDWARDS; BRENNER; WASAN, 1991)), interfaces incompressiveis s3o raras na pratica
e a maioria das fases das interfaces sao geralmente compressiveis.

Ao contrario de (LI; MANIKANTAN, 2021), nés reescrevemos a Eq. em um formato

muito mais compacto dado por
n-(oy—0o3) n=—[y+ (ks +15)Vs-ul K, (2.11)

onde L = V, - n é a curvatura da interface no plano da célula de Hele-Shaw. Note que a
curvatura na direcdo perpendicular as placas (K, = 2/b) n3o foi considerada na Eq.
uma vez que ela é aproximadamente constante (MCLEAN; SAFFMAN, |1981; |REINELT, |1987)) e,
portanto, ndo afeta significativamente o movimento da interface. Como ja foi comentado, no
escopo do modelo de Boussinesq-Scriven, a interface entre os fluidos é descrita como uma
faixa bidimensional. No entanto, uma vez que K, é aproximadamente contante, é possivel
acompanhar a deformacdo apenas ao longo de uma interface efetivamente unidimensional
tendo curvatura /. Ademais, vale a pena notar que o termo 7,(V, - u)K na Eq. é
obtido reescrevendo a Gltima linha da Eq. como —2n,(V - u)K. O apéndice [B| d3
detalhes destes célculos. O “salto” na pressdo através da interface, (p; — po2)gr, surge da
Eq. usando o tensor de tensdo o; para um fluido newtoniano viscoso incompressivel, o
qual possui contribuicSes das tensdes normais viscosas e da pressdo (LANDAU; LIFSHITZ, |1959;

PANTON, |2013; BATCHELOR, |1967}; LANGLOIS; DEVILLE, 2014),
;= —pjlj + N [Vllj + (VHJ')T} . (212)
Substituindo o tensor de tensdo (2.12)) em Eq. (2.11)), temos

(p1 —p2)r = {’y + (ks +1ms) Vs - u]IC
+n - {171 {Vul + (Vul)T} — N2 {Vug + (Vug)T] }R ‘1.
(2.13)

A equacdo acima ilustra como tensdo superficial, tensdes normais viscosas e a reologia de

interface levam a uma condicdo de salto de pressdo através da interface. O primeiro termo
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no lado direito, vAC, é comumente conhecido como a condicdo de contorno de pressdo de
Young-Laplace (HOMSY, |1987)). Além disso, observando a Eq. , é possivel verificar que
a contribuicdo da reologia de interface (o termo com (k, +17,) no lado direito da Eq. (2.13))
leva a uma tens3o superficial efetiva dada por [y + (ks + 15) Vs - u]. Finalmente, o dltimo
termo de Eq. representa o balanco das tensdes normais viscosas na interface.

Note que precisamos da velocidade do fluido na interface, u, para calcular a contribuicdo
da reologia de interface no salto de pressao na Eq. . Com isso em mente, os autores de
(LI; MANIKANTAN, 2021) estavam interessados na andlise de estabilidade linear da dindmica
da interface. No regime linear, como a perturbac3do da interface é muito menor que o raio da
interface, foi assumido em (LI; MANIKANTAN, 2021)) que o escoamento é predominantemente
radial (i.e., u, > uy) na condicdo de salto de pressdo (Eq.[2.13). Consequentemente, em (LI;
MANIKANTAN, [2021)) também é considerado que o vetor normal a interface n =~ e,, onde e,
é o vetor unitério ao longo da direcdo radial. Sob essas circunstancias, usando a condicdo de
contorno cinematica (Eq. , que impoe a continuidade da componente normal da velocidade

dos fluidos através da interface,
n-ulgr =n-uyg, (2.14)

os autores de (lLI; MANIKANTAN, [2021)) calculam u assumindo que é igual a projec3o radial das
velocidades dos fluidos 1 e 2 avaliados na interface, ou seja, u =~ u,e, = uj,|g €, ~ us|r €.

Todavia, a medida que as perturbacdes da interface crescem, a componente azimutal da
velocidade uy se torna relevante, de modo que nao é possivel mais assumir que u e n apontem
ao longo de e,.. Na verdade, n e u podem apontar em uma direcdo arbitraria dependendo da
deformac3do da interface. Essa situacdo mais geral serd considerada nesta dissertacdo, dado
que queremos capturar efeitos ndo lineares da dindmica da interface e, portanto, analisar a
formac&o de dedos viscosos levemente mais largos do que aqueles de (LI; MANIKANTAN, [2021)).
Como uma primeira abordagem para considerar um n arbitrario na instabilidade de dedos
viscosos sob a influéncia da reologia de interface, abaixo nés calculamos u assumindo um
escoamento mais geral que aquele considerado em (LLI; MANIKANTAN, [2021)).

Primeiro, note que, na realidade, a interface reolégica deve ser uma fina camada, de
espessura pequena e finita (tipicamente do tamanho das espécies que a constituem) cujo
campo de velocidade v se iguala a u; na fronteira interna (fluido 1 - camada) e u, na

fronteira externa (camada - fluido 2), a saber,

V|per, = Wi]r=r, € V|r=r, = U2|r—r,, (2.15)
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onde R, e Rs sdo posicdes das fronteiras interna e externa, respectivamente. Portanto, dado
que a espessura da camada é muito menor que qualquer escala de comprimento do sistema
(basicamente da largura de uma camada de moléculas), assumiremos que u pode ser calculado
como a média transversal de v através da camada.

Para calcular o campo de velocidade no interior da camada, v, definimos como d a espessura
da fina camada entre os fluidos 1 e 2. Dado que d é significativamente pequeno, primeiro
assumimos que as fronteiras interna e externa da camada sdo paralelas (com vetor normal
n). Entdo, definimos 7, como a distancia ao longo de n da fronteira interna para um ponto
arbitrario dentro da camada. Desse modo, 7, = 0 e r,, = d definem as posicdes das fronteiras
interna e externa, respectivamente. A partir dessas definicGes e usando o fato de que d é

extremamente pequeno, reescrevemos as condicdes de continuidade da Eq. (2.15)) como
v(r, =0) = wlg e v(r, =d) ~ uyg, (2.16)

onde é assumimos que R; ~ R, com j = 1,2, no lado direito da Eq. (2.15)). Dessa forma,
examinando a Eq. (2.16)) e a continuidade da componente normal dos fluidos na interface
efetivamente unidimensional (ver Eq. [2.14)), verificamos que a componente normal de v é

aproximadamente constante ao longo de n, i.e.,
n-v(r,) & v, = Up|lr = U|r, (2.17)

onde u;, = n - u,.

Para calcular a componente tangencial de v, lembramos que na descricdo de uma interface
efetivamente unidimensional, a projecdo tangencial de u; é descontinua ao atravessar a inter-
face, ao contrario da componente normal de u;. Essa descontinuidade é bastante explorada no
formalismo vortex-sheet (TRYGGVASON; AREF, |1983)), onde a vorticidade na interface é quanti-
ficada pela “intensidade” do vortex-sheet s- (u; —uy)%, com s sendo o vetor unitério tangente
ar ="TR(0,t). Note que s deveria ser tangente as fronteiras interna e externa uma vez que elas
sao paralelas e muito préximas uma da outra. Neste caso, da condicao de continuidade ,
vemos que diferentemente de v,,, v = s - v nao pode ser vetor constante. Deste modo, uma
vez que d é significativamente pequeno, consideremos que v, é aproximadamente uma funcao

linear de r,, com condi¢des de contorno dadas por Eq. (2.16)), i.e.,

(u25 - uls)R

d Tn + u15|R7 (218)

vs(1p) ~

onde uj; = s - u;. Note que v,(0) = u15|r € v5(d) = ugs|r.
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Finalmente, considerando que u é a média transversal de v(r,) = v,n + vs(r,)s através
da camada de interface, nés temos

-~ 1 d . (Lll + LIQ)R

A equacdo ([2.19) nos diz que, na abordagem de uma interface efetivamente unidimensional,
a velocidade do fluido nessa fronteira é aproximadamente a média das velocidades do fluido
1 e 2. Daqui em diante, focaremos exclusivamente na interface efetivamente unidimensional
r =R(6,t), usando Eq. como a velocidade do fluido nessa fronteira. Com essa expressao
para u em maos, podemos finalmente concluir nossos célculos para o salto na pressao em
Eq. (2.13).

Substituindo Eq. em ([2.13)), finalmente obtemos (p; — p2)r no formato desejado
para calcular a equacdo da dinimica da interface via Eq. (2.4)),

/{S+/)78

S+ uzw K

(p1 — p2)lr = [7 +

+n- {m [Vu1 + (Vul)T] — 1 [Vu2 + (VuQ)T} } ‘.
(2.20)

A contribuico da reologia de interface mostrada em Eq. (2.20)) pode ser reescrita em termos

dos potenciais de velocidades usando u; = —V¢;,
n? (0¢y 1 52¢1 282¢1 1d¢y 1 829251
) e (.o _ _9 A
(Vs (ur +uz2)lg , (87’ + r 002 0752 "\ 200 T roroo
(00 100\ L0, (106 10,
r\ or ' r 00 o or? O\ 80 roro )
(2.21)

onde n, e ny denotam as componentes radial e azimutal do vetor unitario normal a interface. A
influéncia de tensGes normais viscosas em (p; — p2)r também pode ser expressada em termos
de ¢; como

n- {m (Vg + (V)| = [V + (V)| } ‘n=

R
Oy n.ng 0%y 1 0¢ ng (0py = 10°¢,
215 | n? 2" — - ===
12 [” oz " \aroe roe ) T \or T e

32¢1 nyTg 32(251 1 8(251 ns &;51 1 82¢1
“on | n? oltr ! ng (001, 1 (22
M [” oz < \arae rae ) T \or T (2.22)

Um célculo detalhado da Eq. (2.22) é feito no apéndice A de (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA,

2021)) (veja também apéndice B de (LI; MANIKANTAN, 2021)). Uma expressdo equivalente foi
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originalmente obtida em (KIM et al., | 2009)) [veja Eq. (4) dessa referéncia], mas sua expressdo
carecia do fator de dois que multiplica os termos n,ny no lado direito da Eq. . Além
disso, vale a pena pontuar que as referéncias (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021} KIM et
al., |2009)) investigaram a influéncia de tensGes normais viscosas na formacdo de dedos sem
considerar a reologia de interface.

A equacio ([2.20), juntamente com Egs. e (2.22), oferecem uma generalizacdo para
a Eq. (10) de (LI; MANIKANTAN| 2021]), com vetor normal unitario tendo uma direcdo arbitréria,
e a velocidade do fluido na interface sendo a média de u;|% e uz|r. Nbs agora temos todos os
ingredientes fisicos centrais para investigar apropriadamente a dindmica fracamente n3o linear

da interface r = R (0, 1). Isso serd feito na secdo [2.2]

2.2 EQUACAO DA DINAMICA DE MODOS ACOPLADOS

O objetivo desta secao é obter uma equacdo de modos acoplados de segunda ordem para

a interface deformada r = R(f,t). Comegamos representando R(6,t) como
R(0,t) = R(t) +¢(0,1), (2.23)

onde ¢ = ((0,t) é a perturbacdo da interface e

R(t) =/ R3 + ?: (2.24)

é o raio ndo perturbado dependente do tempo da interface entre os fluidos, com R, sendo o
raio ndo perturbado em ¢ = 0. A fim de capturar os estagios nao lineares iniciais da dindmica de
R = R(0,t), nds consideraremos termos até segunda ordem em (. Expandindo a perturbac&o
da interface entre os fluidos em série de Fourier, temos
o0
C0,t) = > (u(t) exp (inb), (2.25)
n=—oo

onde (,(t) sdo as amplitudes de Fourier complexas com nimeros de onda inteiros n. Dessa
forma, a evolucdo fracamente ndo linear da interface é descrita pela equacdo diferencial de
modos acoplados para as amplitudes de perturbacdo (,(t). Note que na Eq. o modo
n = 0 é incluido para manter a area do formato perturbado independente da perturbacao
(. Entdo, a conservacao de massa impde que o modo (j seja escrito em termos dos outros
modos com n # 0 como (o = —(1/2R) 3,0 |G (t)[* (MIRANDA; WIDOM, 1998a). Note que a

restricdo na area expressada por (, acopla o modo n = 0 com todos os outros n # 0 e depende
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das amplitudes de Fourier ao quadrado, indicando que é uma contribuicao intrinsecamente nao
linear, n3o necessaria na analise de estabilidade linear.

Com a descri¢do da interface dada pelas Egs. (2.23)-(2.25)), nds voltamos nossa atencdo
para a equacdo dinamica da interface . Os potenciais de velocidade que aparecem no lado

esquerdo da Eq. (2.4) s3o calculados da Eq. (2.3)), cujas solucdes s3o

(=)D
=-fu(f)e B () Mewn
n#0

Os potenciais de velocidade se tornam completamente determinados expressando as amplitudes
de Fourier ¢;,(t) da Eq. em termos das amplitudes de perturbacdo da interface (,,(¢) da-
das na Eq. . Para tanto, usamos a condicdo de contorno cinematica , expandindo-a
até segunda ordem em (. Depois, calculando a transformada de Fourier da expressao resul-
tante e a resolvendo para ¢, (t) consistentemente até segunda ordem, nés obtemos expressdes
para ¢;,(t) relacionadas a (,(t) e sua derivada no tempo ¢, (t), onde o ponto representa uma
derivada total no tempo. Com as solu¢des para ¢;,(t) colocadas na Eq. , substituimos
¢; na equacao da dindmica da interface (2.4) e na equacdo do salto de pressdo , sempre
mantendo os termos até segunda ordem em (.

Neste ponto, nds precisamos substituir a condicao de contorno de pressao na
Eq. (2.4)), expressando K = V- n em termos de (. Como mencionado anteriormente, X

designa a curvatura da interface no plano da célula (HOMSY, |1987) e esta relacionado a R

por meio de
2 2
K= TR (2.27)

IR\
R (

00
Finalmente, depois de substituir a solucdo (2.26)) e a Eq. (2.20])) na equagdo de movimento ([2.4)),
ndés mantemos termos até segunda ordem em ( e tomamos a transformada de Fourier. Como

resultado, obtemos uma equacao diferencial de modos acoplados adimensionalizada para as

amplitudes de perturbacdo (n # 0) dada por

én = A(”)Cn

+ %: {[F(TL, n') + Fs(n,n') + Fr(n, n')} Cor G
/0

+ [G(n, ') + Gs(n,n') + Grln, n’)} g’n,gn_n,}, (2.28)
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onde

s(n) | 2w R? ~ 2CaR3
1 Bq(A+1)
¢ a taxa de crescimento linear. Além do mais,
1 Bq(A+1)
e 0 parametro
12n,Q
Ca = 2.31
a= % (2:31)

é o nimero de capilaridade global (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA), 2021)) o qual expressa uma
medida relativa entre forcas viscosas e de tensdo superficial. Finalmente, o pardametro

Ks

= b’

Bq (2.32)

é o nimero Boussinesq, que mede importancia relativa entre tensGes viscosas na superficie e
as tensdes viscosas no volume (fluido exterior). Assim como em (LLI; MANIKANTAN| [2021)), aqui
consideramos que a viscosidade dilatacional é muito maior que a viscosidade de cisalhamento
da superficie, x, > 1, (GEORGIEVA et al}, 2009} [BUZZA; LU; CATES) [1995} [STOODT; SLATTERY,
1984). Note que no limite Bq — 0 em Eq. (2.28)), os efeitos da reologia de interface se
anulam e s3o recuperados os resultados de (COUTINHO; ROCHA; MIRANDA, 2021; KIM et al.|
2009)). Ademais, observe que (LI; MANIKANTAN, 2021)) define um niimero de Boussinesq da
Eq. usando o simbolo Bq,. Desse modo, Bq em (LLI; MANIKANTAN, 2021)) é um ndmero
de Boussinesq modificado que é por volta de dez a mil vezes maior que o nosso Bq tal como
definido em Eq. (2.32).

Os termos de segunda ordem da Eq. caracterizam estagios nao lineares iniciais da
dindmica da interface. Entre essas funcées, Fir e G'g representam as contribuicdes da reologia
de interface e Fs e Gg originam-se das tensdes normais viscosas. As expressoes para funcdes
F, Fs, Fg, G, Gg, e Gy sdo dadas no apéndice [C]- veja Egs. (C.1)-(C.6). Na Eq. (2.28)), com-
primentos estdo reescalados por b e velocidades por () /b. Enfatizamos que todos os parametros
adimensionais que usamos ao longo desta dissertacdo sdo consistentes com quantidades fisicas
tipicas usadas em experimentos reais na célula Hele-Shaw radial (PATERSON, 1981; HOMSY,
1987} |CHEN|, [1989; [LAJEUNESSE; COUDER, [2000; LI et al., 2009} BISCHOFBERGER; RAMACHAN-
DRAN; NAGEL, [2015)).
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Finalmente, para ter uma equacdo de modos acoplados de segunda ordem consistente, nds
substituimos os termos de derivada temporal ¢, no lado direito da Eq. (2.28)) por A(n')( +
O(¢?), para obtermos

G = NG+ X {[F(nw') + Fs(n, ) + Faln, )]
n/#0
+ AW)[Gn,n) + Gs(n.n') + Grln,n')] }gn,gnn,.
(2.33)

Esta é a equacdo de modos acoplados de segunda ordem para a interface entre os fluidos para
um escoamento com injecdo radial, levando em conta a acdo da reologia de interface. Nés
apontamos que, ao longo dos anos, estudos numéricos completamente nao lineares para va-
rios outros sistemas de formacdo de padrdes (ALVAREZ-LACALLE; CASADEMUNT; ORTIN, [2001;
ALVAREZ-LACALLE et al/, [2003; IMIRANDA; ALVAREZ-LACALLE [2005} |ANJOS; LI, [2020; [ZHAO et
al., [2020; |OLIVEIRA; MIRANDA, [2020; |OLIVEIRA et al., 2021)) validaram o método fracamente
ndo linear usado nesta secao. Esses estudos completamente n3o lineares revelam que a teoria
fracamente n3o linear descreve com precisao o inicio da formacdo de padrdes, provendo uma
abordagem confiavel para prever importantes mecanismos de formacao de padrdes completa-

mente nao lineares.
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3 DISCUSSAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo, utilizamos nossa teoria perturbativa de modos acoplados de segunda ordem
para examinar como o fenomeno de bifurcacdo é influenciado pelos efeitos de reologia de
interface nos estagios ndo lineares iniciais na célula de Hele-Shaw radial. Para tanto, usamos
equacdes diferenciais acopladas n3o lineares para as amplitudes de perturbacdo (Eq. e

reescrevemos a perturbagdo da interface, dada na Eq. (2.25), em termos dos modos senos e

COSSENos
€(0,t) = o+ D _[an(t) cosnl + by (t) sinnd), (3.1)
n=1
onde a,(t) = (u(t) + (_pn(t) € bu(t) = i[Cu(t) — (_,(t)] sdo varidveis reais. Além disso, temos
que
& 2

A fim de reproduzir a evolucdo temporal dos padrdes de interface, consideramos o acoplamento
ndo linear de um ndmero finito de modos de Fourier e da Eq. obtemos as versGes
correspondentes das equacdes diferenciais de modos acoplados para as amplitudes reais a,,(t)
e b,(t). A evolucdo temporal para a,(t) e b,(t) d& a evolucdo temporal para a prépria interface
por meio das Egs. e . O conjunto resultante de equacdes diferenciais ndo lineares
acopladas para essas amplitudes reais é resolvido numericamente usando o pacote de software
Mathematica 12.1.

E bem conhecido, por meio de estudos fracamente n3o lineares do problema de Saffman-
Taylor (MIRANDA; WIDOM, (1998b; [MIRANDA; WIDOM, |1998a)), que o mecanismo de bifurcacdo
de dedos viscosos em escoamentos na célula de Hele-Shaw pode ser devidamente emulado
considerando o acoplamento fracamente nao linear de dois modos de Fourier particularmente
relevantes: um modo fundamental n e seu primeiro harménico 2n. Dessa forma, no contexto de
tal acoplamento mais simplificado, os fendmenos de bifurcacdo sdo produzidos pela influéncia
nao linear do modo fundamental no crescimento do modo harménico 2n. Nessa abordagem,
o modo fundamental estabelece a morfologia geral de n dedos do padrao, ao passo que o
primeiro harmdnico 2n determina o formato especifico da ponta dos dedos (se as pontas dos
dedos s3o estreitas, ou largas, ou se elas bifurcam). Na Fig. , usamos este esquema de modos
acoplados simples envolvendo apenas os modos n e 2n para ganhar intuicdo sobre como as
tensGes reoldgicas da interface agem no desenvolvimento da bifurcacdo de dedos em estagios

iniciais n3o lineares na célula de Hele-Shaw radial.
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Figura 10 — Evolucdo temporal dos padrdes de interface fracamente n3o lineares gerados resolvendo a Eq.
para 0 < ¢ < ty, e trés valores crescentes do nimero de Boussinesq (a) Bq = 0, (b)
Bg =15 e (c) Bq = 30. Para um dado Bg, o tempo final t; é o tempo méaximo permitido antes
que os cruzamentos n3o fisicos de interfaces ocorram. Esses tempos finais sdo (a) ¢ty = 2754,
(b) ty = 5087 e (c) ty = 6499. Os perfis das interfaces sdo ilustrados em intervalos de t;/10,
onde a interface em ¢t = t; é representada por uma curva preta mais espessa. O fluido externo
viscoso é representado pela regido de cor amarelada e o fluido interno de viscosidade desprezivel é
representado pela regido branca. Aqui consideramos o acoplamento n3o linear de segunda ordem
dos modos cossenos, onde o modo fundamental n = nS,,, = 7, com seu harménico 2n = 14. Os
outros parametros usados sdo A =1, Ca = 150, e Ry = 3. As amplitudes de perturbac3o iniciais
s30 a,(0) = Rp/2500 e a,(0) = 0.

(@) ® ()
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25: ( /\ 2 ( /\

25¢
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=" |

750-| 1 1 1 I 750-| I 1 1 1 750- 1

=50 =25 0 25 50 =50 =25 0 25 50 -50 =25 0 25 50

Fonte: (CONRADO; DIAS; MIRANDA) [2023])

Figura ilustra a evolugcdo temporal da interface fluido-fluido para 0 < ¢t < ¢y, con-
siderando a interacao dos modos de Fourier n e 2n, onde os varios padroes de interface
sdo plotados em iguais intervalos de At = ¢;/10, com t; denotando o maior tempo antes
de interfaces sucessivas se cruzarem (GINGRAS; RACZ, |1989). Esse cruzamento de interfaces
sucessivas ndo é observado em experimentos em células de Hele-Shaw radial com alto con-
traste de viscosidade (PATERSON, (1981; [HOMSY, |1987; CHEN, 1989; LAJEUNESSE; COUDER,
2000; LI et al., 2009; BISCHOFBERGER; RAMACHANDRAN; NAGEL, 2015). Como temos A =1,
esse € precisamente o nosso caso. Desse modo, o maior tempo antes do cruzamento é usado
como limite superior de tempo (¢ = t;) para a aplicabilidade de nossa descricdo perturbativa.
Os padroes de interface apresentados na Fig. sao produzidos considerando os seguintes
valores de parametros adimensionais: A = 1, Ca = 150 e Bq = 0,15,30. A escolha para
esse contraste de viscosidade especifico (A = 1, onde —1 < A < 1) é motivada principal-
mente por seu largo uso em experimentos de formacdo de dedos viscosos em geometria radial
(PATERSON, 1981; HOMSY, |1987; |[CHEN, (1989} |LAJEUNESSE; COUDER|, 2000; LI et al [2009;
BISCHOFBERGER; RAMACHANDRAN; NAGEL, 2015) e também porque este alto valor do con-
traste de viscosidade induz significante desestabilizacao da interface, favorecendo a ocorréncia

de eventos de bifurcacdo. Além disso, se Ca for muito pequeno, a interface é demasiadamente
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estavel contra perturbacdes, fazendo sua evolucao temporal ser desinteressante. Contudo, se
Ca for muito grande a interface se torna deformada muito rapidamente, criando dificuldades de
uma descricao tedrica fracamente n3o linear precisa, uma vez que os cruzamentos indesejaveis
(e n3o fisicos) ocorrem rapidamente. Por essas razdes, escolhemos um niimero de capilaridade
Ca = 150. O niimero de capilaridade tipicamente varia no intervalo de O(10) < Ca < O(10?)
(PATERSON, 1981; [HOMSY, (1987; |[CHEN, (1989; [LAJEUNESSE; COUDER, [2000; [LI et al., {2009}
BISCHOFBERGER; RAMACHANDRAN; NAGEL, [2015)). Essa escolha é feita para evitar crescimento
excessivo e repentino da interface, levando rapidamente a um regime n3o linear no qual nossa
abordagem perturbativa n3o seria valida (perturbativamente, devemos ter |(,(t)|/R(t) < 1).
Também destacamos que n3o ha nada de particularmente especial na escolha de Ry (R = 3,
onde O(1) < Ry < O(10)), além do fato de estar dentro dos valores tipicamente usados nos
experimentos de fluxo radial mencionados acima. Finalmente, pontuamos que os valores para
o nimero de Boussinesq que usamos (Bq = 0, 15, 30) est&o inteiramente de acordo com as
magnitudes utilizadas em (LLI; MANIKANTAN| [2021). Dessa maneira, os tempos finais para (a),
(b) e (c) da Fig. |10| sdo, respectivamente, t; = 2754, t; = 5087 e t; = 6499. Note que o
tempo é reescalado por b?/(Q, uma vez que a velocidade é reescalada por /b e comprimento
por b.

Para gerar os padroes ilustrados na Fig. , nds seguimos (DIAS; MIRANDA), [2013)) e escolhe-
mos o modo fundamental como sendo o0 modo de maior amplitude quando Bq = 0, como dado
pela anélise de estabilidade linear, isto é, n = n$,,, tomado no tempo final ¢; e obtido maxi-
mizando a amplitude de perturbac3o linear (,(t). Para os parametros considerados na Fig. ,
encontramos n = nS,, . = 7, portanto 2n = 14. Foi mostrado em (MIRANDA; WIDOM, (1998al)
que quando apenas os modos 7 e 2n sao considerados em segunda ordem, ndo ha acoplamento
entre as amplitudes dos modos seno b,,, e as amplitudes dos modos cosseno a,,. Desta forma,
o crescimento de by, ndo é influenciado por a,. Assim, para o cenario simplificado de modos
acoplados de segunda ordem mostrado na Fig. [I0] o fenémeno de bifurcacdo pode ser des-
crito e capturado considerando o acoplamento das amplitudes dos modos cossenos. Portanto,
sem perda de generalidade, nas estruturas de formac3do de padrdo apresentadas em Fig. [10]
apenas os modos cossenos sdo considerados e b, (t) = bs,(t) = 0. Ademais, para garantir que
as caracteristicas morfolégicas dos padrdes apresentados na Fig. sejam espontaneamente
induzidas pela dindmica fracamente n3o linear e ndo impostas por altas amplitudes iniciais,
nds escolhemos a amplitude inicial do modo harmdnico como sendo nula, as,(0) = 0. Desse

modo, em ¢t = 0, apenas o modo fundamental n tem amplitude ndo nula, porém pequena,
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dada por a,(0) = Ry/2500. Sob tais circunstancias, utilizando a Eq. (2.33)), as equacdes de

movimento para as amplitudes dos modos cossenos 2n e n sao

1
d2n = )\(QH)CLQn + 5[\(271, TL)CL%, (33)

1
a, = An)a, + iA(n, 2n)a,agp,, (3.4)

onde

A(n,p) = F(n,p) + Fs(n,p) + FR(nap)
+ Ap) [G(n,p) + Gs(n,p) + Gr(n,p)]. (3.5)

A evolucdo temporal das amplitudes a,,(t) e as,(t) é obtida por meio de solu¢do numérica das
equacdes diferenciais acopladas n3o lineares e . Dentro do escopo do acoplamento de
segunda ordem, sabe-se que uma forte tendéncia dos dedos ficarem mais largos (mais estreitos)
ocorre quando as, < 0 (az, > 0) (MIRANDA; WIDOM, [1998a)). Assim, um crescimento negativo
para a amplitude cosseno do primeiro harmdnico 2n significaria uma tendéncia a favor da
bifurcacdo dos dedos.

Na Fig. [L0] nés ilustramos a morfologia dos padrdes fracamente n3o lineares que surgem
se efeitos de reologia de interface sdo desprezados (Fig. |10| (a)) ou levados em consideracdo
(Fig. (10| (b) e (c)). Como é possivel notar ao examinar a Fig. [10] (a), situagdo na qual a
reologia de interface é desprezada (Bq = 0), nds temos a formacdo de um padrio de sete
dedos determinados pelo modo fundamental n = 7. Ao passo que o tempo avanca, observa-se
que os dedos em crescimento ficam mais largos, levando ao surgimento de estruturas com
pontas achatadas que estdo na iminéncia de bifurcarem. Esses processos de alargamento e
achatamento sdo provocados pelo crescimento n3o linear do modo primeiro harmonico 2n,
antecedendo a ocorréncia de bifurcacdo dos dedos. Essas observacoes estdo de acordo com as
predicdes tedricas de (MIRANDA; WIDOM, |1998a)), bem como com os resultados experimentais
de (P/—\TERSON, 1981; [HOMSY, |1987|; |CHEN|, (1989; |LAJEUNESSE; COUDER, 2000; |LI et al., |2009;
BISCHOFBERGER; RAMACHANDRAN; NAGEL, 2015).

Continuamos, inspecionando a Fig. b) que mostra a evolucao da interface quando a
reologia de interface é levada em consideracdo e Bq = 15. A caracteristica mais evidente do
padrdo mostrado na Fig. b) é que, apesar de ainda termos a formacdo das sete estruturas

em forma de dedos, ao contrario do que acontece em Fig.a), agora os dedos se tornam mais
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e mais largos e eventualmente bifurcam em suas pontas, claramente exibindo a ocorréncia do
fendmeno de bifurcacdo. Esses eventos de bifurcacdo das pontas dos dedos foram induzidos
pela acdo das tensoes reoldgicas da interface.

Destacamos que na Fig. a), ty = 2754 e que na Fig. b), ty = 5087. Dessa forma,
na Fig. b), quando as tensdes reoldgicas de interface estdo presentes, pode-se evoluir a
dindmica até tempos maiores, ainda evitando os indesejaveis cruzamentos entre interfaces su-
cessivas. Essa é a razdo pela qual o padrdo obtido em Fig. b) tem um tamanho maior que o
padrao mostrado na Fig. a) para Bq = 0. Esse efeito estabilizador geral introduzido pelas
tensGes da reologia de interface esta inteiramente de acordo com os resultados de estabilidade
linear de (LI; MANIKANTAN, [2021)), onde foi encontrado que as tensdes reoldgicas de interface
tendem a estabilizar o surgimento de dedos em estagios lineares do fluxo radial. No entanto,
se por um lado a reologia de interface de fato retarda o crescimento dos padroes como um
todo, por outro lado os dedos gerados tornam-se mais bifurcados que aqueles gerados quando
Bq = 0. Portanto, as andlises da Fig. a) e da Fig. b) indicam que apesar do papel esta-
bilizador detectado na teoria linear, no contexto fracamente n3o linear, tais tensdes reoldgicas
de interface aumentam a instabilidade causadora da bifurcacdo dos dedos.

Essas conclusbes sdo reforcadas ao examinarmos a Fig. c), que apresenta a evolucao
do padrdo para um niimero de Boussinesq ainda maior (Bq = 30), para o qual ¢; = 6499. De
fato, o aspecto mais evidente do padrdao mostrado em Fig. c) é o crescimento de eventos
de bifurcacdo ainda mais intensos que aqueles detectados na Fig. b). Desse modo, valores
maiores de Bq resultam em padrGes para os quais os dedos tornam-se mais largos, revelando
uma tendéncia maior em favor da bifurcacdo dos dedos.

Passemos agora a andlise da Fig. [11{ que compara a evolucao temporal das amplitudes de
perturbacdo cosseno para o modo fundamental (primeiro harménico) a,,(t)/R(t) (a2, (t)/R(t))
relacionadas aos padrdes fracamente n3o lineares mostrados na Fig. [10] para trés valores cres-
centes de nimero de Boussinesq Bq = 0, 15,30. Primeiramente, observamos que indepen-
dentemente do valor de Bq, o acoplamento fracamente n3o linear entres os modos n e 2n
dita o sinal do primeiro harmonico 2n, este sendo negativo apesar de sua amplitude inicial ser
nula, as,(0) = 0. Isso é exatamente o sinal do primeiro harménico que causa o alargamento,
achatamento e, por fim, a bifurcacdo das pontas dos dedos, conforme originalmente descrito
em (MIRANDA; WIDOM, 1998a)). Além disso, note que o crescimento atenuado da amplitude
do modo fundamental para valores maiores de Bq, permite uma evolucdo maior dos padrdes

no tempo sem que ocorram os cruzamentos indesejaveis, como anteriormente mencionado na
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Figura 11 — Evolucdo temporal das amplitudes cosseno redimensionadas para o modo a,(t)/R(t) (curvas
tracejadas) e do modo primeiro harménico az,(t)/R(t) (curva continua). Essas curvas estdo
associadas aos padrdes fracamente n3o lineares ilustrados na Fig. para valores crescentes do
nimero de Boussinesq Bq = 0, 15, 30.
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discussdo da Fig. [10] Contudo, examinando a Fig. [II] ndo é facil concluir que quando Bq > 0,
os dedos gerados tornam-se mais bifurcados que aqueles com Bq = 0, como visto nos padrbes
da Fig.[10. Ao invés disso, vemos na Fig. [II]uma tendéncia para as curvas crescerem até tem-
pos maiores quando maiores valores de Bq sdo considerados, com a razao entre as amplitudes
do primeiro harmoénico as,, e as do fundamental a,, sem apresentar mudanca significativa.

O aumento na bifurcacdo dos dedos quando efeitos de reologia de interface sdo mais
intensos pode ser quantitativamente verificado na Fig. [I2] Nela é ilustrado um gréfico pa-
ramétrico expressando o comportamento de asg,(t)/R(t) em relacdo a a,(t)/R(t) a medida
que o tempo avanca no intervalo 0 <t < t; para as situagdes de crescimento dos padrdes
mostradas na Fig. . Esse tipo particular de grafico (para o qual o tempo t é o parametro)
é atil para comparar as morfologias dos padrdes para situacoes envolvendo diferentes valores
de Bq, uma vez que a,(t)/R(t) é associado com o tamanho médio e a simetria geral das
n estruturas em forma de dedos, enquanto as,(t)/R(t) estad ligado ao formato especifico da
ponta dos dedos (se elas sdo largas, bifurcadas, estreitas ou mais pontudas). Examinando a
Fig. [12] fica evidente que & medida que a,(t)/R(t) aumenta, as,(t)/R(t) tende a se tornar

mais e mais negativo, favorecendo o alargamento e a bifurcacao dos dedos. Ao examinar a
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Figura 12 - Comportamento de as, (t)/R(t) em relacdo a a,(t)/R(t) para a evolucdo dos padrdes mostrados
na Fig. [10] para diferentes valores do niimero de Boussinesq: Bq = 0,15,30. A linha vertical
tracejada é desenhada para a,(t)/R(t) = 0.05.
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Fonte: (CONRADO; DIAS; MIRANDA) 2023)

Fig. [L2} é possivel notar também que, para um dado valor de a,(t)/R(t), o valor correspon-
dente de as,(t)/R(t) é mais negativo para um Bq maior. Isso pode ser facilmente identificado
na Fig. , por exemplo, seguindo os pontos de intersecdo (circulos abertos) da reta tracejada
vertical a,(t)/R(t) = 0.05 com as curvas para diferentes valores de Bq. Essas observagdes
d3o suporte as nossas conclusdes extraidas da Fig. [L0, indicando que os efeitos de reologia de
interface atrasam a ocorréncia de eventos de bifurcacdo, porém quando eles se apresentam,
sdo mais intensos para valores maiores do nimero de Boussinesq Bq.

Apesar da relevancia das predicdes fracamente ndo lineares extraidas da analise das Figs.
12| o cenério contemplado em tais figuras é de certo modo idealizado, pois apenas dois modos
particulares estdo presentes (fundamental n e primeiro harménico 2n) e condi¢cdes iniciais es-
pecificas s3o consideradas. Isso resulta na emergéncia de um padrao bastante simétrico de n
estruturas em forma de dedos, para o qual a bifurcacdo surge como caracteristica morfoldgica
mais evidente.

Doravante, nosso principal objetivo é tentar verificar a robustez de nossos resultados fra-
camente ndo lineares mostrados nas Figs. [I0{12, explorando circunstancias de formacdo de
padrdes mais realistas. Para tanto, seguiremos um modelo bem sucedido originalmente pro-

posto por Cardoso e Woods (CARDOSO; WOODS, |1995)) para interfaces em evolu¢do no estagio
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linear (seu “modelo B") e estendido por Miranda e Widom (MIRANDA; WIDOM, [1998a)) para
regimes fracamente nao lineares. Esse modelo estd em consonancia com condicGes tipicas de
experimentos reais em fluxos na célula de Hele-Shaw radial (PATERSON, 1981; HOMSY, [1987;
CHEN, [1989; |LAJEUNESSE; COUDER, [2000; |LI et al., |2009; BISCHOFBERGER; RAMACHANDRAN;
NAGEL, 2015) e explora o efeito de ruidos de fundo. Esses ruidos podem ser oriundos de irre-
gularidades na espessura b entre as placas ou de inomogeneidades nas superficies das placas
da célula de Hele-Shaw, ou de flutuacGes de pressdo e temperatura (GINGRAS; RACZ, 1989) na
dinamica da interface em movimento. Levando esses fatos em consideracdo, o modelo descreve
o comportamento da interface que separa os fluidos assumindo a presenca de um nivel de ruido
constante de baixa amplitude durante toda a evolucao. Dessa maneira, cada modo de Fourier
participante n é perturbado com uma amplitude complexa (,(0) constante (no tempo), cuja
fase aleatdria é dependente de n e cuja magnitude constante |((0)| é independente de n por
hipotese. Ao passo que a interface expande radialmente, ela atinge sucessivos raios criticos
R.(n) (obtidos fazendo A(n) = 0) para cada modo n, de maneira que uma vez alcancado
um R.(n) particular, a amplitude de perturbacdo (,, comeca a variar no tempo. As predicdes
desse modelo estao em boa concordancia com observacdes experimentais nos regimes lineares
(CARDOSO; WOODS, [1995) e fracamente n3o lineares (MIRANDA; WIDOM, 1998a)).

Ent3o, conforme o modelo acima, a medida que o tempo avanca, o raio R(t) = R(t)+((t)
(veja Eq. e (2:25))) também avanca, o raio n3o perturbado R(t) atinge o valor R.(n)
para alguns modos. Uma vez atingido o raio critico R.(n), o modo n "acorda” e a amplitude
de pertubacdo (,, comeca a variar no tempo segundo a Eq. . Os modos mais relevantes
para a dindmica da interface dependerao da escolha dos parametros envolvidos.

Em todos os padroes de interface mostrados de agora em diante nesta dissertacdo, nés ndo
nos restringiremos a incluir apenas dois modos de Fourier, mas consideraremos a participacao
de todos os modos que estdo dentro da banda de instabilidade linear no tempo ¢ = ¢, isto
é, os modos n; tais que A(n;) > 0 quando ¢ = t;. A menos que seja dito o contrario, bem
como na Fig. [10} no restante desta dissertacdo continuaremos a considerar o conjunto de
parametros adimensionais Ca = 150, A = 1, Ry = 3, os quais estdo em linha com valores
comumente usados em muitos experimentos de célula de Hele-Shaw radial (PATERSON, (1981;
HOMSY, 1987 |CHEN| (1989} [LAJEUNESSE; COUDER|, [2000; [LI et al) [2009; BISCHOFBERGER;
RAMACHANDRAN; NAGEL, [2015)). Além disso, nas Fig. [L3| e Fig. [14] tomamos a amplitude de
ruido como |(,(0)| = Ro/750.

Sob essas circunstancias, consideramos toda a faixa 1 < n < 25 de modos de Fourier
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Figura 13 — Evolug3o temporal dos padrdes de interface fracamente nao lineares gerados resolvendo Eq.
para 1 <n <25, 0 <t <ty e intervalos de tempo iguais At = t;/10. Os padrdes sdo obtidos
para Bq = 0 [(a), (d), (g)], Bq = 15 [(b), (e), (h)] e Bq = 30 [(c), (f), (i)]. Além disso, os valores
de t; sdo (a) 1076, (b) 1867, (c) 2423, (d) 983, (e) 1726, (f) 2210, (g) 1144, (h) 1958 e (i)
2461. Trés conjuntos diferentes de fases aleatdrias sdo usados: conjunto | para [(a)—(c)], conjunto
Il para [(d)—(f)] e conjunto Ill para [(g)—(i)]. As ocorréncias mais proeminentes de eventos de
bifurcacdo e de alargamento das pontas dos dedos em (c), (f) e (i) para o valor maior de nimero
de Boussinesq (Bq = 30) sdo indicadas por pequenas setas. Aqui A =1, Ca =150 e Ry = 3.
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participantes. Vale lembrar que o modo n = 0 é escrito em termos dos outros modos por
meio da Eq. ([3.2)). Apesar de ilustrarmos nossos principais resultados focando em um conjunto
representativo de parametros, a reprodutibilidade desses resultados é testada gerando-os com

o uso de condicGes iniciais distintas, em particular mudando as fases aleatérias atribuidas a
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cada modo (GINGRAS; RACZ, (1989; (CARDOSO; WOODS, (1995; MIRANDA; WIDOM, 1998a)). Com
isso, podemos diretamente verificar a robustez de nossos resultados fracamente n3o lineares
se tais condicdes iniciais s3o modificadas.

Tendo em mente as importantes informacoes dadas nos paragrafos anteriores, na Fig.
nés ilustramos as evolucdes das interfaces de segunda ordem, quando efeitos de reologia de
interface sdo desprezados e quando s3o considerados. Eles sdo desprezados nos padrdes (a),
(d) e (g) da Fig.[13| uma vez que Bq = ( para esses padrdes. Ja nos padrdes (b), (e) e (h) da
Fig. [L3/ temos Bq = 15 e nos padrdes (c), (f) e (i) da Fig. [L3| temos Bq = 30. Obviamente,
para Bq = 15 e Bq = 30, os efeitos de reologia de interface sao considerados. A fim de melhor
amparar nossos resultados tedricos, examinamos trés conjuntos de fases aleatérias: um primeiro
conjunto |, para os padrdes de (a)-(c); um segundo conjunto I, de (d)-(f); por fim, um terceiro
conjunto I, de (g)-(i). Vale salientar que os padrdes representativos apresentados na Fig.
foram selecionados de um grupo de diferentes conjuntos de fases aleatérias. Enfatizamos que
para todos os conjuntos de fases testados as caracteristicas morfolégicas gerais do dedos
resultantes sdo similares a essas apresentadas pelos exemplos representativos mostrados na
Fig. [13] Os valores dos tempos finais ¢, para os padrdes gerados na Fig. [13]sdo: (a) 1076, (b)
1867, (c) 2423, (d) 983, (e) 1726, (f) 2210, (g) 1144, (h) 1958 e (i) 2461. Note que para cada
fase considerada os valores de ¢y aumentam a medida que Bq se torna maior. Como ja foi
comentado, isso é uma consequéncia do efeito linearmente estabilizante induzido pelos efeitos
de reologia de interface (LI; MANIKANTAN, [2021)), o qual tende a retardar o crescimento dos
padroes.

Examinando as vérias estruturas mostradas na Fig. [13] nés observamos a formacio tipica
de padrdes de dedos viscosos nos quais sete ou oito dedos principais de varios tamanhos
crescem. E possivel verificar que para todos os trés conjuntos de fases considerados, alguns
dos dedos tendem a ficar consideravelmente mais largos e mais achatados em suas pontas a
medida que o tempo avanca. Em particular, é possivel notar que alguns dos dedos de ponta
achatada comecam a se dividir por meio do mecanismo de bifurcacdo. Isso pode ser visto
focando nos dedos indicados por pequenas setas nas Figs. [13](c), [13(f) e[13[i)

Fica claro também que os fendmenos de alargamento e de bifurcacdo das pontas dos dedos
sao bastante favorecidos por valores maiores do niimero de Boussinesq Bq. Como previsto pela
situacdo simplificada discutida na Fig.[I0] na Fig. [13nés também identificamos a formac&o de
eventos de alargamento e bifurcacio das pontas dos dedos induzidos pela acdo dos efeitos de

reologia de interface. Contudo, diferentemente do que aconteceu na Fig. [10} onde apenas dois
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modos de Fourier predeterminados interagem na auséncia de qualquer ruido, na Fig.[13] eventos
de alargamento e bifurcacao continuam a ser observados, porém sob circunstancias muito mais
realistas, nas quais ha a presenca e interacdo nao linear de todos os modos instaveis presentes,
bem como a acdo de ruido aleatério. Nossos resultados de modos acoplados de segunda ordem
na Fig. revelam que tensdes reoldgicas de interface possuem um papel duplo em relacao
ao crescimento da interface em fluxos de célula de Hele-Shaw radial: se em ordem linear essas
tensOes atuam de modo a diminuir o crescimento geral dos padrbes, no estagio fracamente
n3o linear elas operam em favor da ocorréncia do alargamento e da bifurcacao das pontas dos

dedos.

Figura 14 — Evoluc3o temporal dos padrdes de interface em ordem linear [(a)—(c)] e fracamente n3o linear
[(d)—(f)] para 1 <n <25, 0 <t <t; eiguais intervalos de tempo At = ¢;/10. Os padrdes sdo
obtidos para Bq = 30. Além disso, os valores de t; sdo (a) 2462, (b) 2199, (c) 2435, (d) 2423,
(e) 2210 e (f) 2461. Os conjuntos de fases utilizados aqui sdo iguais aqueles na Fig. conjunto
| para (a) e (d), conjunto Il para (b) e (e) e conjunto Il para (c) e (f). Os demais pardmetros
fisicos s30 os mesmos empregados na Fig. [L3] Comparando as estruturas lineares [(a)—(c)] com
as fracamente n3o lineares correspondentes [(d)—(f)], é evidente que os dedos n3o lineares sdo
tipicamente mais largos, tendo uma maior tendéncia a se dividirem em suas pontas devido a ac3o
das tensoes reolégicas de interface.
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Concluimos nossa discussao demonstrando a importancia de desenvolver uma anélise fra-
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camente nao linear do sistema a fim de prever e extrair informacdes (teis sobre o impacto dos
efeitos da reologia de interface na morfologia das estruturas de dedos viscosos, em particular
na ocorréncia de alargamento, achatamento e bifurcacdo. A Fig. [14] compara a evolucdo tem-
poral linear [(a)-(c)] e a fracamente n3o linear [(d)-(f)] dos padrdes de dedos viscosos para
o caso de maior valor de nimero de Boussinesq (Bq = 30) utilizado na Fig. [13] Na Fig. [14]
todos os pardmetros fisicos e fases aleatérias sdo idénticos aqueles usados na Fig. [14] Mais
especificamente, na Fig. [14] o conjunto | de fases aleatérias é usado em (a) e (d), o conjunto
[l em (b) e (e), enquanto o conjunto Il é empregado em (c) e (f). Para cada conjunto de
fases aleatdrias, duas interfaces resultantes (linear e fracamente n3o linear) sdo plotadas uma
abaixo da outra para facilitar a comparacao entre os padroes obtidos usando as abordagens
linear e fracamente ndo linear. Ademais, os valores de tempo final ¢; na Fig. [14]sdo: (a) 2462,
(b) 2199, (c) 2435, (d) 2423, (e) 2210 e (f) 2461.

Examinando os padrdes lineares mostrados nas Fig. [14](a)-(c)], observa-se que apesar
do fato do maior nimero de Boussinesq usado na Fig. ter sido utilizado (Bq = 30), o
alargamento dos dedos e a bifurcacao de suas pontas ndo sdo mostrados claramente. De fato,
em que pese a acao dos efeitos de reologia de interface, a maioria dos dedos gerados a partir
da teoria puramente linear s3o comumente estreitos e pontudos. Por outro lado, observando os
padrdes fracamente n3o lineares correspondentes apresentados nas Figs. [L4](d)-(f)], é possivel
ver que as evolucdes ndo lineares levam a formacdo de dedos mais largos, cujas pontas se
tornam mais achatadas com o passar do tempo. Esses dedos fracamente n3o lineares se alargam
e alguns deles comecam a se dividir, bifurcando em suas pontas. Essas observacdes indicam
que a teoria puramente linear n3o é capaz de descrever apropriadamente os fen6menos basicos
intrinsecamente n3o lineares de alargamento e bifurcacdo envolvidos no processo de formacao
de padrGes na presenca de efeitos de reologia de interface. Todos esses resultados reforcam a
necessidade e importancia do desenvolvimento de uma teoria fracamente n3o linear de segunda

ordem para esse sistema fisico.
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4 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo de mestrado, investigamos os efeitos da reologia de interface na morfo-
logia das estruturas em forma de dedos que surgem na célula de Hele-Shaw radial, durante os
estagios iniciais n3o lineares da dindmica. Para enfrentar esse problema n3o linear de formacao
de padrdes, nés usamos o modelo de Boussinesg-Scriven e calculamos uma condicdo de con-
torno de diferenca de pressdo de Young-Laplace generalizada na célula de Hele-Shaw radial,
levando em consideracdo os efeitos das tensoes reoldgicas de interface. Nosso célculo de tal im-
portante condicdo de contorno generaliza uma vers3o anterior originalmente calculada em (LI;
MANIKANTAN, 2021 (a Eq. (10) deles), a qual assume que o vetor normal a interface fluido-
fluido aponta apenas ao longo da direcdo radial e que as componentes radiais das velocidades
dos fluidos eram continuas na interface. Diferentemente do que foi feito em (LLI; MANIKANTAN,
2021)), consideramos que o vetor unitario normal a interface perturbada aponta ao longo de
uma direcdo arbitraria, isto é, possui ambas as componentes radial e azimutal. Nesse cenério,
consideramos uma configuracdo de escoamento um pouco mais geral que aquela considerada
em (LI; MANIKANTAN| [2021). Isso foi feito expressando a velocidade do fluido bidimensional
que descreve a interface aproximadamente como a média das velocidades dos fluidos interno
e externo, calculadas na interface.

De posse da condicao de contorno de diferenca de pressao generalizada mencionada acima,
realizamos uma segunda extens3o do trabalho de Li e Manikantan: em (LI; MANIKANTAN,
2021)), eles empregaram uma anélise puramente linear do problema, focando na estabilidade
da interface fluido-fluido para pequenas perturbacdes. Ao contrario disso, nesta dissertacdo,
nés fizemos uma abordagem perturbativa, de segunda ordem e concentramos nossa atencao
em examinar como os efeitos de reologia de interface influenciam a morfologia e a dinamica
ndo linear inicial dos padrdes emergentes. Esse foi um passo importante, uma vez que é ne-
cessario ir além da anélise linear (primeira ordem) para capturar apropriadamente os aspectos
morfolégicos mais importantes, intrinsecamente n3o lineares dos padres de formacdo de de-
dos viscosos em geometria radial. Nesse contexto, utilizando a lei de Darcy, calculamos uma
equacdo diferencial, n3o linear, de modos acoplados que descreve a evolucdo temporal das
amplitudes de perturbac3o da interface até segunda ordem. Nossos resultados fracamente n3o
lineares mostram que as tensdes reoldgicas de interface exercem um duplo papel na evolucao

da interface. Por um lado, essas tensdes tendem a impedir o crescimento geral da interface
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e atrasar a formacdo de pertubacdes de interface. Por outro lado, também encontramos que
aumentando os efeitos de reologia de interface, favorecemos o fenémeno de alargamento dos
dedos, aumentando a ocorréncia e intensidade dos eventos iconicos de bifurcacdo de dedos na
célula de Hele-Shaw radial.

Apesar do progresso alcancado nesta dissertacdo e em (lLI; MANIKANTAN, [2021)), muitos
desafios ainda precisam ser enfrentados. Uma primeira melhoria tedrica para o futuro seria pro-
vavelmente incluir efeitos de gradientes de tensao superficial, as tensdes de Marangoni. Outro
possivel refinamento tedrico seria analisar uma interface ainda mais complexa e explorar a in-
fluéncia de efeitos de viscosidades superficiais varidveis (ndo newtonianas) no comportamento
da formac3o de padrdes nao lineares do sistema. Um avanco adicional e certamente bem vindo
seria o desenvolvimento de simulacoes numéricas que poderiam permitir checar as predicdes
lineares e ndo lineares apresentadas aqui e em (LI; MANIKANTAN, [2021)), bem como desvendar
comportamentos de formac3do de padrdes ainda inexplorados em estagios completamente n3o

lineares da dinAmica do sistema.
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APENDICE A - DERIVADAS UTEIS EM COORDENADAS POLARES

Em todas as equacdes que seguem, nés consideramos um vetor unitario normal a interface
perturbada que pode apontar em uma direcao arbitraria, tendo componentes radial e azimutal,

ou seja, n = n,&, + néy:

V:érgﬁé@i;e, (A1)
V,=28&mny (neé?r - T:f;) + €pny (nraae - nei) ) (A 2)
Vu = %u’" 8,8, + aau"éfe - (iaau@ - l:f’) 88, + C%{g’ + “) &, (A3)
Vn = %nr €8, + 88719 &,& + (i %T;T - Tf) &9, + (710887;9 + m) €6€y, (A4)
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Fazendo u = —V¢, n, = 1, e ny = 0 em todas as equag¢des acima [(A.1)-(A.10))], recupera-
mos as equac¢des do apéndice A de (LI; MANIKANTAN, [2021).
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APENDICE B - DEDUCAO DA CONTRIBUICAO DA REOLOGIA DE
INTERFACE PARA CONDICAO DE CONTORNO DA PRESSAO

Neste apéndice, nds derivamos a relacao
(Vo [V L+ L (V)] } -n = -2(V, 0k, (B.1)

que surge na passagem de Eq. (2.10)) para Eq. (2.11]) com 7, sendo uma constante. Comegamos

escrevendo I, em sua representacao matricial

2

1 0 n, Ng —T Mg
IS — - (nr n0> — . (B2)

2
r

De Eq. (B.2)), expressamos o lado esquerdo de Eq (B.1)) como (V- T') - n, onde

01 Mg —NNyg n

Fr?“ Fr@
=V L+L- (V)] = : (B.3)
Lo Tog
com T,y = T'y.. Usando Eq. (A.2)), nés temos
Jd nyng 0 n? o 0
= e [ni— - 12— & | L — —nng—
v [e (neﬁr r 89) + o <r 060 " neﬁr)]
X {Fwerer + To(ere9 + ege,) + Fggegeg}. (B.4)

Para os calculos do lado direito de Eq. (B.4)) usamos as relacdes

Oy(ere,) epe, + €€y,

86(ere9) = €9€y — €,€;,

Oy(epe,) = —e,e. + epey,

Op(egey) = —e,e9 — ege,, (B.5)

e 0,(e;e;) =0, com 4, j = r,6. Portanto, Eq. (B.4)) torna-se

or,., - or,., 2 (or, or,
V., I = [2 +W<2Fr9— >+n,,< 9+Frr—ree)—nrneﬂer
r

"oy 00 ) " \ o0 or
+ [nﬁ 85;9 + nrrne (Fee — Ty — 85:) + Tf (agga + 2F7~9> - nrneagig] €y,
(B.6)
e a contracao dessa equacdo com o vetor normal unitario n pode ser escrita como
(Vo D) om = nond (e~ L) 4 mp () 22 non; [zmg SR r%)]
N m(nfr— n3) [(FM ) 8;99] . (B.7)
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Note que a expressao acima depende apenas de I',4 e da diferenca I',.. —'g9. Agora, calculando

as componentes de I' usando o apéndice [A| temos

L, = (V, u) (I ) — (Vsu)re (IS>97~ + (Is)rr [(VSU-)T]M + (L) 0 [(VSU)T]W
K 5 OUy g ou, n,ng ) 9 ( 5, Oy g Jug  n,ny )]
= 2 + . Ug | ng — Nyng | Ng — Uy

" or r 00 or r 00 r
1 1 1 1
= 2n; [neaw +n; < Gug —i— ) + n,ng (u Our _ E)u@ﬂ =2n; (V,-u),

) r 00 r T 00 or
(B.8)
Top = 2[(Viu)gy (Lo)gy + (Vsu),, (L))

_ &%+j Quo\ o (0O i Oy

- r 00 tr T Ty, m ) e T S g T T g,

B 5 OUy 10ug 1 1 LOu, Oug\| o

= [ iy T (r 20 - ) +”’””9<r“9_rae - 81”)] = 2n; (Vs -0),
(B.9)

g = (Viu),, (L), + (Vsu),, (L) + (L), [(VSU>T]7’9 + (Ls), [(VSU)T](M

Oug  n,ngOug N,y n?ou, n
= (I V.- + 2 2 _ _ 2 ( o r
L)y (Vs - 11) + 1y (ng or r 00 uT) "o ( r 00

o (1 +18u9 n 1 _laur_%
" uT r 00 firtto rue r 00 or

= —n,ng [(Vs -u) + ng aal:j

= —2n,n9(Vs-u).

— —Ug — NyNg—7—

(B.10)

Inspecionando Egs. (B.8))-(B.10]), observamos que
n,eNg

T,y = T, — Tp). B.11
0 n? — ng( 00) (B.11)

Substituindo essa relacdo em Eq. (B.7]), nés obtemos

,0n,  n: 8n9 Oong 10n,.\| L, — T

) n= i - ) B.12
(Ve-T)-n= 9(9 +7”89+ (87’—'—7“89)1 nZ —n2 ( )

Para derivar a relagdo (B.1) de Eq. (B.12), primeiro note que usando Egs. (B.8) e (B.9), a

diferenca I';, — I'gp em Eq. (B.12)) pode ser escrita como
[y —Tog = —2(n2 —n3)(V, - u). (B.13)

Além do mais, de Eq. (A.10), notamos que a expressdo entre colchetes de Eq. (B.12)) é
igual a V- n. Finalmente, substituindo V- n e Eq. (B.13)) em Eq. (B.12), nés obtemos a

relacdo (B.1)),
(Vo-T)'n = {V. [Va L+L-(Va)'|} n=-2(V,-n)(V,-u). (B14)
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APENDICE C - EXPRESSOES PARA AS FUNCOES DE MODOS
ACOPLADOS NAO LINEARES

Neste apéndice, apresentamos as expressoes das funcdes de modos acoplados ndo lineares

de Eq. ‘b F, FR, Fs, G, Gs, € GRZ

Fn,n') = S(lm {;'ZL B _ sgn(nm} _ W [1 - Z(sn’ + n)] } o
Fg(n,n') = ﬁ!s(m || + nsgn(n') — A (nln| sgn(n’) — n” +1)] (C.2)
Fa(n,n') = —W {3 + n2[L + sgn(nn')] — ;n'Q - Znn} | (C.3)
Gln.n') = g A1 = sen(on')] = 1), (C4)

Gs(n.n') = ¢ RLZ’(R) {nsen(n’) + [n'| = n| = A [nln|sgn(n’) — 2nn’ + 0 — 1]}, (C.5)
Gr(n,n') = —W {n?[1 + sgn(nn')] — 2+ 20" — 4nn'} . (C.6)

Note que a funcao sgn é igual a £1 de acordo com o sinal de seu argumento.
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