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RESUMO

Esta dissertacdo é um caso particular do artigo (NICHE; PERUSATO, 2022), onde obtivemos
taxas de decaimento de solucdes fracas (de Leray-Hopf) para as equacdes de Navier-Stokes
incompressiveis tridimensionais. Mais precisamente, caracterizamos a taxa de decaimento no
espaco L? das solucdes em termos do carater de decaimento, um niimero associado ao dado
inicial que descreve seu comportamento préximo a origem no espaco de frequéncias. Além
disso, usamos o carater de decaimento e o “método da divisdo de Fourier” (“Fourier splitting
method”), desenvolvido pela matemética argentina Maria Elena Schonbek, para obter limites
superiores e inferiores para taxas de decaimento das solucGes. Por fim, abordamos, também, o
comportamento assintético de solucdes, comparando-as com as solucdes da equacao do calor
(o problema linear associado as equacdes de Navier-Stokes). Além do mais, vale ressaltar que
ao longo do texto demonstramos alguns resultados auxiliares tais como sobre o comportamento

das solucdes fracas, bem como da solucdo do calor.

Palavras-chaves: comportamento assintdtico; equacdes de Navier-Stokes; taxas de

decaimento.



ABSTRACT

This dissertation is a particular case of the article (NICHE; PERUSATO, 2022), where we
obtained decay rates of weak solutions (Leray-Hopf) for three-dimensional incompressible
Navier-Stokes equations. More precisely, we characterize the decay rate in the L? space of
the solutions in terms of the decay character, a number associated with the initial data that
describes their behavior near the origin in the frequency space. In addition, we use the decay
character and the “Fourier division method”, developed by Argentine mathematician Maria
Elena Schonbek, to obtain upper and lower bounds for the decay rates of the solutions.
Finally, we also approach the asymptotic behavior of the solutions, comparing them with
the solutions of the heat equation (the linear problem associated with the Navier-Stokes
equations).In addition, it is worth mentioning that throughout the text we demonstrate some

auxiliary results such as the behavior of weak solutions, as well as the solution of heat.

Keywords: asymptotic behavior; Navier-Stokes equations; decay rates.
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1 INTRODUCAO

As equacdes de Navier-Stokes descrevem a velocidade e a pressdao de um fluido viscoso
incompressivel homogéneo no tempo. A circulacao sanguinea, correntes maritimas, e a maior
parte dos escoamentos de fluidos podem ser descritos pelo estudo dessas equacdes, por isto
o estudo do comportamento das solucoes dessas equacoes se torna de extrema importancia.
Dessa forma, este trabalho dedica-se a analise do decaimento temporal referente as solucoes

fracas das equacdes de Navier-Stokes em espacos tridimensionais, dado por:

u+ (u-V)u — pAu+Vp =0
(1.1)
V-u=0

com a condic3o inicial,
u(+,0) = ug € L2(R?).

onde, L2(R?) denota o espaco das funcdes u = (uy, u,u3) € L*(R3), sendo Vu(-,t) = 0,
no sentido das distribuicdes. Aqui, v = u(x,t) = (ui(x,t),us(x,t), us(z,t)) representa a
velocidade de escoamento do fluido no ponto x = (x1, 22, x3) € instante ¢, e p = p(x,t)
representa a pressdo em (x,t). Nesse sentido, é natural perguntar qual a taxa de decaimento
e o que ocorre com a solucao quando o tempo vai para infinito. Nesta dissertacdo, vamos
considerar que a solucdo u(-,t) de existe para todo t > 0, com n = 3, a fim de
examinar, entdo, o comportamento da norma ||u(-,t)||z2(r3) quando ¢ — oco. Com base nisto,
a motivacdo deste estudo deve-se a Jean Leray, que tem um papel fundamental no estudo
equacdes de Navier-Stokes. Em 1934, ele provou (LERAY, |1934) a existéncia de solugcdes

fracas globais para as equacdes de Navier-Stokes, u(-,t) € L%(R3), onde
u(-,t) € L=([0, 00), L*(R?) N L*([0, 00), H'(R?))

e s3o fracamente continuas em L?(IR?). Além disso, é tal que para s = 0 quase todo s > 0
tem-se que

b, BDllzgcesy + 22 [ 11DuCe, )y < uollsscey
Ainda, Leray prop6s o problema de provar que as solucoes fracas das equacdes de Navier-
Stokes decaem para zero, em L?, quando o tempo ¢ tende ao infinito (veja (LERAY, [1934)).
Isto é, provar que

lim ||U(, t>HL2(R3) =0.

t—o00
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Apenas em 1984, T. Kato provou esse problema (veja (KATO, |1984)), que também,
posteriormente, foi resolvido por Masuda (veja (MASUDA, |1984))), e (WIEGNER, (1987)). Mas
em 1985, a matematica argentina Maria Elena Schonbek, aperfeicou este problema, usando o
método de decomposicdo de Fourier (Fourier splitting method), que foi desenvolvido a fim de
obter taxas algébricas de decaimento para leis de conservacdo parabdlicas (veja (SCHONBEK,
1995))). Este método consiste em dividir a regido de integracdo sobre o espaco em dois
dominios dependentes do tempo. Desta forma, analisaremos as taxas decaimento das solucoes
u para estas equacoes via o método de decomposicao de Fourier. Para isto, estruturamos
esta dissertacdo com base no artigo de (NICHE; PERUSATO, 2022)). Também utilizamos os
autores (BRANDOLESE, 2016), (BRANDOLESE; SCHONBEK, [2018),(SILVA et al., [2019),(CRUZ;
NOVAIS, 2020)),(CRUZ et al., 2022)), onde no Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos e
resultados importantes utilizados no decorrer da dissertacdo, assumindo que o leitor possui
conhecimento prévio de alguns conceitos, faremos uma breve revis3o sobre Espacos L, que s3o
um dos mais importantes espacos funcionais. Ainda, introduzimos os Espacos de Sobolev, onde
serao demonstrados alguns resultados interessantes que usaremos no decorrer deste trabalho.
Também abordamos um pouco sobre a Equacdo do Calor, bem como a Transformada de
Fourier. Neste capitulo destacamos o Teorema de Plancherel que garante que caso uma funcao
f é tanto elemento de L'(R) quanto elemento de L?*(IR), ent3o sua Transformada de Fourier
também estd em L?(R) e possui a mesma norma L?(R), a menos de uma constante. Ademais,
abordamos o conceito do cérater de decaimento r* = r*(ug), introduzido por Bjorland e
Schonbek em (BJORLAND; SCHONBEK, [2009), que descreve a taxa com que a solucdo de
com tal dado inicial decai, o que posteriormente foi desenvolvida por Niche e Schonbek
(NICHE; SCHONBEK, 2015)). Portanto, no Capitulo 3, apresentamos os principais resultados
desta dissertacdo, onde obtemos as taxas de decaimento temporal para as solucGes fracas das

equacoes de Navier-Stokes incompressiveis 3D.



12

2 RESULTADOS PRELIMINARES

A fim de auxiliar o leitor na compreensao dos capitulos seguintes dividimos este capitulo em
alguns subtépicos com os principais resultados que serao utilizados ao longo deste trabalho,
tais como os espacos LP e espacos de Sobolev, bem como transformada de Fourier e o teorema
de Plancherel. Para mais informacdes, veja (EVANS, 2010), (BREZIS, [2011)),(JR et al., 2001)),
(TEMAM, 1977)).

2.1 ESPACOS L”

Definicdo 2.1. Seja a = (ay, ..., a,) € N, um multi-indice. Os multi-indices proporcionam
uma notacao eficiente para escrever derivadas parciais de qualquer ordem. Assim, denotamos

por D, o operador diferencial de ordem, onde o grau || de a é a soma das suas componentes:
lal =1+ + ay
Ou seja,

olel

D,=—F——7F7+—.
0t Oxon

Definicao 2.2. Consideremos {2 um conjunto mensuravel e 1 < p < +o0. O espaco LP(f2) é
definido como espaco das classes de equivaléncia de func¢des reais p-integraveis no sentido de

Lebesgue, ou seja,

LP(Q) ={u: Q= Rel|ull, < oo}.

Onde,

1
lullzrioy = lall = ([ lu(@)pda)”

Definicdo 2.3. Denotamos por ||u||eo = Supzeq ess |u(x)| e chamamos de supremo essencial

de u ao infimo do conjunto
{C e R : |Ju(x)| < C, em quase todo ponto = € 2}

Definicdo 2.4. Dizemos que a funcio u :  — R pertence a L} (Q), com 1 < p < 00, ulg €

loc

LP para todo compacto K C ().
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O lema a seguir ird nos auxiliar na demonstracdo da desigualdade de Holder.

Lema 2.5. (Desigualdade de Young) Se p e q sdo nimeros reais positivos tais que %—i—% =1,

ent3o, para todo par de nimeros reais a e b ndo negativos, temos que

a? bl
ab< —+ —
b q

Demonstracao:

Se a = 0 ou b = 0, segue o resultado. Sendo a # 0 e b # 0, temos dois casos a considerar:

Ent3o, no caso em que a? = b? temos

ab = a(bq)l/q

— a(ap)l/q
— gP/Pgrla
— PG
= ap
1 1
p q
af aP
P g
al b
pq

Agora, suponha por absurdo, que a” # bP. Considere, f(x) = exp(z) e note que f(z) é
estritamente convexa, pois a sua segunda derivada é positiva para todo z € R. Entdo, para

todo t no intervalo (0,1) e z,y € R com x # y, temos
ftr+ (1= t)y) <tf(x) + (1 =) f(y).
Fazendo ¢t = %D, 1—t= é,x =Ina? e y = Inb?. Dessa forma, obtemos

ab = exp(lnab)

(ln aP lan>
= €exp +

p q
L &P (InaP) L &P (Inb?)
p q
a? bl

p q
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Lema 2.6. (Desigualdade de Hédlder) Sejam uw € LP(Q2) e v € L)), de modo que,

1 1
—+-=1el<p,q<+o0. Entdo, uv € L'(Q2) e
p q

luolly < fullpllvlly-

Demonstracdo: Observe que, se ||u||, = 0 ou ||v||, = 0 segue o resultado, pois

llull, =0ou ||v][; =0 = u=0ouwv =0 quase sempre
= wuv = 0 quase sempre
= |Juv||; =0.
Casop=1leqg=00
/ u(z)v(z)| do _/ lo(@)] [u(z)|de (2.1)
Uma vez que, se v € I, entdo |v(x)| < ||ul|«. Dai,
[ @) u@)ld < ol [ u(@)] do

= Nvllollull = llull[[vlloo

Agora, vamos usar a desigualdade anterior, considerando a = ul@)l o p) — Iﬁiﬁ)'. Logo, obtemos
q

u@he) (&), (55
Rlbllll, = g
ue)p | @)l

pllulls  qllvllg

Integrando,

IN

p q
CEEOKCoT P T 0 TP
o Jfall 1ol o pllully o dljol

T @@l e < [Hur\p/‘ ’p‘“} l|rv}|rz/a’“(“'”)'qd‘”]

Portanto,
l|uv]|q [ 1 1
T S ullp| + = |75l 011
[ullp|v]]q b q Llvllg™
1

< - =
Pq

[luvlly < [l |vl,-

[
Introduziremos a seguir um novo conceito de derivada, a ideia de derivadas fracas e os

chamados Espacos de Sobolev.
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2.2 ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secdo iremos definir os Espacos Sobolev, espacos estes que possuem propriedades

que sdao muito utilizadas em aplicacGes na teoria das equacdes diferenciais parciais.

2.3 DERIVADA FRACA

Considere C/° o espaco das fungées ¢ : 2 — R com suporte compacto em () e
infinitamente diferencidveis. Seja u € C'(2). Caso ® € C2°, temos, através do método
de integracdo por partes, que

/uCI)xj dx:—/uxj(b dr, comj=1,... n.
Q Q

Note que os termos de fronteira sao nulos na integracdo por partes, uma vez que ¢ possui

suporte compacto em U, entao ¢ = 0.

1

loe(€2) € a € N” um multi-indice. Dizemos que v é uma

Definicao 2.7. Sejam w,v € L

derivada parcial fraca de ordem « de u e denotamos por:
D% = v
se, para todo ® € C2°, tem-se que

/Qu(x)Do‘q)(x) dr = (—1)l /Qv(x)@(x) dx.

2.4 DEFINICAO DOS ESPACOS DE SOBOLEV

Definicao 2.8. Sejam 1 < p < oo e m um ndmero natural. O Espaco de Sobolev W™P(()
corresponde a todas as funcdes @ : 2 — R, tais que para cada multi-indice & com || < m, a
derivada D existe no sentido de derivada fraca e pertence a LP(f2). Ent3o, se u € WP (Q),

definimos a norma de u por:

1/p
|[ullwme = ( Z /QDO‘u|p da:) , com 1 <p < oo,
la|<m

[u][wmee = > supg ess |D%ul.

laf<m
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2.5 EQUACAO DO CALOR

O estudo das solucdes de equacdes na forma
u — eAu =0 (2.2)

teve inicio no comeco do século XIX, e vem sendo estudada até hoje. Estas equacdes,
chamamos de equacdes do calor homogéneas, que consiste em uma equacao de derivadas
parciais que representa a difusdo do calor em sélidos. Além disso, temos as equacdes do calor
nao homogénea

up — €Au = f, (2.3)

onde f é uma funcdo que representa uma fonte de calor no sistema.

Definicao 2.9. A funcdo a seguir é denotada como solucdo fundamental para equacdo do

calor (Nucleo do Calor):

2

1 _|z|
e, sex Rt >0
O(z,t) =4 @O (2.4)

0,se eR", t<0
Agora, usaremos a solucdo fundamental a fim de encontrar uma solucdo para o problema
de Cauchy,
ur — Au =0, em R™ x (0, 00)
u=g, em R" x {t =0}.
Notemos que, para (x,t) # (0,0) temos que a funcdo u(x,t) = ®(z,t) é solucdo da
equacdo do calor. Assim, para y € R™ fixo, u(z,t) = ®(z — y,t) também é solucdo da

equacdo ([2.2). Entdo, temos que

u(r,t) = / ¢(x —y,t)g(y) dy (2.)
B (47#1)”/2 /R e g (y) dy. (2.6)

Por outro lado, temos que

u(z, t) Z/n‘l’(rv—y,t)g(y) dy+/0t/w‘1>(rv—y,t—8)f(y,8) dy ds
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é, solucdo do problema ndo homogéneo

u — Au = f, em R™ x (0, 00)

u=g, em R" x {t = 0}.
Definicdo 2.10. A familia de operadores (e2!);>( definidos por:

e*%u(z) = u(z), com x € R"

1 _\w—y\2 n
eAu(z) = (47rt)”/2/Rne 7 u(y) dy, comz € R", ¢t > 0.

é chamado de semigrupo do calor em R™.

Teorema 2.11. Seja u(x,t) = e?lug(x) a solucdo do PVI, onde ug € L"(R™).

uy = Au,x € R, t > 0,
(2.7)
u(z,0) = up(x),x € R,
Entao,

lo|

|| DA ug () |10 < C||U0||Lrt_%(%_%)_7, para todo ¢ > 0, para quaisquer 1 <r < g <ocea € N".

onde a constante C' € RT depende somente de r,¢,n e |a].
Demonstracao: Utilizaremos o resultado acima apenas nos casos em que || =0 e |a| = 1.
Dessa forma, demonstraremos apenas esses dois casos. Mas o caso geral pode ser encontrado,

por exemplo, em (GUADAGNIN, 2005)).

» Caso |a| =0, ou seja,
e ug(2)] 10 < C||U0||Lrt7%(%7%)7 para todo t > 0.
Seja ®(z,t) o nicleo do calor . Uma vez que

uwt) = [ @@=y Huly) dy (28)

é solucdo do PVI(2.7)) e para cada t > 0,

/n O(z,t) doe =1, (2.9)
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Segue, em particular, que
=2 n/2
/ e i dx = (4wt)™*, para todo t > 0.

Logo, pela identidade ([2.9) e da desigualdade de Young para convolucéo, obtemos que

para 1 < r < oo, vale a seguinte desigualdade
[fuC Ol < uol|zr, ¥ > 0. (2.10)
Com efeito,

[l Oler = 1@, 1) * wol|r < [IOC, )] [[uol|zr = [fuollLr-

Afirmacao:

[w(-, t)||pe < (47rt)_%Hu0le, para 1 <r < cc. (2.11)

De fato, uma vez que ®(z,t) < (47t)"2, para todo (z,t) € R” x RT temos que, para
todo ¢ >0
u@, D] < [ 0 =y, O)luo(y)] dy < (47t)" ] uolln.

Isto é, a desigualdade ([2.11]) é vélida para r = 1. Assim, se 1 < r < oo vamos definir

p como o expoente conjulgado de 7, ou seja, p~! 4+ r~!

Holder e de (2.9), segue que

= 1. Logo, da desigualdade de

lu(z,t)| < An®(x—y,t)|uO(y)!dy
= [ @~y )@ — . 1) uoly)]| dy
< (4mt)"% /Rn@(a:—y, )7 uo(y)|

dy
< (4mt)”" % </n Pz —y,t dy>; < |uo(y >

= (47Tt)_%||UO||Lr.

1

concluindo, a afirmacdo. Ademais, pelas equacdes (2.10)) e (2.11]), para 1 < r < ¢ < o0,

Sl N e
[lul, 7o [ul, )L

< (4mt)” 5 fuo| [ uo |7

temos (-, Ollf < [ Jule, 0] do

IN

= (4mt)"FC D Jugllf,
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Note que, o caso em que ¢ = 00, segue diretamente da desigualdade (2.11f). Mostraremos

entdo, o caso em que |a| = 1. Para isto, provaremos que
/Rn DDz, t)| dar = kt~1oI/2, (2.12)
onde k = k(a,n) > 0.
» Caso em que |a] = 1.
Consideremos a seguinte funcao,

g: R* — R

2
||

r = glx)=e
Dai, observe que D®g(x) = pjo(x)g(x) dz , sendo pj(x) um polindmio de grau || > 0.
Como, 0 < g(x) < 1, para todo = € R", tem-se que D%g(z) é um func3o limitada e
/ |D%(z)| do := K(a,n) < oo.
Uma vez que,
®(,t) = (4nt) 29 (17" %2),
Entdo, pela regra da cadeia, obtemos
D®(z,t) = (47Tt)_"/zt_‘o‘|/2Dag(t_1/2x).
Logo,
/]Rn |DY®(z,t)| de = (dmt) "2 1ol/2 /Rn |DYg(t~%2)| da
= ()22 [ Dog(y)] dy
= (4n) ™2 K (o, n)
= k(a,n)t7lol2,

onde k(a,n) = (47) 2K (a,n). Isto prova (2.12). Ademais, pela identidade (2.12)) e

da desigualdade de Young para convolucdo, obtemos, para 1 < r < 00, que
1 D%u(-, t)|| < K 7142 |ug] |, ¥t > 0. (2.13)
com k = k(a,n) > 0. De fato,
1Du(, )| = [[D®(-,8) * gl 1
< |[D*®( )] L fuol| e

= If ti‘a|/2HU0HLr,
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para todo t > 0 e k = k(«,

u(z,t) =

para todo (z,t) € R™ x R". Assim, derivando u em relagdo a x, para £ = 1,---

n) > 0. Como

_lz—y|?

7 ug(y) dy.

1
(4mt)n/? /R" ¢

temos
1 1 0 _Jz—y?
1 1 _lz—y?
= Gt Jon (2 33) 260 )y
1 1 _le—yl?
= Gt fo (gt w0 )
Portanto, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, segue que
1 o —y|
|Deu(z,t)| < (47Tt)”/2tl/2/n 2t1/2 luo(y)| dy
2 |z —y| _le—u® _lo—yP?
T 204wty /]Rn e ¢ v e o fu(y)l dy

onde ky := max{le /% X\ > 0} = 2¢ /2. Logo, se p~! + 1!

|Vu(zx,t)]

IN

IN

IN

para todo (z,t) € R"

E ainda,

(4mt)n/2 /n ¢
(4mt)n/2 </1R" ¢ dy) </R”
(Art)2 (8t)"/% </n e
o/, 1/2 N
W </R” [uo(y)| dy>

(47Tt)n/2r

klt_l/Q _Jz—y|?
W/Rne 5 uo(y)| dy,

<

klt—l/Q

_Jz—y|?
8tp e

le—yl|?

s Juo(y)] dy

klt 1/2

lz—y|

klt_l/z

|z—y]? , v
*uo(y)l” dy)

2n/2k‘1t71/2
||uo [

x R*. Portanto,

on 2k1
IVul Olle= < e lluoller £ 572, V>0
22t jo—yl?
SW/HG 5 uo(y)|" dy,

[Vu(z, )

=1, tem-se que

1
_lz—y? r v
e uo(y) " dy)

(2.14)
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para todo (z,t) € R™ x RT. Entdo, pelo teorema de Fubini, temos que

) o2 45 e
L ivutenrar < =gl [ (L e ol dy) da

onr/2pr =35 —o—yl? .
— 7(47#;”/2 /n (/n e ®t d:U) ]uo(y)l dy

an/ri t_% . .
= W(&Uf) 2o |1

m2n 2| 15 w5, Wt > 0.
Dai,
|Vul-, )]} < 2Ky ||ug||-t™Y2, ¥V t > 0. (2.15)

Ent3o, por (2.14)), (2.15))e pela desigualdade de interpolacdo (veja em (RIVERA, [1999)),

temos, para 1 <r < g < o0, que

1Vu( Dl < [Vul O NVal, 1"
n r 1_I
r rla._ 25(175)]6 ? (1-I) _(ny1lyq_r
< (2R o[ ) ey o[ 7 E RO
( 71')27‘
95 (14+5) . .
= o[t BT Y > 0
(4m)ztd)
Assim, concluimos a demonstracdo do teorema para os casos em que |a| € {0,1}. |

2.6 TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicdo 2.12. Se u € L'(R"), definimos a transformada de Fourier de u, da seguinte forma

Fluh©) =a(©) = [ e u(a)ds
onde, £ € R" e ¢ é a unidade imaginaria.

Podemos estender a definicdo da transformada de Fourier para o espaco L*(R"). Para isto,

vejamos o resultado a seguir:

Teorema 2.13. (Teorema de Plancherel) Seja u € L'(R") N L*(R™). Entdo @ € L*(R"™)

© allz2 = (2m)% [|ul| 2
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Demonstracdo: Inicialmente, notemos que se u € L'(R™) N L?(R") ent3o 4 € L>°(R™). De

fato,

@(©) = | [, e ule)da

< [

= /n |u(z)|dz < oco.

, por propriedade de integral, temos

e_’fzu(x)‘ dx

Dessa forma, se u,v € L'(R") entdo 4,9 € L°°(R™). Além disso, pelo teorema de Fubini

/ u(x)o(x)dz = / a(€)u(e)de. (2.16)

Agora, utilizando a solucdo do calor nao homogénea, obtemos a seguinte identidade

n
™\ 2 _le?

/ oibe=tlal® o — (t) e 4t para todo t > 0.
Ent3o, por (2.16)), para cada € > 0, segue que

/n@(f)e_ewdf = <7T)g /n v(x)e_%dx. (2.17)

t
Seja, entdo, z € L (R™) N L*(R") e defina u(z) := z(—x) , onde Z é o complexo conjugado

de 2. Tome também, v € L'(R") N C(R™) como sendo a convoluc3o de z e u, isto é,

v(y) = 2m)"(z < u)(y) = 0" [ =()ule - y)dy.

n

Entdo, novamente pelo teorema de Fubini, segue

0(g) = @m)"(zxu)(E)
= (2n)" /n e kw - z(y)u(x — y)dydx
= (2n)" /Rn e_i@z(y) /]Rn e_i(m_y)su(x — y)dx) dy
= n)" [ e y)ac)dy

= (2m)"2(§)a(E)-

Logo, v € L*(R") e

ISH|

a(e) = / ez (—a)dr =

E assim, © = (2m)"|2|*. Sendo v continua, temos que

(€)-

||

lim (7‘[‘)”/2 /n v(z) e dx = (2m)"v(0).

e—0 \ €
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Fazendo fazendo € — 0" na equacdo (2.17)), tem-se que

[ oy = (2m)"0(0).

Portanto,

/n 2% dy = v(0) = (27)"/n 2(z)u(—x)dr = (2m)" /Rn |2 |2da.

Ou seja, o teorema de Plancherel nos d4 a transformada de Fourier de uma funcio em L2.

Lema 2.14. (Desigualdades de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo) Para todo v € H*(R?),

temos as seguintes desigualdades
1Vl |2 < [Jully?|| D?ul]y (2.18)
lul[oo < full3/ ]| Dl |y, (2.19)

Demonstracdo: Faremos agora apenas a demonstracdo da desigualdade (2.18). No caso da
desigualdade (2.19)), a demonstragdo pode ser encontrada em (NIRENBERG, [2011)) e ((KREISS
et al,, 2003)). Temos que

IVallf = (2m) I Vull
= (@07 [ Vu() g

= (2m)* | Jigalde

— (2m)" / € 1a(€) dg

= /R3( “Ha@)l) (e wr%@%(sﬂ)ds

< ([ er !2d£) ([, x5 )" = lullaliDPul

2.7 CARATER DE DECAIMENTO E CARACTERIZACAO DO DECAIMENTO DA PARTE
LINEAR

Nesta secdo, veremos quais as condicdes necessarias para garantir as taxas de decaimento.
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Definicdo 2.15. Seja ug € L*(R") e r € (—%,00). Definimos o indicador de decaimento

P,(ug), correspondente a ug, por (desde que o limite exista)

Pr(uo) =i 2 [ fiof€) P (2.20)

p—0

Onde, B(p) denota a bola centrada na origem de raio p.

Definicao 2.16. O carater de decaimento, denotado por 7* = 7*(uy),

3

o (nico 1 € (—3,00), se 0 < P.(ug) < oo;

™ =1r*(ug) = —3 se P.(ug) = oo, para todo 1 € (—3, 00); (2.21)

00, se P.(up) =0, para todor € (—2, 00).

Teorema 2.17. Sejam ug € L*(R?) e u(t) uma solucdo de i; = A, com dado ug, onde

r* = r*(ug) é o carater de decaimento.

l. Se —% < r* < oo, temos que existem constantes C,Cy > 0 tais que
vt +1)"G+) < Jla@)|2 < Ot + 1)~G+),
Il. Ser* = —32, entdo existe C' = C(e) > 0 tal que
l|@(t)||* > C(t+1)"¢, para todo ¢ > 0.

Ill. Se r* = oo, entdo existe C' = C(m) > 0 tal que

|[(t)|[* < C(t+1)"™, para todo m > 0.

Demonstracao:

P, (up)
2

I. Note que como —2 < r* < o0, entdo P,.(ug) € (0,00). Assim, tomando € = na
q 2

definicao de limite, obtemos que existe 0 < d = py tal que 0 < p < po,

. P.(u
@R - P < P
B(p)
E portanto,
N 3P (u
ki =te< p‘”‘"/ o) e < 2Lr)
B(p) 2
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Aplicando Fourier na parte linear,

A

8t(ﬁ) = —pl¢*a
’Ij(‘, O) - 'LZ().
E ent3o solucionando a equacdo diferencial ordinaria, obtemos que
(&, t) = e Mg ),
Logo, por Plancherel (2.13))
la@®I = (2m)~lla@)]?
= (2 [l Dl
R3
= (@m)" [ e P (€ P
R
@m)* [ ey ¢ g
B(p(t))

— r — 2 —2r— ~
(2m) 2 e 2 02 [ i () g
B(p(t))

= (27_[_)—3k1p2r+3e—2up2 (t)

v

A\

Considere, p(t) = po(t + 1)_%. Entdo, e 2#7*(t) > =205 — C' > (). Logo,
@O > Cp*3(t) = kit +1)" G+,

Além disso, temos a seguinte identidade associada ao problema do calor

ﬂt = —[LA'ZZ
’&(-, O) = Ug.
Pelo método de Fourier Splitting,

d i
ZlaIP” = =2ul[Va@lP.

Assim, novamente pelo teorema [2.13]

d —
@I = —2u(m)|Vaw)®.
= —2u(2m) [ 1€PIi(E, Bl
-3 2125 2
< —2um) [ IRECUIRE

< =2em) ) [l nP

(2.22)
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Dai, obtemos

GO +20Cr) 00 [ NP < 2z ) [ Jice.0

= thﬂ(t)HQ+2u(27r)‘3p2(t)|\ﬁ(t)l\%z < 2u(2m) 7 p*(1) /B(p) (€, t)]*de.

Ou ainda,

d .
DI +2p0” |[a(®)][22 < cp*(1) /B(p) (€, t)[*de.

Pela definicdo e pela equacdo (2.22)), segue que
[, i€ Dl < [ piofe.nPde
B(p)

Temos, entao, que,

IA

d, - = T —2r— ~
GO+ 20 OEE < e 00 [ Jio(e, 1)

Tome p(t) = (t+1>%' com 2um > r + 3. Daf, multiplicando pelo fator integrante

(t + 1)?*™ obtemos,

@ B+ 127 < ()t + 1%
Assim, integrando de 0 até ¢, segue
a(O)I1? < [Juoll?(t + 1)~2™ 4 &(t + 1)~ (5+7).
Como (% + 7’) < 2um, tomando o minimo tem-se que
lal? < a(t +1)~(5+),

Portanto,
* 3
a)|]? < &t + 1)) para — S <<
3
27

limite, para qualquer v > 0, existe py > 0 tal que 0 < p < pgy, temos

o [ Jag(€)Pde > .
B(p)

1

Tomando p(t) = po(t + 1)~ 2, analogamente obtemos,

. Se r* = —3, para qualquer 7 € (—3, 00) fixado, entdo P,(ug) = co. Pela definicio de
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[aOI = (2m) "y e 40> +5(t)

= (2m) 73y e M 2R (¢t 4 1)(_7"_%) = Fki(r)(t + 1)(_"_%), para todo r € (—;, oo> .

Entao,

|[%(t)||* > ko(€)(t + 1)~ para todo € > 0.

Isto é, o decaimento de ||@(t)||* é mais lento do que qualquer taxa algébricamente

uniforme.

Se r* = oo, para qualquer r € (—%, o0) fixado, entdo P,(ug) = 0. Assim, pela definicdo

de limite, para todo § > 0, existe py > 0 tal que para 0 < p < pg tem-se

3 [ Jag(e) e <
B(p)
Ent3o, usando o método de Fourier Splitting, como nos itens anteriores,
~ 2 (—r—3) 3
l|a(t)|]* > k3(t+1)7""2), paratodo r € —500).

Logo,
l|@(t)||* > ks(m)(t +1)~™, para todo m > 0.

Isto é, o decaimento de ||@(t)||* é mais rapido do que qualquer taxa algébricamente

uniforme.
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3 CARATERIZACAO DO DECAIMENTO DE SOLUCOES PARA AS
EQUACOES DE NAVIER-STOKES 3D

Neste capitulo, iremos abordar algumas estimativas de taxas de decaimento em L? para

as solucdes fracas (de Leray-Hopf) wu(z,t) da equacdo de Navier-Stokes.
w4 (u-V)u— pAu+Vp =0

divu=0 (3.1)

u(-,0) = ug € L2(R?)-

Em que (u - V)u é dado por

e Au é o laplaciano de u, sendo u(z,t) € R o campo de velocidade incompressivel, Vp é o
vetor gradiente de p, onde p(x,t) € R indica a pressdo hidrostatica. A seguir apresentamos os
principais resultados desta dissertacao que nos dizem que as solucdes das equacdes decaem

ao longo do tempo.

Definicao 3.1. Seja f = (f1,...,fn) € LYR"), com n > 2,1 < ¢ < oo. Considere a

decomposicdo f = fo + Vp com p € L] (R™) e Vp € LYR") unicamente determinados.

loc

Definimos, o Projetor de Leray como Pj, : LY(R") — LZ(R"™) como P[f] := fo, sendo P,

linear, limitado e idempotente (veja (RUDIN, [1973)).

Teorema 3.2. Sejam u solucio fraca do problema er*(ug) = r*, o cardter de decaimento

de ug, com —3 < r* < co. Entdo, para todo t > 0, temos que
Hu(t)”%2 < c(t + 1)—mm{%+,.*g

Demonstracao: Inicialmente vamos verficar a identidade de energia:

1d

5 Sl + plVulP = 0 (32)

Com efeito, calculando o produto interno em L? com u obtemos

= Calculando o produto interno de u com w;:

d :/ d
/R32dtzu 2dt’ ul’de

_ 2
n 2dt/|’

= ol
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Calculando o produto interno de u com [(u - V)ul:

/R3 (u-V)uu dx

3 3 au$
/R3 kz::l (; uja%uk) dx

3 ou
= T d
13;1 /R?’ UJ Oz w
Integrando por partes, temos
Oy, 0
[(u-Vu,u)]z = — Z U, oz, o a—%( g uy) dr
3 Ou, ouy, >
= — up | =—up + — dx
j,%:% (8133 0w
3
= —Z/wukg%ukdx—z:/ u]dx
k,j=1
3 3 3 ou
= — up Y ——uy dr — / Up=—U; dT
l;/RS jz:;a j k%:jl Ox;
= —[((u-V)u,u)]rz =0
Além disso,
(u, pAu)z = \ pAu. de
R
3524
Z g u dz.
T
Integrando, por partes
ou Ou
(u, pAu) 2 = —p s O O dx
- _MZ/ (8@) du
- h /]R3 Z (81‘1) du
= —MHAUHLz
Por fim, temos que
op
(u,Vp)z = /R3 uja—xj dx
Ou,
—p dx
Z + O

Como o div u = 0, entdo (u, Vp)rz = 0.
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Portanto, a identidade de energia é valida.

Agora, considere B(t) = {¢£ € R3 tal que || < g(t)}, onde g é uma funcdo continua
limitada superiormente por A, n3o crescente com g(0) = A. Note que pelo teorema m
temos

=2u|[Vu(@®)[]* = —2p2m)7%||Va(t)[)”
= —2u(2m)” [ 1€Pla(e, ol
= o ([Pl ORae+ [ lePlats ofae)
< —opem) L JePlade 1P
< ) e [ Jade nlde.

B(t)e

Assim, da identidade de energia, temos

SO + 2027 g(0) [ Jate.oPds <o

Ent3o,

GO +207)g%(0) [ Jale.OPde < 2uzm) ) [ fale, g

GO + 2l < 22 0) [ fale. P

Dai, multiplicando pelo fator integrante:

exp (/Ot 2ug2(s)d5>

Obtemos

i [oo0 ([ 20008 ) [P ] < 2t2m) 50y exp ([ 200(s)ds) [ Jate. e

(3.3)
Ademais, aplicando Fourier em (3.1)),
(3.4)

diva =0

Pois, calculando a transformada obtemos
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= Transformada de Fourier de wu;

0 » 0
Uy = Tudr = — e S ydy = 10, = —1.
t / t ot Jrs T ot

» Transformada de Fourier de pAu

— ) 3. 9%
_ —i€x
pAu = p Rge Z Pz, dx

ou
7151 ~~ d
>8SL’J’ v

- —MZ
0
- _Mz zgj/ —zswajj dx

- —ulf!”-

R3 8%

» Transformada de Fourier de Vp

— ) 8p
— —iéx d
Vp /R ,© —awj b

= — i(e_i@”)p(x, t) dx

r3 O,
= igp.

= Transformada de Fourier de div u

— i 3 .
divu = /RB e i (Z ng) dz

Observe ainda que

G G+ (u-Vu i .—pAu @+ Vp .4 =0. (3.5)

Aplicando o conjulgado em (3.4 e multiplicando por @, temos que

—

G G+ (u-Vu i — pAu i+ Vp i =0, (3.6)



32

Agora, somando as equacdes (3.5) e ([3.6)), obtemos
c([al*) +2ulé? a)* < 2|F{(u- V) u}] |d]
= 2|F{diviu®u)}| |d|

2/¢] [w®ul Ja)

IA

20¢] v @ ull: 2]

IN

21¢] [ulf.|al.
Integrando no tempo:
a6, 1) < lao()[* + 2/¢] /Ot [Ju(s)][*.|a(&. s)|ds.

Seja Je(t) = [0 ()* + € + 2[¢] fy |[u(s)|[*.[a(€, s)|ds. Ento,

[a(¢, )| < Jo(t), para todo t > 0.
Note que

Te(t) = 2IE] (@) |a(€. 1)].
Assim,

JUt) < 20¢] NJul®)|? (J(6)2.

Uma vez que, 24(J(t))"/? < |¢] ||u(t)||>. Ent3o, integrando no tempo,

86, 0)] < ()2 < () + [ Ie] [fus) s

Portanto,
a6l < (a@F + e +1el [ llu()]Pds
< iol@)]+ e+ [¢] [ llus)|Pds,
Fazendo ¢ — 01, com € > 0 segue
e, 01 < lao(©)| +1¢l [ lluts)|Pds.
Agora, suponha que

llu®)||> < C(t+1)7%, para algum 0 < a < 1.
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Entdo, da desigualdade de Young,

[ laenpas < 2 [ jaerae2 [ er ([ s st) d

NG H?+2/(t) e (/0 Cls+ 1) “ds) dc.

IN

Assim, obtemos

. 20?2 (1-a)
/B(t) (&, 12 < 2[|ao(E)I) + Wé()|€| ((t+ 1) —1)%de

< 2ljao()I]* +

(I—-a)
—ap /B(t) €7((t +1)°0dg

~¥2

20 2 2(1—a)
Toap SO0 /. .

3(?@)2 P+ 1)207),

< 2fjan (@) +

= 2l[ao(&)II* +

Note que,

2 Jao(©)Pde = 200 g(t) [ (€ P

B(g(t)) B(g(t))
< ¢ 29(t)2r +3

1/2
onde ¢; = ¢1(P,(up)). Considere, agora, g(t) = (t%) / , com A > méx{i, i(r* +3), ﬁ}
Dai,

2r* 43 .
2/ Bo() io(©)2de < 261 (A + )T Z k04 1))
Logo,
N 2 < —(3+r) 5/2 —5/2 2-2a
/B(m ao()PdE < kalt+1) o ap A0

< J(t+ 176G k(e 1) (5720),

Portanto,

| Jao(©)Rds < ky(t + 1) 2 (3.8)
B(g(t))

Segue de (3.3) e da definicdo de g(t) que

exp (/Ot 2u92(s)ds) = exp ( Ot

A
= (t+1)*4
s+1> (t+1)

Assim,

d ; *
S0Pl < 2002m) A k(e 1247 ¢ 4 1) LB S

< ]{4(t + 1)2#A—1(t + 1)—7711’71{%4.2@7 %—i—r*}'

Entdo, temos alguns casos:
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= Caso a = (. Ent3o,

. Se r* < —1, temos

i[@+U%ﬂW@Wﬂ§kdﬁ+D%A1@+1y@wﬁ.

Desta forma, integrando no tempo, temos

iy (3
lu@I* < uolP(t + 1)~ + —5(t+ 1) G
2 A—rr—3

< k5(t+ 1)_(%""7'*)7

Onde ks = ks(u, 7, C, ||uo]], P(uo)).

;Zt [<t + 1)2MA||U(t)||2} < k:4(t + 1)2/@4—3/2‘

Entdo, integrando

N|=

k
DIIF < 24 1)y M (4 1)
I < ool P+ 1) 4 o)

[N

u(®)|]? < ke(t+1)72,
pois A > i e consequentemente A > i.

= Caso a = =, temos

N[

u(®)|]? < ks(t + 1)*(%+r*)

9

O que recai no caso anterior.

jt {(t—l— 1)2uA||U(t)||2} < Ryt + 1)2/@4—2

k4
= lu@®I < luolP(t+ 1) + o— 5 (t+1)”
0 2uA—%

ol

< k(b4 1)z,

)

3
2



35

Dai,
t
/ llu(t)|[2ds < 2k7.
0

Em particular,

: o [ (1 5 \2 2mk? o
2 [ ([ Iute)Pas) e < " g

Como,
t 2
N 2 < 2 G0 (€. )2de + 2 2< y 2d> y
/B(t)lu(ﬁ,tﬂ g < /g(t>|“°(5’ )PPdg + /B(t)|g| /O||u()|| s) de
2

< o) 208

< k(t+ )G k(1)

< ko(t+ 1) {33

Por ({3.3), temos

d s 3 * B
S+ D @IP] < 2um) A+ )T+ D (e + D)7

3 5
< kio(t +1)*4717 onde A\ = min {2 + 7, 2} .

Entdo, integrando

k
2 < 2 “2A M0y )
u(e)|? < ol 2t + 1)74 4 50t 4-1)
Portanto,
Hu(t)H2 <C(t+ 1)_’\, com A = a(r"). (3.9)

Para auxiliar na demonstracdo do teorema a seguir, vamos precisar do seguinte resultado.

Lema 3.3. Sejam u solucdo fraca do problema e r*(ug) = r*, o cardter de decaimento

de uy, com —3 < r* < co. Entdo, para todo t > t, temos
2

[Vu()| 22 < et + 1))

onde to = 23175 (1 + [Juo||)*.

Demonstracao:

Inicialmente, observe que da identidade de energia temos

t
[lu(®)]* + 2#/0 IVu(s)[[*ds = [[uo||*
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Entao, integrando com respeito a varidvel temporal, obtemos

2
/||v )||2ds <||“(L” V>0

Pelo teorema do valor médio para integrais de Lebesgue, concluimos que existe um conjunto

E C (0,ty) com medida positiva tal que
t
to][Vu(t)|]* < / ’ [Vu(s)||* ds,Vt € E. (3.10)
0

Em particular,

2
wu@ < 1ol v e p (3.11)
2,U/t0
Além disso, derivando a equacao com relacdo a x; , onde D, = a%@' obtemos

d
aDg( u) + [Do(u - V)u| — pADyu + VDyp =0 (3.12)

Agora, tomando o produto interno em com D,u em L*(R?)

(iDg( ), Dg(U)) + (De(u - V)u, Dy(u)) — (LADgu, Dy(u)) + (VDgp, De(u)) =0 (3.13)

Como o div u = 0, tem-se que (Dy(u-V)u,Dy(u)) = 0 e (VDp, Dy(u)) = 0. Assim,
integrando por partes,

1d

2dtHD£uH2+“HDZ(v“)“2 —[(De(u - V)u, Dyu)]

Ent3o, multiplicando por 2 e somando sobre ¢ = 1,2, 3, temos

d 3
o [ZHD@U‘F} +2MZ\|D5 (Vu)||? = =2> (De(u - V)u, D) (3.14)
=1 (=1
Note ainda que
3
—=2[> (De(u - V)u, Dpu)] < 2||ul|oo [[Vul] [[D? ul|,
(=1

Logo, pela identidade em ([3.14)) e pelas estimativa anterior, segue que

d
S IVull® + 2ul D2 * < 2fful | |IVul] [|D ul].
Usando as desigualdades de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (veja o Lema [2.14]), temos
[ulloo IVl = ulloo [[Val["2[|Vul|
<l D%l P [[ul [V D%l |4Vl

= ul[* [[Vul[2 || D?ull.
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Entao,

d
VUl + 2| D] < 2[Jul [V | Vul 2 || Dl

Agora, fixe t; € FE. Integrando de t; a t, obtemos
t t

IVu(O)IP+2u [ 1D2u(s)I ds < [[Fu(t)|+2lfuoll 2 [ ([Fu(s) 121 D?u(s)]? ds, ¥ > b
t1 t1

Observe que da definicdo de ¢y e da desigualdade ({3.11]), temos

o]/
(2pito)'/*
2|Juo|
(244 (1 + [ o)/
[|uol|
1+ [[uoll

2l uol|Z[Vu®II"? < 2ffuol[?

< u.
Ademais, por continuidade, existe 5 >0 tal que
2 uo|[Y2||Vu(t)||V? < 2u, Yt € [t t, + 9]
Logo, pela desigualdade anterior,
IVa(@)l] < [[Vu(t)Il, ¥Vt € [t + ).

Isto nos mostra que [t1, %1 + 5] C FE. Desta forma, este argumento pode ser repetido de modo
a escolher t; + & como “ponto inicial”. Seguindo o raciocinio, inferimos que ¢t € E para todo

t > ty. Assim, ja que ty > t; tem-se que

2
Vu(t 2§M,Vt2to.
1
2/Lt0
Portanto,
2
Vap < Ml
2/Lt0
[|uo|]?
[24p=4 (1] |uol])*]
2
_ gty 1 ( o] )
(1 + [Juol[)? \ 1+ [|uol|
9-2,,2 2
< (= H ) visq,
1+ [[uol|
Isto é,
IVu(o)l < 2 g > (3.15)
ul(t 2>t .
S 14 fugl] T
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Agora, multiplicando a identidade de energia ((3.2)) por (¢ + 1)*")* obtemos

d * * *
pr &+ D) u(@)]P] + 20t + 1)Vl = (a(r®) +8)(t + 1) fu(t)| .

Integrando de ¢ até t:

t
(t+ D) Ju(t)]]? + 2#/ (s + 1)U Vul[* ds
to

= (1o + 1P i)+ (@) +6) [ (54 1 fu(s)] 2 ds

to

t _ i
S (tO + 1)a(r )+6||u0||2 —|—C(CM(T*) +5)/ (S—|— 1)a(r )+(5—1—mm{%+r ,g} ds

to

Ent3o,
a(r* ¢ a(r* C *
(t+ D)2+ 20 [ (5 + 1TVl ds < e, + @) +0)(E+ 1),
0

Ou seja,

t
(t+ 1)+ (1) + 2M/ (s + 1)+ | Vu|2 ds < et + 1)°. (3.16)

to

Onde ¢ depende de ||ug]|z2, to, §, a(r*) e da constante do teorema 3.2l Uma vez que
d 2 2,112 2
21 Vull” + 2u][ D7l " < 2full [[Vull [[D7u|.

Entdo, multiplicando por (¢ 4 1)*(")+3+1 obtemos

d * *
% [(t + 1)a(r )JﬂHleu(t)Hﬂ + 2N<t + 1)a(r )+6+1HD2UH2

< (a(r*) + 0+ 1)(t+ 1)U Vu@)]]P + 208 + DO ][V ||V [V [ DPul .

Integrando de t, até t:

t
(t+1)a(r*)+6+1||vu(t)||2+2’u/ (8+1)a(r )+5+1||D2u||2 ds
to
t
< (1 + 1 |Tulto) [P+ [ (5410 Vu(s)|* ds
to

t
+2IIUOH1/2/ (s + 1) |Tu|[V2 [| D2l |* ds.
to

Note que

2| [uo| V2| Vu(t)||V? < 2||U0||1/QW

Entao,

t
(t+ )T Tu(t)]? + u/t (s + 1) D2u(s)|]* ds
0



39

t
< (to + 1)U | Tu(to)||* + c/ (54 1)+ | Tu(s)||? ds.
to
Pela equacdo ([3.16)), temos

(t—i— 1)a(r*)+6+1||vu<tm2 < (t0+ 1)a(r*)+6+1 )

274/1“4
-_ t+1
T+ o T

< cte(t+1)Y <c(t+1).

Ent3o,
[[Vu(t)||? < et + 1)_°‘(r*)_1.

Isto é,

[Vu(®)|]? < e(t+ 1) E30 v ¢ > 4,

Sendo ¢ uma constante que depende de ||uo||f2, o, §, a(r*) e da constante do teorema [3.2]
]
A seguir, vamos comparar a evolucdo das solucdes u(-,t) para as equacdes de Navier-Stokes

com as solucdes da equacao do calor com os mesmos dados iniciais.

Teorema 3.4. Sejam u solucio fraca do problema e 1 a solucido da equacdo do calor,
com r*(ug) = 1*, o carater de decaimento de ugy, com —% < r* < oco. Entdo, para todot > 0,

segue que

u(t) — ()2 < et + 1) {5 2r3),

Ou seja, a solucdo u das equacdes de Navier-Stokes € assintoticamente equivalente a solucdo

da equacdo do calor com os mesmos dados iniciais.
Demonstracao: Note que, por Duhamel,

u(t) = el ug — /Ot AP div(u @ u)(s) ds,
onde PP é o Projetor de Leray. Entdo, temos que

t
u(t) = etAU=t)y (tg) — / MR div(u @ u)(s) ds

to

Assim,
t
[u(®) —a®)|] < / |2 IP div(u @ u)(s)|| ds
0
t
< / 116449 dip(u @ u)(s)|| ds
0

t/2 t
— [T+ [ —h+h
0 t/2

Agora, vamos estimar [; e I5.
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|. Estimativa para 1, com ¢ =c(u) >0

Temos que |[e2E=9)Q(s)|| < c(t — )17 2||u(s)||2, onde Q(s) é a parte n3o linear de

(3.1), Q(s) = (u- V)u. Entéo,
t/2 t/2 s
L :/ |[e#2E=) (y - V)ul| ds < c/ (t —s)"4||u(s)||* ds.
0 0
Mas, pelo teorema [3.2) ||u(s)||* < ¢(t + 1)), Entso,
t/2 .
L < c/ (t— )" (s + 1)70) gs.
0
Note ainda que,

t
2

N |+

t
S t—s>t— —
- 2

st > t
— 8 —
-2
t —5/4
& (=97 < (3)
RN (t _ S)_5/4 S t_5/425/4.
Ent3o,
t/2 *
L < ¢ t_5/425/4/ (s+1)7°0) ds
0
¢
< M t_5/4/ (s+1)7") gs
0
= 2%/ oo/ /tH s~ (s
t
= 7" = —1, entio ar*) =1
L < ct™4n(t+1)
< et n(t+e)

< k(t+ 1)_5/4 para todo ¢ > t;.

= 3 << —% entdo a(r*) =3+ € (0,1)
¢
1 —a(r)
ct=5/4¢ + 1)~ ()

L Ot + 1) et

IN

k(t4 1)+ 1) G+

IN

k(t+1)"G*) para todo t > ;.

IN



41

u 7*> g entao
1 3
—§<7”*< l:>04(7“*)—§+7”*

ou

r>1=a(r) =3

No primeiro caso,

L < k(t+1)" (G+r)
1
< k(t+ 1)_3, pois 7 > —3
Para r* > 1:
c .
Z’ < 71575/4 t 1 1704(7‘ )
YT 1—a(m) (t+1)

< et A4 1)732

L < c(t+ 1)_11/4 < (t+ 1)_5/4 para todo ¢t > t;.

De modo anélogo, vamos estimar Is.

. Estimativa para Iy, com ¢ =c(u) > 0

Observe que, pelo teorema [2.11}, temos

<

t
L < / (t— )" H|(u- V)ul|1 ds
e [t =9 I [IVa(s) s

Pelo Lema 3.3 temos que

a(r* B(r™)

s+ 1)

sl

t
12§c/ (t—s)"4(s+1)" ds,
t/2
onde B(r*) =1—a(r*),Vr e (-2, ). Dai,
t
I, = c/ (t— s)_%(s—i— 1)_O‘(T*)_% ds
t/2
1 t .
< ¢ 200+ (¢ 4 1)l a/ (t—s) 1 ds
0
Entdo, integrando obtemos

I

IN

c 20&(7"*)—‘,—% 4(t+ 1)—a(r*)_%t1/4
¢ ¢l -3+1)

IN

< e(t+ 1)_"”‘”{g 17} para todo t > t; := 2t
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Agora para t < ty, temos

(¢ + 1) ) —a@)]] < (6 + D™ ()] + lae)])

IN

c(l|uol] + [luol]) < c.
Logo, a desigualdade vale para todo ¢ > 0.

Dessa forma, obtemos que

w Sert < —%, entdo I, < c(t + 1)7(%”*)

ot

= Ser* € [~11], entdo I, < c(t + 1) G+ < ¢(t + 1)~
11

» Ser*>1,entdo [ <c(t+1)" 7

: 7 * 5
Portanto, I < c(t + 1)*””"{3” ’1}, para todo ¢t > t;.
Uma vez que, para [;(t) temos a mesma estimativa acima e como j& mencionamos o caso

em que t € [0,t1] segue que

u(t) —a(t)|]* < et + 1)*"“'”{%2’"*’%}. para todo t > 0.

O teorema a seguir nos da uma estimativa inferior.

Teorema 3.5. Sejam u solucio fraca do problema er*(ug) = r*, o carater de decaimento

de ug, com —3 < r* < 1. Entdo, temos que
[u(®)|[72 = oft + 1)~ 7).
Demonstracao: Temos que
|a@)]] = [l& — u~+ul] < [ = ul| + [[u]|

Entao,
lu@I = [la(®)]| = [[u(t) — a@)]]
Logo,
|ul)|| > ea(t + 1) G — ¢ (¢ + 1)~ G2 com ¢y > e
Agora, observe que s6 teremos uma estimativa inferior quando o decaimento de (-, t) for

mais lento do que o da diferenca u(t) — u(t), pois, desta forma, ||u(t)|| > 0. Dai, para isto

ocorrer, devemos ter
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Portanto,

. 3
[u(t)||* > et + 1)_(%” ), para r* € (—2, 1} , para todo t > 0.
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