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RESUMO

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucdo para o sistema de Schrodinger-Poisson
em dimens3o dois, a qual foi obtida a partir de sequéncias de Cerami, que foram utilizadas
para encontrar uma solucdo de energia minima do tipo Nehari e uma solucdo ndo trivial,
ao aplicar o Teorema do Passo da Montanha. O sistema escolhido para se realizar o estudo
foi tomado como sendo axialmente simétrico, isto é, o potencial V(x) e a funcdo ndo linear
f(z,u) sdo axialmente simétricos em z. Além disso, f(x,u) é assintoticamente clbica em w.
Caracteristicas essas que trazem relevancia ao estudo, uma vez que as funcées com simetria
axial s3o mais gerais que funcdes com simetria radial. Outro aspecto que torna esse trabalho
importante é que existem poucos trabalhos considerando o sistema de Schrodinger-Poisson em
dimensdo dois e axialmente simétrico, bem como, ele complementa as literaturas que estudam

o sistema em dimens3o trés.

Palavras-chaves: schrodinger-poisson; potencial de convolucdo logaritmica; funcao

axialmente simétrico; solucdo de energia minima.



ABSTRACT

In this work we study the existence of a solution for the Schrodinger-Poisson system
in dimension two, which was obtained from Cerami sequences, which were used to find a
minimum energy solution of the Nehari type and a non-trivial solution, when applying the
Mountain Pass Theorem. The system chosen to carry out the study was assumed to be
axially symmetric, that is, the potential V' (x) and the nonlinear function f(x,u) are axially
symmetric in x. Furthermore, f(x,u) is asymptotically cubic in u. These characteristics bring
relevance to the study, since functions with axial symmetry are more general than functions
with radial symmetry. Another aspect that makes this work important is that there are few
works considering the Schrodinger-Poisson system in dimension two and axially symmetrical,

as well as, it complements the literature that studies the system in dimension three.

Keywords: schrodinger-poisson; logaritmic convolution potential; axially symmetric function;

least energy solution.



LISTA DE SIMBOLOS

WN Denota o volume da bola N-dimensional;

f*g Denota convolucdo das funcbes f e g, donde

(Fg)@)i= [ Flo = y)aly)dy:

R?
B(z,r) B(x,r) = {2z € R*/|z — 2| < r};

Au Denota o Laplaciano de u;

u™ Denota a parte positiva de u, que é a funcdo u™ : X — R tal que

ut(z) = max{u(x),0}, sendo X um conjunto qualquer;

u Denota a parte negativa de u, que é a funcdo v~ : X — R tal que

u~ (z) = min{u(z),0}, sendo X um conjunto qualquer;
A° Complementar de A;

1p Denota a funcdo indicadora de B, que é designada pela funcao

1, sexe B,
lg: A—=R; 1p(x) =

0, sexe€ B¢

sendo A um conjunto qualquer e B C A;

o(g) Se f =o(g), entdo lim,_,,, “gg))f = 0;
[wll e @) Denota a norma de uma funcdo u no espaco LP(2);
CcH(Q) Denota o conjunto das fun¢des continuas que possuem derivada de primeira

ordem continua;

Q) Denota o conjunto das fun¢des continuas que se anulam fora de um
conjunto compacto, além de que a derivada de todas as ordens sao

continuas;

H'(Q) Denota o espaco de Sobolev W12(Q), isto é, é o conjunto de todas as

funcdes u € L?(f2) que possuem derivada fraca;



Up, — Ug

q.t.p

Denota que X é imerso continuamente em Y;
Denota que X é imerso compactamente em Y';
Denota que u,, converge fraco para uma funcao wuy;

Quase todo ponto.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de fazer um estudo detalhado do
artigo (CHEN; TANG, 2019)), bem como evidenciar sua relevancia para a literatura. Para este
propdsito, faremos um estudo preliminar do problema de Schrédinger-Poisson com a presenca
do termo logaritmico. Precisamente, estudaremos o sistema planar de Schrodinger-Poisson

exposto abaixo

—Au+V(z)u+ Apu = f(z,u), z€R? a1
Ap =u?, x€R?

emque A € R,V € C(R? (0,00)) e f € C(R* x R,R). A partir desse sistema obtemos a

equacdo integro-diferencial
—Au+V(x)u+ o u = f(z,u), z€ R?, (1.2)

donde ¢, estd sendo mostrado abaixo. Nesse sentido, estudaremos a existéncia de uma
solucdo de energia minima do tipo Nehari, como também, obteremos uma solucao nao trivial
ao aplicar o Teorema do Passo da Montanha para a equacao integro-diferencial.

O sistema ([1.1) é um caso particular do sistema N-dimensional de Schrédinger-Poisson

—Au+V(z)u+ Apu = f(x,u), z€RN,
Ao =u?, xRV,

que é combinacdo de duas equaces famosas, a equacdo de Schrodinger, que tem muita
influéncia na mecénica quantica, e a equacao de Poisson. Como mostraremos adiante, de
modo a estudar o problema (1.1)) via métodos variacionais, precisaremos analisar o seguinte

kernel integral logaritmo que aparecerad no funcional energia

1
G2a(@) = 5= [ | — ylu?(y)dy.
™ JR2

Note que o termo In presente em ¢, , esta mudando de sinal e ndo tem limitacdo alguma,
logo teremos dificuldade de ter controle sobre ele.

Todavia, a principal propriedade dessa pesquisa é abordar o caso em que o potencial V()
e a funcdo ndo linear f(x,u) sdo axialmente simétrico em = e f(z,u) é assintoticamente
clbica ou superctbica em u, em vez do caso donde as funcdes sdo de simetria radial, ja que

além de ter sido pouco explorado na literatura traz consigo a caracteristica de ser mais geral
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que a simetria radial. No entanto, optar por esse tipo de funcional tem como consequéncia
a n3o compacidade ao incorporar o espaco das funcdes de simetria axial ao espaco L*(R™).
Além de n3o podermos utilizar o Principio de Concentracao-Compacidade de Lions, uma vez
que as funcdes axialmente simetricas ndo sdo Z>-invariantes.

O desenvolvimento desse trabalho estd organizado em dois capitulos. O primeiro capitulo
é iniciado apresentando o sistema de Schrodinger-Poisson N-dimensional e fazendo uma
breve discussdo acerca das equacoes que o compoem. Ademais, é exibido o funcional energia
associado ao sistema. Depois fixamos o caso planar e definimos a norma e espaco para se
procurar solucdo e, logo apés, mostramos a boa definicdo deles.

O segundo capitulo comeca apresentando o sistema de Schrodinger-Poisson axialmente

simétrico em dimens3o dois e, em seguida, é exibida as seguinte hipdteses sobre V' e f:

(Vo) V € C(R%R),inf,cpz V(x) > 0 e V(x) := V (x1,75) = V (|a1],|22|) para todo
x € R?%:
(V1) Existe uma sequéncia (t,) C (0,00) de tal modo que t,, — 0o e

t*l
Vi)

< OQ;
z€R2 neN V(I) ’

(F) feC® xR R), f(x,t) = f(x1,22,t) = f (|21, 72| , 1) ,V(x,t) € R? X R e existe
uma constante Cy > 0 e p € (2,00) tal que
@) <Co(1T+[tPY), Y(z,t) eR*xR;
(Fy) f(x,t) = o(|t]) quando t — 0, uniformemente em z € R?,

. F(z,t
(F3) lnf:ceRZ,t;éo(tQ)

(Fy) Existe # € [0,1) de tal modo que

) fan] ]
= Ok 1 I(1—1t)+0V(x) )2
(F5) Existe 5 > 0 tal que

f(z, )t —4F(z,t) > —4pt%, V(x,t) € R? x R;

> —00;

’|

>0, VreR%t>0,7#0;

(Fs) f(z,t) — a(x)t® = o(Jt|*) uniformemente em = € R? quando |[{| — oo, onde
a € C(R?,[0,00)) é axialmente simétrico;
(F7) Existem k> 1,¢9 > 0 e Ry > 0 tal que
@, O < colt]” [f(a, )t — AF (2,1) + 48], V(z,t) R xR, [t > Ry;

(F3) Existem ¢; > 0,R; > 0e v € (0,2) tais que

1 1

F(z,t) < (4 - cl|t|l’> f(z, t)t paralt| > Ry.
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A seguir, apresentaremos os trés Teoremas que sdo os resultados referentes ao problema.

Teorema 1.1. Suponha que V' e f satisfazem|(Vy)} [(V1)| e|(F1)H(F4)} Entdo a equacdo (1.2)

tem uma solucdo ug € E.s tal que ®(ug) = infyr ® > 0.

Teorema 1.2. Suponha que V' e f satisfazem (Vy)|, [(V1)] [(F1)R(F3), |(F5)| e [(Fs)l Entdo a

equacio (1.2)) tem uma solucdo nio trivial ug € E,;.
¢ ¢ 0

Teorema 1.3. Suponha que V e f satistazem |(Vo)|, (V1) [(FOH(ES)) |(F5)| e |[(F7)l Entdo a

equacido ([1.2)) tem uma solucdo n3o trivial ug € E,s.

Nossa abordagem para demonstrar os teoremas acima é baseada em procurarmos
sequéncias minimizantes de Cerami para provar a existéncia de solucdo de energia minima.
Além disso, para provaremos a existéncia de solucdo ndo trivial usamos o Teorema do Passo da
montanha. Como também, mostraremos o principio de criticalidade simétrica de Palais o qual
nos possibilita encontrar solucao no espaco geral, isto é, sem a hipotese de que o potencial é

axialmente simétrico.
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2 O SISTEMA DE SCHRODINGER-POISSON

Neste capitulo, iremos discorrer sobre o sistema de Schrodinger-Poisson N-dimensional,
assim como, apresentar seu funcional energia e explicitar o espaco adequado para se obter
solucdo. Além de demonstrar os pré-requisitos para que o espaco esteja bem definido no caso
do sistema planar. Logo apds, daremos énfase no caso planar que é o foco do nosso trabalho.

O sistema de Schrodinger-Poisson exibido abaixo é constituido pela combinacdo de duas
equacdes importantes, a equacdo de Schrodinger e a equacdo de Poisson,

—Au+V(z)u+ Apu = f(x,u), xRN,
(2.1)
Np=u? xRV,
donde A € R,V € C (RN, (0, oo)) e f el (RN X R,R). E pertinente ressaltar que
tem bastente influéncia em modelos de mecanica quantica, como os retratados nos
trabalhos (BENGURIA; BREZIS; LIEB, |1981), (CATTO; LIONS, [1993) e (LIEB, 1981)) e na teoria
de semicondutores, como os apresentados em (BENCI; FORTUNATO, 2002) e (LIONS, |1984).

A primeira expressao do sistema é a equacdo de Schrodinger, que é bastante influente

na mecanica quantica. A solucdo do sistema estd associada com a onda solitaria de ansatz

Y(x,t) = e u(x) para o sistema

—ithy — A+ E(2)) + Ay = f(z,¢),  em RY xR,

A= [, em RV xR,

de tal forma que ¢ : R¥ x R — C é a funcdo de onda que descreve o comportamento de um
sistema quantico, V(x) = E(x) + u, em que FE(x) é um potencial externo real e i € R, além
de que A € R é um parametro, ¢ representa um potencial interno para uma auto-interacao
nao local da funcdo de onda e o termo nao linear f descreve o efeito de interacao entre muitas
particulas.

A segunda express3o é a equacao de Poisson, que é uma equacao diferencial parcial eliptica
que possui varias aplicacdes na fisica. E bem conhecido que a solucdo da equaco de Poisson

esta relacionada com a solucao fundamental da equacao de Laplace

1
—1 N =2
5 n x|, ,

Ty(z) =427 . (2.2)
=z, N>
NE— Nyt N2,
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em que wy € o volume da bola unitaria N-dimensional. Dai, a solucdo da equacao de Poisson

é a convolucao
onal@) = (Cy v ) (@) = [ Ta(e —y)ud(y)dy. (23)
Nesse sentido, ao substituirmos ([2.3) na primeira expressdo do sistema (22.1)), obtemos a

seguinte equacao integro-diferencial
—AU+V(:E)U+)\<FN*U2)U:f(l‘,u), reRY. (2.4)
Ent3o, o funcional energia associado a ({2.4) sera

J(u) = ;/RN (|Vu|2 + V(x)u2) dx + 2 /RN N dr — /RN F(z,u)dx, (2.5)

sendo que F(z,t) := [i f(z,s)ds.

2.1 O SISTEMA DE SCHRODINGER-POISSON EM DIMENSAO DOIS

O sistema planar de Schrédinger-Poisson terd por (2.2)) e (2.3)) o seguinte funcional de

convolucdo
1
o) = — In |z — ylu?(y)dy. 2.6
G2(2) = 5= [ Inle = ylu?(y)dy (2:6)
Observe que ¢9, é ilimitado e muda de sinal, em virtude desse funcional se comportar
como 5-||ul|3In|z| no infinito. Entdo, (2.5) ndo estd bem definido em H* (R?) ainda que
V € L™ (R?) e infgz V > 0. Logo, ndo podemos utilizar os mesmos métodos variacionais que
sao usados quando N > 3, no sistema abaixo

—Au+V(x)u+Apu = f(z,u), = €R? (2.7)

Ap=u? xR
Por esses motivos que o caso planar nao foi tao estudado e é isso que enriquece o
desenvolvimento do nosso estudo.
De agora em diante, em vez de considerarmos ([2.1)), iremos trabalhar somente com a
equacdo de Schrodinger-Poisson em dimens3do 2, e reescalonado podemos admitir que

para A = 1, obtemos
—Au+ V(z)u+ (Fg * u2) u=f(r,u), z¢€R%. (2.8)

Lembrado que como o funcional ({2.6)) estd acompanhado do logaritmo neperiano, temos que o

espaco de Hilbert H'(IR?) n3o é adequado para encontrar a solucio do problema em quest3o.
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Nesse sentido, inspirado por (STUBBE, [2008)) e (CINGOLANI; WETH, 2016)), provaremos que o

espaco apropriado para ser a estrutura variacional de (2.8)) é o subespaco de H'(IR?)
E = {u cH' (RQ) : / In(1 + |z|)u’dz < oo} : (2.9)
RQ

Defina para qualquer funcdo mensuravel u : R? — R, o seguinte produto escalar e norma

(u,v), = /R2 In(1 + |z|)uvde, (2.10)
ul|? = /IR In(1 + |2|)u2dz € [0, 00, (2.11)
Seja V € L™ (R?) tal que infgz V' > 0. Definamos o produto escalar e a norma em H' (R?)
como sendo
(u,v) = /R2 (Vu - Vo + V(x)uv)dz (2.12)
e

]| = (/R (1Vul + V(2)a?) dx)l/z. (2.13)

Ent3o, definiremos a norma em £ como sendo
1/2
Jullz = (HuH2 + HUHi) :

isto €,

Julle = ([, [Vl + V@2 + In(1 + Jol)u] d;,;)l/Z. (2.14)

2.2 A FORMULACAO VARIACIONAL

Esta sec3o foi inspirada por (CINGOLANI; WETH, 2016) e (BUFOLO, [2018). Primeiramente,

iremos mostrar que e s30 normas para concluirmos que é uma norma.
Em virtude de ||u? = (u,u). e ||u]|* = (u,u), provaremos que e estdo bem
definidos, isto é, (u,v), e (u,v) s6 assumem valores finitos e sdo produtos internos.

Depois disso, nosso préximo passo serd fazer algumas demonstracoes prévias aos quais
comprovem que seja o espaco apropriado para buscar as solucdes da equacao , que
estd associada ao sistema (2.7)), isto é, o espaco pretendido tem que ser um espaco vetorial

munido de uma estrutura métrica e precisa ser completo.
Proposicao 2.1. Sejam u,v € E. Entao

‘/ In(1 + |z|)uvdz| < oco. (2.15)
R2
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Demonstracdo. Note que pela desigualdade de Holder, obtemos

dx

In(1+ |z])20

‘/R? In(1 + \w[)uvdw’ < /]RZ | In(1 + |z|)uv|dz
- /R (1 + J2))3u
: :
< (/ In(1+ \x|)u2da:) (/ In(1+ |x!)1)2dx)
R2 R2
< 00,
em razdo de u,v € E. O
Proposicao 2.2. (u,v), é um produto interno em E.

Demonstracdo. Como ([2.15) é satisfeito, teremos que mostrar somente a simetria,

bilinearidade e positividade. Tomemos u,v € F e a € R.
1. (Simetria)
(u,v), = /R2 In(1 + |z|)uvdx
= /R2 In(1 + |z|)vudx
= (v, U)s.
2. (Bilinearidade)
(u+ av,w), = /]1@2 In(1+ |z|)(u + av)wdx
= /RQ In(1 + |z|)uw + Oz/R2 In(1 + |z|)vwdzdz
= (u, w), + av, w),.
E anélogo para provar que (u,w + av), = {u,w), + a(u,v),.
3. (Positividade) Obviamente,
(u,u), = /R? In(1 + |z|)u*dz > 0,
pois u? e In(1 + |z|) s3o n3o negativos. E caso
(u,u), = /R2 In(1 + |z|)u*dzr = 0,

podemos afirmar que In(1 + |z|)u?(z) = 0, gq.t.p em R?, assim, In(1 + |z]) = 0 n3o
pode ocorrer, pois implicard que |z| = 0 e {0} é um conjunto de medida nula. Portanto,

u? =0, q.t.p em R? entdo u =0 € H' (R?).
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Portanto, (u,v), estd bem definido. O
Temos que a norma usual em H'! (R?) é proveniente deste produto interno
(U, v) g1 (r2) :/ Vu - Vvdm+/ uvdz.
R? R?
Proposicao 2.3. (u,v) é um produto interno em E.

< 00. Note que

Demonstracdo. Como u,v € H' (R?), inferimos que ’(u, V) 1 (R2)

[(u,v)| = / (Vu - Vv + V(z)uv)dz

= / Vu - Vvdx+/ x)uvdz

dx

< Vu Vudz 4 sup V(x )/ v
R2

zeR?

§max{1 sup V(x }(/ |V - Vv|d93+/ |uv|das>
z€R2

= max {1, sup V(x)} ‘(u, V) B (R2)

rER2

< oQ.

Sejam u,v € E e a € R.
1. (Simetria)
= . d
(u,v) /]Rz Vu - Vv + V(zx)uvdz
= / Vv - Vu+ V(z)vude
R2

= (v, u).

2. (Bilinearidade)

(u+ av,w) 2Vu+ozv Vw + V(z)(u + av)wdz
= / (Vu+aVu) - Vw + V(z)(u+ av)wdz
= / Vu - Vw+ aVu - Vu + V(z)uw + aa(z)vwde
/ Vu - Vw + V(z)uwds + a/ Vv - Vw + V(z)vwdz

= (u, w) + a{v,w).

E anélogo para provar que {(u,w + av) = (u, w) + a(u, v).
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3. (Positividade)
(u,u) = /R2 (Vu - Vu+ V(z)uu) dx
— /R2 (|Vu\2 + V(m)uQ) dx > 0,

ja que V € C'(R?,(0,00)) é positivo.

Por outro lado, se (u,u) = 0 entdo [z |Vul*+ V(z)u?dz = 0 e pelo fato de |[Vu|* > 0

e V(z)u? > 0, podemos concluir que [Vu| = 0 e u =0 g.t.p em R?, pois V > 0.
Portanto, (u,v) é, de fato, um produto interno. O

Agora, mostraremos que F é um subespaco vetorial de H! (R?), ou seja, dados o, 3 € R e

u,v € E implica que au + fv € E e em sequéncia provaremos que E é um espaco completo.
Proposicdo 2.4. F é um subespaco vetorial de H' (R?).

Demonstracdo. Perceba que tomando «, 5 € R, inferimos que por u,v pertencerem a E e

por (2.15)) que

[, (1 + lel) (o + 6o (@)] da
/R2 ln 1+ |z)(o*u ( )+ 20u(x)pu(z) + 5%2(@} dz

—a? [
RQ

+ 52 s In(1 + |z|)v ( )dx

(1 + [2|)u2(z )dx+2a5/R2 In(1 + |x|)u(m)v($)} dz

< o0

Logo, segue o resultado. O

Utilizaremos o espaco de Lebesgue ponderado L? (R?* M, ;) para mostrar que F é

completo, cuja medida sera definida a seguir. Considere
p: M — [—o0, 400]; /ln1+|x|

em que M é uma o-algebra de Lebesgue em R2. Antes de prosseguir devemos mostrar que

é uma medida.
Proposicdo 2.5. ;1 é uma medida sobre R?.

Demonstracdo. Seja A € M.
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1. Usaremos a definicdo de integral de Lebesgue, entdo precisamos argumentar que p é

ndo negativa para concluir que u(f)) = 0. Como In(1+ |z|) é n3o negativa, infere-se que
u(A) :/ In(1 + |z|)dz > 0.
A

2. Seja A; uma familia disjunta contavel de membros de M. Dai,

“ <§A> - / ., L+ |e])dz

i=1“M

= Z/A In(1 + |z|)dz

=1 ?

Portanto, obtemos o resultado. O

Por consequéncia da Proposicdo , temos que (R% M, ;) é um espaco de medida.
Lembrando que uma funcao mensuravel no que se refere a um espaco de medida, s6 depende
da o-algebra do espaco. Nesse sentido, uma funcdo é (R? M, p1)-mensurdvel se, e somente
se, é Lebesgue mensuravel. Além do mais, o fato de pudermos escolher o espaco de Lebesgue
ponderado L? (R?, M, ;1) é em razdo da ||u|z2(r2,m,) = ||ull«, € essa igualdade sera provada

logo abaixo.

Proposicdo 2.6. Se u: R* — R é uma fungdo Lebesgue mensuravel, entdo ||ul|p2r2 ) =

[l

Demonstracdo. Para mostrarmos que ||| 2(r2,pm,) = ||u]|«, devemos mostrar que

/Aud,u = /Aln(l + |z|)u(x)dz,

sendo que A € M. Seja A; uma familia disjunta contavel de membros de M e consideremos
u = Y o;ly, donde a; € R. Desse modo, pela funcdo indicadora e pela definicao da

integral de Lebesgue dessa mesma funcao, infere-se

d :/ Aad
/ udn [ S aitady
= (Z OéilAi> lAd[L
TR ;=1

=/ > ailanadp

R? i

=Y ai [ Tanadn
i=1 R?
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Dai, novamente pela funcdo indicadora e pela definicdio da integral de Lebesgue em

subconjuntos mensuraveis, temos
/Audu zn: ;i (A;NA)

:Z&i//;, In(1 + |z|)dx
_ zn;a/R In(1+ [2])1anade
:iai/R In(1 + |2[)1a,1ade
_ i o [ (1 a1,
_/ln + |z|) ZallAld:c
:/Aln(1—|—|x|)u(x)dx. (2.16)

Agora, consideremos que u é uma funcdo mensuravel ndo negativa. Assim, pela propriedade

de funcdes simples, temos que exite uma sequéncia ndo decrescente (u,) convergindo para

u(x) q.t.p em R2. Ent3o, (2.16)) implica que
/ udp = lim/ Upd i
A A
— lim /A In(1 + |2])un(2)dz
- / In(1 + |2|)u(z)dz. (2.17)
A

J& que as funcdes u™ e u~ sdo positivas por definicdo, In(1+ |z|) é ndo negativa e vale (2.17)),

podemos afirmar que
/Aud,u:/ u+du—/ wdy
/ (1 + |a)ut(z )dx—Aln(1+]x\)u’(x)dx
/ (In(1 + |2)u ))+dx—/A(ln(1—|— le|u(x))~ do
- / (1 + |2])u(z)dz.

Portanto, concluimos que

| 22 pm ) = (/R2 uzd,u>
— (/A In(1+ |:)3|)u2(:75)0l93>2

= [lull-,
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no que segue o resultado. O]
Proposicao 2.7. O espaco E munido da norma |u||z é completo.
Demonstracdo. Note que a partir da Proposicéo [2.6] deduz-se

L? (RQ,M,M) = {u : R? —HR;/R2 lul? < oo}

u:R? = R; [|uf} < oo}

{
{u:R? = R [Juf]? < 0o}
{

u:R? = R;In(1 + |2|)u?(z)dz < oo} (2.18)

Como (R?, M, ;1) é um espaco de medida, podemos concluir pelo Teorema de Riesz-Fischer
que L? (R?, M, 1) é um espaco de Banach, e em particular é um espaco completo. Ent3o,

(2.18)) nos traz
E— {u e H' (R?): /R2[1n(1 + |2])ulde < oo} — ' (R?) N L2 (R, M. p1).

Portanto, £ é um espaco completo. O
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3 O SISTEMA DE SCHRODINGER-POISSON AXIALMENTE SIMETRICO EM
DIMENSAO DOIS

Lembrando que o sistema que estudaremos sera

—Au+V(z)u+ Apu = f(z,u), =z €R?

(3.1)
A¢p =u? 1z €R?
e sua respectiva equacdo sera
—Au+V(x)u+ (Fg * u2) u=f(r,u), xR~ (3.2)

Perceba que o potencial V' € C(R? (0,00)) e f(x,u) sio assumidos como sendo
obrigatoriamente axialmente simétrico.

A simetria axial é mais geral que a simetria radial, como haviamos mencionado na
introducdo desse trabalho, e essa afirmacao sera demonstrada abaixo. Lembrando que dada
uma funcdo h qualquer, temos que h é axialmente simétrica no plano quando h(zi,zs) =
h(|z1], |x2|) e h é radialmente simétrica no plano quando h(z) = h(|x|) = h(|(z1, x2|).

Afirmamos que a simetria radial implica na simetria axial.

De fato, note que

h (w1, 22) = h(|x])

—~

(21, 22)])
\/x%—l—mg)

21 +122P)
| (] s [22])1)

‘»’Ul‘ ) ‘1’2’) .

h
h

h

7~/ N 7 N

h

—_—~ o~

h

Porém, a simetria axial ndo implica na simetria radial, como por exemplo acontece na funcao

h(z1,22) = |x1] + |22/ que é axialmente simétrica mas n3o é radialmente simétrica, ja que

h(1,2) = 1] + 2> = A(1], |2])

no entanto, mesmo que |(1,2)| = V12 + 22 = /22 4+ 12 = |(2, 1), temos que
h(1,2) =1+ 2P =5#3=2+1%=h(2,1).

Agora, exporemos as hipdteses que serdo utilizadas no problema, como também, o espaco
apropriado para se buscar solucdes e, logo ap6s, explicitar o problema que serd proposto em

trés Teoremas.
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Segue abaixo as hipéteses a respeito de f e V.

(Vo) V € C(R?,(0,00)), infuepe V(z) > 0 e V(z) :=V (z1,22) = V (|21, |72|) para todo
x € R?%:

(V1) Existe uma sequéncia (t,) C (0,00) de tal modo que ¢, — oo e

t*l
Vi)

< OQ;
r€R2 neN V(fL’) ’

(Fl) f ecC (RQ X RvR) 7f(x7t> = f(l'l,flfg,t) = f (|‘7;1| ) |ZE2| 7t> 7V($,t> S RQ X R e existe
uma constante Cy > 0 e p € (2,00) tal que
@) <Co (14 [tF7Y), V(at) e R xR;

(Fy) f(z,t) = o(]t|) quando ¢ — 0, uniformemente em = € R?

. F(x,t
(Fg) lnfxeﬂ@,t#() (752) > —00
(Fy) Existe # € [0,1) de tal modo que
t 11—
f(f;ﬂ - féf;);)] sinal(1 — ) + 0V (z). Tk >0, VeeRLE>0,7£0;

(F5) Existe 5> 0 tal que
flz, )t —4F(z,t) > —4Bt, V(x,t) € R? X R;
(Fs) f(z,t) — a(x)t® = o(|t|*) uniformemente em = € R? quando |[t| — oo, onde
a € C(R?,[0,00)) é axialmente simétrico;
(F7) Existem k> 1,¢9 > 0 e Ry > 0 tal que
[, O < colt]™ [f(a, )t — AF (2,) + 48], V(x,t) € R* xR, [t > Ry;

(Fg) Existem ¢; > 0,R; > 0e v € (0,2) tais que

1 1
F(z,t) < (4 — cl|t|l’> f(z, t)t paralt| > Ry.

Observacdo. Se V for limitada ou monétona, isto é, V € L™ (R?) ou V(tz) < V(z),
em que t € (0,1] e z € R?, temos por que é satisfeita. Além disso, também
existem funcdes ilimitadas e ndo monétonas que satisfazem e [V1)} como por exemplo,
V(z) = 1+ |ag| [1 + sin? (7 |21|)] com ¢, = n. E dbvio que essa funcdo V(z) verifica e

|72
n

para perceber que verifica [(V})| basta notar que o numerador da fracdo abaixo tende para 1
Vi) _V(E) 1+

- {1 + sin? (ﬂ%)}
V(z) V() 14 |ao|[14sin? (7|z])]

Exemplo 1. fi(z,t) = b|t|P~%t com b > 0 e p > 4 satisfaz |(F})H(F3) e |(F5)l
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De fato f; satisfaz [(F}), pois é imediato que f; é axialmente simétrica e, perceba que

dado C > 0, obtemos
|fi(z, t)] = [BJt[P~2t] = bt~ < C+ [t~ < Co(1 + [tP), sendo que Cy = max{C,b}.

Assim como, f; satisfaz |(F>)] ja que

p—2

lim b|¢[?~* = 0.
t—0 |t| t—0 ]t‘ t—0

b
Além disso, f; satisfaz|(F3)|, pois como Fi(z,t) = —|t|?, segue que
p

Fi(x,t b |t|P b
e DY e P [t} > 0.
zC€R2,t£0 12 z€R2,t£0 p 12 z€R2 140 P

Por fim, f; satisfaz |(F5) devido a

Fulw, )t — 4P (1) = ([t 2t) ¢ — 49|t|p
p

4
(i)
p

>0

> —45t%, em que B > 0.

Perceba que tomando b =1 e p = 4 é imediato que [ satisfaz [(F,)]
Exemplo 2. fy(x,t) = a(x)t® para todo (z,t) € R?* x R satisfaz [(Fs), em que
a(z) € C(R?,[0,00)) é axialmente simétrico. Em consequéncia de

ol t) — a(@)P] _ Ja(@)® — (@)t _
1P £

Note que f> também satisfaz |[(F})H(F3) e |(F5)} basta tomarmos o p presente na funcdo f; do

Exemplo 1, como sendo igual a 4.

Considere o seguinte subconjunto de H! (R?)
H}, (]R2) = {u € H' (R2) cu(x) = (xy,xe) = u(|ay], |z2|), Vre ]R2} : (3.3)

Dessa forma, o espaco adequado para se procurar solucdo, quando os funcionais sdo axialmente

simétricos, sera
E,, = {u € H}, (R2> : / [V (z) + In(1 + |2))]u?de < oo} : (3.4)
RQ

Temos que se V (z) satisfaz[(15)] entdo podemos dotar H'(R?) com o produto escalar e com

a seguinte norma

(u,v) = /112{2 (Vu - Vo + V(z)uv)dz (3.5)
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1/2
_ 2 2
]| = (/R (1Vul + V(a)) d:c> | (3.6)
Por fim, o conjunto

Eoe = {u € Hy, (R?) : [Jul]® + Ju|? < oo}
é um espaco de Hilbert equipado com a norma
1/2
el = (llull® + [lull?) (3.7)

O funcional energia ® : E,; — R associado a ([3.2)) é dado por

O(u) = ;/RQ (|Vu|2 + V(x)u2) dx + 411/[[@ P (1) uPdr — /]1&2 F(z,u)dz.

Posteriormente, mostraremos que ele esta bem definido.
Uma condic3o necessaria para que u € E,; seja um ponto critico de  é que (®'(u), u) =

Diante disso, defina a Variedade de Nehari como sendo
N = {u € E,\{0} : (®'(u),u) = 0}.
Dizemos que u € E é uma solucao fraca do problema ([3.2)) se satisfaz

/R? (VuVo + V(z)uwv) dx + /]R2 Gau(T)uv de — /R2 flz,u)vdx, VYveE.

Dizemos que uma solucdo u # 0 é uma ground state ou uma solucdo de energia minima do
tipo Nehari de (3.2)) se
®(u) = inf .
N

Se u é uma solucdo fraca para ((3.2)), entdo o par (u, ¢2,) é uma solucdo para o sistema (3.1)).
Os resultados referentes ao problema deste trabalho estao exposto nos Teoremas abaixo e

nosso objetivo é demonstra-los.

Teorema 3.1. Suponha que V' e f satistazem|(Vy)), |(V1)| e|(F)H(EY)} Entdo a equacdo (]3.2)

tem uma solucdo uy € F.s tal que ®(ug) = infyr ® > 0.

Teorema 3.2. Suponha que V e [ satisfazem (Vy)| [(V1)] [(F1)R(F3), |(F5)| e [(F6)l Entdo a

equacdo ([3.2) tem uma solucdo ndo trivial uy € E,;.

Teorema 3.3. Suponha que V e f satisfazem |(Vo)|, (V1)) [(FOH(ES)) |(F5)| e |[(F7)} Entdo a

equacio ([3.2) tem uma solucdo nao trivial ug € E,s.
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3.1 A FORMULACAO VARIACIONAL

Nesta subsec3o iremos estabelecer a formulac3o variacional relacionada ao problema (3.1)),
argumentando a boa definicdo do espaco E,,. Além de definir os funcionais I, I5 e I3 que
sdo imprescindiveis para o desenvolvimento deste trabalho, bem como, o funcional energia
associado a equacdo ([3.2)) e esclarecer a sua boa definicgo.

Defina as seguintes formas bilineares simétricas:
(u,v) = Aj(u,v) = /R2 2lnl—i—|x—y|)()(y)d:rdy,

1
(u,v) — Ay(u,v) = Py /R2 /R? In (1 + P y|> u(z)v(y)dedy

€

(1,0) > Aofut, ) = Ax(u,v) — Aol 0) = o L, [,z = yhu(xyo(y)dedy,  (38)

donde u,v : R? — R sdo funcdes mensuraveis, de modo que a integral dupla correspondente
seja bem definida no sentido de Lebesgue.

A partir das formas bilineares A, A; e Ag, definamos os seguintes funcionais:

I : H'(R?) — [0,00], [Ii(u) = Aj(u? u?)

— 1 9 9
T om /]1%2 R2 In(1 + |z — y)u’(z)u”(y)dzdy,

L L¥3(R?) = [0,00), In(u) = Ay(u?,u?)

27r/Rz/R2 ( |x_y|> u?(z)u?(y)drdy

Iy : HY(R?) = RU{oo}, Io(u) = I (u) — Ir(u) = Ag(u?, u?)
= 217r /]R2 /]R2 In(|z — y|)u?(z)u?(y)dzdy.

Antes de prosseguirmos perceba que as normas ||u||? e ||u||? estdo bem definidas em F,,,
por argumentos similares aos que foram feitos na Proposicao e Proposicio 2.3 Portanto,

omitiremos.



28

3.1.1 O espaco E,

Vamos argumentar a boa definicio do espaco (3.4]), uma vez que ele é adequado para

buscar as solucdes da equacdo ([3.2)), o que significa que ele é um espaco vetorial completo

munido de uma estrutura métrica e seu funcional sé assume valores reais.

Proposicido 3.1. E,, é um subespaco vetorial de H' (R?).

Demonstracdo. Queremos mostrar que dados o, 3 € R e u,v € E,, implica que au + v €

Eus.

Antes de prosseguir precisamos mostrar que

‘/2 In(1 + |z))uvdz| < 0o, u,v € Ey.
R

De fato, a partir de (V)] desigualdade de Holder e por u,v € E,;, deduz-se

‘/ In(1 4+ |x|)uvdx’
R2

g/ | In(1 + |x|)uv|dx
RQ

(1+ [2])"2u) [In(1 + |a])/20] do

< </R In(1+ |x|)u2dx>l/2 (/R In(1 + |x|)v2(m)dm)1/2
< </R V(z) + In(1 + |x|)]u2dx>l/2 (/R V(z) + In(1 + |x|)]v2d:v>

< oQ.

1/2

Sejam «, f € R e u,v € E,. Entdo em raz&o de (3.9)) e por u,v € E,,, temos que

[v z) +In(1 + |z])(au + Bv)*(x)| dx

2

o

(

R2 [V +In(1 + |2])(a®u®(x) + 2au(z)fo(z) + 5%2(:15))} dz
=’ /RQ Vi) 4 (1 + el ) + 208 [ {1+ lalu(e)o()] do
+ 8 [ (1 + oo (a)da

< 00.

Portanto, E,s é um subespaco vetorial.

(3.9)

O

Por fim, a demonstracdo de que o espaco E,; é completo é andloga ao que fizemos na

formulacdo variacional do sistema planar de Schrédinger-Poisson.
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Proposicdo 3.2. E,, é imerso continuamente em H' (R?).

Demonstracdo. Considere (u,) uma sequéncia em FE,s convergindo para u € F,g, ou seja,

|un — 1|l — 0. Observe que como

VIl = all? + llun — a2 = [[un — @l 5, =0,

H'(R?)
entdo ||u, — u| — 0, isto é w, ——  u. Portanto, considerando a aplicacdo imersdo

i: B, — H'(R?) dada por i(x) = z, teremos que

lim i (un) —i(@)|| = lim [ju, — al| = 0,
0 que nos traz que ¢ é continua. O
Proposicido 3.3. E,, é imerso compactamente em LP (R?), donde 2 < p < +oc.

Demonstracdo. Dividiremos a demonstracao em duas partes:
Parte 1. Considere p = 2. Suponha, por contradicdo, que existe uma sequéncia (u,) em
E,s convergindo fraco para @ € E,, e (u,) ndo convergindo forte para & € L*(R?). Definamos
. L2(R2)
uma sequéncia w,, := u, — u, entdo teremos que w, -~ 0 e w, +— 0. Esse primeiro nos

traz que existe C' > 0 tal que |lw,||; < C. Logo, pelas normas serem ndo negativas, temos

que

lwnll, < Vllwal® + llwall? = llwll,, < C. (3.10)
12(R?)

Ademais, como w, #— 0, entdo para todo ky € N existe ¢ > 0 e uma subsequéncia

(wn, )ken tal que k > Ky implica
\|wnkHL2(Rg) > €. (3.11)
Por outro lado, note que a partir da Proposicao e por wy, Bag 0, podemos concluir que
Wy, HED 0, e em particular, existe » > 0 tal que w, tende fraco para 0 em H'(B(0,r)).
Diante disso, pelo fato da B(0,r) ser limitada, inferimos pelo Teorema (Ver Apéndice)
que H'(B(0,r)) & L*(B(0,7)). Por conta disso, w, LBQ)

0 , o que significa que para

todo € > 0 existe ng € N tal que n > ng implica

€
||wn||L2(B(o,r)) < 9 (3.12)
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Agora, tomemos R > 0 de tal forma que R > ¢27°/¢ — 1. Dai, dado = € R*\B(0, R) e
em consequéncia do logaritmo ser crescente e positivo, deduz-se que

2 _ 2 _ 2 2
lwallioy = [ui@de= [ wh@det [, ()

In(1 + |z|)
= 2(2)d / 2 P02 () d
B(0,R) wn (w)d + r2\B(0,R) In(1 + ]a:\)w"(x) o

B AR
- B(O,R)wn(x) v In(1+ R) Jr2\B(0,R)

1
= H(w)de+ s [ In(1 2 (3)dz.
o /B(O,R) wy(2)dz + In(1+ R) Jr n(1 + |z|)wy,(z)dr

In(1 + |z|)w? (z)dz

Desse modo, ([2.11)), (3.10)), (3.12)) e n > nyg, nos traz

1
2 2
[wallF2@e) < llwall72s0.8) + i+ R) [[wall

= W*l Jeonl?
2 In(l+R)" "™
€ 1
=2 ma el
02

O que acarreta em

02
In (1 + e2¢%/e — 1)
C2
In (e2¢?/¢)
02
ees

+

2
||wnHL2(R2)

+

IO NI DM DN O™

+

€
2

I
™

Contradicdo, pois supomos ((3.11). Logo, E,; NS (R?) para todo p = 2.

Parte 2. Considere p > 2. Note que a Proposic3o [3.2 e o Teorema (Ver Apéndice)
nos traz que E,, — H' (R?) < L7(R?), em que 2 < ¢ < 400, e seja (u,) uma sequéncia
em FE,, convergindo fraco para u € FE,,. Definamos uma sequéncia w, := u, — u, sendo
assim, w, € LP (R?) e w, 2% 0. Ademais, seguindo 0 mesmo procedimento feito na Parte

1, podemos afirmar que E,, est4d compactamente imerso em L? (R?) e, consequentemente,

L2(R2
w, — 0. (3.13)
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Além disso, note que a partir da Proposicao e por wy, Bae ), podemos concluir que

HY(R? S les .
Wy, (&) 0. Esse dltimo nos traz que existe C; > 0 tal que

HwnH < (. (3.14)

Além do mais, pelas imersdes E,, — H'(R?) — L7(R?) temos que existe Cy > 0
satisfazendo

||wn||Lp+1(R2) < Cy ||wa]| - (3.15)

Ent3o, por (3.14)), (3.15) e pela Proposicdo [A.I|Ver Apéndice) temos que

wall o2y < Newnl 7o) lwnll Vs s
< Cs flwnllages llwn ]
<, ”wn||i2(R2) s (3.16)
, : o ()
Perceba que por e concluimos que lim [|wy|[;pge) = 0, isto &, w, —" 0, 0
que implica que u, Lp—>R2 u. Portanto, E, Ny (R?) para todo 2 < p < oo. ]

3.1.2 O funcional energia associado

Vamos mostrar a boa definicdo dos funcionais I, I5 e Iy que foram introduzidos, pois esses
resultados serdo essenciais para mostrar que o funcional energia do problema ({3.1]) foi bem

definido.
Proposicao 3.4. Sejam u,v,w, z € E,s. Entdo
| Ar (uv, wz)| < [Julls[lvlllwllze@)ll 2l L2@e) + lull 2@ 0]l L2 @2 [wll [ 2]

Demonstracdo. Como a funcao logaritmica é ndo negativa quando o logaritmando é maior ou

igual a 1, temos que

st w2)] = |- [ [ 0+ | = ghute)o()ly)=()dady
< [, [, 1@+ [z = yhu()o@y(y)=(y)ldzdy

= [, [0+~ g ute)o @) o(w)=(w)ldrdy
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Além disso, pela Proposicao Ver apéndice) e desigualdade de Holder, infere-se
(v, w)| < [ [ 1+ ) + (1 + |y lu()o(e) [w(y)= ()l dedy
= [ [ 1m0+ e uw)eta) ()=o) ddy
+ [ / In(1+ [y lu(@)o ()] [w(y)= ()ldedy
= / lw(y)z(y)|dy (/ In(1+ |$!)\u(x)v(x)]dx)
+ [ W+ yDlwt))ldy ([ u@)o@)ide)
< lullllvll<[lwl 2@ 20 2 @2) + lull 2@ [0l 2@2) w2l ][]l
Logo, segue o resultado. O

Proposicao 3.5. ((LOSS; LIEB, |2001), p. 106) A desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev

em LP(RY) afirma que

L., u@

para quaisquer u € LP(RY) v € L"(RY), sendo p,r > 1 e 0 < A\ < N satisfazendo

=y o(y)dady |< Cuapllullo@m) o]l @v),

1/p+ A/N +1/r = 2. Por definicdo C », é a melhor constante na desigualdade acima.

Proposicdo 3.6. Sejam u,v : R> — R funces mensuraveis, tais que u,v € L*/3(R?). Entdo

existe C; > 0 de tal modo que
| Az (u, v)| < Crllull pass@e) |10]] ors ) - (3.17)

Demonstracdo. Considere p =1 =4/3, N =2 e A = 1. Diante disso, observe que

p N r 4/3 4/3 PRI

Além de que u,v € E C H., (R?) C Hl(]Rz) C L*3(R?). Dai, aplicando a desigualdade de

Hardy-Littlewood-Sobolev que é a Proposicdo [3.5 obtemos

1 1
e B My \u(rc)v(y)lda:dy‘ < Cullull o [0y (3:18)

Observe que 0 < In(1+b) < b para b > 0, e isso combinado a (3.18) implica em

g fo fn (14 ) wlantansay

<o Lo [yl

< Cillullpars ey [0l ars re)-

| Ao (u, v)|

Portanto, segue o resultado. [
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Proposicao 3.7. Sejau € E,,. Entdo
Ii(u) — Iy(u) = /]R2 G (7)uPdx
Demonstracdo. E imediato que por , infere-se
Bo) = () = 5= [, [ (e =yl ) ) dady
1

— o [ ([, wlle = gDy ) w?(o)d
= 217r/11§2 2,0 (x)u? (2)d.

Portanto, segue o resultado O
Corolario 3.1. O funcional I, esta bem definido.

Demonstracdo. Temos que mostrar somente que [;(u) € [0,00), para todo u € FE,;.
Primeiramente, note que I;(u) > 0, j4 que os termos na integral de I;(u) sdo ndo negativos.

Além disso, pela Proposicdo [3.4) deduz-se
L(u) = Av(u®,u?) < 2flul|Ta g llullZ.
Dai, por H' (R?) < L? (R?) temos que existe C'; > 0 satisfazendo
Ii(u) < Cuflul*Ju]l? < oo,
pois como u € E,, temos que |[ul|?, ||u? < co. O
Corolario 3.2. Seja u € E,s. Entdo existem C1,Cy > 0 tais que
()| < Cullullfsnge) < Collull®,  Yu e L¥P(R?).
Demonstracdo. Note que nos traz
Lo (u)] = [Aa(u?,0?)| < Cullw?|| s ey 12| s grzy = Collu? 1 Fass oy

Ent3o,

L) < ¢ ((/ﬂ£2 (u2)4/3 dx)3/4>2
_e (( L. u8/3dx>3/8)

= CIHU||4L8/3(R2) < 00.

Como queriamos demonstrar. n
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Como foi mencionado anteriormente o funcional energia associado a ([3.2)) é

O(u) = ;/}RZ (|Vu|2 + V(x)uQ) dr + i /R2 G (7)uPdr — /}R2 F(z,u)dx (3.19)

A seguir mostraremos que ele esta bem definido em FE,, isto é, que seus termos sdo finitos.
Para isso, perceba que a partir de e[(F)] podemos afirmar que para todo & > 0, existe

C. > 0 que satisfaz
flr,u)u <eu® + Colul’,  F(z,u) <eu?+ Cul’, V(r,u) € R* x R. (3.20)
Proposicao 3.8. O funcional ® esta bem definido em E;.

Demonstracdo. Veja que por [[Vy)} pelo Corolario [3.1] Corolério [3.2) Proposicao [3.7] e (3.20)

temos que

D (u) = ;/RQ (]Vu|2 + V(x)u2) dx + 411/1132 P (1) uPdr — /R2 F(x,u)dx

1 1
= 5”“”2 1 [ (u) — Io(u)] — /}R2 F(z,u)dx
podemos concluir que os termos ®(u) sdo finitos. []

Ent3o, as solucdes de ([3.2) sdo os pontos criticos de ([3.19)). E importante ressaltar que

B(u) = ;Hqu n i 1) = B(w)] - [, Fle,wds, (3.21)

pois esse funcional serd bastante usando durante esse trabalho.

Além disso, ® € C'(E,,,R) e sua derivada é dada por

(D' (u),v) :/ (Vu-Vu+V(z)uv)dx+ A, (u2,uv) — Ay (uQ,uv> —/ f(z,u)vdz. (3.22)

R2 R2

Note ainda que
(@' (), 1) = |ul)? + L(u) — I(u) — /R f(z, u)udz. (3.23)

Desde que o funcional ® estad definido no espaco E,s e a nocdo de solucdo para o problema
(3.1) é introduzida referente ao espago E, iremos introduzir um principio da criticalidade de
Palais adequado ao nosso problema, de modo a buscar solucdes no funcional restrito ao espaco

Eus.

Lema 3.1. Suponha que|(Vp), |(F1)| e |(F>)| sejam satisfeitas. Se u é um ponto critico de ®

restrito a E,,, entdo u é um ponto critico de & em FE.
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Demonstracdo. Considere o seguinte grupo de transformacdo G = {id, —id, as;, ass}, de tal
modo que as; é a reflexdo no eixo de coordenadas x; parai = 1,2 . Seja a acdo de G em F
da seguinte forma

gu(x) = u (g_lx) :
Assim,

(idu=u, (g192)u = g1(gou), uw guélineare |gull = [jul,

para quaisquer ¢, g1, 92 € G e u € E. Note que

Fiz(G) :={u e E:gu=u,Vg € G} = E.

Dai, por |(Vo), |(F1)| e |[(Fz), obtemos que ®(gu) = ®(u) para todo g € G e u € E. Diante

disso, a demonstracdo se conclui pelo Teorema 1.28 do (MAWHIN; WILLEM, |1989).

E importante ressaltar que a leitura dos artigos (TANG, 2014), (TANG; CHENG, 2016)), (CHEN;
TANG, 2016)), (CHEN; TANG, 2017a), (CHEN; TANG, [2017b)), (CHEN; TANG, 2017c), (CHEN;
TANG, [2017d)), (CHEN; TANG, 2018a)), (CHEN; TANG, 2018b), (CHEN; TANG, 2018c) e (TANG;
LIN; YU}, 2019) e s3o essenciais para o entendimento desse trabalho, bem como, complementam

a teoria aqui exposta. ]

3.2 RESULTADOS TECNICOS

Considere os seguintes conjuntos:
Ii={(x1,22) ER?: 2y > 0,29 > 0};
Il := {(xl,xQ) ER?: 2z <0,29 > 0}§
1T = {(z1,22) € R? 11y < 0,72 < 0} 4
1V = {(:vl,xg) ER?: 21 >0,29 < 0}.

Proposicdo 3.9. Seja u € H], (R?) entdo

/R2 u?(z)dr = 4/Iu2(x)dx =4 | v¥(r)dx = 4/11[ u?(z)dr = 4/1\/ uw?(r)dr.  (3.24)

17
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Demonstracdo. Note que

/R2 u2(x)dx = /RXR u? (1, 25) dzrdars
f/dxg (/ (21, 22) dl‘1)
= [ ([ v e dn)
[ [([ 2w n) + ([0 ) i)
:/_Ooode K/_Ooou2 (21, 72) dx1> (/OOO (1, 22 dxl)}
s [an ([ @)+ ([T @) da )]

Fazendo a distributividade, deduzimos que

L@z = [ an ([ @omdn)+ [ de ([T @) dn)
[T ([ @adn) + [T ([ @0 dn)
= [ o ([ el e dn) + [ o ([0 e o)y,
A T A § T AN P
=4 [ das ([ (ol o] )

=4 u? (w1, 1) dyda,
[0,00) % [0,00)

_4/

As outras igualdades podem ser deduzidas de forma anéloga. O]

Proposicdo 3.10. Seja u € H, (R?) entdo

/RQ In(1 + |z|)u?(z)de = 4/11n(1 +J2))ud(z)de
- 4/H In(1 + |z|)u?(z)de
=4 . In(1 + |z|)u?(x)dz
=4 . In(1 + |z|)u*(x)dz. (3.25)

Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado é similar a Proposicao [3.9] por isso

omitimos. ]
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Lema 3.2. Suponha que seja satisfeita. Entdo
1
L(w) 2 = llullzee llulls Vu € Pa.

Demonstracdo. Tome z = (x1,22) e y = (y1,Yy2) e perceba que se (z,y) € I x III ou

(x,y) € II x IV, vale
o —y* =[x + y* = 2(z,y) > [« + y* = 2],
pois (z,y) < 0, em decorréncia de z; e y; terem sinais opostos, bem como x5 e 3. Dai, como
L4 Jz =yl = 1+ Jal,

conclui-se que

In(1+ |z —y|) > In(1+ |z]), (3.26)

ja que a func3o logaritmica é crescente. Diante disso, I; produz

N = o [, [ (Ut eyl (y)dndy
= o [ty ([ w00+ b~ gty

YRR
: / ,w(w)dy ( [ i1+ [ =y ()

> 71T E E (/R In(1 + |$—y|)u2(:r)d:1:)
1 /]R w2 (y)dy (4 /]R In(l + |z — y|)u2(x)dx>} .

Desse modo, pela Proposicdo [3.9) Proposicdo e (3.26)), infere-se que

nw) = [ wtdy ([1n(1+ fo - ghel(ee)
+ [ ey ([ 1+ e = yh(@de )

> [ [ iy ([ 01+ eueie )
+/Ivu2(y)dy (/Hln<1+|x|)u2(x)dx> .
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Novamente, pela Proposicado e Proposicao [3.10 tem-se

I(u) > 71r 111/]1@ u?(y)dy (le /R2 In(1+ ]a:|)u2(x)daz>

4 / <411 /RQ In(1 + \x|)u2(x)dx>
)

__i{16/ (>dy<éﬁﬂﬂf%WDU%@dx
: )dy ( In(1+ |x])u2(x)dx>
(

T 16k e

716 Jr

= (L) ] ([ w0 o)

1 2
= St ||un||L2(]R2) HuHiv Vu € Eqs.

Uy
_ 12 . u?(y)dy ( - In(1+ |z|)u? x)da:)

Logo, chegamos ao resultado desejado. O

3.3 A VARIEDADE DE NEHARI

Nesta secao apresentaremos os resultados que diz respeito a Variedade de Nehari.

Lembremos que a Variedade de Nehari relacionada ao problema (3.2)) é definida por

N = {u € E, \{0} : (®'(u),u) =0},

em que ® € C!'(F,,, R) é o funcional introduzido em ((3.19).

Lema 3.3. Suponha que|Vy)li(F1)I(F3)| e|(Fy)| sejam satisfeitas. Entdo

L¢<@www+a—m$—ﬁ)

Demonstracdo. Primeiramente, perceba que pore paratodo z € R%,t > 0,7 # 0 tem-se

O(u) > Btu) +

lull?>, Vu € E,, t>0. (3.27)

1_t47f(x,7') + F(x,tr) — F(x,7) + M (1 —t2)27'2

4 4
_! ;t4Tf(J},T)+F(I,tT) — F(x,7) + 0V (2)7° (; - i - t; —1—2)
= /1 s*dsTf (v, 7) — 7/1 f(x,s7)ds + OV (z)7? /tl (s — 33) ds
= /1 fl@7) / f(@, 57) - s*rlds —i—/l 0V(I)<1(S_7_)S22)83T4d8

:l[ g —(%”wa@“_§W§#@zo (3.28)

sT)3 (s7)?
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Nesse sentido, segue de (3.21)) que

O(u) — (tu) = *HUHZ |, F(@,u)d

— f||tuH2 — - Il (tu) — I(tu)] + R2F x,tu)d

= & (I - t2|\u\| )+ 1 [h(u) — Do)
i[ll(tu) L(tu)] +/ (x,tu) — F(x,u)]dx. (3.29)
Além disso, como Iy(u) = I;(u) — Is(u), teremos
im@mem—iuﬁm+gmm:imm—iﬁmmz1;thwy (3.30)
Daf, (3.23), (3.29)) e (3.30]) implicam
() — B(tu) = 2 pou +/ (2, tu) )] da
:<1Zt +(1_t>>\| 12 + Io()—i-l;t /RQf(a:,u)ud:E
—1;t sz(xuudx—i—/ [F(z,tu) — F(z,u)] dx
(L2 e

1-—
= (Hu||2—|—fg /f:cuudm)

_|_/R2 [1;t f(w,u)u—l—F(x,tu)—F(x,u)] dx
:“j<a@mw+”;”nw2
-|-/R2 lljlt f(m,u)u—i—F(x,tu)—F(x,u)] dx.

Acrescentando o termo negativo

—Z (1 - t2)2/}1{2 |Vul*dz,

obteremos

o) - a(tu) > - @/ + E e

/R2 ll :lt4f<x,u)u+ F(x,tu) — F(z,u)| dr

- Z (1 - 152)2/]1{2 |Vu|*dx



40

Dai,

L= i)y + L0 _4t )

v, ll :lt F(o, w)u+ Fla, tu) — Flx, u)] do

Jul

_ Z (1 _ t2)2 /R2 <|Vu\2 + V(z)u? — V(x)u2> dz

= @y + L

4

_ Z (1 - t2)2 <Hu||2 — /R? V(x)qux)

+ Z ll ~ 1  wyu + Fo, tu) — Fla, u)] do

Ademais, ([3.28) ocasiona

1t (1-0)(1—1t2)

®(u) = D(tu) = —— (®'(u), u) + [

+ /}R2 [1 — t4f(x,u)u+ F(z,tu) — F(z,u) + ov(z) (1 — tQ)QUQ] dx

4 4
1— ¢4 1—0)(1—¢2)?
> Lo iy + LU= e s
4 4
Portanto, obtemos o resultado. O

Corolario 3.3. Suponha que|(Vy)| [(F1), [(F2) e|(Fy)| sejam satisfeitas. Entdo

O(u) = max P(tu), YueN.

Demonstracdo. E imediato pela definiciao de maximo que

®(u) < max D(tu).

>0

Por outro lado, observe que pelo Lema[3.3]e por u € N, tem-se

o) > (i) + (@) ) + T e
= o) + LU=

o que implica que

O(u) = max O (u) > max O (tu).

Potanto, segue o resultado. O]
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Para obter a caracterizagdo minimal de mg := inf,en ®(u), nés definimos um conjunto A

do seguinte modo:

{uGEaS / z)u? + g —f(xu)}dx<0}.

Lema 3.4. Suponha que|Vy), [(V1)| e[(F1)H(FL)| sejam satisfeitas. Entdo A # ) e N C A.

Demonstracdo. Primeiramente, definamos u;(x) = u(tz) para t > 0, sendo u € E,, qualquer

com u # 0. Nesse sentido, como d(tz) = t*dz Vz € R? e por (2.6]), segue que

[ rano) @) e = o= [ nlle = yl) e ()t () *ddy
= [ [t = D) ey
217T/]R2 - In(|z — y|)t*u?(ty)t*u? (tr)dzdy
= o [ [l = ey )iy
1

~ o /RQ /R2 [In(|tz — ty|) — Intju?(tx)u? (ty)d(tz)d(ty).

Tome tx =z e ty =y, entdo d(tz) = dz e d(ty) = dy. Assim,

[, ornta) ()P e = o [ [ (i~ tg]) — W2 ) (ry) (o))
;ﬁ/ﬂ@/ In(|z — y|) — Int]u?(2)u?(y)daedy

1

= o [ [ e~y ) dody
-5 / In tu?(x)u?(y)dxdy

27
1
[ (5 [l = Dty >dy) o () da
— —lnt/ / y)dzdy
R2 JR?

= / Pou’(1)dr — — lnt » u?(z)dx (/R2 uQ(y)dy)

= [ o)z - ilnt(HuHQ)(Huu?)

= Jpe P o 214 ll2

1

_ 2 b 4

= /R2 G u(x)dx 5 In t]|ul|5.
Logo,

1
/ G200, (@) (br(@) 2w = [ G (@) — — Intljully (3.31)

Além disso, por [(V1)] e [(F3)] existem Ky > 0 e Ky > 0 tais que

Vit 'z) < KgV(z), VreR*neN (3.32)
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F(z,7) > —Ki7%, VxeR*71eR. (3.33)
Agora, denotando y = t,x, teremos dy = t2dx, entio
|, V@), @)z = / V(2)t2d, (z)dx
= t x) tzdx

til atn tn
[ ot o = [ L2t
R? - P

Dai, tomando x = y observe que

/R V(@) (tur, ) () da = /R Vit o) (@) da (3.34)
e
/R? [z, thuy, tuy, doe = s f(t;lxt;t;u)tnudx. (3.35)
Dessa forma, segue de [(15)] (3.31), (3.32), (3.34) e (3.35)) que
LIV @), 12+ G, (e, )* = @t o, )
_/ (-1 2d:1:—|—/ byt lnt / ft xtu)tnudx
S/R2K0V( dm+/ by i lnt / ft xtu)t ntl
SICO/RQ(|Vu|2+V( dx+/ ol lnt / ft ot “)t dul
= Koull* + /]R au lnt 5 / (t" $;f”“>t”“dx. (3.36)
Além disso, por com t = 0, conclui-se
lef(l',T)T — F(x,7)+ ¢9V4(I)7_2 >0, VzeR%:TeR. (3.37)

Ademais, de (3.37) e tomando = = ¢, 'z, bem como, 7 = t,u, tem-se

f(t 1z, tou)t,u > AP(t, ', tyu) QV(tglx)(tnu)zl (3.38)
t t t
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Como também, por ([3.32), (3.33)) e (3.38) temos que

—1 -1
f(t x,tnu)tnudm > AF(t, ', tyu) OV (=10 )02 | do
R? 2 R? 2
—4K1(tnu)2
> - lt% — 0KV (z)u? | d
— / 4K, + 0KV (2)] u?de. (3.39)
R2

Logo, segue de ([3.30)) e (3.39)) que existe M > 0 satisfazendo

/R? {V(l‘)(tnutn)Q + Pt (tnu,)* — f(z, tnutn)tnutn} dx

In

i [kl +/ [41C, + 0KV ()] uPda
2 R2

< Ko |ul)? +/ P uuidr —
RQ
< —M, (3.40)
quando n — 00, pois por t, — oo. Perceba que tomando v,, = t,u;,, obtemos por
(3.40) que v, € A quando n — oo, logo, A # (). Além disso, por (3.23) teremos que dado
u € N, deduz-se
/Rz [V(ar:)u2 + pou® — f(m, u)u} dx
:/ V(:E)u2dx+/ ¢27uu2—/ f(z,w)udz
R2 R2 R2
< /R2 (|Vu|2 + V(x)uZ) dx + /R2 Po.uu” — /R2 [z, u)udx
= ||ul|® + I (u) — Ir(u) — /11@2 f(x, u)udz
= (®'(u), u)

=0.

Portanto, N' C A. O]

Lema 3.5. Suponha que|(Vy)|e|( F1)H(Fy) sejam satisfeitas. Se u € A, entdo existe umt, > 0

tal que ®(tu) < 0 parat > t,.
Demonstracdo. Perceba que ([3.21)) implica que

O (tu) = ;Htu”2 + i (11 (tu) — Io(tu)] —/R F(z,tu)dz

_ ;||tu||2 + i [;ﬂ /IR /R In(|z — y|)(tu)2(x)(tu)2(y)dxdy] _ /R Fle, tu)dz

2o,
= 5“““ + Zfo(u) - /R2 F(z,tu)dx.
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Dai, segue de (3.28) que

2 4 _tt oV (x
B(tu) §752Hu||2+t4]0(u)—/RQ [1 4t wf(z,u) — Fz,u) + 4( ) (1 = 222 do

4

2 4
— 7§2||u||2 + t4 /R2 P (7)uPd — /]132 [lf(x,u)u — t4f(x, w)u — F(z,u)

4
OV (x) 2 OV (x)

* 4 4

oV
(—2t*)u* + f)t‘luzl dzx.
Organizando os termos, obteremos

O (tu) < t;HUH2 + i /RZ [«9V(x)u2 + f(z,u)u — 4F(x,u)} dx
4 2

+ t4 » [HV(ZK)U,Q + pou(x)u® — f(x, u)u] dr — 6; » V(z)udx
< ZHqu + i /R2 [«9V(m)u2 + f(z,u)u — 4F(x,u)} dx

t* > > ot >
1 oo [V(x)u + dau(T)u” — f(x,u)u} de — — | V(z)u“dx

+ 2 Jr2
<0, Vt>t,,

pois em virtude de u € A, tem-se que

/11@2 {V(x)uz + ¢ou(x)u® — f(x, u)u} dr <0

e, portanto, conseguimos concluir que existe ¢, > 0 suficientemente grande, tal que ®(tu) < 0,

para todo t > t,,. m

Lema 3.6. Suponha que|(Vy)| [(V1)| e|(F1)H(FL)| sejam satisfeitas. Entdo para qualquer u € A,

existe um tnico t,, > 0 tal que t,u € N.

Demonstracdo. Defina a funcdo g(t) := (®'(tu), tu) em [0,00), sendo u € A. Segue de
que para todo z € R%2,t > 1,7 € R, infere-se

fla, )t flatr)tr (—1) +

t47'4 t47‘4

Logo,
fz tr)tr — f(z, 7)t' T + 0V (2)(#* — 1)(tr)* > 0,

isto &,

fz, tr)tr > f(x, 7))t — OV (2)(#* — 1)(¢t7)>

Dai, pela distributividade resulta que

[z, tr)tr = f(z, 7)t*r — OV () (t* 7% — t277),
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e, colocando t* em evidéncia nos traz
fla,tr)tr > (f(a, 7)1 — 0V (2)72) + 0V ()72,
O que acarreta em
t 0V ()7 = f(2,7)7) = 0V (2)(t7)* = f(a,t7)tT,
assim,
tt /R2 [QV(ZE)TQ - f(m,T)T] dr > /]R2 {QV(JZ)(tT)Q - f(JZ,tT)tT} dr. (3.41)
Nesse sentido, note que de e (3.41), tem-se

g(t) = 2||ull? + *Io(u) — /R fl, tu)tuds
< 2 ||ul)® + t4/ G0 (1)U dT + t4/ [V(x)u2 - f(x,u)u] dx
— ot? /R2 V(z)u’dx
= 1?||ul* + ¢* /R2 [V(m)uQ + pou(T)u? — f(u, u)u} dx
— 0t /R2 V(z)u*dz. (3.42)

Por (3.42)) é 6bvio que g(0) = 0. Ademais, por ([3.42)), tomando ¢ grande e sendo u € A temos
que g(t) < 0 e, por fim, combinando ([3.20) e (3.42) concluimos que g(t) > 0 para t > 0

pequeno. Desse modo, temos que existe um t,, > 0 que satisfaca ¢ (t,) =0 e t,u € N.
Afirmemos que t, é Unico para qualquer u € A. De fato, tomemos t1,t, > 0, de tal modo

que g(t1) = g(t2) = 0. Aplicando o Lema 3.3 com ¢ = t,/t;, obtemos

th— 14 1—-0)(t3 —
B (tyw) >  (tu) + 2 (@' (Bu), t1u>+( )(2 )|| I
i 41
(1—0) (2 —13)° 2
= (t
o que implica em
1—0)(t? —
b (t) — @ () > L= e (343
1
Por outro lado, usando o Lema com t = t; /t, deduz-se
- 1—0) (&2 —t2)
® (1) > @ () + 2 (0 )t 4 OB e
2 2
(1-0) (3 —1)°

=@ (thu) + ],

482
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entao
1—0)(t3 —
D (tou) — @ (tu) > ( )4(2 H)’ ]| (3.44)
t5
Logo, ([3.43) e (3.44)) nos traz
4t§ 4t§
entao, )
(B —1)° 2, (Bt o
Bl B <o,
o que implica t; =ty Portanto, ¢, > 0 é Gnico para qualquer u € A. O

Lema 3.7. Suponha que|Vy), |(V1)| e|(F1)H(EL)| sejam satisfeitas. Entdo

ulg/{[@(u) :=mgp = inf max ®(tu) > 0.

ueN t>0

Demonstracdo. Note que pelo Corolario e pelo fato de N' C A, tem-se

inf max ®(tu) < inf max ®(tu) = inj{f O (u) = my.
(s

ueh 20 ueN t>0

Sejam ug € A e t,, > 0 tal que t,,uy € N. Dai, pelo Lema [3.6 teremos
my = 52}3 D (u) < P (ty,yup) < Htlgqu) (tug), Vug € A.
Tomando o infimo em ambos membros, obtemos

mo < inf max ®(tu). (3.45)

ueA t=0

Por outro lado, temos pelo Corolario [3.3] que

inf max ®(tu) < inf max ®(tu) = ig/{/, O (u) = my (3.46)

ueA 20 ueN t>0

ja que N C A implica em inf, < inf,,. Portanto, por (3.45)) e (3.46) segue o resultado. [J

Utilizaremos a seguinte versdo do Teorema do Passo da Montanha, encontrado em (VIEIRA,
2010) (Ver também Teorema 9.6 em (JABRI, |2003) e (LINS H.F. SILVA| 2009)), para provar a

existéncia de solucdes nao triviais.

Definicao 3.1. Dizemos que (u,) C E,s é uma sequéncia de Cerami para o funcional ®, se

existe ¢ € (0,00) tal que

Oun) = ¢ e [[P(un)|

g, (14 uallg,.) = 0.
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Temos que ® € C'(E,R) satisfaz a condicdo de Cerami no nivel ¢, e denotamos por (Ce).,
se qualquer sequéncia de Cerami (u,) C Eq4s no nivel ¢ possui uma subsequéncia convergente.
Além disso, ® satisfaz a condicdo de Cerami, denotada por (Ce), se satisfaz (Ce). para cada

c € R.

Lema 3.8. Sejam X um espaco de Banach real e I € C*(X,R). Seja S um subconjunto
fechado de X, o qual desconecta X em duas componentes conexas distintas X, e X5. Suponha
ainda que 1(0) =0 e

(i) 0 € X e existe « > 0 tal que I|g > «,

(ii) Existe e € X5 de tal modo que I(e) < 0.

Entdo I possui uma sequéncia (Ce). com ¢ > a > 0 dado por

= inf max I(~(t
¢ = Inf max (v(1)),

em que

I'={yec([0,1], X) : 7(0) = 0,%(1) = e}.

Lema 3.9. Suponha que|(Vy), |(V1)| e |(F1)H(F3)| sejam satisfeitas. Se ®(e) < O para algum

e € E com |le|| > 1, entdo existe ¢ € (O,supt20 @(te)} e uma sequéncia (u,) C Fgq
satisfazendo

P (u,) — ¢, H(I)/ (un)]

s (1 + ||un||EaS> —0. (3.47)

Demonstracdo. Segue de (3.21)) que

®(u) = Slull* + 3 [1w) — B(w)] = [ Fe,u)ds

1 171
= Slal? ¢ |5 [ L+ e = el () (g)dady

5 [ [t ( ,x_y,> u(a )UQ(y)dl"dy]—/RQF(ac,u)dx.

Dai, por ({3.20) temos

<I><u>zuuu2—[2ﬂ L Lo (14 ) wonetasa| - [ Fawas

1
2
— lul? = -1 —/F Ju)d
2||u|| 42(u) Jos (r,u)dx

1 1
Sllull® = ZCallull* - /R F(z,u)dx

1 s 1 4 1, p
Sl = el = [ (0% + Cylul?) da.

v

v
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Entao,
O (u) > 1||u||2 — 1C ||uH4 — 1/ wldr — C / |u|Pdx
-2 42 4 Jr2 1 Jr2
1 1 1
= lhull? = JCallull* = el = Cy ul?
— Ll = il - cyulr
4 472 ali
Sendo p > 2, segue que existe g > 0 e 0 < p < 1 que satisfaca
1
P(u) > EHUHQ — Collul|* = Cslul|” > ag, Vu €S :={ue Ey:|lul| = p}.

Desde que ¢ € E,\B, e ®(¢) < 0, entdo tendo em vista Lema com X = E,,
Xy ={u € F: |lu| < p}eXy:={u € E : |u| > p} deduzimos que existem

ce [ao,suptzofb(te)} e uma sequéncia (u,) C E,s satisfazendo (3.47)). O

3.4 EXISTENCIA DE SOLUCAO DE ENERGIA MINIMA

Nosso préximo passo sera encontrar uma sequéncia minimizante de Cerami para ® fora de

N, usando o método diagonal, como foi feito em (X.H.TANG, 2014).

Lema 3.10. Suponha que|(Vy),|(V1)| e|(F1)H(F4)| sejam satisfeitas. Entdo existe uma constante

¢y € (0,mg] e uma sequéncia (u,) C E,, satisfazendo
® () = a1 ()|, (14 [l ,.) = 0. (3.48)
Demonstracio. Tomemos v, € N que satisfaca

1
mo < ® (Uk) < mop+ %, k € N. (349)

Perceba de (3.21)) que ®(0) = 0, e pelo Lema tem-se @ (tv) < 0 para t > 0 grande.

Além disso, segue do Lema que existe uma sequéncia (uy)neny C Eus de tal modo que

® (un) = cxy N9 (gl (14 [uknllp,) =0, k€N, (3.50)

donde ¢ € {ao,suptZOCI)(tvk)}. Ademais, pelo Corolario , tem-se que @ (vy,) > @ (tvy),

para todo ¢ > 0, pois ® (v;) € maximo, assim, ® (vy) = sup,so ® (tvy). Nesse sentido, (3.49)

e (3.50) implicam

1
B (wpn) = ¢4 € {ao,mo + k) I (el (1 + Nkl ) 0, k€N
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Ent3o, tomemos uma sequéncia (n;) C N que satisfaca

1

Ez, (1 + Huk,nkHEaS) <7 keN

1
@ (i) € [animo+ 3 ) 2 ()|

E, se for necessario, consideremos uma subsequéncia uy, ,, = ux, k € N. Dal,
@ (un) = ¢ € ao,mo, 1 ()l g, (14 ([0l ) = 0,

como queriamos demonstrar. O

3.4.1 Demonstracdo do Teorema 3.1

Primeiramente, observe que pelo Lema[3.10} temos que existe uma sequéncia (u,) C Eqs
que satisfaz (3.48)). Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(D" (un) s ([t [[) | < (19 (un)[| 2|
< @7 (un) [ lun| + 119" (un) |

= ||®" (un)|| (1 + ||un||) — 0, quando n — co. (3.51)

Diante disso, pelo Lema (3.3, por (3.48)), (3.51)) e considerando ¢ = 0, obtemos

et 0(1) = (uy) — = (D (un) , un) > % [ (3.52)

Logo, (u,) é uma sequéncia limitada. Observe que a partir do Corolario 3.2} (3.20)), (3.23)
e (3.51) segue que
I (un) = (' (un), un) — ||un||2 + Ix(un) + /R? [, up)updx

< (D (), i) — [Jttn]|? + Collun]|* + /]R (cun? + Celun|?) de,

isto é, I1(u,) é limitado.
Afirmamos que

0 = limsup [|un | 12 (ge) > 0. (3.53)
n—oQ

Com efeito, se 6 = 0, teriamos pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

2 —2
[t ZS(W) < Cy ||Un||L2(1R2) ||Vun||22(1R2)

que u, — 0 em L* (R?) para s > 2. Além do mais, pelo Corolario[3.2]e por (u,,) ser limitada,
podemos concluir que /> (u,) — 0. Note que por (3.20) e pelo limsup,,_, o ||| p2(zz) = 0,
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obtemos
tisup [ 12 ()t = F (20| d
im su —f(x,un) up — F (z,u,)| dx
n%oop R2 |2 ’
) 1
< 1117[ln_>sogp |2 (€Un2 + C’E|un|p) — (au2 + C’6|u|p) dx
: 1 5 »
= hinﬁsogp o173 (sun + Ccluy| )’da:
_ % 1 2 p
= llgl_}sogp 23 (gun + C.|uy| ) dx
1
== {5 limsup | u?dz + C.lim sup/ [t |” dx}
2 n—oo JR2 n—oo JR?
1
= [elim Sup ([t |2 gz + Ce limsup [[a |2z |
n—oo n—oo
isto €,
1
lim sup —f(z,up) up — F (x,u,)|dx = 0. (3.54)
n—oo JRZ |2

Desse modo, por (3.21)), (3.23), (3.48)), (3.51)), (3.54) e por I, (u,) — 0, podemos concluir

e+ o(1) = @ (uy) — ; (@ (1) s )
= Sl 4 (o) = o)) = [ F(ou)da
— 5 (Il + 1) = Bown) = [, $as e
= 5 () + 3 () + L. Bf (2 ttn) t — F (2, 0)| d
< 112 () + [, Bf(x,un) tn — F (2, uy)| do
< o(1).

Ent3o, ¢, = 0, contradicdo, pois ¢, € (0, mg]. Portanto, concluimos que 6 > 0.

Como I (u,,) é limitado, teremos pelo Lema que (||un||«) é limitada. Assim, (u,)
é limitada em F,,. Logo, passando para uma subsequéncia se necessario e juntamente
com ¢ = limsup, o [[unllp2Rey > O, implica que w, — wuo em Eg, uw, — uo em
L# (R?),s € [2,00) e uy(x) — up(z) q.t.p em R

Afirmamos que u,, — uo em E,,. Com efeito, como (||uy|+) € (||tn|/z2(r2)) sdo limitadas,
segue que

[+ Do ()] [ () = uo(y)] dy = of1). (3.55)

De fato, visto que ||u, — ug||r2r2) — 0, por (|lu, — uol|+) ser limitada, pela desigualdade de
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Holder e lembrando de ([2.11]), obtemos

[+ 1] o ()lluay) = uo(w) dy = [, o MO 1) [ao(®)llun (1) = wo(y)] dy
L I DD o9 () — o)

<1 8) [ (o) s ) oo dy
Lo 1O+ ) (0 ) = a0

S hl(l -+ R)||u0||L2(R2)||un — U0||L2(R2)
1/2
+ ||, — u */ In(1 + u(y)d
i =l | [y 01 )

= 0,(1) 4+ og(1), quando n — oo, R — oc.
Ent3o, segue da Proposicdo (Ver apéndice) que

[As(u o — wo)) = 5= [ [ 01+ = yl)ud () — uo) ()
//1n1+m + (1 + [y (2)uo(un — uo) (y)dedy
< [, [+ lal) + (1 + gDl @) fuo(y) lun (y) = uo(y)] dady
= [, [, w1+ 2 @) fuo(y)llun(y) = woly) | dody
[, L m Iyl @) [uo(®)llun (9) = uo(y) | dedy
= [, (1 + el (@)de [ uo(y)lun(y) = uo(y)|dy

+ [, un(@)de /RQ (1 + [yl) [uo(y)llun(y) — uo(y)| dy
Dai, como ||, — ugl[z2r2)y — 0, por (2.11)) e (3.55]), temos que

[ A (i, w0 (n — wo))| = [lun|[lluoll c2qee) llun — woll 2re)
+ [l | Z2e2) /RQ (1 + [y[) [uo(y)l|un(y) — uo(y)| dy
=o(1). (3.56)
O procedimento para provar que A; (u3, ug (u, — ug)) = o(1) é similar ao que acabamos de

fazer para provar que A; (u?, ug (u, — ug)) = o(1).

Agora, vamos provar que

- |f (z,un) — fx,uo)| |un — up| dx = o(1). (3.57)
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Note que por [(F})] pela desigualdade triangular e por termos ||u, — uo|r2@2) — 0, segue que

R2 |f (x7un) - f(l',uO)HUn - U[)| dx
< [ 1wl fun = woldz + [ |1 (,wo)l[un = wolda
< / Co (1 + |un]”_1) |t — ug|dx +/ Co (1 + |u0\p_1) |t — uo|dx

R2 R2
< / Coltn — upldz +/ Colun P [ty — ug|dz

R2 R2

+/ Colun — upldz +/ ColuolP~uy, — ugldx
R2 R2

= 2Col|un — uo||L2(r2) + CO||un||’£;é,l)(R2)||un — upl|r2re2) + C0|’U0||1£5<171>(R2)||Un — U || L2 (r2)

=o(1).
Finalmente, por ([3.22)), infere-se que

o(1) = (®'(u,) — D' (ug), un — uo)
= (D' (uy), Uy — up) — (D' (ug), uy, — ug)
= [ (V- V(u, —ug) + V() (un — uo))dr + Ay (u2, up (un — ug))

R2

2 U (ty — ug)) — /R2 fz,un)(uy — ug)de

/R2(VUQ YV (un — ug) + V(@) ug(tn — ug))dx 4+ Ay (ue?, uo(tn — ug))

— Ay (ug?, ug(un — ug)) — /R? flx,up)(u, — uo)dz| .

Organizando os termos e a partir do Lema , (13.17)),(3.56)), (3.57)) e como u,, — ug em
L? (R?), obtemos

o(1) = /R (IV (= ) > + V(@) (1t — w0)?) i + A (2, (t — 100)*) + Ay (a2, — 0))
— A (g, o (1t — 1)) — An(u2, tn (1t — 1)) + Az(uo?, ot — o))
— [ 1f (@) = f(z,w0)] (1 — o)
= [Jup — wol® + Ar(uy, (un — o)) + Ar(ug, wo(un — up))
— A (g, o (1t — 10)) — Ag(u2, tn (11 — 10)) + An(uo?, ot — o))

= |, [f (@ un) = f(2,u0)] (un — uo)dx

R2
= [Jun — uol* + A1 (ul, (un — uo)®) + o(1)
2 1 2 2
> |wn — uol]” + py [wn |z (2 [[un — uolly + o(1).

Portanto, u,, — ug em E,.
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Por tudo o que foi exposto temos que ®'(ug) = 0 e uy # 0. Consequentemente, uy € N.

Dessa forma, por (3.6)), (3.21)), (3.23)), (3.37), (3.48), pela semicontinuidade inferior da norma

e Lema de Fatou, tem-se que

1
7n0>>g<:7gg;[®(un)—-4(@’ﬁhﬂ,unﬂ
) 1 1
= limn | el + 5 (01 () = B () = [ F (@) do

1 (R YUSER AUS B praeampey

. [1 9 1
= lim |l = [ F ou)dot g [ F (@) unda
— im |2 2 2 1
= lim k /R2 (|Vun| + V(2x)u, )dx — /R2F(x,un) dr + Z/R? f(x,up,) upda
o ) 1 1 )
= Jin |1Vl + [ (G w)u = Faun) + JV (@)l ) da

1 1 1
> 1 IVuol+ [ [/ (o) wo = F (w0) + 5V (@)ue? | do
]‘ !/
= @ (uo) — 1 (@' (uo) , uo)

= @(Uo) Z mo

entdo, ® (uy) = mo > 0.

3.5 EXISTENCIA DE SOLUCAO NAO TRIVIAL

Lema 3.11. Suponha que |Vy)l (V)| e [(F1)H(£3)| sejam satisfeitas. Entdo para todo u €
E.s\{0}, tem-se

1t2uy, || — +o0, ®(t2uy,) — —00, quando n — oo.

Demonstracdo. Defina u:(x) = u(tz), donde t > 0 e u € E,\{0} é fixo. Tome y = t,z,
entdo dy = t2dx. Dessa forma, por (3.6)), tem-se

[, @) = [ [V, @F + V(@) (B, @)°| do
= /R? [|Vtiu(tnx)|2 + V(x) (tiu(tnx)f] dx

= ti/ |VU(tn$)|2d$+ti/ V(z)u?(t,r)de
RQ

RQ

= ti/ |tnvu(tnl’)|2dw+ti/ V(2)u?(t,x)d
R2

R?

:£/|WwMWm+¢/xmmﬂ%@@
RQ

RQ

__ 44 2 2 -1 2
=4 [ IVuly)Pdy + £ [ Ve (y)dy
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Ent3o, por|(Vp), segue que
[0, @)1 = 21V ullFaqeny + £ [ V(E y)utdy
>t | VullZage) +t2 iﬂngfV”U”%z(Rz) — 00, quando n — oo.
Além disso, por (2.6]) e notando que d(tz) = t?dz para todo z € R?, infere-se
/R b, (2)(Puy(2))da = 1! /R b, ()0 (0)de
! 2 2 9
" Lo [ e =y (Puuw)” wi(e)dedy
/ In(|z — y|)t*u? (y)u? (x)dady
R? JR?2

L[ e = sty ) Sy

- L, [ n(lte = ty)) = it (ty)? (ko) d(t) (i)

Admita que tz = x e ty = y, desse modo d(tx) = dx e d(ty) = dy. Assim,
t4
2 2, U _ _ 2 2
/R , D2 () (P ()Pl = /R 2 /R [t — ty]) — It (ty)u (t)d(tx)d(ty)
4
= [ [ e = ) = e ) (@) dedy
™ JR2 JR2

Dessa forma, obtemos

/¢2tZUt ) (P (2 // (|2 — y)u?(y)u*(x)dzdy
R? JR?
/ In (¢ (x)dxdy
r2 JR2
4]
—t4/ P2,u(T dm—t nt/ / x)dzdy
R? JR?

= t4/ Gou(z)u(z)dr — t42171:t (/}1@2 u2(x)dx) (/R2 u2(y)dy)

t4 Int
o ||u“L2(R2)7

= t4/ O, Juidr —

isto €,
t4 Int

/ Do 2, (PPuy)*d = 754/ Pou’dr —

Por outro lado, a partir de ((3.21)), (3.32)), (3.33)), (3.58]) e lembrando que

I t2U/tn / ¢2 t2u4 t Ut) d s

—llullzze). (3.58)



55

constata-se que
1
(t7uy,) = §Htiuth2 +

1 2 2 2 th 2
=5 /]R2 + V(z)(t:uy,) } dx + 1 /R2 o u”dx
t*Int,
e - iz(Rz) —/ F($ tQUt )dl‘
RQ
t4
/ IV ul[22 ey d + = / D () de + 2 / ot da

t*Int,
- n8 ||u||i2(R2) —/ F(%tiu)dﬂ
T R?2

1
Zfo(tiutn) — /R? F(x,tiutn)dx

‘Vtiutn

87_[_ | | ut'lL

Considerando y = t,x, tem-se dy = t2dx. Por consequéncia,

t
o(m,) = Iy + % [V (17%9) )y + B [ gmaia

thint, ., F(tn y,ti)
— 2 ull e — /th%dy

tn 2 t 2, Lt 2
< —||Vu||L2(R2) + 7/ KoV (x)udr + Z/]R? Popudr
t4 lnt
||U||L2 R2) +t / lClu

t4
= §||VU||%2(R2> 1o [V (@) + 2K s

t t*Int,
+ = / ¢27uu2dx S
4 Jr2

HUHLQ(RQ) — —OQ.

Portanto, segue o resultado. O

Lema 3.12. Admita que|(Vp)l [(V1)| e |(F)H(F3)| sejam satisfeitas. Logo existe ¢ > 0 e uma

sequéncia {u,} C E,s satisfazendo

® (un) = ¢, [ (un)l

g (L g, ) = 0. (3.59)

Demonstracdo. A prova desse Lema é similar ao que foi feito em ((CHEN| [2020), p. 5-7). O

3.5.1 Demonstracao do Teorema 3.2

Tendo em vista o Lema [3.12] existe uma sequéncia (u,,) C F,s que satisfaz (3.59)), e isso
implica que (®' (u,,),u,) = o(1) como em (3.51)). Nesse sentido, a partir de [(F5)} (3.21) e
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(3.23), tem-se

et o(1) = (1) — 1 (¥ (1), )
1,1
= Sl + 5 () = ()] = [ Fa,un)de
= 2 [l + 1) = Baas) = [ )]
= leHunH?—i—i/ f(:v,un)undx—/IR F(z,uy,)dx
1

4 R
1
>~ n - n2d
=
1 2 2
= 7 Tl = B e ey

ou seja,
1 2 2
ct+o(l) 2 7 [lunll” = Bllunllzzgge - (3.60)

Além disso, vamos provar que a sequéncia (||lu,||) é limitada. Nesse intuito, suponha por

contradicdo que [ju,|| — oo e considere v, = u,/|[u,l|, logo [|v,|| = 1. Primeiramente,
observe que )
||un||L2 R2
[
De fato,
lunllZogey  [ulde / u? ( u >2
B B do= [ () do = [ ide = [[oalee)
lunl? Ml S ]2 [t " nllz2(e2)

Agora, note que ((3.60) e (3.61)) traz

1 1 1
[ 1 > Iy, 2 . 2 )
o) = o (el = Bl e
1 2
= Z - 6 ||Un”L2(R2) .
Logo,
1 1 ,
/8 ||uﬂ||2(c+ O(]‘)) > @ - ||UN||L2(]R2)
e, portanto,
2 1 1
Un, > — ——-=(c+o 1)).
Como ||u,|| = oo, segue que
1
||Un||i2(R2) > — +o(l). (3.62)

4p
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Ademais, Corolério 3.2} (3.20), (3:21), (3.59) e (3.62)), concebe

L (v,) = 40 (v,) — 2l[vnl? + L(vp) + 4/RZ Flz,v,)da

2
:4<1>< tn >—2| tn ‘ + I(v,) + 4 F(a: tn )dx
[ [[wn R2 [
2
u
= D(uy,) —2 n ‘ + L(v,) + —— | F(z,u,)dz
[t | [ [ Jr2
4
=1 (vn)+7/ F(x,u,)dx + o(1)
[ /r2
ACs
<Colloall + =2 [ (w24 ub) do+o(1) < G, 3.63
o] oo (45 ) (3.63)

pois [|u,|| — oo e [|v,|] = 1. Entdo, pelo Lema B.2] (3.62) e (3.63) podemos afirmar

que (||v,||,) é limitada. Chegando a conclusdo de que (v,) é limitada em FE,;. Portanto,
pelo Proposicao e , podemos assim assumir, passando para uma subsequéncia se
necessario, que v, — vy # 0 em FE,q, v, — vo em L* (R?) para s € [2,00) e v,(x) — vo(2)
q.t.p em R2. Considere fo(z,t) := f(x,t) — a(z)t>. Lembrando que u,(z) = ||un||v.(z),
assim parax € Q := {y € R? : vy(y) # 0}, temos |u,(x)| — 0o como n — oo. Veja que para

qualquer ¢ € C5° (R?), por (3.59) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, deduz-se

(P (un) , unll )] < 11D (un) [ unl Nl
< [lepl 11 Cen )| 1wl + lloll 197 ()

= ||l |19’ (un)|| (1 + ||un]]) — 0, quando n — co. (3.64)

Nesse sentido, a partir de (3.22)) e (3.64)), vale
o(1) = (@ (uy), |9}
= [, (Fun - (i) + V(@)tn (lrall9)) do + Av (1, a1 0)
= A (w unlunlle) = [ () funiod (3.65)
Por (2.6]) e (3.8)), inferimos que

Ay (unQ,unHuano) A (un vun”un”SO

L, / () [ e

1
T om

1
/ (2 n(lz — yl)un” (y)dy) Un | un || pde
/ D2 ()1t [t | 0z (3.66)

Assim, a partir de ( - e - tem-se

o(1) = ] [, (Vtn - Vip + V(@) do + lual] [ | (82,0, (@)t = f (.0, o
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Além disso, lembrando que como u,, = ||u,||v, e f(x,u,) = foo(z,un) + a(x)ul, temos

o(1) = uall® [, (Von - Vo + Vi@vup)da + unll* [ 020, (2)vn - alw)o}] wdo
R2 R2
- n o] s Un d ) .67
lunl [, foe (@ 10) o (3.67)
pois
1
¢2,un(x)un = 27/ In(|z — yl)Hun||2Un2(y)dy(||un”vn)
e
31 _ 2
= luall*5= [, (ke = e (v)dyo,
= [[tn I, (2

Diante disso, dividindo (3.67)) por ||u,|* em ambos os membros, resulta em

0(1) _ /]R2 (VUn -V + V(x)vn@)dx + ”un||4 /]R2 {QﬁQ,vn(l’)Un . a(x)v?)} oda

[[2n |2 "
R? ||Un||
que implica
3 foo ('Z'aun)
/R2 [¢27vn(x)vn — a(x}vn} odr — ” Wg@dm = o(1). (3.68)

Pelas hipéteses |(F1)| [(F»)} |(Fs)| pela definicdo de Q e por |ju,| = & vale
v

n

foo (%, un) dx‘g/ | foo (7, un)|’ \dz

3
B2 |uy|| lua®

e ()| e ()|
- il /2 - lplda
o funl® R0

foo T, un |

wa (nunn” Lo lonbelas s [, ol olas)
R2\Q R2\Q

= o(1). (3.69)
Combinando ([3.68) com ([3.69)), obtemos
/R2 [qbg,vo (x)vy — a(x)voﬂ wdr =0, VYeel© (]R2) :
Portanto,
1
a(w)un?(z) = Gaan(e) = 5 [ Inle = ylo*(y)dy, va € O (3.70)
que produz

—A [a(x)voz(a:)} +vo*(x) =0, Vo eR?
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ja que vy é solucdo da equacdo ((3.1). Dai, segue que

Jo

logo a(z)vi(z) = 0, o que contradiz ([3.70)). Por essa razio, temos que (||u,]||) é limitado.

\Y (a(w)vf(m)) ‘2 + a(x)ve*(2)| dz = 0,

Além do mais, para provarmos que (u,,) é limitado em E,¢ basta seguir o mesmo procedimento

feito na Subsecdo[3.4.1] O restante das provas é padrdo e ja demonstramos na Subsec3o [3.4.1]

3.56.2 Demonstracao do Teorema 3.3

Tendo em vista o Lema [3.12] teremos que existe uma sequéncia (u,) C F,s que satisfaz
(3.59) e, consequentemente satisfaz ((3.60)). Note que por ([3.21)), (3.23) e (3.60)), obtemos

c+o(1) = (u,) — i (D (un) , un)
1, 5 1
= Sl + 5 ) = ()] = [, Fla,u)do
_ le MunHQ + I (up) — Io(u,) — /R2 f(x,un)undx]
= P+ [ [ ) — Fe )] do (3:71)

Agora provaremos que (||u,||) é limitada. Nesse intuito, suponhamos, por contradicdo, que

|lun]| — oo. Considere a sequéncia v, = u,/ ||u,||, assim ||v,|| = 1, que combinado com
rende , da mesma forma que foi demonstrado no Teorema . Observe que
1 1 T, Uy) Up
R o e e e
L el
[un][* Jr2 [fun |
Lo el

= Nl Sunzo i

Assim, teremos

1 1
7/ f<x7un)undl‘ e [/ M|U,ﬂ|2d{]j
R2 0<|un|<Ro

[[en* [[un]? [tn|

+/ |f(x>un)||vn|2dx‘| ]
un>Ro |tn]
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Tomemos k' = k/(k — 1). Dessa forma, por|(F}), pela desigualdade de Holder, teremos

1
||u||4/1R2 [z, uy)uyde

1 1
< Gy g,
||un|| 0<|un|<R0 |Un|
+ [/ <|f(x’un)|dx> 1 " / |:(|Un|2dx)n’:|m/
[un|2Ho || lun|>Ro
K /K

1 |f (z,un)] ' 5

M%Mmmmyw foal,

Dai, por |(F;)|inferimos que

1
T Jre 77t iml
1
1 || .
Csllvall3 + / o1 T, Uy) Uy — AF (z,u,) + 48u2 dx] V|3,
N HunHQ{ slenll llun>Ro " () (@) + 487 lonll2
Cg , 1/k
PN VMZRO (f (2, 1) wn — 4F (z,u,) + 45u2) dq;] +o(1).

Agora deduzimos por (3.20) e pelas imersdes H'! (R?) — L? (R?) e H' (R?) — LP (R?) que

1

o o s
CQ ) 1/k

< 0 [ (7= 48 () a0 as] ot
n Un |2 110
C9 2 » 9 » ) 1/k

= Hu Hz /Iu >R (un +C ‘U/nl + 4un + 4C, |un] + 45%) dx 4 0(1)
C 1/k

= T (Callnls & Ca ) ™ +0(1)
C 1/k

< Hu9||2 (Ca lfunl® + Cs [Jun”) ™ + o(1)

2
] e I”

1/k
=, <c32 5 + Cs 2N> +o(1)
[ [[n|

—2K ok /K
= Co (Ca [Jun*" + C5 un[P~>) " + 0(1).

Dai, tomando p < 2k, deduz-se

1

[[un[* Jr2

Note que (3.23) nos traz

f (@, ) undr < Co(o(1))Y* 4 o(1) = o(1). (3.72)

L1 (wn) = (' (), wn) + I (un) = fJua* + /RQ f (@, un) upde,
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o que implica em

[[n | [[n |
Assim, pelo Corolario 3.2 (3.59), (3.72) e como ||u,|| — oo, entdo
(D (uy) ,un) 1 1

I (v,) = I (vy) +

- + / f(x,u,) upda
[l * lunll*  lun]* Jr2® 70

”ul||4 [, ) i+ (1)

= Ig (Un) +

< Collva||* + o(1)

< Cy. (3.73)
Desse modo, a partir de (3.62), (3.66), (3.73) e do Lema [3.2] podemos concluir que (||v,]|,)
é limitada, logo, (||v,]|) é limitada em E,;. Portanto, pela Proposicgo 3.3 e (3.62), podemos

assim assumir, passando para uma subsequéncia se necessario, que v, — vy # 0 em
E,s, v, — vo em L* (R?) para s € [2,00) e v,(z) — vo(z) q.t.p em R2
Lembrando que u,(z) = ||u,||v,(z), assim para z € Q := {y € R? : vy(y) # 0}, temos

up(x)| — 0o como n — co. Para algum ¢ € C° (R?), segue de (3.59) que
0

(D" (un), [l |0} < 11D (un) [ unll [l
< (el 197 (un) |l || + o]l 119 ()

= |lell1®’ (un)|| (1 + ||unl]) = 0, quando n — oc. (3.74)

Além disso, por ([3.22) e (3.74]) temos que
(1) = (@' (), |[unlle)
= [ (Ve Vil + V@ unll)dz + [ | @, (@)un lual| o
— [, )l pdz
= luall [, (Vun - Vo + Vi@l ll)da + o] [ (@2, (2)un = F(z,ua) pda
= ||t ||” /R2 (V, - Voo + V(x)une) de + ||un||* /R2 G20, (T)Vpipda

~lhual [, f (@) iz,

entao

f (@, un)

JoGaaneengds = [ £ ede = of) (3.75)
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Note que por [(£})] pela desigualdade de Holder e fazendo 1/||u,|| = v,/u,, obtemos

1
o o I (o) ol d
1 |f (2, un)|
< |pldz
Hun||2 un0 ||l
1 &, Un T, Up
= 5 [/ M’w“g&\d:ﬁ—i— M‘“n“@’dx]
”un” 0<Jun|<Ro ‘Un‘ |un|>Ro ’un’

1 1+ |u,
< . {/ Mwﬁmdx
|un||? | Jo<unl<ro [t

T, U ® 1/ / 1k
i Ulunmo (W) dx] [/u”|>RO(|“n||<P|)“dx] }

Nesse sentido, (F3)} |(F7), (3.20), (3.71) e as imersdes H' (R?) — L?(R?*) e H' (R?) —

L? (R?) implicam em

1
HUH?’/RQ | (2, un) | da

K 1/k
! f ()
< W {C12 ||Un||2 lell2 + [/I >R <|u| dx ||vn||2H, lo]l2xr
n Un|>Ro n

¢ - 1/k
n |/ |Un|Z L0
¢ 1/k
< ||u1?|’|2 / or (un2—|—Cl|un|p+4ui—|—4Cl|un|P+46ui) dx} L o(1)
n L Un | = L10
Ciz 1n
< T 7 (Gl - Calhunl] ™ + 1)
Cizs 1 ) 1k
i LCo el Cullun ] 401
2 P 1/I€
B A 4 L
| T
Y (3.76)

sendo p < 2k. Dessa forma, , implica em
/R2 G0 (T)vopdr =0, Vo € C5° (]RQ) )
Assim,
bran() = 5 [l — ylu?(y)dy =0, Vre
Contradicdo! portanto (||u,]||) é limitada. Da mesma forma que provamos na Subsec¢&o ([3.4.1)

temos (u,,) é limitada em E,,. O restante da prova é padrdo e estd demonstrado na Subsecdo

(3.4.1).
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APENDICE A - DEFINICOES E RESULTADOS DE ANALISE FUNCIONAL

Primeiramente, vamos definir funcées mensuraveis. Porém, para que isso seja apresentado
de forma clara exporemos alguns pré-requisitos que foram inspirados por ((BREZIS, 2010), p.
89).

Seja (2, M, ;1) um espaco de medida, isto é, 2 é um conjunto, M é uma o-algebra em

) e 1 é uma medida.

Definicao A.l. (0-algebra). Seja M uma o-algebra em 2, ou seja, M €é uma colecdo de

subconjuntos de () que satisfaz os seguintes itens:
1. 0eM;
2 AeM= A eM;
3. Dada uma sequéncia A, € M, entdo U2, A; € M.
Definicdo A.2. (Medida). Seja j» uma medida, isto é, p: M — [0, 00| que satisfaz
1. p(0) =0;

2. (U, Ay) = U2 i (A;), donde A; é uma familia disjunta contdvel de membros de
M.

Finalmente, segue a definicdo de funcoes mensuraveis.

Definicao A.3. (Funcdes mensuréveis). Uma funcdo f : Q0 — R é M - mensuravel se, para
cada a € R, o conjunto

{z €Q; f(z) > a}

estda em M, ou seja, é mensuravel.

Agora, definiremos os espacos LP e em sequéncia alguns resultados que serdo essenciais

no desdobramento deste trabalho.

Definicao A.4. (Espacos LP(S2)). Sejam (2, M, ) um espaco de medida e 1 < p < oc.
Definamos
(@) = {f @ R [ |frds < oo},
Q

donde a norma em LP({)) é dada por

151, = ([ 1)
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Definicao A.5. (Espacos L>°(€2)). Seja (2, M, i) um espago de medida e 1 < p < oc.
Definamos

L”(Q):{f:Q%R;sup|f|<oo},
e

donde a norma em L>°(QQ) é dada por

[ flloe = sup [ f ()],
e
em que sup,.q | f(z)| = inf{c € R; |f(z)| < ¢, q.t.p em Q}.

Teorema A.l. (Desigualdade de Hélder - (LOSS; LIEB, |2001), p. 45). Sejam p e q indices,
tais que, 1/p+1/qg=1com1 <p<o0o. Seja f € L’(Q) e g € LI(Q). Entdo fg € L*(Q) e

’Amﬁéémmwswwmu

Proposicao A.1. (Desigualdade de Interpolacdo) Seu € LP(Q)NLI(2) com1 < p < q < oo

entdo u € L"(Q) para todo p < r < q e se tem a desigualdade

el 2@y < HlullZogo) Il ety

1 6 1-0
onde 0 < 6 <1 verifica — = — + ——.
r p q

Teorema A.2. (Semicontinuidade inferior da norma - (LOSS; LIEB, 2001), p. 57). Para
1 < p < oo a norma LP é fracamente semicontinua inferioriormente , isto é, se fi — f

fracamente em LP(S)), entdo
liminf || ]| > [|£]],.
J—0 p
Se p = oo fazemos a suposicdo técnica extra de que a medida 1 é sigma finito.

Além disso, se 1 < p < oo e selim; . ||f7||, = I|fll,, entdo f? — [ fortemente como

] — o0.

Teorema A.3. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue - (BREZIS, | 2010), p. 90).

Sejam §) um conjunto qualquer e uma sequéncia de funcées (f,,) em L' que satisfaz
1. fu(z) = f(z) g.t.p. em Q;
2. Existe uma funcdo g € L', tal que |f,(z)| < g(x), para todon e q.t.p. em 2.
Entdo f € L' e || f. — [, = O.

Lema A.l. (Lema de Fatou - (BREZIS, 2010), p. 90). Sejam €2 um espaco de medida e uma

sequéncia de funcées (f,) em L' que satisfaz



67

1. f, >0, para todon q.t.p;
2. sup,, [ fn < 00.
Considere f(x) = liminf, . fn(x) < 400, para quase todo x € Q. Entdo f € L' e
<r'f/w
Af_%ggﬂf

Definicao A.6. (Imerso continuamente ) Considere X e Y espacos vetoriais normados tal

que X C Y. Entdo X estd imerso continuamente em Y, caso exista C' > (0 que satisfaca
lzlly < Cllzllx, VzeX.

Isto €, a aplicacdo identidade i : X — Y dada pori(x) = = é continua.

Teorema A.4. (Imersées continuas - (BREZIS, 2010), p. 284-285). Se ) C RY é um aberto

limitado e 1 < p < 00, entdo as seguintes imersées sdo continuas:

1. Sel <p< N, entio W'?(Q) — L1(Q), para todo q € [1,p*], onde p* = NN—Z), denota

o expoente critico de Sobolev;
2. Sep= N, entdo W'P(Q) — LI(Q), para todo q € [1,+00);
3. Sep > N, entio W'P(Q) — L>®(Q).

Teorema A.5. (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov (BREZIS, |2010), p. 285).

Sejam Q C RY um aberto limitado e p > 1. Dai, dividindo em dois casos, teremos que

1. Sep <neq>1, satisfazendo

1 1 1 . . np
->—-——,ousga l<qg<p = )
qg p n n—p

entao,
c

W“’(Q) — L)
2. Se p > n, entdo,
Wl’p(Q) — C(Q).

Definicao A.7. (Imerso compactamente ) Considere X e Y espacos vetoriais normados tal
que X — Y. Entdo a imersdo de X em Y é compacta se a aplicacdo identidade i : X — Y

for compacta.
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Outra forma de provar que X estd imerso compactamente em Y é mostrando que toda

sequéncia (u,) C X limitada possui subsequéncia convergente em Y.

Proposicdo A.2. Sejam x,y € R?. Ent3o
In(1+ & — y]) < In(1 + [2]) + In(1 + [y). (A1)
Demonstracdo. Com efeito, temos pela desigualdade triangular que
[z =yl < [ef+ ] =yl = [z[ + ly],
e isso aliado a propriedade de que logaritmo natural é crescente, acarreta em

(1 + [z —y[) <In(l + |2 +[y])

< In(1 + [z] + |y[ + |=[ly])
= In((1+ |2[)(1 + |y]))

(
(
(
In(1+ |z]) +In(1 + |y]).

Como queriamos mostrar. O
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