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RESUMO

Neste trabalho demonstraremos a finitude genérica para configuracdes centrais de Dziobek
associadas a um potencial semi-inteiro. Mais exatamente, existe um aberto de Zariski no espaco
euclidiano n-dimensional, tal que para todo vetor de massas m neste aberto, corresponde uma
quantidade finita, a menos de isometrias, de configuracdes centrais com dimensdo n — 2.
A andlise é restrita ao caso de forcas que dependem das distdncias mutuas elevadas a
um expoente semi-inteiro, possibilitando utilizar métodos da Geometria Algébrica. Para este
fim, determinamos equacdes polinomiais cujos zeros estdo relacionados com as chamadas
configuracoes de Dziobek. Assim construimos uma variedade quase-afim definida por esses
polindmios e calculamos sua dimens3o utilizando os espacos tangentes e a matriz Jacobiana.
Aplicando o Teorema da Dimensao das Fibras, encontramos o aberto de Zariski desejado. Por
fim, existe uma cota superior para estas quantidades finitas de classes de configuracdes centrais
que independe da escolha genérica das massas. Chegamos a esta cota utilizando resultados

topolégicos para a quantidade de componentes conexas da variedade afim obtida.

Palavras-chaves: problema dos n corpos; configuracdes centrais; configuracdes de Dziobek;

finitude genérica.



ABSTRACT

In this work we demonstrate generic finiteness for Dziobek configurations for potentials
with semi-integer exponents. More exactly, there is a Zariski open set in the n-dimensional
Euclidean space such that for every mass vector m in this open set, there corresponds a
finite number, up to isometries, of central configurations of dimension n — 2. The analysis
is restricted to the case of forces that depend on mutual distances raised to a semi-integer
exponent, which makes it possible to use methods from Algebraic Geometry. To this end, we
determine polynomial equations whose zeros are related to the Dziobek configurations. We
construct the quasi-affine variety defined by these polynomials and calculate its dimension
using tangent spaces and Jacobian matrices. Applying the Fiber Dimension Theorem, we find
the required Zariski open set. Finally, there is an upper bound for these finite amounts of
classes of central configurations that does not depend on the generic choice of masses. We
arrive at this bound by using topological results for the number of connected components of

an affine variety.

Keywords: n-body problem; central configuration; Dziobek configuration; generic finiteness.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, utilizaremos métodos da Geometria Algébrica com o objetivo de provar a
finitude genérica para as configuracdes de Dziobek associadas a potenciais com expoente a
semi-inteiro, demonstrado por Thiago Dias (DIAS| |2016)), generalizando o artigo de Richard
Moeckel (MOECKEL, 2001)).

Inicialmente, neste capitulo, falaremos brevemente do Problema Newtoniano dos n Corpos,
pois este € um caso particular do nosso problema em questdo. Assim, por ser um problema
famoso, utilizamo-lo como motivacdo para o estudo desta dissertacdo. Quando procuramos
pelas solucbes do Problema dos n Corpos, no qual as 6rbitas sao rotacdes uniformes em
torno de um ponto fixo, obtemos apenas um sistema linear que s6 depende das massas,
das distancias mdtuas iniciais, da velocidade angular e do centro de massa. A analise é
restrita ao caso de forcas que dependem das distancias mutuas elevadas a um expoente semi-
inteiro a € Z/2, possibilitando utilizar métodos da Geometria Algébrica. Disto definimos as
configuracdes centrais e generalizamos o Problema Newtoniano dos n Corpos. Definimos a
dimens3o de uma configuracdo, e quando ela vale n — 2 dizemos que é uma configuracdo de
Dziobek.

No segundo capitulo, associaremos uma configuracdo a uma matriz, sendo a dimens3o
da configuracdo inteiramente ligada ao posto desta matriz. Com isto, podemos encontrar
condicOes necessarias e suficientes para uma configuracdo ser de Dziobek. Outras condi¢Ges
equivalentes serdo apresentadas, e a mais importante envolve a matriz de Cayley-Menger.

A fim de utilizarmos a Geometria Algébrica, no terceiro capitulo descrevemos equacdes
polinomiais cujos zeros podem ser associados a configuracdes de Dziobek. Assim, ao final
deste capitulo, apresentamos a variedade quase-afim V¢ cujos pontos sdo unicamente ligados
a uma configuracdo de Dziobek, a menos de isometria.

Para mostrarmos a finitude genérica, precisamos calcular a dimensiao de V. No quarto
capitulo apresentamos alguns resultados basicos da Geometria Algébrica. Definiremos a
topologia de Zariski, e com isto poderemos falar em dimens3o de variedades, sendo estas
calculadas usando a matriz Jacobiana. Para obter o resultado principal deste trabalho, nas
dltimas secoes discorreremos sobre funcdes regulares e componentes conexas.

Por fim, no quinto e Gltimo capitulo, usaremos os resultados apresentados no capitulo

anterior e mostraremos que dim V* < n. Como consequéncia obteremos um fechado B tal
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que, para cada escolha de massa m € R"\B, existe uma quantidade finita, a menos de
isometria, de configuracdes de Dziobek associadas. Além disso, existe uma cota superior para

essas quantidades de configuracoes, que nao depende da escolha genérica da massa m.

1.1 MOTIVACAO

O Problema dos n Corpos estuda o movimento de n corpos sujeitos apenas a atracdo

gravitacional entre eles. Sejam zi,...,, as posicdes de n corpos em R d > 1, com

respectivas massas my,...,m,. Tomemos 7;; = ||lz; — ;|| a distdncia entre z; e z;.
Consideremos G = 1. Pela Lei da Gravitagdo Universal a forca que x; exerce em z; é dada

por
mg;m;

3 ('rj - xi)u

]

logo a forca sofrida por x; nesse sistema é

r

n

m;m;
Z Z3 j(xj —Ti).
=1 Tij

J#i

Pela Segunda Lei de Newton temos

n

Z ;3 J(ij—xi) =m;- - a; =1mMm; - Tj,
(]

Jj=1
J#i
sendo a; a aceleracdo do corpo z;. Seja ¢ o centro de massa destes n corpos no instante ¢ = 0.
Trabalhando em R?, Suponhamos que todos os x;(t) s3o rotacdes uniformes com velocidade

w n3o nula em torno de um ponto fixo c:

no qual

coswt —sinwt

R(t) =

sinwt  coswt

Tomando A\ = —w? temos que z; é solucdo de
=Nz —c),
pois
#i(t) = —w?R(t)(2:(0) —¢) = —w?R(t)(z:(0) — ¢) + Ac — Ac
= Az;(t) — A

= Axzi(t) — o).
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Figura 1 — Soluc3o do problema dos n Corpos em R? quando n = 3.

Fonte: imagem criada no software Geogebra.

Analogamente, se os x; sdo solucdes de

=Nz —rc), 2/(0) Lx(0)#c,

2

com A = —w? e ¢, a priori, um ponto de R? qualquer, ent3o os x; s3o rotacdes uniformes com

velocidade angular w em torno de c. De fato, note que

ot T coswt —sinwt| |a
e “a b =

sinwt  coswt b

é solucdo da EDO homogénea & = Ax. Como a funcao constante ¢ é solucdo particular de
=Nz —c)
o resultado segue.

Observacao 1.1. Se os x; sdo solucdes do Problema de n Corpos tais que

Z Am;(x; —c) = Zmzﬂfz
i_1
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= AYXr mi(x;—c)=0
— Y mi(z; —c)=0

mixry + ... MpTy
— Cc= .

mi—+...my
Com isto temos o seguinte cenario hipotético: possuimos n corpos com massas my, . .., M,

com suas posicdes x;(t) no plano ao longo do tempo, determinadas pelo sistema de EDO'’s

m.

(1) = 32 ™ (a5(t) — (1))

= )

<

<

[
EUNI
<

Como desejamos que as trajetérias sejam rotacoes uniformes com velocidade v/ —A\ ao

redor do centro de massa, isto ocorre se e somente se

m;

o (1) = 1)) = Aai(t) o). (1.1)

[N
gl M:
<. =

o

Ora, z;(t) = R(t)(x;(0) — ¢) + ¢, logo é facil ver que (|L.1)) é satisfeita se, e somente se,

(15(0) = :(0)) = Ax4(0) = ©). (1.2)

M=
EE

J

oL,

Sl
EEN

Ou seja, dadas n massas procuramos por n pontos no plano que satisfacam e com isto
teremos nossas n trajetérias desejadas.

Para o caso geral de n corpos em R estamos interessados nas solucées autossimilares,
isto é, cada x; é solucdo de

para alguns A # 0 e ¢ € R%. Anélogo ao que foi mostrado na observacio ¢ deve ser o

centro de massa.

1.2 CONFIGURACOES
Sejam x1,...,z, € R? coordenadas de n corpos com respectivas massas positivas
ma,...,My.

Definicdo 1.2. O vetor x = (z1,...,z,) € (RY)", tais que x; # z;,Vi # j, é chamado de

configuracdo associada aos corpos com posicées x1, ..., Ty.
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Denotamos a distancia mutua entre z; e z;, com x; # x;, por r;; = ||z; — x;||. Considere
a familia de potenciais homogéneos definidos por

1

Ual?) = 5,5

2a+2
> mimgri

i<j
sea€l={a;20€Z}ea+#—1¢e
Ua(z) =Y mym;logry;
i<j
se a = —1. Todos os potenciais sdo definidos no aberto A = {z = (x1,...,2,);z; # x;}.
Seja z;;, a k-ésima coordenada de z;. Entdo

37“3]- 87“1']-
= 27"1']'7

87".2. B 0

logo

Dai, para a # —1,

8xik 2a + 2 j=1,j#i 81’,k

n
1
= ) mimjrizf“—(xik — Tjk)
=Ly Tij
n
= > mamyry (g — x).
=Ly

Se % denota a derivada do potencial U, em relacao as varidveis x;1, ..., z;q, entdo temos
1

T
o, -
Wetay = ([ 33 mom(a =
i j=1,77#1 1<k<d
n
— Z mZmJTZQJa(Iﬂ - ley ey Liqd — :Ujd)—r
J=Lj#

n
_ 2a T
= Z mm;ry; (x; —xj) .
=L
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Para a = —1 temos
ou, 0
(LL’) = — Zmimj log Tij
0Tk Oz, i<j
n
= > mimyo—(logry)
J=Lj# !
" 1 0
= D mimy—— = (rij)
J=1j# g ik
" 1
= Y mimj— (T — ),
j=Lj#i ij
logo
U n !
1
a
a5y (&) = ( > mimy o (T = Tx)
v J=1,j#i ij 1<k<d
n
— T
= Z mim;r;; (i — ;)
J=Lj#i
. aUa - ~ «
Conclui-se que para todo a € Z/2, T (x) possui a mesma expressdo. O que desejamos saber
é: dadas n massas my, ..., m,, determinar se existem (e quais s3o, caso afirmativo) as n
trajetérias 1, ..., x, no espaco R? que sio solucdes do sistema de EDOs:
° ou,
. 2 T a .
m;a; = Z mymyri (v — x5) = 9. (x), i=1,...,n. (1.3)
j=1j#i Ti
Se a = —3/2, retornamos ao Problema dos n Corpos.

Definicao 1.3. Dadas uma configuracdo = a tal que 2a € Z, dizemos que x é uma
configuracdo central associada ao potencial U, se existem \ # 0 e ¢ € R? tais que

n

Z mjr?f(xi—:vj) =ANz;—¢), i=1,...,n. (1.4)

=15

Observacdo 1.4. Andlogo a observacdo [1.1] se & é uma configuracdo central entdo ¢ deve

ser o centro de massa:

1
c:M(mlxﬁ—---%—mnzn) com M=mq+- -+ my,
Observacao 1.5. Se a = 0, ent3o toda configuracdo é central. De fato,
n n n
Yo omylwi—xy) = | D mylw— Y myx
j=Lj#i j=1j#i j=1#i

n n
— () e - Y ma
Jj=1 Jj=1

1
= M.QTZ—MMZWJZEJ

j=1

= M(x; —c).
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Uma propriedade interessante a respeito das configuracdes centrais é o fato delas serem
invariantes por rotacoes, translacdes e dilataces. Isso nos permite estudar a finitude das

solucdes de [I.4 médulo esta relacdo de equivaléncia.

Proposicao 1.6. Seja x uma configuracio central associada ao potencial U,. Se

rotacionarmos, transladarmos ou dilatarmos x, obtemos ainda uma configuracdo central.

Demonstracdo: Seja D : R? — R? uma dilatacdo em relacdo ao ponto c. Isto é, existe a > 0

tal que
D(y) = c+aly —c).
Note que
Fig o= |[D(w:) = D(a)|| = [law; — axjl| = ary,
logo
> myri (D(zi) — D(x;)) = oy myrif(z; — x))
i#i i#i
— (%) (@ — ¢)
= (@®N)(c+alz;—c)—c)
= (a®\)(D(z;) — c).
Portanto (D(x1),...,D(x,)) é uma configuracdo central.

Seja R : RY — R? um rotacio em torno do ponto c. Entdo R preserva distancias

(euclidianas), ou seja,
Fij = ||[R(z:) — R(z))|| = || — 2] = 5.

Da linearidade de R segue que

ijfff(R(xi) —R(z;)) = R (Z mjrff(xi — QZJ))

fez [ez
= R(Mazi —¢))
= AR(z;) — o).
Portanto (R(x1),..., R(x,)) é uma configuracdo central.

Seja T': RY — R? uma translacio. Ou seja, existe ¢ € R? tal que

T(y)=y+c.
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E imediato que T' preserva distancia. Logo

Yo omyr (T(w;) = Tlxy)) = Y myry(x; — ;)
J#i J#i

= Ax; —¢)

= Mz;+ —(c+))

= MNT(x;) — (c+))

Portanto (T'(z1),...,T(x,)) é uma configuracdo central. [

Assim, nés perguntamos se para uma escolha arbitraria de ndmeros reais positivos
mi, ..., My, 0 nimero de configuraces centrais € finito, a menos de translacdes, rotacdes e
dilatacdes.

Este problema foi inicialmente proposto por Jean Chazy (CHAZY, |1918). Aurel Wintner
(WINTNER, |1941)) e Stephen Smale (SMALE, [1998) fizeram a mesma indagagdo. Com isto,
a resposta afirmativa a essa pergunta é conhecida atualmente como Conjectura de Chazy-
Wintner-Smale ou Problema da Finitude.

Existe uma maneira de atacar o problema da finitude, segundo a qual separamos as

configuracdes em relacao a sua dimensao.

Definicao 1.7. A dimensdo de uma configuracdo x, denotada por d(x), é a dimensdo do
menor subespaco afim que contém os pontos zi,...,7, € R% Se §(z) = 1,2 ou 3 nés

dizemos, respectivamente, que a configuracdo x é colinear, plana ou espacial.

Exemplo 1.8. Se x4,...,x, sdo pontos distintos sobre uma reta r entdo x é colinear, pois r

é um subespaco afim de R? de dimens3o 1.

Lema 1.9. Seja © = (z1,...x,) uma configuracdo. Seja S o subespaco gerado por
r1— T, ..., T, —x;. Entdo temos

dim S = d(z).
Demonstracdo: Note que z; € S+ x; = (v1 — 24,...,%, — x;) + ;, para cada j. Logo

S + x; é um subespaco afim que contém todos os x;. Resta verificar que S + x; é o menor
deles, em relacdo a dimensdo. Seja S’ + v um subespaco afim que contém todos os x; tal que
dim S’ = §(x). Vamos mostrar que S’ = S. Como z;,z; € S’ + v entdo

x;—x; €8

Segue que S = (z1 —x;, ..., x, — ;) C S'. Ora, dim S’ = 6(x) entdo pela definicdo de §(x)

segue que dim .S = dim S/, concluindo que S = 5’ |
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Proposicao 1.10. A dimensdo de uma configuracio v = (x1,...,x,) € invariante por

dilatacoes, rotacoes e translacoes.

Demonstracao: Seja D(y) = ¢ + a(y — ¢) uma dilatacdo com respeito ao centro de massa.

Observe que

(D(z1) — D(x4),...,D(x,) — D(x;)) = (a(xy —x3),...,a(x, —x;))

= (v1— T4y ..., Ty — ;).

Pelo lema [L.9] as configuragdes © = (z1,...,2,) € (D(x1),...,D(x,)) possuem a mesma
dimensao.

Seja R uma rotacdo. Por preservar distancias, ela deve ser injetiva. Sejam z,, —
Ti, ..., Tm, —T; 0 maximo de vetores L.|. do conjunto z1 — x;,...,x, — x;. Da linearidade de

R e de sua injetividade tém-se que
R(%m,) — R(z;), ..., R(zp,) — R(x;)
sdo L.I.. Se x,, for tal que z,;, & {Tm,, ..., Tm, } entdo existem by, ..., by tais que
T — T = b1 (T — i) + -+ + (@, — )

= R(wm) = R(2i) = bi(R(zm,) = B(2i)) + - + Ou(B(2m,) — R(z:))-
Assim, {R(zp,,) — R(x;), ..., R(xm,) — R(z;)} é um subconjunto L.I. maximal de {R(z) —
R(z;),..., R(z,) — R(x;)}. Portanto

dim(zy — x;,. .., 2, — ;) = dim(R(z1) — R(x;), ..., R(x,) — R(x;)).

Pelo lema as configuracdes z = (r1,...7,) e (R(11),...,R(x,)) possuem a mesma
dimensao.

Seja T(y) = y + ¢ uma translacdo. E imediato que
<T($1) — T(Z’l), e ,T($n) — T(ZL‘Z» = <ZE1 — Ty ey Ty — in),

logo x = (z1,...,2,) e (T'(x1),...,T(x,)) possuem a mesma dimens3o. [
Com este resultado podemos dividir o Problema da Finitude a partir da dimens3o.
Forest Ray Moulton (MOULTON, {1910]) provou que existe uma dnica configuracdo central

colinear, para a = —3/2 e qualquer n, a menos de reordenacio.
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Joseph Lagrange (LAGRANGE, |1772) mostrou quando n = 3 e a = —3/2 que sé existe
uma unica configuracdo central plana, a saber, o tridngulo equilatero.

Mais geralmente, Donald Saari (SAARI, [1980) provou que dadas n massas positivas, existe
uma dnica configuracdo central (n — 1)-dimensional qual seja o simplexo regular.

Infelizmente, para outros valores da dimens3o, o problema de encontrar ou mesmo de
contar classes de configuracGes centrais é muito dificil.

Nosso projeto se concentra em estudar o caso §(z) = n— 2, conhecido como configuracées
de Dziobek.

Novamente para a = —3/2, Moeckel e Hampton (HAMPTON; MOECKEL, 2006) provaram
que para qualquer escolha de quatro corpos com massas positivas existe uma quantidade finita
de configuracdes de Dziobek associadas.

Previamente para n corpos, Moeckel (MOECKEL, 2001) obteve um resultado de finitude
genérica. Rigorosamente, hd um polindmio P € R[ X7, ..., X,,] tal que, se m = (mq,...,my,)
é uma escolha arbitraria de massas positivas com P(m) # 0, entdo o nimero de configuracdes
centrais de Dziobek é finito e nao excede um certo limite que depende apenas de n. Todavia
essa escolha genérica da massa ndo é possivel explicitar seguindo a prova dada por Moeckel.
Quando n = 5, Albouy e Kaloshin (ALBOUY; KALOSHIN} [2012)) mostraram precisamente quem
sao as escolhas das massas para as quais vale o resultado de finitude.

Esta dissertagdo tem como objetivo apresentar o trabalho de Thiago Dias (DIAS, 2016]) no
qual ele demonstra a generalizacdo do resultado de Richard Moeckel (MOECKEL, 2001, sendo

agora a um semi-inteiro qualquer.
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2 A GEOMETRIA DAS CONFIGURACOES

2.1 A MATRIZ DE UM CONFIGURACAO

Seja z = (x1,...,2,) € (RY)"™ = R uma configuracio. Do lema [1.9) é imediato que
i) <n-—1. (2.1)

Seja S'+wv o menor subespaco afim que contém os 1, ..., x,. Temos que existe uma cdpia

isomorfa de S em R" !, Seja ¢ : S — R™ ! tal isomorfismo. E facil ver que

o(xy —v),...,p(x, —v)

é uma configuracio em R(~1" com dimens3o &(z). Portanto, a partir de agora, n3o ha perda
de generalidade em assumirmos que, dada uma configuracao x de n corpos pertencentes a

R vale d < n — 1. Desta forma, definindo & > 1 inteiro tal que

d=n—k.
Considere o mapa de inclusao
[ Rk — R"
(a1,...an—) — (1,a1,...,a,,0,...0).

. . v . ~ _ . ~ 2
Podemos assim identificar a configuracdo € R %" com uma configuracio em R"™

in(x) == (in(x1), ... in(xn)).

Observacdo 2.1. Se x é uma configuracdo central entdo i, (x) também é central. De fato

/\(Zn<ﬂ?@) — ’ln(C)> = (O, )\(SL’“ — Cl), . ,/\(l’in,k — Cn,k), 0... ,0)
= (0 Zm] (xj1 — xa), Zm] i Tk — zzzm_k),O...,O>
= Zm] (in(xj) — in(z;)).
Observacdo 2.2. E verdade que 6(z) = 6(in(z)). Se S + v é o menor subespaco afim que

contém todos x;'s, o subespaco afim S’ + i, (v) := {i,(y) +i,(v);y € S} claramente contém

todos i, (z;)'s e é facil ver que ele é o menor com tal propriedade.
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Definicao 2.3. A matriz

X =liy(z) ... in(zn)

é chamada de matriz associada a configuracdo x, e denotamos seu determinante | X| por w(x).

Observacao 2.4. Temos que X é linha-equivalente a

0 R 0
xl_ml PR xl PR xn_xz
0 | 0
0 N 0

Tirando a i-ésima coluna, as demais n — 1 colunas tém exatamente () colunas L.I. pelo

lema [1.9] Note que a i-ésima coluna é L.I. com as demais. Portanto
posto(X) = o(z) + 1. (2.2)

A partir desta observacdo, conseguimos estudar a dimensiao de uma configuracdo a partir

da sua matriz associada.

Exemplo 2.5. Se d = n — 1, entdo d(z) = n — 1 se e somente se w(z) # 0. Pois, da

observacao anterior,
n—1=4d(x) =posto(X)—1 <= posto(X)=n
— w(z)=|X|#0.

Estamos interessados nas configuracoes de Dziobek, cuja definicio geral n3o sera
apresentada aqui. Quando assumimos que as massas e a massa total sdo ndo-nulas, (ALBOUY,

2002) apresenta uma definicdo equivalente, na qual trabalharemos com ela.

Definicao 2.6. Seja x = (xy,...,2,) uma configuracdo central com massas positivas

associadas. Dizemos que x é uma configuracdo de Dziobek se §(z) = n — 2.

Vejamos, a seguir, uma primeira propriedade que descreve tais configuracdes:

Proposicado 2.7. Seja x = (z1,...,x,) uma configuracdo central. Temos 6(x) < n —2 se, e
somente se, houver um vetor ndo-nulo A = (Ay,...,A,) no nicleo de X, ou seja,
(2.3)

All’l + ... + AnZEn = 0
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Além disso, 6(x) = n — 2 se, e somente se, A for tinico a menos de fator constante.

Demonstracdo: Sabemos que 6(x) < n — 1. Pelo exemplo anterior, §(x) = n — 1 se, e

somente se, posto(X) = n. Assim
§(x) <nm—2 <= posto(X) <n <= dimN(X) > 1.
Seja A = (Ay,...,A,) € N(X) nio-nulo. E de imediata verificacio que da igualdade
matricial XA = 0 obtemos as equacdes . Por fim,
d(x) =n—2 <= posto(X)=n—-1 <= dimN(X)=1

Assim A é Gnico a menos de fator constante. |

Se 0(x) < n — 2 nos perguntamos como obter explicitamente um vetor A que satisfaca
. Sendo §(x) < n—2, novamente n3o ha perda de generalidade em assumir que z; € R" 2,
Com isto a dltima linha da matriz X é composta por zeros. Se removermos essa Ultima
linha juntamente com a k-ésima coluna, obtemos uma matriz, denotada por )?k associada a
configuracdo 7y := (v1,...,Tk,...,T,), iSto é, a configuracdo de (n — 1)-corpos onde o vetor
da k-ésima posicao de x foi excluido.

Note que |)?k| é o menor cofator de X obtido da Ultima linha e k-ésima coluna
Xk = | Xl
Se tomarmos
A= (DXL, k=1,....n, (2.4)

entdo uma vez que | X| = 0, (0(z) < n — 2 logo posto(X) # n), segue da férmula do

determinante pela expansdo de Laplace que
(DX 4 (D)X =0
— (DX At (D)X =0
— A +--+ A,=0
Para verificar que A := (A4, ..., A,) estd no niicleo de X, falta verificar que

Alxl—f——i—Anxn:O

Mas isto é consequéncia imediata do seguinte lema, cuja demonstracdo se encontra no apéndice

Al
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Lema 2.8. Sejam A = (a;;) € My € A;j;i,5 € {1,...,n} seus cofatores. Se A possui

nicleo ndo-trivial entdo (A;1,. .., A;n) pertence ao niicleo de A para todoi =1,...,n.

Com isto podemos encontrar o vetor A = (Ay,...,A,) a partir dos | X| := w(Z},). Agora

vejamos que com o uso do produto exterior podemos obter w(Zy).
Lema 2.9. Seja A o produto exterior no espaco R"~2. Temos que
T(J, k) (xr —xj) N AN (T —xj) = w(Tp)er A+ Aep_a,

em que os fatores (v, — ;) e (x; — x;) foram omitidos no primeiro membro, j é um indice

arbitrdrio com j # k, os e;'s formam a base canénica de R" 2 e

(1), sek < j;

T<j’ k) = .
(1) sek > 5.
Demonstracao: Suponha k& > j (o outro caso é andlogo). Sendo =z = (z1,...,x,) uma
configuracdo com 6(z) = n — 2, entdo z1,..., 7, € R" 2 sem perda de generalidade. Sejam
{e1,...,€en_2} a base candnica do R"~2. Observe que
T:=|(x1 —x;)...(xj — ;) ... (xp — xj) ... (2, — xj)
é a matriz das coordenadas dos 1 — z;,..., 2, — x; na base canbnica. Logo

(1 —z)) NN (g —x5) =|T]er Ao+ ANeyso

Para o que resta, consideremos a matriz obtida de X}, subtraindo sua j-ésima coluna das

demais, obtendo

() 0 0 1 0 0
XIC] =

(z1 — ;) (Tj1 — ;) x; (Tj41 — x5) (Tn — ;)

)

Desenvolvendo o determinante de X,”’ pela primeira linha, verifica-se que

w(iy) = Xe| = |1 X = (=1 X )] = (17T,
Portanto
T(J, k) (xy —xj) N AN (xy —x5) = (—1)j+1(x1 — ;) A A (2, — xy)

= (“1)T|er A Aen

= w()/(\k)el A Ae,.
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[
A seguir iremos reformular os critérios de dimensdo em termos das distancias mutuas

ri; = ||@; — x;]], ou melhor, seus quadrados s;; := ||z; — x;||*.

2.2 A MATRIZ DE CAYLEY - MENGER

Na procura por descrever a dimensio de uma configuracio € R 1" em termos das

suas distancias matuas, primeiro observe que
2 2
Sij =Ty = ||z; — ]|

= (v — %‘1)2 + (@i — szn71>2
n—1

= > (i —xj5)?
k=1
n—1 n—1

= Z(:cfk + 97?/&) -2 Z Ti Tk
k=1 k=1

n—1
_ 2 2 T
= Z(xikjL:cjk) —2x; x;j. (2.5)
k=1
Considere X' = (z,5)1<r<n—1, 1<s<n @ Matriz (n — 1) X n cujas colunas sdo formados pelas

coordenadas dos pontos 1, ..., x,. Note que
1T ! T
X' X" = (2 mj)i<ij<n-

Porém o posto de X’ n3o nos fornece a dimensdo da configuracdo x. Por outro lado, o
produto da transposta da matriz X, associada a configuracdo x, com ela prépria n3o nos
retorna (z,' z;)1<ij<n. Desta forma procuramos uma matriz cujo posto esteja associado 2
dimensdo de = e dependa apenas dos s;;. A maneira de encontra-la é a seguinte: seguindo
(HAGIHARA, |1975) comecamos observando que podemos ver X com uma submatriz da seguinte

matriz (n 4+ 1) x (n+ 1)

1 0 0
0 1 1
X1:=10 T11 Tn1 ]

0 Zim-1) -0 Tp@-n
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as quais possuem o mesmo determinante
w(z) = |X] = [X4]. (2.6)

De X, obtemos uma nova matriz linha-equivalente apenas trocando de lugar as duas

primeiras linhas:

0 1 1
1 0 0
X2 =10 T11 Tn1
_0 T1(n-1) Tn (n—1) |

Multiplicando a transposta de X; por X, temos, fazendo uso de ([2.5)),

o 1 ... 1
1 zfxy x| T,
X=X/ Xy = ! '
1 z)z T T
0 1 1
U SIS+t —sul o ISR+ ) — sl
B o [2ak=1 L1k 1k 11 o [2ek=1 ik T Tnk Sin
LIS b o) — ] o [T ERt a2y) —
L 2 k=1 nk 1k nl 2 k=1 l‘nk Ink Snn
0 1 1
_ g =

— (—Q)ning

1
=2 Sm — ot (@ + 2ty)

0 1

—1 2 2
Losy — Yoy (o + xiy)

~1
_1 Sn1 — poi (T + 274)

Stn — Lpot (@d + 22 ))
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Por fim, observe que podemos eliminar os termos >_7—{ (22, + m?k) facilmente da matriz

(—2)"1 X3 acima. Para tal fazemos as seguintes operacdes nas linhas

n—1
LfiJrl — Li+1 — Z(I?k)[/l,l = 2, o, 1
k=1
obtendo i i
0 1 - 1
1 osu+Xpial, .. s+ Xps a2,
X4 =
| e st i et

Agora fazendo as operacoes de coluna

n—1
Cj-‘rl — Cj+1 — Z(x?k)C’l,j =2,...,n+1
k=1
obtemos i i
0 1 1
1 S11 ... Sin
X, =
1 sp1 ... Spn

Esta matriz que acabamos de encontrar é muito importante para o desenvolvimento da

teoria e ela tem um nome especial.

Definicao 2.10. Sejam = = (21, ..., x,) uma configuragdo e s;; os quadrados das distancias
mutuas 7;; = ||z; — z;||. A matriz

0 1 1 1 1

1 0 S12 S13 ... Sin

1 512 0 S923 ... Sop

Alz) =
1 S13  S23 0 ... S3n
1 Sin S2n S3n - .- 0

é chamada de matriz de Cayley-Menger associada a configuracdo x. Seu determinante é
representado por F'(x). Denotamos o cofator (A(x));41 j+1 por Fj(x) :=, ou F;; simplesmente

quando a configuracao x estiver clara.
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Como consequéncia imediata do que fizemos até agora, temos as seguintes proposicdes.
Proposicao 2.11. Seja x uma configuracdo. Sdo equivalentes:
1 §(z)=n—-1;

2. posto(A(x)) =n+ 1.

Demonstracdo: Segue de (2.6), de | X| = —|X;| e de X3 = X[ X, que
@) = 11| = —|XT||Xa| = —XTXa] = —IX
= el
= (_;)1”1|X4|
- =l
= e F )

Se 0(z) =n — 1 temos que
n—1=4d(x) =posto(X)—1 .. posto(X) =n,
logo
wr)=|X|#£0 . F(x)=(-2)""w(z)*#0.
Como F(x) = |A(x)| segue que A(z) tem posto maximo, isto &,
posto(A(z)) =n+ 1.
Reciprocamente, se posto(A(x)) = n + 1, entdo

F(z)=|A(x)|#0 .. w@)?#0 . w(x)#0

Pelo exemplo [2.5| conclui-se que

dz)=n—1.
[

Corolario 2.12. Seja x uma configuracdo com n corpos e seja I' o determinante de Cayley-

Menger associado a x. Entdo 6(x) < n — 2 se, e somente se, F'(z) = 0.
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Demonstracdo: Se §(z) < n —2 < n — 1, entdo da proposicdo anterior, posto(A(z)) <
n+ 1, logo F(z) = |A(z)] = 0. Se F(z) = 0 entdo A(z) ndo tem posto maximo. Dai
dzr)<n—1 <= d(z)<n-—2. |

Com este corolario, temos uma condicio de equivaléncia para a dimensdo de uma
configuracdo ser menor que n — 1, que sé depende do determinante da matriz de Cayley-
Menger associado, que estd em termos das distancias mutuas. A seguir obteremos condicdes

equivalentes a uma configuracao ser de Dziobek em relacao a sua matriz de Cayler-Menger.
Proposicao 2.13. Seja x uma configuracdo de n corpos. Se F' = 0, sdo equivalentes:

1. 0(x)=n—2;

2. pelo menos dois dos cofatores principais Fj; sdo ndo-nulos;

3. posto(A(x)) = n.
Demonstracao:

= 1) =2)

Tomemos S = (x9 — 21,...,2, — x1). Temos que dim S = d(z) pelo lema Como
estamos assumindo §(z) =n —2 e S é gerado por n — 1 vetores entdo existe um z; tal

que

—

<$2—1’1,...,xi—$17...,$n—$1>:S. (27)

Tomando a configuracdo de n — 1 corpos T; = (x1,..., 2T 1,Tit1,--.,T,) de (2.7)
tem-se que

(z7) =n—2.

Observe que o determinante da matriz de Cayley-Menger associado a configuracdo x; é

exatamente F};. Como

z;))=n—2>n—-3=(n—-1)—2

segue do corolario anterior que
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Para achar outro cofator principal diferente de zero, primeiro observe que se F'(z;) # 0

entdo w(x;) # 0. Mas pelas equacdes temos que
w(@1) —w(@) + -+ (1) (@) =0,
logo deve existir j # ¢ tal que w(Z;) # 0, e com isto
Fy; = F(z;) # 0.
2) = 3)
Por hipétese F(x) = 0, logo posto(A(x)) < n + 1 isto é posto(A(z)) < n. Se

posto(A(x)) < n entdo toda submatriz quadrada de A(x) de ordem n teria determinante

nulo. Mas se F}; # 0, entdo isso ndo ocorre. Portanto posto(A(z)) = n.

3)=1)
Com efeito, lembrando que N (A(x)) é o ndcleo de A(z), tem-se
dim N (A(x)) = 1.
Sabe-se que parai =0,...,n vale
(Fyo, Fin, ..., Fin) € N(A(z))
pelo lema Se (Fo, Fi1, ..., Fin) # 0 entdo existe uma constante «; tal que

ET‘:"{jP}T7 0<r<n

Dai

FirFjs = (k;Fjy) (éﬂs) = Fj. Fis.
Observe que, caso (Fjg, Fi1, ..., Fi,) = 0, a igualdade acima encontrada ainda é valida.
Logo

Er}?js = Ferzisa Vi,j, k? .
Em particular
FFy; = F7. (2.8)

Como posto(A(z)) = n entdo algum Fj; # 0. De (2.8) conclui-se que Fj; # 0. Dai

d(z;) = n — 2 e segue que

dz)<n—-2=0(z;) <d(x) .. 6(x)=n—2.
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|
A seguir iremos generalizar parcialmente este resultado para configuracdes com dimensdo

n — k, com k > 2. Mas antes precisamos do seguinte lema:

Lema 2.14. Sejam x = (x4, ...x,) uma configuracdo, X a matriz de x e A(x) a matriz de

Cayley-Menger associada. Se os vetores
V1 = (Ulla cee 7U1n)7 ey U = (Ukla cee 7vkn)

sdo linearmente independentes e estdo no niicleo de X, entdo os vetores

n
uo= Z||$j||27ﬂ1j,1111,..,71;1n 7

Ok = | 2 lwlPokg, vkt - Vkn

sdo linearmente independentes e estdo no niicleo de A(x). Em particular, dim N (X)

dim MV (A(z)).

Demonstracao: Primeiro observe que os vetores 71, . . . , U estdo no nicleo de A(x). De fato,

temos que
n n n n n
sz‘j, - Z || i; + Z S1jVijy -5 — Z ||| P05 + Z SnjVij
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
De v; € N(X) seguem >7_, v;; =0 e X0, vi;r; = 0, logo

n
> skivg = Z zkl)® = 2(2s, zk) + |20y
j=1 =
n n
3 0y — 2 <Z> £ el
j=1 =1 =1
n
2
> || Poss.
j=1

Portanto, A(x)v; = 0 se, e s6 se, v; € N(A(x)).

Por outro lado, sejam by, ..., by constantes tais que
byvy + - - + by = 0.
Ent3o em particular vale

bivir +---+ brvg =0,

b1U1n +---+ bkvkn =0.



32

Dai byvy + -+ bjvpy =0, logo by = --- = b, = 0. Assim vy, ..., v, sdo L.I. [ |

Antes de prosseguimos vamos ver uma nova definicio que nos serd itil. Dada uma
configuracdo © = (z1,...,x,), ja falamos que podemos obter uma nova configuracdo com
n — 1 corpos apenas removendo algum z; dos x4, ..., x, e chamamos tal configuracao de 7.
Ora, nada impede de removermos mais de um corpo. Sejam i1, ..., %, indices distintos entre

1 e n. A configuragdo z;, . ;, € a configuracdo obtida de x removendo os corpos z;,, ..., Z;, .

Proposicao 2.15. Para qualquer k > 2, as condicbes a seguir sdo equivalentes:

1. 0(x) =n—k

2. posto(A(x)) =n—k+2.
Demonstracao: Para provar (1) = (2), seja 6(z) = n—k. Tomemos S = (z3—x1,...,2, —
x1). Temos que dim S = n — k. Assim, podemos tirar até k — 1 destes x; — x; e os restantes
ainda gerariam S. Em particular, existem k& — 2 indices iy,...,%,_o tal que a configuracio
de n — (k — 2) corpos Z;, ;. , tem dimensdo n — k. Como n — k = [n — (k — 2)] — 2,
segue da proposic3o m que a matriz de Cayley-Menger A(Z;, ,, ,) possui dois cofatores

principais ndo-nulos. Seja F};(Z;,. i, ,) um deles. Note que F};(Z;, ., ,) é o determinante de

uma submatriz quadrada (n — k + 2) X (n — k + 2) da matriz A. Assim
posto(A(z)) >n —k + 2.
Por outro lado, pelo lema anterior

dimN(A(z)) > N(X)

= n—1—-46(x)
= n—1—(n—k)
= k-1,

logo
postoA(z) = n+1—dimN(A(z))

< n4+l1-(k-1)

= n—k+2.
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Para a volta, se postoA(z) =n — k + 2 entdo

dimN(A(z)) = n+1— postoA(x)
= n+l—-n+k—-2
= k-1

Pelo lema anterior,

dimN(X) <k — 1.
Suponha, por absurdo, que dim N (X) =1—1 com [ < k. Dafi
d(z) =postoX —1=n—(1—-1)—1=n—-1

com [ < k. Uma vez ja provado (1) = (2), temos que postoA(z) = n—I+2. Assimk =1 < k,

absurdo. Logo dim N (X) = k — 1 e segue que
d(z)=n—k.
|

Corolario 2.16. Seja x uma configuracio. Entdo N (A(x)) e N'(X) sdo isomorfos através do
mapa
T : N(X) N(A(x))

—
n

v=(v1,...,0,) —> U= <—ZH$@'H2U@'7U17-~7U7L>
i—1

Demonstracao: Temos que

dmN(X)=n—-0(z)—1l=n—(n—k) —1=k—-1

dim N (A(z)) = n+1— postoA(z)
= n+l—-(n—-k+2)
= k-1 (2.9)

Portanto MV (X) e N(A(x)) tém a mesma dimens&o. Por fim, pelo lema temos que
T preserva conjuntos L.I.. Fica provado que T' é um isomorfismo. [ |
Até o momento, estamos sempre associando a matriz de Cayley-Menger a uma configuracao

x. Mas podemos estudar a matriz de Cayley-Menger como uma funcao de C? em
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M(n+1)><(n+1)((c) €m que g = n(n - 1)/2 Seja r= (r127 e Tin, 723, -+ -5 T2n, - - >Tn—ln) €

C9. Definimos assim A: C? — M ,11)x(n+1)(C) por

0 1 1 1 1
2 2

L0 riy 713 "in
2

Loriy 0 7y T2n

r — Ar) =

2 2

Lorig r33 0 T3n
2 .2 2

1 Tin T2n T3n 0

e da mesma forma, F(r) := |A(r)|. Com isto, podemos estabelecer uma relacio mais geral

entre os cofatores Fj; := Fj;(r) := (A(r))it1,+1 € nicleo de A(r) quando F(r) = 0.

Proposicao 2.17. Seja A(r) a matriz de Cayley-Menger associada a um vetor r € CU.

Suponha que F(r) = 0, mas pelo menos um dos cofatores F;; # 0. Entdo, se A =
(Ao, Ay, ..., Ay) for qualquer solugdo diferente de zero de A(r)A = 0, existe uma constante
k # 0 tal que

Fij = kA

Além disso, pelo menos dois dos A;, com 1 < i < n, sdo diferentes de zero.

Demonstracdo: Sejam 1 < iy, jo < n tais que Fj ;, # 0. Disto e de F'(r) = 0 segue que
posto(A(r)) = n. Logo
dim NV (A(s)) = 1.

Seja A um vetor gerador de N(A(r)). Como os vetores (Fyo, Fj1, ..., Fi,) € N(A(r)),

para cada i, existem constantes x; tais que
E]‘ = Iiz‘Aj. (210)

Mas por simetria tem-se

ou seja,
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De ono

# 0 junto com ([2.10)) segue que A;, # 0. Tomando k = %;(’) segue de ([2.11)) que

k; = KA\, e dai

Fij = IiiAj = HJAZ'A]‘.

Por fim, do que acabamos de provar conclui-se que A;; e A;; sdo ndo-nulos. Se iy # jo
ndo ha mais nada a fazer. Se iy = jo, entdo resta observar que de A(r)A = 0, a multiplicacdo

da primeira linha de A(r) com A nos da
Ay +---+A7A,=0.

Disto e de A;, # 0 deduzimos que existe outro A; diferente de A;,, que também deve ser

n3o-nulo. [ |
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3 EQUACOES QUE DESCREVEM AS CONFIGURACOES CENTRAIS

Como mencionado na introducao, procuramos descrever as configuracoes de Dziobek como
uma variedade afim, isto ¢, como o conjunto de zeros simultdneos para um conjunto de

polindmios pré-estabelecido. Sabemos que dada uma configuracao de Dziobek x podemos

n(n—1) .

associa-la ao seu vetor das distancias mituas r = (r12,...,7(n-1)n) € R% em que ¢ = =7

Pelo corolériotemos F(r) =0, isto é, r é um zero do polindmio obtido do determinante de
Cayley-Menger em que as entradas sdo as ¢ varidveis Ry, ..., R;_1),. Todavia, sabemos que
podem existir vetores r* raizes de F' que n3o podem ser associados a nenhuma configuracdo
de Dziobek. Desta forma, vamos a procura de mais equacdes polinomiais que nos fornecam

como zeros pontos que podem ser associados a uma configuracao de Dziobek.

Seja x = (x1,...,x,) uma configuracdo central em que os corpos zi, ..., T, tém massas
positivas my, ..., m, respectivamente. Ent3o existe A #£ 0 tal que
2 .

> omyrit(x —xj) = May—c), i=1,...,n. (3.1)

J#i
Introduzimos agora uma nova constante rg tal que

A
2

sendo M =mq + -+ m, > 0. Tomemos as quantidades
S =: r?;l — ot (3.3)

Combinando as equacdes (3.1]) e (3.3) tém-se, parai=1,... n:

0 = Y murii(az; —x;) — Mai — ¢)

J#i
2a 1
= > myrgt(z —a;) — A |z — % > myx;
J#i J
= Y myri (@i — xy) — g M + 13" Y mya;
j#i J
= Z mj'r’?f(xi —xj) — ijrgaxi + ijrgaxj
J#i J J
= Y myrg(w —ay) = Y myrg (i — a;)
J#i J
= Z mjrff(xi —xj) — ijrga(xi )
JFi JF#i
= > my(ry —rg®) (i — ;)
J#i

JFi
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Para eliminarmos a dependéncia de x, tomemos o produto exterior na i-ésima equacdo de

(13.4) com n — 3 multivetores da forma
Vit = (1 — i) A= A (T, — 29)

em que i, k,l sdo quaisquer trés indices entre 1 e n distintos entre si, e o produto exterior

omite os trés fatores (x; — x;), (xx — x;) e (z; — x;). Dai
0 = (Z#i m;Sij(x; — %)) Axy — ) A A (2, — 24)

e portanto

mk:Sik(xi - xkz) A (I1 — CEZ) VANEIEIVAN (mn — xl)
= —mySy(x; —x) A(xy — ) Ao A (2, — 25).
Vamos considerar um dos possiveis casos, quando temos k < [ < i. Segue entdo
— (=D mpSi(zy — ) Ao A (T — ) A=+ A (2 — 25)

= _(_1)l_1ml5il(.r1 —x) N AN —x) A A (T, — ;)

— (=D St (i, 1) (1 — ) Ao+ A (zp — ) A=+ A (2 — 35)

= (—1)l+1m18ﬂ7—(i, k)z(xl —T) N A (g —x) A AN (T, — 24)

— (=) g St (i, Dw(Zy)er A - -+ A en_s

= (=D)"my Syt (i, B)w(Tr)er A -+ A ep_s

= (=)™ g St (i, Dw(Z)er A Aen_so

= (—1)k+1ml5ﬂ7—<i, E)w(zr)er A+ Nep_o
Portanto

= 7(1, )mpSigArer A+ AN ey = 7(1, k)mSyAger A+ A ey g
— T(’i, l)mkSZkAl = 7'(2'7 k:)mlSzlAk
= mpSiuld; = mySyAy.

Os demais casos podem ser feitos de maneira andloga. Com isto provamos o seguinte resultado:
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Proposicao 3.1. Sejam x = (x4, ...,x,) uma configuragdo central com massas my, ... m,

S;j como em e A; = (—1)"w(w;). Entdo

O préximo resultado fornece uma parametrizacdo dos .S;; que descrevem as configura¢des

de Dziobek.

Proposicao 3.2. Seja x uma configuracdo de Dziobek de n massas positivas, e sejam S;;

dados por (3.3). Entdo hd nimeros reais w;,1 <i <n, e k # 0 tais que
Sij = RW;wj. (36)
Além disso, pelo menos dois dos w; sdo diferentes de zero.

Demonstracdo: Sejam A; = (—1)""w(z;),i = 1,...,n. Pelo fato das massas serem n3o-

nulas, podemos definir

A,
wi=—, 1=1,...,n, (3.7)
my
e entdo ([3.5) pode ser escrito como
A meSikA
S, = Syt = —KZEEL
my mgmy
my Sy Ay, Ay
1y mi

Como §(x) = n — 2, a proposicdo nos diz que dois dos A; sdo ndo-nulos, e com isto

pelo menos dois dos w; sdo ndo-nulos. Suponhamos que wy # 0 e tomemos

Si
i = > 3.9
: Wi ( )
logo
S SipWs
S = = L — gaw, 3.10
J Wi Wi a wj ( )

Agora, da simetria S;; = Sj;, tem-se
RiW; = R;jWs, \V/Z,j (311)

Como wy # 0, seja

ko= (3.12)

Wi
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Logo

Ki = ﬁwi = Kw;, Vi. (3.13)
W

Portanto, de (3.10f) e (3.12), temos
Sij = KiWwj = KW;wj.

Por fim, se k = 0 terfamos S;; = 0 para todos os i # j e de S;; = 7‘1-2]?1 — 72% obteriamos
em r;; = 7o para todo 7 # j. Isto é, a configuracdo = teria seus corpos distribuidos no
espaco de modo que a distancia de cada corpo ao outro seria constante. Assim, z formaria
um (n — 1)-simplexo regular. Dai 6(z) = n — 1, uma contradi¢do. Portanto « é diferente de
zero. |

Se ndo restringirmos os w; a serem reais, entdo ndo ha perda de generalidade em supor

que x = 1. De fato, tomando z; := \/kw; tem-se
Zi 2
VEAE

2% Se a > 0 o ponto (75, z;, 2;) € raiz do polinémio

Sij = RW;W; = KR = ZiZj.

— -2a
Relembramos que S;; = rii" —

95(Rij Zi, Z;) = Rij' — " — ZiZ;. (3.14)

Se a < 0, ent3o

2a __ ,.2a . _ —2a/(,.2a
rit =gt t iz oo L=r570rg + zizg),

ij

e assim (7, z;, zj) € raiz do polinémio
95 (Rij, Zs, Zj) == R 2" (r3" + Z:iZ;) — 1. (3.15)

Tais polindmios gf; podem ser vistos como polinémios em C nas g + n varidveis
Rig, ..., Rin—1yn, 21, ..., Zn. Deste modo, seja x uma configuracdo de Dziobek, r;; as g
distancias mutuas associadas a = e zj,...,2, como na proposicio 3.2l O ponto P =
(7125, T(n—1)n) € CIT" & portanto um zero comum dos ¢ polindémios 9. E como
foi mencionado no comeco deste capitulo, P também é raiz de F(Riz,..., Rp—1)n), O
determinante de Cayley-Menger em que as entradas sdo as variaveis Ry, ... R(,—1)n.

Temos até agora o seguinte: a uma configuracdo = associamos um ponto P = (r,z) =
(712, - - - T(n—1)n> 21, - - - , 2n) Que é zero comum dos polinémios F e gi;- Porém, pode existir

algum zero comum de F' e g;; ao qual ndo conseguiriamos associar uma configuragdo de
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Dziobek. Novamente, vamos restringir conjunto de zeros comuns de F' e g;.. E faremos isso
usando mais polindmios.

Antes de prosseguirmos, lembrando que r3* = M '), dada uma configuracdo = existe
uma dilatacdo de x tal que a nova configuracdo obtida tem o valor 7y associado igual a 1. De
fato, da proposicdo [1.10| dada uma dilatacdo D(y) = ¢ + «(y — ¢) em que ¢ é o centro de

massa e « é um fator qualquer, temos que

> myri (D((z:) — D(x;)) = a** MD(w;) — o);

J#
tomando a de modo que a?*\ = M, segue que o valor 7, associado A configuracio
(D(z1),...,D(z,)) tem valor 1. A fim de encontrar a solucdo para o problema da finitude,

restringirmos nossa atencao ao conjunto definido a seguir.

Definicao 3.3. Definimos X* como o conjunto de todas as classes de configuracdes de
Dziobek com expoente semi-inteiro diferente de zero mddulo a relacdo de equivaléncia das

isometrias e tal que o = 1.

Observacdo 3.4. Seja [z] € X Se x e y sdo configuracdes pertencentes 3 mesma classe
[x] entdo = e y diferem apenas por rotacdo e translacdo. Pois, qualquer dilatacdo de x ou y

altera o r( associado, enquanto rotacdes e translacdes ndo altera ry.

Desejamos definir uma associacdo entre X e alguma variedade afim sobre C. Um ponto
7 = (r12,...Tm-1)n) anular F(R) garante apenas que a configuragdo com distancias muituas
r;; tem dimensdo menor ou igual a n—2. Para termos a igualdade precisamos que (A4, ..., A,)

seja unico a menos de fator constante tal que

(3.16)

Al.CEl + ... + An.fl?n = 0,

onde Ay, = (—1)"1w(z;). Na demostragdo da proposicio [3.2} construimos os z; tais que

z; = A;/m;. Assim a primeira equacdo acima se reescreve como
myzy + - +mpz, = 0. (3.17)

Na demonstracdo do lema foi mostrado que

Z HiCjHZAj = Z AjT?j = ijzjr?j. (318)
j=1 j=1 j=1
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Tomemos Ag := — 7, ||2;]|?A;. Sejam [z] € X* e my, ..., m,, as massas correspondentes

a [z]. A [z] associamos o ponto
P,=(r,Ao, 2,m) := (T12, -« o, T(ne1yns Doy 215 -« + s Zny M, - . .My, ) € CTE2H

Com o que foi feito até agora, pelas equacdes (3.17) e (3.18]), segue que P, é raiz dos

polindbmios
1_‘O = FU(R127 s 7R(n71)n7 AOa Zla SRR va M17 sy Mn)

= S M,z (3.19)
j=1

I, = Fi(RHa s >R(n—1)n7 AO? Zla SRR Zn7M17 s 7Mn)

= Ao+ > M;Z;R},. (3.20)

j=1

A partir daqui, » € C? representa um vetor com entradas 7;; reais, z € C", Ay um ndmero
real e m € C" um vetor de massas. Os polinémios gf; sdo dadas por se a > 0 e por
se a < 0. Ainda, F é o determinante de Cayley-Menger e I'y e I'; s3o como em ((3.19)
e respectivamente.

Com isto definimos a seguinte variedade afim

gi;(r,z) =0

- F(r)=0
V%= ¢ (r,Ag, z,m) € CTT21 ) : (3.21)

Lo(z,m) =0

Li(r, Ag, z,m) =0

O seguinte resultado estabelece uma relacdo entre entre X'* e V¢ a partir do seguinte

teorema.

Teorema 3.5. Seja © uma configuracdo de Dziobek com respectivas massas my,...m, €
expoente semi-inteiro a € (Z/2)\{0}. Entdo existe uma funcdo bivalente f* : X* — V* que

associa [x] aos pontos
Po=(r,Ao,z1,...,20,m) € P = (r,—Ng, =21, ..., —2n,m) € VO,

em que r = (r;;) € o vetor das distancias mituas de x, m = (m;) é o vetor das massas

associadas a [x| e os zis e Ay sdo determinados pelas equacbes polinomiais que definem V.
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Além disso, os nimeros r;; e m; sdo nimeros reais positivos, os nimeros z; e [y sdo todos

reais ou sdo todos imaginarios puros e existem pelo menos dois z; diferentes de zero.

Demonstracdo: Seja [r] € X*. Pela observacdo qualquer representante = de [z]| tem

seu vetor r = (r;;) de distdncias mutuas invariante por rota¢do e translacdo. Tomemos
. .~ _ 2 . . .
z=(z1,...,2,) como na prop05|gao e Ag = — 27, ||7,]|°A;. Assim, associamos

[x] — P, = (r, Ao, z,m).

Pelo que fizemos até agora, temos que P, € Ve, Por fim, seja y outro representante de
[z]. Os vetores r e m associados a y coincidem com os de z. Sejam z* e A} tomados de

maneira analoga a z e A, s6 que em relacdo a y. Entdo [z] estd associado a dois pontos

P, =(r,Ao,z,m) e P,=(r,A}, 2z*,m)

de V. Por hipétese deve-se ter dim N'(A(z)) = 1. Sabemos, do lema , que

=S sl PA A A | = (Ao 2, 2am) € N(A@)

Jj=1
e analogamente

(AS, zima, ..., 25my) € N(A(z)),
logo existe uma constante ¢ tal que

ENg=AF e Ezxmy = zZmy, 1<i<n

&z, = 2.

Sabemos que existem z;, e zj, ndo-nulos. De gf . (P,) = 0 e gi ; (P,) = 0 temos que

2a
10Jo

2a

_ 2
r -1- Zig%j0 = Tigjo — 1 _5 Zig 230

=1 6=41,

para a > 0. O outro é anélogo. Desta forma a funcdo bivalente

fe XY — Ve
— Px = <T7A0727m)
[z]
—  Pyo= (r,—A¢,—2,m)
existe. [ |

Tal funcdo f® encontrada n3o necessariamente é sobrejetiva. Desejamos diminuir o

conjunto V4 de modo que tal novo subconjunto ainda contenha a imagem de f°.
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Lema 3.6. Sejam F(R) o determinante da matriz de Cayley-Menger A(R) e P, =

(r, Ao, z,m) um ponto associado a x, uma configuracio de Dziobek. Ent3o

oF
8Rij

() = drrgmizimyz;, 1 <i<j<n,

em que € a constante definida na proposicio[2.17,

Demonstracdo: Sejam Fy, Fi, ..., F, as colunas de F. Ent3o, pelo lema[A3]
oF [ OF, oF,
= det F ... F, <-4 det |Fp F ...
ORi; “lom, 1+ e [0 1 aRz’j]
[ OF; OF;
= det |Fp ... L ... F, det [Fp ... J .. F,
o Gy ] ol G
0 0
= det|\[, ... 2R; ... F,|tdet|F, ... 2R; ... F,
0 0

Portanto

oF
aRZ’j

= 4/{7‘,~jmizimjzj.
|

Proposicao 3.7. Sejam x uma configuracdo de Dziobek com expoente a € Z/2\{0} e

P, € Ci2"*! ym ponto associado a x. Considere, para cadai =1,...,n, os polinémios
—2a+1_9F —2a+1_OF :
wa B Ril le + -+ Rln ORin Zn, se a< O,
=
—2a+1 OF —2a+1 OF
oz B gry o+ + Hwpzam B 3R, 4ns s€ a > 0.

Entéo para todo a € (Z/2)\{0}, as equacdes ¢{'( P,) = 0 ndo sdo simultaneamente satisfeitas.
Demonstracao:

= <0
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Usando o lema anterior tem-se que

9411 OF

a —oar1 OF
Vi(P) = 13 R, (Pp)zr+ -+ rinZ i OR,,
—2a+1

— —2a+1
= T (Akrimzimyzi)zy + - -+ 1, (ARr M zimp 2n) 2,

(Pr)zn

_ —2a+2 2 —2a+2 2
= drmyzi(mir2* 2] + -+ myr; z3).

m n

De m;,r;; > 0 e de todos os z; serem reais ou todos serem imaginarios puros segue

—2a+2 .2

que myr;; 2 222 o oy 20t

0222 o4 (), com igualdade ocorrendo se, e somente s,
z1 ==z, =0. Logo

PI(P,) =0 <= 2z =0.
Mas, pela proposicdo [3.2] segue que nem todos os z; sdo nulos.

= a>0

Novamente pelo lema anterior temos

B) =TI i Pyt ot TT o
(k1) #(i,1) il (k1) #(i,n) in
= H 7"/;12a+14/€7’i1mizim12% + -+ H 7",;[2“+14/§rmmizimnzg
(kD#(,1) (k,D)#£(i,n)
= s [[r? (maz) (mazg + -+ ma2h). (3.22)

(Pr)2n

O final do argumento é o mesmo do caso a < 0.
|

Proposicdo 3.8. Com a notacdo introduzida em (3.21]), para todo a € Z/2\{0}, a variedade
quase-afim

Ve = V(W U W, UWE)

contém todos os pontos associados a uma configuracdo de Dziobek, em que

Wl = {(7’, A07 Z7m) S Cq+2n+1; Hrij = O}

1<J
W2 - {(T7 A07 Z7m) € Cq+2n+1; Fz](r> - O,VZ,]}

Wg ={(r, Ao, z,m) € Cq+2"+1;1/)f(r, Ao, z,m)=0,i=1,...,n}
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Demonstracio: Sejam f* : X* —» V® a funcdo bivalente construida no teorema e
P, € f*(Xx*) C Ve, Note que P, ¢ Wi, uma vez que as distancias mutuas 75,7 # j,
associadas a uma configuracdo de Dziobek s3o n3o nulas. Para ver que P, ¢ W5, sabe-se
da proposicao que posto A(x) = n. Por definicdo, ndo se pode ter todos os menores
determinantes F;(r) = 0. Por fim, P, ¢ W é uma consequéncia imediata da proposicao [3.7]
|
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4 UM BREVE PASSEIO PELA GEOMETRIA ALGEBRICA

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados sobre as chamadas variedades quase-
afins; o conjunto V%, definido no capitulo anterior (vide proposicdo (3.8, é uma tal variedade.
Usaremos tais resultados no préximo capitulo para calcular a dimensdo de VV'* e com isso obter

a finitude genérica. As demonstracdes n3o citadas a seguir encontram-se no apéndice [B]

4.1 TOPOLOGIA DE ZARISKI

Definicao 4.1. Dados fi,..., fm € K[T},...,T,] m polindmios sobre o corpo R ou C, o
conjunto dos zeros comuns dos f1, ..., f,, polinomios é chamado de variedade afim associado

aos polinébmios f1, ... f,, € denotaremos por

V(fi-oo, fm) ={(z1,...,2,) €K™ fi(z1,...,20) =+ = ful21,...,2,) = 0}

Além disso, se I é um ideal de K[z, ..., x,|, definimos analogamente a variedade afim

associada ao ideal I como o conjunto
V(I):={(x1,...,2,) € K" fxy,...,2,) =0,Vf €I}
Proposicao 4.2. Seja I o ideal gerado pelos m polinémios f1,. .., f, € K[T1,...,T,]. Entdo
V(fios fm)=V(I).

Este resultado permite, inicialmente, concentrar-nos ao estudo das variedades afins somente
associadas a algum ideal. Isso decorre do importante teorema a seguir, cuja a demonstracao

pode ser vista em (COX; LITTLE; O'SHEA| 1996)).

Teorema 4.3 (Teorema da base de Hilbert). Todo ideal I C K[Ti,...,T,] é finitamente

gerado, isto é, [ = (f1,..., fm) para alguns f,... fm € 1.

A proposicdo a seguir é importante, pois podemos definir o espaco topoldgico onde os

abertos s3o os complementares das variedades afins e os fechados serdo as variedades afins.

Proposicao 4.4. A intersecio arbitraria e a unido finita de variedades afins é uma variedade

afim.

Definicao 4.5. Chamamos de topologia de Zariski em K™ a topologia cujos abertos sdo os

conjuntos complementares das variedades afins.
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Exemplo 4.6. {0} e K" s3o fechados na topologia de Zariski: note que

{0} ={(z1,...,2n);21 =+~ =, =0}

K" =V(f) em que f =0.

Dado um circulo de raio r e centro (z9,y0) € R?, entdo ele é uma variedade afim. Basta

observar que seus pontos s3o determinados pelos zeros do polinémio (z—x¢)? + (y —y0)* — 2.

Figura 2 — Variedade afim obtida do circulo de raio 7 e centro (x¢,%o) € R?.

V(@ —z0)" + (y — 30)” — )

[ ]
(370, yo)

A

Fonte: imagem criada no software Geogebra.

Definicdao 4.7. Dado uma variedade afim V entdo V = V/(I) para algum ideal I. Definimos
o mapa Z(-) tal que
(V) =1I.

Definicao 4.8. O radical de I é o ideal
VI={feKI[T,...,T,]; f™ € I para algum m € N}.

O préximo resultado é bem conhecido na Geometria Algébrica; para uma demonstracio

consulte ((COX; LITTLE; O'SHEA, 1996).

Proposicao 4.9. (Teorema dos Zeros de Hilbert): V(-) e Z(-) induzem a seguinte

correspondéncia bijetiva que reverte inclusées:

{V; V' é uma variedade afim de K"} <= {I;I € ideal radical de K[T1,...,T,]}
Vo o— I(V)
V() <«— I
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De modo que vale

Z(V(I)) = VT.
A seguir iremos definir os tipos de subconjunto no qual o nosso V* se encaixa.

Definicao 4.10. Um aberto relativo U de uma variedade afim é chamado de variedade quase-

afim.

Observacao 4.11. Se U é uma variedade quase-afim entdo U = V'\Y para certas variedades

afins V e Y. Podemos ver U também como
U=Vn({EK"Y).
Assim as variedades quase-afins s3o a intersecao de um fechado e um aberto de Zariski.

Observacdo 4.12. Toda variedade afim V' é quase-afim, pois V' = V\{). Porém, nem toda
variedade quase-afim é afim. Por exemplo, U = K"\ {0} é quase-afim, mas n&o pode ser afim
uma vez que n3o existe um polinémio f de m varidveis sobre K que se anula em todo K”

menos na origem. Isto é decorréncia de f ser uma funcdo continua visto que é um polinémio.

Agora, seguindo (HARTSHONE, 1977)), trataremos de propriedades para espacos topoldgicos
quaisquer, e que podem ser imediatamente aplicadas as variedades afins e quase-afins.

Seja T um espaco topoldgico.

Definicao 4.13. Dizemos que T é irredutivel se T # () e T n3o pode ser escrito como unido

de subconjuntos fechados préprios de 7.
Proposicao 4.14. Sio equivalentes as seguintes afirmacées:
i) T é irredutivel;
i) Se Uy e Uy sdo subconjuntos abertos ndo vazios de T, entdo Uy NUy # ().

Corolario 4.15. T é irredutivel se, e somente se, todo subconjunto aberto ndo-vazio é denso

em T .

Definicao 4.16. Sejam 7 um espaco topolégico e Y um subespaco de 7. Dizemos que Y é

irredutivel se Y é irredutivel com a topologia induzida.

Proposicao 4.17. T ¢ irredutivel se, e somente se, todo aberto U ndo-vazio de T for

irredutivel.
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Definicdo 4.18. Sejam 7 um espaco topolégico e Y um subespaco de 7. O fecho Y de Y

é o menor fechado, com relacdo a inclusdo, que contém Y.

Proposicao 4.19. Sejam T um espaco topolégico e Y um subespaco irredutivel de T. Entdo

o fechoY deY é um subespaco irredutivel de T.

Para o nosso estudo, aplicaremos as proposicGes anteriores para mostrar que se U é um
aberto relativo de uma variedade afim ou quase-afim irredutivel V, entdo U = V. Isto é, U é
denso em V. Além disso, se V ¢ irredutivel, entdo U é irredutivel. Tais resultados necessitam
das variedades em questao serem irredutiveis. Porém, nao ha garantia que nossa variedade
quase-afim V' o seja também. Por sorte, toda variedade pode ser expressa de maneira tnica

como uni3o finita de variedades irredutiveis.

Teorema 4.20. Seja K um corpo algebricamente fechado.

i) Dados uma cadeia de variedades afins K"

Vi2Va 2o V30

existe um inteiro N tal que Viy = Vyi1 =---

ii) Para toda variedade afim V' C K" pode ser escrita de maneira tnica como unio finita

de variedades afins irredutiveis

V=Wu---uV,,
em que V; Z V; parai # j (a qual chamaremos de decomposicdo irredundante de V).

Teorema 4.21. Toda variedade quase-afim admite uma decomposicao irredundante, a menos

de reordenacio.

4.2 DIMENSAO

O préximo conceito a ser mencionado aqui é o de dimens3o. A definicdo mais geral para um

espaco topoldgico qualquer, dada a seguir, serd usada para as variedades afins e quase-afins.

Definicao 4.22. Se 7 é um espaco topoldgico, definimos a dimensdo de T com o supremo

de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia estritamente ascendente

Z0C 2 C - C Zy

=
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de subconjuntos fechados irredutiveis de 7. Denotamos este ndmero por dim(7"). Definimos a

dimens3o de uma variedade afim ou quase-afim sendo sua dimensdo como espaco topoldgico.

Pode ser provado que dim V' coincide com a dimensao de Krull para o anel de coordenadas

afim K[V :=K[Ty,...,T,]/Z(V). E com isto, ver (HARTSHONE, (1977), vale que
Teorema 4.23. Se U é uma variedade quase-afim irredutivel, entdo
dimU = dim U.
Podemos também estudar a dimensao pontualmente. Da seguinte forma:

Definicdo 4.24. Se T é um espaco topoldgico, definimos a dimensdo de T no ponto P € T

como o supremo de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia
{PrCZi S-S 2,

de subconjuntos fechados irredutiveis de 7. Denotamos este nimero por dimp 7. Definimos
a dimensao pontual de uma variedade afim ou quase-afim por sua dimensdo pontual como

espaco topoldgico.

O interessante da dimens3ao em um ponto é que mostraremos, mais na frente, um critério
que nos permite estima-lo, e o maximo das dimensdes pontuais nos fornece a dimensdo do

espaco topolégico.
Proposicao 4.25. Se T é um espaco topoldgico, entdo
dim 7 = maxdimp 7.
PeT

Existe um resultado andlogo ao Teorema para dimensdes pontuais, com este agora

podendo ser um aberto de um espaco topoldgico irredutivel qualquer.
Teorema 4.26. Se U é um aberto irredutivel entdo

Proposicao 4.27. Se V' é uma variedade quase-afim irredutivel e U é um aberto de V', entdo

dimV = dimU.

Proposicao 4.28. A dimensido de um espaco topoldgico T, que admite decomposicio em
um ndmero finito de componentes fechadas e irredutiveis, é o maximo das dimensobes de suas

componentes irredutiveis.
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4.3 O ESPACO TANGENTE

O espaco tangente de uma variedade afim IV em K" em um ponto P é o conjunto de
todas as retas que passam por P e sdo tangentes a V. Desta forma, vejamos primeiro o que
significa uma reta ser tangente a uma variedade afim, segundo (SHAFAREVICH, 2010)).

Uma reta que passa por P € V' é um conjunto da forma
Lo ={P+1tQ € K"t € K},

para algum (). Estamos interessados em conhecer a intersecdo Lo N V. Seja Z(V) =

(fi,-- fm). Assim

Tomando ¢ como variavel temos que os f1(P +tQ), ..., fm(P +tQ) sdo polindmios em uma

variavel. E facil ver que

Z(f1(P+1Q), ..., fm(P +1Q)) = Z(f (1))

em que

f(8) = mde(fu(P+1Q), .., funl(P +tQ)).

De P €V, segue que fi1(P)="---= f,(P) =0, logo 0 é raiz de f.

Definicao 4.29. O grau de multiplicidade da raiz 0 de f(¢) = mdc(f;(P +tQ),..., fm(P+
tQ)) é chamado de multiplicidade de intersecdo de Ly com V. Se f for nula convencionamos
a dizer que a multiplicidade de intersecdo é +oc.

Pelo Teorema de Bézout para polindmios, é facil ver que a multiplicidade de intersecdo

ndo depende dos geradores de Z(V).



52

Exemplo 4.30. Seja V =V (z +y,x —y). Se Q = (1,2) e L € a reta que passa por (0,0)

e @,
Figura 3 — Intersecdo da variedade afim V =V (z +y,z — y) com a reta Lg,Q = (1,2).
V=(x+yz—y)
Fonte: imagem criada no software Geogebra.
entao

mdc(t + 2t,t — 2t) = t.

Logo L tem multiplicidade de intersecdo igual a 1.
Estamos, na verdade, interessados em quando essa multiplicidade de intersecao é pelo

menos 2.

Definicao 4.31. Uma reta L é tangente a variedade afim V' no ponto P se a multiplicidade

de intersecao de Ly em P é maior ou igual a 2.

Exemplo 4.32. Seja V = V(22 — y®). Quem s3o as Lo tangentes a V' no ponto (1,1)?
Q

Tomando @ = (a,b), temos
Lo ={(1,1)+ (a,b)t} = {(1 + at,1 + bt)}.
Dai

f@) = (1+at)*— (1+40bt)?
= 1+ 2at+at® — 1 — 3bt — 3b*t* — b*t3

= (2a — 3b)t + (a — 3b°)t* — b*t>.

Ou seja, se Q = (a,b) é tal que 2a — 3b = 0, entdo L é tangente a variedade V' (2? — ¢°)

m (1,1). Deste modo o conjunto dos pontos () tais que a reta L é tangente a variedade

V(2* — ) passando por (1,1) coincide com a reta r(t) = 2t.
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Figura 4 — Lugar geométrico dos pontos @ tais que as retas L¢ s3o tangentes a variedade V (22 —y?) passando
por (1,1).

V(z® —y°)
1,1) Q= (a, 2;)
2
t) =—t
() =3

Fonte: imagem criada no software Geogebra.

2
3

Observe que o grafico de V(22 — y3) coincide com o da funcdo f(z) = x3. O coeficiente

angular da reta tangente a funcdo f em x = 1 é dada por f'(1) = % Assim as nocdes de

tangéncia em uma variedade e em uma funcdo coincidiram nesse exemplo.

Figura 5 — Reta tangente a funcdo f(z) = 23 no ponto z = 1.

(1,1)

") =t

Fonte: imagem criada no software Geogebra.

Tal coincidéncia ndo é por acaso. Com o uso da série de Taylor no ponto P € V', mostraremos
isso a seguir.

Seja V' uma variedade afim e fi, ..., f,, geradores de Z(V'). Expandindo cada f; em série
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de Taylor no ponto P € VV obtemos

F(PHLQ) = f(P)+df.(P)- (tQ) + f2(P + Q)
— GaS(P)+£(P Q)

= (gradfy(P),1Q) + fP(P + Q)

- iaﬂ ) 1Q, + SO (P 10), Q= (Qrre. o Q).

em que fi(Z)(P +tQ) é o resto da expressdo em série de Taylor. Logo, t? divide f;(P + tQ)

se, e somente se, Y7, g{f( ) - @Q; = 0. Assim definimos o seguinte subespaco.

Definicao 4.33. O conjunto dos pontos () € K" tais que a reta Ly é tangente a variedade
V =V(fi,..., fm) no ponto P € V é chamado de espaco tangente a variedade V' no ponto
P, e o denotamos por Oy, p. Pelo que vimos anteriormente, ©y p é um subespaco linear, pois

Oy, p é determinado pelas solu¢des do sistema linear homogéneo

jilngé(P)<Qj>—O, Vi=1,...,n.

Figura 6 — Espaco tangente 3 variedade V' no ponto z em R3.

Fonte: imagem criada no software Photoshop.

Definicao 4.34. Seja P € K". A matriz Jacobiana dos polindbmios fi,...,fn €
K[Ty,...,T,,] no ponto P é dada por

J(fr, oo fn) (@) = (Sﬁ( )>m.



55

Observacao 4.35. Temos que Oy p € o nlcleo da matriz Jacobiana J(fi, ..., f,)(P). Desta

forma

dim@up = lelN(J(flavfm)(P))

= n—posto(J(fi,..., fm)(P)).

O que torna o uso do espaco tangente (til para o nosso estudo é que com ele conseguimos
estimar a dimensao pontual de uma variedade afim através da dimensao do espaco tangente

associado a esta variedade, sendo este Gltimo muito mais facil de calcular.

Proposicdao 4.36. (Desigualdade Jacobiana): Sejam V uma variedade afim irredutivel e
P e V. Entao

dimp \% S dim @V,p.

Para uma prova veja (SHAFAREVICH, 2010).

4.4 FUNCOES REGULARES

No préximo capitulo usaremos um mapa 7, construido aqui, que sai da nossa variedade
quase-afim V' e vai ao espaco das massas C". Observe que a finitude genérica vai ser provada
se conseguimos um aberto de C™ em que para todo vetor de massa m nesse aberto vale que

-1 ;oo / . ~ . .
7w~ !(m) é finito. Tal mapa a ser construido serd uma func3o regular, conceito que definiremos

a segui e para o qual apresentaremos os resultados relevantes ao nosso trabalho.

Definicao 4.37. Seja V' uma variedade quase-afim em K”. Uma funcdo f : V — K é
regular se existe um polinémio F'(T") com coeficientes em K tal que f(P) = F(P) para todo

pPeV.

Observacao 4.38. F' n3o é necessariamente unicamente determinado. Se V' = V(Fi, ..., F})
entao

f(P):F(P)+a1F1(P)++ast<P)7

paratodo Pe V eay,...,as € K.

Definicao 4.39. Sejam V; C K" e V, C K™ variedades quase-afins. Uma funcdo f: Vi —

Vy é dita regular se f for da forma

f(P):<f1(P>7"'vfm(P))7 VP e Vi,
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com f1,..., fm : Vi —> K sendo funcdes regulares.
Exemplo 4.40. O mapa
T Ve — C"
(r,Ag,z,m) — m
é uma funcdo regular, pois (r, Ag, z,m) — m;, i = 1,...,n, sdo regulares.
Os préximos resultados sobre tais funcdes sdo bastante conhecidos na literatura; para uma

demonstracdo consulte (SHAFAREVICH, 2010)).

Proposicao 4.41. Funcées regulares sdo continuas na topologia de Zariski. Em particular,

f~Yy), denominada por fibra de y, é um fechado de Zariski.

Teorema 4.42. (Teorema da Dimens3o das Fibras): Se f : Vi — V, é uma fungdo regular

sobrejetiva com V e V5 irredutiveis entdo
i) dim f~(y) > |dim Vi — dim Va|, Yy € Vs,
i) existe um aberto ndo vazio U de V; tal que

dim f~!(y) = | dim V; — dim V5|, Yy € U.
Um novo tipo de funcdes que nos serdo (teis sdo as funcdes chamadas de dominantes.

Definicao 4.43. Uma funcdo regular f : Vi — V5 é dita dominante se f(V}) n3o estd

contida em nenhuma subvariedade prépria de V5. Equivalentemente

f() =Va.
Proposicao 4.44. Se f : V, — V5 é uma funcdo dominante e V; é irredutivel entdo V, é

irredutivel.

Demonstracao: Caso contrério, seja Vo = X UY, entdo
Vi=fHX)UfHY).
De Vi ser irredutivel segue que f~1(X) = Vi ou f~H(Y) = V4, ou seja, f(Vi) C X ou
f(V1) C Y, uma contradi¢cdo com o fato de f ser dominante. [

Por fim, utilizamos esta ultima proposicao, cuja demonstracdo pode ser encontrada em

(MILNE| 2017]).

Proposicao 4.45. Se f : Vi — V5, é uma fungdo regular dominante ento

dim(V}) > dim(V%).
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45 COMPONENTES CONEXAS

N3o somente desejamos mostrar a finitude genérica mas também queremos que a
quantidade de configuracoes de Dziobek independa da escolha genérica da massa. Para tal
usaremos o Ultimo resultado desta secdo. Até chegarmos nele precisamos nos familiarizar com

a nocdo de componentes conexas.

Definicao 4.46. Um espaco topolégico T é conexo quando nao puder ser escrito como unido
disjunta nao-trivial de abertos. Um subconjunto C' € T é dito conexo se ele como espaco

topoldgico, com a topologia induzida de T, é conexo.

As proposicoes a seguir serdo apenas citadas. Para ver as demonstracdes consulte

(MUNKRES|, [2000).

Proposicdo 4.47. Seja C'\ uma familia de subconjuntos conexos de T. Se N C) # 0 entdo

U\ é conexo.
Deste resultado surge a seguinte definicdo:

Definicao 4.48. Sejam 7 um espaco topolégico e P € T um ponto qualquer de 7. Definimos

a componente conexa de P como o maior conexo de T que contém o ponto P.
Proposicao 4.49. As componentes conexas particionam um espaco topolégico T .

Exemplo 4.50. Em um espaco topolégico finito 7, munido da topologia de Zariski induzida,
cada ponto P € T é uma componente conexa.

De fato, seja Cp a componente conexa que contém P. Digamos que Cp # {P}. De T
ser finita seque que Cp = {P, P,,..., P,} paraalguns P,,..., P, € T.Se Py1,..., P, sdo

os demais pontos de T, segue que
Cp=(T\{P}U--- U{F})) U(T\{ P} U{Bnpa} U - U{F0})),
uma contradicdo com o fato de Cp ser conexo.

Feito isto, o teorema que usaremos para encerrar nossa discussdo, foi apresentado por

Thom e Milnor ((THOM, [1965) e (MILNOR, |1964)).

Teorema 4.51. Considere fi,...,fn € R[Ty,...,T,]. Seja a variedade afim V =
V(fi,..., fm) com a topologia de Zariski induzida. Entdo o nimero de componentes conexas

de V' é menor ou igual a (23 — 1)"~1, onde 3 = max{grau fi,...,grau f,,}.
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5 A MATRIZ JACOBIANA E A FINITUDE GENERICA

Estamos prontos para partimos em busca da finitude genérica. Com o uso da Desigualdade
Jacobiana (proposicdo [4.36|) vamos mostrar que dim V* < n,Va € %\{O}
Para um ponto P = (r,A¢, z,m) € V%, a matriz Jacobiana J(gf;, F,T'})(P) é a matriz

(¢+2n+1) x (¢+ 2n + 1) dada em blocos por

B [Dgy; [ Og ] |
) o ks
:88}]«? axq gFZ axn :a(g%]\/[) J gx(nt1)
<P>] <P>] O p)
:aR 1xgq :aZ 1xn :a(A’M) d1x(n+1)
8Fl arl al—‘l
<P>] <P>] O py
L -aR (n+1)xq -aZ (n+1)xn -a(A’ M) J(n+1)x(n+1)

em que F'(R) é o determinante da matriz de Cayley-Menger A(R),

u R?jq—]_—ZiZj, sea >0
9i; = )
RFYZiZ;j+1)—1, sea<0
para 1 <1< j < n.

Note que J(ggj, F,T) é triangular em blocos. Uma vez que gi; € I't ndo dependem de A

e M, segue que os blocos

i ™),..., * L)

1x(n+1)

sao matrizes nulas. Assim o posto de J(gfj,F, I';) é dado pela soma dos postos dos blocos

e, e,

5r(P), (52 P,
ol

la(A’ M) <P>‘| (n+1)x(n+1) .

Agora, estimamos o posto de cada um destes blocos.
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Lema 5.1. Considere

o), [o27),.
n )., loz7)..

Se a # 0 para todo ponto P € V', entdo J(g;, I')(P) tem posto maximo.

J(g5, F) =

Demonstracao:

1) a <O0:

Seja d;; o Delta de Kronecker. Usando o fato que P € V' nés temos, para a < 0

. 095
" 8R”

(P) = ry-o (R?(Z.2,+ 1)~ 1)(P)

= rij(—Qa)rif“_l(zizj +1)

= —2ar;"(ziz; + 1) = —2a,

pois P € V* implica 7"1»2;1 =zzj+1.Se k #ioul#jtemos

ag?j P _ a —2a

o1 (P) = g (B2, 1) = 1)(P) =0
Assim

paracada 1 <i<j<nel<I<l<n.

Por isso, [5;]%(}))1 N é a matriz diagonal com entradas ;—2]“ # 0.

a

Pra
Para a submatriz [ 9ij (P)] note que

07
axq
ag;,lj o a —2a
S (P) = (RS2, +1) = 1)(P)

0Z; 07
_ —2(1 ? ) 7]
= R (aZlZ]JrZzaZl)(p)

= Tl-_jQ(l((;iZZj + 6]'121').

Por fim, observe que {%(P)hx é a matriz nula pois F' sé depende dos R;;.
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Pela definicao de V%, temos que cada ponto P € V* ndo satisfaz, para algum i, a

equacao
oF —gat1 OF

Yi(P) = 7’2‘_12%1%(]))31 R B (P)zn, = 0.

Selecionando as primeiras ¢ + 1 linhas, as ¢ primeiras colunas e a (¢ + i)-ésima coluna

de J(gf;, F')(P), obtemos a seguinte submatriz (¢ +1) x (¢ +1) :

-2
—=a o ... 0 .. 0 0
T12
-2
0 ¢ 0 o 0 T2
Ti1
H(P) = —2
0 0 ¢ 0 2,
Tin
—2
0O ... 0 .. 0 ¢ 0
T(n—1)n
oF oFr oF oF
P) ... P P) ... P 0
_8R12 ( ) E)Rzl ( ) 8Rm ( ) 8R(n_1n ( ) ]

Aplicando as operacoes de coluna

1, oy
Cq+1 — 77'1']'2 Jr12;_7'6'1'_7' + Cqula J # t

2a
em H(P), nds obtemos
S }
- 0 0 0 0
12
0 —2a 0 0 0
i
H(P) = _
0 0 2a 0 0
Tin
-2
0 0 0 ¢ 9
T(n—1)n
oF oF oF oF
P P P P
_aRm( ) aRﬂ( ) 6Rm( ) aROHH( ) 7|

em que

1 —2a+1 aF —2a+1 aF 1/};1(P)
Y %2, (rzl aRzl ( )Zl + + Tin ( )Zn
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Logo v # 0 e de %“ = 0 é imediato que ﬁ(P) e portanto H(P), tem posto ¢ + 1.

) a > 0:

Seja d;; o Delta de Kronecker. Temos

g 0 "
SIL(P) = (R~ 1 Z,Z,)(P)
ij ij
= (Qa)rff !
Se k #1oul # j, tem-se
89%
P)=0
o)
Assim
Hao
SA-(P) = duda(2a)rEe
ij

paracada 1 <i<j<nel<k<l<n.

OR

Por isso, [ 9ij (P)] é a matriz diagonal com entradas (2a)r;~'. Para a submatriz

axq

94
[ Jij (P)] note que

o0z
gxn
ag?] _ a 2a
87Z1(P) = 8Z(R —1—-2,7Z;)(P)
0Z; 0Z;
B < aZlZ Zazl><P)

= —duz — 0%

Andlogo ao caso a < 0, seja ¥} tal que

oF oF
vy = II ri'oamted II ' m #0,
(k1)#(i,1) il (k1) #£(i,1) in

para um P fixo. Selecionamos as primeiras ¢ + 1 linhas, as ¢ primeiras colunas e a
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(¢ +1)-ésima coluna de J(gj;, F')(P) obtendo a seguinte submatriz (¢ + 1) x (¢ + 1):

2arist ... 0 0 0 0
0 coo 2arETt L 0 0 —2
H(P) =
0 0 2ar2et 0 —2Zn
0 . 0 . 0 |
oF oFr oF or
P) ... P) ... P) ... P) 0
_aRIQ ( ) aRzl ( ) 8}%7,71 ( ) a-R(nfln ( ) i

Aplicando as operacGes de colunas

1, .
Cop1 — %7’@-2 205+ Copr, J A1

em H(P), nés obtemos

2ar3y~t L. 0 0 0 0

0 o 2arit 0 0 0

H(P) =

0 0 2ar2e! 0 0

0 0 0 e 2arfiTy, O
OF OF OF OF

P) ... P) ... P) ... P
ore ™) or, Y ar, ) aR D)
em que
1 OF 1 OF

7T 20y T oR, ! (2a)r 2 TR, ™

De H(P) ser triangular, seu determinante é o produto dos termos da diagonal principal,

o qual é

(20) 1 G2(P) # 0.

Logo H(P), e portanto H(P), tem posto ¢ + 1.
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Considere agora

Ve=V,U---UV,

a decomposicao em componentes irredutiveis de V¢ e considere os fechados relativos de V¢

Dy = {(r,Ao,z,m) € V¢ 2z, =0}

= V'NV(Z), k=1,...,n.

Noés temos dois casos a considerar: V; ¢ Dy, para todo k ou V; C Dy, para algum k. Para

calcular a dimensao de V' precisamos calcular o posto de

lagjw <P)L

n+1)x(n+1)

nos dois casos acima. Note que

ol 0 "
—((P) = — M,Z, | (P)=0;
ol 0 "
P) = M Z, | (P) = z;;
) = g (S ma) ()=
or; 0 "
“(P) = — (A M, Z,R? | (P) =1;
aA ( ) aA ( + lzzl 141 zl) ( ) ’
or; 0 "
" (P) = A M,Z,R% | (P) = z:r?.
aMJ( ) aM] ( + lz:; l lel) ( ) erz]
Assim )
0 = 29 23 ...  Zn
10 zr?y zriy, . ozri
[ oT, (P)] B 1 zlr%2 0 237"%3 znrgn
a(Ay M) (n+1)x(n+1) 1 er%g 227’%3 0 L. angn
1 22, zord, 23, ... 0

Lema 5.2. Seja V; uma componente irredutivel de V*. Se V; ¢ D, para cada k, entdo

) : or,

existe um aberto U € V; tal que para todo P € U, [6(A7]V[)(P)}(n+l)><(n+1) tem posto n.
. ar, .

Em particular, para cada P € U, [B(A,M) (P)}(nﬂ)x(nﬂ) tem uma submatriz quadrada G

ndo-singular de ordem n.
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Demonstracao: Considere
U= {(7“, A07 Zam) € V;'; 2k 7& 07Vk}

Observe que U = Np_;(Vi\Dy), logo U é um aberto relativo de V;. Dado P € U, entdo
z # 0, logo podemos dividir a coluna

T

2 2
[Zk kT oo RETEp

por 2z, de modo que ao fazermos isso com todas as n Ultimas colunas de

ar, . ] .
[8(A,M)( )](n+1)><(n+1) obtemos exatamente a matriz de Cayley-Menger A(R), a qual possui

posto n (proposicdo [2.13)). [ |
Proposicao 5.3. Se V; ¢ Dy, Vk, entdo V; tem dimensdo no maximo n.
Demonstracdo: Seja U C V; como no lema Para cada P € U, existe M(P), uma

submatriz de ordem ¢ +n + 1 de J(gf;, I, T1)(P), tal que

M(P) _ H(q+1)><(q+1) O(q+1)><n

Yn><(q+1) ann

para qual, H como no lema , G como no lema , 0(g+1)xn é uma submatriz nula de

s i)

s )

gx(n+1) | _ O(q+1)><(n+l)

1x(n+1)

e Y uma submatriz de

(57, [277),.,..]

Como M (P) é uma matriz triangular em blocos e as matrizes H e GG sdo ndo-singular, M (P)
é ndo-singular de ordem n + g + 1.

Seja V; o fecho de V;. Temos que V; C Ve, Como
I(Va> = <ggj7F7 Fl>7

tem-se que existem fi,..., fs em que

I(V;) = <9%>F7Fl7f17--~7fs>7
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logo J(gg;, F,T'1)(P) é submatriz de J(g;, F, Ty, fi,. .., fs)(P). Dai
posto J(gi;, F, 1) (P) < posto J(gis, F, Ty, fu, ... f)(P).
Portanto, para P € U,

dimpU = dimpV; =dimpV, < dim @P,W-
= q—|—2n+1—postoJ(gfj,F,Fl,fl,...fs)(P)
< q+2n+1-—posto (g, F,T1)(P)
= qg+2n+1—(¢+n+1)=nmn,
implicando em
dim V; :dimU:I}lg[)}dimpU <n

Lema 5.4. Seja V; uma componente irredutivel de V' tal que V; C Dy, para algum k. Entdo

existem um aberto U € V; et € {1,...,n} tal que para todo P € U valem

zp=-=2=0

e
t < posto oL <(n—t)+1
n— _— — .
. or : : : .
Em particular, para cada P € U, m possui uma submatriz quadrada G invertivel de

ordemn —toun—t-+ 1.

Demonstracao: Neste caso podemos supor, sem perda de generalidade, que existe um dnico

V; - 02:1 Dk

te{l,...,n} tal que ¢ ¢

ViZ Diyq,..., D,

Tomemos o aberto relativo de V;

Segue que para todo P € U, tem-se

2nn=-=2z=0 e zZi1,...,2, #Z0.
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Sejam vy, v1, ..., v, 0s vetores coluna de
0 = 29 23 ... Zp
2 2 2
10 zoryy z3ris ... ZnTi,
_ o 2 2 2
=11 zr 0 237 ce. ZpT
(A, M) 12 23 nTon
2 2 2
Lz, zorg, zary, .. 0
As colunas vy, ..., v; sdo nulas. Fazendo as operacoes em coluna

1 :
v; — Uy = —v;, t+1<5<n,
%

amatriz |y, v, ... U;J é uma submatriz (n + 1) x (n —t + 1) de A(r), que tem posto
n. Assim
posto{vO Vpq e U;L]:n—t—l—l ou n—t,
logo
t < posto ot <(n—t)+1
n— n— .

Proposicao 5.5. Se V; C Dy, para algum k, entdo
dimV; <n.

Demonstracdo: Seja U C V; e t € {l,...,n} como no lema [5.4] Analogamente
a prova da proposicdo considere, para cada P € U, a seguinte submatriz de
J(955, F\ 00, 20, Z) (P):

Hig+yx@+1) O+nxu Og+nxt

M(P) = Yux(q+1) Guxu OuXt

0t><(q—i—1) Ot xu ]t><t

para o qual H é como no lema , G é uma submatriz quadrada de {%(P)} de

posto maximo, O;x(g4+1), Orxu € Iixs, @ matriz identidade de ordem ¢, sdo submatrizes de

J(Zy,...,Z;)(P). Observe que, pelo lema[5.4} o tamanho de G é u=n —t ou (n —1t) + 1.
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Como M (P) é diagonal em blocos e as matrizes H, G e I so singulares, M (P) é n3o singular.

Desta forma
posto(J (g, 00, 21,y -, Zy)(P) 2 g+ 1+n—t+t=n+q+ 1.

De V; CNi_y D e Dy =VeNV(Z), temos que

t t
V,c O\ DrcVenN(\VI(Z) = V(g F.T1, Zy, ... Zy),
k=1 k=1
logo existem polindbmios fi,..., f,, tais que
Vi:V(.ggjaFanZl?"'7Zt7f17"'7fm)~

Assim

posto J(gi;, F, 1) (P) < posto J(gi;, F, 11, Zv, ..., Z;)(P)

< posto J(gis, F, T, Zy, oo Zy, frs o fn) (P).
Portanto, para P € U, analogo a proposicio [5.3]

dimpU = dimpV, = dimpV, < dim ®P,Vi

q+2n+1—posto J(gj, F,T'1)(P)

IN

q+2n+1—posto J(gj5, F, T, Z1, ..., Z;)(P)

IN

q+2n—|—1—pOStOJ(ggj,Farlvzla-"aZtafla"'afm)(P)

qg+2n+1—(g+n+1)=n,

implicando em

dimV; =dimU = maxdimp U < n.
pPeU

Teorema 5.6. dim(V*) < n, para todo a € Z\{0}.

Demonstracao: Seja P € V. Entao existe alguma componente irredutivel V; de V¢ tal que

P € V. Pelas proposicdes [5.3] e [5.5] temos que
dimV; <n.

Uma vez que

dim V* = max dim V,
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tem-se o resultado. [ ]

Na secdo [4.4] mencionamos o mapa regular
T Ve — C"
(r,Ag,z,m) —> m

Com o resultado do Teorema anterior mais as proposicdes da secdo [4.4] conseguiremos
lh éricad fibra 7 * ¢ finita. Resol
mostrar que para uma escolha genérica de uma massa m, a fibra 7! (m) é finita. Resolveremos

primeiro quando m € C" e depois provaremos para m € R"™.

Teorema 5.7. Existe uma variedade afim B C C" tal que sem € C™\ B ent3o a fibra =" (m)

é finita.

Demonstracao: Consideremos as restricdes 7

v,. Se para uma componente irredutivel V; de

V'@ a restricdo 7|y, ndo é dominante, definimos

B; = 7(V;).

Note que para todo m € C"\B; tem-se 7~ '(m)NV; = (). Pois se P € 7~ Y(m) NV,
entdo m = w(P) € 7(V;) C B;, uma contradicdo com m ¢ B;. Se 7|y, é dominante, pela
proposicdo [4.45], temos que

dimV; > dim C" = n.

Pelo teorema anterior dimV; = n. De 7 ser regular, segue que a restricdo 7|y, ainda é
regular, e da hipétese de V; ser irredutivel decorre da proposicao [¢.44] que C" ¢ irredutivel.
Assim aplicamos o Teorema da Dimensdo das Fibras (proposicdo 4.42) na restricdo 7|y, e

obtemos um fechado A; em que se m € C"\ 4; # (. Ent&o
dim(w|‘_,jl(m)) =dimV; — dimC" = 0.
Isto é, 7= '(m) N V; é finito. Considere
B = (U;B;) U (U;A))
Escolhendo m € C™\ B temos que a

i m) =7t m)NV*= (' (m)NV)U---U(r (m)NW)

é unido de conjuntos finitos, logo 7=!(m) é finito. |
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Teorema 5.8. Existe uma subvariedade prépria no espaco das massas reais, B C R", tal
que se m € R™\B. Ent3o para todo a € 7Z/2, m admite somente um nidmero finito de

configuracées de Dziobek com potencial U, a menos de uma isometria.

Demonstracdo: Seja B o conjunto obtido no teorema , ent3o temos que B := BN
R" C R™ é uma subvariedade prépria de R™. De fato, seja B = V(F,...,Fs) com

F; € Clzy, ..., x,]. Entdo existem F};, F5; € Rz, ..., z,] tais que
Fj = Fy; + iFy,.

Se m € B = BNR" entdo Fj(m) = 0 se, e s6 se, Fi;(m) = Fy;(m) = 0. Daf

m e V(Fi1,...,Fis, Fo1, ..., Fy). A volta é imediata. Portanto
B:V(Flla"'aFls7F217"'7F25)7
que deve ser propria, pois do contrario

{0} =Z(R") =Z(B) = (F11,. .., F1s, Fo1, ..., Fag)

Fhn=-=khy=F1=--=F,=0
Fl=--=F =0
B =Cn.

Assim se m € R™\B a fibra 77!(m) é finita. Isto implica que para um vetor de massa
genérica fixo m, temos um nimero finito de distancias mutuas 7;; associados as configuracdes
de Dziobek. As distancias muituas determinam as configuracdes a menos de isometria. Assim
o teorema esta provado. |

Finalizando este trabalho, vamos mostrar que existe uma mesma cota superior para a

quantidade de configuracoes de Dziobek para todas as escolhas de genérica das massas.

Teorema 5.9. Sen > 4, para todo m = (my,...,m,) € R"\B, o nimero de configuracdes
de Dziobek com massas my, ..., m,, e potencial U,,a € Z/2 é menor ou igual a 3(23 —1)471

onde [ é max{—2a+ 2,2n} se a < 0 e max{2a,2n} se a > 0.

Demonstracdo: Seja m € R™\B. Consideremos X,, C X* o conjunto das classes de

configuracdo de Dziobek associados a m. Seja f* tal qual no teorema Observe que

(X, cat(m) c Ve
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De 7! (m) ser finito temos que f*(X,,) é finito também. Consideremos a seguinte relacdo

de um para um

[ Xm) — Vs

m

(r,No,z,m) > (r,k,w)

sendo
VT(YZL = {(T,H},U}) S Rq+n+1;F - g;lj = Q= — Qj - O}
em que
pe 2
gii(rym,w) = 1 — 1 — Kww,
n
Qo(w) = Zmlwl
=1
n
2
Qi(r,w) = Zmlwlril,
=1
ke w = (wiy,...,w,) SS0 COMO na pProposicio . De V% ser finito, cada ponto seu é uma

componente conexa. Pelo teorema
Vil <826 —1)""

em que 3 = max{grau gy, grau F,grau Qo,grau (; — Q;)}. Observe que grau Qy =
1,grau (; — ;) = 3,grau F' = 2n e grau gi; = 2a ou 3. Como estamos assumindo n > 4,
tem-se

f = max{2a,2n}.
Para a < 0, o que muda é que agora
Ji; = Ti_jQ“(l + Kw;w;)
logo grau g;; = —2a + 2 e segue

f =max{—2a+2,2n}

e o resultado estd provado. [ |
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, utilizamos ferramentas da geometria algébrica para garantir a existéncia
de um aberto de Zariski no espago das massas (R* )", em que para toda escolha de m neste
aberto, a quantidade de configuracoes centrais de Dziobek com potencial de expoente semi-
inteiro associadas a m ¢é finita, a menos de isometria, e nao supera uma certa cota que nao
depende de m.

Para isto, no capitulo 2, a cada configuracao = associamos uma matriz de Cayley-Menger
A(x), que sé depende das distancias mituas de x. Pela proposicdo obtemos condicoes
necessarias e suficientes, em relacdo a A(z), para que x seja de Dziobek. No decorrer do
capitulo 3 obtemos fun¢des F gi; e I'; cujos zeros, pelo teorema , estdao unicamente ligados
a uma classe de isometria de configuracdes de Dziobek. A necessidade de trabalharmos com
configuragdes com potencial de expoente semi-inteiro se deve as funcdes F g, e I'; serem
polinbmios se, e somente se, o expoente a é semi-inteiro, e desta forma podermos usar
ferramentas da Geometria Algébrica ao considerar a variedade afim V¢ gerada por esses
polindmios. Entretanto o teorema [3.5] ndo nos fornece uma sobrejecdo. Assim restringimos
a variedade afim V* 4 variedade quase-afim V¢ que, pelo teorema , ainda contém todos os
pontos associados a uma configuracdo de Dziobek.

O grande truque para chegarmos a finitude genérica foi utilizar o espaco tangente, definido
no capitulo 4, e calcularmos sua dimensao usando a sua matriz Jacobiana. Deste modo usamos
a Desigualdade Jacobiana (proposicdo para obtermos m como uma cota superior para
a dimensao de V*. E assim fizemos no capitulo 5, calculando o posto da matriz jacobiana
J(gfj,F, [';)(P) no ponto P € V. Prosseguimos tomando o mapa de projecdo m que vai de
V® no espaco das massas estendido a C". De dim V* < n e o Teorema da Dimensao das Fibras
(proposicdo obtemos o aberto de Zariski C™\ B tal que 7~ (m) é finito para m neste
aberto. Segue imediatamente dai a finitude genérica. No teorema5.8|restringirmos para massas
reais e o resultado foi provado. Por fim, usando resultados da topologia para a quantidade de
componentes conexas de uma variedade afim real, de 7—!(m) ser finito, conseguimos relacionar
cada configuracdo de Dziobek com vetor de massa m a uma componente conexa, e pelo
teorema [4.51] este conjunto possui uma cota superior que n3o depende de m. Desta forma,
atingimos nosso objetivo garantindo a finitude genérica para as configuracoes de Dziobek

associadas a um potencial de expoente semi-inteiro.
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APENDICE A - MATRIZES E DETERMINANTES

Lema A.1. Sejam A = (a;;) € Muxn € Aij3i,7 € {1,...,n} seus cofatores. Se A possui

nicleo ndo-trivial, entdo (A;1, ..., Ain) pertence ao niicleo de A para todoi =1,...,n.

Demonstracao: Consideremos as matrizes B, € M, «xn,k = 1,...,n obtidos da matriz A,

substituindo a k-ésima linha da matriz A pela i-ésima linha e mantendo a i-ésima linha intacta.

_011 aln_
;1 Qin
;1 Qjn

_anl e ann_

Seja By, = (b.s) entdo b,s = a,, para T # k e b,y = a;,. Note que as matrizes By tém
determinante nulo, pois possuem duas linhas iguais. Pela formula de Laplace para o célculo do

determinante, tomando (By),s o cofator de By, com respeito a r-ésima linha e s-ésima coluna,

tem-se que
bi1Bi (k1) + -+ bknBr(kn) = det B, = 0
iAo+ ain A, = 0.

Desta forma obtemos, tomando ¢z =1,...,n,

a11Ag1 + ..+ @Ak, = 0

an1Ap1 + ... + appAr, = 0 .
Portanto (Ag1, ..., Arn) € N(A). |
Lema A.2. Sejam as matrizes A = [a; ... a,] € B = [by ... b,]. Se as colunas a; e b;
coincidem para os valores 1,...,7 — 1,7+ 1,...,n entdo

det A+det B =detlay ... aj—1 a; +b; aji1 ... apl.

Demonstracao: Basta expandir os determinante de A e B pela j-ésima coluna. Como os

cofatores A;; = B;;,1 < i < n o resultado segue. [ |
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Lema A.3. Sejam f1,... f, : R — R" derivaveis. Tem-se que

e nw o aw] =X [hw e )

Demonstracdo: Considere a matriz A = [f;;(x)]. Segue do lema anterior que

dd:v det(A(x))
lim det(A(x + h) — det(A(x))
h—0 h

e Fla4h) oo fulot )| et f@) L gl

h—0 h

At ) e )] A b))

h—0 h

+(®ﬂﬁ@)jxm+m.u ﬁ@+hﬂ
-—@ﬂﬁ@)fx@ ﬁ@+h)”.jux+MD/h
+(det [ @) fae) oot h) oo fulot )

—det [fi(0) Blo) fi(e) Fle+h) . fulo+h)]) /0

—i—(det [fl(x) fx) o faa(@) }
_det[fl(g;) folz+h) o fa(2) D/h

@ﬂUMM%Mﬂ falz +h) “.h@+hﬂ

+det :f1(37) (M) fs(x+h) ... fn(:c—l—h)}

bdet | fi(o) foa) ... (Dlsh)]

det [f{(g;) fo(x) .. fa()
+ det {fl(@ fi(x) .. f"(x)]

+ det {fl(.ﬁ) falz) ... frll(x)]
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APENDICE B - GEOMETRIA ALGEBRICA

Neste apéndice apresentaremos as demonstracdes omitidas das secdes e A2 As

definicdes usadas a seguir foram citadas nas respectivas secdes.

Proposicao B.1. Sejam I e J ideais do anel de polinémios K[T,...,T,| nas varidveis
T1,...,T, sobre o corpo K. Entdo vale as seguintes propriedades sobre variedades afins geradas

pelos ideias I e J:
)V UV(J)=V(IJ),
i) V(II)nV({J)=V({I+J).

Demonstracao: Seja P € V(I) U V(J) entdo f(P) = g(P) = 0,Vf € [ e Vg € J, logo
f(P)g(P) =0 esegue que P € V(IJ).Se P € V(IJ), entdo f(P)g(P)=0,Vfel,geJ.
Entdo f(P) =0ou g(P) =0, logo P € V(I)ou P € V(J). Em todo caso, P € V(I)UV(J)
e, portanto temos a primeira igualdade. A esséncia da demonstracdo do item ii) é a mesma.

Corolario B.2. A intersecdo arbitraria e a unido finita de variedades afins é uma variedade

afim.
Proposicao B.3. Sio equivalentes as seguintes afirmacdes.
i) T é irredutivel;
i) Se Uy e Uy sdo subconjuntos abertos ndo-vazios de T, entdo Uy N Uy # ().

Demonstracdo: Seja 7 irredutivel. Se U; e U, sdo subconjuntos abertos nao-vazios de 7
tais que U; U Uy = 0, entdo
T = (T\U1) N (T\U2).

De U; e U, serem abertos, segue que T\U; e T\U, sdo fechados. De T ser irredutivel
implica em T\U; =7 ou T\Us = T, isto é,

U1:®OUU2:®,

uma contradicdo. Reciprocamente, por contra-positiva, se 7 = 71 N 75 tais que 71,75 sdo

fechados préprios de T, tomemos os abertos

Uy =T\Th, Uy=T\Ta.
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E imediato que

U1UU2:®-

Corolario B.4. T € irredutivel se, e somente se, todo subconjunto aberto ndo-vazio é denso

emT.
Demonstracdo: Digamos que 7 é irredutivel. Seja U um aberto de 7. Se U C T, entdo
UN(T\U) =10
em que U e T\U sdo abertos ndo-vazios. Uma contradicdo a proposicio anterior. Logo
T=T.
Para a volta, sejam U; e U, dois abertos n3o-vazios de 7. Se U; N U, # (), entdo
U, C X\Us.
Mas U, é denso em T e T\U, é fechado. Logo
T=UCT\U=TU
T=T\U,
U, =0,
uma contradicdo. Assim U; N U, # () e segue que T é irredutivel. |

Proposicao B.5. Sejam T um espaco topoldgico e Y um subespaco irredutivel de T, entdo

o fechoY deY é um subespaco irredutivel de T .
Demonstracdo: Sejam ANY e BNY abertos nio vaziosem Y. Se ANY = () entio
Uc(Y\A)CY

uma contradicio em Y ser o fecho de Y. Assim, ANY # (). Analogamente, BNY # (). Logo

ANY e ANY sao abertos em Y com a topologia induzida, e como é irredutivel, entao
(ANY)N(BNY)#£0

eseguede Y C Y que
(ANY)N(BNY) #0.

Isto é Y é irredutivel. [ ]
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Teorema B.6. Seja K um corpo infinito e algebricamente fechado.

i) Dadas uma cadeia de variedades afim em K"

Vi2Va2 V320,

existe um inteiro N tal que Vy = Vi1 = ....

i) Toda variedade afim V. C K" pode ser escrito unicamente como a unido finita de

variedades afins irredutiveis

V=ViUu---UV,

em que V; € V; parai # j.

Demonstracao:

i) Se V; 2 V;, entdo I(V;) C I(V;) pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Teorema [4.9).

Assim temos uma cadeia ascendente de ideais em K[Ty, ..., T}]

I(V) CT(Va) € (V) C ...

De K ser um corpo segue que K|xy,...,z,] € um dominio de ideais principais, logo é
noetheriano e, portanto a cadeia anterior é estacionaria a partir de algum N. Novamente

pelo Teorema dos Zeros de Hilbert

Vi=V({UIW)2Ve=V{I(V2)) 2 2Vy=VNni1=....

Se V' for irredutivel, ndo ha nada a fazer. Digamos que V' ndo é irredutivel. Ent3o
V =V1UV] em que V| e V/ sdo variedades afins estritamente menores que V' que n3o
podem ser escritas como unido finita de variedades afins irredutiveis simultaneamente.
Digamos que V; nao possa. Argumentando de maneira analoga, temos que V; = VLUV,
com V5 e V) que ndo sdo unides finita de variedades afins irredutiveis. De maneira

recursiva, construimos uma cadeia

VioVaC Ve D VN 2 Vg

que ndo é estacionaria, uma contradicdo ao item (i). Logo

V=VU--UV,,
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com Vi, ..., V,, variedades afins. Caso algum V; C V}, para i # j, basta descartarmos o
Vi nessa unido finita de variedades afins. Para a unicidade, digamos que V' = V/U- - -UV}..

Entao

Vi=vVnV,=WV/Uu---uV)nVv,=V/nV)u---U((V/Nu).

De V; ser irredutivel, temos V; = V/ NV, para algum j. Logo V; C V. Aplicando o

mesmo argumento para algum V7, tem-se que V/ C V4, para algum k. Dafi

Vi SV C V.

Pela minimalidade, ¢« = k e segue que V; = V;-’. Disto obtemos m < [. De maneira
analoga obtém-se [ < m. Assim m = [. Do que foi feito é imediato a conclusao que os

V/ sdo uma permutacdo dos V;, e a unicidade esta provada.

|
Apesar do resultado também valer para variedades quase-afins o argumento nao pode ser
o mesmo, pois Z(U) n3o esta definido para U quase-afim. Porém podemos usar o caso afim
para obter o resultado desejado.
Seja U uma variedade quase-afim. Seja X'\ Y uma representacdo possivel de U. Note que
U C X. Assim
U=X\Y =U\Y.

Além disso, seja U\ Y’ uma outra representacio para U, tem-se que
uny=0nY".
Como U\Y =U\(UNY), fixado um Y qualquer de uma representacdo de U, dizemos que
U=U0\UnNY)

é a representacdo candnica de U.

Seja U = X, U---UX,, a decomposic3o irredundante de U. Temos que
U=(X\UNnY)U---U(X,\UNY)
é uma decomposicdo de irredutiveis para U. Seja

U= (X]\Y) U+ U (X},\Yin)
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outra decomposicao em irredutiveis para U. Entao

XA\UNY) = (X\(Uny)nU
= = (X\UNY)N((X]\Y1) U--- U(X]\Yn))
= [X\UNY)) N (X]\Y)]U--- ULXA\T NY)) N (X V).

Como X;\(U NY) ¢ irredutivel entio
XA\UNY) =X\(UNY)) N (X;\Y))

para algum j. Logo

X\Y; c X\[TNY).
Repetindo o mesmo argumento agora para X]’\YJ tem-se que
X\TNY) c X)\Y;

para algum k. Portanto

X \NUNY)Cc X\(UNY)

Xy = X \[TNY) Cc X\TNY) = X;
X, =X,
X \TNY) =X \(TNY)
X\TNY) = X)\Y;.

Desta maneira temos que n < m. De maneira totalmente analoga, obtemos m < n. Assim,

n = m. Feito isto a unicidade esta garantida obtendo assim:

Teorema B.7. Toda variedade quase-afim admite uma decomposicdo irredundante, a menos

de reordenacio.
Finalizamos com os resultados sobre dimensdes apresentadas na secao |4.2]

Proposicao B.8. Se T é um espaco topoldgico entdo

dim 7 = maxdimp 7.
PeT
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Demonstracdo: Seja

uma cadeia de fechados irredutiveis maximal para 7, entdo Zy, = {P*} para algum P* € T.
Logo
dim 7T = dimp- T.

Como dimp T < dim7T,VP € T, segue o resultado. [ ]
Teorema B.9. Se U é um aberto irredutivel entdo
dimp U = dimp U.
Demonstracdo: Seja
{PynUCZNnNUC---CZ,NU=U
uma sequéncia de fechados irredutiveis em U. Ent3o
(PYCZi G- CZ,=T

é uma sequéncia de fechados irredutiveis em U. De fato se Z; = Z;,, para algum i, ent3o

Z;NU = Z;y1 NU, uma contradicdo. Desta forma conclui-se
dim, U < dimp U.

Seja {P} € Z, € --- C Z, = U uma cadeia maximal para U comecando por {P}.
Tomemos os conjuntos

Entao

WU, C---CU,=U
é uma cadeia para U. De fato, se U; = U1, entdo
Zipn = (ZinNU)U(ZizaN(U\D))
= (ZNU)U(Zi11 N (U\D))
= Z;U(ZiaN(U\U))
uma contradicdo em Z;, ser irredutivel. Portanto
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Proposicao B.10. Se V' é uma variedade quase-afim irredutivel e U é um aberto de V' entdo

dimV = dimU.

Demonstracado: De V ser irredutivel segue que U é denso em V/, isto é, V' é a menor variedade
quase-afim que contém U. Como toda variedade afim é uma variedade quase-afim, segue que
qualquer fechado de Zariski que contiver U, contém V. Dai V' é o menor deles. Logo U = V.
Portanto

dimU = dimU = dimV = dim V.
[ |

Proposicao B.11. A dimensdo de um espaco topoldgico T, que admite decomposicio
em componentes fechadas e irredutiveis, é o maximo das dimensées de suas componentes

irredutiveis.

Demonstracao: Seja 7 =T, U---UT,, a decomposicdo irredundante de 7. Seja
0420 CZH G CZiCT
uma cadeia maximal para 7. Note que
Zn=TNZ,=(TiNZ)U---U(TnNZy,).
De Z,, ser irredutivel existe um 7; tal que
Zn=TiNZ, . Z,CT,CT.
Para ndo contradizer a maximalidade da cadeia precisamos que Z,, = 7. Portanto
dim7; = dim 7.

E o resultado segue, pois dim 7; < dim T, Vi. [ |
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