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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos ferramentas para o estudo de propriedades ergddicas e
estatisticas de transformacGs expansoras, expansoras por partes e hiperbdlicas. Conheceremos
o operador de transferéncia, para o qual nos dedicaremos em boa parte do trabalho ao estudo
do seu espectro quando atua sobre algum espaco de funcdes regulares (Hélder, Lipschitz, C*,
Sobolev W1, etc.). Neste estudo serdo importantes as desigualdades de Lasota-Yorke, as
quais implicam em diversos casos que o operador possui a propriedade de lacuna espectral —
essa propriedade é obtida gracas ao Teorema de Hennion. Como consequéncia estatistica da
propriedade de lacuna espectral, veremos que esta é suficiente para demonstrar o decaimento
exponencial de correlacGes para as dindmicas consideradas. As ferramentas citadas acima se-
rdo aplicadas para os casos de transformacGes expansoras e para expansoras por partes, onde
obteremos a existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas e o decaimento ex-
ponencial de correlacdes. Para algumas expansoras em dimensao 1 veremos também que a
medida invariante tem densidade regular em algum espaco de Sobolev. Também apresenta-
remos o deslocamento de Markov como um exemplo ilustrativo da propriedade de lacuna
espectral e do decaimento exponencial de correlacoes. Veremos também outras consequéncias
da dinamica ter lacuna espectral, como o Teorema Central do Limite, e como a lacuna es-
pectral implica na dependéncia diferenciavel de densidade invariante em relacdo a dinamica,
o que é conhecido como linear response formula. Ao final, iremos fazer um breve estudo de
dindmicas uniformemente contrativas. Aqui tomaremos espacos duais aos que foram usados
para as expansoras e assim iremos obter regularidade para o operador de transferéncia as-
sociado a dindmica contrativa. Com isto, daremos um exemplo de uma classe de dinamicas
hiperbdlicas para a qual vamos definir uma norma de forma que temos uma desigualdade tipo

Lasota-Yorke.

Palavras-chaves: decaimento de correlacGes; expansoras por partes; lacuna espectral; teorema

central do limite; linear response formula; dindmica hiperbdlica.



ABSTRACT

In this work will present some tools for the study of ergodic and statistical properties of
expanding maps ans piecewise expanding maps. We will know the transfer operator, for which
we will dedicate ourselves in a considerable part of this work to the study of its spectrum
when acts on some space of regular functions (Hélder, Lipchitz, C'', Sobolev W1, etc.). In
this study will be important the Lasota-Yorke inequalities, which in many cases imply that the
operator have spectral gap property - this property is obtained due to Hennion's Theorem.
As statistical consequence of the spectral gap, we will see that this is enough to prove the
exponential decay of correlations for the dynamics considered. The tools cited above will be
applied for the cases of expanding maps and piecewise expanding maps, where we will obtain
the existence of absolutely continuous invariant measure and exponential decay of correlations.
For some one-dimensional expanding maps we will also see that the invariant measure has
regular density in some Sobolev space. We will also present Markov shifts, as an illustrative
example of the spectral gap property and the and exponential day of correlations. We will
also see other consequences of the dynamic having spectral gap, as Central Limit Theorem,
and how the spectral gap implies the differentiable dependence of the invariant density with
relation to the dynamic, what is known as linear response formula. In the end, we will do a
brief study of uniformly contracting dynamics. Here we will take dual spaces of those which
were used for expanding maps and so we will obtain regularization for the transfer operator
associated to a contracting map. With this, we will give an example of a class of hyperbolic

dynamics for which we will define a norm so that we have a Lasota-Yorke type inequality.

Keywords: decay of corrrelations; piecewise expanding maps; espectral gap. central limit

theorem; linear response formula; hyperbolic dynamic.
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1 INTRODUCAO

A teoria ergddica tem por intuito estudar estatisticamente sistemas dindmicos cadticos, que
sao imprevisiveis de maneira deterministico, mas que permitem uma analise probabiliistica do
comportamento das 6rbitos. Em alguns exemplos, embora a dindmica seja cadtica, os objetos
probabilisticos que descrevem o comportamento desse sistema s3o bastante regulares.

Buscamos fazer no Capitulo 2 uma breve apresentacao dos principais conceitos e resultados
em Teoria Ergddica, incluindo um operador muito importante ao longo dos nossos estudos que
é o operador de transferéncia, pois atraves dele estudamos medidas invariantes absolutamente
continuas e suas propriedades.

Veremos no Capitulo 3 um exemplo simples, o doubling map, T'(x) = 2z mod 1. Vere-
mos como age o operador de transferéncia para transformacdes expansoras, e teremos uma
breve apresentacao do que vird mais adiante, como as propriedades espectrais desse opera-
dor implicam boas propriedades estatisticas. Tais propriedades sao analogas aos teoremas de
probabilidade para varidveis aleatérias independentes identicamente distribuidas.

Outro exemplo que serd abordado no Capitulo 4 serd o deslocamento de Markov, que ira
ilustrar as propriedades estatisticas: lacuna espectral e decaimento exponencial de correlacdes.

Outras ferramentas importantes que serdo apresentadas no Capitulo 5 s3o as desigualda-
des do tipo Lasota-Yorke, as quais nos permitem provar a existéncia de medidas invariantes,
atraves dela obteremos que o sistema é misturador. Ainda neste capitulo, veremos o Teo-
rema de Hennion, que atraves dele conseguimos caracterizar a lacuna espectral do operador
de transferéncia associado a nossa transformacdo, e com isto, obtemos também decaimento
exponencial de correlacdes e o Teorema Central do Limite.

No Capitulo 6 estudaremos transformacoes expansoras por partes, onde estudaremos o
espaco das funcdes de variacdo limitada e encontraremos uma desigualdade de Lasota-Yorke
adequada para tal. No Capitulo 7 iremos estudar sobre a estabilidade e como um sistema
responde ao sofrer pequenas perturbacdes, e buscaremos estudar a dependéncia das medidas
invariantes em relacdo a essas pertubacgdes.

No Capitulo 8 nos dedicaremos a estudar um pouco melhor uma consequéncia do sistema
ter lacuna espectral, que é o Teorema Central do Limite, veremos também o teorema para
quando temos variaveis aleatérias independentes identicamente distribuidas.

Por fim, buscamos no Capitulo 9 fazer um breve estudo a respeito de linear response, onde
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buscamos estudar as propriedades estatisticas de um sistemas que foi perturbado. Parte desse
estudo é baseado em (GALATOLO, 2022).

No Capitulo 10 faremos um estudo de dinamicas uniformemente contrativas, assim como
no caso de expansoras iremos encontrar propriedades de regularidades quando consideramos
espacos de medida adequados, isto atraves da desigualdade de Lasota-Yorke. Porém neste caso
nao podemos esperar regularidades nos mesmos espacos. Iremos ver que considerando espacos
duais aos que foram usados no caso de expansoras, é possivel obter a regularizacao para o
operador de transferéncia associado a uma aplicacdo contrativa.

Por fim, veremos um pouco sobre dindmica hiperbdlica. A abordagem de operador de
transferéncia funciona para uma grande classe de sistemas com taxa uniforme de expansdo
e contracdo quando sdo considerados os espacos funcionais adequados. No Capitulo 11 estu-
daremos uma classe desses exemplos, que sdo as transformacGes solenoidais uniformemente
hiperbdlicas. Esse estudo serd baseado na desintegracdo ao longo de variedades estaveis, e

sera mostrado como definir um espaco de medidas com sinal adaptado para o sistema.
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2 UM POUCO DE TEORIA ERGODICA

Neste capitulo procuramos revisar (ou introduzir) conceitos fundamentais sobre toeria
ergddica, na maior parte dos resultados n3o apresentaremos demonstracdes, elas podem ser
encontradas em (VIANA; OLIVEIRA, [2019). Ao longo do capitulo sera introduzido o operador de
transferéncia, sobre ele podem ser consultados também (LUCENA, 2014)), (BOYARSKY; GORA,
1997)) e mais especificamente (SARIG, [2020)).

Seja (M, B, ) um espaco de probabilidade e seja 7' : M — M uma transformacdo

mensuravel.

Definicdo 2.1. Dizemos que a medida p é invariante por T se u(E) = u(T~'(E)) para todo

conjunto mensuravel E2 C M. Podemos dizer também que 7' preserva .

Proposicao 2.1. Sejam 7' : M — M uma transformacdo mensuravel e ;1 uma probabilidade

em M. Entdo T' preserva (i se, e somente se,

/qbd,u: /gbonu
para toda funcdo pu-integravel ¢ : M — R.

Demonstracdo. Suponhamos p invariante. Vamos mostrar sucessivamente a igualdade para
classe cada vez mais amplas. Iniciaremos mostrando para funcdes caracteristicas. Por hipdtese

w(E) = u(T~1(FE)) para todo conjunto mensuravel E. Como,

[ Xedu = p(B) e (T(E)) = [ (X5 0 T)dp
temos que vale a igualdade para funcGes caracteristicas. Segue da linearidade da integral, que
a igualdade também é valida para funcdes simples. Vamos verificar agora que vale para toda
funcdo integravel. Dada qualquer funcdo integravel ¢ : M — R, considere uma sequéncia
{sn}n de funcdes simples tal que |s,| < ¢ onde ¢ é o limite da sequéncia. Dai, pelo teorema

da convergéncia dominada,

[ édn=tim [ sudp =1im [(&0 Ty = [(60T)dn
O que mostra que vale a igualdade para toda funcdo integravel se p é invariante.
Reciprocamente, para funcdes caracteristicas, temos [ Xgdyp = [(Xg o T)dpu, segue que

w(E) = u(T7Y(E)), ou seja, u é invariante. O
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2.1 TOPOLOGIA FRACA*

Nessa secdo tomemos M um espaco métrico. O objetivo aqui é definir a topologia fraca*
no conjunto M; (M) das medidas bolerianas de probabilidade em M e discutir suas principais
propriedades.

Representamos por d(-,-) a funcdo distancia em M e por B(z,0) a bola de centro = € M
e raio 0 > 0. Dado B C M, denotamos d(x, B) = inf{d(z,y);y € B} e chamamos ¢-

vizinhanca de B ao conjunto B° dos pontos x € M tais que d(x, B) < 6.

2.1.1 Definicao e propriedades da topologia fraca*

Dada uma probabilidade p1 € M (M), um conjunto finito & = {¢y, ..., on} de funcdes

continuas limitadas ¢; : M — R e um nimero € > 0, definimos

V(p, ®,e) = {1/ € My(M);

/d)idy _ /@du‘ < £ para todo z}

Note que a intersecdo de dois quaisquer conjuntos desta forma contém algum conjunto
desta forma. Isto assegura que a familia {V(u, ®,¢); ®,c} pode ser tomada como base de
vizinhancas de cada p € M;(M).

A topologia fraca* é a topologia definida por estas bases de vizinhancas, isto é, os abertos
da topologia fraca* s3o os conjuntos A C M (M) tais que para todo elemento i € A existe
algum V' (u, @, ¢) contido em A. Observe que esta topologia depende apenas da topologia de

M e n3o da sua distancia. Observe também que ela é Hausdorff.

Lema 2.1. Uma sequéncia (p,)nen converge para uma medida p € My (M) na topologia

fraca* se, e somente se,

/(bdun — /d)du para toda funcdo continua limitada ¢ : M — R

2.1.2 Teorema de Portmanteau

Iremos aqui discutir algumas outras maneiras (teis de definir a topologia fraca*. Apresenta-
remos algumas relacoes que sdo formas naturais de se tomar vizinhancas de uma probabilidade
1€ My(M). E pelo teorema de Portmanteau temos que todas essas vizinhancas d3o origem

a mesma topologia em M (M), que é a topologia fraca*.
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Variacdes diretas da definicio da topologia fraca* s3o obtidas tomando como base de

vizinhancas dos seguintes conjuntos:

1. Lipschitz. Dado ¢ > 0 e ¥ = {¢1,..., 65} uma familia finita de funcdes Lipschitz,

considere

Vg, ®,e) = {n € My (M);

/d)idn — /qﬁidu’ < ¢ para todo z} (2.1)

2. Fechados em M. Dado ¢ > 0 e F = {F},..., Fy} uma familia finita de fechados,
considere

Vi(p, F.e) ={v € My;v(F;) < v(F;) + ¢ para todo i} (2.2)

3. Abertosem M. Dadoe > 0e A= {A;,..., Ay} uma familia finita de abertos, considere

Vo, Ay e) = {v € My;v(A;) > v(A;) — € para todo i} (2.3)
Chamamos conjuntos de continuidade de i qualquer conjunto bolereliano B tal que

w(0B) = 0.

4. Conjuntos de continuidade de ;1. Dado € > 0 e B = {DBjy, ..., By} uma familia finita de

conjuntos de continuidades de i, considere

Ve(u, B,e) = {v € My;|u(B;) —v(B;)| < € para todo i} (2.4)

Dadas duas topologias 77 € 75 num mesmo conjunto, dizemos que 71 é mais fraca que
7> (ou Tz é mais forte queT;) se todo subconjunto que é aberto em 7; também é aberto em
T>. E dizemos que as duas topologias sdo equivalentes se elas contém exatamente os mesmos

abertos.

Teorema 2.1. As topologias definidas pelas bases de vizinhancas (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) e

por V (u, ®, e) sdo todas equilaventes.

Suponhamos a partir de agora, que M seja separavel, entdo M (M) munido da topologia
fraca* é um espaco separavel.

Dados p,v € M (M), entdo

D(p,v) =inf{6 > 0; u(B) < v(B°) + 6 e v(B) < u(B°) + § para todo boleriano B}
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Lema 2.2. A funcdo D é uma distancia em M;(M). E é denominada métrica de Levy-

Prohorov.

Proposicao 2.2. Se M é espaco métrico separavel, entdo a topolgia induzida pela distancia

D coincide com a topologia fraca* em M (M).

Proposicao 2.3. Se M é compacto, entdo toda sequéncia (uu)ren em My (M) admite alguma

subsequéncia que é convergente na topologia fraca*.

Teorema 2.2. Se M é compacto, entdo o espaco M;(M) munido da topologia fraca* é

compacto.

Definicao 2.2. Um conjunto M de medidas num espaco topoldgico é justo se para todo

e > 0 existe um subconjunto compacto K tal que u(K“) < € para toda medida 1 € M.

Teorema 2.3. Seja M um espaco métrico separavel completo. Um conjunto K C M;(M)
é justo se, e somente se, toda sequéncia em K possui alguma sequéncia convergente em

My (M),

2.1.3 Push-forward

Dado T': M — M e qualquer medida  em M denota-se por T.n e chama-se iterado (ou

push-forward) de n por T' a medida definida por

para cada conjunto mensuravel B C M. Note que 7n é invariante por 1" se, e somente se,

T.n=n.

Lema 2.3. Sejam 7 uma medida e ¢ uma funcdo mensuravel limitada. Entao

[ édTon= [ g0 Tan

Demonstracdo. Se ¢ = X, entdo [ ¢dT.n = [ ¢poTdn é equivalente a T,n(B) = n(T~(B)),
o que de fato é verdade por definicdo. Segue da linearidade da integral que tal resultado é
valido para funcGes simples. Por fim, sabemos que toda funcao mensuravel limitada pode ser
aproximada uniformemente por funcdes simples, e isso implica que o lema é verdadeiro em

geral (de forma anéloga a proposicdo [2.1)). O



19

Proposicao 2.4. Se a aplicagdo T': M — M é continua, entdo a aplica¢do T} : My (M) —

M (M) é continua relativamente a topologia fraca*.

Demonstracdo. Seja ¢ > 0 e ® = {¢1,...¢,} uma familia qualquer de funcdes continuas
limitadas. Por hipétese T' é continua, entdo a familia U = {¢; o T}, ..., ¢, o T'} também é de

funcdes continuas limitadas. Pelo lema anterior, temos

[ @ ~ [T

— ‘/(gzﬁioT)du— /(cbz o T)dv

e, portanto, o lado esquerdo é menor que ¢ se o lado direito for menor que €. Ou seja,
T.(V(p, ¥,¢e)) C V(Tup, ¥,e) para todo p, ¥ e .

Assim, T, é continua. O

2.2 OPERADOR DE TRANSFERENCIA

Vamos apresentar nessa secao alguns resultados sobre um operador conhecido como Ope-
rador de Perron—Frobeniusﬂ ou como enunciamos, operador de transferéncia, o qual usaremos
para obter propriedades estatisticas para nossa dinamica. Além disso a construciao nos dara
naturalmente um espaco fraco para nossa aplicacao.

Primeiramente vamos apresentar uma definicdo.

Definicao 2.3. Uma medida p é dita ndo singular com respeito a aplicacdo 7', se
Tip < p
onde T.u é uma medida em M definida por T u(A) = u(T1(A)).

Sejam (M, B) um espaco mensuravel, T': M — M uma transformacdo mensuravel e u
uma medida finita neste espaco, e vamos supor que p seja ndo singular com respeito a 7.

O operador de Koopman é o operador linear
Ur : L=(p) = L= (),

Ur(¢) =¢oT

Temos

1 Esse operador também é conhecido como operador de Ruelle, ou operador de Ruelle-Perron-Frobenius.
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L |[Ur(@)lloc < [[@]loci
2. Como as funcdes constantes sdo pontos fixos, temos [|U]|s = 1.

Uma pergunta que podemos fazer é: serd que existe um dual de Uy, ou seja, um operador
Pr: LY(p) — L'(p) tal que para todo ¢ € L>(u) e ¢ € L*(p) tenhamos a seguinte relacio
dual

[Ur(0) - vdu= [ 6 Pr(v)dn (2.5)

A resposta é sim, quando p nao é singular, e serd dada com o seguinte resultado.
Teorema 2.4. Se ;1 é n3o singular entdo existe um Gnico operador
Pr: L'(p) = L'(n)
tal que para toda 1) € L'(u) e para todo conjunto mensuravel A, temos
JUr(X) v = [ X Pr()dn

Demonstracdo. Dada f € L'(u) tal que f > 0, defina a medida py por ps(E) := [ fdpu.
Com esta definicdo e por p ser ndo singular, temos Ty < . De fato, da ndo singularidade
de u, segue que u(T-H(E)) = T.u(E) = 0. Como (T (E)) = 0, temos T,us(E) =
pf(T7H(E)) = Jp-1() fdu = 0. Pelo teorema de Radon-Nykodym, estd bem definida

_ dTipy

P, :
Vejamos que, por essa definicdo, temos que a relacdo de dualidade é satisfeita quando f > 0.
De fato,

dT,
/X«%mwz/&-mfm

dT,
_ / Hf dyu
A dp

= Tips(A)

= ny(T71(A4))
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Para f € L'(u) arbitrario, decompomos f = f* — f~ e a funcdo

Pr(f) = Pr(f") — Pp(f7).

Vejamos que de fato é um operador linear, e mais que isso, que esse é o operador que queriamos.

[ Xa- Prdp= [ Xy (Pr(s%) = Pr(f))dp
— [ 2a Pr(r)dp— [ XaPr(y)dp
= [Ur(Xa) - frdp— [Ur(Xa)- £ dp
= [ Ur(2a) - (5 = £ )
= [Ur(X2) - fd.

Obtendo a equacdo desejada. O]

Por fim, precisamos mostrar que o operador de transferéncia é linear. Para isto vamos

precisar do seguinte lema.

Lema 2.4. Se f e g sdao funcdes integraveis tais que [, fdu = [, gdp para todo conjunto

mensuravel A C M entdo f =g p-q.t.p. x € M.

Demonstracdo. Seja A = {x € M; f(x) > g(z)}. Entdo (f — ¢g)X4 é uma funcdo ndo
negativa. O mesmo é verdade para (g — f)X4c. Por hipotese, temos [(f — g)Xadp = 0 e
(g — [)X4cdu = 0. Como sdo funcdes ndo negativas, segue que f(z) = g(x) para p-q.t.p.
v € Aeg(x)= f(x) para u-q.t.p. z € A°. Logo, f = g p-q.t.p. z € M. O
Com isto, segue da dualidade que
[ Prlfi+ap)d= [ Xa- Prfi+af)dn
= [ Ur(xa) - (fi + o fo)dp
= [Ur(X) - (f)du+ o [ Ur(Xa) - (f)du
= /XA (Pr(fi) + aPr(f2))dp
= [ el + aPr(p)dn

Como vale para todo conjunto mensuravel A, pelo lema anterior, temos a linearidade do

operador. O
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2.3 TEOREMAS ERGODICOS

Considere £ C M um conjunto mensuravel com medida positiva e um ponto x € M

qualquer, chamamos de tempo médio de visita de x em E o valor de
1
T(E,z) = lm —#{0 <k < n; T"(x) € E}
n—oo n,
Agora enuciaremos o teorema ergddico de Birkhoff (versdo para tempos médios de visita).

Teorema 2.5. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Seja 7" : M — M uma transformacdo men-
suravel e 1 uma probabilidade invariante por T'. Dado qualquer conjunto mensuravel £ € M,

o tempo médio de visita
1
7(E,z) =lim —#{k=0,1,...,n — 1;T%(z) € E}
non
existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso [ 7(E, z)du(z) = p(E).

Temos também uma versao deste teorema para médias temporais.

Podemos ver que

T(E, x) fhm Z(pTJ ), onde ¢ = X

entdo o teorema a seguir generaliza o anterlor para o caso em que  é um funcdo integravel

qualquer.

Teorema 2.6. (Teorema Ergddico de Birkhoff, para médias temporais) Seja 7' : M — M
uma transformacdo mensuravel e seja ;1 uma probabilidade invariante por 7. Dada qualquer

funcao integravel ¢ : M — R, o limite
n—1

B(x) = Jim 3 @(T()) (2.6)
j,
existe em p-q.t.p. x € M. Além disso, a funcao ¢ definida desta forma é integravel e satisfaz

/90 )dp(x /90 )dp(x

A demostracdo pode ser vista em (VIANA; OLIVEIRA, [2019).

Definicao 2.4. Seja T': M — M e ;1 uma probabilidade invariante por T'. Dizemos que a
medida 1 é uma medida fisica quando a bacia B(y) tem volume positivo, onde a bacia de

é dada por,

j=0 (17 (2))

B(p) = {x; — /Lpdu para toda ¢ contl'nua.}
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2.4 SISTEMAS ERGODICOS

Ao longo dessa secao suporemos que 1 € uma medida de probabilidade invariante por uma
transformacdo mensuravel T : M — M. Dizemos que o sistema (7', ) é ergédico se, dado
qualquer conjunto mensuravel E, temos 7(F,x) = p(FE) para u-q.t.p. x € M.

Nessa secdo estudaremos dois tdpicos: um sobre conjuntos e funcdes invariante, e um outro

sobre caracterizacao espectral.

2.4.1 Conjuntos e funcdes invariantes

Dizemos que uma funcao f : M — R é invariante se ¢ = p o f em u-q.t.p.. Ou seja, a
menos de um conjunto de medida nula, a funcdo é constante em toda trajetéria de f. Além
disso, dizemos que um conjunto mensuradvel B C M ¢é invariante se a sua funcdo caracteristica
X é uma funcao invariante. Em outras palavras, B é invariante se ele difere da sua pré-imagem

f~Y(B) por um conjunto de medida nula:
p(BAFH(B)) =0

Dizemos que uma funcdo ¢ é constante em pi-q.t.p. se existe ¢ € R tal que p(z) = ¢ para

u-q.t.p. z € M.

Proposicdao 2.5. Seja 1 uma probabilidade invariante de uma transformacdo mensuravel

T : M — M. As seguintes condicGes sao equivalentes:
1. Para todo conjunto mensuravel B C M tem-se 7(B, x) = u(B) para u-q.t.p.
2. Para todo conjunto mensuravel B C M tem-se 7(B, ) é constante para p-q.t.p.
3. Para toda funcdo integravel p : M — R tem-se p(z) = [ @du para p-q.t.p.

4. Para toda funcao integravel ¢ : M — R a média temporal ¢ : M — R é constante em

H1-q.t.p.
5. Para toda funcio integravel invariante ¢ : M — R tem-se ¢(x) = [1du para u-q.t.p.
6. Toda funcao integravel invariante v : M — R é constante em u-q.t.p.

7. Para todo subonjunto invariante A tem-se u(a) = 0 ou p(a) = 1.
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8. Para qualquer par de conjuntos mensuraveis A e B vale

lim © "z W(T1(A) N B) = ju(A)u(B)

9. Para quaisquer funcdes p € LP(u) e ¢p € L (p), com I% + % =1, vale

lim — Z/ Fehvdu = [ edu [ wdp

Corolario 2.1. Suponha que o item 8 do teorema acima é satisfeita para todo A e B em

alguma algebra A que gera a o-algebra dos conjuntos mensuraveis, entdo (7, i) é ergddico.

Proposicao 2.6. Seja ;1 uma probabilidade invariante, ndo necessariamente ergddica, por

T : M — M. Ent3o, para quaisquer A e B mensuraveis, existe

1 n—1

2.5 DECOMPOSICAO ERGODICA

Aqui iremos enunciar o teorema de desintegracdao de Rokhlin, para isto precisamos de
algumas nocoes.

Seja (M, B, 1) um espaco de probabilidade e P serd uma particio de M em conjuntos
mensuraveis. Denoraremos por m : M — P a projecdo natural que associa a cada ponto
x € M o elemento P(z) da particdo que o contém. Essa projecdo permite munir P de uma
estrutura de espaco de probabilidade, da seguinte forma. Primeiramente, dizemos que um

conjunto Q de P é mensuravel se, e somente se, a pré-imagem
7~1(Q) = unido dos elementos P de P que pertencem a Q

é um subconjunto mensuréavel de M. E facil ver que esta definic3o esta correta: a familia B dos
subconjuntos mensuraveis é uma o-algebra em P. Em seguida, definimos a medida quociente
[ por

A(Q) = (1 ~'(Q)) para cada Q € B,

Definicao 2.5. Uma desintegracdo de p relativamente a uma particido P é uma familia

{pp; P € P} de probabilidades em M tal que, para todo conjunto mensuravel £ C M:

1. up(P) =1 para ji-q.t.p. P € P,
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2. a aplicacdo P — R, definida por P — up(E) é mensuravel,

3. u(E) = [ pp(E)di(P).

Proposicado 2.7. Suponha que a o-algebra B admite algum gerador enumeravel. Se {up; P €
P} e {up; P € P} sdo desintegracdes de p com respeito a P, entdo up = ip para fi-q.t.p.
PePp.

2.5.1 Particoes mensuraveis

Dizemos que P é uma particao mensuravel se, restrita a algum subconjunto de M com
medida total, ela é limite de uma sequéncia crescente de particoes enumeraveis. Mais preci-
samente, a particao é mensuravel se existe algum conjunto mensuravel My, C M com medida
total tal que, restrito a M

P=\ P
n=1

para alguma sequéncia crescente P; < Py < ... < P, < ... de particdes enumeraveis. E
P; < Pi11 significa que todo elemento de P, estd contido em algum elemento de P;. Entao
dizemos que P; é menos fina do que P;;;. Além disso, V72 ,P,, é a particdo mais fina tal que
oo
P < \/ P, para todo n
n=1

Os seus elementos sdo as intersecdes nao vazias da forma N2, P,, com P, € P, para todo n.

Teorema 2.7 (Desintegracdo de Rokhlin). Suponha que M é espaco métrico completo separa-
vel e que P é uma particdo mensuravel. Entao a probabilidade ;2 admite alguma desintegracao

relativamente a P.

2.6 CORRELACOES

Definicao 2.6. Em teoria da probabilidade, chamamos de correlacdo de duas variaveis alea-

térias, X e Y, o nimero
C(X,Y) =E[(X - E[X]))(Y - E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]

Note que a expressdo E[(X — E[X])(Y — E[Y])] é positiva se X e Y estdo do mesmo

lado (maior ou menor) das respectivas médias, E[X] e E[Y], e é negativa no caso contrério.
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Portanto, o sinal de C'(X,Y") indica se as duas varidveis apresentam, predominantemente, o
mesmo comportamento ou comportamentos opostos, relativamente as suas médias; correlacao
préxima de zero sinaliza que os dois comportamentos estdo pouco ou nada relacionados um
com o outro.

Dada uma probabilidade invariante i de um sistema dinamico 7' : X — X e dadas funcdes

mensuraveis ¢, : X — C queremos analisar a evolucdo das correlacées

quando o tempo k vai pro infinito. Entdo Cj (¢, 1) mede como o valor de ¢ em tempo k se

correlaciona com o valor de 1) em tempo zero, até que ponto um valor tem influencia no outro.

2.6.1 Sistemas Misturadores

Sejam T': X — X uma transformacdo mensuravel e ;1 uma probabilidade invariante.

Definicao 2.7. A sequéncia de correlacées de duas funcao mensuraveis o, : X — C é dada

por:

Crle,¥) = /(sooTk)@/Jdu— / sodu/wdu, keN

Definicao 2.8. Dizemos que um sistema (7', 1) é misturador se

lim Cy (X4, Xp) = lim p(T~(A) N B) — p(A)u(B) = 0

2.6.2 Propriedades

Um sistema misturador é necessariamente ergdédico. Com efeito, suponhamos que exista um
conjunto invariante A C M com 0 < p(A) < 1. Tomando B = A® temos T""(A)N B =)
para todo n. Dai, u(T~"(A) N B) = 0 para todo n, enquanto que pu(A)u(B) # 0. Em

particular, (7', ) ndo é misturador.

Exemplo 2.1. Esse exemplo mostra que ergodicidade é uma propriedade estritamente mais
fraca. Considere § € R irracional. Sabemos que a rotacdo Ry no circulo S* é ergddica para
a medida de Lebesgue m. Por outro lado, (Ry,m) ndo é misturador. Com efeito, sejam
A, B C S% intervalos pequenos, podemos tomar com comprimentos menores que 1/10, por

exemplo, disto seque que R;"(A) N B = 0, (logo, m(R;"(A) N B) = 0) para infinitos n's.
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Como m(A)m(B) # 0, temos que o limite das correlacdes das fun¢des caracteristicas de A e

B nao converge para 0.

Lema 2.5. Suponha que lim, u(7"(A) N B) = u(A)u(B) para todo par de conjuntos A
e B em alguma élgebra A geradora da o-algebra dos conjuntos mensuraveis. Entdo (T, ) é

misturador.
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3 UM PRIMEIRO EXEMPLO

Em nossos estudos iremos considerar um sistema dinamico 7" : M — M que esperamos que
exiba um comportamento caético. Geralmente tomaremos M um espaco métrico compacto,
e T continua, ou pelo menos com finitos pontos de descontinuidade. E denotaremos por m a
medida de Lebesgue em M.

Um motivador desse estudo é o material do Andrew Toérok, disponiveis no blog do Vaughn

Climenhaga: (CLIMENHAGA| 2013b)), (CLIMENHAGA), 2013c) e (CLIMENHAGA, |2013a)).

3.1 OPERADOR DE TRANSFERENCIA PARA TRANSFORMACOES EXPANSORAS

Iremos ver alguns modelos que serdo transformacdes expansoras (definiremos formalmente
mais a frente). Essencialmente precisamos, além das hipoteses ja enunciadas, que |7"(x)| >
1, V.

Na secao estudamos um pouco sobre o operador de transferéncia, vamos enunciar
agora um resultado onde temos explicitamente a cara do operador de Perron-Frobenius para

transformacoes diferenciaveis.

Proposicao 3.1. Suponha que T': M — M é diferenciavel, e o conjunto M seja o intervalo
[0, 1] ou M o circulo S*, e que M é a unido disjunta de intervalos {I;} tal que T' é injetiva em
I; e T'(x) # 0. Entdo o operador de Perron-Frobenius de 7" é dado pela seguinte expressdo:

Para todo f € L'(u) e x € M:

_ f(y)
PT(f)(«T) - yeTZ;(x) |T/<y)|

Demonstracdo. Definindo Pr(f) como acima, temos
(7}_1(95))
_ ) :
Z/ T @) ()
_ Z/I. 9o T(3)f(@)dm
= /PTg-fdm.

Assim vemos que satisfaz ([2.5)). O

Esse resultado serd usado nos secoes seguintes.
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3.2 DOUBLING MAP

O primeiro modelo que iremos estudar serd o doubling map, consideremos a aplicacdo
T:M — M, onde M = [0, 1], definida por T'(z) = 2 mod 1. Esta preserva a medida de
Lebesgue m.

De fato, seja A = [a, b], notemos que 7' (A) = BUC, onde B = [%, %} eC = [“—;1, ”*Tl}
Donde, m(T7'(A)) =m(BUC) =2%% =b—a.

Além disso T"(z) = 2 em quase todo ponto, T’ tem uma descontinuidade em z = 1.

Figura 1 — Doubling map

Tx

0

Autor: Elaboracdo Prépria

3.2.1 Decaimento de correlacdes para doubling map

O operador de transferéncia para doubling map pode ser escrito explicitamente por

(Prode) = [ (5) +u (F52))] (1)

Notemos que a func3o constante 1 é ponto fixo.

-3 G) 1 (4] - bd -

Que é equivalente ao fato da medida de Lebesgue m ser invariante.
O desafio agora é encontrar um espaco de Banach B C L' onde nosso operador de
transferéncia Pr age como gap spectral.

Para nosso operador T : M — M consideremos o espaco B = Lip das funcoes Lipschitz.

Lip = {¢ : M — C;1) é Lipschitz}
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Uma semi-norma natural para este espaco é

V(x) — Py
Pl = sup (L&) =YW
zFy |z =y
Com efeito, dada qualquer funcdo ¢ € Lip, é facil ver que ||, > 0, note que |¢)|r;, =0

se, e somente se, 1 € constante.

Dado A € C, temos

A () — Mp(y)|

Ay = sup D)=
Tty lz —yl
oy Pl — )
Tty |z —y|
— |)\| sup |77/J(ZE) - ¢(y)|
THY |z — |
= [A[¥|uip

Dados 1,1, € Lip, temos

61 + ol = sup [T ¥2)(@) = (U1 + 62) W)

= sup
z#yY [z —yl
_ 1 () — 1 (y) + Palz) — Pa(y)]
= sup
z#y |z —yl
< sup 1 () — Y1 (y)| +su [th2(z) — ¥a(y)|
z#y |z =yl z7y |z —yl
= |¥1|Lip + [¥2|Lip
Logo, | - |Lip € de fato uma semi-norma. Com isto, vamos construir uma norma para Lip.

Seja
[¥]|Lip = [[¥]loo + [¢]Lip

onde [|¢)[|oc = sup,ep [¥(2)

Proposicao 3.2. (Lip, || - ||Lip) é espago de Banach.

Demonstracdo. Com efeito, seja {1, }, de Cauchy com respeito a norma Lipschitz, || - ||Lip-

Dado € > 0, existe ny € N tal que m,n > ng implica ||¢,, — ¥n||Lip < €. Entdo,

me - wnHLip = me - wnHoo + |’l/}m - 2/}n|Lip <é€

De |t — ¥nlLip > 0, segue que ||, — ¥nllee < €. Portanto, {¢,,}, é de Cauchy com

respeito a ||+ [|so- Como {1, },, é de Cauchy, temos que converge uniformemente, e por hipétese,
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1, é continua para todo n, logo {¢,}, é equicontinua. Além disso, de {1}, ser de Cauchy,
temos que é limitada, e em particular, existe C' > 0 tal que ¢, (z) < C,Vo € M,Vn, logo
{1} € equilimitada. Com isto, segue do teorema de Ascoli-Arzeld, que {1, }, possui uma

subsequéncia uniformemente convergente, isto é,

oo (x) = lim iy, ()
Como, {t,, } sdo Lipschitz, com |1y, ||Lip < K, temos

|z =yl
fazendo ny — 0o temos |V |Lip < K, logo s € Lip. De ||¢,, — ¥n|lLip < € e fazendo

< K,

ng — 00, temos ||t)oe — Un|Lip < € O
Proposicao 3.3. Para T" doubling map e qualquer funcao Lipschitz v, temos

1
| Prip|Lip < i‘w’Lip-

Demonstracdo. Usando ([3.1) temos

[(Pry)(z) — (Pr)(y)]
|z =y
@) e () e () —v (5]
< supl |w(9€) —w(y)| +Sup1|w(x+ 1) —w(y+1)‘
TF£y 4 |1’ - y' Ay 4

1 1
< Z|?/)|Lip + Z|¢|Lip

1
= §|1/}|Lip

| Pri)|Lip = sup
Ty

Agora, indo para decaimento de correlacdes [2.8] Note que

[(@ o1y wdm = [ o(Pv)am (3:2)

Toda ¢ € Lip pode ser escrita unicamente como

b =cyl+ 0 (3.3)

onde ¢y, = [Ydm e f@dm = 0. Com isto, existe uma decomposicdo

Lip=Cl® H, H={y € Lip; [¢¥dm =0}
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Proposicao 3.4. Essa decomposicdo é invariante por Pr.

Demonstracdo. De fato, C1 é o autoespaco associado ao autovalor 1, ent3o é invariante por
Pr, pois Pr1 = 1. Para verificar que H é invariante, observe que se [ ¥dm = 0, pela igualdade

das integrais do operador de transferéncia, temos:

[ Prvdm = [0 Tysdm = [1(T (@) ()dm = [wdm =0

Proposicio 3.5. Dado ¢ € H, temos [|¢)]loo < |¥|Lip

Demonstracdo. Com efeito, ) é continua e existe z, € [0,1] tal que ¥ (xo) = 0. A imagem

¥([0,1]) é um intervalo que contém o 0 e o didmetro é limitado por [¢)|1;p, isto &,

(1) — (@2)| < [¥]Liplrr — 22| < [P|Lip.
O

Agora podemos estimar a taxa de decaimento de correlacdes. Pela definicdo [2.7| e usando

(3.2) e a decomposicdo (3.3)), temos

Culp ) = [ o= (Phesl +9))dm —cy [ pdm

= [ o+ Pi()dm

Usando a proposicio (3.3 vamos estimar Pk ()

N ~ 1 - 1
IPE@le < IPE@)lup < 5 lPluip = 551l
Disto, concluimos que para qualquer ¢ € L! e ¢ € Lip, obtemos
k’\ ].
Crlo, )| < el Prodlloe < Spllellalluip-
Ou seja, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Toda transformac3o expansora doubling map tem decaimento exponencial de

correlacbes, com taxa % no espaco das funcdes Lipschitz.
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3.2.2 Propriedades Espectrais

Inicialmente vamos enunciar alguns conceitos de analise funcional. [f]

Definicdo 3.1. Seja T : domT C B — B linear no espaco de Banach complexo B # {0}.
O conjunto resolvente de T', denotado por p(T'), é o conjunto dos A € C para os quais o

operador resolvente de T' em \
RA\(T) : B— dom T, R\(T) := (T — A1d)™!
existe e é limitado (ou seja, pertence a B(B)).

Definicao 3.2. O espectro de T' é o conjunto o(7") = C\p(T)

Definicdo 3.3. O raio espectral de T' € B(B) é
ro(T) := sup |}
Xeo(T)

Teorema 3.2. (Férmula do raio espectral) Se T' € B(B), entdo valem
: "
ro(T) = Tim | T7]1* < |7

Lema 3.1. Se T' € B(B), entdo p(T') é um conjunto aberto e o(T") é um conjunto fechado
em C. Além disso, se |A| > ||T]|, entdo A € p(T) e |RA(T")|| — 0 para || — oo.

Demonstracdo. do teorema

Decorre do lema acima que r,(7") < ||T||. Nessa demonstracdo serdo usados alguns resul-
tados da teoria das funcdes holomorfas junto com o fato de que toda sequéncia fracamente
convergente é limitada, e a seguinte observacdo: se A € C e Ay, Ay, ..., A\, s30 suas raizes
n-ésimas em C, ent3o

Tm— A =T\T,...T)

n

oncd Ty, = T — A\;1 Disto segue que A € o(T™) se, e somente se, \; € o(T") para algum

1 < < n. Portanto, o(T™) = o(T)"™, em que

o(T)":={\" Aea(T)}

1" Para um estudo maior sobre as propriedades espectrais de um operador, veja (GERALDO; PELLEGRINO;

TEIXEIRA, 2015) e (OLIVEIRA| [2015)).
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Desta relacio conclui-se que para todo n € N vale 7, (T') = r,(T™)z < || T"|x.
Para cada f no dual de B(B), defina F' : p(T) — C por FI(\) = f(RA(T)), a qual é uma

funcio holomorfa. Se |A| > ||T||, usando a série de Neumannf} tem-se
FO) = -1 3 4 A7)
D
e pela unicidade da expansdo por séries de Laurent, segue que a série acima converge para
todo A € C na regido |A| > (7).
Dado qualquer ¢ > 0, para 7,(T) < o < 1,(T) + € e para todo f € B(B)*, a série

mn
L converge fracamente a zero em B(B) e, portanto,

an

mn . ~ -
> o f(55) converge. Assim, a sequéncia

é limitada, de forma que existem C' = C(«) > 0 em que
IT"|* < C = ||IT"||* < aC+,¥n €N
Como lim,,_,o, ' = 1, existe N () > 0 de modo que

IT™||% < ro(T) +,¥n < N(e)

Esta relacdo, juntamente com r,(T') < ||T||» verificado acima, mostra que lim,, . ||77(|%
existe e é igual a 7, (7).

[]

Definicao 3.4. Dizemos que um operador T' tem lacuna espectral (gap espectral) quando
o maior autovalor é simples, isto é, tem multiplicidade algébrica igual a 1, e o restante do

espectro esta contido num disco fechado com raio estritamente menor.

3.2.3 Propriedades espectrais do doubling map

O espectro do operador Py : Lip — Lip é o conjunto

o(Pr) = {X € C; Pr — A\I é um operador n3o invertivel em Lip}

que contém (mas n3o é necessariamente igual) o conjunto dos autovalores de Pr.
No nosso exemplo do doubling map, 1 é uma autofuncao com autovalor 1, pela decompo-
sicdo Lip = C1@® H, segue que o(Pr) = {1} Uc(Pr|g). Ou seja, além da parte do autovalor

1, o espectro fica determinadno pela acdao de Pr sob o subespaco H.

2 A série de Neumann de 7' é dada por R\T' = —{ X7 (Ly’
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De anilise funcional, se escrevermos p(Pr) = sup{|A|, A € o(Pr)} para o raio espectral

de Pr, temos

. il
p(Pr) = lim |[PRI* < |y (3.4)

Para determinar o espectro de Pr|y podemos usar tanto a norma Lipschitz quanto a semi-
norma | - ]Lip, ja que no subespaco H tal semi-norma se torna uma norma, entao ambas sao

equivalentes:

[Yleip < 19lleip = ¥ lloe + [PlLip < 2[t)|Lip

Isto falha fora de H, onde para aplicar ([3.4)) precisamos usar a norma Lipschitz.
Da proposicdo e de ([3.4) podemos ver que p(Pr|y) < % Desta forma o espectro de
Pr tem um autovalor simples em 1 e o restante do espectro esta contido em um raio de centro

0 e raio % como mostra a figura abaixo.

Figura 2 — Lacuna espectral de Pr

/N

Z .

N
WV

N | =

Autor: Elaboracao Prépria
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4 DESLOCAMENTO DE MARKOV

Iremos lembrar alguns conceitos de teoria da medida, antes de iniciarmos de fato o estudo
de deslocamento de Markov.

Sejam (X, A;, i), j = 1,...,n espacos de medida finita. Podemos tonar o produto car-
tesiano das medidas um espaco de medida, isto é, X; x --- x X,,. Para isso, considere em
X1 X -+ x X, a o-algebra gerada pela familia de todos os conjuntos da forma A; x --- x A,

com A; € A;. Esta o-algebra é chamada o-algebra produto e é representada por A;®---® A,

Teorema 4.1. Existe uma (nica medida p em (X; x -+ x X, 41 ® --- ® A,) tal que
p(Ay X - x Ap) = [T pi(A;) para todo A; € Aj,j = 1,..,n. Em particular, p é uma

medida finita.

Esta medida i no enuciado é representada por ji; X - -+ X u,, € é chamada medida produto

das medidas 1, ..., ft,. Assim, definimos o espaco de medida produto
(Xl X oo XXT“A1®...®A”7”1 NEEE X,un)

Este teorema permanece valido quando as medidas 1i; sdo apenas o-finitas, exceto que
neste caso a medida produto pu é apenas o-finita.

Agora vamos descrever a construcao do produto de uma familia enumeravel de espacos de
medida. Na verdade, para isso nos restrigiremos ao caso de probabilidades. Sejam (X, B;, 11;).
J € T espacos de medida com p;(X;) = 1 para todo j € Z. O conjunto de indices tanto pode

ser Z = N como Z = Z. Consideremos o produto cartesiano

U= 11X ={(z))jer;z; € Xj}.

jET

Chamamos cilindros de ¥ os subconjuntos da forma

[m; A, oy An] = {(2)jez; x5 € Aj param < j <n},

ondemeZen>meA; €Bj param < j <n. Note que o préprio X é um cilindro, por
exemplo, X = [1, X;|. Por definicdo, a o-algebra produto em ¥ é a o-algebra 3 gerada pela
familia de todos os cilindros. A familia .A das uniGes finitas de cilindros disjuntos dois-a-ddis

é uma algebra e ela gera o-algebra B.
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4.1 DESLOCAMENTO DE MARKOV

Deslocamentos de Markov podem ser usados para modelar processos, ditos com memoria
finita, isto é, tais que existe k > 1 tal que cada resultado depende apenas dos k resultados
imediatamente anteriores.

Para definir um deslocamento de Markov, consideremos um espaco mensuravel (X, A) e
seja ¥ = XM (ou 3 = X%) o espaco das sequéncias em X, munido da o-4lgebra produto.

Consideraremos o deslocamento
0: X=X o((xn)n) = (Tpt1)n

Suponha que é dada uma familia {P(z,-);z € X} de probabilidades em X, chamadas
probabilidades de transicdo, dependendo mensuravelmente do ponto z. De maneira intuitiva,
dado um conjunto mensurdvel £ C X, o nimero P(z, E) representa a probabilidade de
Tnt1 € E sabendo que x,, = . Uma probabilidade p em X é chamada medida estacionaria,

relativamente a familia de probabilidades de transicdo, se ela satisfaz

/P(a:,E)dp(x) = p(FE), para todo conjunto mensuravel £ C X (4.1)

Heuristicamente, isto significa que, relaticamente a p, a probabilidade do evento =, € E é
igual a probabilidade do evento z,, € F.
Fixada uma medida estacionaria p qualquer (supondo que existe) defina

pllm; Ao A) = [ dpen) [

Am+1

dP(.ZUm, xm—l—l)' : /

dP(x,_1,Ty,) (4.2)
An

para todo cilindro [m; A,,, ..., A,,] de 3. Esta probabilidade é invariante pelo deslocamente o,
uma vez que o lado direito da definicdo (4.2)) ndo depende de m. Toda medida obtida desta
forma é chamada medida de Markov; além disso, o sistema (o, ;1) é chamado deslocamento

de Markov.

Exemplo 4.1. (Medida de Bernoulli) Suponha que P(x,-) ndo depende de z, ou seja, existe

uma probabilidade v em X tal que P(x,-) = v para todo = € X. Ent3o

[ Pl Byap(x) = [ v(E)p(x) = v(E)



38

para toda probabilidade p e todo conjunto mensuravel &Z C X. Portanto, existe exatamente

uma medida estacionéria, a saber p = v. A definicdo [4.2] da
s Amy oy An :/ m/ m / n
pm D= [ v [ vl [ vt
=v(An)v(Amsr) - v(Ay)

Exemplo 4.2. Suponha que o conjunto X ¢é finito, digamos X = {1,...,d} para algum
d > 2. Qualquer familia de porbabilidades de transicdo P(zx,-) em X fica completamente

caracterizada pelos valores
Py =P, {j}),1<i,j<d (4.3)

Além disso, uma medida p em X fica complemente caracterizada pelos valores p; = p({i}),1 <

i < d. Com esta notacdo, a definicdo [4.1] traduz-se por
d
> piP;j = p; paratodo 1 < j <d. (4.4)
i=1

Além disso, a medida de Markov p fica dada por

;/J([m; Amy -y an] = Pam Pomamis -+ Pan_1,an

Na sequéncia iremos nos restringir a deslocamentos de Markov finitos, ou seja, ao contexto
do exemplo [4.2] Consideramos o conjunto X munido da topologia discreta e da respectiva

o-algebra de Borel. Observe que a matriz
P = (Pijh<ij<d
definida por satisfaz as seguintes condicoes:
1. P; >0 paratodo 1 <i,5<d;
2. 3% Pj=1paratodo 1 <i,j<d

Dizemos que P é uma matriz estocastica. Reciprocamente, qualquer matriz satisfazendo
as condicoes acima define uma familia de probabilidades de transicao no conjunto X. Observe

também que, denotando p = (py, ..., pq), a relacio [4.4] corresponde a
Pp=p (4.5)

onde P* representa a matriz transposta da matriz P. Em outras palavras, as medidas estaci-
onarias correspondem precisamente aos autovetores da matriz transposta para o autovalor 1.

O seguinte resultado classico permite mostrar que tais autovalores sempre existem.
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Teorema 4.2. (Perron-Frobenius) Seja A uma matriz d x d com entradas n3o-negativas.
Ent3o, existe A > 0 e existe algum vetor v # 0 com entradas n3o-negativas tal que Av = \v
e A > |v| para todo autovalor vy de A.

Se A admite alguma poténcia cujas entradas sdo positivas, entdo A > 0 e existe algum
autovetor v com entradas positivas, tal que Av = Av. De fato, A > |y| para qualquer outro
autovalor v de A. Além disso, o autovalor A tem multiplicidade 1 e é o (nico autovalor de A

que admite algum autovetor com entradas n3o-negativas.

Uma demonstracao pode ser encontrada em Matrix Analysis and Applied Linear Algebra,
Carl D. Meyer.
Aplicando este teorema a matriz A = P*, concluimos que existem A > 0 e p # 0 com

P, > 0 para todo i, tais que

d
> piPij = Apj, para todo 1 <i < d
=1

Somando sobre j =1, ..., d obtemos que
d
Z pili; = )\ij
j=1i=1 Jj=1
Usando a segunda propriedade da matriz estocastica, o lado esquerdo desta igualdade pode

ser escrito como
d d d
>pid> Piy=3pi
=1 j=1 i=1
Comparando as duas dltimas igualdades, e lembrando que a soma das entradas de p é um
nimero positivo, concluimos que A = 1. Isto prova a nossa afirmacao de que sempre existem
vetores p # 0 satisfazendo [4.5]
Quando P* tem entradas positivas para algum n > 1, segue do teorema4.2|que o autovetor

é Gnico, a menos de produto por um escalar, e pode ser escolhido com entradas positivas.

Denotemos por X, o conjunto de todas as sequéncias (), € X que satisfazem

P

Tn , Tn+1

> () para todo n

ou seja, tais que todas as transicdes sao "permitidas”por P. Da definicdo de X, é facil ver
que é o-invariante. E as transformagdes o : ¥, — ¥, construidas desta forma sao chamas

deslocamentos de tipo finito.

Lema 4.1. O conjunto Xp é fechado em X e, dada qualquer solucdo p de P*p = p com

entradas positivas, o suporte da respectiva medida de Markov p coincide com X p.
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Demonstracdo. Seja z* = (2%),,k € N uma sequéncia qualquer em Y p e suponha que ela

converge em Y para algum x = (x,),. Pela definicdo da topologia em 3, isto quer dizer

k
n

que para todo n existe k, > 1 tal que =¥ = z, para todo k£ > k,. Entdo, dado qualquer

n, tomando k£ > max{k,, k,.1} concluimos que P,

nyTn4+1 ~ x

Pk7xk+1 > (. Isto mostra que
S ZP.
Para provar a segunda parte do lema, lembre que os cilindros [m; x,,, ..., x| formam uma

base de vizinhancas de qualquer z = (x,), em X. Se x € ¥p, entdo

ILL(I:m7 xm7 st xn]) = pa:mpwm7xm+1 tt P$n—1733n > 0

para todo cilindro e, portanto, x € supp p. Se = ¢ Y p, entdo existe n tal que P, = 0.

n,Tn+1

Nesse caso, u([n; zy, zn41]) = 0 e, portanto, x ¢ supp u. O

Lema 4.2. Seja P uma matriz estocastica e seja p = (py, ..., pg) uma solucdo de P*p = p.

Para cada n > 0, denote por P{fj, 1 <14,7 < d as entradas da matriz P". Entao:

1. Z?ZlP[fj:l para todo 1 <i < d e todon >1;
2. 24, piP}"; = p;j paratodo 1 < j < detodon > 1;

3. o hiperplano H = {(hy, ..., hq) : hy + -+ + hq = 1} é invariante por P*.

4.1.1 Ergodicidade

Nessa secdo sempre suporemos que p = (p1, ..., pg) € uma solucdo de P*p = p com p; > 0
para todo i, normalizada de tal forma que >, p; = 1. Seja 1 a respectiva medida de Markov.
Queremos entender que condicBes a matriz estocastica P deve satisfazer para que (o, 11) seja
ergddico.

Dizemos que a matriz estocastica P é irredutivel se para todo 1 < i,j < d existe n > 0
(que pode depender de i e j) tal que P, > 0. Em outras palavras, P ¢ irredutivel se for

possivel passar de qualquer estado ¢ a qualquer estado j num certo niimero n de passos (que

depende de i e j).

Teorema 4.3. O deslocamento de Markov (o, 1t) é ergddico se, e somente se, a matriz P é

irredutivel.

Para mostrar o teorema, vamos primeiro provar o seguinte estimativa util:
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Lema 4.3. Sejam A = [m;an,, ...,a4 € B =[r;b,, ..., bs] cilindros de ¥ com r > ¢. Entdo:
Paghy
MAmm:Mmmwrﬁf

Demonstracdo. Podemos escrever AN B com uma unido disjunta

AN B =Jm;am, ..., ag, Tpi1, oo Tr—1, by, .., bs),
xX

sobre todos 0s & = (41, ..., T,—1) € X" 7", Entdo

A N B Zpam Am,Am+1 * * ° Paqflyaqpaqﬁfnqtl o Pffrfhbrpbrybwi»l e Pbsflabs
1
Z Paq Tn+1 * xr 1,br ?u(B)

T

A soma acima é igual a PT . Portanto,

T—q

Pa b
(AN B) = u(A)u(B)ﬁ

, como tinhamos afirmado. O
Lema 4.4. Uma matriz estocastica P é irredutivel se, e somente se,

lim — Z = p; para todo 1 < i,j <d. (4.6)

Demonstracdo. Supondo (4.6). Lembrando que p; > 0 para todo j. Entdo, dados quaisquer
1<4,5 <d, tem-se Pl > 0 para infinitos valor de [. Em particular, P é irredutivel.

Reciprocamente, considere A = [0;i] e B = [0; j]. Pelo lema anterior

1 n—1 1 1 n—1
— ZM Ano ! (B)) = —u(A)uB)- 3 P,
[y Dj o

E por 2.6 o lado esquerdo desta igualdade existe. Portanto,

1n1

= hm Z PZ,J

existe para todo 1 <, j < d. Considere a matriz () = (Q); )i, ou seja,

n—1

Q = lim 1 S P (4.7)

Usando o item 2 do lema [4.2] e tomando o limite com n — oo, obtemos que

d
> piQij =pj paratodo 1 < j <d. (4.8)
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Observe também que, dado qualquer k > 1.
1 "= 1
PfQ = lim — Z Pl =lim =Y P =Q (4.9)
=0 Ly
Segue que (); ; ndo depende de 7. De fato, suponha que existem r e s tais que @, ; < Qs ;.
Claro que podemos escolher s de modo que o lado direito desta desigualdade tenho o valor

maximo possivel. Como P é irredutivel, existe k tal que Ps’fr > 0. Logo, usando (4.9)) seguida

do item 1 do lema 4.2

d
Qs,j = Z Pskﬂ‘Qi,] Z Qz,] QL]’
1—1

o que é contradicdo. Portanto ();; ndo depende de i. Seja (); = @);; para quaisquer i. A

propriedade da que

d d
by = ZQi,jpi = Qz’(ZPi) = Qy
i=1 i=1
para todo j. Mostrando assim o lema. O]

Demonstracdo. do teorema: Suponhamos que p é ergddica. Seja A = [0;i] e B = [0; j]. Pela
proposicao [2.5]

n—1

hm L Z (AN (B)) = n(A)u(B) = PiPj

"o
Por outro lado, pelo lema temos que (AN o~!(B)) = p;P!,. Substituindo na equacio

acima, podemos cancelar p; em ambos os lados,

hm Z

Note que j é arbitrario. Portanto, pelo lema anterior, isto mostra que P ¢é irredutivel.
Agora suponhamos que a matriz P é irredutivel. Queremos concluir que p é ergddica. De

acordo com o corolario [2.1] basta provar que

n—1

lim + 2 2 (AN (B) = w(An(B) (4.10)

para quaisquer A e B na algebra gerada pelos cilindros. O fato de que os elementos desta
algebra sao as unioes finitas disjuntas de cilindros, é suficiente para que consideremos o caso
em que A e B sdo cilindros, digamos A = [m; a, ..., a4 € B = [r;b,, ..., bs]. Observe também
que a validade da equacao acima nao muda caso B seja substituido por alguma pré-imagem

o~!(B). Portanto, ndo é restricio supormos que r > ¢. Dai, pelo lema

n—1 11 n—1

=S AN G(B)) = p(Au(B)—~ 3 P

Ly Do, ™0



43

para todo n. Pelo lema 4.4

1 n—1 1 n—1
lim = 3" Pt =lim— 3" P

br — Pb,
"N Ly

q-

Isto mostra que vale (4.10)) para os cilindros A e B. O

4.1.2 Mistura

Nesta secdo caracterizamos os delocamentos de Markov misturadores, em termos da res-
pectiva matriz esticastica P. Continuamos supondo que p é uma solucdo normalizada de
P*p = p com entradas positivas e que y é a respectiva medida de Markov.

Dizemos que a matriz estocastica P € aperiddica se existe n > 1 tal que F"; > 0 para todo
1 <14,7 < d. Em outras palavras, P é aperiddica se tem alguma poténcia P" com entradas

positivas.

Teorema 4.4. O deslocamento de Markov (o, ;1) é misturador se, e somente se, a matriz P

é aperiddica.
Para a demonstracao desse teorema, iremos precisar do seguinte lema

Lema 4.5. Uma matriz estocastica P é aperiddica se, e somente se,
li{n Pi{j = p; paratodo 1 <1i,5 <d.

Demonstracdo. Como p; > 0 para todo j, por hipdtese, é claro que limy, Pi{j =p;, V1 <i,5 <
d implica que Pil’j > 0,V1 <i,5 <d, e todo [ suficientemente grande.

Agora suponhamos que P é aperiddica. Entao podemos usar o teorema de Perron-Frobenius
a matriz A = P*. Como p é autovetor de A com entradas positivas, obtemos que A\ = 1 e
todos os demais autovalores de A sdo menores que 1 em valor absoluto. Pelo item 3 do lema
, o hiperplano H dos vetores (hy, ..., hy) tais que hy + - - - + hg = 0 é invariante por A. E

claro que H é transversal a direcdo de p. Entdo a decomposicao
R*=Rpa® H (4.11)

é invariante por A e a restricdo de A ao hiperplano H é uma contracao, no sentido de que o seu
raio espectral € menor que 1. Segue deste fato que a sequéncia (A!); converge para a projecio

na primeira coordenada da decomposicdo acima, ou seja, para a matriz B caracterizada por
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Bp = p e Bh = 0 para todo h € H. Em outras palavras, (P!); converge para B*. Observe
que

B;;j =p; paratodo 1 <i,j <d (4.12)
Portanto, lim, P}; = B;; = p; para todo i, j. O
Demonstracdo. do teorema:

Suponhamos que a medida 1 é misturadora. Seja A = [0;7] e B = [0; j]. Pelo lema [4.3]
temos que (AN o~ (B)) = p;P}; para todo I. Portanto,

pilim Pl; =lim p(AN o~ (B)) = p(A)u(B) = poip;

. Cancelando p; em ambos os lados, obtemos que lim; P;; = p;. De acordo com o lema ,
isto prova que P é irredutivel.
Agora suponhamos que a matriz P é aperiddica. Queremos mostrar que p é misturadora.

Pelo lema [2.5] basta provar que
lim pu(ANo~)(B)) = u(A)u(B) (4.13)

para quaisquer A e B na algebra gerada pelos cilindros. Uma vez que os elementos desta
algebra sdo as unides finitas disjuntas de cilindros, bsata tratar o caso em que A e B sdo
cilindros, digamos A = [m; a,, ...,a, € B = [r;b,, ..., b]. Pelo lema
1 .
WANa!(B)) = M(A)M(B)Epaq,bqfl

para todo [ > ¢ — r. Ent3o, usando o lema acima,

lim (A N o™ (B)) = p(A)p(B) —PL i+

Py, o
Lo
= w(A)p(B)—F, 4,
Db,
= m(A)p(B)
Mostrando assim que vale (4.13)) para os cilindros A e B. O

4.2 DECAIMENTO DE CORRELACOES

Nesta secao discutiremos a velocidade do decaimento das sequéncias de correlacoes,

Ck(¢, ), num sistema misturador.
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Dizemos que (7', i) tem decaimento exponencial de correlagées num dado espaco vetorial

V se existe A < 1 e para todo ¢, 9 € V existe A(¢p, 1) > 0 tal que

|Ch(1, 0)| < A(p,)\" para todo n > 1

Temos nocds similares quando a exponencial A" é substituida por qualquer outra sequéncia
convergindo para zero, como veremos mais a frente na definicdo [5.2]

Para ilustrar a teoria vamos analisar a questdo do decaimento de correlacdes no contexto
dos deslocamento de Markov unilateral. Isso nos permitira introduzir diversas ideias que serao
Uteis posterioremente em situacdes mais gerais.

SejaT : M — M o deslocamento em M = X" onde X = {1, ...,d} é um conjunto finito.
Seja P = (P, ;);; uma matriz estocastica aperiddica e seja p = (p;); o autovalor positivo de
P*, normalizado por p; + ... + pg = 1. Seja p a medida de Markov definida em M por [4.2]

Considere L = G~'P*G, onde G é uma matriz diagonal cujas entradas s3o pi, ..., ps. As

entradas de L s3o dadas por:

Lij = ];jPJz para cada 1 <i,j < d.

Lembre que denotamos u = (1,...,1) e H = {(hq, ..., hq); h1 + ... + hg = 0}.

Seja

V ={(v1, ..., vq); p1U1 + ...y, +pavq = 0}

Entdo G(u) = p e G(V) = H. Lembrando (4.11]), segue que a decomposicdo
R=RuV (4.14)

é invariante por L e todos os autovalores da restricao de L. e V' sdo menores que 1 em valor
absoluto.
O operador de transferéncia do deslocamento f é a aplicacdo linear P; que a cada funcdo

Y : M — R associa a fun¢do Pt : M — R definida por

d
Pip(x1, oy Ty o) = Y Ly 2o¥(20, 21, o, Ty ) (4.15)

xo=1

Como ja vimos na secao [2.2] existe uma relacdo de dualidade entre o operador de Koopman

e o operador de transferéncia. Isto é,
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/ e(Pry)dp = / (Ure)pdp
para quaisquer funcdes mensuraveis limitadas ¢, 1. Para verificar isso em nosso caso, basta
considerar o caso em que tais funcdes sao localmente constante, ou seja, funcdes que dependem
apenas de um numero finito de coordenadas. Isto é porque toda funcdo mensuravel limitada
é limite uniforme de alguma sequéncia de funcGes localmente constantes, Entdo, considere
funcoes ¢ e 1) que dependem apenas das primeiras n coordenadas. Da definicdo de medida

de Markov, temos

/gp(wa)d,u = Z Par LParsas - - Pan_1anp(@1, .oy an) Prip(aq, ..., ay)

ag,...,an

= Z Pao Pag.ay Pay.as - - - Py 1.anp(a1, -y an)(ag, as, ..., ap)

ag,---;,an

= Z paQPao,alpal,ag--‘Pan,hanUfSO(a’Oyala"'>an>¢(a07a17'”7an)

A segunda igualdade decorre da definicdo de operador de transferéncia. Na terceira, note que
o(ay,...,an) = Usrp(ag, ai, ..., ay). Verificando assim a dualidade.
Como consequéncia podemos escrever a sequéncia de correlacGes em termos dos iterados

do operador de transferéncia:

Calips ) = [0~ [ ey [wd= [ (Ppo = [wdu) dy
A propriedade Lu = wu significa que >°; L; ; = 1 para todo j. Isto tem a seguinte consequéncia
atil:
sup |Psyp| < sup |¢| para todo ¢ (4.16)

Tomando ¢ =1 em obtemos o seguinte caso particular, que também sera (til a seguir:

/sz/)du = /Q/Jdﬂ para todo ¥ (4.17)

Agora denotemos por & o conjunto das funcdes 1) que dependem apenas da primeira
coordenada. A aplicacdo ¢ — (¢(1), ...,%(d)) é um isomorfismo entre & e o espaco euclidiano

R?. Além disso, a definicio

wa ZCl Z Lxl,xow xO)

xo=1
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mostra que a restricao do operdor de transferéncia a &, corresponde precisamente ao operador
L : R — R Note ainda que o hiperplano V' C R? corresponde ao subconjunto dos 1 € &
tais que [du = 0. Considere em &, a norma definida por ||?||o = sup |¢].

Fixe qualquer nimero A entre 1 e o raio espectral de L restrito a V. Toda funcao ¢ € &

pode ser escrita unicamente na forma:

¢:c+vcomc:/wduERuevzw—/d)duEV.
Note que Py = c+ Pfv e B} aplicado em v corresponde a L™y

Entdo a propriedade da lacuna espectral implica que existe B > 1 tal que

sup ’P}"‘@ZJ — /wdu’ < B||%||oA™ para todo n > 1 (4.18)

Usando (4.2)), segue que

Cn(0, )] < Bll@llol[¢/lloA™ para todo n > 1

Desta forma, provamos que todo deslocamento de Markov aperiédico tem decaimento expo-
nencial de correlacdes em &.
Com um pouco mais de esforco, é possivel melhorar este resultado, estendendo a conclusao

a um espaco muito maior de funcoes. Considere em M a distancia definida por

A((Tn)ns (Yn)n) = 27V onde N(z,y) = min{n > 0; 2, # yn}

Fixe & > 0 qualquer e denote por £ o conjunto das funcdes ¢ que sdo #-Holder, isto é,
tais que

Ky(p) = sup {W; T # y} é finito.

E claro que £ contém todas as funcdes localmente constantes. Afirmamos

Teorema 4.5. Todo deslocamento de Markov aperiddico (f, 1) tem decaimento exponencial

de correlacBes no espaco £ das funcdes #-Holder, qualquer que seja 6 > 0.

Demonstracdo. Observe que P¢(€) C €. E primeiramente vamos mostrar que ||¢|| = sup ||+
Ky(9) define uma norma completa no espaco £ das funcdes #-Holder e o operador de trans-
feréncia Py € continuo relativamente a esta norma.

De fato, seja (¢,), uma sequéncia de Cauchy relativamente a norma, dado £ > 0 temos

[om(x) — n(@)] < € e [(Pm = @a)(7) = (Pm — ¢n)(y)| < ed(z,y)” para quaisquer x,y e
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quaisquer m, n suficientemente grandes. Da primeira desigualdade temos que ((,,),, converge
uniformemente para alguma funcdo continua .

Fazendo n — oo, seque que || — p,|| < € para todo n suficientemente grande e, |(¢ —

) (@) — (¢ — ) (y)| < ed(z,y)’, p € £.

Vamos provar o teorema mostrando que este operador tem lacuna espectral em &, com

decomposicao invariante

€:Ru®{w€5;/wdu20}.

Vamos estender ((4.18)) ao espaco &.
Dados ¢ € £ e x = (x4, ..., Ty, ...) € M, temos

d
P}“@Z)(m): > Lujay - Laga¥(ar, ..., ap, @1, .., Ty, ..

at,...,ap=1

para todo K > 1. Entdo, dado y = (y1, ..., Yn,...) COM T = y; = j.

d
]P]]f@/}(x) - Pf¢(y)’ < Z Ljay - Laz,a1K9(w)2ik0d($a 3/)0-
Alyeeey akzl

. d . ,
Usando a propriedade > ;_; L;; = 1, concluimos que

|Pf(e) = Pio(y)l < Ko(w)2™d(,y)" < Ko(y)27. (4.19)
Dada qualquer funcao ¢, denotamos por wy a funcdo que depende apenas da primeira coor-

denada e coincide com a média de ¢ em cada cilindro [0;1]:

L1
Tp(i) = . /M edyi.

E claro que sup |my| < sup |¢| e [ modp = [ pdu. A desigualdade (4.19)) implica que

sup \ijw - W(wa)] < Kp()27" para todo k > 1.

Ent3o, usando a propriedade [4.16, temos:

Sup ’P}H?ﬂ - P}W(Pf )| < Lg()27% para todo k,1 > 1. (4.20)

Além disso, as propriedades (4.16]) e (4.17)) implicam que

sup|(Pfu)| < suwpful e [ r(Pfv)dp = [wdn.
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Portanto a propriedade (4.18) da que

sup ‘P}Z@ZJ - /¢du‘ < B||¢|le™! para todo n.

Com isto, o teorema se verifica pelo mesmo argumento que usamos anteriormente para &,

usando a desigualdade acima no lugar de O
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5 TRANSFORMACOES EXPANSORAS

Nesse capitulo iremos mostrar uma ferramenta que nos permitird provar a existéncia de
medidas invariantes regulares. E uma ferramenta importante a qual nos permite encontrar
espacos adequados no qual o operador de tranferéncia tem boas propriedades.

Considere a aplicacio T que é expansora no nosso espaco M = S1, isto é,
1. T:-M—-M

2. T eC?

3. [T"(x)] = A > 1,Va.

Consideremos o espaco de Banach W'l = {f; f(z) = f(0) + [y f'(t)dt para alguma [ €

Ll}, das funcGes absolutamente continuas com a norma

1A e = LAl 4+ 1D

5.1 DESIGUALDADE DE LASOTA YORKE PARA TRANSFORMACOES EXPANSORAS

Vamos mostrar que o operador de transferéncia é uma regularizacdo para a norma || - ||yv.1.
E isto implica que as iteracdes da medida inicial tém norma limitada, nos permitindo encontrar
uma medida invariante adequada, e além disso, outros informacdes estatisticas a respeito do

comportamento do sistema.

5.1.1 Desigualdade de Lasota Yorke

A principal ferramenta para implementar essa ideia é chamada desigualdade de Lasota
Yorke[l

Vamos considerar um operador Pr restrito a algum espaco vetorial normado de medida de
Borel com sinal (B, || - ||s) (frequentemente serd um espaco de Banach), e vamos considerar
um outro espa¢o B,, O B; munido de uma norma mais fraca || - ||,, tal que || P}|| 5,5, < M

é uniformemente limitado.

1 No contexto de probabilidade, esse tipo de estimativa também é conhecida como desigualdade de Doeblin

Fortet.
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Nesse contexto, se os dois espacos estao bem definidos, é possivel provar em muitos casos

interessantes que existem constantes A>00< <1 tais que para cada n, vale
1Prglls < AN*{|glls + Bllgllw

Essa classe de desigualdades acima é chamada de desigualdade de Lasota Yorke.

Isso significa que o interado PJlg tem norma forte limitada || -||s e entdo por um argumento
de compacidade, que veremos logo abaixo, esta desigualdade deve nos garantir a existéncia
de uma medida invariante em B,. Desigualdades similares podem ser provadas em muitos
sistemas, e elas sao a ferramenta principal para estudar propriedades estatisticas de sistemas
dinamicos.

Agora vejamos como a desigualdade acima pode ser obtida no nosso caso.

Teorema 5.1. Seja T expansora em S!, ent3o existem a € (0,1) e B > 0 tais que
1Erglls < a”llglls + Bllgllw

paratodon >0, onde || - |[s = || - |lwri e |lw=1 "1

Demonstracdo. No caso em que estamos considerando transformacGes expansoras temos uma

férmula explicita para o operador de transferéncia, conforme visto na secdo (3.1

f(y)
Pri@) = 2. i)

Derivando a expressdo de Prf, temos:

Lembre que T"'(y) = T"(T*(z))

F= % el 0 = s )
Note que
Pty = Pr (3u8") = Pr (!
entao
ey < [0+ ||
R e

onde a = max(;).
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Logo
T//
1P )l + 1P fll < all £/l + ol fll + (H | T 1) /111
e
T/l
1Prfllwrs < ol fllwa + <||(T’)2 + 1) 1f1-

Iterando a desigualdade, e note que ||Prf||; = || f]|1, entdo

1P2fllwis < | Py fllws + Bl Prfly

< ®||flwrs +aBl|flls + Bl|f:

5 I
para B = —— + 1.
1(T7)2|
Iterando n vezes, obtemos

1P fllwes < @[l fllwia + Bl + ..+ D £l
< a”[|fllwrr + Bl flh (5.1)

onde B = (H% °°+1).

11—«

]

E dai, se f € Wh! todos os elementos da sequéncia Prf’ dos iterados de f estdo em

W11 e suas normas fortes s3o uniformemente limitadas.

5.1.2 Desigualdade de Lasota Yorke Lipschitz

Pela equacdo5.1] || P}t f||w.1 é uniformemente limitada, entdo || P} f|| também é. Vamos
observar que desde que o operador de transferéncia seja positivo

Mi= s 1P7f oo = sup [| P71 |oc

Entao existe n; tal que o™ M < 1.
Agora iremos considerar uma nova aplicacdo 75 = T™!. Esta aplicacao permanece com as

mesma propriedades de regularidade da anterior e é uniformemente expansora. Seja P, seu

operador de tranferéncia. De temos

1 T//
|(Pr, f) Nl < | P <T2/f'>H +|PT2<(T§>2f>H
T//
<ol + 3| Eo sl
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Ent3o Pr, satisfaz a desigualdade de Lasota Yorke, com a norma || - ||, definida por || - ||Lip, =

| loo + 1| flloo €] - |locr com isso
125 Flhp < M + Bl e

com A = a™ M < 1. Segue que

1P flluip < AIPEF I + BIPE flloo

< N'M|flls + BM]| |

(5.2)

e entdo Pr também satisfaz uma desigualdade de Lasota Yorke com essas normas.

5.2 EXISTENCIA DE MEDIDAS INVARIANTES REGULARES

O seguinte teorema fornece um argumento sobre a compacidade para a prova de existéncia

de medidas invariantes em L!.

Proposicdo 5.1. (Rellich-Kondrachov) W' estd compactamente imerso em L!. Se B C
WH1 é um conjunto fortemente limitado: B C B(O,K)E] entdo para cada ¢, B tem uma
e-vizinhanca limitada para a topologia L.

Em particular, qualquer sequéncia limitada f, € W! tem um subsequéncia que converge

fracamente, existem f,, e f € L' tais que

Jow = f
em L'

Agora iremos demonstrar a existéncia de uma medida invariante absolutamente continua

(com densidade em L') para transformaces expansoras.

Proposicao 5.2. O operador Pr associado a uma transformac3o expansora tem uma densi-

dade invariante h € L'.

Demonstracdo. Seja
1 n—1

Gn = — Z P%l
" izo
uma sequéncia onde 1 é a densidade da probabilidade de Lebesgue. Pela desigualdade de Lasota
Yorke a sequéncia tem norma W11 uniformemente limitada e pela proposicio existe uma

subsequéncia g,, convergindo em L' para um limite h.

2 Bola forte centrada em 0 com raio K.



54

Lembre que Pr é continuo na norma L'. Dai,
o= (. 0) i e
Entdo h é uma densidade invariante. O]
Proposicao 5.3. A densidade h encontrada acima satisfaz as seguintes propriedades:

1. he Wht e

(el +1)
11—«

2. ||h]prr <

Demonstracdo. Considere = pPn . Note que, € Wbl e as normas s3o uniforme-
7 n,m T n n,m

mente limitadas. Por Lasota Yorke

IIgn1,a+m - gnz,b+mIIWl’1 < O‘mIIgm,a - gnz,bIIWl’1 + BIIgm,a - gnz,bIIl (5-3)

e observe que se ||g,, .0 — h|l1 < € entdo ||g,, ; — h|[1 < e para todo j > 0. Entdo a sequéncia

gnpk — hem L', e por[5.3/é sequéncia de Cauchy na norma W', de fato, supondo k; < ks
m
IIgnkl k1 T Gnpy ko IIWl’1 Sa IIgTLkP0 = Onpy nig iy IIWl*1 + BIIgnk170 = Ongy nig iy II1
Como Wt é completo, temos que a sequéncia converge em W' para algum limite que é

(..

11—«

forcado a ser h. Logo h € Wht,

+1) -

Por Lasota Yorke, de h ser invariante temos ||h||y11 = || Prh|wir <

Observacao 1. Usando as técnicas que foram expostas nessa secdo, e usando a desigualdade

de Lasota Yorke. E possivel provar que uma aplicacio expansora C? tem uma densidade

. . Ol D . . .I- 7 7 I I- ~ 03 7 |

invariante C*, De maneira similiar é possivel provar que uma aplicacdo expansora C* no circulo

S1 tem uma densidade invariante C2. Nessa secio comecamos com a densidade constante 1
i funcdo C! I I I Lipschi

e construimos a cada etapa uma funcdo C" e controlamos ela pela norma Lipschitz, que a

norma é equivalente a norma C! em C*.

5.3 CONVERGENCIA PARA O EQUILIBRIO E MISTURA

Nessa secdo iremos ver o conceito de convergéncia para o equilibrio e como isto prova que
a medida invariante absolutamente continua para uma transformacao expansora encontrada na
secdo anterior é Unica. Veremos também que uma transformacdo expansora com sua medida

invariante absolutamente continua é misturadora.
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Consideremos um operador de Markov, isto é, positivo preservando integral, P agindo sobre
um espaco de norma forte e um espaco de norma fraca B, C B,, C L', com || - [l < || - ||s-

Hipoteses A. Suponha que:
1. B, contém as funcoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis,

2. By é fechado para o produto e existe C' < 1 tal que para cada f,g € By,
1f9lls < Cllflsllglls,

3. B, é denso em B,, para a topologia || - ||w,
4. paracada f € B, Hwa > f\f’dm € H ) Hs > H ) HL°°-

Observacao 2. Note que escalonando a hipétese || fglls < K||f||sllglls, esta pode ser escrita

da forma || fglls < || fllsllgl|s- Considerando a norma || - ||[x = K| - ||s escalonada, temos

I£gllx = Kl fglls < K2[[fllsllglly < Ifllxllgllx

Vamos considerar os espacos forte e fraco de densidade com média zero

V;:{gewl’l;/gdm:O}

Vi = {gGLl;/gdm:O}.

Se a dindmica tem alguma propriedade misturadora é esperado que os iterados de uma
densidade de média zero tenha sua parte positiva se anulando com sua parte negativa e os
iterados eventualmente convergem para zero em algum sentido.

Isto pode ser expressado mais geralmente para operadores de Markov e a definicao geral
sera (til para trabalhar com dindmicas deterministicas e aleatérias com as mesmas ferramentas

e resultados gerais.

Definicdo 5.1. (Convergéncia para o equilibrio) Dizemos que um operador de Markov Pr :

B, — B, tem convergéncia para o equilibrio se para cada g € V;
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Proposicao 5.4. Considere B, e B, satisfazendo as hip6teses A e o operador de trans-
feréncia Pr : B, — B, associado a transformacdo 7" tendo ; = hm com h € B, uma

probabilidade invariante. Suponha que h é limitado, e que para cada f € Vj
Tim || P £l — 0 (5.4)
ent3o o sistema (7, 1) € misturador [

Demonstrac3o. Por hipétese, dado f € B, com [ fdm =1 a sequéncia P2 f —h [ fdm — 0
em B,.
Agora iremos considerar dois conjuntos mensuraveis F e F' e a funcBes caracteristicas

XE,XF € B,,. Temos

w(ENT(F)) = [hm|{(ENT"(F))
- /XE(XF o T™hdm

Por densidade de B, em B, consideremos ¢ > 0 e g. € Bj tais que ||Xr — ¢:||» < € logo

para cadan > 0

’M(E NT"F) — /gE(XF o T")hdm’ < ||X¥e = gellw

‘ pENTF) - | XFP;(hge)dm‘ <e
Por (5.4)) temos hg. — h[[(hg.)dm]| em B,, logo

/ X P2 (hg.)dm —"=2y / X [ / hg.) dm} dm — / (hXp)dm / (hg.)dm
e como
'/(hgg)dm . /(hXF)dm’ <e
temos que para cada ¢, eventualmente como n — oo
(W(ENTTE) — w(B)u(F)| < 3¢
terminando a demonstracdo. O

Agora iremos provar que transformacdes expansoras tem convergéncia exponencial para o
equilibrio e sdo misturadoras. Mais tarde veremos que a velocidade de convergencia é expo-

nencial. Vamos considerar W' e L' como os espacos forte e fraco, respectivamente.

3 Definicdo de mistura vista na definigéo
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Proposicao 5.5. Para cada g € V;, segue que
Jim || Prgll = 0.

Demonstracdo. Suponhamos que |[|g|rip, < 00. Por sabemos que os iterados de g tem

norma Lip uniformemente limitada.
1Prglluy < M

Denotemos por gJr (g‘) a parte positiva (e negativa) de g. Como g € Vj, temos que
lgll1 = 2 J g"dm. Ent&o existe um ponto 7 tal que g* () > 1||g[1. Considere uma vizinhanca
N de Z, N = B(T, ||g|[\M ). Para cada z € N, tem-se g*(2) > 1|g]|:.

Agora seja d = min |T"|, D = max |1”|. Se n, é o menor inteiro tal que dm%Hngﬂ_l > 1,

vale
d™ > 2M||g|;"
< nylogd > log(2M | g[|7")
log(2M ||g||7t
oo o8N lglT)
log d
log(2M || g7
en < 14 28CMlgli
log d

Entdo 7™ (N) = M e P}' g" tem densidade em todo ponto maior ou igual a sup, .y g7 (@) =47
T zeN D

que é maior ou igual a

||g||1 ||g||1 ||g||1 11— log D
= = (M “lglh)

logd
2

AD™M T 4 pRlos@MIdli LT 4D

O mesmo ¢é valido para g~ e entdo, depois de iterar n; vezes a parte positiva da densidade, e

___, lgD
a parte negativa correspondente, elas se anulam, e tomando C' = W, segue que
logD+1
1Prglly < llglls — Cllglli*=*
De fato, de g = gt — ¢g~, temos Pj'g = Prlgt — Pilg™. E
log D
Ppg*(x) > Cllgl;™
log D
— log d
Prtg=(z) > Clgll*
De onde,
log D log D

Cllgll™* — Prtg~(z) < Prig(z) < Prg*(z) + Cllglli*
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segue que

log D log D
|Prtg(x)] < min {P%“g(x) = Cligly™*, Prtg™(x) = Cllgll,™* }

Prrgt(x) + Prtg (w loe By
. . PPgt(a) + [ PP (a tox D
1P = [ 1P gty < LRSI g
S (@) + [g () T
< LTI _ g
log D
log d
= llgls ~ gl

Denotemos por g; = Pj'g. Podemos repetir a mesma construcdo e obter assim ns, de

forma que

log D
log d +1

g2lli = I1Pr° o1l < [lg1lls — Cllgrlly

e assim por diante. continuando esse processo, obtemos uma sequéncia g, tal que

log D
log +1

lgns1lls < llgnlls = Cllgnlly

Logo {gn}n € descrecente e ||g,|1 — 0.
E mais geral, se g € W'! podemos aproximar g com uma g tal que ||g||Li, < 0o de modo
que |lg — gl < e. Como || Pr||zirr < 1, segue que lim,, o ||Pr(g — g)|l1 < e. E assim a

proposicao fica verificada. O]

Dizemos que f,, converge fracamente a f em L' se f,(z) — f(x) quando n — oo para

frac.

todo € L!. Denotamos P f L 0 ou Prf —1¢ 5 0.

Proposicao 5.6. Se o sistema tem uma medida invariante absolutamente continua com den-

sidade h € L! e para todo f € L' tal que [ fdm =0
ij}f frac. 0
entdo 1" é misturador.

Demonstracdo. Dada f € L', tem-se [ PXfdm = [ fdm, logo [[Pf — h [ fdm]dm = 0,
entdo por hipétese a sequéncia P f — h [ fdm 0. Dat, PLf HEAN h [ fdm,Vf € L'
Agora consideremos dois conjuntos mensuraveis £ e F'. Denotemos por Am, a medida
com densidade h com respeito a medida de Lebesgue m.
lhm)(ENT"F) = / 15(1p o T")hdm = / 10 P2 (h1)dm

_noee /1F[h/(h1E)dm}dm = /(hlp)dm~/(h1E)dm = [hm](E)[hm](F).
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Segue que

Corolario 5.1. Transformacdes expansoras em M, com sua medida invariante absolutamente

continua em W' sio misturadoras.

Corolario 5.2. Para transformacdes expansoras em M, existe uma Unica medida invariante

em Wht

Demonstracdo. Se existem duas densidades de probabilidades invariantes hy, hy entdo hy; —

hy € V, e & Pr-invariante. Logo hy — hy = P(hy — hy) —2 0 = hy = h,. 0
Corolario 5.3. A sequéncia g, = %Zf’;ol P71 converge para h.

Observacao 3. Da proposicado segue também que, se g € Wh! é uma densidade de uma
probabilidade (e entdo g — h € V;) ent3o PJlg — h na norma L'. Da desigualdade de Lasota

Yorke conseguimos também a convergéncia em W'l Com efeito, ||PFT" (g — h)|lwia <

NP (g — h)||lwia + B||Pf*(g — h)|l1, fazendo na primeira parte m — oo e dai n — o0

conseguimos o resultado.

5.3.1 Velocidade de convergéncia para o equilibrio

Para diversas aplicacdes é importante quantificar a velocidade da mistura ou convergéncia
para o equilibrio.

Vejamos como quantificar: considere dois subespacos vetoriais do espaco de medidas (com-
plexas) com sinal em X

B, C B,

normados com a norma forte || - || € norma fraca || - ||,,, respectivamente, tal que || -||s > || - ||
em B,.

No caso de operadores sobre um espaco de medida que n3o sdo necessariamente absoluta-
mente continuos dizemos que um operador é Markov se preserva medida positiva e para cada

medida com sinal p temos (X)) = [Prul(X).

Definicao 5.2. Consideremos ® : N — R com lim,,_,,, $(n) = 0. Dizemos que um operador

Pr tem convergéncia para o equilibrio com velocidade ® com respeito a essas normas se para
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f eV, vale
1P7 fllw < @(n)[[f]]s- (5.5)

Podemos observar que neste caso, se v é uma probabilidade inicial em B, and p é proba-

bilidade invariante, ainda em B, entdo v — i € V; e entdo
| Prv — pllw < @(n)|lv — plls

e entdo PJ'v converge para p com velocidade ®(n). Depedendo da norma forte, em certos

casos pode-se provar que ||[v — p||s < C||v||s onde C' ndo depende de v, obtendo assim

1Prv = pllw < ®(n)]| s

5.4 DECAIMENTO DE CORRELACOES

A convergéncia para o equilibrio é frequentemente estimada ou aplicada na forma de
integrais de correlacdo, como ja vimos na secdo [2.6] Nesta secdo mostramos um exemplo de
como relacionar essas estimativas de correlacdo com as nocoes de convergéncia ao equilibrio
que definimos acima.

Suponha que X é uma variedade, e denote por m a medida de Lebesgue normalizada,
considerando uma transformacdo nao singular, e vamos aplicar o operador de transferéncia
a uma medida invariante absolutamente continua. Considerando o operador de transferéncia
sobre os espacos forte e fraco, B, C B,, C L', onde suas normas respeitam as condicdes de

hiptese A.

5.4.1 Estimando [ o T"gdm — [ gdm [du

Aqui iremos considerar (T, 1) onde T' é uma transformacdo que preserva i, com p = hm

e veremos como a partir da defincdo de convergéncia para o equilibrio podemos estimar:

/z/;oT”gdm—/gdm/wd,u

Lema 5.1. Considere os espacos vetoriais normados B, C B,,, como descrito anteriormente.
Seja Pr o operador de transferéncia associado a uma transformacdo tendo u = hm com
h € Bs como probabilidade invariante. Suponha que existe ®(n) — 0 tal que para cada
feVien>0

1Pr fllw < @)l f]

Bs
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entdo para cada ¢ € L™, g € B,,n > 0 temos

‘/¢oT"gdm— /gdm/wd,u’ < 200(n)||h|

Vllssll]

Bs Bs

Demonstracdo. Se p é invariante e ¢ € L™

‘/qpoT”gdm—/gdm/wdu’ < /on”gdm—/gdm/on"hdm‘
< /w oT"[g — h/gdm]dm’
=|[vpPrlg—n [ gamjam

como [ gdm = f, segue que g — h [ gdm é uma densidade de média zero em B,. Portanto

o Tgdm ~ [ gdm [ vdu] < ol | Pilg ~ b [ gam) (5.6)
< ©)[¥ll |9~ b [ gdm| (57)
(S
(9= [gdmn| < lighls, + | [ gam
BS Bs
< 2C|hlla. gl
[l

5.4.2 Estimando [ o T"gdu — [ gdu [ du (estimativa do decaimento de correla-

coes)

Suponha um sistema com medida invariante ;1 e convergéncia para o equilibrio com respeito

as normas || - ||w, || - || 5., € velocidade ® com definida anteriormente. Para muitas aplicagdes

é atil calcular a velocidade de decaimentos das seguintes correlacGes.

ot o~ [vdu [ gan (5.8)

Lema 5.2. Considere o operador de transferéncia Pr associado a uma transformacao e u—hm
com h € B, como a medida invariante como anteriormente. Suponha que para cada f € B,
tais que [ fdm =0en >0

1P7 fllw < ®(n)| £

Entdo para todo ¢ € L™, g € B, e n > 0 temos

Bs

[ ot oTdu~ [ v [ gdu| < 2Clnls, + 115 J0 0 e lgl
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Demonstracdo. Note que somando uma constante K a g ndao muda a relacao das correlagdes:
Calg + K,0) = [(g+ K)o T~ [y [(g+ K)dp (5.9)
=/g(tboT”)dquK/(¢0T")du—/wdu/gdu—K/Wﬂ

mas, de p ser invariante, segue que

K/(@boTn)du—K/wdu:O
e dai

Culg + K,¢) = ‘/(9+K)(¢0T”)du - /@Z)dﬂ/(ngK)du‘
= ‘/g(on”)du— /@bdu/gdu‘
= Culg,9)

E tomando K = — [ gdy, temos que [ g — [[ gduldu =0 e
‘/g(d)oT”)du - /@bdu/ng’ = ‘/(g - /gdu)(iﬂoT")du‘
= ‘/wP:?[(g - /gdu)h]du’
= 61l P2l = [ 9Bl

e como [[g — [ gdu]hdpu = 0 a convergéncia para o equilibrio implica que

Bs

[ oo T~ [dp [ gdu| < [0l2@)lg ~ [ gdn

B. < [lghl

(g — /gdu)h! 5, + H/gduh )

< Cllls, +| [ gdu| I

Bs

< CfllAlls, + (7]

5.9l 5,

5.5 LACUNA ESPECTRAL E O TEOREMA DE HENNION

Veremos agora resultados gerais que implicam que a taxa de convergéncia dos interados
do operador de transférencia é exponencialmente rapida.

Uma outra possivel maneira de definir lacuna espectral é a seguinte
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Definicao 5.3. O operador Pr tem lacuna espectral se

onde

Pr=AP+N

1. P é uma projecdo (ou seja, P? = P) e dim(Im(P)) = 1,
2. O raio espectral de N satisfaz p(N) < |A[;
3. PN=NP=0.

A seguir apresentaremos uma ferramenta elementar para verificar a lacuna espectral de Pr

em B,.

Em muitos textos o teorema a seguir é apresentado de maneira mais geral, e é enunciado

por Teorema de Hennion, Teorema de Hervé ou Teorema de lonescu-Tulcea e /\/Iarinescu.

Teorema 5.2. Considere um operador de transferéncia Pr agindo sobre dois espacos vetorias

de Banach complexos ou com sinal (medida com sinal), (Bs, || |ls) € (Bw, || |lw), Bs C By C

CM(X) com |-l =1l

Suponha:

. (Desigualdade de Lasota Yorke) Existem A, B > 0 e 0 < A; < 1 tais que para cada

g € B, e para todo n > 0,

1Prglls < AXY[|glls + Bllgllw;

. (Mistura) Para cada g € V;, temos

Tim [[Pfgll. = 0

. (Inclusdo compacta) O espaco V; de média zero forte estd compactamente imerso no

fraco V,, (mais precisamente, a bola unitéria sobre a norma forte na topologia fraca tem

um ndmero finito de ¢ vizinhancas para cada ¢.);

. (Limitagdo fraca) A norma fraca do operador restrito a V; satisfaz

w < 00

sup || Prlv,
n

4

Ver (SARIG, 2020), por exemplo.
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Sob essas hipdteses, existem Cy > 0, p < 1 tais que para todo g € V;

1P79lls < Capsllglls. (5.10)

Demonstracdo. Primeiramente iremos mostrar que as afirmacdes 2, 3 e 4 implicam que Pr é

uma contracdo uniforme de V; em V,,, ou seja, que existe ny > 0 tal que Vg € V;
1P fllw < X2Bllglls (5.11)

onde \»B < 1.

Além disso, por 3, para qualquer ¢ existe um conjunto finito {g;}ic(1,....x) Na bola unitéria
forte B de V tal que para cada g € B existe um g; € V; tal que ||g — gillw < €.

Logo

sup |[Prgllw < sup 127 (g5 + v)lw
g€Vs,|lglls<1 1<i<kwe{veVs t.q. |jv||w<e}

Agora, por 4, suponha que Vn, || P}|v.||» < M, entdo
sup || P7 (g + v) |l < sup | P7(gi) [l + Me

Como ¢ pode ser tdo pequeno quanto queira e pelo item 2 para cada ¢, lim,, o0 || P2(i)||w = 0
e temos (5.11)). (Primeiro fixe um e suficientemente pequeno e depois escolha i suficientemente

grande).
Vamos aplicar a desigualdade de Lasota Yorke para fortalecer a ([5.10]) e conseguir uma

estimativa para a norma forte. Para cada f € Vj

1Pr " flls < ANMIPE flls + BIPE flw

entao

1Pr " flls < ANPPE flls + Bal £1]s
< ANTAN s + Bl fllw] + B2l 15

Se m é suficientemente grande
1P flls < Al fls

com A3 < 1.
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Isto implica nosso resultado. De fato, tome ny = n; +m, paracada k,q € N, g < ng, g €

Vs,

kn
127" glls < A3l PZglls

< X5(M|lglls + Bllglw)-
O que implica que para cada g € V, existem Cy > 0, po < 1 tais que

1P7glls < Cap3lglls
O

No caso onde (B, || - ||s) € um espaco de Banach complexo, pelo teorema e a férmula do
raio espectral, o espectro de Pr restrito a V é estritamente menor que 1, e a lacuna espectral

é definida como na definicdo [5.3] temos o seguinte

Teorema 5.3. Sob as hipéteses do teorema 5.2 se (B, || - ||s) é um espaco de Banach entdo

Pr tem lacuna espectral.
Para demonstrar isso, faremos uso do seguinte lema.

Lema 5.3. Sob as hipéteses do teorema[5.2] se (B;, || - ||s) é um espaco de Banach entdo Pr

tem uma Gnica probabilidade invariante em B,.

Demonstracdo. A demonstracdo segue de maneira analoga a abordagem da secdo 5.2, com

a diferenca na utilizacdo da inclusdo compacta (hipétese 3 do teorema [5.2)) no lugar da

proposicao [5.1] O

Demonstracdo do teoremal[5.2 Note que pela desigualdade de Lasota Yorke e da férmula do
raio espectral, o raio espectral de Pr em B, nao é maior que 1. Como existe uma medida
invariante em B; o raio sera 1. Pela convergéncia para o equilibrio (hipétese 2 do teorema

5.2), sé pode existir uma probabilidade que é ponto fixo de Pr em Bj, que denotaremos por

L.

Observe que se existissem duas, bastaria tomar a diferenca e iterar, como em [5.2] ]

Agora observemos que todo g € B, pode ser escrito da seguinte maneira:

9 =19 — hg(X)] + [hg(X)]

onde g(X) representa a g-medida de todo espaco.
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A funcdo P : B, — B, definida por

P(g) = hg(X)

é uma projecdo, onde g(X) denota a medida total do espaco X. A funcdo N : B, — B

definida por
N(g) = L[g — hg(X)]

é tal que N(B;) C Vi, N|V; = L|V;, e por (5.10)) satisfaz p(N) < |\|. Dai,
Pr=P+N
e PN = NP = 0. Assim, pelas hipéteses do teorema[5.2] Pr tem lacuna espectral.

Observacdo 4. A equacdo (5.10) implica diretamente a convergéncia exponencial para o

equilibrio.

Observacao 5. Lacuna espectral para transformacdes expansoras: Adaptando na proposicao
para Vj, considerando uma integral que preserva a projecdo mo f = wf — [ 7w f, junto com a
proposicao e a desigualdade de Lasota Yorke, as hipdteses do teorema sdo verificadas
f 0 wti L fi Ent3
para transformacdes expansoras com a norma , com a norma L* como norma fraca. Ent3o

seu operador de transferéncia tem lacuna espectral.

5.6 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Veremos uma consequéncia da propriedade da lacuna espectral para estimar a flutacdo de

um observavel, obtendo o teorema central do limite.

Teorema 5.4. Seja (X, T, ;1) uma probabilidade misturadora invariante pela transformacdo

T em algum espaco de Banach (B, || - ||) contendo as funcdes constantes e satisfazendo

Ifgll < 119l

A= 1 Tk

Seja f € B limitado e [ fdu = 0. Se ndo existe v € B tal que f = v —voT q.t.p., entdo

Jdo > 0 tal que para todo intervalo [a, b],

1 n—1 1 b _42
T, ——= oT" € a,b]} — / €202 dt
M{ n ;;)f | ]} V2mo? Ja

Um estudo sobre esse resultado sera feito mais a frente, no capitulo [g|
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6 EXPANSORAS POR PARTES

Nesse capitulo iremos considerar um classe de aplicacoes no intervalo unitario, que sao
expansoras mas podem ser descontinuas. Essa classe é interessante e foi bastante estudada
porque preserva um comportamento rico, e pode ser trabalhada por técnicas semelhantes as

apresentadas anteriormente.
Definicdo 6.1. Uma aplicacido injetiva 7" : [0, 1] — [0, 1] é chamada expansora por partes se

1. Existe um ndmero finito de pontos d; = 0,ds, ...,d, = 1 tais que para cada i, T; =
i |T//|
T (di,dis1) e 02 e Sup[()’” ﬁdl‘ < 00,

2. infici017|7"(2)| > 1 no intervalo que esteja definido.

O operador de transferéncia associado a essa classe de aplicacdes tem propriedades gerais
similares as aplicacGes expansoras. Se aplicarmos o operador de transferéncia a medidas tendo

uma densidade obtemos a seguinte férmula para o operador de transferéncia.

T )17y (4, a0
Prf(@) =3 4 Z‘T,f)T,_Tﬁ;’f””. (6.1)

(2
Na presenca de descontinuidades na aplicacdo, o operador de transferéncia nao necessari-
amente preserva o espaco de densidades continuas. Para isto, introduzir um espaco adequado

de densidades regulares que inclua as funcdes descontinuas é importante.

6.1 ESPACO DE VARIACAO LIMITADA E DESIGUALDADE DE LASOTA YORKE PARA
TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES

Seja ¢ : [0,1] — R uma funcdo real. Seja {x1, ..., 2} C [0, 1] uma sequéncia de pontos.

Definamos uma variagdo de ¢ com respeito a {z1, ...,z } como

k-1
Var(y, a3 (@) = D [d(z:) — d(xit1)]-
i1

Definimos a variagdo total de ¢ como o supremo de Var,, . .,1(¢) sobre toda sequéncia
finita {x1, ..., 2%}

Var(¢) = sup Varig, . (@)

{z1,...,2}C[0,1]
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e dizemos que ¢ tem variagcdo limitada se Var(¢) < oo. Chamamos BV ou BV|[0,1] o
conjunto das funcdes de variacdo limitada no intervalo. Uma importante propriedade de funcdes

de variacdo limitada é a seguinte:

Teorema 6.1. (Helly selection theorem) Seja ¢,, uma sequéncia de funcdes com variacdo
limitada no intervalo [0, 1] tal que Var(¢,) < M e ||¢,|l1 < M sdo uniformemente limitados.

Entdo, existem ¢ € BV e subsequéncia ¢, tal que
Py, = @
em L.

Funcdes de variacdo limitada s3o preservadas pelo operador de transferéncia de uma trans-

formacdo expansora por partes, além disso, podemos provar a seguinte Lasota Yorke.

Teorema 6.2. Seja 7' uma transformacdo expansora por partes. Seja ¢ uma densidade de
variacdo limitada em um intervalo [0,1] e T": [0, 1] — [0, 1] uma funcdo expansora por partes.

g )+ inf?|]i|> /1ol

2
Var(P < —Var(¢) + | su <’
(Pro) < oo Var(o) + (sup (|7

Entao

Antes de demostrar, vamos observar o conmportamento do operador agindo na densidade

em um intervalo simples ;.

Lema 6.1. Seja ¢ uma densidade com variac3o limitada em um intervalo I; e T : I; — [0, 1]
uma funcdo expansora invertivel. Entao,
2 T//
Var(Pr¢) < ———Var(¢) + (sup <‘

2
it (7 w (7)) +77) [ 19

Demonstracdo. Vamos considerar y1, ..., yx € [0, 1] e suponhamos que existem hy, he xy, ...,z €

I; tais que

fsei<h
T_lyi = Ti—h,4+1 SE hi <i:<hi+h

@SGi>h1+h

k—1

Vary, . u.(Pro) =>_ |Pré(yi) — Pro(yis1)]

1

<1
N Tl('rhl)

hi1+h—1 1 gb( )

L Ty

h1

1

¢(xn,) Tan + )

(Thy+n)

_'_ ‘

¢(mh1+1)

T’($h1 + 1)
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Tomando um T € [; tal que ¢(Z) <

1
|1;]
1
|T’(l‘hl + h)
(20(Z) + |9(zh,) — ¢(@)] + [@(xhy4n) — H(Z)])

¢(xh1> +

‘ ! <Z5(~’17h1+h)

T,(Ihl)

1
<
o infli (T/)

1 2
< an @ @+ 1ol

O outro somatério pode ser limitado por

hi1+h—1

hi+h—1 1 1 1 |
%: mﬂmﬁ - m¢(:cm+1) < %: T,(xi)(b(wi) T,(xi)gb(xiﬂ)
1 1
+ ’T/(xl) ¢<xi+1) T/($i+1)¢(xi+1)
1
< mfIi(T/)Var(gb)
1 1
+ ’T,(xi)ﬁb(%url) - mﬁb(ﬂﬁiﬂ)
1
< inf; (1) Var(p)
hi1+h—1 T”(uz)

\xz fz’+1¢($z‘+1)

+Z

pelo teorema de Lagrange (valor médio), para Z; € [z, z,41]. E

T”(ul)
int, (7)) ‘ e |l = ainld(ein) < s Var(o)
=y hi4+h—1
+ Sup <‘T /(‘—'1) > Z ‘QZ’Z — xi+1¢(aji+1).
TE ) ©

Observando que para todo ¢, se a subdivisio {;} ¢ suficientemente fina entdo "' """ |z; —

Tit1||@(xis1)| < [}, ¢ + € e pegando todos somatérios, concluimos o resultado. O

Dai, podemos concluir

Demonstracdo do teorema 6.2 Seja ¢; = ¢|;,. Temos que Var(¢) = Y Vary¢; e [|¢| =

S, [ 4. Entdo
Var(Pro) < Z VarPo;.

Pelo lema anterior

"

T/2

2

Z VarLg; < Z ian.Q(T’) Var(¢;) + ((sup
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Podemos definir a norma de variagdo limitada || - || 5y como

[fllsv = Var(f) + [ flh

entdo é imediato deduzir do teorema [6.2] a desigualdade de Lasota Yorke para a norma de
variacdo limitada: existe B tal que

| Prollsv < -

2
— B .
o, oy 1l + Bllols

, : 2 :
Assim como anteriormente para transforma(;oes €xpansoras, escrevendo \ = W e Ite-
mity,

rando a inequacdo, obtemos

Pr <A
1 Préllev < A*|[¢llsv + Y

[6]1-

2
Essa desigualdade é para transformacdes tais que ————— < 1.
° ’ P g, (1)
Note que, assim como anteriormente, por calculos simples obtem-se uma desigualdade geral
de Lasota Yorke vélida para qualquer transformac3o expansora por partes: Existem A, B > 0
e A€ [0,1) tal que

1Prollsy < AX|[0]l v + Bllollx (6.2)

A primeira consequéncia dessa desigualdade é a existéncia de uma densidade invariante
com variacdo limitada para cada transformacdo expansora por partes. Por (6.2 e pelo teorema
[6.1], pelo mesmo argumento usando na secdo 5.2 temos a existéncia de uma medida invariante
abosutamente continua com densidade com variacdo limitada para esse tipo de transformacao.
Por argumentos muito parecidos com os apresentados em (usando a norma BV como
norma forte e a norma L' como norma fraca e a desigualdade de Lasota Yorke, e os teoremas
e para obter a inclusdo compacta) também é possivel obter que uma transformacdo
expansora por partes tem lacuna espectral no espaco de densidades de variacdo limitada, e
se for misturadora em algum sentido, entdo existirdA uma convergéncia exponencial para o

equilibrio.

Definicao 6.2. Dizemos que uma aplicacdo expansora por partes T' é topologicamente mis-
turadora se existe um intervalo I, C I tal que f(I.) = I, toda érbita T"(x),x € [0,1]

eventualmente entra em [, e para todo aberto J C I, existe n > 1 tal que T"(J) = I,.
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7 ESTABILIDADE E RESPOSTA PARA PERTURBACOES

Neste capitulo iremos considerar pequenas perturbacdes para um sistema dado e tentar
estudar a dependéncia da medida invariante na perturbacdo. Se a medida varia continuamente,
sabemos que algumas propriedades estatisticas do sistemas sao estaveis sob a perturbacdo.

E sabido que mesmo em familias de transformacdes expansoras por partes, a medida fisica
invariante pode ser descontinuas.

Veremos que sob certas hipdteses gerais relacionadas a convergéncia para o equilibrio do
sistemas e tipo de perturbacGes, a medida fisica muda continuamente, e temos estimativas no
modulo da continuidade. Sob hipéteses mais fortes, a dependencia podem ser Lipschitz, ou
até diferenciavel.

Considere novamente dois espacos vetoriais de medida com sinal em X
Bs C B, C S(X)

dotados com duas normas, a norma forte || - ||s em B e a norma fraca || - ||, em B,, tais que
Il |ls > || - |lo como anteriormente. Suponha Ps(B;) C By e Ps(Bs) C Bs. Denotemos como
anteriormente os espacos de média zero, V;, V,,.

Uma familia uniforme de operadores. Vamos considerar uma familia uniforme de ope-

radores de um pardmetro Ps, 0 € [0,1). Suponha que:

UF1 (Desigualdade de Lasota Yorke uniforme.) Existem constantes A, B,A\; € Re A\ < 1
tais que Vf € B,,Vn > 1,Vd € [0, 1), cada operador satisfaz a desigualdade de Lasota
Yorke,

1P5 flls < AXYNSNls + Bl f o (7.1)

UF2 Suponha que Pjs se aproxima de F, quando & é pequena no seguinte sentido: existe
C € R tal que Vg € By:
1(Fs = Po)gllw < 0C]|glls (7.2)

UF3 Suponha que F, tem convergéncia exponencial para o equilibrio, com respeito as normas

-l e {1 - lls-

UF4 (A norma fraca ndo expande) Existe M tal que Yo, n, g € By

1P5gllw < Mg]lw-
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Iremos ver que sob essas hipéteses podemos garantir que a medida invariante do sistema

varia continuamente (na norma fraca) quando P, é perturbado para Py para § pequeno.

Observacao 6. Podemos observar que as condices UF2, UF3 e UF4 juntas implicam que o
operador F, eventualmente contrai exponencialmente rapido o espaco de média zero V;. Além
disso, seja f € V; usando Lasota-Yorke e a convergéncia para o equilibrio
125 flls < ANPINES flls + BIFPG" fllw

< AXY|PS" flls + BEXS P s

< ANAM'FNls + Bl fllw) + BEX | FG" fls

< AXN(AX (| flls + Bl flls) + BEAS | " f s

< AN[(A+ B)||flls + BEXZ|F" f [,

. 1
sendo m, n suficientemente grandes, temos || Py f||s < §||f||5.

7.1 ESTABILIDADE DO PONTO FIXO

Iremos observar alguns resultados sobre a estabilidade do ponto fixo que satisfazem certas
hipdteses. Isso serd uma ferramente flexivel para obter a estabilidade de um medida invariante
sob uma pequena perturbacao.

Vamos considerar dois operadores F, e Ps preservando um espaco de medida normado
B C S(X) com norma || - ||z, ou seja, B é invariante por esses operadores. Vamos supor que

fo, 5 € B sado probabilidades fixas de P, e Ps, respectivamente.
Lema 7.1. Suponha que:

L ||Psfs — Pofslls < oo;

2. Pi é continua em B: 3C;; tal que Vg € B, || Pglls < Cillg|l5-
Ent3o para cada N

Ifs = folls < IB(fs = folls + I1Psfs — Pofsls Y, Ci (7.3)

1€[0,N—1]

Demonstracdo. Essa demonstracao segue de contas simples:

15 = folls < I1PY f5 — P folls
<P fo— PR fslls + 1P fs — By fslls
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Logo
1fs = folls < 1P5" (fo = fo)lls + 1Py fs = B3 fslls
mas
N
Py — P =% PP — PP
k=1
€

(Py = P fs = ZPN "(Py— P5) P fs

k=1

N
Z N kPO_P6>f

Pela segunda hipotese

N
(P = B fslls <D Cn—ill(Po — Ps) fsll5
k=1
<W(Po—PFy)fslls >, Ci
i€[0,N—1]
entao

1fs = folls <NI1PY (fo— f)lls + 1(Po— Ps)fslls D> Ci

i€[0,N—1]

O

Agora, aplicando esse resultado na nossa familia de operadores satisfazendo as condicdes

UF1,2,3,4, supondo B,, = B. Temos o seguinte resultado.

Proposicao 7.1. Suponha que Ps é uma familia de operadores satisfazendo UF1,2,3,4, f, é

a Unica probabilidade invariante de F,, fs é uma probabilidade invariante de Ps. Entdo,

Il fs — follw = O(dlog d)

Demonstracdo. Observe que pela desigualdade de Lasota Yorke {fs}s sdo uniformemente
limitado (|| fs]|s < M).
Entao

|\ Psfs — Pofsllw < 0CM

(veja o primeiro item do lema[7.1)). Além disso por UF4, C; < M.
Logo
| f5s = follw < SCMMyN + || (fo — f5)]lw
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Agora pela convergéncia exponencial para o equilibrio para F

1P (fo — f5)llw < Capd' || f5 — folls

< Copy M
logo
1fs — follw < OCMMN + Cop) M
Tomando N = rog J temos
log p2
log & sl
1fs = follw < OCMM, L 2 J + CQPLI 2JM
0g P2
1
< §1og 6CMyM—— + Cy5 M.
10 P2

7.2 APLICACAO PARA TRANSFORMACOES EXPANSORAS.

Na secdo anterior consideramos a estabilidade da medida invariante sob uma perturbacao
pequena do operador de transferéncia.

Vamos considerar pequenas perturbacdes deterministicas das nossas transformacdes ex-
pansoras em M. Consideremos uma familia a um pardmetro T, d € [0, 1] de transformacdes

expansoras satisfazendo as propriedades que foram enunciadas no capitulo [5.1] e
UFM ||T5 — Tyl|c2 < K6 para algum K € R.

Para cada um dessas transformacdes é associado o operador de transferéncia Ps definido
em W1l Agora iremos provar que o operador de transferéncia de uma familia uniforme
de transformacGes expansoras satisfaz a propriedades UF2 e isso nos permite aplicar nosso

resultado geral da estabilidade (quantitativa).

Proposicao 7.2. Se P, e Ps sao operadores de transferéncia das transformacées expansoras

Ty e Ty, satisfazendo UFM, ent3o existe C' € R tal que Vf € Wi
|(Ps = Fo)flli < 0C| fllwrr (7.4)

e UF2 é satisfeita.
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Demonstracao. E valido que:

(7.5)

Entao

(Bl - Pl = | 32 F - 5 Y

yETé_l(ac) y>| yETa_l(a:) |T0(y)|
f(y) f(y)
< 4 - /
S| = T Tl
fly) f(y)
' yG%(ax) |T‘; (y)| yeg(x) |T(l)(y)|

O primeiro somatério pode ser majorado por

fly) fy) fy) [ B ITa(y)Il
Tl = Tl S| Tl T
)
< D1(5> yeg(:p) \Té(y)\
< D1(0)| s f ()]
onde Dy =sup |l — :;285: e observe que Dy = O(9).

Para o segundo somatério, denotemos 75 ' (x) = {y1, ..., yn}, Tp *(x) = {3, ..., 5°}. Seja

A, = sup, ;(ly; — y7|) note que A, = O(9).

RO e RIS T S - S o
- 1% 2|+ o (i |To<1y$>|>‘
<t e (e )
< |0 R

o 3 ()t
i=1 |T6(?Jz)’

IN

+ Dy (0)| o f ()]
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To ()]
|T(l)(yz')’

onde Dy(9) := sup - 1‘ = 0(9). Logo,
w1 (Ot
2 1Tl

=1

1Psf = Poflly < Di(0) || Bs flln + + D2(0) | Po f ()|

1
n [l (t)dt
z; |T6(yi)|
o foa, L ()]t
iz::l |Té(?/z)|

" (eay0 * L ()
; |T6(yi)|
O(O)[| fIlr + Dl Ps[Lia,.0 * L 1
O(O)[| fIlr + Dl 1-a,.0 * |f 1k
O f|l1 + Dsll1—a, gl f 1
0(0)

0)[1.f lwr.r

< (D1(0) + D2(0)) 1 111 +

1

<O@)Ifl:+

1

<Ol +

1

<
<

IA

IA

7 / ~ ~ e .
onde D3 é uma constante e [1[_Ay70]*\f |] representa a convoluc3o entre a func&o caracteristica

do intervalo [A,,0] e |f'|. E assim provamos o resultado. O

Podemos ver que a familia de aplicacoes uniformemente expansoras satisfaz as condicoes
UF1, UF3, UF4; Como UFM implica UF2, podemos aplicar a proposicao [7.1] e provar a
estabilidade da medida invariante para uma familia de aplicacdes e assim ter uma estimativa

para o modulo da continuidade, obtendo o seguinte corolario.

Corolario 7.1. Seja hs; uma familia de medidas invariantes em L' para as aplicacdes Tj

descrita acima. Ent3o

lho — hsll1 = O(dlogd)

Observacao 7. O resultado também se aplica para perturbacdes adequadas de transformacdes

expansoras por partes. Como visto no capitulo [0

7.3 FAMILIA UNIFORME DE OPERADORES E CONTRACOES UNIFORMES V,

Agora iremos ver como uma familia uniforme de operadores, ndo somente tem uma certa
estabilidade na medida invariante como visto anteriormente, mas também uma taxa uniforme
de contracao do espaco V; e isso implica a convergéncia uniforme para o equilibio para a

lacuna espectral.
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Novamente iremos considerar dois subespacos vetoriais de um espaco de medida com sinal
em X.
B C B, C S(X)

dotado de duas normas, a norma forte || - ||s em B; e a norma fraca || - ||, em B,, tal que
Il > |I||o- Denotemos como anteriormente por Vi, V,, os espacos de média zero forte e fraca,
respectivamente. E consideremos uma familia de operadores de um parametro Ps,d € [0, 1).

Suponha que satisfacam UFL,...,UF4.

Proposicao 7.3. (Contracdo uniforme V; para uma familia uniforme de operadores). Sobre

as hipéteses existem \; < 1, Ay, 0y € R tal que para cada § < dg, f € V;
1P flls < AaXfI|f]]s- (7.6)

Podemos observar que a contracdo do espaco de média zero para o operador F, pode ser
obtido aplicando diretamente ([7.6)). Antes de demonstrar a proposicdo, precisamos do seguinte

resultado:

Lema 7.2. Suponha que F, satisfaz a desigualdade de Lasota Yorke

125 glls < AXllglls + Bllgllw

= Vg € By, [(Fs — Po)gllw < Collglls:
= Vo,n,9 € By, | Bf'gllw < Ml|gll., para algum M > 0;

entdo Py se aproxima para Fj' no seguinte sentido: existem constantes C, D tal que Vg €
B, Vn > 0:
1(Fs = Fg)gllw < 6(Cllglls + nDllgllw) (7.7)
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Demonstracao. E valido que

(5 = P3)glle < DB (Ps — Po) Py~ gllw
k=1

<MY (P = Po) Py~ gl
k=1

<MY 0C|IPy gl
k=1
< OMC Y (AN glls + Bllgllw)
k=1

A
< oMC (1= lglle + Brlglh)
1—X

Demonstracdo. Da proprosicao [7.3] Vamos aplicar a desigualdade de Lasota-Yorka
155 flls < ANYIES flls + BIES" fllw
junto com a condicdo UF3, e entdo obtemos:

125" flls < ANPIPF flls + BIEAS ([ flls + 6(Cl flls + mDIlf]l)]
< ANTAN(|flls + Bll k] + BIEAS'([ flls + 0(Cl[ flls +mDI| fl)]

Se n, m sdo suficientemente grandes e ¢ suficientemente pequeno, entdo existe um A3 < 1
tal que para cada f €V,
125 flls < Asllfls

dai existem \; < 1, A5 € R tais que para cada f € V, e ¢ suficientemente pequeno

1P flls < AoXEIIF s (7.8)

O lema seguinte estabelece a continuidade do resolvente quando o operador é perturbado,

e sera usado mais a frente.

Lema 7.3. Suponhamos B,, e B, espacos de Banach. Considere uma familia de um parametro
Ps, 6 € [0,1). Suponha que eles satisfazem UFL,...,4. Considere o resolvente (Id — Ps)~*' :
Ve =V
(Id — P5)™! = i P}
k=0
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que esta bem definido e é continuo gracas a ([7.6]) e pela completude de B,,. Sob as hipoteses
acima, temos

lim ||(Id — Ps)™" — (Id — Py) *|lvi»v, = 0
6—0
Demonstracdo. Tome ¢ > 0 fixo e vamos provar que para um ¢ suficientemente pequeno

(=P~ (1d = R

ViV S €

. Pela ([7.6)) existe 6 > 0 e n > 0 tais que para cada

£
Vs—Vuw S o

0<3<3Y |IPk =

k=m

. Do lema[7.2 existe § > 0 tal que para cada k < n,

£

(P = )5, om, < 5

. Ent3o considerando um g € V, com ||g|| < 1 temos que para cada 0 < 6 < §

I(1d = P5)~g — (Id — Py) gl < + +

> Py
k—n

> Py
k—n

S (PF— Py
k—n

w w w

<e

7.4 CONTINUIDADE LIPSCHITZ

Vemos que explorando a taxa de contracao uniforme de V; e algumas suposicoes adicionais,
podemos provar a dependéncia Lipschitz da medida invariante relevante sob perturbacdes do

sistema.

Proposicdo 7.4. Considere uma familia uniforme Ps,§ € [0,1) de operadores satisfazendo

UF1,...,4. Supondo que cada operador P, tem uma unica medida invariante hs em B, e
[(Ps = Po)holls < Chy0; (7.9)
entdo a dependéncia é Lipschitz (com respeito a norma forte)

1ho = hsl| < O(9).
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Demonstracdo. Denote por Ah = hs — hy:

(I — Py)Ah = (I — Py)(hs — ho)
= hs — Pshs — ho + Pshy

= (Ps — Py)hy.

Pela contracdo uniforme (5.11)) segue que (I — Ps é invertivel em V e (I — P5)~! = Y5° P}
é uniformemente limitado e existe My > 0 tal que para § suficientemente pequeno |[(/ —
Ps)~!

Como (Ps — Py)hgy € Vj, temos

Viov, < M.

Ah = (I — Py)"Y(Ps — Py)hg
e como ||(Ps — Po)holls < dC},, segue que
|AR||s < IMCh,. (7.10)

obtendo assim o resultado. O
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8 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Veremos o Teorema Central do Limite em duas abordagens, primeiro veremos para o caso
de variaveis aleatérias independentes identicamende distribuidas, e posterior a ela, o teorema

com lacuna espectral.

8.1 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE PARA VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDEN-
TES IDENTICAMENDE DISTRIBUIDAS

A lei fraca dos grandes nimeros diz que se X,, é uma sequéncia de variaveis aleatérias
independentes identicamende distribuidas (IID) com E[X,] = 0, entdo escrevendo S, =
S5 Xk, 0 tempo médio %Sn converge para 0 em probabilidade, ou equivalentemente (desde
que o limite seja uma constante), em distribuicio. No caso em que 0*> = E[X?] < oo, 0
teorema central do limite deixa o mais forte o resultado para a sequéncia ﬁSn converge em
distribuicio para N (0, 0?), a distribuicdo normal com média 0 e variancia 0. Ou seja, temos

1 n—r00
. < \
P (ﬁsﬂ < c)

7152

e202 dt (8.1)

1 c
o
para todo ¢ € R.

Isso pode ser estabalecido pelo mesmo método usado para provar a lei fraca dos grandes
ndmeros , pelo estudo de fungdes caracteristicas de ﬁSn e N(0,0?). A funcdo caracteristica
de N(0,0?) é

_ 15242
507t

P(t) =e (8.2)

argumentando como na lei fraca dos grandes ndmeros (LFGN), escrevemos ¢,, para fundes

s . 1
caracteristicas de ﬁSn e observando que

olt) = Ble" S0 — [Tl o (1) (83

onde ¢ ¢ a fungdo caracteristica de X; (que sdo indenticamente distribuidas), e na segunda

igualdade é usado o fato que X; sdo independentes.



82

Agora, usando Taylor, temos que

t2 2 2
= 1+ —=E[X;] - -E[X}] +o(#")
2

- £2

7 . A . 2 .
usando o fato que X; tem média 0 e varidncia 0, Podemos concluir por ({8.3) que

t202 2 " n—o00 _ 142,52
@n(t): 1—%4—0@ — € 2 azw(t),

assim concluimos a prova do Teorema Central do Limite (TCL) para o caso IID.

8.2 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE COM LACUNA ESPECTRAL

Para traduzir o TCL para linguaguem de sistemas dindmicos, vamos considerar o espaco
X e a aplicacdo T': X — X com uma medida invariante p. De modo geral, podem existir
varias medidas T-invariantes, entdo € importante que seja escolhida uma medida ;4 adequada.
Por exemplo, nos casos em que sejam X um intervalo e T" expansora por partes, estamos mais
interessados no caso em que . é uma probabilidade invariante absolutamente continua (ACIP,
do ingles: absolutely continuous invariante probability).

Dada uma aplicacdo mensuravel h : X — R, a sequéncia de funcdes h, ho T, hoT?, ... de-
fine uma sequéncia de variaveis aleatérias identicamente distribuidas em X, pois [ hoT*dy =
J hdp. No entanto, elas n3o sdo independentes, e dai precisamos de algumas informacdes a
respeito do decaimento de correlacdes entre elas. Em particular, podemos fazer uma prova
como na sec3o [8.1{ como o operador de transferéncia tem lacuna espectral.

Faremos isso no caso em que 1" é uma transformacdo expansora em um intervalo, ent3do
devido a desigualdade de Lasota Yorke para o operador Pr agindo em BV, o espaco das

funcoes de variacdo limitada, e em particular, garante a existéncia de uma acip pu.

Teorema 8.1. Seja 7" uma aplicacdo expansora por partes em um intervalo e o uma ACIP
construida anteriormente em [6.1] Suponha que p é misturadora. Entdo p satisfaz o teorema

central do limite: dada h € BV com [ hdu = 0 e escrevendo S, h(x) = SpZ3 h o T*, temos

2

. 1 n—oo 1 ¢ -5
u{x,\/ﬁth(x) c} P /_Ooe 2 dx (8.4)

IA
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para todo ¢ € R, onde ¢ é dado pela férmula de Green-Kubo
0% = Z/ h-(hoT™)du (8.5)
nez X

e 0 = 0 se, e somente se, existem g € BV ece R taisque h=c+golT —g.

Antes de provar o teorema, faremos algumas observacdes a respeito da férmula de Green-
Kubo . Primeiro, note que a soma converge devido ao decaimento exponencial de correla-
¢Oes para funcdes de variacdo limitada. Segundo, notemos que se trocamos as funcdes hoT™
com variaveis aleatérias independentes, entdo todos os termos com n # 0 se anulam, isto ¢,
convergem para zero, e o termo n = () é apenas a varidncia E[X?], como na sec3o anterior.

Vejamos também que usando (8.5)), 0% pode ser escrito como

1
o? = lim — [(S,h)*du

n—oo n,

De fato, se >.,cz | [ h(h o T*du| < oo, entdo

| 1@ | |
= [(Suhydu == Y [(hoT)(ho T7)dp
n n 5
| -
_1$ (e
Nzt
n—1 — |k
-y " | |/h(hoTk)du
k=—n+1
o, Z/h(hoT’“)d,u
kEZ

Agora provaremos o teorema central do limite (8.4). Como no caso IID, usaremos funcdes

caracteristicas

it(Snh) it
en(t) =E, {6 v ] = /efﬁs”hdu

onde ¢(t) é a funcdo caracteristica da distribuicdo normal e ¢, é a funcdo caracteristica de
ﬁth, logo é suficiente mostrar que ¢, (t) — ¢(t) para todo t.

Para provar a convergéncia das funcGes caracteristicas, vamos usar os seguintes passos:

1. Escrever a funcdo caracteristica ,, em termos de operador de transferéncia torcido
P, 1, onde h é a funcdo que estamos investigando no TCL, e t = 0 é um parametro real

pequeno. O operador P, é uma pequena perturbacdo do operador de transferéncia Pr.
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2. Usar a teoria de perturbacdes de operadores para mostrar que 7}, ; tem lacuna espectral
e para derivar assintoticamente o autovalor principal A(¢). Em particular, relacionar \'(0)

" P A . . . ~ ..
e A (0) com a média e a variancia do distribugdo limitada.
Demonstracdo do teorema(8.1. Além do que ja vimos sobre o operador de transferéncia nas
secdes [2.2] e [3.1] consideremos a expresséo

v g(y)d(y)

Prg(z) = :
g et 1T W)

onde d é a densidade de ;1 com respeito a Lebesgue. Definimos dessa maneira para que a funcao
constante seja ponto fixo de Pr (é igual a Pr(g) como na definicdo dada anteriormente.).
Agora, dado h € BV com [hdy = 0 e t € R, definimos o operador de transferéncia

torcido por

Pyig = PT(eithg) (8.6)

Para ver o utilidade dessa definicdo, primeiro notemos que

/Ph,t(g)du = /PT(eithg)ldu _ /6ithgdlu

podemos ver que para n = 2, temos

/Pf,tgdﬂ = /Ph,t(Ph,tg)dM
= /eithph,td/i
:/eithPT(eithg)ldM

_ / ¢ithoT gith g,
continuando por inducdo, obtemos

[ Piuto) = [ "Shgap

Em particular, considerando a funcdo caracteristica ¢,,, temos

pult) = [T = [P (V)ap (8.7)

que termina a primeira parte da demonstracao, escrevendo as funcdes caracteristicas em termos

do operdor de transferéncia torcido.
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Para a segunda parte da demonstracdo, vamos considerar o operador de transferéncia
torcido como uma perturbacao de Pr. Da Lasota Yorke e do fato de u ser misturadora,
sabemos que o espectro de Pr tem a forma {1} U Z, onde z esta contido em um disco de
raio r < 1 centrado na origem.

Pela teoria de perturbacdes de operadores IinearesE], o espectro de P, ; tem a mesma forma
para [t| suficientemente pequeno: existe um autovalor principal A(t) préximo de 1, e o resto
de espectro esta contido no disco de raio r. Além disso, A\(¢) é analitico em relacdo a ¢ para
qualquer funcdo b € BV temos

Seja g: € BV uma autofuncdo de P, correspondente ao A(), entdo

Pr(e™g;) = A(t)gi
= Pr(e™g,)b = \(t)g:b
N / Pr(e™g)bdu = A(t) / gibdy

;s/“h (bo T)du = At /gtbd,u

Derivando com respeito a t, temos

/ih(e“hgt)(boT du+/< )(boT)du N /gtbduqt/\ /d gibdp

Parat =0, temos A\(0) =1 e go = 1. Dai

: d / d
/zh(boT)d,qu/agthzo(boT)dy =\ (O)/bdu—k/%gth:gbdu

Agora, tomando b = 1, temos

!/

A(O):/z’hdu:O
ja que por hipétese [hu = 0.

Para encontrar " (0): De

. d , d
Jintbo Tdu+ [ Zglimo(b o T)dp = X (0) [bdu+ [ -giliobi

com \'(0) = 0, temos

[invoTyd+ [ gyboT)du = [ by

onde gy = 4 g;|i—0 € BV.

1 material complementar (JUNIOR, [2013), (JUNIOR, 2014), (T0SIO, 1980) e (CONWAY, [1978)
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Facamos, ao inves de b, bo T*% com k > 1, obtendo

[invoT?)du+ [ gy(voT)dn= [ gyvo T)dp
/m(b o T du + /gg)(b o T dy = /gg(b o T?)dy

JinoTdu+ [ gy(boTdn= [ gyboT*dn

/ . .
Vemos que 3~ go(b o T*) converge, uma vez que temos decaimento exponencial de corre-
lacOes.

Dai,

Z/zhbode,qu/ZgoboT dy = /gobdqu/ZgUboTk (8.8)

k>1 k>1 k>1

- Z/m boTH)du = /gobd,u (8.9)

k>1

Agora, tomando b = 1 em

/z’h(e”h )(boT) du+/< )(boT)dp N /gtbdﬂ+/\( )/C;itgtbd,u

temos
[inte ™ g)du+ [(e" g =N'(0) [ gibdy+ A2 [ gibdy

Derivando, obtemos

/ (ih)*(e"" gi)dp + / ih(e™"g,)dp + / ih(e™g,)dp + / ¢'g, du

—\'(1) /gtd,u—l- X(t)/gidu+k'/9/du+k(t)/gfdu

= [P g) + 26) (e g) + (g = [N (g0 +2X (0)g + Mt)g!

Em ¢ =0, temos go = 1, A(0) = 1, logo
/(—h2) + 2ihgydp = //\"(O)du N /(—h2)du + 2/¢hg(’)du — (1)

De (8.8) temos
/(zh)godu Z/ (ih)(ih o T*)du

k>1

Ent3o, por (8.8))

N(0) = lim ~ [ (Su(ih))2dp = —o2.

n—oo n,
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Logo, os autovalores valores principais de P j, sdo:

’

N(0) = /(z’h)du —0

X' (0) = lim ! (S, (ih))2dp = —o>.

n—oo n
que é a origem da expressdo na férumula de Green-Kubo.

Agora usaremos calculo funcional de Riesz, o qual recordaremos as ideias gerais aqui.
Seja X um espaco de Banach B(X) o espaco de operadores lineares limitados em X. Dado
S € B(X), seja 0 C C o espectro de S. Entdo existe uma (nica maneira de associar cada
func3o analitica g : ¢ — C a um operador ¢(S) tal que o mapa g — ¢(S) é um homomorfismo
levando a funcdo constante no operador identidade e a funcdo identidade em S.

Essa aplicacao pode ser definida usando integral ao longo de uma curva v ao redor do
espectro o da seguinte forma:

4(S) = - [5 == g

2mi
onde lembramos que S — zI é invertivel para todo z no resolvente C\o. Se tomarmos g como
a funcao caracteristica da parte do espectro, obtem-se uma projecdo no autoespaco associado
com esta parte.
Em particular, considerando o operador P, ;, podemos definir g = 1,(alguma funcdo de
BV que vale 1 em A(1) e 0 no resto do espectro) e obtemos a projecdo II; sobre o autoespaco
associado a A(t). De maneira similar, definimos g(z) = 1z¢)(2), onde Z(t) é a parte do

espectro contida no disco de raio > 1, temos o operador R; tal que

Hth = RtZPZ-t =0 HRtHBV <.

Mais ainda, temos

Py = MO + Ry

que nos permite escrever o operador em ([8.7)) como

t\" .

Lot N(0)¢2 £2\\"
:<1+)\(0)+(0)n+0<>> . +RY

n n vn Vn

2
o?t? 2\ \" t .
(=% e (7)) (o (GR)) o

2
n—o0 g

——— e 2 .
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Usamos acima o fato que || R;[|py < 7 < 1 que lim,, (1 + )" = €. Agora (8.7)) nos diz

+2

on(t) = 5 /Ho(l)du: e

que completa a prova do teorema central do limite. (devido ao teorema de convergéncia de
Levy.)
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9 LINEAR RESPONSE

Nesse capitulo iremos provar que quando o sistema tem convergéncia para o equilibrio
suficientemente rapida e é perturbado suavemente com respeito a norma forte temos que
sua medida invariante muda suavemente, consequentemente suas propriedades estatisticas
também. Isto é chamado de Linear Response. A seguir iremos mostrar um resultado geral e
simples, os teoremas e[9.2] permitindo provar o linear response na norma fraca para um
certo conjunto de sistemas e perturbacdes.

Vamos observar que o teorema [9.1] se aplica para sistemas que tem convergéncia menor
que exponecial para o equilibrio.

Seja X um espaco métrico compacto. Considere alguns subespacos vetoriais normados e

completos (Bss, || |lss) € (Bs, |||ls) € (Buw, ||||w) € S(X) de um espaco de medida boreliana

com sinal em X, S(X), com as normas satisfazendo

el < IF-lls <A flss

Assumiremos que a forma linear u — p(X) seja continua em B;, para i € {ss,s, w}.
Iremos considerar, os seguintes espacos de média zero (fechados) Vi C Vi C V,, definidos

como:
Vii={p € Bi|u(X) =0}

onde i € {ss, s, w}.
Se A, B sao dois espacos vetoriais normados e Pr : A — B denotaremos a norma mista

| Pr||a_p como é linear,

1Prllasps = sup |[Prflls
feAlflas

Aqui iremos considerar um sistema tendo um operador de transferéncia F, algum g > 0 e
uma familia "préxima" Ps com § € [0, ] e suponhamos que o operador Pj preserva os espacos,
isto é, sdo invariantes: Ps(Bss) C By, Ps(Bs) C Bs e Ps(By) C By.

Agora iremos detalhar mais sobre o que signifo linear response e a motivacdo por tras
de buscar resultados que estabelece o comportamento a respeito da diferenciabilidade de
medidas invariantes com respeito a pequenas perturbacdes. Consideremos uma familia de
sistemas dindmicos (X, Ts) e suponhamos que 15 seja uma medida fisica, ou seja, que a bacia
B(u) = {z, Sndl@) _, [ ¢du para toda ¢ continua} tem volume positivo, para Ts. Suponha

n

que a medida invariante varia de maneira suave, e depois de sofrer uma perturbacdo p de
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tamanho 4, sabemos que em algum sentido

Mgm%u (9.1)

J
Considerando um observével f e seu tempo médio lim,, .. S"T(x) Se a topologia em que (9.1)

converge é suficientemente forte, temos na bacia de f temos

. S4(x)
d(hmn%oo n )fodﬂé_ffdﬂo_)/fd'
do 0 '

Isso mostra que o linear response controla o comportamento de um longo tempo médio de

observaveis e o comportamento estatistico de um sistema sob pertubacdes.
Veremos um argumento heuristico para calcular a formula do linear response, encontrando
[t como funcdo de um sistema inicial e da perturbacao aplicada.
Assumindo que i € s s3o pontos fixos dos operadores de transferéncia Py e Py, respec-
tivamente, obtemos
1

(MJEMEMZ#%_%M (9.2)

Se houver convergéncia para o equilibrio suficientemente rapido, podemos mostrar que o

resolvente (Id —Py)~! estd bem definido e é continuo de maneira analoga ao que foi feito na

prova da proposicao . Aplicando o resolvente em (9.2 obtemos:

- P — P,
(M—%Y%M—%ﬂ“5m=4M—%Y¥i?im
P — P, P — P
= (Id—Py)~ " 65 O,uo—l-(ld—Po)_l 65 O(Mé—ﬂo)
logo
_ P — P P, — P
Pl — (1 —R) T 25+ (1 =R 2 (s — o)

Se escolhemos a topologia correta:

Hé — Ho tende para o linear response [i;
Ps — P, :
s (Id— P)"'22—"U ¢ tende para (Id — Py)~ P fy;
Ps — P,
» (Id— Py)7! ’ 5 °(f5s — fo) tende para zero.

Agora iremos usar rigorosamente esse argumento para provar um teorema geral e mostrar

alguns exemplos.
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O primeiro resultado que apresentaremos se aplica para sistemas que tem decaimento
menos que exponencial. Na préxima secdo iremos apresentar exemplos para transformacdes
expansoras.

Observemos que a convergéncia para o equilibrio (Definicdo de um sistema é a velo-
cidade em que os iterados de elementos dos espacos de média zero V; e V,, convergem para
0. Suponhamos que a topologia de B, é suficientemente forte para que V seja um subespaco

fechado de B,.

Teorema 9.1. (Linear Response, decaimento somavel) Seja Ps uma familia de operadores de
Markoe Bss, B, e B, invariantes por Ps5. Suponha que para cada § € [0,0) existe f5 € B,

ponto fixo de Ps. Suponha que o sistema satisfaz as seguintes condicdes:

1. (Convergéncia somavel) Existe ¢ tal que > ¢(n) < oo, tal que P, converge para o
equilibrio com respeito a By, B,, com velocidade ¢. (Lembre que f; é o Gnico ponto fixo

de P())
2. (Estabilidade forte) lims_q || f5s — follss =0

3. (Operador derivada) Suponha que existe P : B,, — V. continuo tal que para cada

fEBSS
| (Ps — Ry) ool
s S P =0
Entdo
s = Jo 17 _
zlsli’)% 5 _(1_P0) Pfow_oa

onde (1 — Py)~! := Y5 P¢ é um operador continuo de V, em V,.

Demonstracdo. Seja f € Bs. Sendo Y0° ¢(n) < oo, temos que (1 — Po)~'f = X Pif
converge em B, e, logo, define um operador continuo de V, em V,,. Note também que

11 = Po)~ I Bt < 57 S(n).

1

Operadores positivos que preservam integral.
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Denote por Af = fs — fo, entdo

(Id—Po)A(Sf:(Id_PO)fdng
- ;(fa—Pofa—fo‘f’POfO)
= ;(Pg — R) fs.
(1+p0+...+PgL)(Id—PO)A5f:(1+Po+"'+P61)P6;POf5

A(sf—P(?“A(Sf_(lJrPowL --+P6‘)P‘Sgpofa
A(Sf_p0"+1A5f_(1+Po+ --+P$)P5gpo(fs+fo—fo)
(1 Pg“)(f—(lJrPoJr --+P6‘)P6;P0fo

+ (14 P+ --+P5‘)P65P0(f6—f0)

Fazendo n — o0, sendo Af € Vi, pela convergéncia para o equilibrio, segue que Pgl“% —0

na norma fraca. Logo

Ps— P Ps — P, Ps— P
’ 5 Y= (1P ; Cfo+ (1= P12 5 °(f5 — fo)
pertence a B,,. Pela estabilidade estatistica forte, temos
_Ps—F, : .
[a=P) 25220 = 10| < (SR I Pll o s = flls =0
Ent3o na norma fraca, quando 6 — 0, temos
_Af 1

]

Observacio 8. Se || Plg|ls < é(n)]|glls com ¢(n) soméavel, entdo (1 — Py)~! esta definido

de B, em B, e assim a conclusdo do teorema é reforcada:

fs — fo
)

lim —(1=P)'Pfyl| =0
6—0

s

O teorema anterior requer uma hipétese fraca sobre o decaimento de correlacdes, que sé
é usada como somavel e para verificar que o operador P, nado foi perturbado, por outro lado,
uma hipdtese mais forte é a estabilidade forte do sistema lims_,¢ || fs — follss = 0.

Algunas vezes é facil verificar algumas convergéncias para o equilibrio para familias de
perturbacdes, como na secdo[7.1] Mostraremos o linear response observando o resultado sobre

a estimativa uniforme no lugar da estabilidade forte.
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Teorema 9.2. Suponha que para todo § € [0,0) existe uma probabilidade vs € B; tal que
ng(g = Vs

e que existe Pvy € B, tal que

s

Suponha que o operador resolvente é definido e limitado de V; para V,,, isto é, ||(Id —P5) ||y, v, <

M<ocoe
: - -1 - -1 _
lim [[(Id = P5)™" — (Id =Fo) ™ [v,»v,, = 0
Entdo
. ||Vs — VYo _p\-Llf —
limy | = (Id —By) "' Py L =0

Demonstracdo. Para § € [0,5), vs € ponto fixo de Pjs. Usando isto, temos

vs — vy Vs — vy Psvs — Psvg
Id—P — .

—vgy + P5U0
0
1
= E(Pg — P(])U().

Observe que para cada d, Ps preserva V. Como para todo § > 0, P‘sgpovo eV,e(ld—Ps)~':

Vs — V,, € um operador limitado, podemos aplicar o resolvente em ambos lados, obtendo

S e R A 03)
= (1) Py, (1) T,
+(Id —PO)*P‘; g B
Como ||(Id —P;5)~t — (Id = Py) " Y|v, v, — O temos
Jiaa =Py = a =Ry 15| < 1= = (1 =) s | |

— 0.

Como lim;_,o £5-P29, converge em V, entdo (9.3) implica que na topologia B,

3

o Ps— Pov

(5 0

Ps — Py
)

Vs — Vo

lim

iy 5 = (-7

— _ —1q;
= (Id Po) (1515)1’(1) Vo

= (Id —Po)_lpl)().
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9.1 APLICACAO PARA TRANSFORMACOES EXPANSORAS EM S!

Nessa secdo iremos mostrar como conseguir um linear response resultante de uma pequena
perturbacdo de transformacdes expansoras, o que ilustra uma aplicagdo do teorema [9.2] Seja
Ts : S — S uma familia de transformacdes expansoras C®, onde § € [0,5). Suponhamos

que a dependéncia de 0 é difenciavel em 0, entdo podemos escrever
Ts(z) = To(z) + 0T (x) 4 0cs(6) para z € X (9.4)

onde T € C2(S*,R), e 0¢s(8) denota um termo cuja norma C? tende para zero mais rapido
que d, quando § — . Veremos que se § é suficientemente pequeno, UF1,...,UF4 s3o satisfeitos
pelo operador de transferéncia associado, quando aplicado a um espaco de Sobolev apropriado
W1l e ent3o, como temos a existéncia do operador derivada, ent3o podemos aplicar o teorema

9.2,

Definicao 9.1. Um conjunto A,y 1, de transformacSes expansoras é chamado familia uniforme
C* com pardmetros M > 0 e L > 1 se satisfaz uniformemente as seguintes condicdes de

expansividade e regularidade: para todo 1" € Ay,
< i / >
ITllor <M, inf [T'(2)] > L.

Ja vimos a desigualdade de Lasota Yorke para o operador de transferéncia associade a uma
transformac3o expansoras em relacao & norma Wt!

Em W"! temos a seguinte norma: || f|lwr1 = || £/ |lwr-11 + || £l

Lema 9.1. Seja Aj;;, uma familia uniforme C* de transformacdes expansoras em S!, o
operador de transferéncia P associado a T € A);, satisfaz a desigualdade de Lasota Yorke
em Wol(SY): paracada 1 <i < k — 1 existem a < 1, A;, B; > 0 tais que para cada n > 0,
TeAur

1P7 fllwi-1a < Al fllwi-1a (9.5)
127 fllwir < @™ ([ flwes + Bill fllwi-ss (9-6)

Demonstracido. Iremos demonstrar fazendo inducdo em k£ > 1. J& vimos para k = 1, na secdo

b1

. 5
2 limy, o 7”%3(5)“03 =0
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Suponhamos que a desigualdade de Lasota-Yorke seja satisfeita em W*~11(St para o
operador de transferéncia de uma aplicacdo expansora C*, e considere uma transformac3o
expansora C*! junto com sua operador de transferéncia. Seja f € W*1(S1).

Queremos estimar

1Prfllwea = 1(Prf) e + [|Prfll

Sabemos que

ot =re () ()

, entdo, por hipétese de inducao,

7

S+ Gl

1(Prf) [lwera < a7

kal,l

. Para nosso propdsito, é suficiente que tenhamos informacdes sobre a derivada de f com

maior grau, pela férmula de Leibniz, temos
(k=1 k-1 k—1-1 k
/! 1 /
1=0

‘ r

entdo obtemos
LF PN+ Coll fllwe-ra

o0

B
< ||=
=7

T/

Wk—1,1
de onde

1Pr fllwra < @ f s + Crll Fllr-1a

Agora, iterando essa desigualdade, temos

IPZFI < ¥l Prfllwea + Cill Prfllw-s
< o (a¥[| fllwrs + Crll fllwr-1.) + Cll Prfllwe-1a
= o[ fllwer + " Cill fllws-11 + Cil| Prf |[we-11
= | PEfIl < @®| PR fllwra + Crll P2 fllwn-
< aFla®[| fllwra + o Crll fllwn-1a + Crll Prfllwn-1a] + Crll P2 fllwn-1a

= o[ fllwea + Cela® [ flwe-ra + a* | Prfllws-ra + |P7f -]

n—1

= (1P fllwes = a"*[| fllwra + Cr Y- @D PR f |y
1=0

Com isto, o resultado segue da limitacdo de L' em W*~1! com B, := % m
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O resultado acima pode ser usado no estudo de Quadratic Response também, para mais
informacoes ver (GALATOLO; SEDRO, 2020).

Pelo resultado anterior, e pela imersio compacta de W% em W*~1! podemos concluir
que o operador de transferéncia Pr de uma transformacdo 1" expansora de classe C* tem
lacuna espectral em cada W'(M), com 1 <i <k — 1.

Como a familia de transformacao Ts em para um ¢ suficientemente pequeno é uma
familia uniforme como na definicdo [9.1] ento aplicando o lema [9.1] nos seus operadores de
transferéncia, vemos que UF1 e UF4 s3o satisfeitas, considerando B, = W'! e B, = L.
UF2 também é satisfeito pela proposicdo [7.2| e UF3. E desde que a lema nos permite
estabelecer a estabilidade do resolvente dessas perturbacGes, para aplicar o teorema [9.2] sé

falta verificar a existéncia da derivada do operador de transferéncia.

9.1.1 O operador derivada e linear response para transformacoes expansoras

Mostraremos como obter a existéncia do operador derivada para uma familia suave de
transformacdes expansoras. Consideremos T : S' — S' uma familia de transformacdes ex-
pansoras C® como em ([9.4)).

Ent3o temos uma familia de transformacdes expansoras C®, e cada uma dessas tem uma
densidade invariante f; em C?2, observacdo [1 A proposicdo a seguir apresenta detalhes da

estrutura do operador P : C?2 — Wh! no nosso caso.

Proposicdo 9.1. Seja w € C?(S',R). Para cada x € M podemos escrever

= P20 () (5 )
9

6—0

e também converge na topologia C'.

Antes de apresentarmos a demonstracao dessa proposicao, vamos mostrar um lema técnico

sobre diferenciabilidade do ramo inverso.

Lema 9.2. Seja P5 : S — S, onde § € (0,6) é uma familia de transformacdes expansoras
C?. Suponhamos que a dependéncia dessa familia em § seja diferencidvel em 0 no seguinte

sentido

Ts(z) = Ty + 0T (x) 4 02 (6), (9.8)
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onde T' € C?(S',R), e 02(8) denota uma funcdo f(x) € C*(S"), que satisfaz lim;_,q % =

0. Sob tais hipéteses, se y¢ € T; *(z) entdo para § — 0, este pode ser expandido como

é 0 7
P =Y +5 e —+ 01 ) R

Demonstracdo. do lema Tomemos x € S fixo e escrevemos

gl = o0+ deilw) + Fi(6,7) (9.9)

I ACHE)))
T (z)) Para

onde para cada z;, Fi(d,z) = o(d) como & — 0. Mostraremos que &;(x) =
cada x, entdo mostraremos que F;(d,x) = oc1(6).
Pela primera condicgo, fiquemos = € S'. Substituindo (9.2)na identidade T5(y?(z)) =
expandimos
z = T(y; (x)) (9-10)
= To(y; (2)) + 01 (y; (x)) + E(5, 2) (9.11)
onde E(6,7) = o¢2(d) e entdo por
x=To(y2(z) + dei(z) + Fi(6,2)) + 0T (10 (x) + des(x) + Fy(d,2)) + E(0, x) (9.12)
Como Ty € C?, podemos escrever o primeiro termo da equacdo acima como
To(y; (x) + dei(w) + Fi(0, 7)) = To(y; (2)) + To vy (2)) (9ei(2) + F (3, x))
+ o(dg;(z) + Fi(0,x))
Podemos escrever o segundo termo de [9.12] como:
0T (yf (x) + dei() + Fi(6,2)) = 6T (7 () + 0T ( (x)) (Oei(x) + Fy(8, 7))
+ do((0ei(x) + Fi(6, x)))
Dai obtemos que fica:
0 = 0T, (y) (2))es(x) + Ty () Fi(6, ) + 6T (y] ()
+0°T(y} (2))ei(2) + 0T (y) (x)) Fi(8, ) + o(dei(z) + Fy(0, 2))

Dividindo por 9 e fazendo 6 — 0 temos:

To(y; ())ei(x) + T(y} (2)) = 0
7). Entso temos Fi(8,2) = yo(x) — vd(z) + 65((12%((?))). Observamos que, como
0\J4

T (y?)
7 . . 2 1.
cada T5 é uniformemente C? e 7" > 1 temos que aFZB(;S’I) e 2 f;afix)

%HCI — 0 quando 0 — 0 e F;(d,z) = 0c1(0). O

Dai Ei = —

s3o uniformemente

limitados para cada ¢,z e i. Logo |
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Agora iremos provar a proposicao.

Demonstracdo da Proposicdo. Denotemos por {3y}, := T5 '(x) e {y9}L, := Ty *(z) as d
preimagens de Ts e Ty, respectivamente, do ponto x € X. Além disso, assumiremos que o

indice é tomado de modo que y? é uma pequena perturbacdo 37, para 1 < i < d. Podemos

AR = (S 5~ S )
- (ﬁ;w(y?) (Tg(lyf) ) Té(ly?>>>
+3 (S0 (05 - 0 )
o5 (S )
= (I) + (I1) + (I11)

Para desenvolver o primeiro termo, iremos derivar a expressio Ts(x) = To+ 0T (x) +0c2(6)

em x para obter

Ti(x) = Tj + 6T (x) + 0¢1 (6)

Entdo podemos escrever

(1) = (1; (iw(yf) (Tg(lyf) Té(lyf)>>
-5 (S (- ih)
= (-Srtmen) oo

Logo,

e pelo lema o limite também converge em C'.
Usando o lema e de maneira anéloga, para (1), obtemos

= (iw@g ) <To'<1y?> } To’(ly?)>> - <€TT‘“> @

=1
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em O,
Para (I11), usaremos o teorema de Lagrande, para qualquer h pequeno existe = tal que
=] < [h] e
Wy + 1) = w(y) + ' (49) + S (2)

considerando o lema (9.2 e tomando h =y — 4% =6 (—Ta,(?:(?)) + 0c2(d) temos
0\dq

Desde que w” é uniformemente limitado, segue que

w(y)) = w(yy) +w'(yy) <5 <_

Logo

e além disso, pontualmente e na topologia C!
d

i & = ()

Por fim, podemos escrevé-lo como

dé

= T30 + 60 (- )

dyi
i) = TY00) + T () (

]

Podemos observar que a convergéncia C'! implica na convergéncia na topologia W%!. Como
podemos obter a existéncia do operador P : C? — W1, sabemos que T} tem lacuna espectral
dai a contracdo exponencial no espaco de densidades de média zero W', e assumindo

como verificado acima, podemos aplicar o teorema e obter a seguinte:
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Proposicdo 9.2. Assumindo que T; é uma familia C'! de transformacio expansoras C® como

em[9.4 Seja f5 € C2(S*,R) uma densidade invariante de Tj. Temos

.\ Js—Jo 1y _
lim 5 —(1=FR) " Pf| =0

1

onde P é o operador definido na proposicao . Portanto temos a férmula para o linear

response

lim fagfo = (1 — Po)_lpfo

6—0

onde o limite existe em L'.
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10 APLICACOES UNIFORMEMENTE CONTRATIVAS

Esse Capitulo serve como motivacdo ao Capitulo 11.

Vimos como expansao ajudam a encontrar propriedades de regularidade de medida inva-
riante quando consideramos espacos de medida adequados, isto atraves da desigualdade de
Lasota-Yorke e outras propriedades. No caso em que a dindmica seja contrativa ndo podemos
esperar regularidades nos mesmos espacos.

Iremos ver que considerando espacos duais aos que foram usados no caso de expanso-
ras, obteremos a regularizacdo para o operador de transferéncia associado a uma aplicacdo
contrativa.

Seja (X, d) um espagco métrico compacto, ¢ : X — X uma funcdo Lipschitz e seja Lip(g)
sua melhor constante Lipschitz, ou seja,

Lip(g) = sup {Ig(fz’l) - g(y)l}
zyeX (z,y)
Definicao 10.1. Dadas duas medidas de Borel com sinal ;1 e ¥ em X, definimos uma distancia

tipo Wasserstein-Kantorovich entre e v por

W, v) = sup / gdp — /gdu (10.1)
g t.q. Lip(g)<L[gl[c <1 :
E denotaremos
lpllw = WY (0, ).
Um fato é que || - ||w define uma norma sobre um espaco vetorial de medida com sinal

definida em um espaco métrico compacto.

Observacdo 9. O espaco das medidas com sinal ndo é completo com respeito a W7, e
seu completamento deve ser um espaco de distribuices. Em nosso estudo, algumas vezes
sera suficiente considerar sequéncias de medidas positivas. E o espaco das medidas de Borel

positivas em X é completo com respeito a distancia W7.

Mostraremos que uma aplicacdo contrativa F' tal que Lip(F) < 1 é, em algum sentido,
regularizada pela norma || - ||w.

Vamos considerar o operador de transferéncia Pr associado a F', ou seja, tal que

[Prul(E) = p(F~H(E))
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para cada medida com sinal ;# em X e para cada conjunto mensuravel £ C X. Sendo uma
aplicacao push-forward, a mesma funcdo também pode ser denotada por F,, essa notacdo
serd usada algumas vezes.

Note que ao considerar Pr sob o espaco vetorial das medidas bolerianas com sinal, ou em
um subespaco vetorial adequado de medidas regulares, Pr é uma transformac3o linear, por

isso também é chamado de "operador de transferéncia associado a F™.

Lema 10.1. Seja F' : X — X uma funcdo Lipschitz e X um espaco métrico. Para toda

medida de Borel com sinal x, temos

[1Prpllw < alpllw + p(X) (10.2)
onde o = Lip(F'). Em particular, se (X)) = 0, temos || Prpl|w < | pllw

Demonstracdo. Se Lip(g) < 1 e ||g]loc < 1, temos que g o F' é a-Lipschitz. Além disso, se

llglloo < 1, temos ||go F — 0|0 < « para algum 6 < 1. (6 = g o F(y), y ponto fixado).

Dai,

Yoo
:’/goF—Qd,u‘—i-‘/@d,u’

F —
:Oz|/goa6du‘+9,u(X)

‘/Mﬂw

< ofpllw + p(X)

Com isto, ||Prp|lw < af|p|lw + p(X). Em particular, se u(X) = 0, ficamos com || Prp|lw <
af[pllw O
Deste lema, segue que Pr tem lacuna espectral no espaco vetorial normado das medidas

com sinal com a norma || - ||y . Caso o espaco de medidas de Borel com sinal ndo seja completo,

0 que iremos mostrar é que

Pr=P+N (10.3)
onde
1. P é uma projecdo e dim(Im(P)) = 1;

2. Existem o, C > 0 tais que a < 1 e para cada n, e cada medida de Borel com sinal f,

IN"pllw < o Cllpllw
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3. PN=NP=0.

Proposicao 10.1. O operador de transferéncia Pr associado a uma aplicacdo contrativa F’

tem decomposicao Pr = P + N como acima.

Demonstracdo. Como F' é uma contracado, ele tem um Gnico ponto fixo xy. Vamos considerar
a medida de Dirac d,, em xy. Esta é um ponto fixo de P, gerando um espaco unidimensional
fixo Ré,, e assim definimos P a projecdo em Rd,, por po — po(X)ds,. Agora, consideremos
o espaco V' de média zero, que é invariante por Pp, existe também uma projecao sobre este
espaco, definido por g — 1o — po(X)ds,, € definimos N como N (1) = Prpig — to(X )0z, -

Assim, pelo lema anterior, temos que para qualquer medida i, N™(u) converge exponen-
cialmente para 0.

De fato,

N(p) = Prro — p(X)dq,
IN )l = 1Prpto = (X ) gl w

allpllw

IN

= [IN"()llw < " llw-
O

Da proposicao anterior podemos recuperar varias consequéncias para as propriedades es-
tatisticas da dindmica de aplica¢cdes contrativas, mas se a dindmica é um pouco trivial (toda
condic3o inicial é atraida pelo ponto fixo de F') ndo precisamos desta propriedade;

A ideia para encontrar o operador adequado para um sistema que expande e contrai é
considerar, em algum sentido, algum espaco de medida dotado de alguma norma que se
comporte como uma norma Lipschitz (ou alguma norma de Sobolev) em uma direcdo para a

dindmica expansora e como o seu dual, ou seja, a norma || - ||, na diracdo contrativa.

Observacdo 10. Se y™ e u~ sdo medidas positivas tais que p = u™ — p~ (decomposicdo de

Jordan de (1) entdo podemos definir a variacdo total de i por

lellry = p™(X) + = (X)

dai, de [10.2| segue que
| Prpllw < allpllw + llpllrv
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o que parece uma desigualdade de Lasota-Yorke para Pp, mas ndo é, caso || - |7y ndo seja

mais fraca que || - ||w.
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11 UMA OLHADA EM DINAMICA HIPERBOLICA

A abordagem de operador de transferéncia que foi apresentada ao longo do trabalho tam-
bém funciona para uma grande classe de sistemas com taxa uniforme de expansdo e contracdo
quando s3o considerados os espacos funcionais adequados. Agora estudaremos um exemplo
disso para uma classe de transformacdes solenoidais uniformemte hiperbdlicas. Sera seguida a
abordagem de (GALATOLO; LUCENA, 2020), baseando na desintegracdo ao longo de variedades
estaveis, serd mostrado como definir um espaco de medida com sinal adaptado para o sistema.

Uma aplicacdo solenoidal é uma aplicacdo ' : X — X, de classe C?, onde X = S* x D?

é o toro sélido, tal que F' é um skew product
F(x,y) = (T(x), G(x,y)) (11.1)

onde T : St — Sl e G : X — D? sio aplicacdes diferenciaveis. Supomos que a aplicacio
T :S'" — S' é C?, expansora de grau ¢, dando origem a uma transformac3o de [0, 1] em
[0, 1], que abusando da notacdo chamaremos também de 7" e seus ramos serdo denotados por

T;, i € [1,...,q] e facamos as seguintes hipSteses em G:

1. Considere a folheacdo F-invariante F* := {{z} x D?},cs1. Suponhamos que F* é

contraida: Existe 0 < v < 1 tal que para todo € S* temos

|G(z,y1) — G(z,2)| < aly1 — y2|, para todo y1, yo € D*

A ideia é considerar espacos de medidas com sinal com normas adequadas constridas pela

desintegracao de medidas ao longo das folheacGes estaveis. Entdo a medida serd uma colecao
das medidas em cada folha. Na direcao expansora, como temos uma aplicacao expansora
consideraremos a norma L' ou uma norma de Sobolev adequada.

Seja SM(X) o conjunto das medidas de Borel com sinal em ¥. Dada p € SM(X)
denotamos " e pu~ suas partes positivas e negativas (1 = put — 7).

Denote por AB o conjunto das medidas com sinal € SM(X) tal que suas medidas
marginais com sinal associadas uf = 7*u® sdo absolutamente continuas com respeito a

medida de Lebesgue m em S, ou seja

AB={pe SM(X),min" <meriu~ <m} (11.2)
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onde 7, : X — S! é a projecdo definida por 7(z,y) = x e 7 é a aplicacdo push-forward
associada.

Vamos considerar uma medida positiva finita ;1 € AB no espaco X folheado por folhas
contrativas F* = {v}es: tal que v, = 7, !(I). O teorema da desintegracdo de Rokhlin
descreve uma desintegracdo ({14}, fte = ¢»m) por uma familia {4}, de probabilidades nas

folhas estaveis e uma densidade marginal n3o negativa ¢, : S' — R com ||¢,|/1 = pu(X).

Observacdo 11. A desintegracdo da medida ;1 é a ji,-Gnica familia mensuravel ({s,}., ¢2)

tal que, para todo conjunto mensuravel £ C X satisfaz

p(E) = [ 1m(E 0 7)dia(7) (113)

Definicdo 11.1. Seja 7, : v — D? a restricio m,|,, onde m, : X — D? é a projecdo
definida por m,(z,y) =y e v € F*°. Dada uma medida positiva ;1 € AB e sua decomposi¢do
ao longo das folhas estaveis F*, ({fty}, fte = ¢m1) (onde m; é a medida de Lebesgue em
S1), definimos a restricdo de ;1 em v como a medida positiva |, em D? (ndo na folha ~)

definida, para todo conjunto mensuravel A C D? como

pily(A) = 75 (da (7)) (A)

Para uma medida com sinal dada 1 € AB e sua desintegracdo p = p™ — p~, definimos a
restricdo de 1 em y por

ply = w0l =y (11.4)

Definicdo 11.2. Seja £ C AB definida por

£ = {ue AB; [ W) dmi(7) < oo} (11.5)
e definimos uma norma em £, || - |[«;» : £ — R por
Il = [ WR( s Y () (11.6)

A notacdo usada é similar a da norma L' usual.

Depois, de modo similar sera definida uma norma || - |[y-1.1 que funcionara como uma norma

de Sobolev.
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11.1 OPERADOR DE TRANSFERENCIA ASSOCIADO A F

Definimos o operador de transferéncia associado a F', no capitulo . E existe uma boa
caracterizacdo do operador de transferéncia no nosso caso, que funciona de forma parecida

com um operador de transferéncia unidimensional.

Lema 11.1. Para toda probabilidade p € AB desintegrada por ({/},, ¢,), a desintegracdo
({(Fypt)y}ys (Fipr)z) do push-forward Fyu satisfaz a seguinte relagdo

P - X ) ayT— 11.
(Fap)y =2, Pr( ¢x Z\detDT| -~ ) () hre .

onde Pr(¢,)(y) # 0. Por outro lado, se Pr(¢,)(y) = 0, entdo v, é a medida de Lebesgue em

v (a expressdo o Ty )XTi(pi)(y)F*qulm é entedida por zero fora de T;(P;) para

|dtDT\
todoi—1,...,q.)

Demonstracdo. Da Proposicao a unicidade da desintegracdo segue de verificar a seguinte

relacdo
Fop(E) = [ v(B07)Pe(@,)dma ()

para . mensurdvel. Para isto, vamos definir os conjuntos By = {y € S1; T (y) =0}, By =
{7 € Bi; Pr(¢2)(7) = 0} e By = (B1 U By)”.

Podemos facilmente deduzir as seguinte relacdes:

1. BNB; =0eT(B)NT YB;) = 0 para todos 1 < 4,5 < 3 tais que i # j e
i Bi=U, T(B;) = 5%

2. my(T~Y(By)) = ¢y (T~1(By)) = 0.



108

Fazendo a mudanca de varidvel v = T;() e pela definicdo de v, (11.7]), temos

[ (B 03 Pe(@) ()dma(7) dezﬁdewﬂ ()X () Pati

q
o1, X Fopia
;/Tz P;)NB3 |detDT| () TPy (7) Hr=1(y)
q

-3 /P oy G Ots (F7 (B (9)
= [, s (B))dma(5)
/U oy P (B)) b ()

[ 1 (7 (B)do,m (8)

= u(F(E)

= F,u(E)

]

Dai para cada p € £, F,p pode ser decomposta como F,u = F.(u") — F.(u™), entdo

usando o lema anterior em F,(u") e F.(u™), segue:

Proposicdo 11.1. Para uma folha v € F* dada, defina a aplicagdo F, : D?* — D? por

1
Fv—ﬂ'yOFHOﬂ'

para todo 1 € L' e para quase todo v € S! temos

e acre) !
(Prp)|y = (T T ) para quase todo vy € S (11.9)
i=1 i i

11.2 PROPRIEDADES GERAIS DAS NORMAS TIPO L!

Observacdo 12. Se F' é uma contragdo fraca (F': X — X), onde X é um espaco métrico,

para toda medida boreliana com sinal p, temos

|1 Prpllw < [ pllw

Além disso, como F' é uma contracdo, se |g|o < 1 e Lip(g) < 1 o mesmo vale para go F'.

Entao
[ 9dPetu)| = [ 9o Fau| < lullw

Tomando a norma do sup sobre |g|s < 1 e Lip(g) < 1 terminamos a prova da desigualdade.
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Observacdo 13 (A norma fraca é contraida fracamente por Pr). Se u € L', temos

[ Prpllca < [l pl]err (11.10)

Demonstracdo. Vamos considerar, para todo 7,a mudanca de varidvel v = T;(«). Da observa-

¢do (13| e da equagdo ([11.9)), temos

| Prpaere = / |\<PFM>| lwdimi (7)

- / M\T

(v))\

S [ 1Foctlallwama(a)

Z [, el ()

= /S lalallwdm (@)

= lullr

A

dmy ()

Il
< T M" ||

11.2.1 Convergéncia para o equilibrio

Agora provaremos que F' em algum sentido tem convergéncia exponencial para o equilibrio.

Proposicdo 11.2. Para toda medida com sinal u € £!, temos

| Fip

ar < allpllar + (a+ Dl[oxl (11.11)

Demonstracdo. Considere a medida com sinal u € L' e sua restricdo a folha 7, pl, =

W;,y(gbx (7):“'7)-

Faca
i| o *
Foly = Ty yhy

Se 11 é uma medida positiva entdo 7|, é uma probabilidade em D?. Além disso p|, = ¢ (7).
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Deste comentério acima e pela express3o ([11.9)), temos

| Fuptl|er < zq:/ F*T;l(ﬂ/)uj|Ti’1('y)¢I<T;_l(,7)) B F*Tifl('y)MT|Ti*1(»y)¢i(n_l(’7)) dm,
A= 7o T5(3) 771 T3 (3) o
< Zq:/ F*Tifl(y)ﬂj’Tgl(y)@F(Ti_l(7)) B F*Tifl(y)Mj|T;1(y)¢;(Ti_l(’Y)) dml( :
i/ T;| o T (%) Tl o T () W !
n i/ F*Ti—l(,y)uj‘Ti—l(,y)¢;(7-;_1(7)) _ F*Ti—l(,y)ﬂi”]“i—l(ﬁ/)¢;(Tz_l(’}/)) dml( )
i=1 75" T;| o T (%) T;| o T (7) W !
=5L+1
onde
I = zq:/ F*Tgl(y)lﬁj|T;1(A,)¢$(TZI(W)) B F*Tifl(y)ﬂjbfl(y)(/ﬁ;(Tzﬂ@)) driy)
i=1 75" |T;| o T () |T;] o T} (7) W ’
e
I — i/ F*Tgl(»y)ﬂj|T;1(~y)¢; (T () B F*Tfl(y)ﬂikr’;l(y)ﬁb;(Ti_l(V)) dma)
i=1 75" T;| o T=} (%) T; 1o T (%) - !

Vamos estimar I; e I5.

Usando o Lema [10.1| e fazendo mudanca de variaveis, temos

|92
77

q
h:?}él

=)

= [ 165 = o7 () ()
= l64l1s

ﬂquFhﬂMM

T

Fop®ls| 165 — 62 1(8)dma (8)

o Ty (7)dmay ()
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E também peIo lema [10.1, temos

— ¢z | ~1
N |T;1<7))HW T o Ti~ (v)dma(v)

F.g (u 1) F\Ti-l(ﬂ)\\was;(ﬂ)dml(ﬂ)

I, =

)_l

<a / Bl = Bl || 65 (B)dma (8)

<af [al wcb;(ﬁ)—F\Ti—l(wﬁ;(ﬁ)\dmlw)

< a [ 110007 (8) = Bl 2 (8)| dma (8)
/ 1l 8 (8) = B L2y 65 (B)| dina (8)

0, (8) = 65 (8)) ] dma(8)
+a /gl Hu*lT;wmm = L4657 (8] dma )

< allgelh + ol

Somando as estimativas obtidas, temos

[Eopllar < aflpllaar + (a+ D[ox]l

O
Iterando a relacdo acima, obtemos o seguinte corolario.
Corolario 11.1.
[ Pppllsr < o™||plf<r + @l o1,
1
onde & = + Oé.
11—«
Vamos considerar o conjunto de medidas com média zero.
V={pecluX)=0} (11.12)

Como iy = ¢p,my (¢, = ¢F — @) temos [ ¢,dm; = 0. Do coroldrio acima, segue a

convergéncia exponencial para o equilibrio com respeito as normas L' e W1!

Proposicao 11.3 (Convergéncia exponencial para o equilibrio). Existem Dy € Re 0 < 5 < 1

tais que, para toda medida com sinal i € )V, temos

[Prpllar < Daft (il + Nl 9allwrr)

para todo n > 1.
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Provaremos a existéncia de uma medida invariante 1 € £! para o sistema solenoidal.

Observacdo 14. E possivel provar que esta medida deve ser uma medida fisica, cuja a bacia

tem volume total.
Proposicdo 11.4. Existe uma dnica u € L' tal que Py = p.

Demonstracdo. A aplicacdo base T" é expansora e tem uma U(nica medida absolutamente
continua. Denotaremos ela por .. Considere a medida v = ¢, x m (a medida que tem
¢, como medida marginal e m é a medida de Lebesgue nas folhas estaveis) e a sequéncia
v, = Ppv. Pela proposicdo |V — Uml|«m < Dof3} € 1, é uma sequéncia de Cauchy.
Podemos tomar uma subsequéncia v, tal que para quase toda folha v, 1, |, é uma sequéncia
de Cauchy para a norma ||-||. Da observacdo[9]tal sequéncia deve ter como limite uma medida
positiva. Isto define uma medida limite i que é invariante. A desintegracéo de ||v, || vem do
fato de ||y, | |lw < sup ¢, e dai é uma sequéncia limitada e ||v,, | ||w converge pontualmente

para ||v,||w. A Gnicidade segue de maneira imediata da proposi¢do [11.3] O

11.3 NORMA FORTE E DESIGUALDADE DE LASOTA-YORKE

Daremos um exemplo de um espaco forte que satisfaz um tipo de desigualdade de Lasota-
Yorke quando temos medidas positivas.

Dada . € £! denotamos por ¢, sua densidade marginal. Consideremos o seguinte espaco

de medidas
“ppbie — € LY gy € WV, lim, o, [|1t)y, — ptlyy [lw = 0 e para quase toda i,
D<M7%) = lim SUP~5 v, % W < 00

Definicao 11.3. Consideremos a norma

el = lplerr + [ 1D,y

Essa norma funcionard como norma forte no caso do solenoide. Além disso, a seguinde

desigualdade do tipo Lasote-Yorke pode ser provada.

Proposicdo 11.5. Seja F' uma aplicacdo solenoidal, entdo Pp“W1l" C “IWWh!" e existem

A <1, B> 0 tais que Vi € “Wh!" tal que u > 0.

[Pepllwrar < Mallpllowrar + [[0,111) + Bllullar-
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Demonstracdo. Primeiramente, note que para ;1 € AB, temos ¢, = %.
Dai,
dPrp dp
PPew) =~ F ( T FOu
Logo,

L c uwl,ln = QSM c Wl,l
= Pro, € Wt (Como a aplicacio é C? e usando )

= ¢pp, € W )pela relacio acima)

Temos também que lim., -, ||£t]5, — ]+, lw = 0. Vamos estimar

P — (P
7, Y1)l = [ limsup m
D P U 1 ( F/J’)"‘/l ( F:“)"YQ d
Y2—71 72 - 'Yl W
Pela relacao [11.9] temos
q FT—l ,u‘ —1
T (NPT () 1
(Ppp)|, =  E——— para quase toda y € S™. (11.13)
X T ()

Entao

F -1 F -1 -1
||D(PF,u 71 ||1 <Z/hmsup ! ( i (VI)MTZ' ) i (72)M|Ti G

)
7 — - / — dm(')/l)
|T; o T, ()] |77 o T; ' (7)) )Hw

Y21 —
1 1 F* —1 -1 - F* -1 M-
< Z / lim sup i) ‘Ti ,(%) - T (2) |T¢ (SEDR| I .
i1’ e Y2 M T o T, ()] o
1 1
+ [ limsup ——— ||F, ( . ~ )H dm
2= Y2 — M T |T; o T; 1(%)| 1T/ o T, !
1 F* —1 M| - - F* -1 :u| —1
— 1 limsup ‘ T o7 ) T, ()T (32) dm
Ti o T ()] 2o Y2 —mn W

1 1 1
+/ F lim sup ( T = >dm
VEurr bl llw imsup 2 | i 5]~ 0 1 )]

)

Logo
q 1 F;< _71 /J,| .,1 — F* .71 ILL| .71
I D(Prps 1)l < Z ——————limsup ‘ T ()P () T () T (42) i
sz o T‘z (71)’ Y2—71 Yo — M1 w
+ % lim sup o (71):“’:5—1(72) _ F*Tfl(”/z)“‘Ti—l(w) dm
|T’L © Tz (’Yl) 2" Yo — M1 W

1 1 1
—i—/ F 1 lim sup ( ; — - — — )dm
1oyt lw msup 2 oot ™ e T (o)

=1+11+1I]



Vamos estimar o primeiro somatoério

1 1
I = Z/,—limsup
i=1

F*Ti_l ('YZ)’U ’ T—L'_l (72)

F*Ti_l('Yl)ﬂ|Ti_1('Yl) o
T, o T, ()] e

Pelo Lema [10.1] temos || Fipillw < ol pellw + p(D?), entdo

Pl () = Pl )
Y2 — "

1
——————— limsup
T, o T, (71)] e {

w
il (D)
+ T, (n)

Y2 — M1

Hlgs (D)

dm
w

Iremos logo calcular

lg=1 30y (D?) = il () (D)
Y2—N

lim sup
Y2—M

Y2

T (6T by (D) = T (S0(T
= lim sup |— o

Y271

-—MN

} dm

(92) g ) (D?)

TN

Y271

6:(T; (72)) (W;l(vz),y’uTil("ﬂ)> (D?) = 6.(T; () ( )Mo )) (D?)
= lim sup .

71— M

Lembre que 7., /i, € uma probabilidade em D?, segue que

(T — ¢ (T ,
lim sup ¢2(17 " (12)) — ¢:(T; (71))‘ (T ().
Y2—71 Y2— N
e
1 —1 — 71! |1 — |-t
L lhmsup i (2) =T (n) lim sup o ‘21 (1) |T11 (12)
T, o T; " (1)] | ve—m Yo — N V2= T () =T () llw
T () — T;7° 1114,y (D?) = il 1y (D
+ lim sup —* (72) () lim sup ’TZ (7_)1( ) |EF1 (W)( ) dv
Y271 Yo—MN Y27 T; ('72)_Ti (/71)
Lo T (e) T (y -
<> smptimsnp T =IO) [ ap (7 ) 4 166,(3 (ulaT o)
-1 M 2o Y2— N I;

Entdo somando as contribuicdes de todos ramos 7T e intervalos [,

T () = T;7
I < sup lim sup — (02) =T

(71) -1 ’
o||D(p, T; +
up limsup ——=—5— |af| D, T, (1)l + 11

1
< e [P0 T Ol + ]

114
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Agora, olhando o segundo somatério

For bl = Farrt oy bl ()

1
171 < /,—7hmsup dm
; I |TZ oT; 1(’71) Y271 T2 — N w
T () =T : 1
< sup limsup — () =T, (%>Z/,1
iy Y2 Y2 — N i I‘TioTz’ (71”
Fo o yitlp=1py — Fop1 ]
lim sup T, () Til(w) _:fi ()T (72) d
Y21 T (e =17 () W
T () = T
< sup lim sup i (72) i (71)
Ly 20 T2—N
F o1 =10y — Fop—10, 1l -1
S [ timsup | LT ) G ) | gy
7T o T (e =T () W
< e 199 )
~inf [TV || Oz || pl-
no ultimo passo foi usado que 1 > 0. Por fim,
1< 5 [ Vgl s It =L (] L) dmon
< 1 -1 im sup — - m(~y
= oo e I e S = I e T )~ T e T )l
< IT"||
< T gDl
Somando, obtemos
1 oG
P, 1< CppLL ! — 11.14
IPendss < e (el + b+ | 52) ) 1129

/1

) il

(1170

E iterando, obtemos:
Corolario 11.2. Existem B > 0, A < 1 tais que
[ Pppllswrar < Nl + [[8)11) + Bl

Com essa desigualdade temos uma limitacdo regular uniforme com essa norma forte para

a iteracao de medidas positivas.
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APENDICE A - LEIS DOS GRANDES NUMEROS

Este apéndice serve como uma preparacdo para o estudo do capitulo [§, que é sobre o
teorema central do limite, aqui lembraremos resultados fundamentais de média de sequéncia
de variaveis aleatérias: as leis dos grandes nimeros, tanto a forte quanto a graca.

Para um estudo sobre probabilidade, além dos resultados apresentados nesse trabalho, pode

ser usado o livro (JAMES| 2010]) da cole¢do projeto Euclides.

A.1 CONVERGENCIA DE VARIAVEIS ALEATOTIAS

Primeiramente iremos relembrar as diferentes maneiras que uma sequéncia de variaveis
aleatétias podem convergir. Seja Y,, uma sequéncia de variaveis aleatérias reais e Y um variavel

aleatédrias simples, para a qual queremos que a sequéncia Y,, convirja.

A.1.1 Convergéncia quase certa

A nocdo mais forte para convergéncia é a convergéncia "quase certa": Denotamos por
Y, 255 Y se
PY,—Y)=1 (A.1)

Se €2 é um espaco de probabilidade no qual as variaveis aleatérias estdo definidas e v é uma

probabilidade que define P, entdo a condicao acima pode ser reescrita como

{w e QY,(w) > Y(w)} =1 (A.2)

A.1.2 Convergéncia em Probabilidades

A notacao "mais fraca" de convergéncia é a de convergéncia "em probabilidade": Denota-

mos por Y,, =Y se
P(|Y,, — Y| >¢) — 0 para algum ¢ > 0. (A.3)
Em termos de () e v, esta condicdo é

v{w e Q [Va(w) = Y(w)| = e} =0 (A.4)
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O teorema de Egorov garante que a convergéncia quase certa implica na convergéncia em

probabilidae, mas nao vale a reciproca.

A.1.3 Convergéncia em Distribuicoes

Outro nocdo que também é fraca de convergéncia é a de convergéncia "em distribuicGes":
Escrevemos Y, —4+ Y se, escrevendo F),, F : R — [0,1], F(t) =PlY, <t]e F(t) =P]Y <
t] para funcdes distribuicdo acumulada de Y,, e Y, temos que F},(t) — F(t) em todo t para
o qual F(t) é continua.

Convergéncia em probabilidades impica convergéncia em distribuicGes, maso contrario nao

é valido, note que falha se Y ndo é g.c. constante.

A.2 LEI FRACA DOS GRANDES NUMEROS

Dada uma sequéncia de variaveis aleatérias reais X,,, considere a soma

Entdo %Sn € a média das n primeiras observacoes.

Suponha que a sequéncia X, seja independente e identicamente distribuida (11D) e que X,
seja integravel, ou seja, E(|X,,|) < oo. Entdo em particular a média u = E(X,,) é finita. A lei
fraca dos grandes nimeros diz que %Sn converge em probabilidade para uma funcdo constante
. Ja que a distribuicao aqui é limitada, basta provar a convergéncia em distribuicoes. Isto
nos leva a uma demonstracao da lei fraca dos grandes nimeros ja conhecida, usando funcoes
caracteristicas.

Se uma variavel aleatéria Y é absolutamente continua, isto é, se ela tem uma densidade
f, entdo suas funcdes caracteristicas ¢y € a transformada de Fourier de f. Mais geralmente,
a funcdo caracteristica de Y é

py(t) =E(e") (A-5)

As funcoes caracteristicas estao relacionadas com a convergéncia em distribuicdes pelo Teo-

rema da continuidade de Lév, que diz que Y, — se, e somente se, vy, (t) — py(t) para

1 o teorema diz outras coisas além do fato destacado.
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todo t € R. Em particular, para provar a lei fraca dos grandes nimeros é suficiente mostrar
que as funcdes caracteristicas de %Sn convergem pontualmente para a funcdo eitn.

Com efeito, seja ¢ a funcao caracteristica de X,,, e veja que toda X,, tem a mesma funcao
caracteristica ja que sdo identicamente distribuidas. Sendo ,, a funcdo caracteristica de %Sn,

entao

n(t) = B(en )
do fato das variaveis X,, serem independentes, segue que

t

onlt) = I B(eF) = o ()] (A5)

Pelo teorema de Taylor e da linearidade da esperanca, para t =~ 0 temos que
o(t) = E(e") = E(1 +itX;) + o(t?)) = 1 + itu + oft),

junto com (|A.6)) segue que

it AN :
on(t) = <1 + 24, ()> — et
n n

completando a prova.

A.3 LEI FORTE DOS GRANDES NUMEROS E TEOREMA ERGODICO

A lei forte dos grandes niimeros garante n3o somente a convergéncia de %Sn para . em
probabilidade, mas também a converge quase certamente. Isto leva um pouco mais de trabalho
para demonstrar. Nao faremos a demonstracdo aqui, iremos observar que que a lei forte dos
grandes nimeros pode ser vista como um caso particular do teorema ergddico de Birkhoff[2.6]

Iremos enunciar aqui uma versao mais relevante no nosso caso.

Teorema A.1. Seja (X, F, ;1) um espaco de probabilidade e T : X — X uma transformacio
mensuravel. Suponha que u seja invariante por T' e ergddica. Entdo para qualquer ¢ € L!,

temos
1
551)90(:6) — / wdp

para p-q.t.p z € X, onde S,p(x) = p(x) + p(Tx) + - + o(T" 1x).

Observacao 15. E possivel encontrar uma discussao sobre a lei fraca e forte dos grandes

nimeros, e uma demonstracdo diferente no blog do Terence Tao.


https://terrytao.wordpress.com/2008/06/18/the-strong-law-of-large-numbers/
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