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RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentarmos estimativas para o decaimento em L? de todas

as derivadas para as solucdes fracas das equacdes de Navier-Stokes, seguindo as linhas de

2

o'

(GUTERRES et al., [2022). De forma mais precisa, partindo de condi¢des iniciais dadas em L
buscamos estimar o decaimento (para tempo grande) das solucdes na norma H™(R?), para
cada m > 0 inteiro. Para isso, aplicamos para as equacdes de Navier-Stokes os resultados
gerais originalmente para uma classe de EDP’s parabdlicas obtidos em (GUTERRES et al., [2022).
Neste caso, apresentamos uma prova mais simples dos resultados. Ao longo desse trabalho,
assumimos sempre a hipétese do fluido ser incompressivel. Além do mais, ao longo do texto
demonstramos alguns resultados auxiliares de interesse como: ferramentas de analise, resultados
sobre o comportamento assintético para a equacdo do calor e desigualdades do tipo Sobolev.
Em particular, mostramos a desigualdade do tipo Sobolev desenvolvida em (SILVA; ZINGANO;

ZINGANO, 2019).

Palavras-chaves: problema de Leray; taxas de decaimento; desigualdades de Sobolev; equacdes

de Navier-Stokes.



ABSTRACT

The objective of this work is to present estimates for the decay in L? of the all derivatives
for the weak solutions of the Navier-Stokes equations, following the lines of (GUTERRES et al.|
2022)). More precisely, starting from initial conditions given in L2, we seek to estimate the decay
(for long time) of the solutions in the norm H™(RR3) , for each integer m > 0. For this, we
apply to the Navier-Stokes equations the general results originally for a class of parabolic EDP’s
obtained in (GUTERRES et al, 2022)). In this case, we present a simpler proof of the results.
Throughout this work, we have always assumed the fluid to be incompressible. Furthermore,
throughout the text we proof some auxiliary results of interest such as: analysis tools, results
on the asymptotic behavior for the heat equation and Sobolev-type inequalities. In particular,

we show the Sobolev-type inequality developed in (SILVA; ZINGANO; ZINGANO), 2019).

Keywords: Leray's problem; decay rates; Sobolev inequalities; Navier-Stokes equations.



LISTA DE SIMBOLOS

u(z,t) = (ur(z,t), us(x, t), ..., uy(x, t));

Vu(z,t) =>" | Diu;(x,t)é; denota o gradiente espacial de u(z,t);
V-u(z,t) =", Diu;(x,t) denota o divergente espacial de u(z,t);
LP(R™) denota o espaco das fun¢des u € LP(R"), com V - u = 0;

| - lp@ny, com 1 < p < oo, denota a norma tradicional do espago de Lebesgue;
LP(R™) = {u: u é mensuravel e ||ul|» < co};

o)Ly = {500 Joo [, P dar} 7

| Du(a, )| oreny = {3721 g [Djusl, )P dar} '/,

HDmu($>t)HLP(R") = {ZZjl,...,jmzl Jrn ‘Djl"'Djmui(:E? t)P dx}l/pQ

Se p = 00, temos a definicdo do chamado supremo essencial de u(z, t);
Ju(, )| @y = max [Ju;(-, ) || Lo @ny : 1 < 0 <y

[ Du(-, t)[| Lo @y = max | Dju(-, ) || ooy : 1 <, j < s

| D™u(:, t) || poemry = max || Dy, ...Dj, i (- 1) || poomny : 1 <4, J1, ooy i < 10
ey = i [€11F2 €, para todo s > 0;

D™ fl|z2 = || || ym, para todo m > 0 inteiro.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, encontramos estimativas de decaimento superiores e inferiores para as
derivadas das solucdes das equacdes de Navier-Stokes. Aqui, aplicamos os resultados obtidos em
(GUTERRES et al., 2022) para as equacdes de Navier-Stokes. Deste modo, mostramos algumas
propriedades assintéticas (para tempo grande) para solucdes fracas globais de Leray-Hopf das

equacOes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis no espaco tridimensional

u;+ (u-Viu+Vp=vAu+f, t > 0;

Veou=0,t>0; (1.1)

u(-,0) = ug € LE(RY),

com v > 0 constante (de viscosidade), f uma funcdo correspondente as forcas externas, e
L2(R?) corresponde ao espaco das funcdes u = (uy, uz, uz) € L*(R?) tais que V -u =0, ou
seja, o fluido nesse caso é incompressivel. Aqui, trabalhamos com casos onde as forcas externas
f n3o sdo consideradas.

Seja uma EDP evolutiva
u, = F(x,t,u, Du, D*u, ..., D™u) (1.2)

com solucdes globais definidas em L? para todo t > 0. Dizemos que a EDP dada em ([L.2)

satisfaz a Propriedade de Leray quando
Ju(-,1)||7 — 0 aot — oo,

Quando a EDP em for a equacdo de Navier-Stokes chamaremos de Problema de Leray.

As equacdes advindas da Dindmica dos Fluidos (ou mesmo de outros modelos fisicos) sdo
estudadas de forma ampla durante os dias atuais. Com isso, compreender o comportamento
qualitativo de suas solucGes é o primeiro passo para compreender o fendomeno descrito por
tais modelos. Em 1934, Leray mostrou em seu famoso artigo (LERAY, [1934) a existéncia de

solucdes fracas globais para as equacdes de Navier-Stokes u(-,t) € L2(R?) que satisfazem

u(-,t) € L=([0,00), LA(R?)) N L*([0, 00), H'(R?))
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e sdo fracamente continuas em L*(R?), com ||u(-,¢) — ug||z2(rsy — 0 quando ¢ — 0. Leray

ainda mostrou que vale a desigualdade de energia

t
Ju(, )1 72@s) + 2”/0 [Du(-, 7)[|72gsy dT < ||uol|72gs)

para todo t > 0. Além disso, em sua construcdo, Leray em (LERAY, |1934) mostrou que
sempre existe um t, > 0 suficientemente grande que depende da condicao inicial ug tal que se

u € C°(R? x [t,,00)), e, para cada inteiro m > 1, vale
u(-,t) € L>=([t., T}, H"(R?)),

para cada t, < T < oo, isto &, u(-,t) € L2 ([t., 00), H™(R?)).

Recentemente, foi mostrado no artigo (ALBRITTON; BRUE; COLOMBO, 2022) que tais
solucdes (na presenca de certas forcas externas) ndo sdo Gnicas. O problema continua em
aberto para o caso sem termo forcante. A existéncia global de solucdes classicas € um problema
em aberto, isso torna a compreensao tedrica dessas solucGes incompleta. Além do mais, tal
problema pertence ao quadro de problemas do milénio, atribuido pelo Clay Mathematics
Institute.

Em (LERAY, 1934), Leray deixou na dltima pégina a seguinte nota:

J'ignore si W (t)] tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment.

Em outras palavras, Leray deixou em aberto se é valido ou ndo que
tli)lgloHu("t)HLQ(R3) = 0. (13)

Apenas em 1984, ou seja, cinquenta anos depois, o problema foi resolvido, e positivamente,
por Kato (KATO, |1984) e no mesmo ano por Masuda (MASUDA, 1984) posteriormente. Além
do mais, a abordagem de Masuda se aplica a dominios mais gerais. Para maiores detalhes
sobre as técnicas envolvidas nos dois trabalhos citados anteriormente, recomenda-se a revisao
(BRANDOLESE; SCHONBEK|, 2018]).

Partindo disso, Maria Schonbek (SCHONBEK, 1986]) mostrou que para dados exclusivamente
em L2 o decaimento para tempo grande sem uma taxa uniforme é o melhor esperado. Além
disso, Schonbek (SCHONBEK, 1985) mostrou que ao considerar dados iniciais em L'n Lg,

obtém-se um decaimento algébrico da ordem de O(t™1).

L W (t) é definido em (LERAY} 1934) como quadrado da norma L? da soluco u das equacdes de Navier-Stokes.
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O método conhecido como Fourier Splitting (FS), usado em (SCHONBEK, |1985), foi
desenvolvido primeiramente em (SCHONBEK, |1980) para se obter taxas algébricas de decaimento
para leis de conservacdo parabdlicas. O método Fourier Splitting se aplica a uma grande classe
de sistemas difusivos. Assim, existem diversas aplicacoes de Fourier Splitting para se estimar
o comportamento das derivadas de ordem mais alta (Problema de Leray em H™), veja os
trabalhos (SCHONBEK|, 1995)) e (SCHONBEK; WIEGNER, |1996)).

Um outro trabalho, devido a C. Niche e M. E. Schonbek em (NICHE; SCHONBEK, 2015)),
refina e estende mais ainda os resultados para as derivadas. Neste trabalho, importantes
contribuicdes foram dadas, onde os autores estenderam e refinaram a técnica conhecida como
Decay Character. Esta teoria é fundamental para garantir que algumas hipéteses feitas aqui
s3o ndo vazias, pois garante estimativas superiores e inferiores para a norma L? (inclusive para
a norma H™) das solucBes, dependendo da condicdo inicial (veja a hipétese do Teorema 4.11,
por exemplo).

Nesta dissertacdo, mostramos que as solucdes de Leray para as equacOes de Navier-Stokes
decaem com certas taxas no espaco de Sobolev homogéneo H™. Mostramos estimativas

superiores para esse tipo de solucao, que nos dizem que

[uC, Ol grmgay = D™ (- 8) | 2@s) < Cont ™%, para todo m > 1 inteiro,
assim como estimativas inferiores

[uC Ol grmgay = D™ (- ) || L2@s) > Cmt~® 7, para todo m > 1 inteiro.

Em ambos os casos temos certas hipdteses acerca da solucdo de Leray u(-,t). Para chegarmos
nesses resultados, trilhamos um caminho que se iniciou no Capitulo 2, onde mostramos algumas
propriedades importantes sobre a transformada de Fourier em L2. O resultado mais impactante
nessa parte inicial foi o Teorema de Plancherel.

No Capitulo 3, obtemos com a equacdo do calor homogénea, onde a partir de propriedades
assintoticas e alguns resultados preliminares, mostramos o problema de Leray. Antes de chegar
no problema de Leray, mostramos também a igualdade de energia. Além disso, chegamos a
demonstrar as estimativas superiores e inferiores para a solucdo de Leray para a equacdo do
calor.

No Capitulo 4, obtemos os principais resultados desta dissertacdo. Onde as técnicas

utilizadas na demonstracdo desses resultados encontram-se em (KREISS et al., 2003)). Neste
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capitulo, obtemos com as equacbes de Navier-Stokes. Inicialmente, mostramos resultados
sobre a regularidade das soluces para a equacao de Navier-Stokes a partir de um tempo
t,. suficientemente grande. Depois disso, obtemos a igualdade de energia, o problema de
Leray para as equacdes de Navier-Stokes, entre outros resultados. Para mostrarmos alguns
desses resultados, tivemos o auxilio de desigualdades do tipo Sobolev obtidas no artigo (SILVA;
ZINGANO; ZINGANO, [2019). Com isso, finalmente, chegamos nas estimativas que queriamos

demonstrar. Assim como, também mostramos algumas estimativas reversas.



14

2 RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 TRANSFORMADA DE FOURIER EM L?
2.1.1 Definicao e Propriedades

O estudo das transformadas de Fourier tem suma importancia na demonstracao dos resul-
tados presentes neste trabalho, especificamente a transformada de Fourier em L2. Inicialmente,

vamos definir a transformada de Fourier em L!.

Definicdo 2.1. (Transformada de Fourier em L') Sejam u € L*(R"™) e i = y/—1, definimos a

transformada de Fourier de u por

1 )
u(y) = / e "u(x)dr, y e R".

(2m)% Jr
Definimos também a transformada de Fourier inversa de u por

1

u(y) = 72/ eu(x)dr, y € R™
(2m)z Jrn

Uma observacdo é que como |e@¥| =1 e u € L*(R"), as integrais convergem para cada
y € R™
Adiante vamos extender tal definicio para funcdes u € L*(R™). Para tanto, veremos o

teorema de Plancherel, que é um importante resultado acerca da transformada de Fourier.

Teorema 2.1. (Plancherel) Seja u € L'(R™) N L*(R"). Ent3o 4,1 € L*(R") e

12l L2y = Nill L2 emy = [l L2 em) (2.1)

Demonstracdo. Primeiramente, note que se v,w € L'(R™) temos que 9,% € L>(R"). Dali,

L v@yi)de = [ @)y, (22)

com a expressao igual
1

n
272

/n /n e”(z)w(y)dzdy.

Além disso, temos que é valida a seguinte identidade (mostraremos posteriormente)

n

/ eiwy—tlﬂf\?dx = <7tr)2 e_Lyf (t > 0).
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Consequentemente, se € > 0 e v (x) =€

(2.3)

Logo, de (2.2)) temos que para cada € > 0

/n u?(y)efe‘ypdy — (26)%

I
|

Agora tome u € L'(R") N L*(R") e seja v(z)

LY(R™) N C(R™) e temos que

w = (2m)
Porém,
1 4 _

o ivy( _ -

1) = Gz [, ¢ A = ()
e entdo W = (27)2|a%.

Como w é continua, temos
imln/ w(z)e S dr = (27) 3w (0).
e—0 (26)5 n

Como b = (27)2|a|? > 0 deduzimos para € — 0% em (2.3) que @ é somavel, com

[, #(w)dy = 2m)3w(0)

Logo,
/ |€L|2dx:/ u(m)v(—x)dx:/ lu|?dz.
n n Rn
Portanto,
12 L2 @ny = Nluell L2 geny -
0

Para 1, basta usar um argumento analogo.

Definicdo 2.2. (Transformada de Fourier em L?) Da igualdade (2.1]) podemos definir a
S

transformada de Fourier de uma funcio u € L?*(R"). Considere uma sequéncia {u}5°,

LY(R™) N L*(R™) com
up — u em L*(R™).
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Pelo Teorema de Plancherel,

N ~ —_—
|y, — ujHL2(]Rn) = Huk - uj‘ L2Rn) lex — ujHLQ(R”) ’

entdo {i;}72, é uma sequéncia de Cauchy em L?(R"). Consequentemente, essa sequéncia

converge, definimos que convirja para u, dai
Gy — @ em L*(R™)

A definicdo de @ ndo depende da escolha da sequéncia aproximada {1;}72,. Similarmente

define-se 1.

Adiante, veremos um resultado que traz algumas propriedades da transformada de Fourier

em L?(R").
Teorema 2.2. Sejam u,v € L*(R"), Entdo
1. [fonuvde = [g. G0dy.
2. Dou = (iy)™Q, para cada multiindexado o tal que D*u € L2(R™).

3. (u*v) = (27)200.

Demonstracdo. (1) Sejam u,v € L?*(R") e a € C. Dai
[+ avl| p2gny = (|12 + a0 2 gn)
logo,
Ll + favf? + @av) +u(@@)de = [ (|af + @] + a(av) + a(as))dy.
entao, pelo teorema de Plancherel
/n(a&v + auv)dr = /n(aﬁ@ + aiid)dy.

Tomando a = 1,7 na equacdo acima, concluimos que

/ u@dx:/ tody.
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(2) Suponha que u € C'™ e também suponha que u tem suporte compacto, logo

ﬁwmz(;ﬂ
(~1)
2n)?

/ e” ™ D(z)dx

= = /n D (e ™) u(x)dx

w3

().

>

—~

1)

Por aproximacao, segue que essa igualdade é valida

(2; /n e~ (iy)*u(x)dx

para D%u € L*(R").

(3) Temos, para u,v € L*(R™) N L*(R") e y € R", que

(xv)(y) = i /n e_my/n w(2)v(x — 2)dzdz
= /n eTiEte=2)y /n u(z)v(x — z)dzdx

(2r)3

= (2;)2 /n e~ u(2) </]R” e T2y (g — z)dz) dz

= /Rn e Vu(2)dz - d(y)
= @mia(y)o(y).

(4) Fixe z € R", € > 0 e defina

Logo,

1 )
oly) = [ ey

(2m)%

1 —|z—z|2
= 7716 4e

(26

Y

essa igualdade segue dos argumentos usados na demonstracao do teorema de Plancherel. De

(2.2)), deduzimos para u € L*(R™) N L?*(R") que

[ sipie-iia

1 —|o—z|
207 /Rnu(x)e i dz.

Pelo Teorema da Diferenciacio de Lebesgue a expressio da direita converge para (27)2u(z)

quando € — 07, para cada ponto de Lebesgue de w.

Portanto,
1

(2m)2

o [ aly)e ™y = u(z).
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2.1.2 Solucao Fundamental para a Equacao do Calor

Considere o problema de valor inicial para a equacdo do calor

u = Au em R" x (0,4+00);

(2.4)
u=g em R"x {t=0}.
Para auxiliar na solucdo do problema (2.4]), vamos precisar do seguinte resultado:
Lema 2.3. E vélido que
n + 5 |2
/ eizy—tyl? dy = H/ > el —tly|? dy, = (W) 2 e%.
" |—=17—° t
Demonstracdo. Sejam a,b € R, com b > 0, dai, tome z = big — Qb%z com 2 = —1. Logo,
2
temos )
S e b
/ L / e dz,
—00 b2 Q
em que 2 denota o contorno {Im(z) = —221} no plano complexo. Transformando () na reta
2
real, temos que
o0 1
/ e dz = / e dy = 72.
Q —00
Logo,
1
0o o2 5
/ L e (W> °
o b
Portanto, segue que
, ) nooptoo 2 T\3 ==
/ ety —tlyl dy = H/ ety —tlyil dy, = <) et
R"” =17/~ t
O]

Agora, vamos resolver o problema (2.4)) usando a transformada de Fourier em L?. Para

tanto, note 4 sendo a transformada de Fourier de u. Logo

O+ |y|*a =0 para t > 0;
=g para t=0,

A~ _ 2
onde & = et g,
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Consequentemente, u = (e‘t‘y|2§)v, e, portanto

em que F'=e~

tly*

gxF
(2m)%

u =

Logo, para t = v/—1 e pelo Lema , temos que

Por ([2.5)), obtemos

comx € R", t> 0.

F

(e—tly\zy

1 .
5 /n ezry—t\yIQdy

1 - H/+OO eiﬂczyl—t|yz|2dyl
2m)2 2y oo

1 (w)z —|4:c|2
n - € t
(2m)z \t
1

3

—~

(2.5)
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3 ESTIMATIVAS PARA SOLUCOES DA EQUACAO DO CALOR

3.1 PRELIMINARES E PROPRIEDADES ASSINTOTICAS PARA A EQUACAO DO CALOR

Vamos estudar neste capitulo a equacao do calor, tal equacdo é dada por
u = Au. (3.1)

Aqui neste capitulo, estamos interessados no caso em que f = 0, ou seja, no caso em que
a equagdo do calor é homogénea. O caso com f # 0 (ndo-homogéneo) ndo serd analisado
nesse trabalho.

A equacao esta sujeita a condicdes inicias e, em alguns casos, também condicoes de
fronteira. Temos, em , quet > 0ex €2, com 2 C R"” aberto. Além do mais, temos
também que u : Q x [0,00) — R, u(x,t) = u, e A é o Laplaciano com respeito a variavel

espacial z = (1, 9, 3, ..., x,,) tal que

Por fim, temos, também, que a funcdo f (termo forcante) é uma funcdo dada da forma
f:Qx[0,00) = R.

Considere o problema de valor inicial (problema de Cauchy) para a equacdo do calor
homogénea

w = Au, em R™ x (0,00);

u=yg, em R"x {t=0}.
Sabemos que a solucdo fundamental da equacdo do calor é da forma

a2
a 1)%6%, para x € R, t>0;
Yz, t) ="

0, para € R" t<O.

Logo, temos que a funcdo (x,t) — 1 (x,t) é solucdo da equacdo do calor fora da singularidade
em (0,0). Assim, temos que (x,t) — ¥ (xz — y,t), para cada y € R" fixo, é solu¢cdo. Portanto,

a convolucao

u@t) = [ (e —y,090)dy (32)
- (47rlt)3 /ne_z47y2g(y)dy7 com z€R" ¢t>0 (33)
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também é uma solucdo da equacao do calor.
Teorema 3.1. Sejam g € C'(R"™) N L>*°(R™) e defina u por (3.2)). Entdo
u€ CP(R" x (0,00)) e ux,t) = Au(z,t),

comz e R” t>0.

~ I S L . > :
Demonstracdo. Temos que a funcao t—ﬂe 2t € infinitamente diferencidvel com derivadas de
2
todas as ordens uniformemente limitadas em R™ x [0, 00) para cada § > 0, dai, segue que
u € C®(R™ x (0,00)).

Mais ainda, temos

we,t) = Aule,t) = [ (W= A)(a—y.0)g(v)dy

= 0.
Logo,
u(z,t) = Au(x,t), com x€R™ t>0.
A igualdade anterior é vélida, pois v é solucao da equacdo do calor. ]

Considere um outro problema de valor inicial envolvendo a equacao do calor

u(z,t) = vAu(z,t), x€R* t>0 e vr>0
(3.4)
u(-,t) = ug, com wug € L*(R").

Assim como no caso anterior, temos um resultado com respeito a suavidade da solucao u desse

problema.
Teorema 3.2. Seja ug € L*(R"). Entdo u € C®(R" x (0,00)).

Demonstracdo. O argumento para demonstrar esse resultado é analogo ao argumento usado

na demonstracdo do teorema anterior. Observe que, nesse caso ([3.4)), a solucdo fundamental é

dada por
u(z, t) = 171/ e_lﬁ;fy‘2 uo(y)dy.
’ (4mvt)2 Jrn
Dai, como U/;)QLGW é uma funcao infinitamente diferencidvel com as derivadas de todas

as ordens uniformemente limitadas em (R™ X [d, 00)) para cada 6 > 0, assim como no Teorema

B.1
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Portanto, segue que u € C*°(R" x (0, 00)).

]

Agora, veremos mais alguns resultados com respeito a solucdo u(z,t) do problema ([3.4)),
que corresponde a um problema de Cauchy para a equacdo do calor com condic3o inicial

em L?(R").
Proposicdo 3.3. Seja u(-,t) solucdo de (3.4). Entdo vale a identidade de energia

t
Ju(, ) |72 ny + QV/t IVu(-, T2 dr = [l to) |22 @,
0
para 0 <ty < t.

Demonstracdo. Note que o problema ({3.4) estd definido em todo o R™. Para auxiliar na
demonstracao dessa igualdade, considere a funcao de corte

_ 2 _ 2

e 0/ 14|z —e 5\/1+R7 se ‘:U] <R

YR =
0, se |z| >R,

para d, R > 0.

Dafi, multiplicando 2uigr na equacéo do calor dada em ([3.4)), temos
2uupr = 2vuAurg,

0
observe que 2uu; = —(uz) ao integrarmos de ty at e em R". Logo, pelo Teorema Fundamental

ot

do Calculo e Teorema de Fubini, temos que

t
/ u(-, 1) Yrde = 2u/ / uAupg dr dr + u(-,to)*Yr da.
lz|<R to J|z|<R

|z|<R
Integrando por partes o primeiro termo do lado direito da igualdade anterior e usando o fato

de que 1 se anula em |z| = R, temos

t
/ u(-, t)*2hg do + 21// / |Vu(-, 7)[*r dz dr =
|z|<R to J|z|<R

_/t: /|$<R <V¢R,VU(',7')2> dx dr + u<'7t0)2¢R dx.

lz|<R

Usando integracdo por partes novamente, temos

/M w(e )2 dz + 20 /tt /w|<R V(- 7)o de dr = (3.5)
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/t: /|w<R Apgu(,7)" dudr = /t: /|z|=R <va’ Ix%> u(-,7)* do(x) dr
+ u(-,to) g da.

lz|<R

Logo,

2 t ) t A ,
/|x<Ru("t) Vrdo+ 2 /to /IJ:I<R [Vl ) ¥r de dr = /to /|x<R Yru(-,7)" dv dr

5// o~ OVIFR? V2 dz d o) 2p da.
+ - 1—|—R2 xdr + u(+,to)*Yr dx

|z|<R

Queremos fazer R — oo. Porém, precisamos analisar se o termo de fronteira ird divergir.
Para tanto, note que ug € L*(R") implica que u(-,t) € L*(R"). De fato, basta observar

que [Ju(-,8)]|22 < |Jugl|?2 (isso vale pois a solucdo u(-,t) é decrescente na norma L?). Logo,

¢
/ / u? dx dr < 0.
to n

Assim, usando coordenadas polares e pelo Teorema de Fubini, temos

t t roo
/ / wdrdr = / / / u?do(z) dr dr
to JR™ to JO |z|=r
oot
= / / / u? do(x) dr dr < oo.
0 to J|z|=r

t
lim inf [/ / u? do () dT‘| = 0.
r—00 to |CL":T

Dai, existe subsequéncia Ry tal que

Jim l /tt /|sz u? do(z) dT] —0. (3.6)

Deste modo,

Como,

5// VIR [T 2 do(x) d <5// ) dod 3.7
to J]z|=R 1+R2 olx)dr to Jlz|= R oar (3.7)

Logo, fazendo Rj, — oo em ([3.5)), pelo Teorema da Convergéncia Dominada no primeiro e no

dltimo termo de ((3.5)), usando (3.6]) e ([3.7)) no termo de fronteira de (3.5)) e usando o Teorema

da Convergéncia Monétona nos termos restantes de ([3.5)), temos

t
LoV de 2w [ VIR 7)) dedr =
n tO n

t
/ Ae™V 1+‘$|2)u(~,7')2 dx dr + e 0V 1+|“”|2u(-,t0)2 dx
to JRn

Rn
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Como,

[uP A(e V)| < gu?,

sem perda de generalidade, suponha que 0 < 6 < 1. Dai, fazendo 6 — 0, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada no termo que contém o laplaciano na igualdade acima e usando o

Teorema da Convergéncia Monétona nos demais termos, obtemos que
t
(-, )72 (ny + 2V/t IV, 7)1 22nydm = ([, to) 172 gy
0
O

Corolério 3.4. Seja u(-,t) solucdo do problema (3.4)). Entdo ||u(-,t)||12(rn) é decrescente em

relacdo ao tempo t.

Demonstracdo. Suponha 0 < t; < 3 e u(-,t) solu¢do da equacdo do calor em ({3.4). Logo,

pela identidade de energia (Proposicido [3.3]), temos

t2
(-, t2) |72 @y + 2V/t IVu(, 7)1 Z2@nydr = (-, t2)[| 72 gy
1

Dai, como 2v fttf

IVu(-, 7)1 72@ndT > 0, segue que
lu( t2) [ Z2ny < Nl t) | Z2ggny-

Logo,
u(-s t) |l 2ny < llul:, t1)]|2@n).-

Portanto, [|u(-,?)||2(rn) é decrescente em relagdo ao tempo.

Proposicdo 3.5. Seja u(-,t) solugdo do problema (3.4). Ent3o vale a identidade

(t— tO)HDu<'>t)”%Q(Rn) + 2v /t:(T - to)HDzu('a T)H%Q(R”) dr = /t: HDU<'>T)H2L2(]RW) dr,
para todo t > t.
Demonstracdo. Seja ¢ € C*(R"™) uma func3o de corte tal que

1, se |z|] <1;
p(x) ={ d(z), se 1<|z|<2;

0, se |z|>2,
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em que ¢ : R™ — R™ é uma funcio qualquer de classe C2. Defina

goR:g0<|Z|>, para R > 0.

Derivando a equacdo do calor no problema (3.4 em relacdo a x; e multiplicando por 2(t —

to)rD;u, temos
2(t — to)prDiu(D;u) = 2v(t — to)prDiuA(D;u).
Integrando em [ty,t] x R™, temos

/ / 7 — to)pr(Dsu)? dex—/ / 2u(1 — to)prDiuA(D;u) dr dz.
|z|<2R |z|<2R

Integrando por partes o lado esquerdo da expressdo anterior, temos que

( or(Diu(z,t))? da:—QV/H / T — to)prDiuA(D;u) dr dx
z|<2R

t — to
|z|<2R
t
—l—/ or(Diu(x,7))*dr d.
|z|<2R Jto
Integrando por partes em R"™ no primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos
(t — to)/ or(Diu(x,t))* dx = —/ (Vor, V(Du)?) dr
|z|<2R |z|<2R

—2V/| | ©r|V(Du)|?* dz + QV/ orD;uV (D;u) do(x)
T|<2R

z|=2R
¢
+/ ng(Diu(:B,T))z dr dzx.
‘I|<2R to

Novamente integrando por partes em R"™ no primeiro termo do lado direito, temos

(t—to) [ or(Diu(z, 1) dz + 2v / or|V (D)2 de = (3.8)

|z|<2R |z|<2R

[, o S D) de /x|:2R<wR, ) (D) do(a)
t
+/ ng(Diu(:B,T))2 dr dzx.
‘I|<2R to

Note que Vg = 0, para todo |z| > 2R. Temos que, em particular, pr € C*, daf

sl=op = 1 =0.
VSORM |=2R = @ llfznmvsﬂz%

Logo, a equacdo ({3.8) fica

(t — to) or(Diu(a, 1)) da + 2v / or|V(Du)|? dz = (3.9)

|z|<2R |z|<2R
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t
/ Apr(Dsu)? dx—i—/ or(Dyu(x,7))*dr dz.
|z|<2R |z|<2R Jto
Como ¢ € C?, o laplaciano de ¢ atinge o maximo em |z| < 2R. Assim,
2o M 2
|Apr(Diu)?| < ﬁ|Dlu| , em |z| <2R.
Onde M > 0 é o maximo de Ay. Pela Proposicdo (3.3), temos
/ |Dyu)? dz < oo.
]Rn

Deste modo, quando R — oo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada no primeiro termo do
lado direito de ([3.9)), usando a Proposicdo no primeiro termo do lado esquerdo e dltimo do

lado direito e o Teorema da Convergéncia Monétona no termo restante, segue que

t t
(t = )| DU, )y + 20 | (7 =)D, )y d7 = [ DU ) sy
0 0
[l

O resultado seguinte tem uma demonstracdo que segue argumentos parecidos com os
argumentos utilizados na demonstracdo da Proposicdo [3.5] Entretanto, por questdo de simpli-
cidade, vamos omitir as funces de corte usadas para justificar as integracGes por partes na

demonstracao.

Corolario 3.6. Seja u(-,t) solucdo do problema (3.4)). Entdo vale a identidade
HDU('at)H%Z(Rn) +2v /t: HD2U('7T>H%2(R")dT = ||DU(’>750)H%2(R7L),

parat > ty.

Demonstracdo. Considere a equacdo do calor dada no problema ([3.4)). Inicialmente, derivando
a equacdo ([3.4)), e aplicando o operador 2D;u na equacdo do calor, ou seja, derivando a

equacdo do calor e multiplicando por 2, temos
2D uD;u; = 2vD;uD; Au.

Note que 2D;uD;u; = %(Dﬂﬂ), e integrando de ty a t e em R"”, e também pelo Teorema de

Fubini, temos que

t t
/ / Q(Diu(x, ) drdx = 21// DyuD;Audx dr.
R™ Jtg at to JR”
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Integrando por partes o termo do lado direito da igualdade anterior, temos

/ (Dyu(x, 1)?) dr dz = —zy/ / S (D, Dju)? dx dr.
o i at "

Por fim, pelo Teorema Fundamental do Calculo, segue que

/n D;(u(z,t)?) dw — /Rn<DiU($7t0)2) dr = —2v /t:/" il(Diju)2 dx dr.

Logo,
t
I Du(-, )72 gny — 1Du(, o) || 72gny = _2”/t 1D%u(-, 7) |72 @ny dr-
0
Portanto, segue o resultado
t
I Du(-, t)[|72gny + ZV/t D% (-, 7) 72y dT = [|Dul-, o) 2@n).
0
O

Corolario 3.7. Seja u(-,t) solucdo do problema (3.4). Entdo || Du(-,t)|/,2&n» € decrescente

em relacdo ao tempo t.

Demonstracdo. Seja 0 < t; <ty e u(-,t) solugcdo da equacdo do calor homogénea ({3.4). Dai,

temos, pela identidade de energia para derivadas, que
2 e 2 2
||Du('7t2)||L2(R”) + 2’//1‘/ D U('>T)||L2(Rn)dT = ||Du('7tl)||L2(]Rn)a
1
Como 2v [/2 [|D*u(-, 7)||72gnydT > 0, segue que
[Du(, t2) T2 ny < 1DuC, 1) 172Gy,

Assim,

| Du(-, t2) || L2ny < | Dul-, 1) L2 mey.-

Portanto, || Du(-,t)||2(rn) é decrescente em relagdo ao tempo t.

]

Observacdo 3.8. De forma geral, vale que || D™u(-,t)|| 2(rn) é decrescente em relagdo ao
tempo ¢, para todo m > 0. Os casos para m = 0 e m = 1, mostramos no Corolario e no
Corolario [3.7] respectivamente. Para mostrar os demais casos, basta aplicarmos um argumento

analogo ao usado nos corolarios anteriores.
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Os préximos resultados nos dizem que as solucdes da equacdes decaem ao longo do tempo.
Mais do que isso, mostraremos que as solucdes decaem arbitrariamente lenta ao longo do

tempo ¢.

Teorema 3.9. Seja u(x,t) solucdo do problema (3.4)), entdo
tli)I?c.) ||’u('7 t)HLZ(Rn) - O

Demonstracdo. Seja u a transformada de Fourier definida da seguinte forma

W) = g [ e u(E) de,

(2m)2 Jr

com ¢ = +/—1.
Aplicando a tranformada de Fourier em ([3.4)), temos que

(&) = —[¢Pag 1)
(&, 0) = to(8)-

Resolvendo o problema acima, temos
i€, t) = e iy (&),

Pelo teorema de Plancherel, temos que |[u(x,t)|[72gny = |4(€, 1)]172(gny- Dai,

e, gy = (e
= [l pdg
JR™
= [ P ag() 2 de.
RTL

Pelo lema (de medida), dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

€

., Vo€ de < 5

—2[¢)t<1

Note que e para todo ¢ > 0. Note, também, que dado € > 0, existe t; > 0 tal que

1

2 U 2 " 252
= i (el

€

de modo que para todo t > t;, temos

e 2 |ug| 2@y <

DO ™
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Logo, dado € > 0, existe 6 > 0 e ty > 0 tal que para todo t > t;, temos

L™ Ma©Pas = [ e ag@)Pd+ [ e M a6 d
R™ l¢l<s |

=6

< [t TP e+ [ fao() de

|£]>6
€ 725%/ N 2
Sy d
she [l de
€
2

IN

+ - =€

Portanto, pelo teorema de Plancherel, segue que
i (- 1) 12(an) = 0.
O

Proposicao 3.10. Seja T' > 0 suficientemente grande e dado 0 < A\ < 1, entdo existe

ug € L*(R™), com |Jug|| r2rny = 1 tal que
||U(Z', T)”LQ(RTL) Z A
Demonstracao. Construiremos tal funcao por Transformada de Fourier. Defina

c(ron), &l <

o (§) =
0, [£] >,
9 n
em que ¢(r,n) = " , com w,, = ;7{)3 , com I" sendo a funcdo Gamma de Euler. Ent3o,
™y, n
2

aplicando o teorema de Plancherel, temos

lule, Dlfa@sy = 186 T2
= [ e ay() de
€1<r

> e[ Jao(©)dg > X
lgl<r

pois fixado 0 < A < 1, existe r > 0 tal que e=""7 > ).

Portanto, existe uy € L*(R"), com ||ugl| 2=y = 1 de modo que

||U(ZL’, T)HLQ(Rn) > A
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Teorema 3.11. Seja u(-,t) solucdo do problema ([3.4)), entdo vale que
tligétf HD U(', t>HL2(Rn) =0.

Ou seja,

Jimn ¢ [, )l ey =

para todo m > 0 inteiro, onde H™ corresponde ao espaco de Sobolev homogéneo.

Demonstracdo. Pelo Teorema [3.9, temos que dado e > 0, existe ¢, > 0 tal que
Ju(, )l 2wy <€,

para todo t > to. Logo, pela identidade de energia (Proposicdo [3.3)), temos

2

t €
[ 1D D)l ageoy dr < 5 (3.10)
0

Pela Proposicao (3.5, obtemos que

t—to

(t = )| Dule, ) ey =

Dai,

[\

t €
tIDu(-, )| 22ny < (t — to) 2’

Note que ﬁ < 2, para t > 2t,, assim
t”DU(,t)“%Z(Rn) < 62.

Logo,
2] Du(-, 1) | 2en) < e
Portanto, o resultado vale para m = 1.
Agora, por (3.10)) e Proposicdo (3.5 temos
t 2
0

€
| 7= t)ID2u, )y b < 5

Logo, ainda pela Proposicdo [3.5, temos

[\

t—to
t

€

2
) ID2 () ey < -

(¢ = )| Dl ) ey = 12
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Deste modo,

P10 s < () S
®) >\t —t,/) 2

Como (ﬁ)Q <2 parat > \/§t0, segue que
1 D%ul-, )2y < €.
Logo,
t||D2u(-,t)||L2(Rn) < €.
Portanto, o resultado é vélido para m = 2.
Repetindo o argumento m vezes de forma analoga, concluimos que o resultado é valido
para todo m > 1. Para m = 0, o resultado segue pelo Teorema [3.9]
Portanto,
lim ¢%(| D™ (-, )] gy = Him £ (-, 6) s gany = 0.

para todo m > 0 inteiro.

Teorema 3.12. Seja u(-,t) solucdo do problema
uy =vAu, u e R", t >0, v>0;
u(-,0) = up € L*(R") N L*(R").
Ent3o existe constante C' > 0 tal que
lu( )l r2ny < C(E+1)77,
para todo n > 1 inteiro.

Demonstracdo. Primeiramente, vamos mostrar que o resultado é valido para n = 3. Para tanto,

usando o teorema de Plancherel e pela identidade de energia, temos

d _
a6 Ollz2es)) < —vIVal€, Ol za@s = —V/R3 €7 a(g, o) de.

1

Seja S5(t) = {€ € R3: || < r(t)}, em que r(t) = (V(ti1))§’ entdo

d,. . . "
U D) = —v [ [Pt P de—v [ lePlate o) de

< v [ Pl o de
3

i1 Jsiwe (&, )| de,
3
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pois —[¢> < — 25 se £ € S3(t)¢. Dai, como R® = S5(t)“ U Ss(t), temos

d .
GIG(E D) < 7 [ a6 O s+ 5 [ jate. o ds.

Deste modo,

d 3
G AED ) + N Dy < g [ Jal€. P

t+1

Multiplicando a desigualdade anterior pelo fator integrante (¢ + 1), temos que

d
(t+ 1)3£(|lﬁ(57t)||%2@@3>) +3(t + 1)?[[a(€, )l|7o sy < 3¢+ 1)2/3 © la(g, t)]* dé.

3(t
Assim,
d 3014 2 2 N 2
1+ (60 ] < 30417 [ e )P de. (311)
S3(t)
Além disso, temos que

la(e,t)* < Ol (3.12)

para todo & € S3(t) \ {0} e para todo ¢t > 0. Pelas desigualdades ([3.11]) e (3.12)), obtemos

d
Gl D IRE Dl o] <306 17 [ el

Calculando a integral [, |€]72 d¢ por coordenadas esféricas, concluimos que

1+ (e D3] < Ot 4+ 1)r(1)"

Logo,

L1+ D E D] < O+ 1200+ 1)E.

Assim,
d
dt

I\J\b—l

A+ 1P )| Zams)] < CE+1)2.

Integrando com relacao a ¢ e novamente pelo teorema de Plancherel, segue que
. 3

(t+ 1)°[lu, )l To@s) < O+ 1)

Logo,

_3
lu( )l @s) < CE+1)72.

Deste modo,

_3
u(-, )l z2@sy) < C(t+1)7 1.
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Portanto, o resultado vale para n = 3.
Agora, vamos verificar que é valido para n = 4. Novamente pelo teorema de Plancherel e

pela identidade de energia, temos que
d .. 2 N 2 204 2
SE O aqen) < —VIVu(E OBy = —v [ [61a(, 0 de.

Considere Sy(t) = {£ € R*: [£] < r(t)}, em que r(t) = (V(til))i, entdo

d, . . N .
U Dg) = —v [ lePlaEnPde—v [ lellate nf* e
S v [ PR P de

4
i o e lE D
uma vez que —|¢[* < — 5 se & € Sy(t)°. Logo, como R* = Sy(t)“ U Sy(t), temos que
GUAE D am) <~ [ lal€ O de+ o [ jate o de
dt PNARDS = t+1
Assim,
d N 2 < - 4 2
] e LIGD] Rl NGRS
Multiplicando a desigualdade anterior pelo fator integrante (¢ + 1)*, obtemos

d
(t+ 1)4@(||ﬂ(€,t)|!%2m4)) A+ 1P, 1) L2 ey < A+ 1)3/5 " ja(€, ¢)]* de.

4

Assim,

d . : N
S+ 1€ D] < 4+ 1 [ (€ nlde. (3.13)
Sa(t)
Pelas desigualdades (3.12) e (3.13)), temos

d
Gl DR D] < 40+ 1 [ el

Calculando a integral f54(t) |€]72 d€, temos

C(ljt[(t + 1) H (67@”%2@@)] < C(t + 1)37,@)4'

Assim,

1+ DA Ol < O+ 1Pt +1)

Logo,

CZW + DA, )] < C(E+1).
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Integrando com relacao a ¢ e pelo teorema de Plancherel, segue que
(t+ 1)4Hu(-,t)HQL2(R4) < O(t+1)%
Assim,
lu(, )l Z2@ey < Ct+1)72

Deste modo,

Hu(~,t)HL2(R4) < C(Zf + 1)75.

Logo, o resultado é valido para n = 4.
Finalmente, vamos fazer a demonstracdo do caso geral. Pelo teorema de Plancherel e pela

identidade de energia, temos

d —

E D Ea) < VI Tu(E D] Fagen
_ 21 2
= v [ lePlate, ol de.

Considere S,,(t) ={£{ € R": |¢| < r(t)}, em que r(t) = ( sy ) daf

d
D Ewn) = —v [ (Pl o de—v [ 1Pl 1) de
2| 2
S G

n ~
S _m c |U(£7t)’2 dga
pois —|¢]* < — %, se & € S(t)¢. Logo,
d
U6 Do) + g N Dy < g [ 186 1P e (3.14)

Agora, note que u € L. De fato, pois pela transformada de Fourier da equacdo do calor,

temos
A 2 A
Uy = _V|§| Uu,
Logo,

a(E,t) = e VP,

Dafi, como |e”|f‘2t\ < 1, para todo t > 0, temos

[a(&,t)] < o] < ||t Loo(mny < +00.
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Assim,

[2(E, )] oo rm) < 00

Deste modo, voltando para ([3.14)), temos que

d
@Umﬁimﬁwn%+—4%W@thRn -Cer(t)"

t+1 >—t+1

Multiplicando a desigualdade anterior por (¢ + 1)", temos
n d ~ 2 n—1||5 2 n—1 n
(¢ +1)" 2 (1a(€ )l z2@ny) + 0t + )" )22 @ny < n(t+1)"7 - C ()"

Deste modo,

(16, D) < C (1174 1)

Logo,
d

prACRR LIS Dl72@m) <C-(E+1)2 7"

Integrando com relacdo a t e pelo teorema de Plancherel, obtemos
(t+ 1)nHU(‘7t)H%2(Rn) <C(t+1)z.
Deste modo,
(-, )72 @m < CE+1)72.

Logo,
u(-, )| p2@ny < C(t+1)71.

Logo, o resultado é valido para todo n > 1 inteiro.

3.2 ESTIMATIVAS SUPERIORES

Visto os resultados sobre as condicGes para as soludes da equacao do calor com condicao
inicial em L?(R™), podemos iniciar o estudo acerca das estimativas superiores (upper bounds)
para as derivadas da solucdo de tal equacdo. Enfatizando que aqui, neste trabalho, sempre
estamos trabalhando com a equac3do do calor homogénea, ou seja, com o termo forcante f

nulo (f =0).
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Relembrando o problema da equacdo do calor homogénea

uy = vAu

(3.15)
u(-,0) = ug € LA(R"),

onde u = u(x,t), comx € R" t >0ev > 0.

Além disso, u € C°(R™ x (0,00)) e u(-,t) € C°((0,00), H™(R")), para todo m > 0.
Teorema 3.13. Seja u(-,t) solucdo do problema tal que
[u( )l r2@ny < CE,
para todo t > Ty, com C, Ty, o > 0. Entdo
D™ u(, )| 2ny < Crp™ 58772,
para todo t > T,,, e para todom > 1, com C,, > 0.

Demonstracdo. Seja v > 2a. Multiplicando a equac¢&o do calor em ([3.15) por 2(t — t9)"u

temos
2(t — to) uuy = 2v(t — to) uAu.
Dai,
) t)?
(t— tO)VW(gt’)) = 2u(t — to) ulu.

Integrando em R™ x (g, t), temos que

/"/to T —1o)" 8 .7)° )dex—Qy/ /S(T_tO)WUAUdex'

Fazendo integracdo por partes, usando o Teorema de Fubini e Teorema Fundamental do Calculo

na equacao anterior, temos

t t
(t - t0)7||u('a7f)||%2(w) + 2’//t (7 —to)[| Duf(-, T)H%Q(R") dr < V/t (7 —t0)" ™ Hu(:, T)H%Q(R") dr
0 0

t
< C [ (r—ty) > dr,

to

pois, por hipdtese, [[u(-, )| r2@n) < Ct™°. Logo, temos que

t ~
(t — to)|u(-, 1) |72@ny + QV/t (1 = to) |1 Du(-, 7)|72rny dT < Ci(t — )27,
0
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C
y—2a"

em que C; = Dai, temos

t ~
/ (1 —to) || Duf, 7‘)||%2(Rn) dr < O™t —ty)7 2. (3.16)

to
Agora, derivando a equacdo do calor em ([3.15]) em relacdo a z; e multiplicando o resultado

por 2(t — o) ™ Dyu(z,t), temos
2(t — to)" ' DyuDyuy = 2uv(t — t0)7+1DluDZAu.

Logo,

(t — to)"*“(i(Dl(u(a:, t)?) = 2u(t — to)" " DiuD, Au.

Integrando em R™ x (g, t), usando integracdo por partes e o teorema de Fubini, obtemos

(t = o) IDu(, Oy + 20 [ (7 = o) D 7Ry dr < (3.17)

t
to
<G+ [ (7=t Dul,7) e d
Dai,
(t = 10 HIDuC Oy < (4 1) [ (7= o) 1Dl )y
Logo, voltando para ([3.16]), temos

(t - t())’H—l”DU(', t)||%2(Rn) < é’ly_l(t - to)v—Qa‘

Assim,

[ Du(-, )| 2@y < ély_%t—oz—%'

Portanto, o resultado é vélido para m = 1.
Vamos verificar o resultado para m = 2. Para tanto, derivando a equacdo do calor em

(3.15)) com relacdo a z;, e x;, e multiplicando o resultado por 2(t — t)"*2D,, Dy, u(z,t), temos
2<t — to)ﬁ/+2DllD12uDll Dlzut = QI/(t — to)'H_lDllDlQuDll D12Au.

Dai,

Qaat(DllDl{2 (u(z, t)2)) =2u(t — tO)VHDllquAu.

(t —to)"*
Integrando em R™ x (tg,t), integrando por partes, usando o Teorema de Fubini e o Teorema
Fundamental do Calculo, temos
t
(t = to) 2| D%ul 1) 3agany + 20 [ (7 = to) 2 DV, 7) 3 d7 <

to
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t
< (1+2) [ (7 =) ID%(,7) 2y

to

Deste modo,

t
(t = to)" I D%u(:, |72 @n) < (7+2)/ (7 = to) 1D (e, T)[L2eny d-

Além disso, por (3.17)), temos que

t t
w [ (1 =t) D2l ) ey d7 < (1) [ (7 = 10) | DU ) B gay
0

to

Dai, pelo caso m = 1 e integrando o lado direito da desigualdade anterior, segue
t ~
|7 = o) D0 ) gy dr < Cov™2(t = 107

Logo,
(t —to)" 2| D%u(-, )| Foggny < Cov>(t — o).

Assim,

|1 D*u(-,t)|| 2y < Cov ™1t 71,

Portanto, o resultado é valido para m = 2.

Repetindo esse argumento m vezes, concluimos que
||DmU(', t)HLQ(]R") < CmV_7'[;_a_7’

para todo m > 1 inteiro, e ém > () constante.

]

Observacdo 3.14. O Teorema também é valido no caso em que a = 0. Note também
que, assumindo u(-,t) = o(t™®) quando t — oo, para algum a > 0, entdo temos que

| D™u(-,t)|| z2@ny) = o(t~*~2) para todo m > 1 inteiro.

3.3 ESTIMATIVAS INFERIORES

Seja a equacdo do calor homogénea

u = VAU

u(-,0) = up € L2(R"),
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com u = u(z,t), x € R", t > 0, v > 0 constante. Além disso, u € C*°(R" x (0,00) e

u(-,t) € C°((0,00), H™(R™)), para todo m > 0.
Teorema 3.15. Seja u(-,t) solucdo da equacdo do calor homogénea. Se
L lu(-, )| r2ny < Cot™®, para todo t > Ty, com Cy, Ty, o > 0 constantes;
2. ||u(-,t)|| z2@ny = cot™®, para todo t > ty, com cgy, to, o > 0 constantes.
Entdo || D™u(-,1)||r2@n) > c(m,v)t=>~™/2, para todo t > t,,, c(m,v) > 0.

Demonstracdo. Pela identidade de energia, pela segunda hipétese, tomando M > 1 a ser

escolhido e sendo t; = maxz{ty, To, 70}, temos que

t t —2a
s )1 Z2eny +2v /t/M DU, )32 amy dr = [[u(:, t/M)|F2am) > c(0,v)? (M) _

Dai, pela primeira hipdtese, temos

t t —2«
2/ Dule, 7|2 dr > ¢(0, 2() _ o2,
o [ D e dr 2 0,07 (1) - €

Logo,
t
2V/ I Du(-, 7)||72(gny dT > (0, 0)2 M2 — CFt 2.
t/M

Escolhendo M de modo que ¢(1,v)? = ¢(0,v)*M?** — C2 > 0, entdo
! 2 2,2
21// Du(-, 7 ay dT > (1, v)*t .
[ DU T e dr = c(1,0)
Agora, usando o fato de que ||Du(-,t)||z2 é decrescente em relagdo ao tempo, temos

t t
2 [ IDuC /3oy dm 2 20 [ IDu(e ) d 2 L)
Assim,

vt ||Du(-,t/M)||%z(Rn) > c(1,v)% 2.

Tomando s = t/M, concluimos que
‘|Du(.7t)|]%2(Rn) > o1, )22,

Deste modo,

[ Du(-, )|l 2@y > (1, y)t—a—l/Q'
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Portanto. o resultado vale para m = 1.

Para mostrarmos que é valido para m = 2, usaremos a seguinte identidade de energia
t
HDU('at)H%Q(R") +2v /t/M ||D2U('77)H%2(Rn) dr = ||DU('715/M)||%2(RTL)-

Tome M > 1 que sera escolhido posteriormente e considere ty = max{t,, 711, 7 }. Pelo o que

mostramos anteriormente (para m = 1), temos que

t
D, Dl +2v [

i 1D70C Dy i 2 (L)

Dai,
¢
2v // “DQU(UT)H%%W) dr > (C(LU)QMQQH _ 012)75—2&—1.
t/M

Escolha M tal que ¢(2,1)? = ¢(1,v)2M?*+t — C? > 0, logo
t
[ DR gy dr 2 2,
Como || D?u(-,t)||r2rny é decrescente em relagdo ao tempo, temos
t t
21//0 ID*u(-,t/M)||72@ny dr > 2v /t/M 1D2u(-, 7) Zaggny dr > (2, v)2727L,

Logo,
2v t [|D?u(-,t/M)||Za@ny > c(2,v)% 7271

Novamente tomando s = t/M, temos que
tHD2u(7 t) H%Q(R") > 6(27 y>2t72a71'

Assim,

I D?u(-, )| 72mny > c(2,v)%t20 72,

Deste modo,

”D2’U,(-, t)HLQ(R") > 6(27 V)tiail'

Portanto, o resultado é valido para m = 2.

Repetindo esse argumento m vezes, concluimos que é valido
HDmU(, t) HLQ(R") 2 c(m, I/)tiaim/z,

para todo m > 1 inteiro.
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4 ESTIMATIVAS PARA SOLUCOES DAS EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Estudaremos neste capitulo as equacdes de Navier Stokes. Tais equacdes sdo dadas por

u; + (u-Vju+ Vp = vAu;

V.u=0; (4.1)

u(-,0) = ug € LA(R"),

onde u = u(z,t), x € R*, comn =3, ¢t > 0 e v > 0 constante (de viscosidade). O ¢ na
condic3o inicial em L? ocorre por conta da condicdo de incompressibilidade V - u = 0, ou seja,

div(u) = 0. Além disso, aqui u(-,t) é uma solucdo de Leray, assim existe ¢, > 0 tal que
ue C®MR" x (t,,0)),

u(-,t) € CO((t,, 00), H™(R™)), ¥m >0,

mostraremos esse fato adiante. Em seu trabalho (LERAY, (1934), Leray demonstrou a existéncia
de solucBes fracas globais para as equacdes de Navier-Stokes em 3 dimensdes. Ademais, o
método de compacidade apresentado por Leray, serve de modelo para a construcao de solucoes
fracas globais para diversas EDP’s n3o-lineares. Leray chamou essas solucdes fracas de solucoes
turbulentas, agora conhecidas como solucdes de Leray ou solucdes de Leray-Hopf, reconhecendo

a contribuicdo de Hopf em dominios limitados em (HOPF, 1951)).

Definicdo 4.1. Sejam 7' > 0 e uy € L2(R?). Uma solucdo de Leray-Hopf em R? x (0,7)

com condicdo inicial ug e
u(-,t) € L°L2 N L2HX(R? x (0,T))
tais que

(i) Pertence a C,,([0, T]; L*(R?) e alcanca a condicio inicial u(-,0) = ug, ou seja, ||u(-, ) —

Ullzz > 0aot — 07,

(ii) E solucdo da equacdo (4.1)) no sentido das distribuices em R? x (0,T) para alguma

pressio p € L} (R3 x (0,T));
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(iii) Satisfaz a desigualdade de energia para todo ¢ € (0,7
t
Ju(, )1 72@s) + 2/0 [Du(-, s) 1222y ds < [[uol|72@s)-

Agora, vamos mostrar que, de fato, a solucdo de Leray u(-,t) é suave para tempo ¢
grande. Para tanto, serdo usados resultados obtidos por Leray em (LERAY, 1934)). Com isso,
a demonstracdo dos trés teoremas a seguir, podem ser encontradas em (LERAY, (1934)). Aqui,

considere || - || como || - || z2(rs)-
Teorema 4.1. Seja u(-,t) solugdo de Leray do problema (4.1). Entdo u(-,t) satisfaz
2 ! 2 2
luC- )2 +2 [ [1DuC, 7)1 dr < fuoll,
para todo t > 0.
Demonstracdo. Encontra-se em (LERAY, (1934). O

Teorema 4.2 (Solucdes fortes). Seja u(-,t) solucdo de Leray tal que uy € L2(R?*) N H'(R?).

Ent3o existe T > 0 tal que u(-,t) € C°([0,T], H:(R?)) e a solucdo de Leray é tinica em [0, T).
Demonstracdo. Pode ser encontrada em (LERAY| 1934). O

Teorema 4.3 (Suavidade de solucdes fortes). Seja u(-,t) solucdo de Leray tal que u(-,t) €
L>((to, t1), H*(R®)) para algum 0 < tq < t;. Entdo u € C®(R3 x (to,t1)) e u(-,t) €
C°((to,t1), H™(R?)) para cada m > 0.

Demonstracdo. Veja em (LERAY, 1934). O

Teorema 4.4 (Existéncia de solu¢des fortes globais para condicdo inicial pequena). Seja u(-, 1)
solucdo de Leray do problema (4.1)) de forma que existe ¢ > 0 tal que se uy € H}:(R?) satisfaz
|uo||2 || Duol|2 < €, existe apenas uma solucdo de Leray para o problema (&.1)) e tal solucio

satisfaz u(-,t) € C°(]0, 00), H'(R?)).

Demonstracdo. Dado uy € HX(R?) e seja T > 0 tal que u(-,t) € C°([0,T], H(R?)). Pelo
Teorema , u(-,t) é suave para 0 <t < T, dai podemos derivar a seguinte desigualdade de

energia para Du(-,t),

"t 4
IDuC, ) +2 [ 1D, )| dr < [|Duo? + K [ [luC )= Dul 7] | Du(-,7) | d.
(4.2)
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para todo 0 < ¢ < T, onde K = 41/3. Usando a estimativa elementar (surge a partir da

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev), temos
1 1
Ul ) | Dul[[| D?ul] < Jlull2 ]| Dul2 || D*ulf*.

Por (4.2)), obtemos

1DuC, B2 +2 [ D%, 7)|dr < |Dwl? + K [ F DG DlPdr (43)
1 1 1 1 1
onde F(7) = |ju(-,7)||z||Du(-,7)[|z. Além disso, se |lug||Z||Dugl|z < Wl isto é, F'(0) <

1
——, temos que
2v3 q
[DuC, Ol +a [ [D2(, ) dr < [ Duol, (4.4)
para todo 0 <t < T, onde o« =2 — KF(0) > 0.
De fato, temos que 2 — KF(t) > % para todo 0 < t < T, pois, caso contrario, existiria

to € (0,T) tal que 2— KF(ty) = - e2—KF(t) > % para todo 0 < t < to. Por (4.3)), temos

@
2
||Du(-,t)|| < ||Dugl|| para todo 0 <t < ¢,. Dai, em particular, F(ty) < F(0), e isso ndo pode
acontecer, uma vez que 2 — K F(ty) = %. Logo, temos 2 — K F'(t) > % paratodo 0 <t <T.

Por outro lado, por (4.3), vale ||[Du(-,t)|| < ||Dug|| para todo 0 < ¢ < T, assim temos
F(t) < F(0) para todo 0 <t < T. Deste modo, é vélido para cada t € [0, 7.

Em particular, temos u(-,¢) € HL(R?) satisfazendo |ju(-, T)||z||Du(-, T)||z < 2\1/§ dai
a solugdo u(-,t) pode ser estendida num intervalo maior [0,77] D [0,7], com u(-,t) €
C°([0,Ty], H:(R?)) satisfazendo para todo 0 < ¢t < Tj. Aplicando o mesmo ar-
gumento anterior, podemos estender a solu¢do u(-,t) para um intervalo ainda maior, di-
gamos [0,75] D [0,7}]. Repetindo esse argumento, concluimos que existe uma solu¢do
u(-,t) € C°[0,00), HL(R?)) que satisfaz para todo ¢ > 0.

Portanto, pelo Teorema e pelo Teorema [4.3] segue o resultado.

[]

Teorema 4.5 (Solucdes de Leray eventualmente suaves). Para alguma solucdo de Leray
do problema ([4.1)), existe t, > 0 tal que u(-,t) € C°((t.,0), H (R?)). (Mais ainda, Leray

mostrou que t, < K||up||* para alguma constante absoluta K > 0.)
Demonstragdo. Pelo Teorema [4.1] temos que ||Du(-,#)||* € L'(0, 00). Assim, segue que

lim inf | Du(-, )] = 0.
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De fato, pois, caso contrério, existiria constante M > 0 tal que [[Du||> > M implica

J52 | Dul|* ds — oo, o que contradiz o fato de que ||Du(-,t)||* € L*(0, c0).

Logo, tomando ¢, > 0 suficientemente grande tal que ||[Du(-,t.)|| < 2wl e usando o
Up
Teorema [4.4] segue o resultado.
[

Nosso objetivo neste capitulo é mostrar que podemos encontrar estimativas superiores e
estimativas inferiores para as normas H™ das solu¢Bes do problema (4.1)). Antes de partirmos
para os resultados principais, precisamos demonstrar que a hip6tese usada em alguns desses

teoremas é n3o-vazia. Para tanto, observe o teorema a seguir:
Teorema 4.6. Seja u(-,t) solucdo de Leray do problema

u+ (u-V)u+ Vp = vAu;

V-u=0; (4.5)

u(-,0) =uy € Ll(R3) N LQ(R3).
Entdo

_3
[u(- )] r2ms) < Ct73,
parat >t, e com C > 0 constante que depende das normas L' e L? de uy.

Demonstracdo. Reescrevendo a equacdo ({4.5) coordenada a coordenada e multiplicando 2u;,

temos
8U' 3 3

j=1 j=1

Integrando em R?, temos que

aui 3 3

Integrando por partes

d ) 3 3 )
7t s uy dr — /joz_:lQuiDjujui dx — 2/]1{3 Dyu;pdr = —2v /joz_:l(Djui) dx.

=0

Somando em 4, temos

d 2 > 2
%/st dx—Q/RS;Diuipdz——Qu/Rs |Vu|* dx.

———
=0
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Logo,

d
—/ |u\2dx = —2V/ |Vu|2 dx.
dt Jr3 R3

Aplicando o Teorema de Plancherel, obtemos

d . .
= | 1aldg = —2v [ ePlaf de.

Considere S(t) a bola de centro na origem e raio

3 72
t) = | — 4.6
r(t) = |5 (46)
Dai,
Ul Gapds = o [ jePlads —2v [ jePlafde
dt Jrs S(t) S(t)C
< -2 / *laf* d
< v [ lePlaP de
3 2
< - )= d
3 N 3 . 3 N
= S a3 jalPdg+ S [ jaPdg
t Js@)c t Js(t) t Js()
= 2 jalde+ 2 [ jafae
-t e t Jsw '
Logo,
d 9 3 3
S japd f/ A2d<—/ a2 de. 47
G Jo NP e+ [ lapde <2 [ jal* e (47)
Agora, vamos usar um estimativa que provaremos mais adiante
[a(€, )| < ClE[™, se £ € S(1). (4.8)

Assim, voltando para (4.7)) e usando (4.8), temos

d 9 3 3
— | dé + f/ | de < 7/ 2|¢72 de.

Dai,

d 9 3 C _
A2 d 7/ S12 e < / 2 J¢.
dt /R?» [ dg t Jr3 [ dg < t Js@) €17 de

Multiplicando pelo fator integrante ¢*, temos que

d
t3—/ al? d t2/ (]2 de < t2/ 2 €.
G Jo AP e 3 [ JaPag < of [ jede

Logo,
d .
o[ Japae <o [ jeae
dt R3 S(t)
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Usando coordenadas esféricas na integral do lado direito da desigualdade acima, temos
Ct? / €72 d€¢ < Cwot?r(t)?,
S(t)
onde wy é o volume da bola unitéria e 7(t) é definido por (4.6]). Assim,
i\ 3

d 32

— t3/ A2d} < Cuwyt? []

dt [ R3 [l de] < Cuo 2ut

< Cts.

Integrando no tempo ¢, temos

t3/3 a2 de < Ot
R

Dai,

Bla(E, ) < CFF.
Deste modo,

(&, £)][32as) < Ct2
Logo,

~ =3
Hu(é,t)HLz(RB) S Ct=.

Pelo Teorema de Plancherel, segue que
-3
||u('7t)||L2(R3) S Ct 4,

Vamos mostrar agora que a estimativa (4.8) é valida. De fato, aplicando a Transformada

de Fourier em (/4.5]), temos
at + |£‘2A - G(£7 t)? (49)

onde

G(& 1) = =F(u-Vu) = &F(p),

em que .Z é a Transformada de Fourier. Multiplicando o fator integrante el¢*t em (14.9),

obtemos

e€lta, 4 (g2t = elPtGog 1),

Logo,
d @ et _ et
dt[e a] = G, 1).
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Integrando com relacao ao tempo ¢
62ty — g 4 [ el
e u:uo—i—/ e TG, T) dT
0

Logo,
a6 0)] < K ao(e)] + [ PG lg 7] (4.10)

Assumindo a seguinte estimativa que mostraremos adiante

G(& )] < ClEl, (4.11)
e usando (4.10)) e (4.11)), obtemos
2 t 2
(&, D] < e i)+ C [ g dr (4.12)
0

Como ug € L, temos que sua Transformada de Fourier pertence a L>°, ou seja,
|do(§)] < C, (4.13)

para todo £ e para algum C' > 0. Dai, calculando a integral em (4.12)) e usando (4.13)), temos

A€, )| < Ce P 4 2(1 _ eIl

€l

Logo, como o raio de S(t) é uniformemente limitado em ¢, segue que
ja(é, )] < Clel

Assim, (4.8 é valido.
Finalmente, vamos mostrar (4.11)). Para tanto, vamos analisar cada termo de G(¢,t)

separadamente. Primeiro com o termo convectivo, integrando por partes e usando que V-u = 0,
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obtemos

F vl = | [ e D) do

i,7=1

= Z /n (D (uu;)) do

i,7=1

= ZZ/ §e” u]uldx
4,7=1

< 3 [ el da
i,7=1

< S [l dr
2,7=1

< [Ellu(z, )7

< [€lluollZ:

= Clg

Aqui, usamos que

i (-, £y (- ) || L1 ey < [l (-5 ) | z2ey 1 (- ) | L2my < [l uo]| 2 (gn)-

Logo, segue
[ Z((u-V)u)| < C¢]. (4.14)
Por outro lado, note que
n 82
Ap = — —(uu;).

Tomando a Transformada de Fourier da equacao anterior, temos

€17 (p) Z & F (witts).

1,7=1
Como .7 (u;u;) € L™, segue que
F(p) < C. (4.15)
De (4.14) e (4.15), concluimos que
G (&, 1) < ClE].

Assim, segue o resultado.
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4.1 ESTIMATIVAS SUPERIORES

Considere o problema ([4.1]). Nesta secdo o principal foco é mostrar que sendo u(-, ¢) solucdo
de (4.1)), caso |[u(-,t)||r2mn) < C(v)t™* com C,« > 0, entdo vale que
JuC, ) grmgny < Con()t™™/2 para todo m > 0 inteiro.
Equivalentemente, queremos mostrar que

| D™u(-,t)|| L2mny < Cm(y)t’a’mﬁ.

Para mostrarmos esse fato, precisamos mostrar alguns resultados preliminares. Como a
identidade de energia para as equacdes de Navier-Stokes (4.1)), algumas consequéncias, entre

outros resultados.

Proposicao 4.7 (ldentidade de Energia para as equacdes de Navier-Stokes). Seja uf(-,t)

solucdo de Leray de (4.1)), entdo é vélido que

o)y + 20 [ 1Dt ) e = 1 10) ey,
parat >ty > 1,
Demonstracdo. Defina a funcdo de corte o € C5°(R?)

1, se ||z|| < R;
er(®) = { ¢(x), se R < |z < R+1;

0, se||lz|| > R+ 1,

onde R > 0.

Multiplicando 2u;¢r em (4.1)) e integrando em R? x [ty, t], temos

t (‘9(%) t 3 :
L. [ 2uon=, drdo+t [ /to 2ui90Rjzluijuid7'da:+/R3 /to SusprDip dr da =

(1) s 3)

t 3
:/ /2ui<pRuZDijuidex.
R3 Jtg

Jj=1

(4)
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Vamos trabalhar com cada termo separadamente.

dT dz

(1) = /RS/ZI“R
:/Rg/t ddx

- /]RSQDR/tauZ 7 ))dex

to

- /Rs wrlui(-,1)* = ui(-,t)?] da
- /le||<R+1 rlui(- )" = uil,t0)*] du;

//%MRZ%D w; dr da

7j=1

t
/to /|m<R+190RZ uu; Dyu; do dr

j=1

/ttj /|I<R+1 Zuﬂ , 7)) dx dr

7j=1

Z/t /|x —Ri1 (pruj)u; ||a:|\<R+1u’ i(oruy)da| dr

=0

3
a Z/ / u; [Dj(pr)u; + wrDj(u;)] dx dr
j=1 l|lzl|<R+1

=0

3. gt
— Z /to / I<RA1 wi (-, T)ZDj(SOR)Uj(-, 7) dz dr;
=1 @

¢
= //2UiS0RDipdem
R3 Jtg

t

= 2 / uiprp dS — Di(uipr)pdz| dr
lzll=R+1 lz||<R+1

to

=0

t
- _2// D;(u;pr)pdx dr
to Jlz||<R+1

¢
N _2// [Di(uwi)prp + wiDi(pr)p) dz dr;
to Jlz||<R+1
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4) = //ZUZQORVZDDUZdeZL‘

- 21/2 / /wkmlugoRDijuidxdr

3.t
= 21/2/ / uigoRDj(ui)dS—/ D;(uipr)Dj(w;) dx| dr
j=1 lzll=R+1 lz||<R+1

=0

- _QVZ/ /x<R+1 wipr) Dy () de dr

- —%Z .y DA 0+ D) D)

Juntando os termos, temos que

/”z”<R+1SOR[ ul 1) — il ) dx—Z/ /x||<R+1 i(-,7)°Dj(pr)u; (-, 7) da dr +

) on

t
—2/ / [Di(us)orp + u; Di(pr)p| dz dr =
to J||z||<R+1

(I11)

= —2u Z/ /x”<R+1 u;))?pr +uiDj(or)Dj(u;)] dz dr .

(1v)

Fazendo R — 400 e seguindo um argumento analogo ao usado no capitulo da equacao do
calor, temos que D;(¢r) — 0. Além disso, usando o teorema da convergéncia monétona e

trabalhando com cada termo separadamente, temos

(Z) : lim wrlui(-, 1) — ui(-, to)? dox = /R3 i+, t)* do — /R3 (- o) da

R—+00 J||l| < R+1
= Ollze = Il to) 72

II): lim — // (-, 7)2D, (.7 dedr = 0
( Rirfm to |m||<R+1 J(SOR)UJ( T) X aT
t
I : i —2// D, dz d :—2//Diidd;
(11): lim o<y DilUa)orp + W Di(r)p) de dr  Jo Dilwi)pdr dr

=0

R—+o00

(IV): lim —2y /t /x<R+1 (1)) ?pr + uiDj(or)Dj(u;)] dx dr =

=0
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_ _zy/tj Agé(@(ui))?dmdm

Juntando os termos e somando em 7, temos que

t t 3
luC8) 32y +2v [ IDUC, ) sy dr =2 [ [ 5" Diw) pdadr = u-,to)l[faqeoy
0 0 i=1

————
=0

Portanto, segue que

t
(e )12 es) +2”/t 1Du(, 7172y d7 = lJul-, to) |72 (gs)-
0
[l

Corolario 4.8. Seja u(-,t) solucdo de Leray de (4.1). Entdo |[u(-,t)||2(rs) € decrescente em

relacdo ao tempo t.

Demonstracdo. Tome ti,t; > 0 tais que ty > t; > t,. Suponha que u(-,t) é solucdo das

equacdes de Navier-Stokes (4.1)). Dai, pela identidade de energia

to
Ju(-, o) |72 ms) + QV/t [ Du(:, 7)1 72(e) dm = u(-, t1) |72 @s) -
1

Como
2 [ DuC, s dr > 0,
1
temos que
Ju(-, ) l72msy < Nu(-, t2) 172 ms)-
Deste modo,

Ju(, t2)[|r2re) < [Juls, 1)l L2rs).-

Portanto, conclui-se que ||u(-,%)||z2(rs) é decrescente em relagdo ao tempo t.

Lema 4.9. Seja uma funcio f(-,t) € L*(R") para cadat > t, e

+oo
/0 f(,8)ds < 400.

Entao

liminf f(-,¢) = 0.

t—+00
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Demonstracdo. Suponha, por contradicdo, que

£ 72(n) > B,

com 3 > 0 constante. Logo, existe £ > 0 suficientemente grande tal que

[Ty ds = [ s

Isso implica que
|1y ds = +oo.

O que é uma contradicio, pois f € L*(R").

Proposicao 4.10. Seja u(-,t) uma solucdo de Leray do problema (4.1)), entdo é valido
1
t2 ||DU(, t) ”L2(R3) — 0
quando t — +00.

Demonstracdo. Pela identidade de energia, temos que

t
Hu('7t)||%2(R3) + 2V/0 HDU('>7—)||2L2(R3) dr = ||u('7O>H2L2(R3) = |’u0H%2(R3)'

Dai,
t
2w [ 1DuC, ) s dr < ol

Assim,

it o Il
0 | U('7T)||L2(R3) T oy

Como o lado direito da desigualdade anterior ndo depende de ¢, temos

||U0||%2(R3)
2v

+o0 9
| IDu ) s dr <
Agora, vamos mostrar que ||Du(-,?)||,2(r3) é decrescente em relagdo ao tempo ¢, ou seja,
dados t,t, > 0 tais que t; >ty > t,, entdo [[Du(-,t1)||L2rs) < [[Du(-,t2)| L2(rs)-
De fato, reescrevendo as equacdes (4.1) coordenada a coordenada e multiplicando por

2D;u; D;, temos

aui 3 3
2Dlu,~DlE + > 2Dyww; Dy(u;Dju;) + 2Dyww; Dy Dip = 2v Y Dyu; Di(D;yDjuy).

j=1 j=1
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Integrando em R3 x [ty, t] e usando o teorema de Fubini, temos que

a 3
/IR | 2DmD G drda + / / 3;2DluiDl(uijui)da:dT+

_I_
R3 Jtg

t t 3
2Dwu; Dy D;pdr dx = / /3 2v Z Dyu; Dy(D;Dju;) dx dr.
to JR j=1

Integrando por partes, temos

fod, 75

t t 3
D/Du;Dipdrdr < —21// /3 Z(DleUi(yT))z dz dr.
to JR j=1

R3 Jtg

aD,l

3
dr dx + 2/ /3 z:l DZ'LI,Z'Dl (UJDJ'LLI) dz dt
J:

-2

=0

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

)2 dz dr < (4.16)

| Dyus(-, 1) |72 ]R3)+2V// ZDZD wi(-, T

t 3
S Hl)’u,l(7 tO)H%Q(R;S) - Q/t /RS Z DluiDl(uijui) dx dr.
0 j=1

Note que

t 3
-2 / / Z Dyu; Dy(u; Djw;) de dr
to JR3 j=1

= —2/ /3 [Z Dyu; Dy Dju; + ZDlu,u]D Dyu; | dxdr
to JR j=1
t 3 3
= —2/ / — Z D]-DluiDlujui + Z Djuj(Dlui)Q dr dr
to JR® 153 j=1
=0 ]

t 3
= 2/ / ZDleuiDlujui dx dr
to R3 j=1
< 2/ /, Z It (- 7) | oo )| Dt (-, )| Dy Dy (- 7) | d .
Voltando para (4.16)) e somando 7,1 = 1,2, 3, obtemos que
(7)72(gsy dr < [|Du, 7

t
|DuC, 1)) +2v [ D% M ages)
0

49 /
to

[ 3 ) e e )LDy D )| da .

1,5,0=1
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Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Holder no ltimo termo da desigualdade

anteiror, temos que

2/1&/ Z [wi (s 7 oo ey | Doy (-, 7)||[ Dy Dy (-, 7) | da d7 <
0

i,4,0=1

3 t
23 / luC ) ey [ 1Dits () 1Ds Do, )| da i =
7,l=

3 t
Z/ e [ Z|Dlu] D, Dy, 7)| da dr <

2

<QZ/“ Plliwes [, Z[ >~ 1 Dit (-7 ] [ leDluz-(-,ﬂlQ] d dr <

=1
- - 4 1
2
<22 [ Dl [ S 1D S DD )P | ddr =
L J, =1 i LJs{=1 ]
_ -1 -1
3 2 3 2
=2 [t )l [ Z S 1D ()| | S DD | dwdr <
L7,1=1 1 L=t ]
1 1
t 2 3 2
< 2/ Hu<'>7—)HL°° R3) / [ Z |Dluj )‘2] |: Z ’Dleui(',T)P] drdr <
fo i,7,l=1 ij,l=1
< 2/ Ju(, 7) || oo @) | Du (e, 7) |23y | D?u (e, 7) | 2 (rs) dr

Agora, usando as desigualdades do tipo GNS (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev), temos

1 3 1 1
lullz<[Dullza@sy < [Julle sy | D*ull fogesy | Dullfa g [ Dull 2 s

1 3 1 1 1
HU“iz(Ri%) ||D2U||E2(R3) ||U||z2(R3) ||D2U||22(R3) ||DU||22(R3)'

IA

Logo,

1 1
[l oo ) [| Dul| 223y < (lull 72 gy | Dul| 22 sy [ D0 22 sy -

Deste modo, concluimos que

t
1DuC 1) Bagesy +20 [ 1D, 1) egesy A7 < IDUC )]sy +
0

1
42 [ )| D7) | D ) ey

para todo t > t,.

Como ||u(-,t)||12(rs) é decrescente em relacdo a ¢, temos que

Ju( t)[2@sy < lul-to)llzz@s) < [Jul-; 0)[|L2@s) = [|uollL2rs)-
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Assim,

t
1DuC ) sy + 20 [ 1D2( ) Bagasy dr < IDUC o) e+
0

(4.17)
t 3 3 2 2
+2/t ||u0||z2(R3)||Du('a7—)|’22(R3)”D u(-, 7) [ z2ms) dr.
0
Além disso, pelo lema anterior, como
+o0 [luol|Z2 g
2 (R%)
/0 HDU('aT)HL2(R3) dr < T < +00,
temos que
. 2 .
lim inf || Du(:, )72 (s = 0.
Logo, existe t,, > 0 suficientemente grande tal que
1 v
1Du(s b Fo ey < —7— (4.18)
[[uol[ 22 (gs)
1
Vamos mostrar que ||[Du(, s)||}2gsy < —F——, para todo s > {g > t., suficientemente
HUOHEQ(Rg)
grande.
De fato, suponha, por contradicdo, que existe § = ¢, tal que
1 v
[Du(-, s)[|72msy < ——5——, para todo § > s > t.,, e
[luol| 22 sy
ok v
1 DuC ) gy = —— (419)
HU0HL2(R3)

Fazendo t = § em (4.17)), temos que

1 Du(-, 8)[|72gs) + QV/t ID?u(-, )72 @s) dr < |Du(-, t0)]|72(gs)+
0

5 1 1
+2/t ||U0Hz2(m3)“DU('aT)HZ2(R3)HD2U('77')”%2(11&3) dr.
0
Dai, por (4.19)

||DU('>§)||%2(R3) +2V/t ||D2U('77)||%2(R3) dr < ||DU<',to)||%2(R3)+
0

S 1 v
2 [ ol | ——5— | D27l 2oy
0 ||U0|L2(R3)
Assim,

DU, 8) ey +20 [ 1020, ) a7 < 1DUC t0) Baqusy 20 [ (1D, 7) g
0 0
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Logo,
[Du(-, 8)[I72(es) < DU, to) |72 ms).

De (4.18) e (4.19), temos que

V2 V2

< .
luollzes) — [luolz2s)
Contradicao.

Deste modo, voltando para (4.17)), temos
t
DU 1) gy + 20 [ D707 gy dr < DU 10) gy +
0

t
426 /t ID%u(-, 7) 2 gy dr
comv >4 >0.
Tome 7 = v — §, dal
t
HDU('at)H%Q(H@) + 2ﬁ/t HD2u<':7—)H%2(R3) dr < ”Du('7t0>H%2(R3)'
0
Assim,
I1Du(-, t)[|72@s) < [[Du(-, to) |72 ms)-
Logo,
[Du(-, )|l z2@s) < [[Du(:,to)l 22 (ms),

para todo t > t,.
Portanto, ||Du(-,t)||12(rs) é decrescente com relacdo ao tempo t.

Por fim, como ||Du(-,?)||2(r3) é decrescente, temos que vale
tIDu(-, t)[|7emsy = 2/, [Du(-,t)[|72qsy dr
< 2 HDU(',T)H%Z(RS) dr — 0

quando t — 400.
Consequentemente

t%HDU('at)Hm(Ra) —0aot — 4o0.
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Teorema 4.11 (Estimativas Superiores para as Equacdes de Navier-Stokes). Seja u(-,t)

solucdo de Leray de (4.1)) tal que
||u(-, t)HLQ(R?’) < Cl,t_a.
Entdo
ID™u(-, t) || z2esy < Coupt 7%,
pata todo m > 1 inteiro.

Demonstracdo. Vamos mostrar esse resultado por inducao em m. Inicialmente, vamos reescrever

as equacdes de Navier-Stokes.

au' 3 3

j=1 j=1

Multiplicando 2(¢ — to)”u; na equac3o anterior, integrando em R? X [t, t] e usando o Teorema

de Fubini, temos

t 3
/ / T — to 7216187 dr dx + / / (T — to)’y Z 2uiuijui drdr+
R3 a to j=1

t
-l—/ /3(T—to)72uiD,~pd:17d7'—//2V7‘—t0 ZuDDu,dxdT
to JR

Integrando por partes, temos

O(ui(-, 7))
/RS/tO T —10) 5 deﬁc—/RS/ T —10)7 ZQulD uju; dr dr+

7j=1

=0

3
_ —tVQDde_—Z// — 1) S (Dju(-, 7)) dad
/to/R3T 0 w;p dx dr v R3T 0; U T dT.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, integrando por partes e somando em i, temos

t
(t —t0)"|Ju(:, t)”%?(n@) - 7/t (1 —t0)" Hu(:, T)||%2(R3) dr+
0

t 3 t
—2/ /3(7’ - tO)VZDiuipdx dr = —21// (1 — to)”|| Du(-, T)”%z(Rs) dr.
to JR — t
0 171_0 0
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Logo,
t
(t=to) Iu(, Oy + 20 [ (= 1) D7) g dr =
0
t
= 7 [ = 1) uC, ey dr
0
t
< Cu,v/ (1 —to)" 12 dr
to
t 1 (T — t())_Qa
— Cy / _t Y 1 2« LN Y d
t
< C,,ﬁ/ (1 —to)V 2 r 22 dr
to
t
- o [ty
to
Assim,

t t
Logo, integrando o termo do lado direito da desigualdade anterior, temos

t
(t = o) (-, ) sy + 20 [ (7 = o) 1 Du( 7) By d7 < Copalt = to) . (4.20)

0

Agora, multiplicando 2(t — to)7"* Dju; D; em (4.1)) e integrando em R? x [ty, ¢], temos que

ou;
/3/ T —to)" 2D Dy 5 L dr dx +/ / (7 —to)" Z2Dlule(u]D u;) dr dw+
R

7=1
3
_ v+ v+1 . 1) .0y
/R 3 / T — o) 2Dy Dy Dyp dr die = 2v / (T — to) /R 3;Dlu@DlDJD]ulda:dT.

Integrando por partes, temos que

D
/ / (T — to 7+1w dr dx — / / (1 —to)"™ 2D, Dyw; Dipdx dr = (4.21)
R3 ot R3

t 3 t 3
—21// (7 —to)" /3 > (DiDju;)* dx dr — / (7 —to)" /3 > 2Dyu; Dy(ujDju;) dz dr .
to RS j=1 to R j=1

=)
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Trabalhando com ([), temos

t 3
(I) = — [ (t1—+to V“/ > 2Dyu; Dy(u;Dju;) de dr
to R3 j=1
t 3
= -2 (T — t0>7+1 /3 Z DluiDluijui + Z DluinDleui dx dt
to R

j=1 j=1

n 3 3
= -2 (T - t0>7+1 /3 - Z DleUiDZUjUi + Z Djuj(Dlui)2 dx dr
to R

j=1 j=1

=0

~ 9 (T—to 7“/ ZD Dyu; Dyuyu; de dr
< 2 r—t e Zum )| =@y | Dy (-, 7)1 Dy Dy (-, )| i

Voltando para (4.21)), pelo Teorema Fundamental do Célculo e somando 1 <, < 3, temos

t
(t = to) DUl O ey + 20 [ (7 = to) D20, 7) ey d7 <

0
t
< (r+1) [ (7= to) | Du( ) [Fagesy drt
0

+2 ) T—t 7H/ Z (i, 7) | oo ey | Doy (-, 7)|[ Dy Dy (-, 7) | de .

i,7,0=1

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Holder no dltimo termo da desigualdade
anterior, temos

2 T—t s S s 7)o gaoy | Dty ()| Dy Dy 7)o <

i,7,0=1

3 t
23 = 0 Dl [ 1P mIID Dr( 7 e dr =

3 t
Z/ (7 — to) Y [u(-, 7)1 Rg)/ Z|Dluj D, Dy (-, 7)| dz dr <

<2Z/ T—to)""lu( 7)o (rs /R:,,Z[Z’Dluj )|2] [Z|DleUi(',T)]2] drdr <

=1 |j=1 j=1

[ 3 3
<2Z / =t G, ) s [ |2 1Da( B | X 1D D 7| ddr =

3
R j0=1 =1

N
N

3 3

=2 [ (=t a7 iy [ Z S 1D (|| DD )| dadr <

=1 =1

N[
N[
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. 3 30 3 3
<2 (7‘—t0)7+1||u(.77-)||Loc(R3) /RB [ Z |Dluj(.,7-)|2] [ Z |DleUi(-,7')|2] drdr <

to i,5,1=1 i,7,l=1
t
< Q/t (7 — o) |ue, 7) | oo iy | D 7| 2y || D20 (e, 7) | 2y i
0

Pelas desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, concluimos que

t
(t = ) DU ) ey + 20 [ (7= o) D2 Dy dr < (422)

0

t
(r+ 1) [ (7 = o) |1 DU, 7) 32y dr+

to
t 1 1
Q/t (7 = t0) " Hlu(, )| 72 gy | DUl ) 172 gy 1 D0, 7) 72 sy dT.
0

Pela Proposicdo e por (4.20)), temos que

t
(t —to)"Ju(-, )1 72ms) + 2’// (1 —t0) | Du(-, 7)[72@s) dT < Coma(t — o).

to
Dai,
t
/t (1 — 1) || Du(-, 7’)”%2(]1%3) dr < Cv,%a(t - to)w_za'
0

Usando esse fato em (4.22)), temos

t
(t = to) DU Ol ey + 20 [ (7 = to)™ | D20, 7)l[Faqusy d <
0

t
< (1) [ (7=t DU, 7)) dr

to

< Cpralt —to) 72

Logo,
(t — to) [ Du-, 1)[|2 2y < Coalt — t0)7 2
Assim,
| Du(-, t)||%2(R3) < Cpryalt— to)_%‘_l.
Dai,

Cal
HDU(', t)HL?(RS) S OI/,’y,a(t — to) 2,

N

t\ "
Multiplicando (t) na desigualdade anterior, temos

1
—a—1

IDuC, Ol < Cualt = t0) 74 (5
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Deste modo,

1
t— tg\ 03
HDU('gt)HLQ(R3) S Cl/,’}/,a ( O) 2 t*a*%.

Como

podemos considerar

Portanto, segue que

el
[ Du(-, t)|| 2@sy < C -t 72,

Assim, o resultado é valido para m = 1.
Agora, vamos mostrar que o resultado vale para m = 2. Para tanto, multiplicando

2(t — to)"*2 Dy, Dy,u; Dy, Dy, na equacdo (4.1) e integrando em R? x [ty t], temos que

/ / oY *22D, Dyus Dy, Dy 28 dr di + (4.23)
R3 Jtg 8

—(11)

/R3/ T — to) T2 Z2D11D12u1D11D12uJD w; dT dx +

7=1

=(I11)

+ /[, / 7 — to)"22Dy, Dyyus Dy, Dy, Dip dr dax =

—(1v)

t 3
_ / | 2w(r = )Y Dy Dyyui Dy Dy, D; Dy dr da
R3 Jtg

J=1

=(V)
Vamos trabalhar com cada termo separadamente
Ou;
(an = | / T — t0)"22Dy, Dyyu; Dy, Dy o dr d
R3 ot

— /(7- t0>7+28DllDl2(ui<'7 ) )dex,
to 8t
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(I11) = /R 3 / T )12 ZQDlthuZ(DllDlQu]D w) dr de

j=1

t
- 2/ /3(T_to)’YJrQZDllDlzui<Dl1Dlguijui) dz dr
to JR

j 1
t
=2 [ (=t [ Z D, Diyus| Dy, Dyt Dyu; + Digu; Dy, Dy
to
+Dy,u; Dy, Dju; + uj D11D12 Dju;] dxdr
t 3
= =2 [ (r—toy* | , 22 D3 D0 Dy s D0 Dyt do dr +
to RS

t

3
-2 (T — t 7+2/ Z D; DllDZQU Dl2uJDlluz dx dr +

to
t 3
o [ (7 —to)*? / Z Dy, Dyyui Dy uy Dy dee dr +
to j=1
t 3
-2 [ (t— 7+2/ ZD uj(Dy, Dyyu;)* da dr
to j=1
—0

to

t 3
= -2 (7' - t0)7+2 /3 E [uiDlelDlguiDllDlguj + Dlel DlzuiDbulelui
R3 4
Jj=1

+D; Dy, Dy, w; Dy, u;Dy,u;) do dr

(V) = /]R 3 / 7 — to)"22Dy, Dyu; Dy, Dy, Dip dr de

- —2/3/ (r — to)"*2Dy, Dy, Dyus Dy, Diyp dr da;
R

V) = 21/7'—750 )1+ Dl Dy, u; Dy, Dy, D;Dju; dr dx
]R3 1 2 1 2

j=1

= 21// /3 t0)7+2 Z DllDl2uiDllD12Dijui dr dr
to JR

j=1

_ _zy/( 7+2/ Z Dy, Dy, Dyu;)? da dr.
to

Dai, juntando os termos e reescrevendo (4.23)), temos

t 8Dl Dl (Uz( 7')2> t 3
— y+2 17712 ) _ _ 7+2 .. . .
/R:s /to (T to) ot dr dx —2 1o (T tO) /R3 jz::l[UzD]DllDlg’dlel D12u]+

—|—D ‘Dll DlzuiDlzuthui —|— D ‘Dll DlguiDllulegui] dl‘ dT—I—

t 3
—2/3/ T —to)"*2Dy, Dy, Dius Dy, Diyp dr dae = —21// T—t 7+2/3Z Dy, Dy, Dyu;)? de dr.
R =1

to R]



64

Pelo Teorema Fundamental do Calculo e integrando por partes,
(t=to)* [ DDy (i 1)?) da+ (4.24)
R
t 3
—I—QV/ (1 —to 7+2/3 Z Dy, Dy, Dju;) V2 dx dr+
7j=1

_2/3/ T_to AH_ DllDZQDuZDllDZQPde{L' <
R

< (wz)/ (T — to 'Y“/ Dy, Dy, (ui(-,1)?) da dr+

to
+2 tj(f —to)* [ SZl[uiDlelDlguiDllDZQuj+
=
+D; D, Di,u; Dy, u; Dy w; + D; Dy, Diyu; Dy uj Dy, do dr
Somando em 4,1y, l3, tomando o médulo no Gltimo termo da desigualdade anterior e usando as
desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, temos

t
2 [ (7 — 1)+ / Z [w;D; Dy, Dyyui Dy, Dy +
to

i,9,01,l2=1

Dth Dl2uz~D12ulelui —|— D ~D11DlzuiDl1ule2ui] dl’ dT =

t
=2/ (r— 7+2/ Z w;D; Dy, Dy,u; Dy, Dyyuj doe dr+

to i,9,01,l2=1

t
+2 (T — t0)7+2 / Z Dlel Dl2u,~D12ulelui dx dT+

3
to R G i1 la=1

t 3
+2 [ (7 —to)*? / Y DDy DyuiDyyu Dy der dr <
to

i4l1,la=1

<2 T_t ’Y+2/ Z |u1(7 )||Dle1Dl2ui<'7T)HDllDlzuj<'7T)‘dxdT—i_

’]’ll l2=1

+2 (T_t ”/+2/ Z |D Dl1Dl2uZ(7 )||Dl2uj('7T)||Dllui('a7_)|dde—"

i,9,01,l2a=1

+2/ T —to v+2/ S 1D, D1 Digus ) Dagsy () | Dy )| de i <

2,5,01,l2=1

< K [ (7 = t0) 10,7 (s 7) sy | D 7)o+
D, 7)oy D, ) i)

com K > 0 constante. Voltando para (4.24)), temos

t
(t = 1) DAl ) gy + 20 [ (7 = t0) D) g drt (4.25)
to
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3
—2 Z /s/ T_to AH— ZDllDbD UlelDlgp drdx <

Jlile=1

=0

< (+2) [ (= ) D) gy dr+
+K/ to) | D%, 7)|| 2y (lu(:, 7) | oe ) | D20 (-, )| 2y +
+[|Dul, )l Lo @)l Dul-, )l L2(rs) ) d
Pelas desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, o dltimo termo de fica
K [ (7 = o) 1DV )l agesy (e )l [ D ) sy +

DU )| oo sy [[ Du (e, 7) | 2(gs)) dT <

IN

_ ot 1 1
K/t (m = o) D, 7) 2@ [l 7)1 Fos) | DU, )| Eaggs) [ D0, 7) | L2y +
0
1 1
+|’u<'77—)H22(R3)HDu('7T)HZ2(R3)HDSU<'>T)”LQ(R?’)] dr =
_ ot 1 1
= 2K [ (7 = to) 2 ule, ) Fags | DUC, ) ey | DU, 7)oy
0

Como |ju(-,t)||zz é decrescente, temos que

1 1 1 1
luCs Ol Z2@sy < s to)llz2gs) < a0 L2 gs) = [uoll 22 gs)-
E pelo o que mostramos na Proposicado [4.10| temos

1
3 n
1DuC )2y < ———
Rl e

para todo s > ty,n > 0, K > 0. Voltando para (#.25)), tomando v > 7 > 0, temos
t
(6= o) Dt Ol ey + 20 [ (7 = t0) DG ) sy dr <

t
< (1+2) [ (7 = 1) | DPu(e, )| [Faqusy dr+
to

U

fo KHUOHL2 (R3)

+2K ||U0||L2 &) (T — to)" 2|1 D?u(-, 7)1 72 gsy dT-

Logo,

t
(t = to) "2 D*u(, )1 22 rey +2(V—77)/ (1 —t0)"" 2| D*u(, 7) | Toesy dm < (4.26)
N——J1o

=

t
< (1+2) [ (7= to) D2, 7)l[Faqus) -
0
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Além disso, pelo caso m = 1 é valido que

t
(t = to) DU DlEeey + 20 [ (7 = to) D20, 7) B dr <

to

t
< (1) [ (7= t0) |1 DuC 7 dr
t
< Cuma [(T= o) (7~ 1) dr
to

t
= C’,,ma/ (1 —to) 2 tdr
to

= Cpalt —t) 72

Deste modo,

t
(t —to)" | Du(-, £)]| 72 gy + 2’7/t (7 — t0)" [ D?u(-, ) ||72@ms) dT < Comalt — o).
0

Assim,

t
/to 1D?u(-,7) Basy d7 < Cyalt — o).

Voltando para ([4.26]), temos

t
(t = t0) 2 D20, ) sy + 20 [ (7 = to) I DPuC, ) Bagas) A7 < Coyalt = )
0

Dai,
(t = o)™ D%, Ol rs) < Coralt — to)7 7
Assim,
ID*u(, )72 (es) < Conalt —to) 772
Logo,
ID?u(, )|l r2ms) < Copalt — o)™
Deste modo,

HDQU(', t>HL2(]R3) S CVﬁ’at_a_l.

Portanto, o resultado vale para m = 2.

Agora, vamos mostrar que o resultado é valido para todo m > 1. Suponha que o resultado

é valido para m, ou seja,

||Dmu(-, t) ||L2(R3) S Cmt_a_%.

Queremos mostrar que o resultado vale para m + 1. Multiplicando

Q(t - t0)7+m+1Dll Dlg ...Dlm+1uiDllD12 "'Dlm+1
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em (4.1)), integrando em R? X [ty, ] e seguindo um argumento anélogo aos casos anteriores,

temos

(t = ) " D" (e D)l gy + 20 [ (7 = to) DR 1) [Fag dr <

t
to
< (o m+ 1) [ (7= o) D™ (1) R drt
42 [[(r = 1) D™ B, sy () el D™ )
D7) ey [ D™ ) 29y + I D20, ) | D 0 ) 2y +
D2 (7)o@ | D72 u(, 1) | o)) di,

m+1

onde ™= € inteiro. Pelas desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, que dizem

1 1
D ull gy | D7l gy < 0y D0 g 1072 s,
para todo m >0, 0 <1 < m. Como |[u(-,t)| 23 é decrescente em relagdo a t, temos

1 1
luC )| 22 es) < [luoll f2 sy

Dai,

t
(1 = to) " D™ (e 1) gy + 20 [ (7 = to) P D™l ) [y dr < (427)

to
< @rmet ) [ (7= D7) g drt
42 [ (7 = 10 "™ a7 s | Dt )l e 1D e ) g
Além disso, pela hipétese de inducdo e identidade de energia, temos que

t
(= to) D", Oy + 20 [ (7= t0) D™, 7) gy d7 <

to

IA

t
(r4m) [ (7 =)D u(, 7)) dr

to

IN

t
Cu [ (7=t X7 —to) " dr
to

¢
= C’,,ma/ (T—to)’y_Qa_ldT
to

= Cpralt —to)72
Logo,

t
(= to) ™ D™, )y + 20 [ (7= t0) D™ 7)oy 7 < Coalt—t0)
t

0
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Dai,

t
[ =ty D™ u (e, 7)) A7 < Coa(t = 1)~ (4.28)
to
Pela Proposicao [4.10, vale que

3 N
[Du(-, 5)[| 72 sy <

|U0”z2(R3)
para todo s > ty, n > 0. Assim, voltando para (4.27)), e tomando v > n > 0, temos
dos>t 0. Assi ltand 4.27 d 0
t
(t = to) D™ (e 1) By + 20 [ (7 = to) D™ ) s dr <
0

t
< (rrm1) [ (=)D 7 e dr
to

t 1
2 [ (7= 10 ool sy [+ [ 10720, ) g dr-
0 [[uol| 2 (s
Daf, por (|4.28)

t
(t = 1) D Oy + 20 =) [ (7= 1) D7) gy dr <
T to
t
(vt m 4 1) [ (7= o) D () g d
< Cyyalt — )72

IN

Assim,

t
(t—to)%mH”DmHU('at)H%%RB)JF%/ (T—to)%mHHDmHU(',T)H%Z(RB) dr < Cypa(t—to) >,

to
Logo,
(t = o)™ D™ u(, [T gsy < Coalt — t0)7 7
Dai,
1D ()| Z2rs) < Coalt —to) 274D,
Deste modo,

_ (m+1)

ID™ u )| 2ms) < Coalt —to) ™" 2

Assim, segue que

(m+1)

I D™ u(, )| 2@y < Comat @ 2

Portanto, é valido que

HDmU(', t) HLQ(R3) S Cmtiai%,
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para todo m > 1 inteiro.

O
Corolario 4.12. Seja u(-,t) solucio de Leray de (4.1). Entdo vale que
(-, )| oo rsy < cto s,
para todot > t,, > t,, com C > 0 constante.
Demonstracdo. Pelo Teorema [4.11] temos que
1D u(e, )| ey < O % (4.29)

para todo m > 1. Além disso, tome 7 = 71 + 2 e pela desigualdade do tipo Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev,

1 3
lu( )l zoeqesy < a0l f2 @ [ D?u( )| 2 gs)-
Dai,
1 4 3
Fllu(es Dl ey < (0,020 (7| D D) e <
Quando m = 0 em (4.29)), temos
Jul D)ll2@s) < C7 < %u(, 1) 2@s) < C.

Dai,

«
n=a = M=

Por outro lado, quando m = 2 em (4.29)), tem-se

||D2U(-,t)||L2(R3) < ct !l o ta+1||D2u(-,t)HL2(R3) <.

Assim,
3 =a+l = —?B—l—%
Logo,
Y= M2
_ ¢33
4 4 4
3
= a+ —.
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Portanto,

a3
Ju(, D)l oo sy < CE74,

Teorema 4.13. Seja o > 5 tal que
Dy, D) p2sy < Crt™,
para todot > T} e com C,T; > 0 constantes. Entdo
lu(-, #)]2s) < Cot~ %2,
para todo t > T, com Cy = Co(Ch, aq,v) e Ty = To(t, T, a1, v, 70).

Demonstracdo. Sejam Ty = max{T1,t., 70} e T >t > ty. Pela identidade de energia, temos

T
Hu('aT)H%Q(Rfi) + 2V/t HDU(HT)H%Q(H@) dr = Hu('vt)H%Q(R?’)'

Por hipétese e usando o fato de que |u(:,T")||,2r3) — 0 a0 T"— oo, obtemos

luC Ol = 2 [ 1DUC, ) dr
< 21// C%r=2 dr
t
2CHv 20141
2041—1 '
2C%y

Tomando C§ = 5 .
a1 —

, temos
lu- )] 72msy < Cot™>1

Logo,

—aj+1
||U(',t>||L2(R3) < Cot 1+2.

4.2 ESTIMATIVAS INFERIORES

Lema 4.14. Seja u(-,t) solucdo de Leray de (4.1)). Entdo existe 1, > t, tal que

Z /Rn <Dl1'-'Dlmu('7 t), Dll-'-Dlm(u . VU)) dx S I/HDm+1U(', t)”%2(]Rn),

1yelm=1

para cada m > 0 e para todo t > 7,,.
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Demonstracdo. Note que

3 /Rnwll...Dlmu(.,t),Dll...Dlm(u.vu)>dx —

lyelm=1

3 /Dll...DlmuiDll...Dlmuijuidx
Rn

i,j,lh...,lm:l

< 3 /]Dll...DlmuiDll...Dlmuijui|dx
igiltslm=1 7 R”
<D™ ]| g2y ([[u]l oo ey [ D™l 22y + [ Du|| oo ey [ D™ ]| 2 ey +
+[D?ull ooy | D™ 20| p2qny + -+ [|DZ 0| e ) | D2 1] 2y,

onde 7 € inteiro.
Pelas desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e como ||u(-, %) z2(r») é decres-

cente para t > t,, existe 0; > 0 tal que
Jull2@ny < fluollL2@n) < 61
Pela Proposicdo [4.10] existe d, > 0 tal que
| Dul|2mny < 0a.
Tomando v = min{dy, d2}, concluimos

3 /Rnwh...plmu(-,t),D,l...Dlm(u.vu)>dx <V D™ (e 6|2,

I ylm=1

para cada m > 0.

]

Teorema 4.15 (Estimativas Inferiores para as Equacdes de Navier-Stokes). Seja u(-,t) solucdo

de Leray de (4.1)). Sejam
L u(-,t)||r2msy < Cot™, para todo t > Ty,onde Cy, Ty, @ > 0;
2. |u(-,t)|[z2msy > cot™, para todo t > ty, em que co,ty,a > 0.

Entao

||Dmu(-, t) ||L2(IR3) > Cmt_a_%,

para todo t > t,,, com constantes c,, > 0, t,, > to, para todo m > 1 inteiro.
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Demonstracdo. Vamos mostrar por inducao que o resultado é valido para todo m > 1 inteiro.
Considere M; > 1tal que T' = Mt a ser escolhido adiante. Tome ¢t > t; = max{to, Ty, t«, 70}

Multiplicando 2u; na equacdo (4.1) e integrando em R® x [t, T, temos

T Qu T 3
/RS/t 2ul§ de.%—F/RS/t ;2’&1%]1)]’&1 dr dx+

T T 3
ZiDidd:Z// .D.Du; dr da.
—i—/Rg/tupTx VR3tJZ:;ujJuTx

Usando o Teorema de Fubini e integrando por partes, temos

Uz o T7)7)
/R3/ dex—i—/ / Zuj (Dju; (-, 7)) dr do+

_2/11{3/ Duzpdex——Qu/ /R?)ZDUZ’ dIdT

Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo

/R3 ui(.7T)2d:c—/Rgui(-,t)zdx—/RS/ ZD wjui(+,7)? dr do+

=0

—2/]1{3/ Duzpdew——Qu/ /R?)ZDUZ’ dIdT

Somando em ¢, temos

T
o Ty + 20 [ 1D ) e dr = N oy +2 [ [ zDulpdex

Dai,
2 T 2 2 2,-2
||u(‘7T)||L2(R3) + QV/t HDU(';T)HLQ(R3) dr = Hu('vt)”L2(R3) > Cot )
Assim,
T
21//t HDu(~,T)H%2(R3) dr > cit™2 — Ca M2,
Logo,

T
20 [ DU 7)) dr = (e — CEM )%,
t

V2G,*°

1 e usando o fato de que ||[Du(-,t)||,2(rs) é decrescente em ¢ > ¢y,
€o

Escolhendo M, = [

temos

T T 02
2U/0 ||Du(7t)H%2(]R3) dr > 2U/ ||Du(.’7—)|’%2(R3) dr > 50t72a.
t
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Dai,
2 0(2) )

2I/THDU(‘, t)HLQ(RS) dr > Et e,

Deste modo,
2
2 €0 ,-2a-1
HDU(',t)HL2(R3) dT Z Mt .
2
Tome ¢ = 4]6\2[ . Assim,
v

DU, )| 2 gy dr > ext™73.

Logo, o resultado é valido para m = 1.
Tome My > 1 com T = Myt a ser escolhido. Multiplicando 2D;u; D; na equacao (4.1) e

integrando em R3 x [t, T, temos

T Ou; T 3
~/R3/t 2D1U1DZE de:E—I—/RB/t jE:lleuiDluijui dr dr+

T T 3
+/d/ 2Dyu; Dy D;pdr dx = 21//3/ ZDluiDleDjui dr dx.
R3 Ji R3Jt 5

Pelo Teorema de Fubini e integrando por partes

T 9(Dyui(-, 7)?) T 3
/]R3 /t g drdet 2/t /Rs Jz::l Dyu; Dy(u;Dju;) da dr+

T T 3
—2/ / DyDijw; Dipdr dx = —2y/ / > (D;jDyu;(-, 7)) da dr.
R3 Jt b IR

Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

T 3
/3 Dyu(-,T)? dx + 21// /3 > (D;Dyu;(-, 7)) de dr+
R ¢ IR

T T 3
-2 /Rd./t Dy Dju; Dyu;p dt do = /}R3 Dyu;(-,t)* do — Z/t /Rg;DluiDl(uijui)dx dr.

Somando em i,/ = 1,2, 3, temos

T 3 T 3
|1Du(, T) 22z + 21// 1D%u(-, 7) |2z dr — QZ/RS/ S DD Dyp dr d =
t =1 tog=1

=0

T 3
= HDU(,t)H%Q(Rs) - 2/15 Z(Dlu, Dl(u : VU)) dr.
=1

Pelo Lema [4.14}, temos que

T T
|DuC, T +20 [ 1D Dl Faqesy dr = DU Dl Fagay =20 [ 1D 7)) dr
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Logo,
T
HDU('aT>H2L2(R3) +4V/t ||D2U(';T)H%2(R3) dr = HDU('at)||2L2(R3)'

Pelo caso m = 1 e Teorema |4.11] temos

T
4V/t ||D2U(-7 T)H%?(R?’) dr > C%t_Qa_l — CfM;Qa—lt—Qa—l

_ (cf . 012M2—2a—1>t—2a—1'

V20, ]

2a+1
] e usando o fato de que ||[D?u(-,t)||;2(rs) é decrescente em
€1

t >ty com ty = max{t,,T1,t., 7}, temos

Escolhendo M, = [

T T 2
A [ D 1) Bagusy d7 = 4 [ DRl 7)oy dr > T
0 t

Assim,
W Dl 1) [y dr = 20
Dai,
2 2 ci 2a—1
Dt e = gt
Tomando ¢3 = 8]\6;21/’ temos

||D2 () )HL? (®3) = C2t_2a ?
Deste modo,
||D2U(',t)||L2(]R3) > Czt_a_l.

Portanto, o resultado é valido para m = 2.
Vamos mostrar agora que o resultado é valido para m = 3. Multiplicando 2D;, D;,u,;D,, Dy,
na equac3o (4.1)), integrando em R3 x [t,T], onde T' = M3t com Mz > 1 a ser escolhido

adiante e usando o Teorema de Fubini, temos

T du;
/ 3 / 2D, Dyyu; Dy Dy 5 dr do + / / ZQDllDbulDllDlQ(ujD w) de dr+
R3 Jt

T T 3
+/3/ 2Dl1Dl2uiDllDl2Dip dr dx = 21// /3 ZDllDlQUiDllDlszDjui dx dr.
R3 Jt t R3
j=1

Integrando por partes,

T §(Dy, D 2 g
/3 / 8 151 lguz ’ ) ) dr dr — 2 /3 / DllDlQ DiuiDh Dlzp dr dx =
R R3 Jt
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T 3 T 3
= —2V/ /3 Z(DlelDbui(', 7'))2 dx dr — 2/ /d Z DllDlguiDthg(uijui) dx dr.
t R? j=1 t R? j=1

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos
T 3
/5 DllDlQui(" T)2 dz + 2V/ /3 Z(DlelDbui('a T))Q dx dr+
R? t JRS I

T
_2/5/ DllDbDiuiDllDl?uipdex:/3Dl1Dl2ui(';t>2 dx+
R3 Jt R
T 3
_2/ /3 ZDllDlzuiDllDlg(Uijui) dx dr.
t R3 ©
J=1

Somando i,1;,l5 = 1,2, 3, temos que

T 3 T 3
1D%u( Doy +2v [ 1%y dr—2 Y [ [ Dy Dy DDy Dyp dr dar =
I1,lo=1 i=1

=0

T 3
— 1D, 1) 2 —2/t S (Dy, Dy, Dy, Dy (u - Vi) dr.

I1,la=1

Pelo Lema [4.14] segue
2 2 HT 2 2 2 T3 2

1D D) Eaa+2v [ 1D, ) Fagesy dr = [ D2u( D)l Fausy =20 [ D 0, )G d
Dai,

2 2 T3 2 2 2

D u('7T>HL2(R3) +4V/t |D U('W)HH(H@) dr =D U('J)HL?(R«"‘»
Pelo caso m = 2 e Teorema [4.11], temos
T
A [ D) a7 > R — CRM e
— (C% o 022M§2a—2)t—2a—2‘

V20,

Co
ts = max{ty, To, ., T2}, segue que

2
Tat?
Escolhendo M; = [ ] e como [[D?u(,t)||2rs) é decrescente em ¢ > ¢, onde

T T 2
41// ||D3U(',t)||%2(R3) dr > 4V/ ||D3U(',7—)||%2(R3) dr > %t_Qa_Q.
0 t

Dai,
02
AT D*u(-, ) |72 @s) dr > 5%—2@—2.
Logo,
3

ID*u(-, ) ||72ms) > 2

8M3V
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2

& ,
Tome 2 = —2—, dai
S8Msv

||D3U(', t)||L2(R3) Z C3t_a_%.
Logo, o resultado é valido para m = 3.
Agora, suponha que o resultado é valido para m, isto é,

||Dmu(~, t) HLQ(RS) Z Cmtiai%.

Queremos mostrar que o resultado vale para m+1. Para tanto, multiplicando 2Dy, Dy,...D;, u;D;, D,,...D,,,
na equacdo (4.1]), integrando em R? x [t, T], com T' = M,, 1t, onde M,,,1 > 1 a ser escolhido

adiante e seguindo um argumento analogo aos casos anteriores, temos que

T
D" u( T agesy +20 [ 1D™ (e ) B dr =

T 3
— | D™ (-, t) |2z — Q/t S (DyDy...Dyu, Dy, Dy,... Dy, (u- Vu)) dr.

l17l27---7lm:1

Pelo Lema [4.14] temos
T
|D"u(, T) sy + 20 [ D" ()| [Faquy dr
T
= 1D u( )y =20 [ 11D 0 ) [ d
Logo,
T
||Dmu('vT)||%2(R3) + 4V/t ||Dm+1u('77—)”%2(R3) dr = ”Dmu(wt)H%%RB)-
Pela hipétese de inducdo e pelo Teorema [4.11] temos

T
w [P ) ey dr 2 R CAM, 2
t

m*" m+41

— (& - CaMETe

V2Cs,

2
Zatm
Escolhendo M,, 1 = [ ] e como || D™ u(-, t)||12(rs) é decrescente em t > 41

m
onde t,, 11 = max{t,,, T, ts, T}, segue que

T T )
4y/ ||Dm+1u(-,t)||%2(R3) dr > 41// ||Dm+1u(-,7)||%2(R3) dr > 07771{;—204—771‘
0 t

Deste modo,
2
AT ||D™ (-, 1) |22 sy dm > %”t’h’m.
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Assim,
m+1 2 e —2a—(m+1)
H‘D u(.Jt)HLQ(RS) Z 8Mm+1yt )

2
_ m
8Mm+1l/

D™ a(-, )| 72 gy > Ch gt 20,

Tomando ¢2, 4 , temos que

Logo,
D™ (-, )| 2 (gs) = Cmpat 7

Portanto, o resultado é valido para todo m > 1 inteiro.

Teorema 4.16. Seja o > § tal que
HDU(', t>||L2(]R3) > Clt_al,
para todot > t; e com cy,t; > 0 constantes. Entdo
Hu('vt)HLQ(R3) > COtial+%7
para todo t > tg, com ¢y = CQ(Cl,Oél,V) >0 e ty = to(t*,cl,Cl,tl,Tl,Oél,V,Tg), onde
C1,Ty > 0 sdo dados no Teorema[4.13

Demonstracdo. Sejam to = max{Ty,t., Ty, 7o} e T >t > to. Pela igualdade de energia, temos

T
HU('aT)H2L2(R3) + QV/t HDU('?T)H%Q(IW) dr = HU('»t)“%z(Ri%)-

Por hipétese e como |u(-, T)| 123y — 0 quando T — oo, vale

Ju(, 7@y = 2v [ [[Du(, 7)|72s) dT
¢
> 2y/ 037_20‘1 dr
t

2
201V, 9ay41
20{1 —1

2

T do 3 = ,
omando cj S, 1

temos
HU(-7 t) ||%2(R3) > Cot_zal"'l'

Portanto,

1
HU(', t)HLQ(Riﬂ) 2 Cotia1+5.
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APENDICE A - RESULTADOS DE ANALISE E TEORIA DA MEDIDA

Neste apéndice enunciaremos diversos resultados de analise que foram utilizados como

apoio para algumas demonstracdes ao longo do texto.

Teorema A.1 (Identidades de Green). Seja Q) C R® um conjunto aberto limitado com fronteira

00 € C. Se u,v € C*(Q). Entio

(i) /QAudx:/Q g“ds

v
y v

(ii) /QVwVvdx = —/Qqudx—i- - ugdS
ov ou

(iii) /Q (uVv —oVu)de = / (u&/ - U@V) ds.

w . . . . .. ..
Onde a—Vw - v € a derivada normal de w, ou seja, derivada direcional de w na direcdo de v.
v

Demonstracdo. Ver apéndice C da referéncia (EVANS, [2010)). O

Lema A.2. Se f € LP(E) paral < p < oo, entdo dado € > 0 existe um conjunto K C E

com |K| < oo tal que

1Al ey < [ fllzeq) +€

Lema A.3. Se f € LP(E) para 1l < p < oo, entdo dado € > 0, existe § > 0 tal que H C E e

pw(H) <6 = /H|f|pd,u<e.

Demonstracdo. Suponha, por contradicdo, que existe uma sequéncia de conjuntos encaixados

tal que £1 C E; C ... C E, com

1
pB) < gre [ 1FPdpz e

para todo n € N. Seja agora
= U Ek??
k=n

dai F,,;1 C F,, paratodon € Ne u(F,) <

on—1 n |f|Pdp > €. Logo, segue

(ﬂF>_hme:0
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e como a integral é uma medida, podemos fazer a manipulacao

n—oo

e< lim [ fFdu= [ IfPdu=o.
Fy NnFrn

Contradicdo. Portanto, o resultado é valido.

]

Teorema A.4 (Teorema de Fubini). Seja F € L'(Q; x Q). Ento, para quase todo (x,y) €

(1 x Qy), temos:
(i) F(x,y) € L) e Jo, Fz,y)dy € Ly(),
(i) F(z,y) € Ly(h) e fo, F(z,y)dy € L,(Q).

Além disso,

/ﬂl dz /Q Fa,y)dy = /Q dy/ﬂl F(z,y) da.

Teorema A.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam f,g € L*(Q), entdo f-g € L'(Q) e

gl < fllezollgllize@)-

Teorema A.6 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q2), g € LY(2), com1 <p < oo e

1 1
—+-=1.Entdo f-ge L*(Q) e
p q

1S - gl < 1flze@llgllza-
Demonstracdo. Pode ser encontrada em (TAYLOR, |1973). O
Teorema A.7 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € L?(2) com 1 < p < co. Entdo
f+gelr(Q)e
1+ gl < [ fllze@) + l9llre)-

Teorema A.8 (Teorema Fundamental do Célculo). (i) Seja f continua em [a,b], entdo a

funcdo F definida por

Fz) = /jf(t) dt

é continua em |a, b|, diferencidvel em (a,b) e d—F(I) = f(x).
T
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(ii) Seja f continua em [a,b], entdo

d
onde %F(x) = f(x).

Teorema A.9 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,.). uma sequéncia
de funcGes integraveis tal que f, — f q.t.p. Se existe uma funcdo integravel g tal que |f,,| < g,

para todon € N, entdo f é integravel e

/fdxz#i_)ngo/fndx.

Demonstracdo. Veja em (EVANS; GARZEPY, 2018). O

Teorema A.10 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (f,), uma sequéncia mondtona

crescente de funcées em M ™ (X, X) que converge para f, entdo
[ fdn= lim [ f.dp.
Demonstracdo. Pode ser encontrada em (EVANS; GARZEPY, 2018)). O
Lema A.11. Seja f € L*(R") com D" f € L*(R"), entdo f € L>(R") e vale
1 o
[f ooy < K(R)[|f Nl 22y 1D f Nl 22y -
Demonstracdo. A demonstracdo desse resultado por ser encontrada em (FRIEDMAN, 1969). [

Lema A.12. Seja f € LP(R") N L>®°(R") para algum 1 < p < oo, entdo f € LIY(R") para
cadap<qg< e

Wy < 151 2w gay | e

Demonstracdo. A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em (PERUSATO), 2018).

[
Lema A.13. Seja f € L}(R") e g € LP(R™) para algum 1 < p < oo, entdo f* g € LP(R") e
1S * gllr@ny < 1f 12 lgllze @)

Demonstracdo. Veja em (PERUSATO, 2014). O
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Lema A.14 (Lema de Interpolacdo). Seja f € L*(R") N H*(R") com s; > 0, entdo

f € H*(R") para cada 0 < s < s, com

1f1

Hs(R™) < HfHL?(]Rn HS1 (R

Demonstracdo. Vamos usar a desigualdade de Holder para integrais que nos diz que: "sejam

1 1
fELp,geLqu%—f:l,entéo

q
‘/Vf(fﬁ)g(x) de| < (/V!f(x)lpd:c); (/V |g(m>|qu)i,,

2 2
Note que 2 = — + —, deste modo
p q

/]

e = L 611 e
= [ IEPIF@PIFEI de
< ([demiienira)’ ([ i)’

— ([ i ae)” ([ afemae)

Q=

Tomando sp = s;, temos

19 e < ([ 07 @ )" ([ 1f©R) ag)
1
Como sp = s;, temos que p = ﬁ, dai = = 2 Juntando esse fato com o fato de que p e ¢
s p St

sao conjugados, podemos reescrever a expressao da forma

iy < (0706 >|2>d)1:1 ([ er=1i@r) de)”

= ||f”L2 e K2

Hsl (Rn

Pelo Teorema de Plancherel, temos que ||f||L2(Rn) = || f|lz2(rny. Portanto, segue que

H-f”f-lS (R?) = ”fHLQ(R" HfHH31 (R’
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APENDICE B - ESPACO DE SOBOLEV HOMOGENEO H*

Aqui daremos uma nocdo dos espacos que serao considerados ao longo do texto, iniciando
pelo espaco de Lebesgue P que corresponde ao espaco "trivial"de Sobolev. O espaco de
Lebesgue LP é o espaco das funcdes f tal que [|f|P dz < oo, para p € [1,00). No caso em
que p = oo, é usada a norma do supremo, isto é, |ul|lL~ = inf{C € R : |f| < C} eo
conjunto {z : |f(x)| > C} é nula.

Deste modo, podemos introduzir os espacos de Sobolev WP ((2), que também denotamos
por H™(Q2) quando p = 2, em que 2 C R™ é um aberto, o que significa que a funcdo que
pertence a esse espaco e todas as suas derivadas espaciais fracas de ordem até m pertencem a
L? onde m > 1 inteiro e 1 < p < oco. Com isso, vamos definir o espaco de Sobolev homogéneo

H™.

Definicao B.1. Os espacos homogéneos de Sobolev W™, similarmente H™, é o espaco das

funcdes m vezes fracamente diferenciaveis f tal que D®f € L?(£2), em outras palavras,

1
||fHWmvP(Q):( > /Q!Dz'lDiQ-~-Dinf(fC)!pdfC) < 0.

11,02,y in=1

Podemos generalizar esse conceito por transformada de Fourier.

Definicao B.2. Dado s > 0, denotaremos por HS(R”) o espaco das funcoes f tais que

P N G

em que f(f) é a seguinte transformada de Fourier

n

u(e) = (2m)°% / e~ u(z) d.

Uma boa motivacdo para estudar tais espacos homogéneos, é que eles preservam boas
propriedades de escala. Adiante apresentaremos uma série de resultados que nos auxiliarao para
uma melhor compreensao do texto.

Inicialmente, precisaremos das seguintes desigualdades elementares de Gagliardo-Nirenberg-

Sobolev (GNS) para funcdes u € H*(R?) quaisquer:

1 3
lullzoes) < Nl o) | D70l 2 s (B.1)
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para a demonstracdo dessa desigualdade veja (TAYLOR, 2011)), e
1 1
1Dyl 2wy < ullz2gea) 21 D%ul| oz, (B.2)
que é obtida usando a tranformada de Fourier. Por (B.1]) e (B.2)), obtém-se
1 1
ull 2o oy [ Durl L2y < [l Zogge 1D 22 sy | D0l 2 (B3)
Para demonstrarmos (B.3)), note que
1 9 3 1 1
lull e[ Dull2@sy < lull L2 gsy D ull f2 gy [ Dull £ gs) | Dul| 22 sy
1 3 1 1 1
< HUHEQ(H@)HDQUHEQ(R?’)HUHEQ(R?’)”DZUHE%H@)HDUHEQ(R?’)'

Logo,
1 1
ull Lo oy [ Dull 2y < [l 22 [ DUl 22 sy | D0l 2
(R3) (R3)

Nosso objetivo é derivar desigualdades do tipo (B.3). Com isso, vamos apresentar um

resultado mais geral obtido em (SILVA; ZINGANO; ZINGANO, [2019).

Lema B.1 (P. Braz e Silva, J. Zingano e P.R. Zingano, 2019). Sejam m,l € N tais que

0<l<m—1em > 1, entdo vale a seguinte desigualdade
1 1
1D ul| oo o) | D™t 2 sy < 0l 22 sy | D0t 22 sy |10 il 12 sy (B.4)
para todo u € H™ .

Demonstracdo. Inicialmente, note que aplicando sucessivamente a desigualdade (B.2), temos

m+41-—1

| D'l < ||u||Lz”ﬂ,-gs | D3, (B5)

|D'ull 2 < | Dull 2 D"l 7 (8.6)

|0 2ully < [lull ;5 D™ a7 (B7)

|02l < | Dullp 1D ull 5 (B.8)

D™z < ||u||z”+1 ||Dm“u||m+i (B.9)

| D™ |2 < ||Du 7 | D™y H;’ill. (B.10)

Por outro lado, pela desigualdade , temos
HDluuLmHDm*luuLz < HD’uHéHD’“uH%HDM*luHLz
(B.11)

< D)L DMl D2l D2l Dl [ D7,
——

() (1) (111) (1v) V) (V1)
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para algum (a, b, c) € [0, 1] x [0,1] x [0, 1} a serem escolhidos de forma conveniente. De fato,

substituindo (B.5]) em (1), (B.6]) em (II), em (1), (B.8) em (IV), em (V) e (B.10)

em (VI) na desigualdade (B.11)), obtemos

1D ul| < || D™ v 2

a m+41— l+3b rnflfl_"_C 1+1

< ||u||L2 mt1 mt1 m—+1
— +1 l 3(1 b) z 1 141
'||DUHL2a m + me +(1 c)
”Dm+1 B g cbppige. ol s 2 g SUh) I e mel (1) melnd

Temos que escolher a,b, ¢ € [0, 1] tais que para m e [, sob as hipdteses da desigualdade (B.4)),

tenha
a  m+1-1 3b  m—=I-1 + c(l+1) _1
4 m+1 4 m+1 m+1 2
127@ . mtiil + 3(14—b) . mfnifl + (l—cT)T(Ll—i-l) _ %
Pt St R M g i)y gl =

Ao mostrarmos a existéncia de a, b e ¢ satisfazendo o sistema anterior, a desigualdade (B.4))
estard demonstrada. E possivel escolher tais constantes para cada m e . Sejam m > 1 e

0 <l <m—1, entdo o sistema

m—I+1 Ca+ 3(m—1-1) b+ (I+1) o= 1

4(m+1) 4(m+1) m+1 2
m—I+1 3(m -1) +1 . m+l

T at b+ == c="1"
m—I+1 3(m—1-1) L. 3m—2i—1
4(m2+m) a+ (m2+m) b+ m+1 T 2(m2+m)

tem solucdo (a,b,c) € [0,1] x [0,1] x [0, 1]. De fato, escrevendo o sistema anterior na forma

matricial e escalonando a matriz, temos

—l+m+1  —=3l+3m—3 +1 1
dm—+4 4dm+4 m+1 2
—l4+m+1  =3l+3m-3 [+1 m+1
4m am m 2m
—l+m+1  —3l4+3m—3 1 —2l4+3m—1

4m24+4m 4m24+-4m m~+1 2m24-2m

. L2—<m—)L1—>L2

—l+m+1 —=314+3m—3 +1 1

Im+4 Am~+4 m—+1 2

0 0 0 0
—l+m+1  —3l14+3m—3 1 —2l4+3m—1

4m2+4m 4m2+4m m-+1 2m2+2m
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= Ls— (L) Li— Ly

—l4+m+1 —3l14+3m—3 I+1 1
4m—+4 4m—+4 m—+1 2
0 0 0 0
—l+m-1 —=l4+m-1
0 0 m2+m m2+m
n [y Lg
—l4+m+1 —3l4+3m—3 +1 1
Am—+4 Am—+4 m—+1 2
—l4+m-1 —=l4m-1
0 0 m24+m m24+m
0 0 0 0

Que, por sua vez, possui solucdo geral

A—2m+2 _ 3l-3m+3 | b
l-m—1 l-m-1

Portanto, o sistema possui solugdo para cada m e [. Consequentemente, a desigualdade (|B.4))

é valida.
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