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RESUMO

Uma das maiores vantagens do Método dos Elementos Finitos (MEF) é a utilizacéo de
computadores convencionais para programacdo e analise de problemas de engenharia. No
entanto, o procedimento de geracdo de malha (pré-processamento) muitas vezes exige um alto
custo de processamento computacional e experiéncia do analista para geracdo de uma malha
com elementos de tamanho adequado, principalmente em problemas onde ha areas mais
sensiveis a analise, nas quais é necessario um numero maior de elementos. Além da busca por
uma melhor utilizagdo dos recursos computacionais, procuram-se meios de garantir a precisao
e convergéncia das solugdes numéricas. O presente trabalho consiste no desenvolvimento de
rotinas computacionais para o refinamento h-adaptativo de malhas aplicado a anélise de
problemas descritos pela Equacdo de Poisson e a Elasticidade Plana. Os cddigos foram
desenvolvidos no MATLAB e contam com rotinas para solugdo numérica pelo Método dos
Elementos Finitos. A estimativa do erro a posteriori baseou-se na norma do erro em energia e
na recuperacdo das derivadas de ordem superior pelo método das Médias Nodais Simples.
Através do critério de equidistribuicdo do erro elementar e do erro percentual admissivel em
norma de energia, os niveis de refinamento dos elementos s&o determinados. Em seguida, uma
série de medidas sdo tomadas para evitar o refinamento excessivo e promover uma melhor
regularizacdo da malha. A validagdo do cddigo foi feita por comparagcdo com solucdes analiticas

e resultados da literatura.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos. Refinamento h-adaptativo. Estimador de erro a
posteriori.



ABSTRACT

One of the main advantages of the Finite Element Method is the usage of conventional
computers for programming and analysis of engineering problems. However, the mesh
generation procedure often requires a high cost of computational processing and user
experience to generate element sizes that provide an acceptable solution, especially when there
are sensitive areas, where a higher number of elements is needed. Besides the search for better
use of computational resources, it is also important to guarantee precision and convergence of
the numerical solutions. The present work consists of the development of computational
routines of h-adaptive mesh refinement applied to Poisson Equation and Plane Elasticity
problems. The codes were developed in MATLAB and rely on routines for numerical solution
using the Finite Element Method. The posteriori error estimate is based on error in the energy
norm and recovery of the higher order derivatives by the method of Simple Nodal Averaging.
By means of the equidistribution criterion of the elementary error and the permissible
percentage error in the energy norm, the refinement levels of the elements are determined. Then
a series of procedures are done to avoid excessive refinement and aid better shape of the mesh
elements. The validation of the codes was made through the comparison with analytical

solutions and literature results.

Keywords: Finite element method. H-adaptive refinement. Posteriori error estimate.
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1 INTRODUCAO

Os desafios atribuidos a engenharia estrutural pelos novos conceitos arquitetonicos e
pelas obras modernas, cada vez mais imponentes, exigem que as ferramentas associadas ao
projeto dessas estruturas se tornem cada vez mais sofisticadas e eficientes. Isto porque o projeto
de engenharia precisa adequar-se & sua funcionalidade, de maneira que o custo da estrutura
torne viavel a execucdo da obra. Para isso € necessario que se conheca, da maneira mais
representativa possivel, os fendmenos associados ao seu comportamento.

Diante disso, técnicas numéricas de analise de estruturas foram desenvolvidas e vém
sendo aprimoradas ao longo dos anos. Sendo utilizadas para a solucdo de problemas de diversas
naturezas de acordo com suas caracteristicas e capacidade de representar e capturar
singularidades associadas a cada contexto envolvido. Nos métodos com malha, a geometria é
subdividida em pequenas partes, denominadas de elementos, 0s quais passam a representar o
dominio continuo do problema. Dessa forma, o Método dos Elementos Finitos (MEF) propde
que a superficie a ser analisada seja dividida em um numero limitado de elementos, tornando
possivel a representacdo de uma funcdo complexa como uma unido de fungdes polinomiais.

Paralelamente ao desenvolvimento dos métodos numeéricos, surgiram as pesquisas
relacionadas a estimativa dos erros intrinsecos aos processos de modelagem computacional.
Sdo vaérias as fontes de erros presentes no MEF, entre os quais, tem-se 0s erros de aproximacao
do dominio, erros de aritmética finita e quadratura (provenientes de integracdo numérica e de
arredondamentos) e erros de aproximacao (decorrentes da substituicdo da solucdo exata do
problema por uma funcéo polinomial) (REDDY, 2006).

Sabe-se que regides mais refinadas, com maior nimero de elementos, permitem maior
precisdo ao passo que demandam elevado custo computacional. E dependendo do problema
podem existir regides mais sensiveis a analise, nas quais é necessario um nimero maior de
graus de liberdade para que a solucdo seja obtida com a precisdo desejada. Dentro deste
contexto, surgiram as técnicas de refinamento adaptativo que tem por objetivo a formacéo de
uma malha “6tima”, isto ¢, uma malha que minimize os erros de discretizagdo com 0 menor
numero de graus de liberdade possivel.

Dentre os diversos tipos de refinamento adaptativo de malhas de solu¢des em elementos
finitos, neste trabalho optou-se pela utilizacdo do refinamento h-adaptativo, que consiste na
subdivisdo dos elementos das regides de maiores erros. A estimativa do erro é feita a posteriori

e baseia-se na recuperacao das derivadas de ordem superior pelo método das Médias Nodais
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Simples e no célculo do erro na norma em energia (ZIENCKIEWICZ & TAYLOR, 1989), que
tem por objetivo a obtencdo de um escalar que meca o erro em um sentido global para a malha
corrente

Serdo apresentados a fundamentacao tedrica do Método dos Elementos Finitos, aplicado
a problemas descritos pela Equacéo de Poisson e a Elasticidade Plana, bem como o célculo das
estimativas de erro e o critério de discretizagdo associados as estratégias de refinamento h-
adaptativo e as particularidades dos programas desenvolvidos. Por fim, serdo apresentados e
discutidos cinco exemplos numéricos: flexdo de placas, conducdo de calor, torcdo, viga

engastada em balango e chapa com furo sob tracao.

1.1 Justificativa e motivacao

Uma das maiores vantagens do MEF é a utilizacdo de computadores convencionais para
programacdo e analise de problemas diversos. Em particular, qualquer dominio fisico com
geometria complexa e condi¢Bes de contorno prescritas pode ser analisado com o método
(KWON e BANG, 1997). Por outro lado, o procedimento de geracdo de malhas (pré-
processamento) muitas vezes exige um alto custo de processamento computacional para
geracdo de uma malha que forneca uma solucao aceitavel, principalmente em problemas onde
ha areas mais sensiveis a andlise, nas quais € necessario um numero maior de elementos para
gue a solucdo seja obtida com a precisdo desejada. Além disso, varios programas ndo dispdem
de uma estimativa do erro da andlise, ficando a cargo do analista a verificacao da confiabilidade
dos resultados, quer seja por sucessivas discretizagdes, execugoes e verificagdes, quer seja pela
experiéncia do individuo naquele tipo de analise.

O desenvolvimento de algoritimos capazes de minimizar os erros associados a
discretizacdo do dominio e gerar, automaticamente, uma malha adequada ao problema é de
grande valia. Diante disso, foram desenvolvidos dois programas de refinamento adaptativo de
malha aplicados a problemas descritos pela Equacdo de Poisson e a Elasticidade Plana, que
abrangem problemas presentes no cotidiano da engenharia. A finalidade do trabalho vai além
do desenvolvimento das rotinas computacionais, ao promover a discussdo e a implementagéo
de estrategias de refinamento adaptativo acessiveis a alunos de graduacéo, espera-se contribuir

para a criacdo de um ambiente propicio ao desenvolvimento de novas ideias e técnicas.
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1.2 Objetivos gerais e especificos

O objetivo deste trabalho consiste no desenvolvimento de rotinas computacionais de
refinamento h-adaptativo de malha aplicado a problemas descritos pela Equacéo de Poisson e
a problemas de Elasticidade plana. Também foi implementado os solucionadores MEF,
necessarios as analises. E importante destacar que as estratégias adaptativas implementadas
podem ser aplicadas em outros tipos de problemas estacionarios bidimensionais que utilizem
malhas conformes.

Os objetivos especificos sao:

— Desenvolver ferramentas computacionais de refinamento h-adaptativo de malhas;

— Demonstrar a eficiéncia do refinamento h-adaptativo e sua vantagem em termos de
custo computacional,

— Aplicar a problemas bidimensionais de interesse pratico.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Serdo apresentadas a equacao de Poisson e as equacdes basicas da teoria de elasticidade,
sequidas pela aplicacdo do Meétodo do Elementos Finitos. Foram utilizados elementos
triangulares, triangular linear e CST (Constant Strain Triangle), pois as expressoes relacionadas
aos elementos triangulares sdo comparativamente mais simples e 0s contornos das geometrias
podem ser melhor aproximados. Além disso, esse tipo de elemento facilita a implementacédo
das estratégias de refinamento h-adaptativo porque é mais fécil de tratar os hanging nodes, que
surgem devido a diferenga de nivel de refinamento entre elementos vizinhos, comparado a

elementos quadrangulares, por exemplo.
2.1 Equacdo de Poisson

As equacOes de Laplace e Poisson possuem multiplas aplicacfes na engenharia. Por
exemplo, essas equacOes diferenciais podem representar conducao de calor, fluxo potencial e
torcdo de estruturas (KWON & BANG, 1997). A Equacdo de Poisson €:

o’u o)
k(y+yj_g(x, y) em Q 1)

Onde a incégnita u é uma funcdo ao longo do dominio Q e g(x,y) é uma funcdo
denominada fonte interna. Para o caso particular onde ndo ha fonte interna, g(x,y)=0, obtém-se

a Equacdo de Laplace:

2 2
U, %Y _pemo @)
ox® oy

Para o dominio bidimensional, as condi¢des de contorno séo:
u=0U emTI%e 3)

0
8_lrjlzq em 'y 4
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Onde U é a condigdo de contorno de Dirichlet, referente a imposicdo do valor de u na

regido I'edo contorno e @ é a condicao de contorno de Neumann, referente a imposicgéo de fluxo
em I'n, Fig. 1. Neste caso, considera-se o “equilibrio” de fluxo em um elemento infinitesimal
da regido I'n do contorno. Portanto,

Fe U Fn =T (5)

Ie ﬂ =9 (6)

Figura 1 - Subdivisdo do contorno do corpo.

Fonte: Adaptado de SOUZA (2003).

Onde |y e (N denotam soma e intersergéo, respectivamente, e I' ¢ a condi¢ao de contorno
total do dominio. A integracdo do peso residual da Eq. (1) e da condicdo de contorno, apds a
realizacdo de integracdo por partes para reducdo da ordem de diferenciacdo da integral, resulta
em (KNOW & BANG, 1997):

J’[@W@U awéujdg ng x y dQ+jW— dr’ (7)
OX OX

Q
In
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2.1.1 Aplicagdo do Método dos Elementos Finitos

Figura 2 - Elemento Triangular Linerar (KWON E BANG, 1997).

v

{'-23 N y&)

Ty

(p, 1) vy (e

&

Fonte: KWON E BANG (1997).

A discretizacdo do dominio na Eq. (7) é feita usando elementos finitos bidimensionais.
Um dos elementos mais simples é o elemento triangular linear, Fig.2, utilizado neste trabalho.

A funcéo de interpolacdo do elemento é linear em x e y e é expressa por:
U:al+a2X+3.3y (8)

A funcdo geral v, que interpola o campo a partir das variaveis nodais, é (LOGAN, 2007):

Uz
[Hl H: H3] uz ©)
Us

v}

Onde Hq(x,Y), Hy(X,y) e Ha(X,y) sdo as funcdes de forma do elemento triangular linear.

A primeira integral da Eq. (7) torna-se a matriz de rigidez, a segunda integral esta relacionada
a fonte interna e torna-se um vetor de fluxos e a terceira integral refere-se ao fluxo no contorno
ao longo da fronteira natural, também resultando num vetor de fluxos.

Com as varidveis nodais indicadas na Eq. (9), a matriz de conducdo do elemento pode ser

obtida por:

[K*]= je[B]T[K][B]dQ (10)
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Onde [B] corresponde as derivadas das funcdes de forma H; e [/c] corresponde a matriz

constitutiva:

11(Y2—-Y3) (Y3—y) (y1-y2)
Bl= _—
LBl ZA{(Xs—XZ) (-%) (%) )
[K]:K(x,y){; ﬂ (12)

A segunda integral da Eq. (7) € calculada apenas para os problemas descritos pela equacéo
de Poisson, j& que para Laplace a fonte interna de calor, g(x,y), € nula em todo o dominio Q.
A integral é computada no elemento triangular linear da seguinte forma (KWON & BANG,
1997):

Hl

{f(e)}=f H, rg(x y)dQ (13)
2 | H,

A matriz global de conducéo é obtida pela Eq. (14), onde nel corresponde ao nimero de

elementos da malha.

nel

[K]=D [K®] (14)
e=1

O vetor de fluxos nodais é obtido pela soma de todas as fontes dos elementos e € dado
por:

nel

[F]:Z{f@} (15)

e=1

A equacdo diferencial que governa o problema é transformada em um sistema de

equacdes algébricas, Eq. (16), com as condi¢des de contorno prescritas dadas pela Eq. (3). As
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condigdes de contorno do fluxo de calor, Eq. (4) s&o computadas da mesma maneira que cargas
distribuidas para um problema de anélise de tensdo, ou seja, sdo incluidas no vetor de fluxos
nodais (LOGAN, 2007).

[F]=[K]{u} (16)
2.2 Elasticidade Plana
2.2.1 Estado plano de tenséo e estado plano de deformacao

Considerando um diagrama de corpo livre de um elemento infinitesimal como mostrado
na Fig. 3, o somatdrio das forgas nos eixos vertical e horizontal tornam-se (KNOW & BANG,
2000):

Figura 3 - Diagrama de corpo livre de um elemento bidimensional infinitesimal.

4> 0, + g o
ay Y e Tsfdv

i [ r___!_/ -

Y, I_' ]

dy g C + %tﬂr

I3

) Tay \\\"--1.._‘_ T, + %jdx
° x
0’_‘( ‘T_T‘f
dx

Fonte: LOGAN (2007).

F = 80‘de dxd 8Txydd dxdy + f,dxdy =0 17)
Z X—(Ux+ o )axdy — oy dx y+(Txy+W) Xay — 7y axay + T,0xay =

OTyy ooy
Z Fy = (zyy + F)dxdy —7yydxdy + (o y+W)dxdy —o ydxdy + fydxdy =0 (18)
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Onde f,e f,sdo as forcas de corpo por unidade de area, o, € a tensdao em x, o, € a

tensdo emy e 7y, é a tensdo cisalhante. Simplificando essas expressdes, obtém-se as equacdes

de equilibrio:
E
90X T Lt —0 (19)
OX oy
ot O
oy T g, 20 (20)
OX oy

Segundo LOGAN (2007), a terceira equacdo de equilibrio que deve ser satisfeita é a
equacdo de equilibrio dos momentos em relagdo a um eixo normal ao plano xy. Tomando os

momentos em relacdo ao ponto C da Fig. 3, tem-se:

>, =z VL L TN SN L TP 1)
2o dy Y ax 2 YT VY gy 2
Simplificando e negligenciando os termos de alta ordem, obtém-se:

Txy = Tyx (22)

A relacdo entre tensdes e deformacdes é dada pela expresséo:
{c} =[D]{¢} (23)

T o « T s <
Onde {o} ={oy oy 74} sdoastensdese {¢}={ex &, 7y} sdo asdeformacles, as

quais serdo definidas na sec¢do 2.2.2. Para a condigdo de Estado Plano de Tensdo, tem-se: o, =

Tyy =Tyx =0, 75, =7y, =0 € &, # 0. Ou seja, existe deformagdes tridimensionais no elemento,

portanto, existe deformacdo no eixo z, mas nédo existe tensdo. A matriz de propriedades do

material é dada por:



[D]=

Ev
1—1/2
00

0

0
1-v
2
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(24)

Onde E é o mddulo de elasticidade do material e v é o coeficiente de Poisson. Para a

condicdo de Estado Plano de Deformacao, tem-se: 7y, =7y, =0, & ;= 7y, =7y, =0 € 0, #0.

Ou seja, existem tensdes tridimensionais atuando no elemento e ndo ha deformagao no eixo z.

A matriz de propriedades do material é dada por:

E

Pl=

1% 0

1-v 0
0 1-2v
2

(25)

Em suma, na condicdo de estado plano de tensdo, o elemento sofre deformagdes

tridimensionais e na condicdo de estado plano de deformacdo, ha tensdes tridimensionais

agindo sobre o elemento. Em todos os exemplos apresentados neste trabalho foi considerado o

primeiro cenario, com espessura (dimensdo ao longo de z) pequena e cargas apenas nas direcdes

Xey.

2.2.2 Estado bidimensional de tensdo e deformacao

O estado principal de tensGes, no qual ocorre as tensfes normais maxima e minima

bidimensionais pode ser obtido segundo as expressdes (GERE, 2001):

Oy +O0 Oy —O

2

(26)

(27)
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A diregdo normal ao plano no qual ocorrem as tensdes normais maximas e minimas é
definida pelo angulo principal, 6, dado por:

2T
tan 20, = ——— (28)

Oy~ Oy

A Figura 4 apresenta um elemento infinitesimal utilizado para representar o estado
infinitesimal de deformacé&o em algum ponto da estrutura.

Figura 4 - Deslocamentos e rotacéo das linhas de um elemento no plano xy.

Ay

Fonte: LOGAN (2007).

Das defini¢bes gerais de deformacGes normais e cisalhantes e fazendo uso da Fig. 4,
obtém-se (LOGAN, 2007):

o ZZ_“ (29)
X

iy =% (30)

Vxy = %J + % (31)

2.2.3 Aplicagédo do Método dos Elementos Finitos

2.2.3.1 Constant Strain Triangle (CST)
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Figura 5 - Elemento CST

Fonte: LOGAN (2007).

O elemento CST possui dois graus de liberdade por né, Fig. 5, e as tensGes e
deformacdes atuantes sdo constantes no elemento. A funcdo linear de deslocamentos, que

assegura que a compatibilidade sera satisfeita para cada elemento é dada por (LOGAN, 2007):

u(x,y) =a +ayx+agy (32)

V(X,y) =a4 +agX+agy (33)

Onde u(x,y) e v(x,y) descrevem os deslocamentos em cada ponto interior (X;,Y;) do
elemento e 0s a’s representam os coeficientes generalizados. Sdo utilizadas fun¢des de forma
N para expressar as fungdes de deslocamento no interior de um elemento. Usando as Eq. (32) e
(33) e fazendo algumas operacdes, conforme LOGAN (2007), obtém-se a fungdo geral de

deslocamentos expressa em funcdo dos valores dos deslocamentos nodais e das funcbes de

forma, N.
N:ui + Nu; +NLU
. ux, y) [ _ Nt U+ Nmbm (34)
v(X,y) N;ivi +N;Vv;j + NV

Ou



N; O Nj O N, O
{V’}{o N; 0 Nj 0 N,
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(35)

De maneira abreviada, a Eq. (35) torna-se {y/} =[N]{d}. Deve-se, entéo, expressar as

deformagdes e tensbes dos elementos em termos de deslocamentos nodais. Partindo da Eq. (36),

obtém-se a expressdo dada pela Eq. (37) que relaciona as deformacbes com os deslocamentos

nodais.
au
lef=18y (= 5
T
oy OX
N 0 aN_J 0 Np 0
OX OX OX
ON ;
{el=] 0 Mg T agym
ON; oN; ONj ONj oN, oNp
| oy OX oy OX oy OX

(36)

{d} (37)

De maneira compacta, tem-se {5} =[B]{d}. Como as deformacGes sdo constantes no

elemento CST (Constant Strain Triangle), segundo KWON & BANG (1997), a avaliacdo das

funcdes de forma resulta em:

1 (yj_ym) 0
[B]:ﬂ 0 (xm—xj

)

(Ym_yi)

0

0 (Vi —¥j) 0

(X = Xm) 0 (Xj =) (38)

m =%j) (Yj=Ym) G =Xm) (Ym=Yi) (xj=%) (¥i—yj)
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E as tensdes no plano, em termos dos graus de liberdade dos nds, sdo dadas por:
{o}=[D][B]{d} (39
2.2.3.2 Matriz de rigidez

Usando o principio da energia potencial minima, pode-se gerar equacdes para um
elemento CST. Para o plano de tensdo do elemento, a energia potencial é uma funcdo dos
deslocamentos nodais, {d}. LOGAN (2007) apresenta, de maneira detalhada, a expressdo da

energia potencial total, 7, , constituida por: energia de deformacé&o, energia potencial de forgas

de corpo, energia potencial de cargas concentradas e energia potencial de cargas distribuidas.

A derivada de 7, com respeito aos deslocamentos nodais, ja que 7, =7z, (d), é dada por:

e IVH[B]T[D][B]dV fa}-{1}=0 (0

Onde { f } representa a forca total do sistema atuante em um elemento. O primeiro termo

da Eq. (41) refere-se as forcas de corpo, o segundo termo refere-se as forcas nodais concentradas

e o terceiro termo as cargas distribuidas.

{f}zJ.J.J.[N]T{X}dV+{P}+”[NS]T (Tg)ds (41)
V S

Onde {X } é 0 peso do corpo por unidade de volume ou matriz de densidade (geralmente
em kN/m3), {P} é a carga externa concentrada, [Ng] representa a matriz de funcges de forma

avaliada ao longo da superficie na qual as cargas distribuidas estdo atuando e {TS} representa

as cargas distribuidas (geralmente em kKN/m?2).
A matriz de rigidez elementar corresponde ao primeiro termo do lado direito da Eq. (40)

e € dada por:
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[Ke}m'[B]T [D][B]dV (42)

Como o problema € bidimensional, a espessura do elemento é constante. Além disso, o
elemento é CST, portanto, os termos integrandos ndo sdo uma funcdo de x e Y.
Consequentemente, a Eq. (42) torna-se a Eq. (43), onde A é a area do elemento e t € a espessura
(KWON & BANG, 1997).

| K¢ |=ta[B][D][B] (43)

A matriz de rigidez do sistema &, entdo, dada pela soma das contribui¢es das matrizes

de rigidez de cada elemento:

nel

[K]=D [K®] (44)
=1

2.2.3.3 Forgas de corpo

Partindo do primeiro termo da Eg. (41), pode-se avaliar as forcas de corpo nos nos de
cada elemento (LOGAN, 2007):

{fo} = ] INTT {x}av (45)

Onde

{X}={>Y(:’} (46)

E Xb e Ypsdo forcas por unidade de volume (kN/m?3) nas diregcOes x e y, respectivamente.
Essas forcas surgem devido ao peso proprio da estrutura (forcas gravitacionais), velocidade
angular (denominada de forca de corpo centrifuga) ou forcas inerciais e dindmicas. Para o caso

em que atuam apenas forcas de corpo devido ao peso proprio da estrutura, como a forga
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gravitacional esta na direcdo y, tem-se apenas Yy, (Xp=0). Simplificando a integracdo da Eq. (45),
sem perda de generalidade, obtém-se (LOGAN, 2007):

Foix X,
foiy ||,
98 B B g )
bjy b
fbmx Xb
fomy | (Vb

2.2.3.4 Forcas externas

As forcas externas atuantes em um corpo podem ser concentradas ou distribuidas.
Trataremos apenas de forcas distribuidas, pois o cédigo implementado ndo permite a presenca
de forcas concentradas em apenas um nd. Quando houver forca concentrada, esta devera ser
substituida por uma forca distribuida estaticamente equivalente, ao longo da direcdo de atuacao
da forca concentrada. Pelo terceiro termo da Eq. (41), pode-se avaliar as forcas externas

distribuidas como:

{1} = [[ NI {Ts s (48)

Onde

T ={px} (49)

Py

Sendo px e py os valores das forgcas externas distribuidas nas direcdes x e v,
respectivamente. Para um elemento CST, as cargas distribuidas ao longo dos lados de um
elemento podem ser tratadas como cargas concentradas atuantes nos nds associados ao lado
carregado, transformando cargas distribuidas em cargas nodais estaticamente equivalentes, Fig.
6 e 7. No entanto, para elementos de alta ordem, como os LST (Linear Strain Triangle), a
transformacéo da forca distribuida em forca nodal equivalente deve ser feita usando a Eq. (48),

a qual foi obtida pelo principio da energia potencial minima (LOGAN, 2007).
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Figura 6 - Forca externa distribuida. Figura 7 - Forcas nodais equivalentes.
LY L 1 T ~ [’iff
L - n @ L
- 2 3
2O~ < et
L . @ ¢
_ 5 4 l pLe
Fonte: LOGAN (2007). Fonte: LOGAN (2007).

2.2.3.5 Forgas totais do sistema

Conforme apresentado nas se¢des anteriores, a forca total atuante no sistema é composta
por forcas de corpo e forgas externas. Portanto, o vetor de forcas totais é obtido pela soma das
contribuicbes de cada uma dessas parcelas, Eqg. (50), onde nel corresponde ao nimero de

elementos da malha.

nel

F1-2 {2 {4}] 2

e=1
2.2.3.6 Equacao Basica

E obtida pelo rearranjo da Eq. (40), proveniente da aplicacdo do principio da energia
potencial total minima que estabelece: “de todas as configuracfes cinematicamente possiveis,

a deformacdo que produzir a energia potencial total minima € a condi¢ao de equilibrio estavel”
(KWON & BANG, 1997).

[F]=[K]{d} (51)

Onde [K] € a matriz de rigidez do sistema, Eq. (44), [F] é o vetor de forcas totais

atuantes no sistema, Eq. (50), e {d} é o vetor de deslocamentos nodais.
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2.3 Refinamento Adaptativo

Processos de refinamento adaptativo de discretizacdo de malhas tem sido foco de
intensivas pesquisas nas Ultimas décadas, mostrando-se uma ferramenta eficiente para a analise
por elementos finitos de diversos problemas de Engenharia. Sabe-se que regides mais refinadas
permitem maior acuracia ao passo que demandam um maior custo computacional, por esse
motivo, é importante que o refinamento seja distribuido de forma inteligente ao longo do
dominio.

Existem diversos procedimentos para o refinamento de solugdes em Elementos Finitos.
Uma subdivisdo cléssica é apresentada a seguir: Refinamento-p, Refinamento-r e Refinamento-
h. O primeiro propde o refinamento da malha por meio da alteracdo da ordem do polinémio
usado na interpolacdo, geralmente alterado hierarquicamente, mantendo-se o tamanho dos
elementos. O segundo matém o numero total de nds constantes e ajusta a suas posi¢Ges para
obter uma aproximacdo 6tima. Esse procedimento € teoricamente interessante, mas é dificil de
usar na pratica e é pouco recomendado. No Refinamento-h, alteram-se as dimensdes e/ou
formas dos elementos de maneira que em alguns locais 0s elementos possuem menores
dimensdes do que em outros, permitindo que as regides criticas dos problemas recebam atencao
especial, proporcionando assim maxima economia no processo de obtencdo da solucdo
desejada. A Fig. 8 apresenta um exemplo de Refinamento-h. Esses tipos de refinamento podem
ser combinados. Segundo NOVOTNY & FANCELLO (1998), uma combinacdo bastante
conhecida e eficiente no controle de erro para uma vasta classe de problemas é o refinamento
h-p, que consiste na combinacdo das estratégias h e p. O inconveniente do método h-p é a

necessidade de estruturas de dados complexas para a realizagdo das operacoes.

Figura 8 - Andlise no COMSOL com refinamento h-adaptativo.

mﬁjmn
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Fonte: COMSOL (2017).
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O meétodo de Refinamento-h, alvo da proposta atual, pode ser aplicado de vérias maneiras.

TAYLOR et al (2005) apresenta os dois métodos mais comuns :

1)

Subdivisdo de elemento: aplica o refinamento em locais com maiores erros. Os

elementos existentes sdo divididos em menores, mantendo intacta as condicdes de
contorno dos elementos originais. Pontos flutuantes, hanging nodes, sdo gerados no
meio dos lados dos nds adjacentes ao elemento que foi refinado, sendo entdo necessario
prover restricdes nesses pontos flutuantes além de exigir uma maior habilidade de
controle, tornando o calculo mais complexo (RIVARA, 1984). Um método bastante
conhecido, é o Red-Green (BANK & SHERMAN, 1981), que consiste em adicionar nos
nas arestas dos elementos, gerando quatro novos triangulos geometricamente similares
ao original, Fig. 9. Isso produz pontos extras ao longo das arestas dos triangulos
vizinhos. Esses triangulos, que servem de transicdo entre a regido que sofreu
refinamento e o resto da estrutura, séo divididos de modo que tornam-se irregulares e

de baixa qualidade, sendo chamados de triangulos verdes.

Figura 9- Triangulo vermelho refinado com triangulos vizinhos de transicao.
Fonte: JOHANN CERVENKA (1996).

Regeneracdo da malha: um novo tamanho de elemento é determinado em todos os

dominios e uma malha totalmente nova é gerada. No geral, € o método mais eficiente e
apresenta resultados superiores aos demais. No entanto, pode ser custoso especialmente
para elementos tridimensionais e apresenta problema de transferéncia de dados de uma
malha para outra. Para a maioria dos problemas préaticos de engenharia, particularmente
aqueles em que a forma do elemento é severamente distorcida durante a analise, a

regeneracdo adaptativa de malha torna-se uma escolha natural, Fig. 10.

Figura 10- Comparagéo entre as malhas: Original, Subdivisdo de elemento e Regeneracéo,

respectivamente.

Fonte: ZIENKIEWICZ & TAYLOR (2000).
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No desenvolvimento deste trabalho foi adotado o método de regeneracio da malha. E
determinado um tamanho ideal para os elementos da malha com base no critério da
equidistribuicdo do erro elementar (ZIENKIEWUCZ & TAYLOR, 2000), os elementos da
malha sdo, entdo, subdivididos em elementos menores de acordo com o grau de refinamento
determinado e uma nova malha é gerada. O estimador de erro empregado e as estratégias de
refinamento utilizadas serdo apresentados nas proximas secoes deste trabalho.

2.4 Estimativa de erro no Método dos Elementos Finitos

Essa secdo tem como finalidade central a exposicdo da formulagdo geral na qual esta
fundamentado o corrente trabalho. Todo 0 equacionamento dos estimadores de erro baseado na
norma em energia sera voltado para estimativas de erro levando em consideracdo o problema
de elasticidade plana, o qual, posteriormente, é aplicado adequadamente a cada problema em

analise.

2.4.1 Estimador de erro baseado na norma em energia

As estimativas de erro podem ser a priori ou a posteriori. De acordo com LINS (2011),
estimativa de erro a priori sdo aquelas baseadas em conhecimento prévio das caracteristicas da
solucdo analitica do problema, no entanto, ndo fornecem uma quantificacdo do erro associado
a uma resposta aproximada. Ja as estimativas a posteriori baseiam-se na prépria solucédo
numeérica para geracao de melhores aproximacgdes dos campos de temperatura, deslocamentos,
tensdes ou deformacoes, a depender o problema em questdo. Esses valores sdo chamados de
solucdo recuperada e séo utilizados para guiar o processo adaptativo.

Segundo ZIENKIEWICZ & TAYLOR (2000), o erro de aproximacao (e) de uma analise
numeérica em Elementos Finitos depende da malha adotada e pode ser definido como a diferenca
entre a solucdo exata, u, e a solugdo aproximada, @, obtida pelo MEF. Aplicando essa definigédo

na funcdo deslocamento, o erro de aproximagéo é expresso por:

e=u-—0Q (52)

A especificacdo do erro local nem sempre é adequada e eventualmente equivocada. Por

exemplo, os erros em tensGes medidos sobre uma carga pontual serdo localmente infinitos. Com
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0 objetivo de obter um valor escalar que mega a funcdo do erro em um sentido global para a
corrente malha, adota-se uma medida em forma de norma. Neste trabalho, foi utilizado a norma
do erro em energia, introduzido por ZIENKIEWICZ & ZHU (1987). Para problemas elasticos,

pode ser obtida por:

1/2
lell= I(Se)T D SedQ (53)
Q

Onde |le|| é o erro medido em energia, S é um operador diferencial linear, sendo {Se} o

gradiente da solucdo. Neste caso, S relaciona os deslocamentos com as deformacoes:

£=50 (55)

Sendo D a matriz de propriedades do material, as tensdes podem ser obtidas por:

o=De¢ (56)
(57)

De maneira alternativa, pode-se escrever a norma do erro em energia das seguintes
formas (Silva, 2015):

1/2
lle|l= I(S—E)T D(e—¢&)dQ (58)
Q
1/2
el [(e-2) (0~ 59
Q
1/2

lell= j (0-6)T D Yo -6)dQ (60)
Q
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Uma maneira de quantificar o erro medido na norma em energia é o erro relativo
percentual em energia, 7, descrito pela razdo entre o erro na norma em energia e a energia

total acumulada no dominio, ||U ||, dado por:

llell
=11 100% (61)
Ul
Onde
1/2
U |- J'gT DedQ (62)
Q

Porém, como a solucdo exta u ndo é conhecida, busca-se empregar uma solu¢do com

~ - - ~ - * *
uma taxa de convergéncia superior a solucdo gerada diretamente pelo MEF, ¢ ou o,
denominadas solu¢do melhorada. Dessa forma, a norma do erro em energia, obtida em relacdo

a solucdo melhorada, pode ser escrita como (SILVA, 2015):

1/2
le* = j (0" -5) D" -5)dO (63)
Q

Essa técnica de substituicdo da solucdo exata por uma solugdo melhorada, obtida por
recuperacdo, € utilizada pelos estimadores de erro baseados em recuperacdo. Este tipo de
estimador tem sido empregado por diversos autores, como ONATE & BUGEDA (1993) e
CASTELLAZZI et al. (2010).

Supondo que a solu¢do analitica ndo € conhecida, utiliza-se para o célculo de (U ||

o0 conceito de que o erro é ortogonal & solugdo aproximada (CIARLERT, 2002). Neste caso:
IU PO I +le” 1P (64)

A qualidade dos estimadores de erro é medida pelo indice de efetividade, 6, descrito
pela razdo entre o valor do erro estimado pela Eqg. (63) e o valor do erro verdadeiro estimado

pela Eq. (53). Em casos onde néo se conhece a solugéo analitica do problema, esta é substituida
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por uma solucdo obtida de uma malha bem refinada. Assim, caso a solugéo recuperada convirja
a uma taxa mais elevada que a solucdo de MEF, uma estimativa assintoticamente exata é
alcancada. O que se espera € que o indice de efetividade tenda a unidade a medida que o erro
estimado tende a zero. A qualidade do processo de recuperacao adotado determina a qualidade
do estimador somente se a solugdo recuperada convergir para a solu¢do analitica a uma taxa
superior a solucdo do MEF (ZIENKIEWICZ & TAYLOR, 2000).

2.4.2 Método da Média Nodal Simples (MNS)

Existem varios estimadores de erro baseados em recuperacdo: MNS, ZZ, SPR, REP,
entre outros. Dentre esses métodos de recuperacdo do gradiente, foi adotado o MMS neste
trabalho, por apresentar reduzido custo computacional e por sua facilidade de implementacéo.
Este consiste, inicialmente, no célculo do gradiente da solucdo, por exemplo, o campo de
tensdes (em problemas de elasticidade) e do fluxo de calor (em problemas de temperatura).

Sabendo que para um né compartilhado por um total de nel elementos existem, via de regra,
—_~ - Ve - - ~ *
nel valores de o, pode-se estimar o vetor de médias nodais das tensdes recuperadas, o, para

0 né como (COOK et al., 2002):

nel

U;=nie|2(5i)j (65)
i1

Figura 11- Comparag&o entre o gradiente obtido via MEF (a) e o gradiente suavizado (b).

Fonte: Adaptado de HINTON & CAMPBELL (1974).
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Onde (a;) j € o vetor de tensGes obtidos pelo MEF para i-€simo né do j-ésimo elemento

do conjunto. Um campo suavizado e continuo entre os elementos pode ser construido através
dos fluxos de calor médios nodais utilizando as mesmas func¢des de interpolacdo N. Desta
forma, a parcela de um campo de tensdes suavizadas sobre um elemento pode ser escrita como
(SILVA, 2015):

*

o =Noy, (66)

* Ve ~ -
Onde o é o vetor das tensdes suavizadas no elemento. No entanto, para este trabalho,
o campo de tensdes suavizadas foi calculado como sendo a média dos valores das tensbes

recuperadas nos ndés, devido a correspondéncia numeérica desta operacao.
2.5 Definicdo dos critérios de convergéncia e dos parametros do processo adaptativo

Segundo ZIENKIEWICZ & ZHU (1987) para uma solucéo ser considerada convergente
e aceitavel, ela deve satisfazer dois critérios: um em nivel global e outro em nivel local. Para a
convergéncia global, é necessario que o erro global na norma em energia para a malha corrente

K, |lex||, ndo ultrapasse um percentual de energia de deformacéo total, ||Ux||, ou seja:
n<i (67)

Onde n é dado pela Eq. (61) e 7 é o valor do erro relativo percentual admissivel global

especificado pelo analista.

Para o critério local elementar, adotou-se a equidistribui¢cdo do erro elementar que
baseia-se no conceito de equidistribuicdo do erro, ou seja, cada elemento deve ter 0 mesmo
valor do erro (ZIENKIEWICZ & ZHU, 1987). Sendo ne 0 numero de elementos da malha,

pode-se calcular o erro em todo o dominio por:
ne
* 112 112
le™1P= lleg | (68)
=1

Um erro médio, em, pode ser definido pela Eq. (69).
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nE
e eh =Y llez I (69)
=1

Ao relacionar este erro médio com a percentagem de erro admissivel, 77, pode-se definir

JOR - * s =
o erro médio almejado, e, para cada elemento na proxima malha como:

1/2
e =ﬁ{”” ”2} (70)

Ne

Onde ||U |]? é dado pela Eq. (64). Para os elementos lineares, fazendo-se uso da teoria
de erros a priori, sem a presenca de singularidades na solucdo, podemos admitir que o erro
associado a um elemento é proporcional a dimensao caracteristica deste. Assim, podemos
relacionar erro e dimensdo caracteristica através da expressdo (ZIENKIEWICZ & TAYLOR,
2000; ARAUJO, 2004):

lleq K= c.dg (72)

Onde k indica a malha corrente, ¢ representa uma constante de proporcionalidade e d é
a dimensdo caracteristica do elemento.
7 - *
Como pretende-se obter o erro médio, e, calculado pela Eq. (70) para cada elemento

da solucdo da malha seguinte ( k+1), tem-se (ARAUJO, 2004):
em =lle I =c.dg™ (72)

Relacionando as Eg. (71) e (72), obtém-se a Eqg. (73), que determina a dimenséo
necessaria para que se obtenha a qualidade de solucéo especificada através de 77, identificando
tanto as regides que deveriam ser refinadas quanto as que deveriam ser empobrecidas. No
entanto, o codigo implementado nédo realiza o desrefinamento da malha, portanto, quando

indicar desrefino o elemento permanecera com o tamanho inalterado.
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*

qk+ _ ds .em (73)

€

*
€ |l

Os resultados da Eq. (73) conduzem a um campo de dimensdes descontinuas ao longo
do dominio. Desta forma, algum tipo de média ou procedimento de suavizacao deve ser adotado
para se ter um campo continuo de distribuicdo de densidade de malha desejada. Além disso,

como o erro médio desejado, e, € calculado com o uso dos gradientes suavizados e ndo com

0s gradientes exatos e nem o processo de obtencdo da nova malha é algo exato, o erro

admissivel, 77, pode ndo ser encontrado para a solucdo aproximada sobre a malha adaptada.

Sendo, entdo, necessario uma nova analise de erros ap6s a simula¢do numerica sobre a nova
malha, com o intuito de verificar se o erro almejado foi atingido ou ndo. N&o sendo alcan¢ado,

deve-se proceder uma nova adaptacio até que 77 seja atingido (ARAUJO, 2004).

2.5.1 Grau de refinamento

O grau de refinamento € determinado pela comparacédo ente as dimens6es dé‘ e dek+1 :

isto €, a dimensdo caracteristica atual do elemento e a dimensédo desejada que foi indicada pela
analise de erros. Esse parametro determina quais elementos serdo refinados e o nivel de

refinamento de cada um deles, conduzindo, portanto, o processo de refinamento adaptativo.
A dimensdo caracteristica adotada neste trabalho foi d =,/2.A, sendo A a area do

elemento triangular. A Figura 12 indica a relacdo entre o grau de refinamento e as dimensdes

do elemento apds a adaptacdo da malha.
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Figura 12- Determinacdo do grau de refinamento.

Gr=1 w

Gr=2

Fonte: A Autora.

Observe que, ao dividir a area do elemento por 4, a dimenséo caracteristica passa a ser
metade da dimens&o original. Portanto, a ordem da dimensdo obtida é de 2°" menor do que a
dimensdo original, sendo Gr o grau de refinamento desejado. Desse modo, a expressédo que

relaciona o nivel de refinamento com as dimensdes da nova malha é (ARAUJO, 2004):

k+1 dk
de =2% (74)
Onde
qk
log dke+1
Gr=——2%t 7 75
log(2) (75)

No entanto, como a solugéo da Eqg. (75) € um nimero real e o grau de refinamento deve
ser um numero inteiro, serd adotado o arredondamento deste valor. Se o grau de refinamento

por negativo, indicando desrefino, sera atribuido o valor 0, indicando que o elemento ndo deve
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ser refinado, pois o codigo implementado ndo realiza desrefinamento. Para casos em que Gr é
positivo, se a parte decimal do namero for inferior a 0,25 toma-se o valor arredondado
eliminado a parte decimal. Entretanto, se o valor for maior que 0,25, sera feiro o truncamento,
porém o valor de Gr sera o valor obtido adicionado de uma unidade. Esses critérios adotados
s&o semelhantes ao proposto por ARAUJO (2004) e sdo de carater conservador, pois conduzem

a malhas com maior nimero de elementos.
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3 METODOLOGIA ADOTADA E PARTICULARIDADES DOS CODIGOS

Serdo descritas as estratégias implementadas para o refinamento h-adaptativo das
malhas, bem como as particularidades e a estrutura dos programas desenvolvidos. Foi utilizado
um computador pessoal com processador Intel Core i7-6500U com meméria RAM de 8GB e
HD de 1TB.

3.1 Determinacéo do nivel de refinamento para cada elemento

Como visto na se¢do 2.5, é possivel estimar a distribuicdo das dimens@es dos elementos
necessarias para atingir uma tolerancia pré-estabelecida, a partir da estimativa global dos erros,
do indicador dos erros de cada elemento e do critério de equidistribuicdo dos erros. O grau de
refinamento de cada elemento é, entdo, definido pela relagdo entre a dimensao do elemento da
malha corrente e a dimensdo estimada. No entanto, uma série de medidas sdo tomadas para

evitar o refinamento excessivo e promover uma melhor regularizacdo da malha.

3.1.1 Desnivel unitario interelementos

Entende-se por desnivel unitério interelementos a diferenca entre os valores do nivel de
refinamento particular de cada elemento indicado pela analise de erros e os valores dos niveis
de seus vizinhos. Desta forma, o processo de refinamento da malha foi elaborado de maneira
que os elementos vizinhos ndo possuam uma diferenca de nivel de refinamento superior a
unidade (ARAUJO, 2004).

Apenas um loop em todos os elementos nao é suficiente para garantir o desnivel unitario
global. Com a finalidade de evitar perda da eficiéncia pelo nimero de loops em todos os
elementos da malha, apenas os vizinhos dos elementos que tiverem seu grau de refinamento
alterado séo armazenados e passam por uma nova verificagao, na qual é verificado o desnivel
unitario entre os vizinhos e os vizinhos deles. Portanto, o desnivel unitario contém duas etapas:
1 — Verificacdo do desnivel unitario de cada elemento da malha com relagdo aos seus vizinhos
e armazenamento dos elementos vizinhos aqueles que sofreram alteragdo do grau de
refinamento; 2 — Verificagdo do desnivel unitario entre os vizinhos dos elementos que tiveram

seu grau de refinamento alterado e os vizinhos destes vizinhos.
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E arbitrado ao usudrio definir o grau maximo de refinamento por etapa. A limitacéo do
grau de refinamento é importante porque em problemas com singularidades, os quais sdo
encontrados com frequéncia nas mais diversas aplicacfes de engenharia, a analise de erros
indica para os elementos da regido de singularidade dimensdes extremamente pequenas a fim
de minimizar o erro naquela regido. Utilizando o critério de desnivel unitéario, havera
propagacao do nivel de refinamento do elemento da singularidade por toda a malha e uma malha
demasiadamente densa sera gerada. Isto implicaria em uma Otima aproximacao, porém com
grande perda de eficiéncia computacional. Segundo ARAUJO (2004), processos sucessivos de
adaptacdo com refinamento limitado levam a uma solucdo tdo boa quanto esta e com muito
mais eficiéncia.

Por exemplo, ao limitar o grau de refinamento em 2, a propagacéo do nivel se da apenas
para a camada de vizinhos de um elemento central (que possui a singularidade) e, numa préxima
malha, novamente apenas os elementos ao redor da singularidade recebem grau dois de
refinamento. Deve-se ainda observar que mesmo limitando-se o grau de refinamento, em cada
analise, consegue-se obter uma excelente discretizacdo ao redor da singularidade, garantindo
uma boa solucdo. Portanto, ao limitar o grau de refinamento, limita-se a propagacao do nivel
de refinamento. Além disso, como visto nas se¢des anteriores, a analise de erros também se
baseia em aproximagdes, de maneira que a tolerancia do erro desejada pode ndo ser atingida
com a primeira malha adaptada, sendo necessaria, por vezes, a realizacdo de mais de uma etapa
de adaptacdo da discretizacdo do dominio. Portanto, a utilizacdo de malhas desnecessariamente
densas implicaria, mais uma vez, em perda de eficiéncia computacional (ARAUJO, 2004).

Diante disto, durante a implementacao do programa foi estabelecido que o grau maximo
de refinamento permitido por etapa é 3, ficando a cargo do usuario a definicdo do grau de

refinamento maximo para a analise em questdo, desde que 1< Grmax <3.

3.1.2 Regularizagéo da malha

O critério de regularizacdo da malha adotado tem por objetivo a formacao de uma malha
com melhor qualidade. Ele consiste em corrigir o nivel de refinamento de um elemento quando
pelo menos dois dos seus vizinhos possuirem grau de refinamento elevado em uma unidade em
relacdo a ele (ARAUJO, 2004).

Assim como o desnivel unitario, o processo de regularizagdo da malha possui duas

etapas. A Fig. 13 mostra a configuracdo da malha apds a primeira etapa de manutengéo do
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desnivel unitario. Verificou-se que os elementos marcados precisavam ter seus graus corrigidos.
Ap0s a correcdo, os vizinhos destes elementos que sofreram alteracdo do grau de refinamento
(destacados em vermelho) sdo verificados. Constatou-se que um dos seus vizinhos, elemento
marcado na Fig. 14, que ndo precisava de correcdo na primeira etapa, precisou ter seu nivel
corrigido na segunda etapa devido a alteracdo do grau de refinamento do seu vizinho.

Em suma, os critérios de desnivel unitario e de regularizacdo da malha sdo realizados
em duas etapas. A primeira consiste na verificacdo do desnivel unitario e armazenamento dos
elementos vizinhos daqueles que sofreram alteracdo do grau de refinamento, seguido pela
verificacdo do critério de regularizacdo da malha e armazenamento dos elementos vizinhos
aqueles que sofreram alteracdo do grau de refinamento. A segunda etapa consiste na verificagdo
do desnivel unitério e da regularizacdo da malha entre os vizinhos dos elementos que tiveram
seu grau de refinamento alterado e os vizinhos destes vizinhos.

Ainda assim, pode haver algum elemento que ndo satisfaca o critério de regularizacdo
da malha, pois apds a segunda etapa seria necessario a verificacdo dos elementos vizinhos aos
elementos que foram corrigidos e assim sucessivamente até que nenhum elemento sofresse
alteracdo do grau de refinamento. No entanto, isso implicaria num nimero muito maior loops
e no aumento do custo computacional. Além disso, as etapas implementadas mostraram-se

suficientes para atingir a finalidade de melhoria da qualidade da malha.

Figura 13- Primeira etapa de regularizagdo da malha.

Fonte: A autora.
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Figura 14- Segunda etapa de regularizacéo da malha.

Fonte: A Autora.

3.1.3 Dimensdo minima dos elementos da malha

Sabe-se que para problemas com singularidade é possivel que haja refinamentos
excessivos em uma regido do dominio com pouca alteracdo do erro global da solugdo, uma
medida adotada com respeito a presenca de singularidades, foi a limitacdo do tamanho minimo
dos elementos da malha. Ao atingir uma dimensdo menor que dmin, 0 elemento é mantido com
a dimensdo corrente. 1sso evita a geragdo de elementos com dimens@es extremamente pequenas
e que conduziriam a uma malha com muitos elementos na busca de reduzir o erro total a
tolerancia desejada. Se a tolerancia for muito pequena e a singularidade muito forte o
procedimento pode ndo convergir, requerendo sempre mais e mais refinamento na regido
singular (SAMPAIO ET AL, 1993; LYRA, 1988).

Além disso, a presenca de singularidades pode, através do efeito de “polui¢do do erro”,
levar & ndo determinaco adequada da qualidade da soluc&o fora da regido singular (ARAUJO,
2004). Ao limitar o tamanho minimo dos elementos, permite-se que outras singularidades sejam

encontradas e que outras regides do dominio sejam mais contempladas.

3.2 Estrutura dos programas

Foram desenvolvidos dois programas no MATLAB (2015), nomeados PoissonG e
ELT2D, para o refinamento adaptativo de solu¢des em elementos finitos de problemas descritos
pela equacgéo de Poisson e problemas de elasticidade plana, respectivamente. Os programas

funcionam de maneira independente e devem ser utilizados de acordo com a necessidade do
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usuario, isto é, a depender do problema a ser analisado. Os procedimentos de refinamento
adaptativo apresentados anteriormente sdo comuns aos dois programas. A seguir serdo

apresentadas as particularidades de cada um deles.

3.2.1 PoissonG

A primeira etapa de desenvolvimento do codigo foi a implementacdo e validacdo do
solucionador MEF, secdo 2.1.1. SO entdo iniciou-se a implementacdo do refinamento
adaptativo, acompanhado da definicdo do estimador de erro a posteriori, do método de
recuperacdo de gradiente e dos critérios discretizacdo e regularizacdo da malha. Descritos nas
secOes 2.3, 2.4 e 2.5.

A Figura 15 apresenta um fluxograma dos procedimentos do programa. Inicialmente o
usuério deve fornecer os dados de entrada: dados do problema, condigdes de contorno (podem
ser descritas por uma funcdo ou por um vetor com os valores prescritos dos nés do contorno),

erro percentual admissivel, 77, global e local elementar (que podem ser iguais ou distintos),

dimensdo caracteristica minima permitida para os elementos da malha, dmin, € 0 grau maximo
de refinamento permitido por etapa, Grmax, tal que 1< Grmax <3. O usuario tem a opgao de gerar
a malha com um gerador de malha do préprio MATLAB, inserido no cddigo, ou importar a
malha do GiD.

Se optar por gerar a malha no proprio MATLAB, o usuério devera informar a dimensao
maxima permitida para os lados dos elementos da malha, hmax. A ideia é que o c6digo possa ser
autbnomo, ndo necessitando de um segundo programa para geragdo da malha. No entanto, a
funcgéo utilizada na geragéo de malha, nativa do MATLAB, ndo permite o controle da qualidade
dos elementos e, a depender do dominio e do hmax adotado, a malha gerada é bastante irregular.
Sabendo que a qualidade dos elementos da malha inicial interfere na qualidade dos elementos
filhos gerados no processo adaptativo e, portanto, na eficiéncia da obtencéo da solu¢do com a
precisao desejada, em muitos casos torna-se mais viavel utilizar uma malha inicial proveniente
do programa gerador de malha, GiD. Neste caso, o usuario deve importar do GiD as
coordenadas dos nos e a matriz de conectividade dos elementos.

Segue-se, entédo, o calculo da matriz de rigidez dos elementos, Eq. (10), montagem da
matriz de rigidez global, Eq. (14), calculo do vetor de fluxos, Eg. (13), e montagem e resolucéo
do sistema de equacdes, Eq. (16). Apos a obtengdo da solucdo pelo MEF, é realizado o calculo

dos gradientes e do campo suavizado pelo método MNS, utilizado no célculo do erro na norma
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em energia, conforme explicitado nas secbes 2.4.1 e 2.4.2. E importante destacar que as
formulacGes apresentadas nestas secOes estdo aplicadas aos problemas de elasticidade plana,
mas podem estendidas para os problemas descritos pela equacéo de Poisson. Por exemplo, em
um problema de conducéo de calor, o gradiente da solucdo é denominado fluxo de calor e é
obtido pelo produto da matriz de condutividade térmica, Eq. (12), pela matriz de derivadas das
fungdes de forma, Eq. (11), e pelo vetor de temperaturas nodais.

O critério de convergéncia do processo adaptativo é dado pela Eq. (67). Se o erro

relativo percentual da malha corrente ultrapassar o erro relativo percentual admissivel, 7 ela

devera ser refinada. Utilizando o critério de equidistribuicdo do erro elementar e relacionando-
0 com a percentagem de erro admissivel local elementar, que também deve ser especificado
pelo usuério, determina-se o erro médio almejado para os elementos, Eq. (70). Com isso,
estima-se o tamanho que o elemento deve ter para atingir o erro médio almejado e o0 seu grau
de refinamento é determinado pela relacéo entre a dimenséo do elemento da malha corrente e a
dimensdo estimada.

Entretanto, devem ser tomadas medidas para evitar o refinamento excessivo e para
promover uma melhor regularizacdo da malha. Para isso, foram adotados os critérios de
desnivel unitério interelementos e de regularizacdo da malha apresentados na se¢do 3.2. Ap6s
a verificacdo desses critérios para todos os elementos da malha, séo realizadas as subdivisfes
dos elementos de acordo com o nivel de refinamento estabelecido. Uma nova malha é gerada e

repete-se 0 processo até que 7 <7 .
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Figura 15- Fluxograma dos procedimentos do programa PoissonG.
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Fonte: A Autora.

3.2.2ELT2D

Os procedimentos de implementacdo e a estrutura de ELT2D sdo semelhantes a
PoissonG. A diferenca mais notavel esta presente nas fungdes relacionadas ao solucionador
MEF do cdédigo. O elemento utilizado aqui € o CST, que possui dois graus de liberdade por no.

Na etapa de pre-processamento, a malha inicial devera ser gerada no GiD e 0 usuario
deve importar as coordenadas dos nds e a matriz de conectividades dos elementos triangulares.
O usuario deve, entdo, fornecer os dados do problema: caracteristicas do material e forcas
externas aplicadas. Também deve informar se deseja considerar as forgas de corpo na analise,
se sim, deve fornecer as densidades de peso nas direcfes x e y, Eq. (46). As condicOes de
contorno permitem apoios do primeiro género, segundo género ou engaste, ficando a cargo do

usuario a especificagdo dos nos ou arestas que recebem tais apoios. O analista também deve
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informar o dmin, Grmax € 0 erro percentual admissivel, 7 global e local elementar (que podem

ser iguais ou distintos).

Segue-se, entdo, o calculo da matriz de rigidez dos elementos, Eq. (43), montagem da
matriz de rigidez global, Eq. (44), célculo das for¢as de corpo, Eq. (47), montagem do vetor de
forcas totais do sistema (forcas externas mais forgas de corpo), Eq. (50) e resolucdo do sistema
de equac0es, Eq. (51).

Ap0s a obtencdo da solucéo pelo MEF, é realizado o calculo dos gradientes e do campo
suavizado pelo método MNS, utilizado no célculo do erro na norma em energia, conforme
explicitado nas se¢des 2.4.1 e 2.4.2. O critério de convergéncia do processo adaptativo é dado
pela Eq. (67). Se o erro relativo percentual da malha corrente ultrapassar o erro relativo

percentual admissivel, 77, ela devera ser refinada. Utilizando o critério de equidistribui¢do do

erro elementar e relacionando-o com a percentagem de erro admissivel local elementar, que
também deve ser especificado pelo usuéario, determina-se o erro médio almejado para 0s
elementos, Eq. (70). Com isso, estima-se o tamanho que o elemento deve ter para atingir o erro
médio almejado e o seu grau de refinamento é determinado pela relacdo entre a dimenséo do
elemento da malha corrente e a dimensdo estimada.

Os critérios adotados em ETL2D para evitar o refinamento excessivo e promover uma
melhor regularizacdo da malha, desnivel unitéario interelementos e regularizacdo da malha,
foram apresentadas na secdo 3.2 e sdo 0s mesmos aplicados a PoissonG. Apos a verificacdo
desses critérios para todos os elementos da malha, sdo realizadas as subdivisdes dos elementos
de acordo com o nivel de refinamento estabelecido. Uma nova malha é gerada e repete-se 0

processo até que 7 <77, isto €, até que o erro relativo percentual global da malha seja menor ou

igual ao erro percentual admissivel.



Figura 16- Fluxograma dos procedimentos do programa ELT2D.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados foram divididos em problemas descritos pela Equacdo de Poisson e
Elasticidade plana. Serdo apresentados um total de cinco exemplos numéricos para evidenciar
e discutir a eficiéncia do processo de refinamento h-adaptativo, utilizado com o intuito de obter
solucBes com baixo erro de discretizagdo a um baixo custo computacional. Também ¢é

apresentado um comparativo entre o refinamento h-adaptativo e o refinamento uniforme.

4.1 Problemas descritos pela Equacéo de Poisson

Serdo apresentados alguns exemplos numéricos de problemas bidimensionais descritos
pela equacédo de Poisson: conducéo de calor, flexdo de placas (reducédo da equacgéo diferencial

de quarta ordem em duas equacdes de segunda ordem) e tor¢éo.

4.1.2 Conducao de calor

O dominio é um quadrado é lado 1m, Q =[0,1]2. A solucdo analitica é dada pela Eq. (76),
onde a=0 e b=1, a qual satisfaz v°T =0. Adotou-se 77 =0.05 para o erro percentual admissivel

global e local elementar. O grau maximo de refinamento por etapa adotado foi Grmax=2. A
malha inicial e as demais foram geradas no préprio MATLAB e sdo mostradas na Fig. 17 e a

Fig. 18 apresenta o campo de temperatura obtido ao final do refinamento.

2(1+y)
(@a+x)2+(b+y)?

T(x,y)=100+ (76)

Figura 17- Evolugdo da malha — Conducéo de Calor.
Malha 1 — 4 elementos. Malha 2- 64 elementos. Malha 3 — 425 elementos.
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Figura 18- Campo de temperatura.

1018

1016

1014

1012

1008

Fonte: A Autora.

A Figura 19 apresenta um comparativo entre o refinamento h-adaptativo e o refinamento
uniforme. Nota-se que o refino adaptativo é mais eficiente, pois alcanca o erro admissivel
determinado para a analise com menos da metade do numero de graus de liberdade do uniforme.
Além disso, pela Fig. 20, observa-se que o tempo de processamento do adaptativo é cerca de
metade do tempo do uniforme, evidenciando, mais uma vez a eficiéncia do refinamento
adaptativo na obtencgéo da solugdo com a precisao exigida a um menor custo de processamento

computacional.

Figura 19- Erro na norma em energia versus NGL.
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Fonte: A Autora.
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Figura 20- Anélise do esforco computacional.
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Fonte: A Autora.

A qualidade dos estimadores de erro é medida pelo indice de efetividade, 6, espera-se que
o0 estimador seja assintoticamente exato, ou seja, que seu indice de efetividade tenda a unidade
qguando o erro estimado tender a zero. O indice de efetividade da malha final foi 8 =0,996,
indicando, portanto, que solucdo recuperada converge para a solucdo analitica a uma taxa
superior a solucdo pelo MEF.

Os valores numéricos das temperaturas obtidas com a estratégia adaptativa foram
comparados com o valor da solucéo exata, obtidos pela Eq. (76). Analisando o histograma da
Fig. 21, que relaciona o nimero de nés com o valor do erro de aproximacéo, Eq. (52), percebe-
se que os erros sao da ordem de 1072 e que a grande maioria dos nos apresentam erros muito

préximos de zero.
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Figura 21- NUmero de Nos versus Erro de aproximacao (e) — Problema de condugdo de calor.
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Fonte: A Autora.
4.1.1 Flexdo de placas

O problema de flexdo em uma placa pode ser reduzido ao problema de flexdo em uma
membrana, Eq. (77) e (78), onde M sdo os momentos, w sdo os deslocamentos, g € a carga
aplicada, g=-2kN/m, e D € a rigidez a flexdo da placa (TIMOSHENKO, 1989). A placa da Fig.
22 esta simplesmente apoiada em todos os lados, portanto, M=0 e w=0 ao longo do contorno.
Possui 20 cm de espessura, E= 200 MPa e v = 0,3. O célculo do erro na norma em energia foi

obtido a partir do campo suavizado da solugdo da Eq. (77).

o°'M oM
>t T
OX oy
oW w_ M -
ox> oy D

—-q (77)
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Figura 22- Apresentacédo do problema de flexdo de placas.

q=2kN /m?

Fonte: A Autora.

A malha inicial e as demais foram geradas no MATLAB. Optou-se por uma malha inicial
pobre, com apenas 16 elementos, para que ndao houvesse refino inicial proveniente do usuario,
ficando a cargo do cddigo. Nesta andlise, o valor do erro percentual em energia admitido foi
5%, tanto para o erro global quanto para o erro local elementar. O grau maximo de refinamento
adotado foi Grmax=2. A convergéncia ocorreu na segunda malha adaptada, as Fig. 23, 24 e 25
apresentam a sequéncia das malhas. A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos para cada malha
gerada ao longo do processo de refinamento efetuado e a Tabela 2 apresenta os resultados do
refinamento uniforme, que foi realizado com o intuito de estabelecer um comparativo com o

refinamento adaptativo e verificar sua eficiéncia.

Figura 23- Malha inicial -16 elementos. Figura 24- 12 malha adaptada — 216 elementos.
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Figura 25- 22 malha adaptada — 1386 elementos.
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Tabela 1 - Resultados do refinamento adaptativo da placa sob flexéo.

NUmero
Desl. y
Malha de NGL lle]l 0 n (%) ;
(méx) (10°m)
elementos

1 16 13 0,156 1,011 41,56 -3,774
2 216 125 0,037 0,995 10,00 -5,400
3 1386 758 0,013 0,968 3,44 -5,496

Tabela 2 - Resultados do refinamento uniforme da placa sob flex&o.

NUmero de Desl. y
Malha NGL Ile]| n (%) ]
elementos (méx) (10°m)
1 16 13 0,156 41,56 -3,774
2 256 145 0,037 9,90 -5,413
3 4096 2113 0,007 1,97 -5,537

Pelas tabelas acima, observa-se que o erro percentual admissivel e o deslocamento
maximo possuem uma boa convergéncia para um numero muito inferior de elementos em
comparacao com o refino uniforme. O indice de efetividade, 6, calculado pela comparagdo com
a solucdo obtida por uma malha bem refinada, tende a 1, indicando que a estimativa do erro é

assintoticamente exata. O grafico do Erro Relativo Percentual em Energia (77,,,) Versus
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Numero de Graus de Liberdade (NGL), Fig. 26, evidencia, mais uma vez, a eficiéncia do
refinamento adaptativo em alcancar bons resultados a um menor custo computacional,
alcancando o erro admissivel determinado para a analise com menos da metade do nimero de
graus de liberdade do uniforme.

Figura 26- Erro na norma em energia versus NGL.
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Fonte: A Autora.

Os valores numéricos dos deslocamentos verticais obtidos com a estratégia adaptativa
foram comparados o valor da solucgdo analitica, Eq.(79) (TIMOSHENKO, 1989).

mzX nrzy
© ® Sin——— sin——=>

16q b
> 79)

2
m=1 n=1 mn m7+n7
a’ b

Onde m=1,3,5,... e n=1,3,5,...Como esta série converge rapidamente e aproximacdes

satisfatdrias sao obtidas avaliando-se apenas os primeiros termos, a série foi truncada no quarto
termo. O valor do deslocamento maximo obtido pela solugdo analitica foi -5.544*10™° e o
obtido pela solugdo numérica foi -5.496*10°. As Figuras 27 e 28 apresentam o campo de

deslocamentos obtido pela solu¢gdo numérica com a malha final adaptada e pela solugdo
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analitica, respectivamente. Pelo o histograma do erro de aproximacdao, Fig. 29, constata-se que
os erros de aproximacdo, Eq. (52), sdo da ordem de 107 e que a grande maioria dos nds

apresentam erros muito proximos de zero.

Figura 27- Deslocamentos verticais — solu¢do numérica.
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Fonte: A Autora.
Figura 28- Deslocamentos verticais — solugdo analitica.
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Figura 29- Numero de N6s versus Erro de aproximacao (e) — Deslocamentos verticais.
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Fonte: A Autora.
4.1.3 Torgéo

A rigidez torcional de uma secdo qualquer também pode ser determinada pela equacéao de

Poisson, Eqg. (1), onde ¢ € a funcdo de tensdo e g(x,y)= 2Gk. Tomando Gk=1 e ¢ =0 no

contorno, obtém-se a rigidez torcional:

K =-2[ ¢dQ (80)

As Figuras 30, 31 e 32 mostram a evolucdo da malha pelo processo adaptativo e o

comportamento da funcdo de tensdo no dominio retangular, [-1,5;-2] x [1,5;2].
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Figura 31- 12 Malha adaptada — 128 elementos.

Figura 30- Malha inicial — 8 elementos.

Fonte: A Autora.

Fonte: A Autora.

Figura 32- 2% Malha adaptada — 1198 elementos.
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| global e local elementar e Grmax
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0,05 para o erro percentual admissi

-se 77

Adotou

foi atingida na segunda malha adaptada, Tabela 3.

éncia

A

A converg

Tabela 3 - Comportamento da rigidez torcional.

Malha 2 Malha 3 Valor analitico
19,3823

18,8490

Malha 1

19,4385

14,9861

K
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No exemplo da Fig. 33, regido em forma de C, adotou-se 77 =0,1 e Grmax=2. A convergéncia

foi atingida na segunda malha adaptada, Tabela 4. Obteve-se K= 0,2016 com uma malha final

com 2480 elementos, sendo 0,2028 o valor da solucéo analitica (ROARK et al., 2002).

Tabela 4 - Comportamento da rigidez torcional.
Malha 1 Malha 2 Malha 3 Valor analitico
K 0,1120 0,1959 0,2016 0,2028

Figura 33- Malha final do refinamento no dominio C — 2480 elementos.

0
N AN AN AN AN AN VAN A
0,01
ATV

0.02
b

. {5. 1-0.03
b
DR
Sk )

i i -4 -0.04
qh
<3 T
S [

A I 4-0.05

-0.06

R R OO,

0LE

VTRV AV, \Ji‘ b -0.07

S AN AV AV VA NWA AVARNUVATA S

g

X

Fonte: A Autora.

4.2 Elasticidade Plana

Serdo apresentados dois exemplos numéricos de problemas classicos de elasticidade

bidimensional: viga engastada em balanco e chapa com furo sob tracéo.

4.2.1 Viga engastada em balanco
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Foi analisado o problema da viga engastada com carregamento em sua extremidade
livre, ilustrado na Fig. 34. Esse problema é semelhante ao proposto em ZIENKIEWICZ E ZHU
(1987), trata-se de uma viga de 10m de comprimento, 1m de altura, com uma carga vertical de
1kN/m aplicada na extremidade direita. A carga esta distribuida ao longo dos nos da face direita
da viga para evitar singularidades e, consequentemente, concentragdo de tensdes, que
provocariam a instabilidade do modelo. Como a viga possui 1m de altura, a carga distribuida
de 1kN/m ao longo da face direita equivale a uma carga concentrada, P=1kN. O material
adotado foi 0 aco com Modulo de Elasticidade, E= 200 GPa e Coeficiente de Poisson,v =0,3.

O peso proprio da estrutura ndo foi considerado nesta analise.

Figura 34- Apresentacdo do problema da viga engastada em balanco.
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Fonte: A Autora.

A malha inicial foi gerada pelo GiD, Fig. 35, de maneira que os elementos fossem
regulares e a malha fosse simétrica, para amenizar as distor¢cdes dos elementos ao longo das
iteracBes. Nesta analise, o valor do erro percentual em energia admitido foi 15%, tanto para o
erro global quanto para o erro local elementar. Adotou-se Grmax=3 € a convergéncia ja foi
alcancada na primeira malha gerada. A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos para a malha
gerada no processo de refinamento adaptativo efetuado e a Tabela 6 apresenta os resultados do
refinamento uniforme, que foi realizado com o intuito de estabelecer um comparativo com o

refinamento adaptativo e verificar sua eficiéncia.

Figura 35- Evolucdo da malha da viga engastada em balanco.

Fonte: A Autora.
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Tabela 5 - Resultados do refinamento adaptativo da viga engastada em balango.

Numero de Desl. y
Malha NGL [le]| 0 n (%) ]
elementos (méx) (10°m)
1 40 64 0,0795 1,146 59,07 -1,180
2 1259 1368 0,0208 1,032 14,69 -1,970

Tabela 6 - Resultados do refinamento uniforme da viga engastada em balanco.

NUmero de Desl. y
Malha NGL |le]| n (%) )
elementos (méx) (10°m)
1 40 64 0,0795 59,07 -1,180
2 160 206 0,0574 40,11 -1,718
3 640 730 0,0301 21,20 -1,930
4 2560 2738 0,0150 10,58 -1,991
5 10240 10594 0,0075 5,28 -2,007

Pelas tabelas acima, observa-se que o erro percentual admissivel e o deslocamento da
extremidade direita possuem uma boa convergéncia para um ndmero muito inferior de
elementos em comparacdo com o refino uniforme. O indice de efetividade, 0, calculado pela
comparacdo com a solucdo obtida por uma malha bem refinada, tende a 1, indicando que o
estimador de erro é assintoticamente exato. O grafico do Erro na Norma em Energia (||e||) versus
NUmero de Graus de Liberdade (NGL), Fig. 36, evidencia a eficiéncia do adaptativo em
alcancar bons resultados a um menor custo computacional. Conforme esperado, a curva
referente ao refinamento adaptativo aproxima-se mais rapidamente do eixo X, indicando que a

solugéo converge mais rapidamente.
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Figura 36- Erro na norma em energia versus NGL.
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O gréfico da Fig. 37 faz um comparativo do esforco computacional do refinamento
adaptativo em relagdo ao uniforme. Evidenciando, mais uma vez, a convergéncia mais rapida

do adaptativo a um menor custo computacional.

Figura 37- Analise do esfor¢co computacional.
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Fonte: A Autora.
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Para validagdo da tendéncia do refinamento adaptativo na viga engastada em balango
foi feita uma comparacdo com malhas de outros trabalhos, a exemplo da obtida por
KRISHNAMOORTHY & UMESH (1993), que mostram que o refinamento caminha para a
regido proxima ao engaste, na qual concentram-se os menores elementos. O solucionador MEF
implementado foi validado pela comparacdo com os resultados dos deslocamentos horizontais
e verticais obtidos pela solugdo analitica, Eq. (81) e (82), respectivamente (TIMOSHENKO,
1951).

2 3 3 2 2
u:—PX y vPy +Py N PL® Pc (81)
2El  6El 061G [ 2El 2IG
2 3 2 3
V:vay Px” PL°x PL (82)

-+ +
2El 6EI 2El  3EI

Onde x e y sdo as coordenadas do ponto aonde o deslocamento esta sendo calculado, | é
0 momento de inércia da viga e G é o modulo de cisalhamento. O deslocamento maximo vertical
obtido na extremidade direita da viga foi 2,0*10°m. O cédigo implementado mostrou um
deslocamento maximo vertical de 1,970%10° m, para a malha final adaptada com 1259
elementos. Os histogramas das Fig. 38 e 39 mostram a distribuicdo dos erros de aproximacéao,
Eq. (52), nos n6s da malha. Percebe-se que a grande maioria dos nds apresentam erro muito
proximo de zero e que os maiores erros sio da ordem de 10 e 10 para os deslocamentos
verticais e horizontais, respectivamente. Portanto, tanto a tendéncia de refinamento quanto os

resultados numéricos fornecidos pelo cédigo sdo consistentes.
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Figura 38- NUmero de Nos versus Erro de aproximacao (e) — Deslocamentos verticais.

700 T T T T

600 N

500 N

400

300 b

Numero de Nos

200 b

100 b

0.5 1 1.5 2 2.5 3
e =10

(=]

Fonte: A Autora.

Figura 39- NUmero de NOs versus Erro de aproximacéo (e) — Deslocamentos horizontais.
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Fonte: A Autora.

Os deslocamentos na direcéo x e y séo mostrados nas Fig. 40 e 41. A distribuicdo tensdes

Ox, Oy € Txy SA0 apresentadas nas Fig. 42, 43 e 44, respectivamente.
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Figura 40- Distribuicdo de deslocamentos em y da viga engastada em balango.
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Fonte: A Autora.
Figura 41- Distribuicdo de deslocamentos em x da viga engastada em balanco.
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Fonte: A Autora.

Figura 42- Distribuicéo de o, da viga engastada em balanco.
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Fonte: A Autora.

Figura 43- Distribuigéo de oy da viga engastada em balanco.
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Fonte: A Autora.

Figura 44- Distribuicdo de Tyy da viga engastada em balanco.

=05 -2000

-4000
0 = | 6000

Fonte: A Autora.
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Os erros das tensdes foram avaliados com relacdo as tens6es normais maximas e minimas,
Eq. (26) e (27). A partir do comparativo entre uma malha muito refinada, com 10240 elementos,
e a malha gerada pelo refinamento adaptativo, com 1259 elementos. Observando a distribuigdo
dos erros percentuais, Fig. 45 e 46, e o histograma do erro percentual das tensées normais
maximas e minimas, Fig.47, percebe-se que a grande maioria dos nds possuem erro percentual
menor que 20%. Portanto, apesar de alguns nos apresentarem altos erros percentuais, a solucéo

como um todo convergiu.

Figura 45- Distribuic¢do do erro percentual de tensdes normais minimas.
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Fonte: A Autora.

Figura 46- Distribuigdo do erro percentual de tensGes normais maximas.
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Fonte: A Autora.

Figura 47- Histograma da distribui¢éo do erro percentual das tensdes normais.
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4.2.2 Chapa com furo

A chapa sob tracdo analisada possui 8m de comprimento por 4 metros de altura e um
furo central de 1 m de raio. No entanto, fez-se uso da simetria do problema analisando-se apenas
um quarto da placa. O problema tornou-se, entdo, uma chapa de 4m de comprimento, 2m de
altura e um quarto de circulo de 1m de raio como furo, Fig. 48. A forca de tracéo aplicada na
face lateral esquerda é de 1kN/m. Para garantir a simetria do problema, foram inseridos apoios
do primeiro género na face inferior da chapa, restringindo 0 movimento em vy, e na face lateral
direita, restringindo o movimento em x. O material utilizado foi o aco, com mddulo de

elasticidade de 210 GPa e coeficiente de Poisson de 0,3.

Figura 48- Apresentacdo do problema da chapa com furo.
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Fonte: A Autora.

A malha inicial do problema foi gerada pelo GiD, Fig. 49. O tamanho minimo dos
elementos foi escolhido de maneira que a malha inicial fosse pobre, mas representasse bem o
dominio, ja que os nds do contorno da malha inicial séo utilizados para definicdo do dominio e
geracdo das demais malhas. Para a anélise do problema, adotou-se para o dominio global um
erro relativo percentual em energia admissivel de 4% e como critério elementar um erro relativo
percentual em energia admissivel de 5%. Os resultados obtidos para cada malha gerada durante
0 processo de refinamento e os parametros que definem a qualidade deste processo estdo
descritos na Tabela 7. O deslocamento apresentado na tabela € o méximo, que ocorre na

extremidade superior da face direita do dominio.
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Figura 49- Evolucéo da malha da chapa com furo.

Fonte: A Autora.

Tabela 7 - Resultados do refinamento adaptativo da chapa com furo.

NUmero el Desl. y
de NGL 5 0 n (%) N
elementos (10°) (max) (10" m)
70 100 0,950 1.012 13,07 -1,042
741 824 0,336 1.015 4,60 -1,204
1496 1496 0,233 0,998 3,19 -1,220

70



71

Tabela 8 - Resultados do refinamento uniforme da chapa com furo.

Malha Numerode NGL Ile]l n (%) Desl. y
elementos (10%) (méx) (108m)

1 70 100 0,950 13,07 -1,042

2 280 338 0,560 7,68 -1,162

3 1120 1234 0,302 4,13 -1,209

4 4480 4706 0,157 2,14 -1,226

5 17920 18370 0,082 1,12 -1,230

Pelas tabelas acima, observa-se que o erro percentual admissivel e o deslocamento da
extremidade superior direita possuem uma boa convergéncia com um numero muito inferior de
elementos em comparacdo com o refino uniforme. O gréfico do Erro na Norma em Energia
(llel) versus Numero de Graus de Liberdade (NGL), Fig. 50, evidencia a eficiéncia do
adaptativo em alcancar bons resultados a um menor custo computacional. Conforme esperado,
as curvas tendem a tangenciar o eixo x, sendo a curva referente ao refinamento adaptativo
aquela que se aproxima mais rapidamente deste eixo. O indice de efetividade, 6, tendeu a 1,
indicando que estimador de erro utilizado é de boa qualidade.

Figura 50- Erro na norma em energia versus NGL.
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O gréfico da analise do esforco computacional, Fig. 51, evidencia, mais uma vez, a
eficiéncia do programa em realizar as anélises a um baixo custo computacional. Foi necessario
menos de 2 segundos para que a analise utilizando o refinamento adaptativo atingisse a

convergéncia e fosse finalizada.

Figura 51- Analise do esforco computacional.
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Fonte: A Autora.

Para validacdo da tendéncia de refinamento da malha final foi feita uma comparacéo
com malhas de outros trabalhos que mostram que o refinamento caminha para a regido proxima
ao furo. Foi apresentado anteriormente um exemplo de refinamento adaptativo realizado pelo
COMSOL - Software de Elementos Finitos comercial — que mostra esta tendéncia, Fig. 8. Os
deslocamentos na diregdo y e x sdo mostrados nas Fig. 52 e 53. A distribuigdo tensdes ox, oy €

Txy SA0 apresentadas nas Fig. 54, 55 e 56, respectivamente.
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Figura 52- Distribuicdo de deslocamentos em y da chapa com furo.

=107
2 0
-2
1.5
-4
= 1 -6
-8
0.5
-10
0 -12
X
Fonte: A Autora.
Figura 53- Distribuicdo de deslocamentos em x da chapa com furo.
x107®
2 0
0.5
1.5
-1
==
1 -1.5
0.5 2
-2.5
D i i
] 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

X

Fonte: A Autora.



Figura 54- Distribuicdo de o, da chapa com furo.
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Fonte: A Autora.

Figura 55- Distribuicdo de oy da chapa com furo.
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Figura 56- Distribuicdo de Tyy da chapa com furo.
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Fonte: A Autora.

Os erros das tensdes foram avaliados com relagéo as tensGes normais maximas e minimas,
Eq. (26) e (27). A partir do comparativo entre uma malha muito refinada, com 17290 elementos,
e a malha gerada pelo refinamento adaptativo, com 1496 elementos. Observando a distribui¢io
dos erros percentuais, Fig. 57 e 58, e 0s histogramas do erro percentual, Fig. 59 e 60, percebe-
se que cerca de 94% dos nos possuem erro percentual menor que 20%. Portanto, de maneira

geral os valores das tensdes convergiram, obtendo-se resultados satisfatorios.

Figura 57- Distribuicdo do erro percentual de tensGes normais méaximas.
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Figura 58- Distribuic¢do do erro percentual de tensdes normais minimas.
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Figura 60- Histograma do erro percentual de tensdes normais minimas.
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5 CONCLUSOES

Os exemplos apresentados e validados confirmam o funcionamento do programa
desenvolvido para solucdo de diversos problemas bidimensionais descritos pela equacdo de
Poisson e de Elasticidade Plana. As estratégias de adaptagdo e o estimador de erro a posteriori
baseado na norma do erro em energia e na recuperacao do gradiente da solucdo pelo método
MNS, mostraram-se eficientes. O erro relativo percentual admissivel foi atingido com um
nimero muito menor de graus de liberdade que o refinamento uniforme em todas as analises,
conforme evidenciado nos graficos do Erro na Norma em Energia (||e]|) versus Numero de Graus
de Liberdade (NGL).

Os graficos da analise do esforco computacional mostraram a rapidez com que a solucgéo
numérica é obtida, a exemplo do problema da viga engastada em balanco que teve sua anélise
finalizada em menos de 2 segundos, atingindo a convergéncia na primeira malha adaptativa.
Além disso, o comparativo do esforco computacional do refinamento adaptativo em relacdo ao
uniforme evidencia, mais uma vez, a convergéncia mais rapida do adaptativo a um menor custo
computacional.

Em todos os casos apresentados o refinamento caminhou na direcdo esperada, quando
comparado a trabalhos disponiveis na literatura, refinando os locais onde haviam singularidade
e maior gradiente. Quanto a eficiéncia do estimador de erro adotado, verificou-se que o indice
de efetividade aproximou-se de 1 em todas as analises, indicando que a estimativa do erro
converge para o erro verdadeiro.

Quanto a qualidade da malha, observou-se que quando o refinamento partiu de uma
malha inicial mais regular e simétrica, ao final do processo de refinamento adaptativo 0s
elementos eram mais regulares e apresentavam menores distor¢es. Além disso, o critério de
desnivel unitario interelementos juntamente com o critério de regularizacdo da malha
promoveram a continuidade da distribuicdo dos niveis de refinamento determinados pela
anélise de erro. Eles evitam, por exemplo, que um elemento de grau 3 tenha como vizinho um
elemento de grau 1, pois isso geraria elementos muito irregulares que, numa proxima iteracéo,
passariam essa caracteristica para os seus possiveis elementos filhos.

Os critérios de desnivel unitario e a limitacdo do grau maximo de refinamento por etapa
contribuiram para evitar o refinamento excessivo da malha em regides de singularidade. Outra
medida adotada com respeito a presenca de singularidades, foi a limitacdo do tamanho minimo

dos elementos da malha.
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Os procedimentos apresentados sdo compativeis para o desenvolvimento de programas
em outras &reas da analise numérica e ao desenvolvimento da capacidade de desrefinamento

em regides que apresentam erro abaixo da tolerancia desejada.

5. 1 Sugestbes para trabalhos futuros

Embora o corrente trabalho tenha atingido os objetivos propostos, determinados
aspectos podem ser aperfeicoados e outros campos de analise podem ser explorados. Dentre 0s
quais, pode-se sugerir:

- Utilizar um gerador de malha para a realizacdo dos processos adaptativos, permitindo
uma maior liberdade na manipulacdo da geracdo da malha e no controle da qualidade dos
elementos.

- Considerar o dominio inicial para as adaptacGes da malha. Ao utilizar a malha inicial
para as adaptacdes executadas, perde-se a informacao original do dominio do problema, estando
a qualidade da malha final adaptada sujeita a malha inicial. O custo computacional de conservar
a geometria € maior, mas este € um fator de grande importancia, principalmente para dominios
irregulares.

- Executar o desrefinamento da malha, otimizando o processo de refinamento, além de
permitir a analise transiente. Para tanto, é interessante que seja utilizada uma estrutura de dados
em arvore, conforme proposto por Aradjo (2015).

- Estender a outros tipos de malhas, como de elementos quadrangulares e malhas mistas,
neste caso, seria necessario o desenvolvimento de uma ferramenta de analise de erros para
malhas em MEF mistas.

- Ampliacao da andlise para outros estimadores de erro, como o SPR e 0 REP.

- Emprego de estimativas de erro em processos adaptativos anisotropicos, que levariam
em conta os parametros direcionais do erro, entre outros fatores diferentes dos analisados pelo

estimador utilizado neste trabalho.
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APENDICE A - INTEGRACAO NUMERICA

A integral da Eqg. (13), que se refere a fonte interna e resulta num vetor de fluxos, foi
calculada por integragdo numérica. Considerando o elemento finito triangular com coordenadas

homogéneas, pela quadratura de Gauss-Legendre, pode-se apresentar o célculo da integral sobre
esse dominio como (ASSAN, 1999):

Jotyaa=>" (.5 &0 det (83)
A i=1

Onde w; sdo os pesos (Hammer) para —1<¢; <1 (i=1,2,3) e J é a matriz Jacobiana dada por:

o
0 0 - -

5= & 0% :[Xl X3 X Xs} (84)
oy | 1Yz Yo—V¥3
0% 0&

Neste trabalho, para o calculo da integral citada, foram utilizados 3 pontos de Hammer,

Fig. 61. A Tabela 9 indica os pontos e pesos para 0 grau quadratico. Uma tabela completa esta
disponivel em ASSAN (1999).

Figura 61- Pontos de integracdo para os elementos triangulares planos.

»
m

Fonte: Adaptado de ASSAN (1999).



Tabela 9 - Pontos e pesos (Hammer).

n (grau) Pontos & & &

I 0 1/2 1/2

3 (quadratico) m 1/2 0 1/2
k 1/2 1/2 0

As variaveis x e y da funcéo a ser integrada sdo substituidas por:

X=X& + X8y + X383

Y=Y+ Y282 + Y343

Onde (xi, yi) séo as coordenadas dos nos do triangulo.

1/6

83

(85)
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APENDICE B — CODIGO PARA O REFINAMENTO H-ADAPTATIVO APLICADO
A ELASTICIDADE PLANA - ELT2D

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
REFINAMENTO H-ADAPTATIVO APLICADO A ELASTICIDADE PLANA

o°

oe

%% Inicializacdo
clc

clear all

close all

format long
%% 1. DADOS DE ENTRADA
%1.1 PROPRIEDADES DO MATERIAL

modE=210*1079; %$Mdédulo de Elasticidade do material (Pa)

esp=1; % Espessura (admitida como unitéria)
vp=0.3; % Coeficiente de Poisson

Xb=0; %densidade de peso na direcdo x (= densidade * g) (kN/m?3)
Yb=7860*%9.81; %densidade de peso na direcdo y (= densidade * g) (kN/m?3)

%1.2 DELIMITACAO GEOMETRICA DO CONTORNO

vertices=[6,0,4,4,3,3,0,2,2,1,1,0,0];%0 valor da primeira posigdo indica o
numero de arestas do poligono. Em sequéncia vem as coordenadas x e depois
as coordenadas y dos vértices

%0BS1l: se o dominio do problema ndo for um poligono, digite as coordenadas
dos vértices que descreve o poligono que mais se aproxima da regido, de
maneira que esses vértices delimitem os limites superiores e inferiores das
condic¢des de contorno

%$0BS2: se a condicgdo de contorno ou o carregamento ndo se aplicar a todo o
lado do poligono, o usuario deve inserir neste vetor as coordenadas de um
né delimitante

%1.3 CONDICOES DE CONTORNO

vl=[2,5]; % numero do vértice (origem) que contém a condigcd&o de contorno
(pertencente ao lado). Ex.: se a restricdo ocorrre no lado que contém o
segundo vértice e o terceiro, entdo insira 2 neste vetor e 3 no vetor v2.
v2=[3,6]; % numero do vértice (fim) que contém a condig¢do de contorno
(pertencente ao lado)

restx=[1,0]; % 1- indica que a condicdo de contorno aplicada apresenta

restricdo de deslocamento em x. restx (i) se refere ao comprimento definido
por vl (i)<->v2 (1)

resty=[0,1]; % 1- indica a condig¢do de contorno aplicada apresenta
restricdo de deslocamento em y. restx (i) se refere ao comprimento definido
por vl (i)<->v2 (i)

%$1.4 FORCAS EXTERNAS UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDAS

ao lado

vipl=[1l];%vértice (origem) sobre o qual agem forcgas externas (pertencente

ao lado)

vip2=[6];%vértice (origem) sobre o qual agem forcas externas (pertencente
)
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F ext x=[-1000]; %vetor que contém as forcas externas na direcdo x
(ordenado pela mesma sequéncia de lados do vetor que contém os vértices)
F ext y=[0]; %vetor que contém as forcas externas na direcdo y (ordenado

pela mesma sequéncia de lados do vetor que contém os vértices)

%$1.5 DADOS P/ O REFINAMENTO

Grmax=2; %grau de refinamento maximo permitido por etapa

d min=10"-4; %usuario determina a dimensdo minima do elemento (isto evita o
refinamento excessivo em singularidades)

nadaml=0.05; %erro relativo percentual admissivel global (valor entre 0 e
1)

nadam2=0.05; %erro relativo percentual admissivel elementar (valor entre 0
e 1)

%% 1.6 FORCAS DE CORPO

prompt= 'Considerar o peso prdéprio da estrutura? 0-ndo, l-sim';
p_proprio=input (prompt) ;

%% 2. MALHA INICIAL (IMPORTADA DO GiD)

$Inserir matriz de coordenadas do GiD
c=I[1;

$Inserir matriz de conectividades do GiD
tri=[1];

$Inserir vetor com as coordenadas x dos ndés do contorno
xv=[];

$Inserir vetor com as coordenadas y dos ndés do contorno
yv=[1;

o°

% 3. OPERACOES GERAIS

tri(:,1)=[]; %remove a primeira coluna da matriz de conectividades
importada do GiD

c(:,4)=[]; %remove a ultima linha da matriz de coordenadas importada do GiD
x=c(:,2); %coordenadas x dos nds

y=c(:,3); %coordendas y dos nods

totais=c(:,1);% total de pontos da malha (contorno + internos)
p=0;

contl=1;

while p<1

D= (modE/ (1-(vp”2)))*[1 vp O0; vp 1 0; 0 0 ((l1-vp)/2)]; %matriz de
propriedades do material (Estado Plano de Tens&o)

nn=size(c,1); % numero de nds

nel=size(tri,1l); % numero de elementos

o

ngl=nn*2; nimero de graus de liberdade
%% 3.1 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO E DAS FORCAS EXTERNAS

[contor,valor cont,Fs]=contornoecargaext2(c,ngl,vl,v2, restx, resty,vipl,vfp2
,F ext x,F ext y,vertices,tri,esp);
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$% 3.2 CALCULO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTAR E MONTAGEM DA MATRIZ DE
RIGIDEZ GLOBAL

KG = kglobal(ngl,nel,tri,c,D,esp);
$% 3.3 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

if p proprio==

Fe= Forces(c,tri,nel,esp,nn,Xb,Yb); %$Célculo das forcas de corpo, quando
forem consideradas na anélise
else
Fe=zeros(ngl,1);
end
[u,deslx,desly]=solucaomef (contor,valor cont,ngl,KG,Fe,Fs); %Solucdo do

sistema de equacgdes (MEF)

% 3.4 CALCULO DOS GRADIENTES

o\

[G,Deform,al=gradiente(u,D,tri,c); %Fornece o gradiente de todos os
elementos e a Aarea

%% 3.5 METODO DA MEDIA NODAL SIMPLES
sigmax=[1];
sgmay=1[1];
gamxy=[];
[erro, Gmed

1= mmedianodal (G,D,nn,nel, tri,a);
sigmax=Gmed

d

(

(L,:)7
(2,:)7
3

i)

sigmay=Gme
gamxy=Gmed

% 3.6 CRITERIO DE CONVERGENCIA DO PROCESSO DE REFINAMENTO

o\

[p,Grauref]=criterio convergencia (erro,nel,nadml, nadm2,a,D,Deform,d min, Grm
ax);

o\

% 3.7 DESNIVEL UNITARIO E REGULARIZACAO DA MALHA
if p<1l
[Gref]l=nivelrefnovo (tri, Grauref,nel,c);

end

%% 3.8 SUBDIVISAO DOS ELEMENTOS

if p<l
[c]=subdivide (c, tri, Gref);
end

o©

$ 3.9 REGENERACAO DA MALHA E ELIMINACAO DE TRIANGULOS FORA DO DOMINIO

tri=eliminatriangulo(c,xv,yv);
contl=contl+1;

end

%% 4 PLOTAGEM DOS RESULTADOS
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pos_processamento (c,desly, tri); %deslocamentos em y
pos_processamento (c,deslx, tri); %deslocamentos em x
pos_processamento (c,sigmax, tri); %Tensdes em x
pos_processamento (c,sigmay,tri); %Tensdes em y
pos_processamento (c,gamxy, tri); %Tensdes cisalhantes

B.1 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO E DAS FORCAS EXTERNAS

function[contornol,valor cont, fs]=contornoecargaext2(c,ngl,vl,v2, restx, rest
y,vipl,vfp2,F ext x,F ext y,vertices,tri,esp)

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO E DAS FORCAS EXTERNAS

o°

o°

o°

DADOS DE ENTRADA:

% ¢ - matriz: [nd, coord x, coord y]

% esp - espessura (admitida como unitéria)

% F ext x - vetor que contém as forcas externas na direcdo x

% F ext y - vetor que contém as forcas externas na direcdo y

% ngl - numero de graus de liberdade

% restx - [0 ou 1], 1 - indica que a condig¢do de contorno aplicada
apresenta restricdo de deslocamento em x

% resty - [0 ou 1], 1 - indica que a condigdo de contorno aplicada
apresenta restricdo de deslocamento em y

% tri - matriz de elementos (conectividades)

% vl - numero do vértice (origem) que contém a condicdo de contorno
(pertencente ao lado)

% v2 - nUmero do vértice (fim) que contém a condicdo de contorno
(pertencente ao lado)

% vertices - sequéncia das coordenadas x e y do vértice do poligono

DADOS DE SAIDA:

o\

% contornol - vetor com as posig¢des das condigdes de contorno
% valor cont - vetor com as condic¢cdes de contorno

% fs - vetor de forcas externas

lados=vertices(l); %armazena a quantidade de lados do poligono

n=lados + 1;
g=size(vertices, 2);

x1l=vertices (2:n); %armazena as coordenadas x do vértice do poligono
yl=vertices (nt+l:g); %armazena as coordenas y do vértice do poligono
ntri=size(tri,1l); %$numero de elementos da malha
cx=[];cy=[1;j=I[];contorno=[];sc=[];contor=[];vcl=[];

cx=c(:,2); %coordenadas x

cy=c(:,3); %coordenadas y

X=CX;

Y=Cys

%% APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

nlcont=size(vl,2); %$numero de lados
contornol=[];
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for i=1l:nlcont

xv=[x1(v1(i)),x1(v2(1i)),x1(v1i(i))];
yv=[yl(vl(i)),yl(v2(i)),yl(vi(i))]1;

contl=[];
cont2=[1];
cont=[1];

[in]=inpolygon (cx,cy,xv,yVv); %verifica se os pontos estdo contidos na
aresta

contor= find(in==1); % in=1 indica que o ponto é de contorno
contorno=contor; %armazena os pontos do contorno
contor=[]; %esvazia a variavel contor, que serd preenchida com os pontos do

contorno do préximo lado a ser calculado
if restx(i)==
cont2=2*contorno-1;
end
if resty(i)==
contl=2*contorno;
end

cont=[cont2; contl];
contornol=cat (1, contornol, cont) ;
contorno=[];

end

tam=size (contornol,l);
valor cont=zeros(tam,1l); S%para condig&o de contorno nula, isto é deslx e
desly iguais a zero

%% FORCAS EXTERNAS

nladosfex=size (vfpl);
nlfext=nladosfex (2);
contor2=[]; contorno2=[];

for i=1l:nlfext

xv=[x1(vipl(1i)),x1(vip2 (1)) ,x1 (vEpl(i))];
yv=[yl (vEpl(i)),yl(vEp2(i)),yl(vipl(i))];

[in]=inpolygon (cx,cy,xv,yVv); %verifica se os pontos estdo contidos na
aresta

contor2= find(in==1); % in=1 indica que o ponto é de contorno

$contor2= contor2+lados; %corrigindo o "nome" dos pontos, j& que retirei os
vértices

contorno2=cat (1,contorno2,contor2); %armazena os pontos do contorno (nds)

contor2=[]; %esvazia a varidvel contor, que serd preenchida com os pontos
do contorno do prdéximo lado a ser calculado
end

pontos_t=size(contorno2,1);
p_t=pontos t-1;

fsx=[];

fsy=1[1;
dist=zeros(l,p_t);
distancia=zeros(l,p t);
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for i=l:p t

dist (i)=sgrt((x(contorno2(1l))-x(contorno2 (i+1l))) "2+ (y(contorno2 (1)) -
y (contorno2 (i+l)))"2);
end

[b,Or]l=sort (dist) ;
Or=0r+1;

g=size (0r,2);

n=g+1;

guia=zeros (n,1);

guia (1l)=contorno2 (1) ;
guia(2:n,1l)=contorno2 (Or) ;

contll=2*guia;
cont22=contll-1;

distancia(l)= sgrt((x(contorno2(l))-
X (contorno2 (Or(1l)))) "2+ (y(contorno2(l))-y(contorno2 (0Or(l))))"2);
for i=2:p t

distancia (i)=sqgrt ((x(contorno2 (Or(i-1)))-
X (contorno2 (Or(i)))) "2+ (y(contorno2 (Or (i-1)))-y(contorno2 (Oxr(i))))"2);

end

for i=l:p t

fsx(i,:)= [F_ext x(l)*distancia(i)*esp/2;F ext x(1)*distancia(i)*esp/2];
%estdo nas posigdes cont?2
fsy(i,:)= [F _ext y(l)*distancia(i)*esp/2;F ext y(1l)*distancia (i) *esp/2];

%estdo nas posigdes contl

end

fs_x=[1;

fs x(1)=fsx(1,1);

fs x(p t+l)=fsx(p _t,2);
fs_y=11;
fs_y(1)=fsy(1,1);

fs y(p_t+l)=fsy(p_t,2);

for i=2:p t
fs x (1)
(1)

fsx ((i-1),2)+fsx(i,1);
fs y fs i

y((i-1),2)+fsy(i,1);
end

fs=zeros (1,ngl);
fs(cont22)=fs x;
fs(contll)=fs y;

fs=fs'; %S$vetor de forcas externas

end

B.2 CALCULO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTAR E MONTAGEM DA
MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

function KG = kglobal (ngl,nel,tri,c,D,esp)



oe

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
MATRIZ DE RIGIDEZ

oe

o°

o°

DADOS DE ENTRADA:
¢ - matriz: [nd, coord x, coord V]

o°

% esp - espessura (admitida como unitéaria)
% D - matriz de propriedades do material
% nel - numero de elementos

% ngl - numero de graus de liberdade

% tri - matriz de conectividades

DADO DE SAIDA:
KG - matriz de rigidez global (matriz esparsa)

o°

o°

Il
—

l;m=[];
KG=[]; Ke

—
~

Q

% loop nos elementos para cadlculo das matrizes de rigidez elementar e
montagem da matriz de rigidez global
for i=l:nel

Ke=[1;

% nés dos elementos
nol=tri(i,1);
no2=tri(i,?2);
no3=tri (i, 3);
% coordenadas
x1l=c(nol, 2);
yl=c (nol, 3);

x2=c (no2,2);
y2=c (no2,3);

x3=c (no3,2);
y3=c (no3, 3);

% area do triéngulo
A=0.5* (x1*y2-x1*y3+x2*y3-x2*y1+x3*yl-x3*y2);

B=(1/(2*A)) *[y2-y3 0 y3-yl 0 yl-y2 0;
0 x3-x2 0 x1-x3 0 x2-x1;
x3-x2 y2-y3 x1-x3 y3-yl x2-x1 yl-y2];
Bt=B';
Ke=esp*A*Bt*D*B; % matriz de rigidez elementar
% graus de liberdade gl’'s (correspondéncia na global)
nl=nol*2;
n2=no2*2;
n3=no3*2;
gl=[1;
gl=[nl-1 nl n2-1 n2 n3-1 n3];
% loop com introducdo de [Ke] em [KG]
for j=1:6
for k=1:6
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linha=gl (j);
coluna=gl (k) ;
valor=Ke (j, k)

1=[1 linhal;
m=[m colunal;
v=[v valor];
end
end

end

o

°

matriz de rigidez global

KG=sparse (l,m,v,ngl,ngl);

end

B.3 CALCULO DAS FORCAS DE CORPO

function [Fe]= Forces(c,tri,nel,esp,nn,Xb,Yb)

o oo

o°

0 o° o0 P o o° o°

o°

o°

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
CALCULO DAS FORCAS DE CORPO

DADOS DE ENTRADA:

¢ - matriz: [n0, coord x, coord y]

esp - espessura (admitida como unitéaria)

nel - numero de elementos

nn - numero de nds

tri - matriz de conectividades

Xb - %$densidade de peso na direcdo x (= densidade * qg)
Yb - %densidade de peso na direcdo y (= densidade * qg)

DADO DE SAIDA:
Fe - vetor de forcas de corpo

arm=size (tri);
fb=zeros (arm(l),arm(2)) ;
Fe=[];

$calculo das forcas de corpo em cada elemento
for i=l:nel

%

nés dos elementos

nol=tri(i,1);
no2=tri(i,2);
no3=tri (i, 3);

>3

°

coordenadas

cx=[c(nol,2) c(no2,2) c(no3,2)];
cy=[c(nol,3) c(no2,3) c(no3,3)1;

(kN/m?)
(kN/m?)

A2=cx (1) * (cy(2) -cy(3))+cx (3) * (cy (1) —cy(2))+cx (2) * (cy (3)-cy (1)) ;
A=A2/2;

X=

[Xb; Yb; Xb; Yb; Xb; Yb]:;

fbe (i, :)= (A*esp/3)*X;
end
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smontagem do vetor de forgas de corpo (soma das contribui¢des nodais de
cada
$elemento)
for i=1l:nn
n=0;
rows=[];
col=[];
[rows,col]l=find(tri==i);
n=size (rows,1);
fb=zeros (1,2);
for j=1:n
if col(j)==1
cl=1; clf=2;
end
if col(j)==2
cl=3; clf=4;

end
if col(j)==
cl=5;clf=6;
end
fb(1l,:)=fbe(rows(j),cl:clf)+fb(1,:);
end
Fe=cat (2, Fe, fb) ;
end
Fe=Fe'; %vetor de forgas de corpo
end

B.4 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES - MEF

function [u,deslx,desly]=solucaomef (contor,valor cont,ngl,KG,Fe,Fs)

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
SOLUCAO MEF

o\

o\

o\

DADOS DE ENTRADA:

% ¢ - matriz: [nO, coord x, coord v

% contornol - vetor com as posicgdes das condigdes de contorno
% Fe - vetor de forcas de corpo

% Fs - vetor de forcas externas

% KG - matriz de rigidez global (matriz esparsa)

% ngl - numero de graus de liberdade

% valor cont - vetor com as condic¢des de contorno

DADOS DE SATDA:

u - vetor solucdo incluindo todos os graus de liberdade
deslx - vetor com os valores dos deslocamentos x

desly - vetor com os valores dos deslocamnetos y

o o

oe

o

KGR=KG; % acumula a matriz global antes da eliminac&o de linhas e
colunas

KGR (:,contor)=[]; % elimina colunas na matriz restringida

KGR (contor, :)=[]; % elimina linhas na matriz restringida

contor;

tamanhoK=size (KGR) ;

u=zeros (ngl,l); % inicializa um vetor de solug¢des nulo

u(contor)=valor cont;% armazena no vetor de solucdes as condigdes de
contorno de Dirichlet
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FP=[1;

FP=-KG*u; % vetor de contribuicdes dos valores prescritos
FP=Fs+FP+Fe; % vetor de forca final (fluxo + prescritas)
FP(contor,:)=[];% elimina linhas correspondes ao contorno

sol=KGR\FP; % solucdo do sistema de equacdes apds restricdes

posi=l:1:ngl;
internos=setdiff (posi,contor) ;% recupera pontos internos

u(internos)=sol; %vetor solugdo com todos os graus de liberdade
nn=ngl/2;

deslx=zeros (nn,1l);

desly=zeros (nn,1);

i=1;

for i=1l:nn

deslx(i)=u(j); %deslocamentos em x
desly(i)=u(j+1l); %deslocamentos em y
j=3+2;

end

end

B.5 CALCULO DOS GRADIENTES

function [G,Deform,al=gradiente(u,D,tri,c)

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
GRADIENTE

o\

o°

o°

DADOS DE ENTRADA:

$ ¢ - matriz: [nO, coord x, coord y]
% D - matriz de propriedades do material
% tri - matriz de conectividades

o\

u - vetor solucdo incluindo todos os graus de liberdade

DADOS DE SAIDA:

a - vetor gue contém as Aareas dos elementos

Deform - Matriz com as deformagdes (x, y e cizalhante)
G - matriz de gradientes

o° o° o°

o°

nel=size(tri,1l); %$numero de elementos

G=[1:
a=zeros (l,nel);
Deform=1[];

Q

% loop para o cadlculo do gradiente me cada elemento
for i=1:nel

$nés dos elementos
nol=tri(i,1);

no2=tri(i,2);

no3=tri (i, 3);

$coordenadas

x=[c(nol,2) c(no2,2) c(no3,2)]
y=[c (nol,3) c(no2,3) c(no3,3)]
A= (x(1)*y(2)) - (x(1)*y (3))+(x(2) *y (3)) — (x(2) *y (1)) +(x(3) *y (1)) - (x(3) *y (2) ) ;

’
’
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nl=nol*2;
n2=no2*2;
n3=no3*2;
gl=[nl-1 nl n2-1 n2 n3-1 n3];
sol=[1];
sol=u(gl); % vetor coluna com as solucdes dos ndés do elemento
grad=[]; Es=[];
grad=D*B*sol;
Es=B*sol;
Deform=cat (2, Deform, Es) ;
G=cat (2,G,grad); % matriz de gradiente

end

B.6 METODO MEDIA NODAL SIMPLES (MNS)

function [erro,Gmed]= mmedianodal (G,D,nn,nel, tri,a)

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
RECUPERACAO DO CAMPO SUAVIZADO PELO METODO MEDIA NODAL SIMPLES (MNS)

o\

o°

o°

DADOS DE ENTRADA:

a - vetor gque contém as areas dos elementos
D - matriz de propriedades do material

G - matriz de gradientes

a° oo

o\

% nel - numero de elementos
% nn - numero de nobs
% tri - matriz de conectividades

DADOS DE SATDA:
erro - vetor que contém o erro na norma em energia dos elementos da malha
Gmed - Gradientes nodais suavizados

o° o

o°

erro=[];
somag=zeros (3,1);
Gmed=[];

Q

% Célculo dos gradientes nodais suavizados
for i=l:nn

n=0;

[rows,col]l=find(tri==1i); %$procura pelo ndé nas linhas e colunas da
matriz de conectividade dos elementos da malha

n=size (rows,1l);

for i=1l:n

somag=G (:,rows (i) ) +somag; %$soma dos gradientes dos elementos que contém
o nd

end

somag=somag/n; %$média nodal

Gmed=cat (2, Gmed, somag) ;

somag=1[];

somag=zeros (3,1);
end



%
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Campo suavizado

Gsuav=[];
for i=1l:nel

gsv=[1];
nol=tri(i,1);
no2=tri(i,2);
no3=tri (i, 3)
gsv=(Gmed (:,nol)+Gmed (:,no2)+Gmed (:,no03))/3;
Gsuav=cat (2, Gsuav, gsv) ;

4

’

end

o

°

Estimativa do erro

for i=1l:nel

A=

(Gsuav (:,1)- G(:,1)):

At=A";

cte=At* (inv (D)) *A;

erro(i)=cte*a(i); %vetor que contém o erro na norma em energia dos
elementos da malha

end

end

B.7 CRITERIO DE CONVERGENCIA E DEFINICAO DO GRAU DE REFINAMENTO
DOS ELEMENTOS

function[p,Grauref]=criterioconvergencia(erro,nel,nadml,nadm2,a,D,Deform,d
min, Grmax)

o oo

o°

o o° oP

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
CRITERIO DE CONVERGENCIA E DEFINICAO DO GRAU DE REFINAMENTO DOS ELEMENTOS

DADOS DE ENTRADA:

a - vetor que contém as areas dos elementos

D - matriz de propriedades do material

Deform - Matriz com as deformagdes (x, y e cisalhante)

% d min - dimensdo minima permitida p/ os elementos

% Grmax - grau de refinamento méximo permitido por etapa

% nadaml - erro relativo percentual admissivel global (valor entre 0 e 1)
% nadam2 - erro relativo percentual admissivel elementar (valor entre 0 e
1

% nel - numero de elementos

% DADOS DE SAIDA:

% p - indica se haverd um novo refinamento ou se a convergéncia foi
atingida

% Grauref - vetor que contém o grau de refinamento dos elementos

tgr=[];

p=0; et=0;

umeft=0; T=[]; tref=[]; el=[]; t=[]; aux=[];tr=[1;

a min=d min"2/2;

for i=l:nel

A=Deform(:,1);

At=A"';

cte=At*D*A;

umef=cte*a(i); %energia acumulada em um elemento



umeft=umef+umeft; %energia total acumulada pelo MEF
et=et+erro(i);%erro total na norma em energia

end

energ_u=umeft+et; %energia total acumulada no dominio

normae=(sqrt(et)/sqrt(energ_u));

e maxelem=nadm2*sqgrt (energ u)/sqgrt(nel) %$erro maximo permitido p/ os
elementos da malha (critério de equidistribuicdo do erro)

j=1;

cont=0;

if normae>nadml

cont=1;

for i=1l:nel
dO=sqgrt(2*a(i));
dl=d0*e maxelem/sqrt (erro(i));
Gr=(1ogl0(d0/dl))/1ogl0(2); %grau de refinamento do elemento
inteiro=floor (Gr);
decimal=Gr-inteiro;

if decimal<0.25 %critério de arredondamento do valor de Gr
Gr=inteiro;
else
Gr=inteiro+l; %critério de arredondamento do valor de Gr
end

if Gr>Grmax %limitacdo do grau de refinamento dos elementos ao grau

maximo permitido por etapa (Grmax)
Gr=Grmax;

end

if Gr<0 %para gque n&o haja desrefinamento
Gr=0;

end

if a(i)<a min %limitacdo do tamanho minimo dos elementos da malha

Gr=0;
end

Grauref (i) =Gr;

end
end

if cont==
p=1;
Grauref=[];
end
end

B.8 DESNIVEL UNITARIO E REGULARIZACAO DA MALHA

function [Grauref]l=nivelrefnovo (tri,Grauref,nel,c)

oe

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
DESNIVEL UNITARIO E REGULARIZACAO DA MALHA

o

o
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o°

C

o° o oo o°

o oo

DADOS DE ENTRADA:

- matriz: [n0, coord x, coord y]

Grauref - vetor que contém o grau de refinamento dos elementos
nel - numero de elementos
tri - matriz de conectividades

DADOS DE SATDA:
Grauref - vetor que contém o grau de refinamento dos elementos

X=c(:,2);
y=c(:,3);
nt=triangulation(tri,x,Vy):;

viz=

neighbors (nt) ;

auxunit=0;
auxreg=0;
verif=[];

%Desnivel unitdrio do grau de refinamento dos elementos

for

i=1:nel

vizinhos=viz (i, :);
vetor=isnan (vizinhos);
contl=1;

97

for m=1:3 %$loop para retirada dos NaN, deixar apenas os tridngulos vizinhos
if vetor (m)==
vizelem(contl)=vizinhos (m) ;
contl=contl+1;

end
end

modificacdo do Grau de refinamento para que sejam verificados novamente.

modificagcdo do Grau de refinamento para que sejam verificados novamente.

end

cont=0;

Gref=Grauref (vizelem) ;

Graumax=max (Gref) ;

if Grauref (i)<(Graumax-1) %verificacdo do desnivel unitério
Grauref (i) =Graumax-1;
verifica=vizelem; %salva os vizinhos do elemento que sofreu

verif=cat (2,verif,verifica);
cont=cont+1;
auxunit=auxunit+1;

end

nl=size (vizelem,2);
aux=0;
for k=1:n1 &%verificacgdo do critério de regularizacdo da malha
if Grauref (i) <Gref (k)
aux=auxtl;
end
end
if aux>1 %aplicacgédo do critério de regularizacdo da malha
novoGrau=max (Gref) ;
Grauref (i) =novoGrau;
if cont==
verifica=vizelem; %salva os vizinhos do elemento que sofreu

verif=cat (2,verif,verifica);
auxreg=auxregtl;
end

end



98

tam=[];
vizelem=[];
verif=unique (verif)
tam=size (verif, 2);
if tam>0 %$verificacdo do desnivel unitdrios nos vizinhos dos elementos que
tiveram seu grau de refinamento alterado
for k=1l:tam
vizinhos=viz (verif(k), :);
vetor=isnan (vizinhos) ;
contl=1;
for m=1:3 %$loop para retirada dos NaN, deixar apenas os tridngulos vizinhos
if vetor (m)==
vizelem (contl)=vizinhos (m) ;
contl=contl+1l;
end
end
Gref=Grauref (vizelem) ;
Graumax=max (Gref) ;
if Grauref (verif (k))<(Graumax-1) %verificacdo do desnivel unitéario
Grauref (verif (k) )=Graumax-1;
end

nl=size (vizelem,2);

aux=0;

for 1=1:n1 %verificacdo do critério de regularizacdo da malha
if Grauref (verif (k))<Gref (1)
aux=aux+1;

end
end
if aux>1
novoGrau=max (Gref); %aplicacdo do critério de regularizacdo da
malha
Grauref (verif (k) )=novoGrau;
end
end
end
end

B.9 SUBDIVISAO DOS ELEMENTOS

function [c,tril]l=subdivide(c,tri,Gref)

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
SUBDVISAO DOS ELEMENTOS

o°

o°

oe

DADOS DE ENTRADA:

$ ¢ - matriz: [n0O, coord x, coord y]
% Gref - vetor que contém o grau de refinamento dos elementos
% tri - matriz de conectividades

DADOS DE SAIDA:
c - vetor que contém o grau de refinamento dos elementos
tri - matriz de conectividades

o

o° oo

Q

ntri=size(tri,1l); % number of elements

nn=size(c,1l); % number of nodes
x=c(:,2); %coordenadas x



y=c(:,3); %Scoordenadas y
J=1;

vet=[1];

pt=[1;

pmed=[];

pontomed=[];

cmed=[];

aux_xl=zeros(1l,2);aux x2=zeros (l,2);aux x3=zeros(l,2);
aux_yl=zeros(1l,2);aux_y2=zeros (l,2);aux_y3=zeros(l,2);

%$looop para subdivisdo
elem filhosl=zeros(8,3);

for w=l:ntri
Gr=Gref (w) ;
if Gr>0
$Coordenadas do triangulo original
pt=tri(w,:);
x1= [x(pt (1)) x(pt(2)) x(pt(3))];

(
yl= [y(pt(1l)) y(pt(2)) y(pt(3))1;
x1(4)=x1(1);
yl(4)=y1l(1);

$Primeira subdivisdo (Gr=1)

for i=1:3
cmed (i, l)=mean ([x1 (i) x1(i+1)]);
cmed (i,2)=mean ([yl (i) yl(i+1)1);

if i==
cmed (i, 3)=1;
cmed (i, 4)=3;
else
cmed (i, 3)=1i;

cmed (i,4)=i+1;

end

end

$armazenado as coordenadas dos novos nds
cd=cmed(:,1:2);
pontomed=cat (1, pontomed, cd) ;

jl=1;3j2=1; j3=1;

%$gerando uma matriz de conectividades entre os elementos filhos
if Gr>1
elem filhos=zeros(8,3);
for i=1:3
if cmed (i, 3)==
aux_x1(j1)=cd(
aux_yl(j1l)=cd(
J1=31+1;
end
if cmed (i, 3)==
aux_x2(j2)=cd(
aux_y2(j2)=cd(
J2=92+1;
end
if cmed (i, 3)==
aux_x3(33)=cd(
aux_y3(33)=cd(
33=33+1;
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end

j1=1

cont=
%aqui comeca as subdivisdes a partir de grau 2

end
end
cd=cd';
elem filhos (1
elem filhos (2
elem filhos (3
elem filhos (4
elem filhos (5, :
(6
(7
(8

I
w w NN -

— — — — — —

elem filhos
elem filhos
elem filhos

Il Il

Q
QO XK XK X
B e
N o~~~ o~ o~

Il
Q

~
~
~e

;Jj2=1;33=1;

1; cd=[1];

if Gr>1

for m=1:4
coordx=elem filhos (cont,

coordy=elem filhos (cont+1,

1)

coordx (4)=elem filhos(cont,1);
coordy (4)=elem filhos(cont+1,1);

cont=cont+2;

cmed=[];

for 3=1:3

cmed (j,1)=mean ([coordx(j)

cmed (j, 2)=mean ([coordy (7j)
if j==
cmed (3,3)=1;
cmed (3,4)=3;
else
cmed (3,3)=73;
cmed (j,4)=3+1;
end

end

%armazenamento das novas coordenadas

cd=cmed(:,1:2);

coordx (j+1
coordy (7

pontomed=cat (1, pontomed, cd) ;

J1=1;32=1; 33=1;
if Gr==

for 1i=1:3

if cmed (i, 3)==1 |
aux_x1(jl)=cd(i,1
aux_yl(jl)=cd(i,2
J1=31+1;

end

if cmed (i 3) 2 |
aux _x2(j2)= i, 1
aux_y2(j2)= i, 2
J2=32+1;

end

if cmed(i,3)773 [
aux x3(3j3)= i, 1);
aux_y3(3j3)= i,2);
J3=33+1;

end

end

cd=cd';

— -
~e

|
) 4
)i

’

’

elem filhosl(l,:)=[coordx(1l

cmed (1,

cmed (1,

4)y==2

4)==

) aux x1];

+1) 1)
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elem filhosl(2,:)=[coordy(l) aux yl];
elem filhosl(3,:)=[coordx(2) aux x2];
elem filhosl (4, :)=[coordy(2) aux y2];
elem filhosl (5, :)=[coordx(3) aux x3];
elem filhosl (6, :)=[coordy(3) aux y3];
elem filhosl(7,:)=cd(1l,:);
elem filhosl(8,:)=cd(2,:);
elem filhos=cat (2,elem filhos,elem filhosl);
end
end
end
k=4;
cmed=1[];
$subdivisdes para elementos de grau 3
if Gr==
for 1=1:4
elem f=elem filhos(:,k:k+2);
k=k+3;
cont=1;
for i=1:4

coordx=elem f (cont, :);
coordy=elem f (cont+1l,:);
coordx (4)=elem f (cont,1);
coordy (4)=elem f (cont+1,1);
cont=cont+2;
for §=1:3
cmed (j,1)=mean ([coordx(j) coordx(j+1)]);
cmed (j,2)=mean ([coordy (j) coordy (j+1)1);
end
cd=cmed;
pontomed=cat (1, pontomed, cd) ;
end
end
end

end
end

pontoresul=unique (pontomed, 'rows') ;
d=size (pontoresul,l);
pmed=zeros (d, 3) ;
contador=(nn+1) :1: (nn+d) ;
pmed(:,2)=pontoresul (:,1);
pmed (:, 3)=pontoresul (:,2)
pmed (:,1)=contador;

$novas coordenadas

c=cat (l,c,pmed);

x=c(:,2);

y=c(:,3);

end

I

B. 10 TRIANGULARIZACAO DA MALHA E ELIMINACAO DE TRIANGULOS
FORA DO DOMINIO

function tri=eliminatriangulo (c,xv,yVv)

% DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE



o°

AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL

o°

o°

DADOS DE ENTRADA:

c - matriz: [nd, coord x, coord V1]

Xv — coordenadas x dos ndés do contorno
yv - coordenas y dos ndés do contorno

o° oo

oe

DADO DE SAIDA:
tri - matriz de conectividades

o

oe

c(:,2); % valores de x nodais
y=c(:,3); % valores de y nodais
npt=size(c,1); % numero total de nés
tri=delaunay(x,y); % triangularizacéo
ntri=size(tri,1); % ntmero total de tridngulos

% loop para avaliacdo do cg dos triédngulos
for i=l:ntri

pontos=tri(i,:);

coordx=c (pontos, 2) ;

coordy=c (pontos, 3) ;

xcg (i,1)=mean (coordx) ;

ycg (i, 1)=mean (coordy) ;
end

cg=[xcg ycqgl;

% verifica se o cg dos tridngulos é interno ao poligono
in=inpolygon (xcg, yCcg, XV, yVv) ;

% tridngulos invéalidos

ndices=find (in==0) ;

remove tridngulos da triangularizacdo inicial
tri(indices, :)=[];

i
%

end

TRIANGULARIZACAO DA MALHA E ELIMINACAO DE TRIANGULOS FORA DO DOMINIO
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APENDICE C - CODIGO PARA O REFINAMENTO H-ADAPTATIVO APLICADO
A PROBLEMAS DESCRITOS PELA EQUACAO DE POISSON - PoissonG

Observacdo: As funcbes criterioconvergencia.m, nivelrefnovo.m e subdivide.m foram
apresentadas no APENDICE B.

oe

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE

AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL

REFINAMENTO H-ADAPTATIVO APLICADO A PROBLEMAS DESCRITOS PELA EQUACAO DE
POISSON

o°

oe

%% Inicializacdo
clc

clear all

close all

format long

%% 1. DADOS DE ENTRADA
%$1.1 DEFINICAO DO DOMINIO:

$Para um circulo, deve ser atribuido o valor 1 a primeira linha, a segunda e
a terceira linha devem conter as coordenadas x e y do centro, respectivamente.
A quarta linha deve conter o raio do circulo.
%$Para um poligono, deve ser atribuido o valor 2 a primeira linha, a segunda
linha deve conter o numero, n, de segmentos de linha do contorno do poligono,
isto é, o numero de arestas. As prdéximas n linhas seguintes devem conter as
coordenadas x dos vértices. Na sequéncia, probéximas n linhas, devem ser
inseridas as coordenadas y dos vértices.
Para um retédngulo, deve ser atribuido o valor 3. E as demais linhas possuem
mesmo formato do poligono. Neste caso, n é igual a 4.
Para uma elipse, deve ser atribuido o valor 4 a primeira linha. A segunda
a terceira linhas devem conter as coordenadas x e y do centro,
respectivamente. A quarta e a quinta linhas devem conter os semi eixos da
elipse. O é&ngulo rotacional (em radianos) da elipse deve ser armazenado na
sexta linha.

o\

o0 O

[0)

R1 = [3,4,0,1,1,0,1,1,0,0]"'; %exemplo de um dominio retangular
vertices= R1;
vertices (1)=[1;

%1.2 DADOS DO MATERIAL

E=200*10"3; %mbédulo de elasticidade (p/ o problema de flexdo de placas)
te=0.2; %espessura (p/ o problema de flexdo de placas)

vp=0.3; %coeficiente de poisson (p/o problema de flexdo de placas
k=1;% coef presente na Eg. de Poisson ( p/ temperatura corresponde ao
coeficiente de condutividade térmica do material)

%$1.3 DADOS P/ O REFINAMENTO

hmax=0.5; %dimensdo maxima dos elementos da malha inicial

Grmax=2; %grau de refinamento maximo permitido por etapa

d min=10"-4; %usudrio determina a dimens&o minima do elemento (isto evita o
refinamento excessivo em singularidades)
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nadml=0.04; %erro relativo percentual admissivel global (valor entre 0 e 1)
nadm2=0.05; %erro relativo percentual admissivel elementar (valor entre 0 e
1)

$1.4 FUNCAO QUE DESCREVE O PROBLEMA

tn=0; %indica se h& solucdo real ou n&o: 1- contorno descrito por uma
funcédo; 0- contorno descrito por um vetor;

prompt= 'Qual o valor da fonte interna? ';
Q=input (prompt) ;

% As condigdes de contorno podem ser descritas por uma funcdo, um escalar
% ou um vetor

f=@ (x,y) [100+2* (1+y)/ (x"24+(1+y)"2)]; %Inserir entre os parénteses a
%$funcdo que descreve as condig¢des de contorno

f=0; % Para contorno descrito por um valor escalar, basta igualar f a este
valor. Como neste exemplo, onde f£=0.

$f=[100,0,0,0] % Para contorno descrito por um vetor, isto é, quando cada
%lado apresenta valores escalares diferentes. Colocar a sequéncia de

%$valores aos lados correspondentes
vert=[0,0,0,0]; % condicdes de contorno dos vértices, apenas para O caso
que o contorno é descrito por um vetor

$ 1.5 PERGUNTA AO USUARIO QUAL O PROBLEMA QUE DESEJA ANALISAR (FLEXAO DE
PLACAS, TORCAO OU TEMPERATURA)

prompt = 'Problema de: 1- flexdo de placas, 2-torcdo ou 3-temperatura ';
snf=input (prompt) ;

o°

% 2. GERACAO DA MALHA INICIAL

model = createpde;
gm = [R1];

sf = 'R1';

ns = char('R1");
ns = ns';

g = decsg(gm,sf,ns);

pg=geometryFromEdges (model, g)
figure

pdegplot (model, 'EdgelLabels', 'on')
axis equal

xlim([-1.1,1.1])

[p,e,t] = initmesh (g, 'hmax', hmax) ;

]

) ; %$coordenada x de todos os nods
); %coordenada y de todos os nbs
; Stranspondo para vetor coluna
';%transpondo para vetoro coluna

1,:
2,

14

(
(

[
p
p
b
y

l‘<Z><*<HZ><JO

m=size (p,2); %cada coluna da matriz p contém um ndé e a numeracao
corresponde com a da condig¢do de contorno

totais=1l:1:m;

c(:,1)=totais';
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2); %coordenadas x dos nés
14
(:,3); %coordenadas y dos nés

%% 3.0PERACOES GERAIS

t(4,:)=[1;
tri=t'

p=0;

cont=1;

K=k*[1 0; 0 1];

while p<1

o\

nuimero de nds
numero de elementos
numero de graus de liberdade

nn=size(c,1);
nel=size(tri,1l);
ngl=nn*1 ;

o°

o°

%% 3.1 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO
[contorno, sc]l=contornoedge? (c, f,vert, tn,vertices, tri) %$retorna o vetor com
os ndés de contorno e o vetor "sc" com as condigdes de contorno de cada nd

do contorno

$% 3.2 CALCULO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTAR E MONTAGEM DA MATRIZ DE
RIGIDEZ GLOBAL

KG = kglobal(ngl,nel,tri,c);

%% 3.3 CALCULO DO VETOR DE FLUXO

Fe=Fonte interna(Q,c,tri,nel,nn); %Fluxo de calor interno

%% 3.4 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES - PROBLEMA DE VALOR PRESCRITO

u=solucaoPoisson (contorno, sc,c,ngl,k,KG,Fe); %$Vetor de solugdes incluindo
todos os graus de liberdade

%% 3.5 RESOLUCAO DA SEGUNDA EQ. DIFERENCIAL - DESLOCAMENTOS (APENAS PARA O
PROBLEMA DE FLEXAO DE PLACAS)

if snf==

D= (E*te”3)/ (12* (1-vp"2)); S%rigidez a flexdo da placa
We=deslocamentos (u,D,c,tri,nel,nn);
u2=solucaodesl (contorno, sc,c,ngl,KG,We) ;

end

%% 3.6 CALCULO DOS GRADIENTES

[G,al=gradiente (u,tri,c); SFornece o gradiente de todos os elementos e a
area

% 3.7 METODO DA MEDIA NODAL SIMPLES

oe

[erro,et, Gsuav, Gmed]= mmedianodal (G, k,nn,nel, tri,a);
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$ 3.8 CALCULO DA RIGIDEZ TORCIONAL

o°

if snf==
[T]=ftorcao(u,tri,c);
torque (cont)=T;

end

$ 3.9 CRITERIO DE CONVERGENCIA DO PROCESSO DE REFINAMENTO

o°

[p,Grauref]=criterioconvergencia(erro,nel,nadml,nadm2,a,kK,G,d min,Grmax) ;
%% 3.10 DESNIVEL UNITARIO E REGULARIZACAO DA MALHA
if p<1

[Grefl=nivelrefnovo (tri,Grauref,nel,c);
end

o\

% 3.11 SUBDVISAO DOS ELEMENTOS

if p<l
[c]l=subdivide (c, tri, Gref) ;
end

t=[1;

$% 3.12 REGENERACAO DA MALHA E ELIMINACAO DE TRIANGULOS FORA DO DOMINIO

[tri]=eliminatri (c,vertices);
cont=cont+1;

u=u2;
end
if snf==
X = sprintf('A rigidez torcional é %d',T);
disp (X)
end
pos_processamento(c,u, tri);

C.1 APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

function [contorno,sc]l=contornoedge?2(c,f,vert,tn,vertices,tri)

o

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

o° oo

$DADOS DE ENTRADA:

%c - matriz de coordenadas dos ndés da malha

%$f - vetor ou funcdo que define as condig¢des de contorno

$vert - vetor com os valores correspontes aos vértices do poligono (apenas
$deve ser preenchido quando o contorno é definido por um vetor de
escalares)

%tn - indica se as condig¢des de contorno s&o definidas por uma funcdo ou
%por um vetor ( tn=0 -> f é um vetor ou um escalar; tn=1 -> f é& um funcéo)
$vertices - [numero de lados, coord x dos vértices, coord y dos vértices]
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$tri - matriz de conectividades

$SDADOS DE SAIDA:
%$contorno - ndés dos contorno
%sc - valores das condicdes de contorno

lados=vertices(l); %armazena a quantidade de lados do poligono
n=lados + 1;

g=size(vertices, 1);

x1l=vertices (2:n); %armazena as coordenadas x do vértice do poligono
yl=vertices (n+l:g); %armazena as coordenas y do vértice do poligono
ntri=size(tri,1l); %$numero de elementos da malha

$inicializa algumas varidveis
cx=[];cy=[]1;j=[];contorno=[];sc=[];contor=[];vcl=[];

lb=size (f,2); % tamanho de f (funcdo ou vetor de contorno)
cx=c(:,2); %coordenadas x
cy=c(:,3); %coordenadas y

cx(l:lados)=[]; %retira as coordenas x dos vértices
cy(l:lados)=[]; %retira as coordenadas y dos vértices

%loop para o calculo das condig¢des de contorno: Verifica-se para todas as
%arestas se todos os pontos pertencem a eles, exceto os do vértice, que
%serdo inseridos posteriormente.

for i=1l:1lados

if i==lados
xv=[x1(1i),x1(1),x1(i)];
yv=[yl(i),yl(1),yl(i)];
else
xv=[x1(1i),x1(i+1),x1(1)];
yv=I[yl(i),yl(i+l),y1(i)];
end

[in]=inpolygon (cx,cy,xv,yVv); %verifica se os pontos estdo contidos na
aresta

contor= find(in==1); % in=1 indica que o ponto é de contorno
contorno=cat (1, contorno,contor); %armazena os pontos do contorno

k=size (contor,1);

v=[1;

if tn==0 && 1lb>1 %Caso em que o contorno é definido por um vetor, onde
cada lado possui um valor escalar diferente

v(l:1:k)=f(i); %atribui a cada ponto do contorno seu valor correspondente
sc=cat (2,sc,v); %armazema em um vetor os valores correspondentes aos pontos
de contorno

end

contor=[]; %esvazia a varidvel contor, que serd preenchida com os pontos do
contorno do préximo lado a ser calculado

end

contorno=contorno+lados; %corrigindo o "nome" dos pontos, ja& que retirei os
vértices

cc=1l:1:1lados; %$vértices

cc=cc';

contorno=cat (1, contorno,cc); %$armazenando os vértices no vetor de contorno

if 1b>1
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sc=cat (2,sc,vert); %$armazenando os valores correspondentes aos vértices no
vetor de contorno
end

tam=size (contorno,l); %$tamando do vetor que contém os pontos de contorno
if lb== %$tamanho do vetor f

if tn==0 %$tn=0 indica que o contorno é definido por um vetor e né&o por
uma funcéao

sc(l:1l:tam)=£f; %valores do contorno

else %gquaundo os valores dos pontos do contorno sdo defindos por uma
funcéao

for i=l:tam

sc(i)=f(c(contorno(i),2),c(contorno(i),3)) %valores do contorno
end
end
end
contorno=contorno'; $%$transformando em vetor linha
end

C.2 CALCULO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTAR E MONTAGEM DA
MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

function KG = kglobal (ngl,nel,tri,c)

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE

AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL

CALCULO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTAR E MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ
GLOBAL

o o

o°

$DADOS DE ENTRADA:
%$c - matriz de coordenadas dos ndés da malha

$nel - numero de elementos
$ngl - numero de graus de liberdade
%$tri - matriz de conectividades

$DADO DE SAIDA:
$KG - matriz de rigidez global (esparsa)

for i=1l:nel

% nés do elemento
nol=tri(i,1);
no2=tri(i,2);
no3=tri (i, 3);

% coordenadas
x1l=c (nol,2);

yl=c (nol, 3);

xX2=c (no2,2);
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y2=c (no2,3);

x3=c (no3,2);
y3=c(no3, 3);

% area of the triangle(3)

xx=[x1 x2 x3];
yy=[yl y2 y3];

A=polyarea (xXx,VyV) ;

o

% matriz de rigidez elementar

k11=(1/(4*R))* ((x3-x2) "2+ (y2-y3)"2);
k12=(1/(4*RA))* ((x3-x2) * (x1-x3) + (y2-y3) * (y3-yl));
k13=(1/(4*RA))* ((x3-x2) * (x2-x1) + (y2-y3) * (y1-y2));
k21=k12;

k22=(1/ (4*R) ) * ((x1-x3) "2+ (y3-y1)"2);

K23=(1/ (4%A)) * ( (x1-x3) * (x2-x1) + (y3-y1) * (y1-y2)) ;
k31=k13;

k32=k23;

k33=(1/(4*R) ) * ((x2-x1) "2+ (y1l-y2)"2);

Ke=[k1l1l k12 k13; k21 k22 k23; k31 k32 k331;

o

% graus de liberdade (relacionados a matriz de rigidez global)

gl (l)=nol;
gl (2)=no2;
gl (3)=no3;

Q

% loop para insercdo de [Ke] em [KG]

for 3=1:3
for k=1:3

linha=gl(3j);
coluna=gl (k) ;
valor=Ke (j, k) ;
1=[1 linhal;
m=[m colunal;
v=[v valor];

end
end

end

Q

% Matriz de rigidez global (esparsa)
KG=sparse (l,m,v,ngl,ngl);

end
C.3 CALCULO DO VETOR DE FLUXO

function [Fe]= Fonte interna(Q,c,tri,nel,nn)



oe

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
CALCULO DO VETOR DE FLUXOS

oe

o°

$DADOS DE ENTRADA:
%$c - matriz de coordenadas dos ndés da malha

%$Q - fonte interna

$nel - numero de elementos

$nn - numero de noés

$tri - matriz de conectividades

DADO DE SAIDA:
Fe - vetor de fluxos

oe

o°

Syms X y

w=1/6;
Fe=[];
r=[1;

=[0 1/2 1/2;1/2 0 1/2;1/2 1/2 0];
for i=1l:nel

$ ndés do elemento
nol=tri(i,1);
no2=tri(i,2);
no3=tri (i, 3);
% coordenadas
cx=[c(nol, 2)

cy=[c(nol, 3)

c (no2,2)
c (no2, 3)

c(no3,2)1;
c(no3,3)1;

£1=0; £2=0; £3=0;

Q

% integragdo numérica

for 3=1:3

xt=cx (1) *E(J,1)+cx (2) *E (], 2)+cx (3) *E (], 3) ;

yt=cy (1) *E(J,1)+cy(2) *E(3,2)+cy(3) *E(J,3);
) ;

g=subs (Q, x, xt
f=subs (g,vy,yt);

I

A2=cx (1) *(cy (2)-cy(3))+cx(3) *(cy(l)-cy(2))+cx(2)* (cy(3)
% funcgdes de forma do elemento triangular linear
cte=(1/(A2));

Hl=cte* ((cx(2) *cy(3))-(cx(3)*cy(2))+(cy(2)-cy(3)) *xt+ (cx
H2=cte* ((cx(3) *cy (1)) -(cx (1) *cy(3))+(cy(3)-cy(l)) *xt+ (cx
H3=cte* ((cx (1) *cy(2))-(cx(2)*cy (1)) +(cy(l)-cy(2))*xt+ (cx

o)

% funcdes de integracéo
fl=H1*f+f1;

f2=H2*f+£f2;

£f3=H3*f+£3;

end

ff1=A2*w*fl;
f£2=P2*w*£f2;
f£3=A2*w*£3;
r(i,:)=[ffl f££f2 ££3];
end

%armazenamento do vetor de fluxos
for i=1:nn

—cy (1))
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n=0;
rows=[];
col=I[1];

[rows,col]=find(tri==1i); S%$procura pelo ndé nas linhas e colunas da

matriz de conectividades
n=size (rows,1l);
fe=0;
for j=1l:n

111

fe=r (rows (j),col(j))+fe; Scomputa o fluxo no nd pela contribuicdo

de todos os elementos que contém este nd
end
Fe(i)=fe; Svetor de fluxos
end
end

C.4 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

function [Fe]= Fonte interna(Q,c,tri,nel,nn)

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
CALCULO DO VETOR DE FLUXOS

o\

o\

$DADOS DE ENTRADA:

$c - matriz de coordenadas dos ndés da malha
%Q - fonte interna

%$nel - numero de elementos

$nn - numero de noés

$tri - matriz de conectividades

% DADO DE SAIDA:
Fe - vetor de fluxos

o\

Syms x y

w=1/6;

Fe=[];

r=[];

E=[0 1/2 1/2;1/2 0 1/2;1/2 1/2 01;
for i=l:nel

% nés do elemento

nol=tri(i,1);

no2=tri(i,2);

no3=tri(i,3);

% coordenadas

cx=[c(nol,2) c(no2,2) c(no3,2)];
cy=[c(nol,3) c(no2,3) c(no3,3)1;

£1=0;£2=0;£3=0;
% integracdo numérica
for j=1:3

xt=cx (1) *E(J,1)+cx(2)*E(J,2)+cx(3)*E(],3);
yt=cy (1) *E(j,1)+cy(2) *E(J,2) +tcy(3) *E(3, 3) ;
g=subs (Q, x,xt);
f=subs (g,y,yt);

A2=cx (1) *(cy(2) -cy (3)) +cx (3) * (cy (1) —cy (2)) +cx (2) * (cy (3) —cy (1)) ;
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Q

% funcdes de forma do elemento triangular linear
cte=(1/(RA2));

Hl=cte* ((cx(2) *cy (3)) - (cx(3) *cy(2)) +(cy(2) —cy(3)) *xt+ (cx(3) -cx (2)) *yt);
H2=cte* ((cx(3) *cy (1)) - (cx (1) *cy(3)) +(cy(3) —cy (1)) *xt+ (cx (1) -cx(3)) *yt);
H3=cte* ((cx (1) *cy (2)) - (cx(2) *cy (1)) +(cy (1) —cy(2)) *xt+(cx(2) —cx (1)) *yt);

[}

% funcdes de integracéo
fl=H1*f+f1l;

f2=H2*f+£2;

£f3=H3*f+£3;

end

ffl1=A2*w*fl;
f£2=A2*w*f2;
f£3=A2*w*£f3;
r(i,:)=[£ffl1 ££f2 ££3];
end

%armazenamento do vetor de fluxos
for i=1l:nn

n=0;

rows=1[1];

col=[];

[rows,col]l=find(tri==1i); %procura pelo ndé nas linhas e colunas da
matriz de conectividades

n=size (rows,1);

fe=0;

for j=1:n

fe=r (rows (j),col(j))+fe; %computa o fluxo no nd pela contribuicéo

de todos os elementos que contém este nod

end

Fe(i)=fe; %vetor de fluxos

End

end

C.5 RESOLUCAO DA SEGUNDA EQ. DIFERENCIAL - DESLOCAMENTOS
(APENAS PARA O PROBLEMA DE FLEXAO DE PLACAS)

C.5.1 Célculo da fonte interna para a segunda Eqg. diferencial

function [Fel]l= deslocamentos (M,D,c,tri,nel,nn)

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE

AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL

CALCULO DA FONTE INTERNA P/SEGUNDA EQ. DIFERENCIAL (PROBLEMA DE FLEXAO DE
PLACAS)

o\

o\

$DADOS DE ENTRADA:

%$c - matriz: [nd, coord x, coord y]
%D - rigidez a flexdo da placa
%$nel - numero de elementos

%$nn - numero de nds

%$tri - matriz de conectividades

$DADO DE SAIDA:
$Fe - vetor de fluxos

syms x y
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w=1/6;
Fe=[];
r=[1;

=[0 1/2 1/2;1/2 0 1/2;1/2 1/2 01;
for i=1l:nel

nol=tri(i,1
no2=tri (i, 2
;3

’

’

)7
);
) 4
)
)

no3=tri (i

cx=[c(nol,2) c(no2,2) c(no3,2)]; %coordenadas x dos ndés do elemento
cy=[c(nol,3) c(no2,3) c(no3,3)]; %coordenadas y dos ndés do elemento
£1=0;

£2=0;

£3=0;

m=mean ( [M(nol) M(no2) M(no3)]):;

Q=m/D;

for 3=1:3

xt=cx(1)*E(J,1)+cx(2)*E(J,2)+cx(3)*E(3,3);

yt=cy (1) *E (3, 1) +cy (2) *E(j,2) +cy (3) *E ( ,3);

A2=cx (1) *(cy(2)-cy(3))+cx(3)*(cy(l)-cy(2))+cx(2)* (cy(3)-cy(1l))

$funcdes de forma do elemento CST
cte=(1/(A2));

Hl=cte* ((cx(2) *cy(3))-(cx(3)*cy (2))+(cy(2)-cy(3)) *xt+(cx(3)-cx(2))*yt);
H2=cte* ((cx (3)*cy (1)) —-(cx (1) *cy(3))+(cy(3)-cy (1)) *xt+( (1)-cx(3))*yt);
H3=cte* ((cx (1) *cy(2))—-(cx(2)*cy (1)) +(cy(l)-cy(2)) *xt+( (2)-cx (1)) *yt);

$funcdes de integracéo
f1=H1*Q+f1l;
f2=H2*Q+f2;
£f3=H3*Q+f3;

end

ffl1=A2*w*fl;
f£2=A2*w*f2;
f£3=A2*w*£f3;

r(i,:)=[ffl ££f2 ££3];
end
for i=1:nn
n=0;
rows=[];
col=I[];
[rows,col]=find(tri==1i); %procura na matriz de tridngulos da malha as

linhas e colunas que contém o ndé em questéo
n=size(rows,1l); %quantidade de elementos que contém o ndé em questdo

fe=0;
for j=1:n
fe=r (rows (j),col(j))+fe; %cadlculo do fluxo em cada elemento
end
Fe (i)=fe; %vetor de fluxos
end
end

C.5.2 Solucéo do sistema de equacOes — determinacéo dos deslocamentos
function u=solucaodesl (contorno,desl, c,ngl,KG,Fe)

% DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
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% AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
% SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

$DADOS DE ENTRADA:

%$c - matriz de coordenadas dos ndés da malha
%$contorno - ndés dos contorno

$desl - valores das condigdes de contorno
%$Fe - vetor de fluxos

$KG - matriz de rigidez global (esparsa)
$ngl - numero de graus de liberdade

$DADO DE SATDA:
u - vetor solucdo incluindo todos os graus de liberdade

o°

KGR=KG; % acumula a matriz global antes da eliminacdo de linhas e
colunas

KGR (:,contorno)=[]; % elimina colunas na matriz restringida

KGR (contorno, :)=[]; % elimina linhas na matriz restringida
F=zeros(ngl,l); % inicializa um vetor de forgas nulo (fluxo nulo)
u=zeros(ngl,l); % inicializa um vetor de solug¢des nulo (temperaturas)

u(contorno)=desl;% armazena no vetor de soluc¢des as condicdes de contorno
de Dirichlet
d=size (u);

FP=[];
Fe=Fe';
FP=-KG*u; % vetor de contribuic¢des de temperaturas prescritas

FP=F+FP+Fe; % vetor de forca final (fluxo + prescritas)
FP(contorno, :)=[];% elimina linhas

% solucdo do sistema de equacgdes apds restrigdes

sol=KGR\FP;
% recupera pontos internos
internos=setdiff(c(:,1),contorno);

Q

% atribui os valores de solugdes ao vetor de temperaturas przescritas
u(internos)=sol;
end

C.6 CALCULO DOS GRADIENTES

function [G,al=gradiente(u,tri,c)

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
CALCULO DOS GRADIENTES

o o

DADOS DE ENTRADA:

c - matriz: [nd, coord x, coord y]

tri - matriz de conectividades

u - vetor solucdo incluindo todos os graus de liberdade

o° o° o°

o

oe

OUTPUT DATA:
G - Matriz de gradiente
a - vetor gque contém as Aareas dos elementos

o

o

nel=size(tri,1l); %numero de elementos
G=I[1;



a=[];

for i=1l:nel

%$ndés dos elementos
nol=tri(i,1);
no2=tri(i,2);
no3=tri(i,3);
$coordenadas

x=[c (nol,2) c(no2,2)
y=[c (nol,3) c(no2,3)

sol=[u(nol);u(no2);u
A2=x(1)*(y(2)-y(3))+x(3)*

A=A2/2;
a(i)=A;

$derivadas das funcdes de forma em relacdo a x

(no3)1;

c(no3,2)];
c(no3,3)1;

dlx—(l/(2*A)) (v(2)-vy(3)):
d2x= 1/ 2*RA) ) * (v (3) -y (1))
d3x=(1/(2*A)) *(y (1) -y (2));

%derivadas das funcdes de forma em relacédo a y

dly=(1/(2*RA)) * (x(3)-x(2));
d2y=(1/(2*A))* (x(1)-x(3));
d3y—(l/(2*A)) (x(2)-x(1));

deriv=[dlx d2x d3x;

End

C.7 METODO DA MEDIA NODAL SIMPLES (MNS)

function [erro,et,Gsuav,Gmed]=

o\

o\

dly d2y d3y]:;
funcdes de forma dos elementos
grad=deriv*sol; %$gradientes do elemento
G=cat (2,G,grad); %matriz de gradientes

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL

(y(3)-y(1));

mmedianodal (G,K,nn,nel, tri,a)

%$vetor coluna com as solucdes dos nodais
(y(1)-y(2))+x(2)*

gmatriz das derivadas parciais das

115

% RECUPERACAO DO CAMPO SUAVIZADO PELO METODO MEDIA NODAL SIMPLES (MNS)
% DADOS DE ENTRADA:

% a - vetor que contém as areas dos elementos

% k - coef relacionado a Eq. de Poisson

% G - matriz de gradientes

% nel - nUmero de elementos

% nn - numero de nds

% tri - matriz de conectividades

% DADOS DE SAIDA:

% erro - vetor que contém o erro na norma em energia dos elementos da malha
% Gmed - Gradientes nodais suavizados

erro=[];

somag=zeros (2,1) ;
Gmed=[];
et=0;

[}

% Célculo dos gradientes nodais suavizados
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for i=1:nn

n=0;

[rows,col]=find(tri==1i); S%$procura pelo ndé nas linhas e colunas da
matriz de conectividade dos elementos da malha

n=size (rows,1);

for i=1:n

somag=G (:,rows (i) ) +somag; %$soma dos gradientes dos elementos que contém
o nd

end

somag=somag/n; %$média nodal

Gmed=cat (2, Gmed, somag) ;

somag=zeros (2,1);
end

Q

% campo suavizado
Gsuav=][];

for i=1l:nel
gsv=I[];
nol=tri(i, 1)
no2=tri(i,2);
no3=tri (i, 3)
gsv=(Gmed (:,nol)+Gmed (:,no2)+Gmed (:,no3))/3;
Gsuav=cat (2, Gsuav,gsv) ;

’

’

end
o

% Estimativa do erro
for i=1:nel

A=(Gsuav(:,1i)- G(:,1));

At=A"';

cte=At*inv (K) *A;

erro(i)=cte*a(i); %$vetor que contém o erro na norma em energia dos

elementos da malha
et=erro (i) +et;
end

end

C.8 CALCULO DA RIGIDEZ TORCIONAL

function [T]= ftorcao(u,tri,c)

o\

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
CALCULO DA RIGIDEZ TORCIONAL

o\

o°

DADOS DE ENTRADA:

c - matriz: [nd, coord x, coord y]

tri - matriz de conectividades

u - vetor solucdo incluindo todos os graus de liberdade

o o

oe

o

$DADO DE SAIDA:
T - rigidez torcional

o

n=size (tri,1l);
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phi=[];
nol=tri(i,1);
no2=tri(i,2);
no3=tri(i,3);
xt=[c(nol,2) c(no2,2) c(no3,2)]; %coordenadas x dos ndés do elemento
yt=[c (nol,3) c(no2,3) c(no3,3)]; %coordenadas y dos ndés do elemento
B=ones (3);
B(:,2)=xt;
B(:,3)=yt;
=(1/2)*det (B); %area do triédngulo

phi=mean ([u(nol) u(no2) u(no3)]);
torg (i)=-2*phi*A;

T=torg (i) +T;

end

end

C9 RI;GENERAQAO DA MALHA E ELIMINACAO DE TRIANGULOS FORA DO
DOMINIO

function [tri]=eliminatri (c,vertices)

o°

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL - UFPE
AUTOR: MYRELLA VIEIRA CABRAL
REGENERACAO DA MALHA E ELIMINACAO DE TRIANGULOS FORA DO DOMINIO

o\

o\

o\

DADOS DE ENTRADA:

c - matriz: [nd, coord x, coord y]
vertices - [numero de lados, coord x dos vértices, coord y dos vértices]
DADO DE SAIDA

tri - nova matriz de conectividades

o° o o°

o°

o\

x=c(:,2); valores de x nodais
y=c(:,3); % valores de y nodais
tri=delaunay(x,y); % triangularizacéo

lados=vertices (l); %armazena a quantidade de lados do poligono
n=lados + 1;
g=size(vertices,1);

x1l=vertices (2:n); %armazena as coordenadas x do vértice do poligono
yl=vertices (nt+l:g); %armazena as coordenas y do vértice do poligono

x1ll=wrev (x1) ;

x11=x11";

=[x11 x11(1)]1;
yll=wrev(yl);
yll=y1l1l';

yv=[yll y11(1)];

ntri=size(tri,1l);
x=c(:,2);
y=c(:,3);
% loop para avaliacdo do cg dos tridngulos
for i=l:ntri
pontos=tri(i,:);
cx=c (pontos, 2) ;
cy=c (pontos, 3) ;
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xcg (i,1)=mean (cx) ;
ycg (i, 1l)=mean (cy);
end

cg=[xcg ycgl;

% verifica se o cg dos tridngulos é interno ao poligono
in=inpolygon (xcg, yCcg, Xv, yV) ;

% tridngulos invéalidos

indices=find (in==0) ;

% remove tridngulos da triangularizacdo inicial
tri(indices, :)=[];

end



