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RESUMO

A Biomatematica tem a biologia como objeto de estudo através de modelagem e técnicas ma-
tematicas. Conquanto a matematica como ciéncia humana ja tenha surgido de forma aplicada,
a humanidade s6 comecou a usa-la para estudar as ciéncias da vida na idade moderna, com
Fibonacci. Desde entdo, tivemos um aumento significativo do conhecimento dessa area, de
modo que hoje podemos estudar evolucdo, epidemias, demografia e ecologia usando a ciéncia
dos niimeros. O estudo da evolucdo biolégica pode ser feito, por exemplo, através de modelos
que usam genética das populacoes ou através da analise da invasao de um gene mutante a uma
populacao em equilibrio genético. Epidemias podem ser estudadas fazendo-se uso dos modelos
compartimentados que usam as letras S, E, | ou R, sé apresentados a humanidade no século
XX. Esses modelos ganharam muito destaque com a descoberta do Virus da Imunodeficiéncia
humana (HIV, na sigla em inglés) e na pandemia de COVID-19 iniciada em 2020, sendo fun-
damentais para a elaboracdo de politicas publicas para o controle dessas doencas. Atualmente
podemos nao s6 estudar doencas infectocontagiosas com os modelos compartimentados, mas
também a incidéncia de infarto, diabetes e outras doencas cronicas. Este texto tem como
objetivo apresentar alguns modelos populacionais, demograficos, epidemiolégicos e evolucio-
narios em biomatematica. Os modelos populacionais exponencial e logistico s3o apresentados
e, em seguida, aplicados a genética de populacoes. Dindmicas evolucionarias sao previstas
nessa monografia através de modelos de andlise da invasao. Por fim, a genética de populacoes
é aplicada a um modelo epidemiolégico compartimentado com o fim de prever tendéncias na

evolucdo parasitaria.

Palavras-chaves: biomatematica; epidemiologia; evolucao; demografia.



ABSTRACT

Biomathematics has biology as an object of study through modeling and mathematical tech-
niques. Although mathematics as a human science has already emerged in an applied form,
humanity only began to use it to study the life sciences in the modern age, with Fibonacci.
Since then, we have had a significant increase in knowledge in this area, so that today we can
study evolution, epidemics, demography and ecology using the science of numbers. The study
of biological evolution can be done, for example, through models that use population genetics
or through the analysis of the invasion of a mutant gene to a population in genetic equilibrium.
Epidemics can be studied using compartmentalized models that use the letters S, E, | or R,
only presented to humanity in the twentieth century. These models gained much prominence
with the discovery of the Human Immunodeficiency Virus (HIV) and the COVID-19 pandemic
that began in 2020, being fundamental for the elaboration of public policies to control these
diseases. Currently, we can not only study infectious diseases with compartmentalized models,
but also the incidence of heart attack, diabetes and other chronic diseases. This text aims to
present some population, demographic, epidemiological and evolutionary models in biomath-
ematics. The Exponential and Logistic regression population models are presented and then
applied to population genetics. Evolutionary dynamics are planned in this monograph through
equilibrium invasion models. Finally, population genetics is applied to a compartmentalized

epidemiological model in order to predict parasitic evolution.

Keywords: biomathematics; epidemiology; evolution; demography.
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1 INTRODUCAO

Desde que a matematica passou a ser estudada e utilizada pela humanidade, tem-se lancado
mao de suas técnicas nos problemas concretos do cotidiano, de modo que podemos dizer que
a matematica surgiu de forma aplicada entre os humanos. Apesar disso, até o décimo terceiro
século da era comum, a biologia foi estudada sem o auxilio da matematica, de modo que o
primeiro registro de cooperacdo entre as duas ciéncias sé ocorre quando Fibonacci quantificou
uma populacdo de coelhos através de sua famosa sequéncia numérica. Em 1798, Thomas
Malthus apresentou o modelo exponencial de crescimento de populacdes como uma ferramenta
para justificar a causa da fome no seu trabalho republicado em (MALTHUS; GILBERT, (1999)).

Neste texto, exploramos duas areas da Biomatematica - estudo de problemas da biologia
(mais especificamente, ecologia) através das ferramentas da matematica: evolucdo bioldgica
e epidemiologia - o estudo dos padrdes de espalhamento de uma doenca em certa populacdo.
Hipdcrates é considerado o pai da Epidemiologia desde que discorreu sobre a relacio entre
doencas e meio-ambiente (HIPPOCRATES, |1886). Conquanto temos documentadas diversas
epidemias ao longo da histéria - inclusive na antiguidade -, John Graunt é reconhecido como o
primeiro a usar matematica na ciéncia que investiga esses fendmenos por seu trabalho de 1663
(GRAUNT, 1977). Em 1776, Daniel Bernoulli publicou o primeiro modelo epidemiolégico co-
nhecido (BERNOULLI; BLOWER, 2004)), discorrendo sobre maneiras de reduzir a mortalidade da
variola. O primeiro modelo deterministico (isto é, ndo probabilistico) de equacdes diferenciais
que dividia a populacdo em suscetiveis e infectados foi publicado por Kermack e McKendrick
em 1927 (KERMACK; MCKENDRICK|, 1927)); neste texto, modelos dessa natureza estdo presentes
em cada um dos capitulos. Mais recentemente, os modelos epidemiolégicos foram mais usados
e reconhecidos em importancia com suas aplicacoes para prever a dinamica da infeccdo pelos
virus da AIDS - sigla em inglés para Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida -, da dengue e,
po6s 2020, da COVID-19 durante a pandemia. Esses modelos também chegam a ser aplicados,
na atualidade, a doencas cronicas (BAUSSANO I.; PLUMMER, 2014) - isto é, ndo transmissiveis.

Ao leitor interessado em saber mais sobre modelos epidemioldgicos é feito o convite a
consultar (MARTCHEVA, 2015)). Um texto introdutério em portugués é (LOPEZ et al., |2021).
Além disso, (GONDIM, 2021)) é uma boa referéncia para p leitor visualizar como a matematica
pode ajudar a controlar uma epidemia.

No Século XX, cientistas comecaram a usar ferramentas matematicas para simular e até



11

prever as direcGes da evolucdo biolégica, muito aprimorada desde que Charles Darwin apresen-
tou sua versdo moderna. Modelos estocésticos (baseados em probabilidades) e deterministicos
foram desenvolvidos. (GANDON; DAY, [2007) e (GANDON; DAY, 2009) explora como podemos
tirar conclusdes de alguns desses modelos. Neste trabalho, apresentaremos alguns dos modelos
em Biomatematica com consequéncias evolucionérias.

No segundo capitulo, sdo apresentados os modelos populacionais Exponencial e Logistico,
aplicando genética das populacoes a esses, o que é uma abordagem com aplicacdo evolucio-
naria. Além disso, introduzimos os modelos compartimentados - SIS, SIR e SEIR.

O capitulo seguinte explora como a Anélise de Invasdo pode ser usada para prever se
mutacoes genéticas se fixam no ambiente e, consequentemente, permite prever se a direcao
natural da evolucdo acentuard ou reduzird certa caracteristica de uma espécie.

Por fim, o quarto capitulo é baseado em (DAY; GANDON, 2007) e apresenta a genética de
populacdes aplicada a um modelo SIS, com o desenvolvimento de equacdes e simulacdes que

permitem tirar conclusdes sobre a evolucdo parasitaria da doenca estudada.
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2 MODELOS EM ECOLOGIA E BIOLOGIA EVOLUCIONARIA

Este capitulo apresenta ao leitor alguns modelos matematicos em ecologia, objeto de estudo
da biomatematica.

Os dois modelos populacionais mais simples em ecologia sao os modelos populacionais
exponencial e logistico, visto que ambos nao consideram interacdes com outras espécies € nem
mudancas no meio ambiente, como disponibilidade de dgua, comida e abrigo. Apesar disso,
os dois modelos sdo bastante Uteis e descrevem bem algumas situacdes de particular estudo -
como no caso de espécies invasoras. Nas duas primeiras secoes deste capitulo, esses modelos
serdo apresentados. Em seguida, mostraremos como funcionam as abordagens de genética
das populacoes. Faremos isso na terceira secdo, onde aplicaremos esse tipo de abordagem ao
modelo exponencial. Na quarta secdo, trataremos sobre os modelos epidemiolégicos, que serao

fundamentais para os demais capitulos deste texto.

2.1 MODELO EXPONENCIAL

Seja n(t) o nimero de individuos de uma populac3o.

O modelo exponencial discreto consiste em supor que entre uma e outra etapa de tempo
- representadas por nimeros naturais - ocorrem nascimentos €, apds todos os nascimentos,
mortes. Considera-se que a fracdo de nascidos em relacdo ao nimero total de individuos antes
dos nascimentos é constante igual a b. Similarmente, considera-se que a razdo de mortos pelo
ndmero total de individuos apds os nascimentos (ou seja, antes das mortes) é constante igual
ad.

Assim,

n(t+1) = (1+0b)(1 —d) - n(t). (2.1)

O nimero R = (14 b)(1 — d) é chamado Fator Reprodutivo. Um modelo de crescimento
exponencial é um modelo onde R > 1 é constante.
Obs.: Também poderiamos ter R < 1, tendo como consequéncia um modelo populacional

com decrescimento da populacao.
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Por inducdo vé-se que no modelo discreto
n(t) = R" - ny, (2.2)

onde n, = n(0).

No modelo exponencial continuo, os nascimentos e mortes estdo acontecendo a todo
tempo. O modelo caracteriza-se por considerar que num periodo de tempo bastante pequeno
At, a fracdo do nimero de nascimentos pelo nimero de individuos antes desse periodo é At-b
e a razdo entre o nimero de mortes pelo nimero de individuos pds-nascimetos é At - d.

Assim,
dn(t) n(t + At) — n(t)
dt At—0 At

(14 At-b)(1 — At - d)n(t) — n(t)
At—0 At

= lim (b—d—At-b-d)-n(t) = (b—d) - n(t).

At—0

Ou seja,

uma equacao diferencial ordinaria linear de facil resolucdo. De fato,
n(t) =ng- e, (2.4)

onde ng = n(0).

Veja os graficos dos modelos exponenciais na Figura [1]
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Figura 1 — Gréficos dos Modelos Exponenciais parab=2ed = 0,6 e n(0) = 10. Observe como o crescimento

quando considerado o modelo exponencial é bem mais rapido no caso continuo que no discreto.
Modelo exonencial discreto
160 T *
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L ]
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(a) No modelo discreto, a populacdo n3o chega a 200 quando ¢ = 15.

«10° Modelo exonencial continuo
121 1
|
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10 [ H
|
8+ {
|
= |
= I|
6 IIl .
4t [
IllI
2r ¥ g
#
.-—"/I
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(b) No modelo continuo, a populacdo passa de 10% quando t = 15
Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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2.2 MODELO LOGISTICO

O Modelo Logistico considera que o cresimento da populacdo aumenta a competicdo intra-
especifica por recursos, donde o ambiente tem recursos suficientes para abrigar uma populacao
maxima K, constante chamada 'Capacidade de Carga’ - traducao do inglés para 'Carrying Ca-
pacity’.

Dessa forma, diferentemente do Exponencial, o Modelo Logistico considera que o Fator
Reprodutivo R(t) ndo é constante e é igual a 1 quando n(t) = K.

O modelo considera que R(t) é calculado linearmente em relacdo a n(t) e vale (1 + )
quando n3o ha competicdo por recursos - isto é, enquanto o nimero de individuos da popu-
lacdo n(t) for préximo a 0.

Obs.: 4 é chamado a 'taxa intriseca’ de crescimento da espécie no ambiente.

Dai,
R(t)=14rs— - -n(t). (2.5)
Num modelo discreto, portanto,

n(t+1)=nt) Rt) =n(t) +ry-n(t) — = - [n(t)]?

e, portanto,

Ja em um modelo continuo, podemos escrever

dn(t)
dt

= ry-n(t) — % ()% (2.6)

Essa equacdo pode ser resolvida de forma explicita através do método de fracdes parciais;

donde obtém-se

(2.7)

K
onde ' = —— — 1. Veja a Figura |2
n(0)
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Figura 2 — Gréficos dos Modelos Logisticos para g = 1,7, K = 103 e n(0) = 10.

Modelo logistico discreto
‘IEDD T T T T T T T
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1000 | e e ®e® e e 0
@
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= 600 1
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400 =l
200 ® .
L]
D. L i i I i i i i i
] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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(a) Neste grafico, para t > 6, n(t) oscila em torno de K.
Modelo logistico continuo
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(b) O crescimento se d4 com n(t) se aproximando assintoticamente de K quando ¢ —

Q.

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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2.3 MODELO DE GENETICA DAS POPULACOES

Os modelos apresentados na secao anterior consideram uma populacdo heterogénea, isto
é, ndo fazem mencdo a variacdes genéticas entre individuos. Os modelos de genética das
populacoes consideram que a variacdo genética pode resultar, por exemplo, em um fator
reprodutivo, taxa de natalidade ou taxa de mortalidade diferentes.

Modelos de genética das populacGes consideram as frequéncias alélicas dos genes, isto é, a
frequéncia com que variantes de um gene estdo presentes numa populacdo. Modelos haploides
tratam das espécies que carregam somente um alelo (variante de um gene) no cédigo genético,
enquanto modelos diploides tratam das espécies que possuem dois alelos - podendo ser distintos

ou iguais - de cada gene.

“Modelos de genética das populacdes descrevem como variantes de um gene
(alelos) mudam em frequéncia ao longo do tempo.” (OTTO; DAY, 2011} p.
102, tradug&o nossa)

Consideremos um sistema haploide no qual dois alelos competem entre si, com a populacao
que porta cada alelo sendo descrita por um modelo exponencial, no qual a genética diferencia
somente taxas de natalidade e mortalidade. A reproducdo da-se de forma assexuada com um
portador de um alelo tendo descendentes com o mesmo alelo.

Assim, sejam 'A’ e 'a’ dois alelos no locus - local do cédigo genético no qual certo gene
estad presente - que possuem taxas de natalidade by e b, e taxas de mortalidade d4 e d,,
respectivamente.

Dessa forma, sendo n4(t) e n,(t) o ndmero de individuos da populacdo portadora dos

alelos 'A’ e 'a’, respectivamente, por ([2.1)) obtemos

nA(t -+ 1) =Ry nA(t)
, (2.8)

na(t+1) = R, -ny(t)
onde Ry = (1+ba)(l —ds) € R, =(1+b,)(1 —d,) sao, respectivamente, os fatores

reprodutivos dos portadores dos alelos 'A’ e a’.

Essas equacdes podem ser adaptadas ao interesse da genética de populacdes, que ndo ¢ a
populacdo absoluta, mas a frequéncia dos alelos. Portando estamos interessados em calcular

p(t) e ¢(t), dados por:
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)
P = i
(2.9)
o) = "

na(t) +na(t)

Substituindo as equacdes ([2.8)) nas equacdes ([2.9) calculadas no instante t + 1, tem-se

_ malt+) __ Rama®)
PUTY) = T D)t m+ 1) Ranalt) + Re- 1)
: (2.10)
B na(t+ 1) B Ry - na(t)
WD = D mat 1) Fa-mal) + R ma(0)

de dividir por n(t) + n.(t) o numerador e o denominador da expressdo da direita de cada

uma dessas equacdes, resulta

. Ry - p(t)
plt+1) =4 () + Ra - q(t)
(2.11)
q<t+1) RaQ(t)

" Ra-p(t) + R q(t)

Cada uma das equacdes acima dependem de duas constantes: R4 e R,. Poderiamos,
entretanto dividir o lado direito da primeira equacdo por R, e usar que p(t) +¢q(t) = 1, donde

obteriamos

V- p(t)

p(t+1)= : 2.12
S AT RS () 212
onde V4 = Ra/R,.
A simetria do sistema ([2.11)) nos permite escrever também
Va-q(t
gt +1) = at) (2.13)

Va-q(t) +-[1 —q(t)]
comV, = R,/Ry=V;".

As equacdes (2.12)) e (2.13) nos permitem escrever o sistema (2.11)) dependendo apenas

de uma constante. Uma dessas equacdes é suficiente para o estudo do modelo exponencial
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discreto em genética das populacdes, ja essa abordagem se interessa somente na populacao

relativa e ndo nos nimeros absolutos e a soma de p e ¢ é identicamente igual a 1.

Desenvolvamos agora a equacdo correspondente a equacdo (2.12)) para o caso continuo.
Apesar da mudanca de tratamento, o sistema ([2.9)) permanece vélido. Derivemos sua primeira

equacao na variavel t:

by a0 0] )|

at [na(t) + na(t))?

dna(t) — dng(t)
a T dt ]

(2.14)

Da equacdo ([2.3)) - referente ao modelo exponencial continuo -, obtemos

dp(t)  (ba—da) na(t) - [na(t) +na(t)] —nat) - [(ba — da)na(t) + (ba — da)na(?)]

dt [na(t) + na (1)

_ (ba—da) -na(@) - [na(t)] — 14(t) - [(ba — da)12a ()]
[na(t) + na(1)]?
_ KbA - dA) - (ba - da)] ) nA(t) ) na(t)
[na(t) + na(2)]?
_ [ra —ra] - na(t) - na(t)

[na(t) + na(t)]?

com r4=by—dy e r,=b, —d, .

Usando que

na(t) -ng(t) na(t) N (t) B -
[na(t) + na®)2  nalt) +na(t) na(t) +na(t) p(t) - q(t) = p(t) - (1 — p(t)),

tem-se, portanto
o= ra =) p(t) - (1= (). (2.15)

E, de forma anéloga,

P8 = (ra = ra) - al) - (1 = (1), (216)
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Resolvendo a equacdo (2.15]) pelo método de fracdes parciais, obtém-se

1
T Ot 1

p(t)

onde C' = —— — 1.
p(0)

(2.17)
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Figura 3 — Genética das populacées aplicada ao Modelo Exponencial. No instante inicial a proporcdo do Alelo
ba b, 3 2

A erade0,7; ja ado Alelo a, 0,3. Em ambos os gréficos, = .
da dg 0,7 0,5

Modelo discreto de proporgao de alelos
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(a) Representacio do grafico do modelo discreto. Observe que o Alelo a acaba superando
o Alelo A. Isso acontece porque o fator reprodutivo de a acaba sendo maior que o de A.

Modelo continuo de proporgdo de alelos

Alelo A
Alelo a

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo

(b) Representac3o do grafico do modelo continuo. O Alelo A supera aqui o Alelo a, pois
agora a desigualdade dos fatores reprodutivos se inverte.

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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2.4 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS SIS, SIR E SEIR

Os modelos Epidemiolégicos SIS, SIR e SEIR tratam do espalhamento de uma certa
doenca em alguma populacdo através de equacdes diferenciais ordinérias. Eles descrevem as
taxas de variagdes do niimero de individuos suscetiveis (ndo doentes, representados pela letra
S), expostos (os que contrairam a doenca, mas ainda estdo em periodo de incubacdo, ou seja,
nao manifestam sintomas nem transmitem a doenga; sao representados por E) infectados
(que manifestam sintomas e podem transmitir a doenca, denotador por ) e Recuperados
(curados da doenca e que sdo imunes, ndo podendo contrai-la; representados por R). Nem
todas as classes S, F/, I e R estao presentes em todos os modelos. As letras escritas no nome
do modelo dizem quais delas estao presentes. S, F, I e R sao variaveis dependentes do

tempo t, porém a variavel independente foi ocultada nas equacdes dos modelos abaixo.

O modelo SIS sem nascimentos e mortes é dado por

ds
E—V‘[—B'S'[
, (2.18)
dI
T —B.8. T —~-T
7 g-S Y

onde 3 e v sdo constantes de proporcionalidades positivas, as chamadas taxas de 'transmissao’
e 'recuperacao’, respectivamente. Quando 3 aumenta, a taxa dos individuos que eram susce-
tiveis e sao agora contaminados também aumenta. Da mesma forma, ao v aumentar também
aumenta a quantidade de individuos que eram infectados e se curam, tornando-se suscetiveis.
O leitor interessado em mais detalhes sobre os modelos epidemioldgicos pode consultar (LOPEZ

et al, 2021)), onde s3o expostos alguns dos significados praticos das taxas envolvidas.

Um modelo S1.5 mais fiel a realidade considera outras interacdes no sistema, como mortes

e nascimentos. Por exemplo:

lefze—i-fy[—BSI—uS

(2.19)
dl
EzBSl—(v—f—u%—u)]

é um modelo que considera a taxa de recrutamento ¢ (taxa de nascimento acrescida do saldo
da migracdo de suscetiveis), p (a taxa de mortalidade natural, ou seja, ndo relacionada a do-

enca) e v (a viruléncia, ou seja, a taxa relativa a mortalidade pela infec¢do). Uma simulagdo
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desse modelo pode ser vista na Figura [4]

O modelo STR e
= —9—BSI —
dt ST =S
dl
—r =BSI—(y+pt vl (2.20)
dR
— =4I — uR
di Y 2

leva em conta, além de tudo tratado no modelo anterior, a imunidade adquirida pelos que se
recuperaram da doenca. Perceba que, nele, a taxa v é de transferéncia entre I e R e ndo mais
de I para S. Nesse modelo a imunidade adquirida pela infeccdo é perene. Para contornar esse
problema quando estuda-se doencas com imunidade temporaria, pode-se usar o modelo SIR
com perda de imunidade - também chamado modelo STRS' , que lanca m3o de p, a taxa com

que individuos deixam de ser imunes e passam a ser suscetiveis:

ds

dI

o =BSI—(y+pu+v)l (2.21)
dR

N —

o = —(utp)R

Por fim, temos o modelo SEIR, que difere do anterior somente porque antes de se tornar
infectado, os suscetiveis passam por um periodo de incubacdo, onde sao representados pela
classe . Quanto maior 1, mais rapido os expostos se tornam infectados e menor é o periodo

de incubacdo. Veja as equacdes do modelo:

dsS
o _ — BST —
= 0+ pR— (ST — uS
dE
E:ﬁSl—(z/H—u)E
(2.22)
dl
dR
ey
= =7 (n+pR
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Podemos contabilizar o nimero de mortes até o instante ¢ = t; em todos os modelos

acima - com excecdo do modelo ([2.18)) - através da expressao

M(ty) = /0 I dt. (2.23)

Figura 4 — Simulacdo do Modelo SIS descrito pelas equacdes (2.19)). As constantes consideradas sdo 6 =
1
2x10%, B=10"3 ,pu= 0 V= 18,25 e ~ = 73. A populacdo de 10° individuos estava livre

da doenca até o instante t = 1, quando um individuo infectado chegou e rapidamente contagiou a
populaco.

Modelo SIS

61 Suscetiveis
Infectados

numero de individuos por classe (log10)
[#%]

] 2 4 6 8 10 12 14 16
tempo

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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3 ANALISE DE INVASAO

Algumas caracteristicas dos seres vivos podem ser quantificadas, como reproducao, morta-
lidade e migracao. Neste capitulo, vamos analisar se mutacdes que geram pequenas variacoes
nessas quantidades se fixam ou ndo no ambiente.

A importancia desse estudo reside no fato de que a analise de invasdoes é uma boa fer-
ramenta para encontrar possiveis Estratégias Evolucionariamente Estéaveis - ESS, na sigla em
inglés - ou seja, os valores para os parametros do problema que maximizam o gradiente fitness
dos residentes e minimizam essa quantidade para os mutantes, tornando aquela caracteristica
6tima e levando quaisquer outras mutacdes de fendtipo a desaparecerem. As ESS ainda for-
necem a direcdo natural da evolucdo, pois as mutacdes sobreviventes serdo justamente as que

se aproximam da estratégia 6tima.

3.1 A EVOLUCAO DA DISPERSAO DE ESPECIES

Sendo o habitat de uma ou mais geracoes anteriores, o local onde um individuo viveu é,
geralmente, também adequado para a sobrevivéncia de seus descendentes. Sendo assim, por
que muitas espécies tem como caracteristica a dispersao, ou seja, que seus individuos migrem
para locais diferentes de seus genitores mesmo com essa mudanca representando um risco a
vida?

Vamos responder a essa pergunta através da analise de invasdo por individuos com dife-
rentes taxas de dispersao.

A variavel do nosso interesse nesse estudo sera d, a probabilidade com que a descendéncia
de uma espécie se disperse. Usaremos essa varidvel para tratar dos residentes e a variavel d,,
- acrescida do subindice m - para tratar dessa quantidade com repeito aos mutantes. Outra
variavel que levaremos em consideracao sera o custo de dispersao ¢, a probabilidade de morte
durante a mudanca de ambiente. Consideraremos que ¢ é o mesmo para mutantes e residentes.

Suponhamos que a populacdo de residentes no ambiente atingiu o equilibrio e deduzamos,
entdo, a equacdo que descreve a dindmica da invasao do alelo mutante. Para fazer isso,
consideremos que a espécie estudada seja haploidd'] e sua reproducdo seja assexuada - assim,
na reproducdo, mutante da origem a mutante e residente da a origem a residente. Consideremos

também que o ambiente seja dividido em S locais de desenvolvimento, com S muito grande.

1 quando sé h4 um alelo por gene no cédigo genético da espécie
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Cada um dos locais abriga um, e somente um, individuo. A cada geracao, o individuo que
esta no local de desenvolvimento se reproduz, dando origem a um nimero n - independente
de ser mutante ou residente - muito grande de descendentes. Alguns ficam e outros migram
de local, de acordo com a taxa d ou d,,, respectivamente. A escolha do local de destino é
aleatdria. Dentre os migrantes, alguns morrem no percurso e outros sobrevivem, de acordo
com o custo de dispersdao c. Poderad haver mais de um individuo, agora, em cada local de
desenvolvimento, porém somente um sobrevivera para que o ciclo recomece. Todos - sejam
residentes ou mutantes - possuem a mesma probabilidade de sobrevivéncia na disputa pelo

local. (ver Figura [5)

Figura 5 — Representacdo dos locais de desenvolvimento. Os pontos amarelos representam os descendentes
do pelo individuo representado pelo ponto vermelho (o mutante original) que morreram durante a
migrac3o; os azuis, os que ndo morreram durante a dispersdo. Agora, esses lltimos competirdo em

) 35 12
busca da sobrevivéncia e fixacdo nos locais. Consideramos n = 41, d,,, = e c= 35
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Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Seja N,,(t) o nimero de individuos mutantes na t-ésima geracdo e A(d,,,d,c) o fator

reprodutivo do mutante alelo enquanto raro. Entao:

Nt + 1) = Mdypn, d, ¢) - N (2). (3.1)

Dessarte, a mutacdo ird desaparecer quando A(d,,, d, ¢) < 1 e se fixar no ambiente quando

A(dpm, d,c) > 1. Nosso objetivo, agora, é calcular esse fator reprodutivo.
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Como o fator reprodutivo representa o nimero de descendentes bem-sucedidos (isto é, que
venceram a disputa por fixacdo no local de desenvolvimento e, portanto, estdo vivos e podem

gerar novos descendentes) de um individuo na préxima geracdo, temos

Mdm,d,c) = (nimero de descendentes do mutante bem-sucedidos que n3o se dispersaram)
+  (ndmero de descendentes do mutante bem-sucedidos que se dispersaram).
(3.2)

Calculemos essas duas quantidades desconhecidas acima:

» Nudmero de descendentes do mutante que nao se dispersam e vencem a competicao pelo
local: o mutante terd n descendentes. Desses, n- (1 —d,,) ndo se dispersam. Como todos

os individuos tém a mesma probabilidade de vencerem a disputa por fixacao no local,
n(l—dy)

nd
N,q é o numeros de individuos que irdo competir - juntamente com os descendentes

o valor esperado de descendentes ndo-dispersantes bem-sucedidos é , onde
nao-dispersantes - para se fixarem no local de desenvolvimento que estava o mutante
original.

N,q € a soma de algumas quantidades:

i) 1, representando o mutante original;

i1) Nimero de descendentes do mutante que ndo se dispersaram: n - (1 — d,,), como

calculado no paragrafo acima;

i71) Numero de individuos que se dispersaram de outros locais, sobreviveram a dispersdo
e chegaram no local do mutante original. Consideraremos todos como residentes, ja

que no inicio do problema a mutacdo era muito rara e sé havia um mutante. Assim,

(S —1) .Sn_.ci. (1-¢) _ n-d-(1—c), pois ha S—1

locais de reproducdo (sem contar o do mutante original), que gerardo (S — 1) -n

o nuimero desses individuos sera

individuos; desses, (S — 1) -n-d migrardo para outros locais; (S—1)-n-d-(1—c¢)

1
1 de chegarem no local do primeiro mutante.
Assim, Nyg=14n-(1—d,)+n-d-(1—c).

sobreviverao, tendo probabilidade
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Por conseguinte,

(nimero de descendentes do mutante bem-sucedidos que n&o se dispersaram)
n-(1—dy)

“14n-(1-dp)tn-d (1—c)
(3.3)

» Nlmero de descendentes do mutante que se dispersam e vencem a competicao pelos
locais: dos n descendentes, n - d,,, se dispersam, dos quais n - d,, - (1 — ¢) sobrevivem

a migracao e vao competir dentre N, individuos para se fixarem num novo local. As-

) ) . o n-d, (1—c
sim, o valor esperado de descendentes dispersantes bem-sucedidos é mN( )
d

Calculemos N, que é uma soma de:

i) 1, relativo ao mutante descendente que chegou ao local;
i1) Residentes e seus descendentes que n3o se dispersaram, totalizando 1+n - (1 —d);

iii) Residentes que chegaram de outros locais. Como calculado anteriormente, n - d -
(1—c¢);
iv) Outros mutantes descendentes do primeiro podem ser desconsiderados, ja que esses

(n-dp—1) - (1—c)
S—1

seriam

~ 0, pois 1 <<n<<S.
Logo, Ny =2+4+n-(1—d)+n-d- (1 —c) e, portanto,

(nimero de descendentes do mutante bem-sucedidos que se dispersaram)
B n-dy-(1—2c) (34)
S 24n-(1—-d)+n-d-(1—c)

Substituindo as equacdes (3.3) e (3.4) na equacdo ([3.2)), podemos voltar ao célculo do

fator reprodutivo:

n-(1—dy) n-dy-(1—2c)
AMdm, d =
(€)= A g s nd -0 T atn (—dtnd 1-0
3.5
1—d,, dy - (1 —¢) (35)
=1 3 '
—+1—-dp+d-(1-=¢) —41—-d+d-(1—-c)
n n
Por n ser muito grande (muito maior que 1), podemos escrever
1—d, Ay - (1 —
Mo, d, c) = (1= (3.6)

(1—dm)+d~(1—c)+ 1—d-c
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A anélise da invasdo se da da seguinte forma: se A(d,,,d, c) > 1, a invasdo é bem-sucedida
e o alelo mutante se perpetuard no ambiente; se A(d,,,d, c) < 1 o alelo mutante sera extinto.
Ora,

(1= =dc) + d,,(1 —¢)[(1 —d,,) +d(1 —¢)]
(1 —d,,)+d(1—c)](1—dc)

B [(1L—dn) + d(1 —¢)](1 — de)
[(1—dy)+d(1l—20)](1—de)

Adp,d,c) —1 =

(1 —c){dn[(1 —dp) +d(1 —¢)] —d(1 —de)}
[(1—d,,)+d(1—c)](1—dc)

(3.7)
(1 —¢)(dm — dp? + dd,, — ded,y, — d + d?c)
[(1—d,)+d(1—2¢)](1—dc)

(1—0)[(dm —d) — dpn(d,, —d) — de(d,, — d)]
[(1—=dy)+d(1—20)](1—de)

(1—-¢)dy, —d) (1 —d,, —dc)
[(1—dpn)+d(1—20c)](1—dc)

O denominador da dltima expressdo das igualdades acima é positivo (multiplicacdo de
termos positivos, pois 0 < d, d,,,c < 1); além disso, o termo 1 — ¢ do numerador também é

positivo. Logo,
» Se (d,, — d)(1 — d,, —dc) > 0, a invasdo é bem-sucedida;
» Se (d,, —d)(1 —d,, —dc) <0, o alelo mutante sera extinto.

Isto €, a invasao serd bem-sucedida se d,,, —d e 1 —d,, — dc tiverem o mesmo sinal e
n3o tera sucesso caso esses termos tiverem sinais contrarios.
Ora, ter sinais iguais significa que d,,—d, 1—d,,—dc <0 ou d,,—d, 1—d,,—dc >0

em outras palavras, 1 —dc < d,, <d oud<d, <1—dec.

Nos graficos da Figura [0, quando o traco estd acima do eixo das abcissas, a mutagdo se
perpetua no ambiente; quando estd abaixo, o alelo mutante é extinto. Observe que no grafico

em vermelho, a primeira dessas opcdes ndao acontece.
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Figura 6 — Graficos representam os fatores reprodutivos (menos 1) de mutagdes em funco do valor de sua
taxa de dispersdo. O grafico azul considera d = 1/2; o vermelho d = 2/3; e verde, d = 3/4. Em

todos, ¢ = 1/2.

& ¥
-0.10 010 020 030 040,050,060 h 0 090 100 1.0 1.
—0.10 =

-0.20

/

Isso é devido ao fato de que, nesse grafico, d = 1 — dc = 2/3, o que impossibilita d,,, de

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

estar entre d e d,,,.
Ainda sobre o grafico em vermelho, observe que, quando d,, = d = 2/3, a mutac3o é
neutra, ndo sendo, pois, Util ao nosso estudo. Para os demais valores de d,,, podemos ver

abaixo:
Mdp,d =2/3,c=1/2) —1 = —M <0, (3.8)

menor estrito quando d,, # d = 2/3.

Isso acontece sempre que d = 1 — dc ou, melhor escrevendo, d = , pois, nesse caso,

1+c

A, dyc) — 1], 1 = — (1= dm —d)° _ (3.9)

Tt+c d(%ﬂ—dm) >~

e estritamente negativo quando d,,, # d.

1 L

, a populacdo é resistente a mutagdes que
1+c¢

alterem a taxa de dispersdo no ambiente. Dessa forma, a evolucdo bioldgica seguird sempre

Por consequéncia, vé-se que, quando d =
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em direcdo a essa condicao.
Esse é um caso particular de uma “Estratégia de Evolucdo Estavel” (na sigla em inglés,

ESS), uma estratégia Stima para a sobrevivéncia genética.

Observe que mesmo que o custo de dispersdo seja muito alto (=~ 1), ainda assim a ESS
leva a uma taxa de dispersdao maior que ; Isso explica porque algumas espécies privilegiam
muito a migracdo em suas estratégicas de perpetuacao genética. Alguns textos publicados
fornecem explicacGes para esse fen6meno, como por exemplo, que a ndo-migracao ndo é uma
boa estratégia tendo em vista a competicdo intraespecifica entre irmaos. O leitor interessado

pode consultar (HAMILTON; MAY, |1977)).

3.2 ESFORCO REPRODUTIVO

E comum que algumas espécies de seres vivos gerem uma grande quantidade de descen-
dentes na reproducdo (por exemplo, a maioria dos artrépodes), dos quais a maioria morre
rapidamente e somente uma pequena parte deles sobrevive. S3o espécies que ndo possuem a
caracteristica de investir em cuidado parental, mas direcionam sua energia para se reproduzir
em grande nimero. Essas espécies sao as chamadas r-estrategistas.

Por outro lado, algumas espécies (e.g., todos os mamiferos, além da maioria de outros
vertebrados) tem como caracteristica um niimero baixo de descendentes, os quais terdo alta
taxa de sobrevivéncia até a vida adulta, pois receberdo cuidado parental. S3o as chamadas

espécies K -estrategistas.

Nesta secdo, apresentaremos um modelo que quantifica uma populacdo a partir do esforco
reprodutivo (i.e., quantificacdo da descendéncia) e o investimento em sobrevivéncia de deter-

minada espécie.

Construamos um modelo discreto considerando que a taxa de fixacdo dos descendentes é
igual a b num ambiente pouco povoado e cai exponencialmente com forca s relacionado com
o aumento da densidade populacional. Seja p a probabilidade de sobrevivéncia dos integrantes
da populacdo entre duas unidades de tempo. Assim, sendo N (t) a quantificacdo da populagdo

no instante ¢,
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N(t+1)=N(t)- (be*NO 4 p). (3.10)

Analisemos os pontos de equilibrio desse modelo. O equilibrio ocorre quando N(t + 1) =

N(t). Isto &, N(t) = N(t) - (b e=*N ) 4 p). S3o, pois, duas possibilidades:

i) N =0, possibilidade que n3o é de interesse do nosso estudo, pois é a auséncia total de

populacao;

ii) b-e N 4 p =1, ou equivalentemente,

N(t) = M. (3.11)

S

Esse equilibrio é do nosso interesse. Analisemos quando uma mutacdo que altera os

valores de b e p se fixa no ambiente.

Suponhamos entdo que uma mutacdo surja num ambiente no qual o segundo equilibrio
acima foi atingido. Essa mutacdo tem diferentes valores de taxa de fixacdo e probabilidade de
sobrevivéncia apds um periodo de tempo: b,,, (num ambiente pouco povoado) e p,,, na devida

ordem. Assim, num instante de tempo ¢ préximo ao momento da invasao, temos

Nyt +1) = Ny () - (b €N - p), (3.12)

onde N,, é a quantidade de individuos de fenétipcf] mutante, que é dependente de t. No
expoente da exponencial foi considerado N(t) (ndo, N(t) + N,,(t)) porque, como estamos
considerando um momento préximo ao surgimento da mutacdo, o nimero N,,(t) pode ser
desprezado quando comparado a N(t).

Ora, N no momento da invasdo é dado por ([3.11)). Assim podemos considerar N(t) ~

(5)
In T
L7 em (3.12). Segue que

S

bm
Ny (t+1) = Np(t) - [b(l —p) +pm] ) (3.13)
Por conseguinte, o fator reprodutivo dos mutantes é dado por
bm
- (L=D) + D (3.14)

2 caracteristica advinda do cédigo genético que se manifesta de maneira observavel
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A mutacao ira se espalhar pelo ambiente quando esse niimero for maior que 1 e desaparecera

quado esse niumero for menor que 1. Equivalentemente:

b - b
I—pm 1-p
b, b

Se < , entdao os mutantes serdo extintos.
- Pm 1- p

, a mutacao é bem-sucedida e conquista o ambiente;
(3.15)

3.3 VIRULENCIA EM UM MODELO EPIDEMIOLOGICO

Algumas doencas infecciosas causam mais danos aos contaminados que outras. Nesta
secdo, vamos assumir que quanto maior o nimero de parasitas no corpo do hospedeiro, maior a
mortalidade da doenca (viruléncia /) e mais facil é sua transmissdo (maior taxa de transmissdo
(). Consideraremos entdo que /3 é dependente de v e que havia equilibrio infeccioso de uma
cepa parasitaria com v fixo numa dada populacdo. O modelo epidemiolégico usado serd o

Modelo ST, descrito em ([2.19)) com v = 0:

ds
— =0- ST — uS
= BW)ST — p
(3.16)
dl
— =BW)SI — (u+v)I
dt
as dl
Os possiveis equilibrios (dt == O) desse modelo sdo
5 0 - Gt . .
» S=— e [ =0, o equilibrio livre da doenca, no qual ndo estamos interessados neste
14
problema;
N il + v ~ 0 , g A .
n S = e [ = — =, que é o equilibrio endémico a ser considerado.
B pt+v B

Entdo, apds a invasdo do equilibrio por uma cepa mutante com viruléncia v, diferente de
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v, temos as equacdes que representam a dindmica infecciosa:

dS
i 0 — p(w)SI — B(vpm)SL, — psS
dl
dl,,
dt
~ ~ 0 ~
Para analisar se o equilibrio S = prv I = _# e I,, =0 éestavel, calculemos

I =
8 pt+v
a matriz Jacobiana do sistema acima e verificamos se seus autovalores generalizados tém

parte real negativa ou positiva (conforme descrito em (OTTO; DAY, [2011, Secdo 12.3) e nos

Teoremas 5.3-Liapunov-Perron e 5.4 de (DOERING; LOPES| 2005))) nesse equilibrio:

B = B(vm) I — 1 Bw)I BWm) I
—B(v)S BW)S —p—v 0
—ﬁ(um)g 0 B(Vm)g—u—l/m S_u—i—y " 0 " i
B ptrv BT
(3.18)
Ora, fm =0, logo a Jacobiana acima é
—BWI—n  BWI 0
—B(w)S  BW)S—pu—v 0 ; (3.19)
—B(Vm)g 0 B(Vm)g—u—l/m gi,u—ku .0 p
B ptr B
uma matriz da forma Aoz E)QM ,onde A = —pl _A s ﬂA(V)[
Bl><2 6(Vm)S_M_Vm _B<V)S 6(V>S_M_V

portanto, seu determinante é igual a det(A) - [B(n)S — it — V] €, consequentemente, seus
autovalores (generalizados) sdo os mesmos de A juntamente com B(Vm)g—,u—ym (o leitor in-
teressado em saber mais, pode consultar um livro de Algebra Linear, por exemplo, (HOFFMAN;
KUNZE, [1971)).

Note que a matriz A é exatamente a matriz Jacobiana do equilibrio endémico do sistema
, que ja estava em equilibrio estavel antes da chegada da cepa mutante, portanto,

ja consideramos seus autovalores (generalizados) com parte real negativa. Assim, a dnica
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condicdo restante para a estabilidade do equilibrio, ou seja, que a cepa mutante nao tenha

sucesso na invasao é

{B(Vm)g — k= Vm} ‘S p+v <0 (3.20)
B

ou seja,
bw)  Blm) (3.21)
pAV Tt U

E se o autovalor 5(v,,)S — 1t — vy, for positivo, o equilibrio serd instavel; isto é, a condicdo

para sucesso da invasao é que

B(Vm) > B(v)

. (3.22)
Bt Vn v
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4 MODELO SIS COM GENETICA DAS POPULACOES

Em (DAY; GANDON, [2007)), algumas das vérias vantagens obtidas por usar genética das
populacoes em modelos epidemiolégicos sdo apresentadas. Neste capitulo, vamos expor como
ficam esses modelos quando trabalhados dessa forma e mostrar algumas das equacdes que
representam a viruléncia e a taxa de transmissdao média de uma doenca contagiosa com vérias

cepas - uma com taxas diferentes das outras - numa dada populacao.

O Modelo SIS abaixo ([2.19))

Cjif:@—,uS—BSl—i—ﬂ

(4.1)
dl
%:651—(u+y+7)1

é escrito da seguinte forma quando ha diversas cepas (todas com mesma taxa de recuperacdo):

ds

v =0 —pS =Y B;SL;+vIr

e j , (4.2)
CT; = BiSL; — (u+vi+ )

onde I+ = Y I; e I; representa o nlimero de infectados pela j-ésima cepa.
J

Denotando por T a esperanca de uma quantidade x sobre a distribuicao da frequéncia das

I; : : I;
cepas patogénicas (probabilidade ¢; = T para a cepa i), ou seja, T = lel_— resulta
T j

as —

e adicionando-se mutagdes (com probabilidade 1 de ocorréncia e mj; de a mutagdo ser em

direcdo a cepa i sempre que partir da cepa j):

ds _
— =0—pS = BSIy + Iy

dl;
J
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donde obtemos

dl dl;
e LD
j j J I Z’]
= Z@‘S]j = (p+v+ 7)1, (4.5)
i J

uma vez que Zmij =1.
J

Considerando as médias B e u+ v+ = u+ 7+ (os valores de ;1 e v ndo mudam

entre cepas), Ir pode ser escrito como

drl —
7; = BSIp — (u+7+7) Ir. (4.6)
I;
Sendo ¢; = —, temos
Ir
A, g dldldl
Ao _ gt Tar _ dr L ar
dt Ir? Ir Ir Ir
I; I; I; I; I = Ir _ Ir
= 3;S— — i - -i]—[S— -t
6 IT (#—FV—}_,Y)[T nIT_'_n;m] IT [T B IT (M+U+7>IT

= 0iSqi — (u+vi+7) @ — g +nY_mid; — ¢ [BS— (M"‘v""Yﬂ
J

=q; {(Sﬁi — K=V — ’Y) - (SB— =V = 7)} — nNg; +7lzmjz‘%- (4-7)

O gradiente fitness da cepai é r; = SB; —p—v; — v, portanto T = SB —pu — U — v e

dg:

7t =q; (Ti—F)—UQML??ijin. (4.8)

J

Juntando as equacdes (4.3)), (4.6)) e (4.8), temos o modelo SIS com genética das popula-

coes:
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dg; _
o i (ri —T) —ng; +nzmji%’
J
dsS —
=0 pS = BSIr +y1r (4.9)
dI —
- =BSIr — (p+7+9)Ir.

Um exemplo de como as equacdes (4.9 sdo Uteis para modelar dinamicas evolucionarias
é mostrado em (DAY; GANDON, [2007)), que simula a introdu¢do de drogas em um organismo,
alterando os parametros sob os quais cepas de uma dada doenca agem. A Tabela [l mostra os

valores pés aplicacao da droga:

Tabela 1 — Parametros

Cepa 6] v ¥
Cepal 7,25 x 10~* 0 58
Cepa 2 3,625 x 10~* 0 26
Cepa 3 7,25 x 107* 27 26

Fonte: Elaborada pelo autor (2021), com base em (DAY; GANDON|, [2007)). A mortalidade natural p equivale
al0=>.

Fazendo uma simulacdo numérica semelhante a de (DAY; GANDON, 2007)), porém ja consi-
derando os valores da tabela acima, numa populacdo onde a Unica cepa existente era a primeira
- que estava em equilibrio no ambiente - e que as outras duas cepas foram introduzidas, ob-
temos os graficos apresentados na Figura [7]

Podemos analisar como variam as taxas de transmissdo e viruléncia médias de uma popu-

lacdo com o auxilio da equacao ((4.8)):

v d N\ dg; B
% S % (ZV@Q%) —;Vz dt —ZVI {Ql (Tl T) 77%_'_77;7’”31(]]]

% i

=3 (i) g — <§; Wh) T—1 (; z/iqz) +1 (; l/iminj>

= cov(v;, 1) —n (U —Up) (4.10)
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dﬁ d (Z 61%) Z 51 sz = Z Bz [C_Zz Ty — —Ng; +n Z m]zQJ]

J

Z Biri) ¢i (Z @%) T— (Z @-%) +n (Z} &-mﬁqj)

=B-r—0-T—nB+n8,

= cov(B;, i) — (B — Bm> , (4.11)

com Uy, = Y vimyiqy € B, = Y Bimjiq; nas equacdes (4.10) e (4.11). Em geral, sempre
¥y
representaremos a esperanca de uma variavel aleatéria x na distribuicdo das cepas das novas

mutacBes (probabilidade Y my;q; para a cepa 1), isto é T,,, = > x;m;.
- =

Portanto,
dv _
pri cov(vi, i) —n (U —Up)
(4.12)
dg S
= cov(Biri) = (B~ B)

Ainda podemos encontrar outras equacgdes para as variacdes dessas taxas usando (4.7)):

v d N\, %
7= (T =S = 2w

6 (S —vi = SB+7) — nai + 1Y myig

J

= SZ (VZBZ) a4 — Z VZVZ (Z quz> 6 + VZVzQz TIZ viQ; + 772 Vimg;q;

1,

=S cov(y;, Bi) — cov(vi, v;) —n (U —Ty,) (4.13)
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e

dB_ d B dqi_
E = % <Zz:51ql> —;@E —Xi:ﬁi

qi (Sﬁi — Vi — SB‘F?) — N4 +772mji%'

J

=S Z (BiBi) @i — Z (Bivi) i — S <Z 6@'%’) B+ ?Z Bigi —n Z Biqi +n Z Bim;iq;
i [ ? 2¥)

7 A

=S cov(Bi, Bi) — cov(Bi, vi) — 1 ( (4.14)

=
|
™
3
N

cov(a,b) representa a covariancia entre a e b na distribuicdo da frequéncia das cepas, de forma

que cov(a,a) é a variancia de a nessa distribuic3o.

Portanto,
dv o
g S - cov(vy, B;) — cov(vy,v;) —n (U — Upy)
, (4.15)
dB L
W 5 cov(p, ) — cov(iw) —n (B~ B)
sistema que pode ser escrito no formato matricial:
dv . o
L — U—"Upn
=G- —n , (4.16)
dp o
hat IS _
- BB,
cov(vi, v;)  cov(vy, B)
onde G = é a matriz de covariancia genética das variaveis aleato-

cov(pB;,v;) cov(Bi, Bi)

rias v e [3.

Uma analise com foco em uma cepa fixa - chamada variante focal - pode ser feita na

equacio ((4.8). De fato, sendo ¢* a cepa focal, tem-se, retirando a parte relativa a mutacgdes

(n=0),
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dq* * * — * * * % * * *
ik’ (r'=7)=g¢q (7“ —r'q —erqj):q {7“ (1—Q)—Z7°jqj]
i o
ZT’J'%'
=q¢ (1-q") r*— 2 |- (4.17)
l—gq

Ora, seja 7 a esperanca de 7 na distribuicdo das cepas excluindo-se a cepa focal (probabili-

erqj

dade @ _ ¢ - = ¢ ~ para acepa i # x); isto é, 7 = I —. Assim, podemos
>4 > ¢-4qd 1-4 1—g¢q
J#* J
escrever
A P
=q¢"(1—qgx)(r*—7) (4.18)
dt
ou, de outra forma,
d *
;t =0"s", (4.19)

onde 0" = ¢*(1 — ¢*) é a varidncia genética com respeito a cepa focal e s* = (r* —7) é o

coeficiente de selecao dessa variante.
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Figura 7 — Simulacdes das Dindmicas Epidemiolégica e Evolucionaria. Cepas 2 e 3 (em vermelho e amarelo,
respectivamente) invadem uma situacdo de equilibrio da Cepa 1 (em azul). Os pardmetros so
dados pela Tabela[T]

a

M w E-
T T
1 1

Numero de hospedeiros (logl0)

—_—
T
1

0 5 10 15 20 25
Tempo

(a) Dindmica epidemiolégica com ndmeros absolutos. A populacdo se mantém
constante com 10° individuos. O traco pontilhado representa o niimero de susce-
tiveis; o tracejado, o de infectados totais. .

09+ 1

08 - 1

0.7 r 1

06 1

05 - 1

04 r .

03 1

02 1

Presenca das cepas proporcionalmente

0.1 1

0 . .
0 5 10 15 20 25
Tempo
(b) Dindmica evoluciondria das cepas. Nessa abordagem de Genética das popu-
lacGes, a proporcao de infectados por Cepa é calculada sem usar diretamente o
nimero absoluto de infectados. Veja as equacdes .

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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