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RESUMO

Neste trabalho estudaremos duas versdes dos principios do maximo no infinito para
variedades Riemannianas completas e nao compactas. A primeira delas estabelece con-
digoes sobre uma variedade para que um campo vetorial suave tenha divergéncia iden-
ticamente nula. Na segunda versao, tendo como base o principio do maximo anterior,
também sdo apresentadas hipoteses sobre uma variedade e uma fungao suave, com as
quais resultara em um campo com divergéncia nula. Como aplicagao, veremos que uma
hipersuperficie orientavel, completa e ndo compacta com operador de Weingarten positivo
semi-definido, em uma variedade Riemanniana ou Lorentziana, sob condi¢oes de trans-
versalidade a um campo vetorial paralelo e de convergéncia no infinito para este campo,
deve ser totalmente geodésica. Também apresentaremos novos resultados substituindo a
hipétese do operador de Weingarten por curvatura média constante e limitacdo na curva-
tura de Ricci (Condigao de Convergéncia Temporal na variedade Lorentziana). Por fim,
serao obtidos resultados do tipo Bernstein e do tipo Calabi-Bernstein relativos a graficos

inteiros.

Palavras-chaves: campo vetorial paralelo; hipersuperficie totalmente geodésica; princi-

pio do maximo no infinito.



ABSTRACT

In this work we will study two versions of the maximum principles at infinity for
complete non-compact Riemannian manifolds. The first one sets conditions on a variety
so that a smooth vector field has identically zero divergence. In the second version, based
on the principle of the previous maximum, assumptions are also made about a variety
and a smooth function, with which a field with zero divergence will result. As an appli-
cation, we will show that an orientable hypersurface with nonnegative Weingarten opera-
tor, immersed isometrically in a Riemannian or Lorentzian manifold, under conditions of
transversality to a parallel vector field and convergence at infinity to this field, is totally
geodesic. We will show new results can be obtained by replacing the assumption with
respect to the Weingarten operator by constant mean curvature and limitation in Ricci
curvature (Timelike Convergence Condition in the Lorentzian manifold). In particular,

we obtain Bernstein-type and Calabi-Bernstein-type results.

Keywords: maximum principle at infinity; parallel vector field; totally geodesic hyper-

surface.
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1 INTRODUCAO

Considere uma variedade Riemanniana orientada M"™ e uma (n—1)-forma diferenciavel
wem M"™. Se M" é fechada, ou seja, compacta e sem bordo, o Teorema de Stokes implica

que:

/M dw = 0. (%)

Este resultado generaliza diversos teoremas do calculo vetorial além de possuir aplica-
¢Oes na area de geometria diferencial, como por exemplo, na caracterizacao de imersoes
compactas em certos espacos ambientes. Contudo esta ferramenta lida apenas com objetos
compactos, nao sendo muito aplicavel na obtencao de resultados geométricos de objetos
nao compactos. Assim, passou-se a pensar na validade de sem a hipotese da compaci-
dade. Nessa direcao, assumindo que M" ¢ relativamente compacta, isto ¢, que M"™ possui
fecho compacto, Bochner (BOCHNER), [1937) mostrou que se w nao se anula na fronteira
de M™ e dw é integravel, entdo a equagao () continua vélida para este caso.

Por outro lado, é bem conhecido que a classe das variedades Riemannianas completas
¢ muito maior do que a das variedades compactas. Dessa forma, comegou-se a pensar na
validade da equagao () para essas variedades. Neste sentido, em 1954, Gaffney (GAFFNEY|,
1954) apresentou a primeira versao do Teorema de Stokes para variedades Riemannianas
completas e nao compactas. Ele mostrou que se w e dw sdo ambas integraveis entao
a equacao ¢ verdadeira. Alguns anos mais tarde, em 1976, S-T. Yau (YAU, |1976)
generalizou o resultado de Gaffney retirando a hipétese sob a integrabilidade de dw sobre
toda M™. De fato, Yau mostrou que se w possui norma integravel a Lebesgue em M™,

entao existe uma sequéncia de dominios encaixados, isto ¢, B; C B;,1 em M™ tais que

M =JB; e lim /B'dw=0.

i——+00
Uma consequéncia importante da versao do Teorema de Stokes dada por Yau ¢é a
generalizagdo do Teorema de E. Hopf para variedades Riemannianas completas e nao

compactas:

"Uma fungdo subharmonica cuja norma do gradiente seja integravel a Lebesque deve ser

harmonica."

A fim de exibir outras extensdes do Teorema de Gaffney, Karp (KARP, |1981) ampliou

os resultados de Yau considerando um campo diferenciavel no lugar do gradiente de uma
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funcao suave. Em outras palavras, Karp mostrou que se X é um campo suave satisfazendo
a condicao

lim inf | X|dM =0,
r—+00 JB(2r)\B(r)

tal que a sua divergéncia nao muda de sinal fora que algum compacto, entao ela deve ser
nula. Nesta mesma perspectiva, Caminha (CAMINHA, 2011) percebeu que o resultado do
Yau continuava valido substituindo o campo gradiente por um campo X cuja norma fosse

integravel a Lebesgue em M", obtendo o seguinte resultado:

"Um campo suave com norma integravel a Lebesque cuja divergéncia ndo muda de sinal

deve ter divergéncia identicamente nula."

Observemos que este caso cobre alguns casos nao incluidos no resultado de Yau, uma
vez que os resultados de Yau sao validos apenas para o campo gradiente. Resultados desse
tipo foram rotulados como Teoremas de Stokes para variedades nao compactas.

Por outro lado, a aplicagdo de principios do maximo na obtencdo de resultados de
caracterizagdo em geometria diferencial constitui uma interessante area de pesquisa. Nessa
linha, o estudo de propriedades geométricas de hipersuperficies com curvatura média
constante tem uma grande relevancia.

Em ambiente Riemanniano ou Lorentziano, sabe-se que hipersuperficies com curvatura
média constante sao solugoes de primeira ordem para o problema isoperimétrico. Fisica-
mente, as hipersuperficies Riemannianas com curvatura média constante identicamente
nula sao solugdes para o problema de Cauchy associado as equagoes de Einstein, e no caso
em que a curvatura média é diferente de zero, podem ser usadas para compreender o com-
portamento das ondas gravitacionais. Para maiores detalhes, sugerimos (CALABI, 1970),
(CHOQUET et al.,, 1976)), (GODDARD, (1977a), (GODDARD, |1977b), (CHOQUET-BRUHAT;
FISCHER; MARSDEN| (1979), (MARSDEN; TIPLER, |1980) e (STUMBLES, [1981]).

Matematicamente, hipersuperficies Riemannianas desempenham um interessante pa-
pel devido as suas boas propriedades tipo Bernstein relacionadas a questoes de existéncia
e unicidade. Bernstein (BERNSTEIN, 1915) mostrou que os unicos graficos inteiros com
curvatura média nula em R?® sdo os planos. Alguns anos apds, Simons (SIMONS, [1968))
ampliou o resultado de Bernstein mostrando que os hiperplanos eram os tnicos graficos
inteiros com curvatura média nula em R", para n < 7. Em seguida, Bombiere, Giorgi

e Guisti (BOMBIERIL; GIORGI; GIUSTL (1969) exibiram exemplos de graficos inteiros com
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curvatura média nula em R"™ que ndo eram hiperplanos, para n > 7, mostrando que o
resultado de Bernstein nao é valido para qualquer dimensao. Este fato impulsionou varios
matematicos na busca pela validade do resultado de Bernstein sob hipéteses adequadas.

No caso em que a variedade ambiente é Lorentziana, o teorema de Bernstein também
pode ser abordado considerando hipersuperficies tipo-espago. Neste cenério, Calabi (CA-
LABI, |1970) mostrou que as unicas hipersuperficies tipo-espago completas com curvatura
média nula no espaco de Lorentz-Minkowski L"*! sdo os hiperplanos, para dimensio
n < 4. Este resultado para dimensao arbitraria foi obtido por Cheng-Yau (CHENG; YAU,
1976]) usando como ferramenta analitica o principio do maximo de Omori-Yau.

A partir daqui, daremos uma descricao dos capitulos que constituem este trabalho. O
Capitulo 2 esta dividido em 3 se¢des onde sera estabelecida uma teoria preliminar, além
das notagoes que serao utilizadas. O Capitulo 3 estd organizado em 2 se¢des. A primeira
delas, [3.1], constréi condigoes para apresentarmos o principio do méaximo no infinito obtido
por (ALIAS; CAMINHA; NASCIMENTO, 2019) que afirma:

Teorema (cf. Teorema [B.1.1)): Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa, nao
compacta, orientavel e X um campo suave em M". Considere uma funcao suave f :
M™ — R nao negativa, nao identicamente nula, convergindo para zero no infinito e tal

que (Vf, X) > 0. Se divX >0 em M", entdo
(1) (Vf, X)=0em M",
(2) divX =0 em M™\f~0);
(3) divX =0 em M" se f~1(0) tem medida de Lebesgue nula.

A segunda parte do Capitulo 2 é composta por resultados que abordam equagoes em
torno da curvatura de Ricci da variedade ambiente e de relagdes da curvatura de Ricci
com o operador de Weingarten da imersao.

Na tltima Segdo, [3.2] apresentamos aplicagoes do principio do méximo no infinito
descrito acima e os resultados principais dessa dissertacao obtidos em (ALIAS; CAMINHA;
NASCIMENTO, [2019), além de duas novas aplicagoes obtidas no desenvolvimento dessa
dissertacao. Para citd-los, relembremos que uma hipersuperficie orientavel é dita ser trans-
versal a um campo Z da variedade ambiente quando Z nunca é tangente a hipersuperficie,
ou seja, o angulo entre o vetor normal a hipersuperficie e Z nunca se anula. Nesta con-

figuragao, o seguinte resultado caracteriza hipersuperficieis transversais como totalmente
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geodésicas. A saber,

Teorema (cf. Teorema : Seja M™ uma hipersuperficie completa, ndo compacta e
orientada de uma variedade Riemanniana Mnﬂ, transversal ao campo paralelo unitario
Z de M e orientada pela escolha de um campo normal unitéario N tal que (N, Z) > 0.
Se o operador de Weingarten da imersao é positivo semi-definido e N converge para Z no
infinito, entao M" é totalmente geodésica.

No caso em que o ambiente é Lorentziano, também obtém-se a mesma conclusao:
Teorema (cf. Teorema : Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago completa e nao
compacta de uma variedade Lorentziana Mn+1, transversal ao campo paralelo unitario
tipo-tempo Z de M e orientada pela escolha de um campo normal unitario tipo-tempo
N tal que (N, Z) < 0. Se o operador de Weingarten da imersao é positivo semi-definido
e N converge para Z no infinito, entdao M" é totalmente geodésica.

A hipoétese do operador de Weingarten ser positivo semi-definido garante um sinal para

o operador e para a curvatura média. Pensando em obter novas aplicagoes do principio
do méximo no infinito (cf. Teorema , observamos que as mesmas conclusoes em
relacdo a M™ sao obtidas substituindo a hipdtese do operador de Weingarten positivo
semi-definido pela de curvatura média constante e uma certa restricio na curvatura de
Ricci do ambiente. Em outras palavras, obtemos o seguinte resultado:
Teorema (cf. Teorema : Sejam M™ uma hipersuperficie completa, ndo compacta e
orientada de uma variedade Riemanniana MnH, transversal ao campo paralelo e unitario
Z de T ¢ orientada pela escolha de um campo normal e unitario N tal que (N, Z) > 0.
Assuma que a curvatura de Ricci de M na direcdo de N seja nao negativa. Se M™
possui curvatura média constante e N converge para Z no infinito, entdo M™ é totalmente
geodésica e Ricy(N, N) = 0.

Assim como antes, o nosso resultado acima pode ser reobtido no caso em que a va-
riedade ambiente M é uma variedade Lorentziana. Neste caso assumimos que !
satisfaca a Condigdo de Convergéncia Temporal (TCC) que significa dizer que a curva-
tura de Ricci do ambiente na dire¢do de qualquer campo tipo-tempo é nao negativa. Mais
precisamente, obtemos
Teorema (cf. Teorema : Sejam M™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa e nao
compacta de uma variedade Lorentziana Mnﬂ, transversal ao campo paralelo unitario
tipo-tempo Z de M e orientada pela escolha de um campo normal unitario tipo-

tempo N tal que (N, Z) < 0. Assuma que M satisfaz a TCC. Se M™ possui curvatura
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média constante e N converge para Z no infinito, entao M™ é totalmente geodésica e
Ricyz(N, N) = 0.

Os resultados tipo Bernstein e tipo Calabi-Bernstein sobre graficos inteiros sao apre-
sentados como corolarios dessas aplicacoes.

Esta dissertacao teve como base principal o artigo "A mazimum principle at infinity
with applications to geometric vector fields” devido a L.J. Alias, A. Caminha e F.Y. do
Nascimento (ALIAS; CAMINHA; NASCIMENTO) 2019)), publicado em 2019 no Journal of

Mathematical Analysis and Applications.
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2 PRELIMINARES

2.1 ELEMENTOS DE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Esta secao estabelece uma base para estudarmos variedades semi-Riemannianas, que
sao variedades diferenciaveis munidas de um produto escalar. Para um tratamento minu-

cioso, pode-se consultar (CARMO, [2008)), (O’NEILL, 1983) e (TU, 2011).

Definigao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel n-dimensional (Hausdorff e com base enu-
merdvel) é um conjunto M e uma familia de aplicagoes injetivas x, : Uy, C R" — M

definidas em abertos U, do R™ tais que
(1) M = Uaxa (Ua);

(2) Para quaisquer « e 3 de modo que xo (Uy) N g (Ug) = Wap # 0, os conjuntos

a3t (Wag) e xg' (Wap) sdo abertos do R™ e as aplicagoes

(67

a5t 0xg 1y Wag) = a5 (Wap) € x,' oxg:ag' (Wag) = a," (Wap)

sao diferencidveis.

Denotaremos M por M™ para indicar que M é uma variedade diferenciavel de dimen-
sao n. Para p € z, (Uy,), o par (Uy,x,) é chamado de parametrizacao (ou sistema de
coordenadas) de M™ em p e U, é a vizinhanga coordenada em p.

A familia A = {(Ua, o) taca € 0 atlas de M™ que pode ser considerado maximal
adicionando-se todas as aplicacoes suaves z : U — M™ tais que z o z, e x, 0 x sejam
suaves para todo a € A. Assim, este atlas maximal é dito estrutura diferenciavel de M™.

Admitir que a variedade é Hausdorff e possui base enumeravel significa que quaisquer
dois pontos de M™ tem vizinhangas disjuntas (M™ é separavel) e que a mesma pode ser co-
berta por uma quantidade enumeravel de vizinhangas coordenadas, respectivamente. Em
realidade, se uma variedade M"™ é conexa, as duas condigoes anteriores sao equivalentes
a existéncia de uma particao diferenciavel da unidade, conceito que veremos mais adi-
ante. Ao longo de todo o trabalho, as variedades diferenciaveis sempre serao consideradas

conexas.

Exemplo 2.1.1. O espago euclidiano R"™ é uma variedade diferencidvel suave com uma

unica parametriza¢io (R™, I), na qual I é a aplicagio identidade.
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Definicao 2.1.2. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma aplicacao F - M™ —
N™ ¢é diferencidvel em p € M™ se dada uma parametrizagio y : V-.C R™ — N™ em F(p),

existe uma parametrizacio x : U C R™ — M™ em p tal que
y ltoFozx:UCR"—R™

¢ diferencidvel em x71(p). A aplicagio F € diferencidvel em um aberto de M™ se for em

todo ponto neste aberto e serd um difeomorfismo se F~ for diferencidvel.
Observe que a defini¢ao anterior independe da escolha das parametrizagoes.

Definicao 2.1.3. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma curva diferencidvel em M™
¢ uma aplicagio diferencidvel o : (—e,€) — M™ do intervalo aberto (—e,e) C R em M™.
Sendo C®(M) o conjunto das funcgoes diferencidveis em «(0) = p € M, o vetor tangente
aaemt=0 ¢ o funcional linear o/ (0) : C*(M) — R tal que

d(foa)

a0)f = T|t:0; fec=(M).

O vetor tangente a M™ em p é o vetor tangente a alguma curva diferenciavel o em
t =0 e o conjunto de todos os vetores tangentes a M"™ em p é denotado por T,,M.

Sejam M™ uma variedade diferenciavel, p € M" e escolhamos uma parametrizagao
x:UCR" = M"™de M™ em p. Sendo « : (—e,e) — M"™ uma curva diferenciavel tal que

a(0) = p e f uma fungao suave em M™, podemos escrever para q = (x1,...,z,) € U,

(fox)(g) = flz1,... za) e (27 0a)(t) = (21(F),. .., za(t)).

Assim,

o' (0) dww%ozdmm@ww%@WOZi@@(g)

T odt dt
“ 0
= Z@@( ))ﬁ
(i:l dvi ),
Dessa forma, denotando por 0; = (%)0, temos que o conjunto {0y,...,0,} é uma base

para T, M, chamada base coordenada associada a parametrizagao .

Nao é dificil checar que o conjunto T,M dos vetores tangentes a uma variedade di-
ferenciavel M"™ em p € M"™ é um espaco vetorial real de dimensdo n com as operacoes
usuais de fungoes e com base associada {0y, ...,0,}.

As demonstragoes dos resultados a seguir podem ser encontradas no capitulo 0 de
(CARMO, [2008). Uma vez conhecido o espaco tangente de uma variedade, o préximo

resultado apresenta a diferencial entre espacos tangentes.
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Proposicao 2.1.1. Seja F': M™ — N™ uma aplicacao diferencidvel. Para cada p € M",
ev € T,M considere o : (—e,e) — M"™ uma curva diferencidvel tal que «(0) = p e
o'(0) = v. A aplicagio dF, : T,M — Tpy) N definida por dF,(v) = (F o a)'(0), chamada

de aplicagdo diferencial de F' em p, € linear e independe da escolha de .

Dizemos que duas variedades diferenciaveis M"™ e N" sao difeomorfas se existe uma
aplicacao bijetiva F' : M™ — N" diferenciavel com inversa diferenciavel. A aplicagao F é
dita um difeomorfismo local em p € M se existem abertos U de p em M™ e V de F(p)
em N" tais que F : U — V é um difeomorfismo.

O seguinte resultado é uma aplicagao direta do Teorema da Funcao Inversa no R”.

Teorema 2.1.1 (da Aplicacao Inversa). Se F': M™ — N" é uma aplicagao diferencidvel
entre variedades e se p € M" € tal que dF, : Ty,M — Tpy N é um isomorfismo, entdo

existe um aberto U C M que contém p tal que F‘U ¢ um difeomorfismo.

Os itens de defini¢do a seguir sao importantes para trabalharmos mais adiante com

hipersuperficieis em variedades.

Definicao 2.1.4. Sejam M"™ e N™ variedades diferencidveis de dimensoes n e m respec-

s

tivamente com m > n. Dizemos que a aplicacao F : M™ — N™ ¢é

(1) uma imersao, se a aplicagio diferencial dF, : Ty,M — Trqy N € injetiva para todo

peEM”;

(2) um mergulho, se F' é uma imersao e F': M — F(M) é um homeomorfismo (com

F(M) tendo a topologia induzida por N ).

Sendo F uma imersio ou um mergulho, F(M) é chamada de subvariedade imersa ou

merqulhada, respectivamente.

s

Exemplo 2.1.2. Uma parametrizacio x : U — M? de uma superficie reqular M? C R3 ¢é

uma imersao, por definicao.
Como aplicacdo do Teorema da Aplicacao Inversa obtém-se:

Proposigao 2.1.2. Seja F': M™ — N™ ¢é uma aplicacio diferencidvel entre variedades
de dimensdo n > m e q é um valor reqular de F. Entdo o conjunto F~1(q) C M™ é uma

subvariedade diferencidvel de dimensao n — m.
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O seguinte resultado evidencia que toda imersao é localmente um mergulho.

Teorema 2.1.2. Se F': M"™ — N™ € uma imersao, entdao para cada p € M"™ existe uma

vizinhanga U de p em M™ tal que F|y é um mergulho.

Passaremos agora a definir um campo vetorial sobre uma variedade diferenciavel. Antes
disso, lembremos que o fibrado tangente de uma variedade diferenciavel M™ é a uniao
disjunta de todos os seus espacos tangentes, ou seja, é o conjunto

™ = {J ({ptUT,M).
peM
Definicao 2.1.5. Um campo vetorial X em uma variedade diferencidvel M™ é uma apli-
cagio X : M — TM que associa a cada ponto p € M™ um vetor X (p) € T,M. O campo

¢ diferenciavel se a aplicagago X : M — TM ¢ diferencidvel.

Em termos de coordenadas, se x : U C R” — M" é uma parametrizacdo de M" em p,

temos
n
X(p) = _ai(p)o;
i=1
onde a; : U — R sdo fungdes em U e {0y,...,0,} é a base coordenada associada a z.
Deste modo, X ¢ diferenciavel se, e somente se, a; for diferenciavel para todo7=1,...,n.

Podemos pensar no campo vetorial X como uma aplicagao de C*(M) no conjunto das

fungoes em M", definido da seguinte maneira

(X£)(p) = >_ai(p)ai(f)(p)-
i=1
Deste modo, X é suave se, e somente se, f € C*°(M). Denotaremos o conjunto dos campos
de vetores diferenciaveis em M™ por X(M).

Encerraremos esta secao definindo o colchete de Lie de dois campos, bem como algumas

de suas propriedades.

Proposigao 2.1.3. Se X,Y € X(M), entao existe um unico campo Z € X(M) tal que
Zf = (XY =YX)f para toda f € C(M).

Definicao 2.1.6. O campo Z da Proposicio [2.1.5 é chamado de colchete de X e Y e
denotado por [X,Y].

Proposigao 2.1.4. Sejam X, Y e Z em X(M), f,g € C*(M) e a,b nimeros reais. Entao,

as sequintes propriedades sao vdlidas,
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(1) Anticomutatividade: [X,Y] = —[Y, X|;
(2) R-linearidade: [aX + bY, Z] = a|X, Z] + b]Y, Z];

(3) [ X, 9Y] = fglX. Y]+ [X(9)Y — gV (/)X;

(4) Identidade de Jacobi: [ X,Y], Z]+[[Y, Z], X]+ [[Z, X], Y] = 0.

2.1.1 Formas Diferenciais e Algumas Observacdes Sobre Integracao

Formas diferenciais sao generalizagoes de fun¢oes definidas na variedade a valores reais.

Iniciaremos definindo o fibrado cotangente de uma variedade diferenciavel.

Definicao 2.1.7. Sejam M™ uma variedade diferenciavel e p € M™. O espago cotagente a
M™ emp € o espago dual Ty M deT), M. Consequentemente, definimos o fibrado cotangente
como o conjunto

"M = |J T; M.

peM

Se x: U CR" — M"™ é uma parametrizacdo de M™ em p, cujas coordenadas em U
830 (71,...,2y), temos que {dxry,...,dr,} ¢ uma base de Ty M dual a base {9\, ...,0,}.
Relembremos que um k-tensor é uma funcao k-linear f: V x ... xV — R, em que V

¢é espago vetorial. O mesmo ¢ alternado se

oy, -+, Vo)) = (sgn o) fvr,...,vp)

para qualquer permutacao o de Si. Um k-tensor alternado é chamado de k-covetor em
V. Consideremos V = T,,M e denotemos por A* (T;M ) 0 espaco dos k-tensores alternados

no espago tangente 7, M.

Definicao 2.1.8. Uma k-forma diferencial em uma variedade diferencidvel M™ é uma

fungao que associa cada ponto p € M™ um k-covetor w(p) € A’“(T;]\/[).

O numero k£ é o grau da forma diferencial. Uma funcao em M"™ é uma 0O-forma e
uma n-forma é dita forma superior. Sendo w uma k-forma em M™ e Xi,..., X} campos

vetoriais em M", temos

w(Xy, ..., Xp)(p) =wp)(Xi(p), ..., Xk(p)).
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para cada p € T,M. Uma k-forma é escrita como
w= Z ardx;
IeIk','n
onde I = (i1,...,1),com 1 < iy <...<i <nedr;=dr;, AN...\dz;. Com isso, w é

suave se as funcoes a; sao suaves, para todo I € Zj,.

Definicao 2.1.9. Se M"™ é uma variedade diferenciavel e w é uma k-forma em M™,

definimos o suporte de w como sendo o conjunto

supp (w) = {p € M" : w(p) # 0}.
Diremos que w possui suporte compacto se o conjunto supp(w) for compacto.
A seguir, veremos algumas operacoes com formas diferenciais.

Definicao 2.1.10. Considere uma aplicacao diferenciavel F': M™ — N™ e a sua diferen-

cial dF, : T,M — Tpp N, para p € M". Sendo w(F(p)) uma k-forma em N™, definimos

o pullback de w(F(p)) por F' como sendo a k-forma em M™ tal que
F*(w(F(p)))(v1,...,v) = w(F(p)(dE,(v1),...,dFy(vr)).

onde vy, ...,v, € T,M.

Definicao 2.1.11. Sejam o uma k-forma e 5 uma |—forma na variedade diferencidvel

M™. Definimos o produto exterior o A\ B como a (k + l)-forma dada por

(a A ﬁ)(Xl, ... 7Xk+l) = ngn(o)a(Xa(l), - ,Xg(k))ﬁ<Xg(k+1), - 7Xa(k+l))-

Com o intuito de tratar de derivagao exterior, denotemos a &algebra graduada das
formas diferenciais suaves em M"™ por Q*(M). Lembremos que uma antiderivagao de grau
1 em uma &lgebra graduada A = @32, A* é uma aplicacio R-linear d : A — A tal que

grau(da) = grau(a) + 1 e
d(w - 7) = d(w)T + (—=1)*wd(7)
para todos « € A, w € AF e 7 € Al

Definicao 2.1.12. A derivada exterior em uma variedade diferencidavel M™ € uma apli-
cacao R-linear

d: Q" (M) — (M)

tal que
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(1) d é uma antiderivacio de grau 1;
(2) dod=0;
(8) (df)(X)=X(f), se feC®(M) eX € X(M).

Assim, a derivada exterior de uma funcao f é

df = Z ﬁd
7 Ox;
e a derivada exterior de uma k-forma w é
Z Z aaldxj ANdzxg.

IGIkn 7

Definicao 2.1.13. Considere uma k-forma o em uma variedade diferencidvel M™ e X €

X(M). A contragio de o na diregao de X € a (k — 1)-forma ix(«) satisfazendo:
(1) ix(a) =0, se k =0;
(2) ix(a) = a(X), se k =1,
(8) (ix()(Xa, ..., Xp) =a(X, Xs,..., Xy), se k > 2;
para quaisquer Xo, ..., X, € X(M).
O proximo resultado garante uma caracterizagdo da contragao.

Proposicao 2.1.5. Para quaisquer 1-formas aq, ..., em uma variedade diferencidvel

M™ e X € X(M) tem-se

ix(Oél VANIAN Ozk) = Z(—l)l_laZ(X)Hz

onde §; =ay A... NG N ...\Nag, em que &; significa que este termo é omitido no produto

exterior.
Demonstragio. Ver o capitulo 5 de (TU| 2011). ]

Para definir a integracao de formas diferenciais em variedades diferenciaveis, precisa-

mos que algumas condigoes sejam satisfeitas. Uma delas é a que vem a seguir.
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Definicao 2.1.14. Dizemos que uma variedade diferencidvel M™ € orientdvel se admite

uma estrutura diferencidvel {(Uy, o) Yaen tal que:

(a) Para todo par o, B € A, com x,(Us) Nxg(Ug) = Wap # 0 a diferencial da mudanga

de coordenadas :1351 o T, tem determinante positivo.

Se M™ ¢ orientavel, a escolha de uma estrutura diferenciavel satisfazendo a condicao
(a) é uma orientac¢ao para M™. Duas estruturas diferencidveis satisfazendo a condicao (a)
determinam a mesma orientacao se a uniao delas ainda satisfaz a condigdo (a). Se uma

variedade nao satisfaz o item (a), entdao é dita ser nao orientével.

Exemplo 2.1.3. (1) Toda variedade cujo atlas possui uma unica parametriza¢do € ori-
entdvel, pois o atlas consistindo desta unica parametrizacao € trivialmente coerente

(isto é, det(ag' 0 xo) > 0).

(2) Variedades que podem ser cobertas por duas parametrizagoes cuja intersercio € um
conjunto conexo também sao orientdveis. Se na intersecio o determinante da de-
rivada da mudanga de coordenadas é negativo, basta trocar a ordem das varidveis
em uma das parametrizacoes, para mudar o sinal do determinante e assim obter um

atlas.

(3) A esfera S™ pode ser coberta por duas projecoes estereogrdficas que se interceptam

ao longo de um conjunto conezo (a interse¢io é a esfera menos os polos).
O seguinte resultado é bem conhecido.

Proposicao 2.1.6. Uma variedade diferenciavel M™ € orientdvel se, e somente se, existe

uma n-forma nao nula em M™.

Demonstragio. Consulte o Capitulo 6 de (TU, [2011)).
O

Considerando um sistema de coordenadas z1,...,x, em U C R", as n-formas podem
ser escritas como w = f(x)dz; A ... Adx, para uma unica funcao f(z) em U C R™. Nesse

sentido, definimos a integral de w em U pondo

/Uw::/Uf(:c)d:cl/\.../\d:cn:/Uf(x)d:c1~~d:1:n.
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Sejam T : V C R" — U C R" um difeomorfismo, z1,...,x, as coordenadas em U e
Y1, -, Yn as coordenadas em V. Denotemos por T; a i-ésima componente de T' e J(T) a

sua matriz Jacobiana. Temos dT} A ... AdT,, = det (J(T))dy; A ... A dy, e

/Uw::I:/VT*(w)

a depender do sinal do det (J(7")), onde w é uma n-forma em U.

Considere M™ uma variedade diferenciavel orientavel com atlas {(Us, ¢«)}. Denote por
QF(M) o espaco das k-formas suaves com suporte compacto em M™. Sendo {(U, ¢)} uma
carta no atlas, desde que ¢ : U C R* — ¢(U) = V ¢ difeomorfismo e sendo w € QF(M),

entdao ¢*(w) é uma n-forma com suporte compacto no aberto U. Nestes termos,

Definigao 2.1.15. Seja w uma n-forma em um aberto V-.C M™. Definimos a integral de

/Vw:/Uqb*(w).

A expressao acima define a integracao em de uma n-forma em um aberto da vari-

wemV como

edade. Para definir sob toda a variedade precisaremos do seguinte conceito de particao

diferencidvel da unidade.

Definigao 2.1.16. Considere uma variedade diferencidvel M™ com estrutura diferencidvel
{(Us, o)} Uma familia de fungoes diferencidveis {fz} em M™ a valores reais é uma

particio diferencidvel da unidade se

(1) para qualquer B, fz € nao negativa e supp(fs) estd contido em uma vizinhanga

coordenada Vg = x5(Us);
(2) a familia {Vs} € localmente finita;

(3) >3 fs=1
Diremos que a particao {fs} estd subordinada a familia {Vz}.

Assim, considere w € Q7 (M) e escolha {p,} uma particdo diferencidvel da unidade
subordinada aos abertos {U,}. Por w possuir suporte compacto e a particdio possuir
suportes localmente finitos, p,w ¢é identicamente nula exceto em uma quantidade finita.

Em particular,

w:Zpaw
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é uma soma finita. Logo, supp(p.w) C supp(ps) N supp(w), implicando que supp(p,) é

[ o
Ua

compacto. Assim, a integral

estéd bem definida.

Definicao 2.1.17. A integral de w sob M™ € a soma finita

/Mw = Z Pa-

« Ua

Encerramos citando dois resultados classicos sobre integrais que serao tteis para o

desenvolvimento do nosso trabalho.

Teorema 2.1.3 (de Stokes). Seja M™ uma variedade diferencidvel orientdvel e com fron-

teira. Considere i : OM — M™ o mapa inclusdo. Se w € uma (n—1)-forma suave em M™

/M dw = /BM i"(w).

Demonstragio. Veja o Capitulo 6 de (TU, [2011)).

com suporte compacto, entao

O

Dizemos que uma variedade dierenciavel é fechada se for compacta e sem bordo, isto

é, OM = 0.

Teorema 2.1.4 (de Gauss). Se M™ é uma variedade diferencidvel orientdvel fechada e

w é uma (n — 1)-forma suave em M™ com suporte compacto, entao

/ dw = 0.
M

Demonstracao. Aplicacao direta do Teorema de Stokes|[2.1.3

2.2 VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

O estudo de variedades semi-Riemannianas envolve uma variedade diferenciavel, vista
anteriormente, e uma métrica definida como um produto escalar, para adquirirmos um
modo de medir na variedade. A teoria desenvolvida ao longo desta secao pode ser encon-

trada em (O’NEILL, |1983) e (CARMO, 2008)).
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2.2.1 Formas Bilineares Simétricas

Consideremos um espaco vetorial V' nao degenerado.
Definicao 2.2.1. Uma forma bilinear simétrica é uma aplicacao b :V xV — R tal que
(1) blau + v, w) = ab(u, w) + b(v, w);
(2) b(u,av + w) = b(u, w) + ab(v, w);
(8) b(u,v) =b(v,u);
para todos u,v,w €V ea € R.
Neste sentido, temos o conceito de positividade ou negatividade de uma forma.
Definicao 2.2.2. Uma forma bilinear simétrica b em V é
(1) positiva definida, se para todo v € V' nao nulo temos b(v,v) > 0;
(2) negativa definida, se para todo v € V nao nulo temos b(v,v) < 0;
(3) ndo degenerada, se b(v,v) =0 implica que v € nulo.

Do mesmo modo, podemos definir foma positiva ou negativa semi-definida trocando

as desigualdades estritas.

Lema 2.2.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita e A :'V — V' um operador
linear simétrico. Se A € positivo semi-definido e possui traco igual a zero, entdo A € o

operador nulo.

Demonstragdo. Sendo A simétrico, entao existe uma base ortonormal em V que o dia-
gonaliza e os elementos da diagonal principal sao seus autovalores distintos. Como A é
positivo semi-definido, todos seus autovalores sao nao negativos. Desde que tr A =0 é a
soma destes autovalores, entao devemos ter todos os autovalores nulos. Isto nos diz que

A é um operador nulo, como queriamos demonstrar. O

Se W é um subespacgo de V, uma forma bilinear simétrica b restrita a W x W, que
denotaremos por b|y, continua sendo bilinear e simétrica. Com a defini¢ao [2.2.2] podemos

falar do que seria o indice de b.
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Definicao 2.2.3. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V é a dimensdo do

maior subespago W de V' tal que bly € negativa definida.

Assim, temos que 0 < v < n = dimV e que v = 0 se, e somente se, b é positivo

definido.

Definigao 2.2.4. Uma forma bilinear simétrica e nao degenerada g em V' € dita produto

escalar em V.

Com esta nocgao, dois vetores u e v em V sdo ortogonais, e denotamos por u L v, se
g(u,v) = 0 e dois subespagos W; e W, sdo ortogonais se qualquer vetor de W; é ortogonal
a qualquer vetor de W e vice-versa. O conjunto de todos os vetores ortogonais aos vetores
de um subespaco W é denotado por W+, que ¢ diferente do complemento ortogonal, pois
W 4W+ nao é necessariamente igual a V. Entretanto, podemos citar algumas propriedades

uteis a este trabalho, como mostra o lema a seguir.

Lema 2.2.2. Sejam V' um espaco vetorial com produto escalar g . Entdo,
(1) dim W + dim W+ = dim V;
(2) (W) =w;
(3) W é nio degenerado se, e somente se, V =W & W=,

Demonstragio. Para o item (1), suponha que dimV = n, dimW = k e seja B =
{e1,...,er} uma base de W. Completemos B para {ey,...,e,} afim de obter uma base
de V. Mostremos que dim W+ =n — k. Se Yiivje; =v € W+, entdo v L e; para todo

1=1,..., k. Em termos de equacao,
n
> 9iv; =0
j=1

onde 1 <7 < ke g = g(e;, e;). Deste modo, temos k equacoes lineares em n incognitas
e cujas linhas da matriz (a;;) = (g;;) s@o linearmente independentes, pois g é nao dege-
nerada. Portanto, o espago de solu¢oes tem dimensao n — k que nos fornecem a forma de
vetores em W+,

Para o item (2), basta notar que W C (VVL)l e pelo item (1) aplicado & W+ temos

dim (WL> = k. Como ambos sao subespacos de V' segue o resultado.



27

Por fim, para o item (3), temos
dim (W + W) + dim (W N W) = dim W + dim W+ =

Esta equagao e WNW+ = {0} equivalem a V = W &W+=. Mas a condigio WNW+ = {0}
também ¢ equivalente a W ser nao degenerado e portanto segue o resultado.

]

Com o item (2) do lema anterior, W é nao degenerado se, e somente se, W+ é nao
degenerado. Isto nos permite construir uma base ortonormal pra V. através do processo
de inducdo, tomando vetores em W e W+ e os normalizando. Obtemos entdo o lema a

seguir:
Lema 2.2.3. Um espago vetorial V # {0} com produto escalar possui base ortonormal.

Assim, se {e;...,e,} é uma base ortonormal de V, a matriz (a;;) = (gi;) é diagonal
e entdo g;; = d;;¢5, onde €; = (e;,e;). Ordenando de maneira que os sinais positivos
venham primeiro, apenas trocando a ordem dos vetores da base, obtemos a assinatura

(51, c. 7571)-

Lema 2.2.4. Se {ey,...,e,} € uma base ortonormal de V, com ¢; = g(e;, e;), entdo todo

v €V pode ser escrito de modo unico como

n
v="> eg(v,e)e
=1

Demonstracao. Mostremos que

U—Zagvez e; =0

sendo suficiente, para isso, mostrar que

<U - Z&iQ('U, €i>ei> L ej7
=1

pata todo 7 =1,...,n. Assim,
g (v —Zeig(v,ei)ei,ej> =g(v,¢)) Zelg v,e;)g(€i, €5)
i=1
= g(v, €;) ( Zszg (ei,e5)e >

= g(U7 ej) - g(“? ej)
=0.
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Desde que e; é arbitrario, segue o resultado.

Por ultimo, temos um lema que relaciona a assinatura com o indice de V.

Lema 2.2.5. Em relagio a qualquer base ortonormal, o indice v de V € o numero de

sinais negativos da assinatura (€1, ...,&,).

Demonstracao. Sendo m a quantidade de sinais negativos da assinatura, se g é positiva
definida, entao temos v = 0 = m. Caso contrario, observe que no espago W; gerado por
{e1,...,em} temos que g|lw,é negativa definida, entdao m < v.

Para provar que m > v, sejam W um subespago arbitrario tal que g|ly é negativa

definida e 7 : W — W, dada por
7T(U]) - - Z g(w7 ei)ei'
i<m
Evidentemente 7 € linear, mostremos que também é injetiva, ou seja, que seu ntcleo possui

apenas o vetor nulo. Note que,

T(w)=0 = Z gw,e)e; =0 = w= Z g(w, e;)e;.
i<m i>m
Como ¢ é negativa definida em W, temos
glw,w) <0 = D [gw,e)? <0 = > [g(w.e)]’ =0
i>m >m
de onde segue que g(w,e;) = 0, ou seja, w = 0. Portanto 7 é injetiva implicando que

dim W < dim W; = m. Como W ¢é arbitrario, temos v < m e concluimos v = m.

Por fim, se W é subespaco nao degenerado de V' temos

indV = ind W + ind W+. (2.1)

2.2.2 Meétrica Semi-Riemanniana

Definicao 2.2.5. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma métrica semi-Riemanniana
em M™ é uma aplicacio que a associa cada ponto p € M™ um produto escalar g, = (, )p

em T,M com indice constante v e que é diferenciavel no sequinte sentido: se x1,..., T,
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sao as fungoes coordenadas de um sistema de coordenadas de M™, definido em um aberto

U contendo p, entdo as funcoes

P D) D=

sao diferencidveis em U, para 1 <1,j < n. Em outras palavras, g, € tal que
(1) {u,v), = (v,u), para todo u,v € T,,M;
(2) se {u,v), =0 para todo v € T,M, entio u = 0;
(3) ind (T, M) = ind (T, M) para todo p,q € M™ com p # q.

Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidavel munida com uma
métrica semi-Riemanniana. O indice de M™ é o indice 0 < v < n da métrica g, = (, )p.
A seguir, apresentaremos alguns exemplos que serao utilizados neste trabalho.

Exemplo 2.2.1. (1) Uma variedade Riemanniana é uma variedade semi-Riemanniana

de indice v = 0.

(2) Uma variedade semi-Riemanniana de indice v =1 € dita variedade Lorentziana (ou

variedade de Lorentz).

(3) Para 0 < v < n, via identificagio do R}, com T,(R}}), escrevemos u,v € R} como

n n
u = Zui&- ev= Zvl&-.
i=1 i=1

A métrica dada por

n—v
(u,v) = Z UV; — Z U v;
i=1

i=n—v—+1

¢ uma métrica semi-Riemanniana que resulta no espago semi-euclidiano R}. Note
que quando v = 0, temos o espago euclidiano R™. No caso em que v =1 en > 2,

R} =L" € chamado de espago de Lorentz-Minkowsks.

A métrica aplicada a um vetor do espaco tangente nem sempre é positiva definida.

Entao podemos dar uma nomeclatura a este vetor de acordo com o sinal que ele assume.
Definicao 2.2.6. Um vetor tangente v em M"™ é dito
(1) tipo-espago, se (v,v) >0 ou se v =0;

(2) nulo, se (v,v) =0 e v # 0;
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(3) tipo-tempo, se (v,v) < 0.

O cone nulo C, em p € M™ é o conjunto todos os vetores nulos de T,M. No caso de
uma variedade Lorentziana, os vetores nulos sao chamados de vetores tipo-luz e o cone
nulo de cone tipo-luz.

Sendo M™ uma variedade Riemanniana orientavel, veremos que a métrica Riemanni-

ana g = (, ) nos fornece uma nogao de volume em M™. Considere x : U — M™ uma

parametrizacao de M"™ em p € M™ compativel com sua orientagdo. Seja {ey, ..., e,} uma
base ortonormal positiva de T,M e escrevamos a base associada {0x/0z1,...,0x/0z,} a
T,M como
Ox -
=X, = ) .
a.’L’Z‘ i kzzjl ikCk
Temos

n

n
Gij = <Xian> = Z Qi A1 <€k, €z> = Z Qi Ak,
k=1 k=1

onde utilizamos que (ex, e;) = 0sel # ke (e, ;) = 1 sel = k. Desde que vol (e1, ..., e,) =

1, teremos

vol (Xl . ,Xn> = vol (61, . ,€n> - det (aij) = det (aij) = \/det (g”) (22)

Sey:V — M™é outra parametrizacao de M™ em p compativel com sua orientagao, sendo

{0y/0w,...,0y/0y,} a base associada, com Y; = Jy/dy; e h;; = (Y;,Y;), obtemos por

(2:2)
\/det (g”) = vol (Xl . 7Xn) = Jvol (}/1 .. >Yn) = J\/det (h”), (23)

onde J é o determinante positivo da matriz mudanca de coordenadas de U para V.
Considere D C M™ um aberto conexo com fecho compacto. Suponhamos que D esta
contido em uma vizinhanca coordenada z(U) de M™ e que a fronteira de z7'(D) tem

medida nula no R”. Entao, definimos o volume de D por

vol (D) = / oy V€8 (05) da (2.4)

A expressao em ([2.4)) ndo depende da parametrizacao escolhida, ou seja, estd bem definida,

pois por (2.3) para outra parametrizagao y temos

vol (D) = /zl(D) ,/det <g2j) dl’l .. d.Tn
det (h;;) Jdxy ...dx,
/yl(D) \y ae (hij) Jdzy x
vdet (hy;) dyy ... dy,.
iy V0t Vi) iy
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Se D nao esta inteiramente contida em uma vizinhanca coordenada, entao tomamos uma
partigao diferencidvel da unidade {p;} subordinada a cobertura finita de D por vizinhangas

coordenadas {z;(U;)} e definimos

vol (D Z/ det (gw) dxiy ... dwg,

que nao depende da escolha da partigao {p;}.
O integrando y/det (g;;) dx . .. dz,, em (2.4) é uma forma diferencial positiva de grau n,

chamada de forma volume de M™ e denotada por dM. Assim, uma métrica Riemanniana

é uma das maneiras de obtermos um elemento volume de M™.

2.2.3 Conexao de Levi-Civita
A conexao vem da necessidade de definir derivada relativa a campos vetoriais. Para o
espacgo semi-euclidiano R, temos uma maneira natural de definir, como segue:

Definicao 2.2.7. Se X e Y =3, Y;0; sao campos vetoriais em R, definimos a derivada

covariante natural de Y em relacao a X como o campo

DxY =3 X(Y;)d

i=1
Como queremos generalizar esta definicdo para variedades semi-Riemannianas, intro-

duzimos o conceito de conexao.

Defini¢ao 2.2.8. Uma conexao afim V em M"™ é uma aplicacio V : X(M) x X(M) —
X(M) tal que

(1) VixiovZ = [VxZ + gVyZ;
(2) Vx(aY +bZ) = aVxY + bV Z:
(3) Vx(fY) =X(f)Y + fVxY;

para quaisquer fungoes f,g € C*°(M), e a,b € R. Dizemos que VxY ¢é a derivada covari-

ante de'Y com respeito a X.

Observacao 2.2.1. Com o auxilio de particao diferencidvel da unidade, é possivel mostrar

que toda variedade diferencidvel admite uma conexao.
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Definicao 2.2.9. Uma conexdo afim V de uma variedade Riemanniana M"™ é simétrica

quando

ViY — Vy X = [X,Y].

Se para quaisquer X,Y,Z € X(M) temos
Z(X,)Y)=(VzX)Y)+(X,VzY)
dizemos que a conexao V € compativel com a métrica de M™.

Com as defini¢oes anteriores, podemos tratar da conexao de Levi-Civita.

Teorema 2.2.1. Em uma variedade semi-Riemanniana M™ existe uma unica conexdo V

tal que
(1) é simétrica;
(2) é compativel com a métrica.

FEsta inica conexdao satisfazendo (1) e (2) é chamada de conexio de Levi-Civita de M" e
¢ caracterizada pela formula de Koszul
2(VY,Z) = X (Y, Z)+ Y (X, Z) — Z(X,Y)

(2.5)
- <X7 [K Z]> + <Y7 [Xv Z]) + <27 [Xv Y]) :

Demonstragio. Veja o Capitulo 3 de (O’NEILL, [1983).

2.2.4 Geodésicas e Variedades Riemannianas Completas

Uma derivada covariante de campos pode ser determinada ao longo de curvas em M™.
Seja o : I — M™ uma curva diferencidvel e o/(t) o seu campo tangente. Sendo ¢y € I,
X € X(M) uma extensdo de «/(ty) pode-se mostrar que (VxY), depende apenas de

o/ (tg) e de Y restrito aos pontos de c. Assim, denotamos

DY D«
VoY = — = .
® dt dt

e dizemos que é o campo aceleracao de a.
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Definicao 2.2.10. Uma curva diferencidvel v : I — M"™ na variedade semi-Riemanniana
M™ é uma geodésica se
D~/

7 =0.

A proposicao a seguir garante a existéncia e unicidade de uma geodésica em um in-

tervalo contendo ¢ = 0.

Proposicao 2.2.1. Sejam p € M"™ ev € T,M. Entao existe um intervalo I contendo 0 e

uma unica geodésica vy : I — M™ tal que
(1) 7(0) =p e~ (0) = v;
(2) sea:J — M"™ é outra geodésica com o'(0) = v, entio J C I e a =1~]y.

Demonstrag¢io. Consulte o Capitulo 3 de (O’NEILL, [1983)).
O

Uma geodésica é dita maximal ou estendivel se satisfaz o item (2) da Proposigao [2.2.1]

Definigao 2.2.11. Uma variedade semi-Riemanniana é geodesicamente completa (ou ape-

nas completa) se toda geodésica mazximal estd definida em todo R.

A fim de apresentar o Teorema de Hopf-Rinow em variedades Riemannianas, daremos
o conceito breve da exponencial. Sendo p € M™, denotemos por D, o conjunto de todas

as geodésicas v tais que 7/(0) = v € T,M e a mesma esta definida no minimo em [0, 1].
Definicao 2.2.12. A exponencial de M™ em p € a aplicacao
exp, : Dy — M™"
tal que exp,(1) = v(1) para todo 7'(0) = v € D,,.
Como aplicacao do Teorema da Funcao Inversa, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 2.2.2. Para cada p € M", existe uma vizinhanga Uy C T, M na qual exp,, €

um difeomorfismo sobre uma vizinhanga V, em M™.

Na sequéncia, o préximo resultado garante a existéncia local de uma referencial orto-

normal cujas derivadas covariantes num ponto é zero.

Proposigao 2.2.3. Dado p € M™, existe uma base ortonormal {e1(p),--- ,en(p)} de T,M
tal que (Ve,e;) (p) =0 para todo i,j =1,--- ,n.
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Demonstragio. Considere p € M™ e {E,..., E,} uma base ortonormal de T,M. Seja
V' = exp,(U) vizinhanga normal em p, ou seja, U C T, M é tal que exp, o é difeomorfismo.
Neste contexto, definamos e; = P,(E};), ou seja, e; é o transporte paralelo de E; ao longo

da geodésica v tal que v(0) = p e 7/ (0) = v, com ||v|| = 1, contida na vizinhanga U. Deste

modo,
(eir e5) = (Py(Ey), Py (Ej)) = 04
) d, | d
(Vee))0) = 7 (P (e;(0O)) |,y = Z(E(0)],_, =0,

implicando o resultado que queriamos.

]

Definicao 2.2.13. Em uma variedade Riemanniana conexa M", a distancia Riemanni-
ana entre p e q € o infimo do comprimento de todas as curvas diferencidveis por partes

que ligam p a q.

Sendo py € M™ e 6 > 0, o conjunto dos pontos p € M™ tais que d(po,p) < J é dito
d0—vizinhanca de py em M™. A proposicao a seguir apresenta algumas propriedades da

distancia Riemanniana.

Proposicao 2.2.4. Em uma variedade Riemanniana conexa M"™ a funcao distancia Ri-

emanniana d é uma métrica em M™, ou seja, para todos p,q,r € M"
(1) d(p,q) >0 ed(p,q) =0 se, e somente se, p = q;
(2) d(p,q) = d(g, p);
(3) d(p,q) +d(p,r) = d(g,7).

Além disso, d é compativel com a topologia de M™ e firado py € M™ a fungio ¢(p) =

d(po, p) € continua.

Demonstracao. O comprimento de qualquer curva que ligue p a ¢ é um ntmero nao
negativo. Assim, por defini¢do de infimo, d(p, ¢) > 0.

Se p # ¢, como M" é Hausdorff, existe uma vizinhanca de U de p que nao contém gq.
Pela Proposigao [2.2.2] existe uma vizinhanca Uy de p, que podemos considerar contida
em U, tal que exp, ’Uo é difeomorfismo. Assim, considerando uma d—vizinhanca de p em

Uy, como q ¢ Uy, temos que d(p,q) > 6 > 0. Com isso, demonstramos o item (1).
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O item (2) vem do fato do comprimento de uma curva nao mudar se tomarmos a
orientacao oposta.
Dado 6 > 0, pelo conceito de infimo, existem curvas a e § em M™ que ligam pa ge p

a r, respectivamente, tais que

l(a) < d(p,q) + g e I(B) <d(p,r)+ g

A curva v = o~ U S é uma curva diferenciavel por partes que liga ¢ a r. Assim,

d(g,r) <I(y) =1l(a”) +1(B) = l(a) +1(B) < d(p,q) +d(p,7) + 9.

Como 0 ¢ arbitrario, fica provado o item (3).

Uma vez que cada vizinhanca de um ponto de M™ contém uma d—vizinhanga deste
ponto e que as d—vizinhancas sdo abertos em M™, entdo a métrica d é compativel com a
topologia de M™.

Consequentemente, a fungao ¢(p) = d(po, p) é continua, visto que é continua na topo-

logia induzida por d. Mais especificamente, basta ver que pelo item (3),

| d(po, p) — d(po,q)| < d(p,q),

para quaisquer p,q € M™.
O

As demonstragoes do Teorema de Hopf-Rinow e suas consequéncias podem ser encon-

tradas no Capitulo 7 de (CARMO) 2008).

Teorema 2.2.2 (de Hopf-Rinow). Uma variedade Riemanniana conexa é geodesicamente

completa se, e somente se, € completa como espaco métrico.

Dessa forma, por simplicidade, diremos apenas que uma variedade Riemanniana co-
nexa ¢ completa para indicar que ela é geodesicamente completa. Um consequéncia ime-

diata do Teorema de Hopf-Rinow é:

Corolario 2.2.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana conexa e p € M"™. As sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:
(1) Eziste um ponto p € M™ tal que exp, estd definida em todo T,M,

(2) M™ é completa se, e somente se, dados dois pontos em M"™ existe uma geodésica

minimizante ligando ambos,
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(3) Todo subconjunto fechado e limitado de M™ é compacto.

Em uma variedade Riemanniana M™, uma curva divergente ¢ uma curva diferencidvel
a :[0,00) — M" tal que para todo compacto K C M™, existe ty € (0,00) de modo que
a(t) ¢ K sempre que t > tg. O comprimento desta curva é dado por

I(a) = lim /01t o (s)|ds.

t——+o0

Existe uma equivaléncia entre a completude de M™ e suas curvas divergentes, que apre-

sentaremos a seguir.

Proposicao 2.2.5. Uma variedade Riemanniana é completa se, e somente se, o compri-

mento de toda curva divergente € infinito.

Demonstracao. Suponha que M"™ é completa e que, por contradicao, existe uma curva

divergente o com comprimento finito, ou seja,

t
/ |&/(s)|ds < o0
0

para qualquer ¢ € [0, 00). Pelo Teorema de Hopf-Rinow [2.2.2) M™ é completa como espago

métrico. Entao,

d(a(0),a(t)) <l(a) = /Ot |/ (s)]ds < oc.

Logo, «([0,¢]) é limitado e assim «([0,]) é compacto. Consequentemente o trago de «
esta contido em um compacto, o que contradiz a hipotese dela ser divergente.
Reciprocamente, suponha que toda curva divergente em M"™ possui comprimento infi-
nito. Se M™ nao for completa, pelo item (1) do Corolario existem p € M", v € T,M,
com |[v| =1, ety € (0, 00) tal que y(t) = exp,(tv) ndo esta definida para t > ty. Se v([0, %0))
estd contida em um compacto K, entao considerando uma sequéncia (t,)n,en C [0, t) con-

vergindo para t(, temos para ~y(t,)

d(y(tn), v(tm)) < [tn — til.

Isto nos diz que (y(t,)) é sequéncia de Cauchy no compacto K, entdo converge para
o € K. Seja V uma vizinhanga de zy tal que exp, é difeomorfismo para todo ¢ € V.
Considere n suficientemente grande tal que a sequéncia (¢, ) esteja contida em V. Assim,

em V, existe inica geodésica 3 ligando ~(t,) e y(t,.) Logo, 5 coincide com v onde esté
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definida. Desde que a exp,, ) é difeomorfismo, entdo podemos estender v para além de

to, 0 que é uma contradicao. Logo, v é uma curva divergente, entretanto

to to
/ |7/ (s)|ds = / ds =ty < 00,
0 0
o que contradiz a hipétese. Portanto, devemos ter que M"™ é completa. O

Encerraremos com uma outra consequéncia do Teorema que sera de grande uti-

lidade em nosso estudo relacionando a conexidade e completude entre duas variedades.

Corolario 2.2.2. Sejam M e N wvariedades Riemannianas conezas tais que M é completa

e M C N. Entao M = N.

Demonstragio. Consideremos os espagos métricos (M,dy) C (N, dy), em que dy denota
a distancia Riemanniana induzida pela métrica Riemanniana em N e dj; a distancia
Riemanniana induzida por dy em M. Pelo Teorema de Hopf-Rinow [2.2.2] (M, dy) é um
espago métrico completo. Temos que M é um subconjuto aberto de N. Afirmamos que
M é, também, fechado em N. A conclusao decorrera, entdao, da conexidade de N. Se M
nao fosse fechado, existiria ¢ € M\ M e uma sequéncia (g,) C M, tal que ¢, converge

para ¢ segundo a distancia dy, o que é uma contradicao.

2.2.5 Tensores e Curvaturas

Iniciaremos com alguns conceitos relativos a tensores numa variedade diferencidvel
M™. Um tensor é uma generalizacao natural da idéia de campos de vetores. Veremos que

assim como os campos de vetores, os tensores podem ser derivados covariantemente.

Definigao 2.2.14. Seja M"™ uma variedade diferencidvel. Um tensor do tipo (r,s) é uma

aplicagao C*(M)-multilinear
T:X" (M) x X(M)® — C>®(M).
Indicaremos por T(M) o conjunto de todos os (r,s) campos tensoriais em M™.

A métrica semi-Riemanniana g é um exemplo de um tensor do tipo (0,2). Também,

toda k-forma diferencial w em M™ é um (0, k)-tensor.
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Exemplo 2.2.2 (Identificagao). Se T : X(M)* — X(M) é C>(M)-multilinear, defina o
campo tensorial

T:X*(M)x X(M)* — C>®(M)
por

TO,X,,....X,) = 0(T(X,, ..., X))

O campo T é C®(M)-linear e, consequentemente, um campo tensorial do tipo (1,s). Sendo

assim, iremos considerar o proprio T como campo tensorial do tipo (1,s).

Defini¢ao 2.2.15. A derivada covariante de um (1,7)-tensor T é um (1,1 + 1)-tensor
VT dado por
VT(Xy,.... X, Z) = (V,T)(X1,..., X,)
=7Z(T(Xy,...,X,))
CT(VeXi e X)) — e = T(Xh, .. VX,

Dizemos que um tensor é paralelo quando VT = 0. Em particular, se Z € X(M),

podemos considerar o (1, 1)-tensor
VZ: X(M) = X(M)

dado por VZ(X) = VxZ. Neste sentido, dizemos que um campo é paralelo se VZ = 0.
Observe que o fato de Z ser paralelo implica que seu comprimento é constante ao longo de

M™. De fato, para todo X € X(M) temos pela compatibilidade da conexao com a métrica
ou seja, |Z| é constante.

Exemplo 2.2.3. Em uma variedade semi-Riemanniana M™ com métrica g = (,) e a
conexdo V compativel com a métrica, temos que Vg = 0. De fato, seja X,Y,Z campos
vetoriais em M™. Temos que,
Va(X,Y,Z) = Vz9(X,Y)
=Z(9(X,Y)) = g(VzX)Y) — g(X,VzY)
=Z(X,)Y) —(VzX)Y) — (X, V5Y)
= (V2 X, Y)Y+ (X, V2Y) —(VzX)Y) — (X, VzY)

=0.
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Agora introduziremos a definicdo de curvatura como um tensor que intuitivamente

mede o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana.

Definicao 2.2.16. Em uma variedade semi-Riemanniana M™ com conezxdao de Levi-Civita

V., o tensor curvatura R é a aplicagdo
R:X(M)x X(M) x X(M) — X(M)

dada por
R(X, Y)Z =—-VxVyZ+VyVxZ2Z+ V[X,Y]Z‘

Observe que o tensor curvatura ¢é linear nas trés entradas em relagao a fungdes em

C®(M). Fixados X e Y em X(M) podemos considerar o operador curvatura
R(X,Y): X(M) = X(M)

que leva cada Z em R(X,Y)Z.

A proposicao a seguir apresenta algumas propriedades do tensor curvatura.
Proposicao 2.2.6. Para quaisquer X,Y,Z e W em X(M) temos
(1) (R(X,Y)Z, W) =—(R(Y,X)Z,W) (antissimetria);
(2) (R(X,Y)Z,W)=—(R(X,Y)W,Z) (antissimetria);
(3) RIX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi);
(4) (R(X,Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y) (simetria de pares).
Demonstragio. Ver no Capitulo 3 de (O’NEILL, [1983)). O

A partir do tensor curvatura podemos construir tensores mais simples que carreguem
algumas de suas propriedades. Se p € M", um subespaco bidimensonal o C T,M ¢

chamado de plano tangente a M"™ em p. Temos que ¢ é nao degenerado se, e somente se,

(u,v)* # (u,u) (v,0)

para qualquer base {u,v} em T,M de 0. O lema a seguir nos fornece o conceito de
curvatura seccional, cuja demonstragao ¢ direta e serd omitida, podendo ser encontrada

no Capitulo 3 de (O’NEILL, [1983]).
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Lema 2.2.6. Seja o um plano ndo degenerado tangente & M"™ em p com base {u,v}. A

curvatura seccional de o € o nimero

(R(u,v)u,v)

(u,’u)2 — (u,u) (v, v)

K(u,v) =
que independe da escolha da base para o.

Defini¢ao 2.2.17. Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana, p € M™, {e1,...,e,}
um referencial ortonormal geodésico em p e g; = (e;, ;) , para todoi=1,...,n. A curva-

tura de Ricci de M™ é o tensor Ric: X(M) x X(M) — C>(M) dado por
RiC(X, Y) = Z &; <R(X, ei)Y, €i> . (26)
i=1
A simetria de pares do tensor curvatura na Proposicao [2.2.6] implica que o tensor de
Ricci é simétrico. Além disso, a definicao da curvatura de Ricci independe do referencial
ortonormal geodésico escolhido. Se tomarmos o trago na equacao (2.6)) temos a curvatura

escalar de M™

n
S = ZSZ‘ RiC(€i7€i). (27)
i=1
Uma variedade que trabalharemos mais adiante ¢ a variedade Einstein.

Definicao 2.2.18. Uma variedade semi-Riemanniana M™ € variedade Finstein se existe

uma fungdo f € C*(M) tal que
Ric(X,Y) = f(X,Y). (2.8)

A conexidade de uma variedade Einstein M™, com n > 3, implica que f é constante

em (2.8)). No caso n = 3, a curvatura seccional é constante. Sendo M™ Einstein, em ({2.7))

obtemos
S =Y eRicles, e;) =Y ef lesyei) =Y i f =nf,
i=1 i=1 i=1
ou seja,
S
= _. 2.9
=2 29)

2.2.6 Operadores Diferenciaveis

Apresentaremos alguns operadores em variedades semi-Riemanninas que serao tteis ao
longo do trabalho. Deixemos fixados uma variedade semi-Riemanniana M", {ei,...,e,}

um referencial ortonormal geodésico em p € M" e €; = (e;, ¢;) .
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Definigao 2.2.19. Seja f € C>*°(M). O gradiente de f, denotado por Vf, é um campo

em M™ tal que
(Vf,X) =df(X)=X(f), (2.10)

para todo X € X(M).

No sentido da Definigdo [2.2.19] um ponto p € M™ é ponto critico de f se Vf(p) =

Em termos do referencial ortonormal geodésico {ey,...,e,}, escrevemos

Vf :zn:€i <Vf7€Z> e; e X = zn:gj <X,€j> €;

i—1 j=1

Assim, reescrevemos a equagao (2.10)) como

X(f)=(Vf,X)= Z gigj (V[ e) (X, e;) (i, €5) Z:eezeZ (X, e;). (2.11)

2,j=1

O gradiente de uma func¢ao suave satisfaz as seguintes propriedades:
Proposicao 2.2.7. Sejam f,g € C*(M) e ¢ : R — R uma fung¢io suave. Entao,
(1) NV(f+9)=V[f+Vy;
(2) V(fg) = fVg+gVf;
(3) V(o(f)) = ¢()VF.
Demonstracao. Considere X um campo suave arbitrario em M". Pela definicao,
(V(f+9),X) = X(f +9) = X(f) + X(g9) = (V, X) +(Vg, X) = (V[ + Vg, X),

implicando que
(V(f+g9) = (Vf+Vyg),X)=0

e entdo V(f + g) = Vf + Vg, provando o item (1).

Para o item (2), note que

(V(fg), X)=X(fg) = fX(g9) +9X(f) = f(Vg,X)+g(V[f,X)=([Vg+gV[ X)

e assim
(V(fg) = (fVg+gVf),X)=0

resultando em V(fg) = fVg+ gV .
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Por 1ultimo, seguindo de modo analogo

(V(ef), X) = X(of) = ¢'(/)X(f) = ¢'(/) V], X) = (¢'(f))V S, X)

implicando que

(V(of) = ¢ (f)IVS. X) =0,
ou seja, V(of) = ¢'(f)Vf.

Outro conceito importante é o da divergéncia de um campo vetorial.

Definicao 2.2.20. Seja X um campo vetorial suave em M™. Definimos a divergéncia de
X como a fungao div X : M™ — R dada por

n

div(X)(p) = Y i (Ve X(p), i)

i=1

As seguintes propriedades sao validas para o divergente:
Proposigao 2.2.8. Sejam f € C*(M) e X,Y € X(M). Entao,
(1) div(X +Y) = div(X) + div(Y);

(2) div(fX) = X(f) + f div(X).

Demonstracao. Observe que pela linearidade da conexao e da métrica,

n

€ <Vei (X + Y)(p)> ei) - Z: & <ver(p) + VEiY(p)7 €i>

€; <VeiX(p)7 61‘) + Z &; <V€iy(p)7 €i>

=1

div(X)(p) + div(Y)(p),

I
NE

div(X +Y)(p)

.
Il

Il

@
Il
—

o que demonstra o item (1). Utilizando a reescrita em ([2.11]), ainda temos que

n

g (Ve,(fX)(p),ei) =D i (e [)(0)X(p) + f(p)Ve, X (D), €:)

=1

|

@
I
-

div(fX)(p)

n

giei(f)(p) (X(p), &) + f(p) D€ (Ve, X(p), €s)

i=1

|

s
I
—

X(f)(p) + f(p)div X(p),

como queriamos mostrar.
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Em uma variedade Riemanniana podemos escrever a contragao (cf. Definigao(2.1.13)) do
elemento volume da variedade com respeito a um campo suave em termos da divergéncia

deste campo, em outras palavras,

Lema 2.2.7. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, X wm campo suave em M" e

w=1ix(dM) a (n — 1)—forma contra¢io de X na dire¢ao de dM. Entao,
dw =div(X)dM e |w|=]|X]|.

Demonstracao. Escrevamos

X = Z fie;
onde f; = (X, ¢;).
Sejam w;, ¢ = 1,...,n, 1-formas diferenciais em M™ tais que w;(e;) = d;;. Escolhamos
campos Xj = >0 fjxej, com k =1,...,n e notemos que

wi(Xi) = w; (z”: fjkej) = 2": firwi(e;) = fir.
=i =1

Assim,

Entao, dM = wy A ... Aw,. Denotando 6; = w; A ... AN@w; A ... A\ w,, onde Ww; representa

que w; foi omitido, podemos escrever pela Proposicao [2.1.5]

n

ix(dM) =Y (=1)*" f6;. (2.12)

i=1
Derivando (2.12)) temos,

n n

ST(=1)(fi0:) = (1) df A6 + Xn:(—l)”lfi Adb;.  (2.13)

i=1 =1 =1

Sendo {wy,...,w,} uma base para o espago das 1-formas, escrevemos

dfl = Z dfi(ej)wj.
j=1
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Por definigao df;(e;) = e;(f;) e considerando que w; A w; = 0, na primeira parte da soma

em ([2.13]) teremos

(=) df; A O; = (—1)7H! (Z dfi(ej)wj) AW A ANDEA A wy
7j=1

= (=DM dfi(e))ws Awi A AT A ... Awy (2.14)
= (—1)i+1(—1)i_1dfi(ei)w1 VANIAN W; VANPIRAN Wn
Logo, substituindo ([2.14)) em (2.13)), obtemos
i=1 i=1
Perceba que df; possui todos os termos com alguma derivada de algum wy. Como {ey, ..., e,}

é um referencial geodésico em p, temos que
dwy (e, €5) = eiwr(e;) — ejwi(es) — wi(les, €j]) = —wr(Ve,e5 — Ve e5) = 0,

o que implica que df; = 0, anulando a segunda soma em ([2.15)). Além disto, como V. .e; =
0,
ei( fi) = ei (X, e) = (Ve, X, €5) + (X, Vee5) = (Ve, X, €5)

Portanto,
n

dulp) - (Z (V.X,e) <p>) AM = div(X)(p)dM.

i=1
Como p € M™ é arbitréario, segue que dw = div(X)dM. Por fim,
W = fix(dM)]P =3 (X, e)* = |X|*.

i=1

]

A partir da definicao do divergente podemos obter a definicdo do Laplaciano de uma

funcao.

Definigao 2.2.21. Se f é uma func¢io suave em M™, dizemos que Af = div(Vf) € o
Laplaciano de f.

A proposicao a seguir reine algumas propriedades do Laplaciano.

Proposigao 2.2.9. Sejam f,g € C*(M) e X,Y € X(M). Entdo,



45

(1) A(f+g)=Af+ Ag;
(2) A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg).

Demonstragio. Pelas propriedades do gradiente e do divergente nas Proposicoes [2.2.7] e

[2.2.8| respectivamente, temos
A(f+g) =div(V(f +9g)) = div (V) +div(Vy),
provando o item (1) desta proposi¢ao. Além disso, ainda pelas Proposiges e ,
A(fg) = div(V(fg)) = div (fVg) +div (¢V [)
= (Vg)(f) + fdiv(Vg) + (VF)(9) + g div (V)
= fAg+gAf+2(V [, Vyg),
o que mostra o item (2). O
Concluiremos esta secao com a defini¢do a seguir:
Definigao 2.2.22. Se f € C*(M), dizemos que f é
(1) harmoénica, se Af =0 em M™;
(2) superharmonica, se Af <0 em M™;

(3) subharmonica, se Af >0 em M".

2.2.7 Orientacao Temporal

Nesta subsecao trataremos de variedades Lorentzianas, variedades semi-Riemannianas
de indice constante igual a 1, cuja dimensao é maior ou igual a 2.

Seja V' um espaco vetorial Lorentziano e denotemos por 7 o conjunto de todos os
vetores tangentes tipo-tempo em V. Para cada u € T, definamos o cone tipo-tempo de V'
contendo u por

Cu) ={v eT:{(uv) <0} (2.16)
Cada espaco vetorial Lorentziano V' possui dois cones tipo-tempo, o ja expresso em (2.16))
e

C(—u) ={veT:(uv) >0}
Sendo |u| = | (u,u) |2, a proposicdo a seguir nos d4 uma relacio entre os dois cones e

apresenta a desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa para vetores tangentes tipo-tempo.
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Proposigao 2.2.10. Sejam u,v € T. Entao,

(1) O subespago {v}+ € tipo-espaco e V = span{v} @ {v}*. Particularmente, T ¢ a
unido disjunta de C(v) e C(—v);

(2) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa)
[ (v, w) [ = [o]|w],
ocorrendo a iqualdade se, e somente se, v e w sao linearmente dependentes,
(3) Sev e C(u), temos que w € C(u) se, e somente se (v,w) <0

Demonstrag¢ao. Para o item (1), como v é um vetor tipo-tempo, entdo ind (span {v}) = 1.
Além disso, span {v} é ndo degenerado, ou seja, sendo x = av € span{v} para algum
a € R, entao, como (v,v) < 0, temos

(r,7) =0 = da*{(v,v)=0 = a=0.
implicando que z = 0. Sendo assim, pelo Lema [2.2.2]

V = span {v} & (span {v})" = span {v} & {v}*. (2.17)

Pela equagao ([2.1),
1 =ind (V) = ind (span {v}) + ind ({v}*) = 1 + ind ({v}*),
ou seja, ind ({v}+) = 0, e assim {v}+ é tipo-espago. Com isso mostremos que T =
C(v) UC(—v).
Se z € T, entao (z,z) < 0. Escrevendo z = av + w pelo que foi obtido em ((2.17)), se

a > 0, temos

(z,v) = (av + w,v) = a(v,v) <0
garantindo que z € C'(v). Caso a < 0,
(z,v) =a(v,v) >0

implicando que z € C(—v). De qualquer modo, z € C(v) U C(—v) e assim T C C(v) U
C(—v).
Reciprocamente, suponha que z € C'(v) U C(—v). Se z € C(v), temos (z,v) < 0 e se

z € C(—w), entdo (z, —v) < 0. Em qualquer caso, z € T. Portanto,

T =C(v) U C(—v).
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Para mostrarmos o item (2), a partir de (2.17)), escrevamos w = av + @. Como {v}*+ é
tipo-espago pelo item (1), temos que (w,w) > 0. Sendo w € T, temos (w,w) < 0. Deste

modo,
(w, w) = {av + W, av + W) = a* (v,v) + (0, 0) = (w,w)— (D, D) = a*{v,v).

Logo, utilizando a equagao anterior,

visto que — (w,w) (v,v) > 0. Por fim, a igualdade ocorre se, e somente se, (1, w) = 0, ou
seja, w = 0 e assim w = av.

Na demonstrac¢ao do item (3) podemos supor que u é unitario, pois C(u/|u|) = C(u).
Suponha que w € C(u) e escrevamos v = au + 0 e w = bu + W a partir do obtido em

para span {u}, onde 9, w € {u}*. Como u, v e w sdo tipo-tempo,
(u,uy = —1, (v,0) <0 e (w,w) <O0.
Desde que {u}* é tipo-espaco, temos
(5,7) >0 e (@) > 0.

Assim, utilizando que — (u,u) = 1,
(v,v) <0 = {au+Dau+7) <0 = a*(uu)+ (0,0 <0 = |3|<|al
De modo andlogo, encontramos que || < |b|. Logo,

(v,w) = (au + 0, bu + ) = ab(u,u) + (v, W) = —ab + (v, W) . (2.18)
Por hipétese v € C(u), entao

(v,u) <0 = (au+0,u) <0 = a(u,u) <0,
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ou seja, a > 0. Como w € C(u),
(u,w)y <0 = (u,bu+w)<0 = b(u,u) <0,

implicando que b > 0. Assim, utilizando que |9|[@w| < |a||b] = ab e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz cléssica para | (0,) |, obtemos a partir de ([2.18])
(v,w) = —ab+ (v,0) < —ab+ | (0, ) | < —ab+ |v||w| < —ab+ ab = 0.

Para a volta, suponha que (v,w) < 0, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

usual temos —|0||w| < (v, W), garantindo a seguinte sequéncia de implicagdes:
(v,wy < 0= —ab+(0,w) < 0 = —ab—|0||w] < —ab+ (v,0) < 0 = —ab—|0||w| < 0.

Deste modo,

0 < ab+ |v||w| < ab+ alb| = a(b+ |b]).

Como a > 0, devemos ter que

b+ [b| > 0. (2.19)

Se tivermos b < 0, entdo |b] = —b, o que nao pode ocorer, pois contradiz a desigual-

dade ([2.19)). Portanto b > 0 e, consequentemente,
(u,w) = —b <0,

como queriamos.

]

Sejma M™ uma variedade de Lorentz, p € M™ e apliquemos o que foi visto ao espago
vetorial V' = T,M. Como existem dois cones e nao temos uma maneira intrinseca de
distingui-los, escolher um deles significa orientar temporalmente 7, M. De maneira mais

especifica,

Definicao 2.2.23. Seja 7 uma funcao que associa cada pontop € M™ um cone tipo-tempo
7, em T,M. Esta fungao é diferencidvel se para cada p € M™, existe um campo V' em uma
vizinhanga U de p tal que V(q) € 7, para cada q € U. A fungio T é dita orientagio

temporal de M™ e diremos que M™ esta temporalmente orientada.

O teorema a seguir nos garante uma maneira equivalente de mostrar que M" é tem-

poralmente orientada.
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Teorema 2.2.3. Uma variedade Lorentziana M™ € temporalmente orientada se, e so-

mente se, existe um campo N € X(M) tipo-tempo globalmente definido em M™.

Demonstracao. Suponha que M"™ é temporalmente orientada, ou seja, existe uma funcao
diferenciavel 7 que associa cada ponto p € M"™ um cone tipo-tempo 7, € T,M. Pela
diferenciabilidade, para cada p € M™ existe um campo Xy definido em uma vizinhanca U,
de p tal que Xy(q) € 7, para todo ¢ € U. Consideremos a familia {U, } destas vizinhancas,
que claramente formam uma cobertura para M™, junto com os campos vetoriais associados
Xu,. Seja {f,} uma particdo diferencidavel da unidade subordinada a esta cobertura,

satisfazendo os itens da Defini¢do [2.1.16], e considere o campo

N =3 fuXu,. (2.20)

Pela Defini¢ao[2.1.16| a familia {U,} é localmente finita. Entao a soma ([2.20)) ¢ finita para
cada ponto em M™ e N esta bem definido. Além do mais, dado p € M",

(N N0 = (3 £ e ) > )X, ) - X 1050 (00, X0, ).

Como Xy, (p), Xv,(p) € 7p, pela Proposicao [2.2.10}
<XUa(p)7XU5(p>> <0.

Desde que 0 < f,(p) < 1, segue que

(N(p), N(p)) <0,

ou seja, N(p) é tipo-tempo sendo p arbitrario. Portanto, N é campo tipo-tempo global-
mente definido em M™.
Reciprocamente, suponha existe um campo vetorial tipo-tempo N definido em toda

M™ e defina a aplicagdo 7 como
7 = C(N(p)).
Com isso, ja temos que 7 ¢é diferenciavel e, portanto, determina uma orientacdo temporal
em M"™.
O

Assim, a escolha de um campo tipo-tempo globalmente definido em M™ é o que nos
dard a orientagdo temporal de M™ e diremos simplesmente que M" esté orientada (ou é

orientavel).
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Exemplo 2.2.4. O espaco de Lorentz-Minkowski L™ possui o campo de vetores

6n+1:(0,...,1>

globalmente definido e tipo-tempo. Portanto, "' é temporalmente orientado.

2.3 IMERSOES ISOMETRICAS

Definigao 2.3.1. Sejam M"™ e M wvariedades semi-Riemannianas com métricas g e g,

. . ~ 7Fm . ~
respectivamente, onde m > n. A aplicagio ¢ : M™ — M~ é uma imersdo se para cada

peM"

d(pp : TPM — Tw(p)M
¢ injetiva e isométrica se
9(u, v) = g(dpp(u), dpp(v)).

para todos u,v € T,M.

Considerando ¢ : M™ — M com M" variedade diferenciavel e M variedade semi-
Riemanniana com tensor métrico g7, podemos definir naturalmente uma métrica em M"
pela expressao g = ¢*(g). Essa métrica é conhecida como métrica do pullback.

No que segue, a variedade M sera chamada de variedade ambiente e o niimero nio
negativo k = m — n de codimensao da imersao . Além disso, elementos munidos com
uma "barra' sobre ele sdo elementos da variedade ambiente M, salvo a métrica que serd
denotada por () tanto quando se tratar da variedade ambiente como da variedade imersa.

Seja ¢ : M™ — M uma imersao isométrica. Uma vez que ao redor de cada ponto
p € M™, existe uma vizinhanca U C M™ tal que gp’U ¢ um mergulho sobre ¢(U), pelo
Teorema , podemos identificar U com a sua imagem ¢(U), isto é ¢ é localmente a
aplicagao inclusao. Dessa forma, para cada p € M", o espago tangente 7, M pode ser visto

como um subespago ndo degenerado de T, M e escrevemos, a partir do Lema 2.2.2)

T,M =T,M & (T,M)*
em que (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Os vetores em T,M sao

ditos tangentes enquanto os vetores em (7, M)* sdo ditos normais.

Assim, cada u € T,M pode ser escrito unicamente da forma

u:uT—i—ul,
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0 que motiva a seguinte definicao:

- ~ . N rm . o . . ~ .

Definigao 2.3.2. Sejam M~ uma variedade semi-Riemanniana com a conexdo de Levi-
o e ~ S m . ~ . , . ~ o .

CwitaV e : M™ — M uma imersao isométrica. Entao dados campos vetoriais X,Y €

X(M), temos que

VxY = (V)T + (VxY)*h

Com relagio a (VxY)", pode-se mostrar que é uma conexdo afim, simétrica e compativel
com a métrica de M™. Seque da unicidade da conexdo de Levi-Civita no Teorema [2.2.1

que (V)T € a conexdo de Levi-Civita de M™ e denotamos por V.

Assim obtemos a formula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y), XY eX(M), (2.21)

a qual define a aplicacao

a: X(M) x X(M) — X(M)*

chamada de Sequnda Forma Fundamental da imersdo o, onde X(M)+ denota o conjunto
dos campos normais em M".

Se X,Y € X(M), pelas propriedades das conexoes de Levi-Civita V e V temos que
a aplicagao a : X(M) x X(M) — X(M)* dada por a(X,Y) = VxY — VxY ¢ bilinear e
simétrica.

Consideremos os campos de vetores X € X(M) e £ € X(M)™*, e denotemos por Ag(X)

a componente tangencial de — Vx&, isto é,
A(X) = = (Vx9)".

Para cada Y € X(M), pela equagao anterior e pela férmula de Gauss em (2.21)), temos

(Vx' 4+ (VxOTY) + (£, VxY + (X, Y))
(—Ae(X),Y) + (£, (X, Y)).

Deste modo,

(Ae(X),Y) = (a(X,Y),€). (2.22)
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Em particular, a aplicagdo A : X(M) x X(M)+ — X(M) dada por A(X, &) = A¢(X)
é bilinear sobre C*°(M). Assim, a aplicagdo A¢ : X(M) — X(M) é linear sobre C>*°(M) e
autoadjunta por (2.22)), isto é

(Ae(X),Y) = (Ae(Y), X),

para todos X,Y € X(M). A aplicacao A, é chamada Operador de Weingarten da imersao
©.

A componente normal de V x&, que é denotada por V¢, define uma conexdo compa-

tivel com o fibrado tangente normal T'M+ no seguinte sentido:
VE X(M) x X(M)*: — X(M)*
¢ C*°(M)-linear em X, R-linear em & e para todo f € C*(M),

Vx(f€) = [VxE+ X(f)E

Além disto, V* é compativel com a métrica, ou seja,

X&) =(Vx&n) + (£, Vxn), &neX(M)*,

onde (,) é a métrica de M. Dizemos que V= é a conexao normal de ¢ e obtemos a férmula
de Weingarten
Vxé=—Ac(X) + VxE (2.23)

A partir da segunda forma fundamental, introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3.3. A subvariedade M™ € dita ser totalmente geodésica quando a sequnda

forma fundamental de M™ em M € identicamente nula, isto é o = 0.

Ao considerar o traco da segunda forma fundamental, definimos uma importante quan-

tidade geométrica, a saber,

Definicdo 2.3.4. O vetor curvatura média de M™ em M ¢é o traco da sequnda forma

fundamental. Mais especificamente,

H= - tr(a). (2.24)
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Uma vez que o operador A¢ é simétrico em cada diregao £ € X(M)* podemos definir

a curvatura média em cada diregao £. Isto é, se {ey,...,e,} é um referencial ortonormal

ao longo de M™, de (2.22)) e ([2.24)), escrevemos
1 & 1 & 1
(H,8) = > eilale e), §) = > _eilde(e) ei) = —tr(Ae). (2.25)
i=1 i=1

Uma condicao mais fraca que a de uma imersao totalmente geodésica é uma imersao

com vetor curvatura média nulo.

Definicao 2.3.5. Seja M™ wma subvariedade de M. Dizemos que uma imersao isomé-

trica M™ possui vetor cuvatura média nulo se H(p) = 0 para todo p € M™.

. . . . ;.. ——Fn+1
A partir de agora, iremos supor que M™ seja uma hipersuperficie imersa em M "~ ou

seja, que a imersao tem codimensao k£ = 1. Vamos supor também que existe um campo
vetorial suave normal e unitario N, globalmente definido sobre M". Uma vez que s6 ha
duas escolhas para o campo normal unitario, N e — N, segue que o operador de Weingarten
é unico a menos de um sinal. Por esta razao, denotaremos o operador Ay simplesmente
por A.

Sejam X,Y € X(M)ee = (N,N) = £1. Uma vez que a(X,Y’) é um campo de vetores
normais e (T,M)+ = span{N} para cada ponto p € M", devemos que a(X,Y) = gN,
para alguma funcao g € C*°(M). Dai,

((X,Y),N) = g(N,N) = eg.
Pela identidade ([2.22]), escrevemos
g=¢ela(X,Y),N) = e(A(X),Y),

onde

a(X,Y) = e(A(X),Y)N.

Logo, de (2.21)) obtemos a formula de Gauss para hipersuperficies,
VxY =VxY +e(A(X),Y)N. (2.26)
Por outro lado, tomando X € X(M), temos da férmula de Weingarten (12.23)

VxN = —A(X)+ VxN. (2.27)
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Uma vez que (N, N) = ¢ é constante, tomando a derivada na dire¢ao de X,
0= X(N,N) =2(VyxN,N),

resultando que V% N = 0. Substituindo em (2.27)), obtemos a férmula de Weingarten para
hipersuperficies

A(X) = —VyN. (2.28)

No caso de hipersuperficies, o vetor curvatura média e a fun¢ao curvatura média de

—mn+1 - .
M"™ em M sao dados, respectivamente por

H="t(AN e H="

n n

tr(A). (2.29)

. o) 5 n+1 .
Consideremos, agora, os tensores de curvatura Re Rde M~ e M"™, respectivamente.
A seguinte proposicao relaciona estes dois tensores por meio da segunda forma fundamen-

tal.

Proposicao 2.3.1 (Equagoes Fundamentais das Imersoes Isométricas). Seja M™ uma
hipersuperficie imersa isometricamente em att Entao, para todos X, Y, Z, W € X(M),

temos
(1) Equacio de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + £(A(Y), Z) (A(X), W) 2.30)
— £{A(X), Z) (A(Y), W) |

(2) Equagio de Codazzi

(R(X,Y)N)T = (VxA)Y — (VyA)X. (2.31)

Demonstragido. Para demonstrar o item (1) vamos desenvolver R(X,Y)Z. Note que,

R(X,Y)Z = -VxVyZ+VyVxZ + Vixy|Z,
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onde pelas formulas (2.26)) e (2.28]) de Gauss e Weingarten para hipersuperficieis, respec-

tivamente, temos
~VxVyZ =-Vx(VyZ+e(A(Y),Z)N)
= —Vx (VyZ) = Vx (e (A(Y),Z) N)
= —VxVyZ - (A(X),VyZ) N — X (e (A(Y), Z)) N

(2.32)

—e(A(Y),Z)VxN

= -—VxVyZ+[-e(AX),VyZ) — X (e (A(Y),Z))] N
+e(A(Y), Z) A(X)
Analogamente,
VyVxZ =VyVxZ+[e(AY),VxZ)+Y (e (A(X), Z))| N (2.33)
— < (A(X), 2) AY) |

v[)gy]Z:V[X7y}Z+€<A([X,Y]),Z> N. (234)

A soma das equagoes (2.32)), (2.33) e (2.34) nos fornece R(X,Y)Z e o produto com o

campo tangente W anula as partes normais. Além disso,
—VxVyvZ+VyVxZ+ V[Xy]Z = R(X, Y)Z

Logo,

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) + e (A(Y), Z) (A(X), W)
como queriamos mostrar.
O item (2) também decorrerd de um desenvolvimento direto da expressao, além das

formulas (2.26)) e (2.28) de Gauss e Weingarten para hipersuperficieis, na respectiva ordem.
De fato,

R(X,Y)N = =VxVyN + VyVxN + Vixy)N
= VxAY) - VyA(X) — A([X,Y])
= VyxA(Y) 4 £ (AX), A(Y)) N — Vy A(X) — e (A(Y), A(X)) N (2.35)
— A(VxY)+ A(VyX)
=VxA(Y) - A(VxY) - VyA(X) + A(VyX).
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Observe que a equacao (2.35)) mostra que R(X,Y )N ndao possui parte normal. Assim,

(R(X,Y)N)" = R(X,Y)N. (2.36)

Pela Definicao [2.2.15]
—(VyA) X = —VyA(X) + A(VyX) (2.37)
(VxA)Y =VxAY) - A(VxY). (2.38)

Substituindo (2.36)), (2.37) e (2.38) em (2.35)), obtemos

(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA) X.
O

. —n+1 . . .
No caso em que o espaco ambiente M possui curvatura seccional constante igual a

C, sabemos que

RX.Y)Z = C((X,2)Y — (Y, 2)X)), (2.39)

para todos X,Y, Z € X(M). Uma vez que N € X*+(M), segue de (2.39) que R(X,Y)N =0
caso X, Y € X(M). Assim, as equagoes de Gauss e Codazzi se escrevem de maneira mais

simples, ou seja,
(1) Equagao de Gauss

(RIX,Y)Z,W) =C (X, Z)(Y,W) =Y, Z) (X, W)) (2.40)
—e{A(Y), Z) (A(X), W) + e(A(X), Z2) (A(Y), W) ; |
(2) Equagao de Codazzi
(VxA)Y = (VyA)X. (2.41)

Os espacos Euclidiano e de Lorentz-Minkowski sao exemplos de variedades de cur-
vatura seccional constante igual a zero. A seguir daremos dois exemplos de variedades

Riemannianas com curvatura seccional nao nula. A primeira delas é a esfera unitaria em

R+,
Exemplo 2.3.1. A esfera unitdria n-dimensional

S*={peR"™; (p,p) =1}
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tem curvatura seccional constante iqual a 1, se n > 2.
Sejam V a conexdo de Levi-Civita de R™ e Z(p) = p o campo em R™ ™ que associa

p € S" ao vetor posi¢io unitdrio p. Dado qualquer X € X(S"™) temos
Vxp = X.
Desde que (p,p) = 1, derivando covariante ambos os lados, obtemos
0=X ((p.p)) =2(Vxp,p) = 2(X,p)

implicando que o campo posiciao unitdario é normal a T, (S™). Assim, definamos o campo
normal em S™ por

N(p) = —p.

O operador de Weingarten serd dado por

ou seja,

para todo campo suave X em S™. Seja {X,Y} uma base de um plano tangente 4 S™ nao
degenerado. Como a curvatura seccional do R"™ é constante igual a zero e (N, N) =1 =

e, da equacao de Gauss em ([2.40) obtemos

(R(X,Y)X,Y)
<X>X> <Yv Y> o <X’ Y>2
_ —{AY), X) (AX), Y) + {A(X), X) (A(Y), Y)
<X>X> <Ya Y> o <X7Y>2
Y, X) (X,Y) + (X, X) (Y, Y)
<X7X> <YaY> o <X7Y>2

K(X,Y) =

=1
Desde que o plano tangente foi escolhido arbitrariamente, seque que S™ possui curvatura
seccional constante igual a 1.

O segundo exemplo é o espaco hiperbélico em L™,

Exemplo 2.3.2. Definimos o espago hiperbolico n-dimensional como a hiperqudadrica de
L dada por
H" = {x ¢ L™ (z,2) = —1, 2,1 > 1}. (2.42)



o8

Mostraremos que H" é uma subvariedade Riemanniana de codimensdo 1 de L™ com
curvatura seccional constante igual a —1.
Primeiro mostremos que H™ é a imagem inversa de valor regqular de alguma func¢ao

suave f. Considere a aplicacdo suave f : L™ — R como sendo

f(p) = (p,p) + 1.

Observe que H" = f~1(0), entdo mostremos que zero é valor regular de f.
Dados p € L™ e v € T,(L™), seja o : (—d,0) — L™ wma curva diferencidvel tal
que a(0) = p e o/(0) = v. Considere que V é a conezio de Levi-Civita de L™, Pela

Definicao de gradiente,

(TF0),0) = dhy o) = S (Foa)] _, = 5 (ol a() +1)|

= T = (2a(0),a'(0)) = (2p,v).

t=0
Como v é arbitrdrio, temos que V f(p) = 2p. Deste modo, V f(p) = 0 se, e somente se,
p = 0 e esta igualdade nao ocorre para pontos p € H™. Logo, zero é valor reqular de f e
portanto f~1(0) = H" é subvariedade de L"*! pela Proposicio[2.1.9,

Para mostrar que é subvariedade Riemanniana, devemos obter que ind H" = 0. Para

isso, seja p € H" e notemos que T,(H") = ker (df,). Assim, se v € ker (df,), temos

0=df,(v) = (Vf(p),v) = (2p,v) = 0=(p,v).

Logo,
T,(H") = {v € L™ : (p,v) = 0}.

Analisemos o conjunto span {V f(p)}. Primeiramente note que span {V f(p)} = (T,(H"))".
Além disso, se v € T,(H") Nspan{V f(p)}, entio v = aV f(p), para algum a € R, e
(p,v) = 0. Assim,

0= (p,v) = (p,aVf(p)) = 2a (p,p) = 20,

ou seja, a =0, entaov =10 e
T,(H") Nspan {V f(p)} = 0
para todo p € H". Assim, pela Proposicao ESCTEVEMOS
T,(L*) = T,(H") & span {V f(p)}. (2.43)

Desde que span{V f(p)} tem dimensdo igual a 1 e, para p € H", temos (p,p) = —1 < 0

obtemos

(V). VIp)=4(pp)=—-4<0
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implicando que ind (span {V f(p)}) = 1. A partir da soma direta em (2.43)) e pela equagdo
do indice em ([2.1)),

1 = ind (L") = ind (T,(H")) + ind (span {V f(p)}) = ind (T,,(H")) + 1,

ou seja, ind (T,(H")) = 0 e portanto H" € subvariedade Riemanniana.
Em relagao a curvatura seccional, vamos sequir de maneira semelhante ao Fxrem-
plo . Jd temos que (Tp(]HI”))L ¢ gerado por YV f(p), para cada p € H". O campo

normal unitario em H" serd

V(p)
M=
donde (N,N) = —1 =¢e. O operador de Weingarten para cada p € H" e X € T,(H)" serd
dado por
AX(p) = =VxpN(p) = =Vxpp = —X(p),
isto €,

A(X) = -X

para todo X € X(H").
Sendo {X,Y} uma base de um plano tangente ndo degenerado a H", desde que a

curvatura seccional de IL""t é constante igual a zero, a equagdo de Gauss em ([2.40) nos

fornece
Kxy) -  (BEXYIXY)
(X, X) (VY) - {X,Y)
_ (AY), X) {AX),Y) — (A(X), X) (A(Y),Y)
(X, X) (YY) = (X, >
_ Y X)(EXY) - (=X X) (YY)
(X, X) (Y,Y) — (X,7)?
(X,Y)’ = (X, X) (¥,Y)
(X X) (YY) - (X,Y)

=—1.
A arbitrariedade na escolha do plano tangente resulta que H™ possui curvatura seccional

constante igual a —1.

2.3.1 Hipersuperficieis Tipo-Espaco

Abordaremos algumas propriedades de hipersuperficie tipo-espago M™ imersa isome-

. . . ———Fn+1 . . , .
tricamente em uma variedade Lorentziana M . Para isto, vejamos quem ¢ esta hiper-
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superficie.

Definicao 2.3.6. Uma hipersuperficie M™ da variedade Lorentziana M e tipo-espaco

Y . . . —n+l . .
se a sua métrica induzida pela imersio ¢ : M™ < M é Riemanniana.
Um resultado de grande utilidade é o relativo a orientagao temporal de M™.

Proposicao 2.3.2. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espago de uma variedade Lorent-
ziana M temporalmente orientada. Entao M"™ admite campo vetorial suave, normal,

unitdrio e tipo-tempo N € X(M)* na mesma orientacdao de temporal de VA

Demonstragao. Seja X o campo vetorial tipo-tempo que orienta temporalmente M De
acordo com a Proposicao , o conjunto T de todos os vetores tipo-tempo em mtt
é C(X(p)) U C(—X(p)). Entdo, para cada ponto p € M™ defina N(p) como sendo um
vetor unitario em (7,M)* de modo que N(p) € C(X(p)). Substituindo N(p) por —N(p)
quando for necessario, obtemos um campo vetorial unitario e tipo-tempo, normal a M".

Para a suavidade, seja p € M" e {ey,...,e,} um referencial ortonormal em p. Assim,
n
Y=X-X"=X-> (X,e)e
¢ campo suave e normal a M", onde

VYY) = <X ZEH:IXQ ez,X—zn:<X,ej>ej>

n

— (X X) 23 (Xt 3
=1 "fl (2.44)
>

= (X, X) —QZXeZ -

znxX ei)

=1

Escrevendo X como sua parte tangente e normal obtemos,

.M§

X =Y"(X,e)ei — (X,N)N,

=1

implicando que

=Y (X, e)? — (X, N)*. (2.45)
=1

Substituindo em ([2.44)) temos

(YY) =—(X,N)* <0,
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garantindo que Y é tipo-tempo. Além disso, por ([2.45)

(Y, X) = < S (X, ey e, X >_ > (X,e)’ = —(X,N)* <0.
i=1 i=1

Portanto Y (p) € C(X(p)) e, consequentemente, N(p) =Y (p)/|Y (p)| é suave em p. Como
p é arbitrario, segue que N é suave.

O

Sabe-se que qualquer hipersuperficie tipo-espago pode ser vista localmente como um
grafico sobre um subconjunto aberto de um hiperplano tipo-espaco. Assim, o exemplo a
seguir trata de hipersuperficieis que sao o grafico de alguma func¢ao suave definida em um

dominio conexo do R™.

Exemplo 2.3.3. Seja Q C R" um dominio conexo de R". Definimos o grdafico vertical

sobre ) determinado pela fung¢ao suave u € C*()) pelo conjunto
Graf (u) = {(z,u(z)); 2 € Q} C R, v ={0,1}. (2.46)

Dizemos que um grdfico € inteiro se £ = R". Vamos mostrar que Graf (u) é uma subva-
riedade Riemanniana completa, ndo compacta e orientada de R"™t. Além disso, se existe

uma constante positiva c tal que
|Dul|gr < ¢ <1, (2.47)
a mesma conclusio € vdlida para L™+,
Definamos f: Q x R C R**! — R por
flx,t) = —u(z) + t.

Vamos mostrar que V f(p,t) # 0, para qualquer (p,t) € Q x R. De fato, considere v €
T,(2xR)ea: (=4,0) = QxR tal que a(0) = (2(0), h(0)) = pea/(0) = (2/(0), 2'(0)) = v.

Deste modo,

d d
(Vfp)v) =dfp(v) = —(fea)] =—(-ulz(s))+h(s))| = {(=Du(p)e);v),
ds s=0 ds 5=0
onde € = 1 ou € = —1, a depender do ambiente ser R"™! ou L"*!, respectivamente, e D

é o operador gradiente em R"™. Como v é arbitrario e a métrica é ndo degenerada, temos

que Vf = (—=Du,e). Assim, Vf(p) # 0 para todo p € Q2 x R, implicando que qualquer
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valor de p é regular. Logo, f~!(0) = Graf(u) é subvariedade de R"™! de acordo com a
Proposigao [2.1.2]

Observe que Graf(u) tem codimensao igual a 1 e que para pontos p € Graf(u) temos
V f(p) ortogonal a qualquer v € T,(Graf(u)). Logo, mostremos sob quais condi¢oes V f é

tipo-tempo. Sendo € = —1, teremos que

(Vf(p), Vf(p)) = [Du(p)]” - 1.

implicando que V f(p) é tipo-tempo se, e somente se, |Du(p)| < 1. Sob esta condigao,
pela Proposicao [2.2.10, {V f(p)}*+ = T,(Graf(u)) é tipo-espago, ou seja, Graf(u) é tipo-
espaco. Consequentemente, pela Proposicao Graf(u) é orientavel. Além do mais, a

orientacao ¢ dada por
N Vf  (=Du,g)

VAL 1+ el Dul?

Para a completude em R, tomemos um grafico inteiro, isto é, 2 = R™. Provemos a

seguinte afirmacao:

Afirmacao: Se « : [0,a) — Graf (u) é uma curva divergente, entdo 8 : [0,a) — R™ é
uma curva divergente, onde § é a projecao de a sobre R™ via a aplicagao 7 : Graf (u) C
R"™! — R™ dada por m(x1,. .., T, Tny1) = (T1,. .., Tn)-

De fato, suponha que § nao é curva divergente. Entao existe um compacto K C R"
tal que 3([0,a)) C K. Observe que 7! é continua, entdao 7~ (K) C Graf (u) é compacto
e contém «([0,a)). Isto ndo pode ocorrer, pois a é divergente. Logo devemos ter que 3 é
divergente, o que prova a afirmacao.

Se X é um campo suave em Graf (u), podemos escrever
X =X+06(Du,X)0 (2.48)

onde § = (8,,8,) = £1 e X = (mpn).(X). Assim, dividiremos a prova em dois casos de
ambientes.
Caso 1: = 1.

Temos o ambiente euclidiano R"**. Se « : [0,a) — Graf (u) é uma curva divergente,

desde que o/ é campo em Graf (u) temos por (2.48))

o/ =&+ (Du,a’) 0, = B+ (Du, B') 0. (2.49)
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Como a métrica induzida por R"*! em Graf (u) é dada por (, ) = (, )g. + dt* temos

que
o/)? = (o, o) = (B, )z + (Du, B (0:,00) = |8} + (Du, B) > |8 (2.50)
Entao, por definicao e por
) = [/ ()lds = [ 18(s)lds = 1(9). (2.51)

Pela Afirmacao, se a é curva divergente, entao [ é curva divergente implicando que

[(8) = co. Assim, por (2.51)) temos [(«) = oo e pela Proposigao Graf (u) é completo.
Caso 2: § = —1.

Neste caso o ambiente é L"*!. Pelo que ja vimos neste exemplo, Graf (u) é tipo-espaco
se, e somente se, | Du|gn < 1. Entdo existe constante positiva ¢ < 1 tal que |Dulgs < ¢ < 1.

De modo andlogo, seja « : [0,a) — Graf (u) uma curva divergente e note que de ([2.48])
o =& — <Du, o?/> o, =p' — (Du,B) 0,

onde utilizamos que a métrica induzida por L™ em Graf (u) é (, ) = (, )po — dt*.

Assim,
[P = (o) = (B, ') gn + (Du, 8)° (01, 01) = |B'[jn — (Du, 8)". (2.52)
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz usual
—(Du, 8)* = —|Dul}|B |3
implicando que em (2.52)) temos
o[ > B[ — [DulgnlBl2n = (1= [Dulga) |8z > (1= ¢*)|B'[zn = d|B'[zn,
ou seja, |a’| > V/d - |3'|gn. Por isso,
(o) = Vd-1(B)

Argumentando como no final do Caso 1, através da Proposicao [2.2.5 concluimos que

Graf (u) é completo.
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo apresentaremos os resultados centrais desta dissertagao. Primeiramente
abordaremos dois principios do méximo no infinito obtidos em (CAMINHA 2011)) e (ALIAS;

CAMINHA; NASCIMENTO, [2019) que irdao auxiliar na obtengao dos resultados principais.

3.1 PRINCIPIOS DO MAXIMO
Iniciaremos citando dois resultados que serdao importantes para a demonstracao dos
principios do maximo. O primeiro deles é devido a (GAFFNEY], [1954)).

Lema 3.1.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e nao compacta. Se d € a
distancia Riemanniana em M™ medida a partir de um ponto fixado py € M™ e, para cada
r >0, B(r) é a bola centrada em py de raio r, entao podemos aproximar d por uma fungao

gr tal que

(1) A menos de um nimero finito de t < r, g '(t) é uma hipersuperficie compacta

reqular;
() ldgo| < 3 em g71(0,7]):
(3) g1 (t) C B(t+1)\B(t —1) para t <.

Demonstragio. Veja (GAFFNEY, [1954).

O segundo ¢ uma férmula de co-area para variedades.

Lema 3.1.2. Se W € uma variedade Riemanniana, u é uma funcao diferencidvel com

suporte compacto em W e ¢ : W — [0,00), entdio

[ olaulaw = [ </u—1(t) qﬁdo) d.

Demonstragio. Veja o Corolario 25.9 de (DRIVER] 2003). O

Para o que vem a seguir, precisaremos da seguinte defini¢ao:
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Definicao 3.1.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma fungio f

definida sobre M™ € integrdvel a Lebesgue se

Aﬁ@ﬂM<+m. (3.1)

Denotaremos por LY(M) o espago das fungdes integrdveis a Lebesque em M™.

A proposicao a seguir é uma versao do Teorema de Stokes para variedades Riemanni-

anas completas e ndo compactas encontrada em (YAU, 1976).

Proposicao 3.1.1. Sejam M"™ wuma variedade Riemanniana completa, ndo compacta,
orientdvel e w uma (n — 1)—forma diferencial em M™ tal que |w| € LY(M). Entdo existe

uma sequéncia de dominios B; C By tais que M™ =J; B; e

AMH/(M:O
1—+o00 JB;

Demonstragdo. Seja po € M™ um ponto fixado e considere as aproximagoes g, da fungao

distdncia Riemanniana a py para cada bola B(r) centrada em py de raio r, como no

Lema [3.1.1] Fazendo W = M",u = g, e ¢ = |w| no Lema temos,

[ bl = ([, 1) 32)

Pela condicdo (2) do Lema [3.1.1]

3
dg, <f/ . 3.3
[ lgdwl <3 [ (33)
Assim, substituindo (3.2)) em (3.3]), obtemos

f(/ |m>mg3/|ﬂ.
0 gt @) 2JMm

Escrevendo [0, 7] = [0,7/2] U [r/2, 7], obtemos na desigualdade anterior

/”(/ deLﬁf</ WOdu§3/|M,

0 \Jgrln = \Jo ) 2 J/m
[/ wyﬁ<3/yw (3.4)
= \ o) T 2J/u '

Por outro lado, a fungao f : [r/2,7] — R definida por

fs) = /rjg </g:1(t) |w|> .

o que implica em
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é continua em [r/2,r] e diferenciavel em (r/2,7). Entao, pelo Teorema do Valor Médio,

existe t, € (r/2,r), para cada r, tal que

1) = 1/2)

[t = r—r/2

Sendo f(r/2) =0, segue da equagdo anterior que

2 r
/ quf/ (/ |M>m. (3.5)
gr (tr) T Jr/2 \ gt (t)

Pela desigualdade ((3.4)),

2 v 2 3 3
f/ ‘/ w| ) dt < = i/kﬂ:—/|w.
/2 r 2JM rJM

Em jungdo com a equacao (3.5)), isto resulta que

3
< - . 3.6
Lo el < f el (3.6)

Através do item (1) do Lema podemos usar o Teorema de Stokes [2.1.3] para a

(n — 1)—forma diferencial w em g '(¢,). Entao,

/) cmzz/ ne (3.7)
gr ' ([0:t+]) g (tr)
Por desigualdade modular e por (3.6) temos,
3
/ w| < lw| < - / |w].
o7 (1) ) r
Utilizando a (3.7)) obtemos,
3
/ dwgf/ﬁm. (3.8)
P ((A) rJM

Uma vez que g, satisfaz (3) do Lema entdo g; '([0,t]) C ¢:341([0,ti41]) e podemos
escrever
=g
i
obtendo a primeira parte do resultado desta Proposicao, que ¢é a existéncia dos dominios.
Fazendo r = i na equagdo (3.8]) e tomando o limite de ambos os lados quando 7 tende

para +00, segue que

0<

< / dw
g9; 1 ([0,t:])

Sé/IM —  0< lim
M

1 1—00

w| < lim - /]w[
i—o00 1

/9[1([0t]
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Por hipétese, |w| é integravel e, além disto, 3/i tende a zero quando i tende para +oo.
Logo,

lim =0.
1— 00

/ dw
g; " ([0,t:])

Portanto segue que,

lim / dw = 0
=00 o (fo.4])

que prova a segunda parte da Proposicao.

]

Como aplicagao da Proposi¢ao|3.1.1] mostraremos um principio do maximo no infinito

devido a (CAMINHA, [2011]).

Proposicao 3.1.2. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa, orientavel e X um
campo vetorial suave em M™, tal que div(X) nao muda de sinal sobre M"™. Se |X| €

LY(M), entdo div(X) =0 em M™.

Demonstragdo. Seja w = ix(dM) a contragdo do elemento volume Riemanniano na dire-
cao do campo X. Pelo Lema temos que dw = div(X)dM. Se M™ for fechada, segue
do Teorema de Gauss que

/M div(X)dM = /M dw = 0.

Como ou div(X) > 0 ou div(X) < 0, devemos ter que div(X) =0 em M™".

Suponha que M™ é completa e ndo compacta. Usando mais uma vez o Lema [2.2.7]
temos que |w| = |X|. Como |X| € LY(M) segue que |w| € L1(M). Logo, estamos sob
condicoes de aplicar o Lema a fim de obter uma sequéncia de dominios B; C B;11

tais que M" =J; B; e

i——+00 i——+00

lim / do=0 = lim / div(X)dM = 0,
Bi Bi

implicando que div(X) =0 em M", uma vez que div(X) ndo muda de sinal sobre M".

[]

Uma primeira aplicagdo da Proposi¢ao[3.1.2)é a extensdao do Teorema de E. Hopf para

variedades Riemannianas completas obtida por (YAU, |1976)).

Corolario 3.1.1. Considere uma variedade Riemanniana completa, nao compacta e ori-
entdvel. Se u € C*(M) € uma fungdo subharménica tal que |Vu| € LY(M), entdo u é

harmonica.
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Demonstragio. De fato, fazendo X = Vu temos que | X| é integrével a Lebesgue e como

u é subharmonica de acordo com a Definigao [2.2.22] temos
div(Vu) = Au > 0.

Pela Proposicao [3.1.2 div(Vu) = 0, ou seja, Au = 0 e portanto u é harmonica.
[l

Note que o Corolario anterior também ¢é valido quando u é superharmoénica, como
consequéncia da Proposicao |3.1.2]
Para tratar do proximo principio do maximo, que necessita de hipoteses no infinito,

precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.2. Se M"™ ¢é uma variedade Riemanniana completa, ndo compacta e f €

uma fungao suave em M™, dizemos que f converge para zero no infinito se satisfaz

li =0
dodim f(p) =0,

onde d € a distancia Riemanniana em M™ medida a partir de um ponto firo o € M™. Em
outras palavras, a convergéncia de f para zero no infinito equivalente a dizer que dado

k €N, existe § > 0 tal que d(o,p) > § implica que f(p) < 1/k.

Para a prova da segunda aplicagao da Proposigao [3.1.2] precisaremos do seguinte lema

auxiliar:

Lema 3.1.3. Considere M"™ uma variedade Riemanniana completa, ndo compacta, ori-
entdvel e X um campo suave em M". Seja f € C*(M) ndo negativa, nao identicamente
nula e convergindo para zero no infinito. Entdo existem fungoes ¢, : [0, supy(f)] — Ry

estritamente crescentes tais que
(1) ¢ e sio de classe C* em [0, supy(f)];
(2) oo f=0o(f) € L(M);
(3) (Yo H)IX| =(f)|X| € limitada em M™.

Demonstrag¢io. Denotemos por p a medida de Lebesgue de M™ e suponha que sup,,(f) =
a > 1, sem perda de generalidade. Para cada inteiro k& > 1 consideremos o seguinte

conjunto:

Akz{pGM;f(p)>,1}-
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Pela definicao do conjunto Ay, temos que se ¢ € Ag, entdo g também pertence a A1,
pois

1 1

f(Q)>%>m-

Além disso, como f > 0, segue da Definigao que 0 < u(Ag) < +oo. De fato,
se u(Ag) = 0, entdo f < 1/k em quase todo ponto. Assim, tomando o limite quando
k — 400,

1

mostrando que f < 0. Sendo f nao negativa, entdo devemos ter f = 0 em quase todo
ponto. Usando agora que f converge para zero no infinito obtemos que f = 0, o que é
uma contradigao.

Por outro lado, usando mais uma vez a nao negatividade de f,
peEM" = f(p)=0 ou f(p)>0= pec fH0) ou pec Ay,
para algum £ > 1, pela densidade dos racionais na reta. Entao podemos escrever

M= fH0)u | A

k>1

Com isso, definamos a funcao ¢ : [0, a] — R, pela relagao:

1 1 1
a) = e — )| == 3.9
0=y ) = man >
Observando que ocorre
1 1 1

< <
P Apr2)  2Pp(Apyr)  p(A)

() <o(2) <o

ou seja, ¢ € estritamente crescente para todo k£ > 1.

segue de (3.9) que

Agora vamos mostrar o item (1) para a fungao ¢. Usando interpolagao Lagrangeana

e o Teorema do Valor Médio, podemos extender ¢ a uma funcio de classe C' em (0, d

_ f’“il)) , (3.10)

estritamente crescente satisfazendo

ASS

I =N

k+1

0<g(t) <2 (¢(k

para todo t € [T}rv ﬂ
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Figura 1 — Estendendo ¢ a (0, a].
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Fonte: (ALIAS; CAMINHA; NASCIMENTO, [2019)

Admitindo que ¢(0) = 0, mostremos que

lim /(1) = 0 = ¢/(0)

t—0

para concluirmos que a extensdo ¢ é de classe C* em [0, a]. Primeiramente, para 0 < t <

1/7, existe k > j tal que 1/(k + 1) <t < 1/k. Deste modo,

1§k+1 3 Mﬂ<¢(;)
Assim,
t—0  t k) 26pu(Agg)”

Observando que k& — 400 implica que t — 0, tomamos o limite quando & — +0o0 na

desigualdade anterior,

1
oghmﬂﬁg Ml—ﬁi—fza
=0t k——+oo 2k 11 ( Ajyq)

pois 1/u(As11) < 00 e limg_s4 o (k +1)/2% = 0. Entao obtemos

resultando em ¢'(0) = 0.

Por outro lado, como 0 < p(Ag) < +oo para todo k > 1, temos a seguinte sequéncia
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de implicacoes:

p(Agy1) p(Agy1)
—= >0 ——— <0
2p(Agt2) 2p1(Ap+2)
p(Agg1)
1—— <1
201(Ag2)

2ulArss)  p(Aes) 311)

21(Apy2)  20(Aps2)
2p(Ap2) — p(Aps1)
2p1(Ap42)

<1

b

< 1.

Por (3.9), notemos que (3.11)) implica que

2(¢(i)—¢(&)):2<k<k+n <2M<Ak+2>—u<AkH>>>< Gk + 1)

— T 2(Ap) 211(Ag+2) 28 p(Apr)

1
ko k+1

Da desigualdade anterior, a (3.11)) e a (3.10) nos garantem que

k(k+ 1)

0<¢(t) < T Ay

Logo, fazendo k — +o00 na desigualdade anterior e entao t — 0, obtemos

1
0 <lim¢'(t) < lim bk + 1)

A ——
t—0 T k—+oo 2]{71/1(‘4]“_1)

Portanto lim;_,q ¢'(t) = 0 = ¢/(0), como queriamos mostrar.
Mostraremos agora o item (2). Para isto vejamos que sendo f(p) < a para todo
p € M", temos, em particular, que o mesmo vale para os pontos p € A;. Com ¢ é
crescente, segue que ¢(f(p)) < ¢(a) e, consequentemente, sup 4, ¢(f) < é(a). Assim,
de ,
(supa,0(7)) m(A) < 1. (3.12)

Analogamente, usando que ¢ é crescente e (3.9)), se p € Apy1\Ax temos

Iy = dUe<o(3) = swaadl) < 5

< A (3.13)

Como p(Agr1\Ax) > 0, podemos multiplicar ambos os lados de (3.13)) a fim de obter

(SupAk+1\Ak¢<f)> (A \Ay) < /m

Uma vez que Ap C Aji1, segue da propriedade aditiva de medida,

(3.14)

(Aky1) = p(Ag) + p(Aga\Ax) > p(Ag1\Ar),
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onde na ultima desigualdade foi usado que p(Ay) > 0. Assim,

1 1
< .
p(Ape1) (A \Ag)

Portanto, usando a desigualdade anterior em (3.14]), segue que

(5P, 4, () 1(Arpr\Ax) < o7 (3.15)

2k

Usando que ¢(f) =0 em f71(0), segue de (3.12)) e (3.17),

IRGE / RCOR /, ot Z /A W

Z /Ak+1\Ak

< (SUPA1¢(f)> p(Ar) + kz_: (SUPA,M\AM(JC)) p(Ap1\Ar)
<1+ i 21k
=2

mostrando que ¢(f) é integravel a Lebesgue em M™.
Agora, para cada k > 1, seja s, = supy, |X| + 1 e definamos a fungao ¢ : [0,a] — R
pondo
P(a) = 1 e <1> = ; (3.16)

k 2k 541
A idéia aqui é usar uma construcao semelhante a que foi feita para a funcao ¢. Primeira-

mente, notemos que

1 1 1 1
s S < = v(e) < w( ) < w(a),

para todo inteiro k£ > 1, mostrando que v é estritamente crescente. De maneira analoga,

admitindo que 1 (0) = 0, extendemos ¥ a uma funcio de classe C' em (0, a] estritamente

0<'(t) <2 ( G“? — (k}rJ) (3.17)
k

1
k

crescente e de modo que

para todo t € [ Assim como feito para a funcao ¢, mostremos que

E+1° k]

lim ¢'(£) = 0 = ¢"(0)

t—0

para obtermos que ¥ é de classe C! em [0, a).
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De fato, para 0 <t < 1/j, existe k > j tal que 1/(k+1) <t < 1/k. Dali,
V(O =) _ () _¥G) _ k1 kA1

0 < - — = 9
t—0 t ,%H 2ks) 1 2k

POIS Sp1 = SUpy, ., |X|+1 > 1. Logo, tomando o limite quando k — +oc na desigualdade

acima, obtemos pela regra de L’Hopital,

PO =) _ k1

<1
L

ou seja, ¥'(0) = 0.
Por outro lado, como s; > 0 para qualquer k£ > 1, note que

S S

— —_
28k+2 23k+2
Sk4+1
]_ _
28k42

2Sk+2 Skl

<1

<1

2Sk+2 28k+42
2Sk42 — Sk41
SOkt okl

bl

25142
A partir disto,

, (w(;) — (,;J) L, (k(k+1) (2515 —sk+1)> _ kR _ k(1)

1 1 ’ — = _
= 2F k11 2842 26150 2k—1

k k+1

Logo, pela desigualdade anterior e por (3.17]) temos,

k(k+1)
0 <e'(t) < ETE—
e fazendo k — +o0,

0 <lim¢/(t) < lim RE+D) 0.
t—0

~ ko4oo 2k-1
Isso mostra que lim; 0 ¢'(t) = 0 = ¢’(0) e a validade do item (1) para .

Por fim, para o item (3), sejam p € Ay e ¢ € Agi1\Ax. Uma vez que 9 é crescente,

segue de ,
L(f)IX(p) < ¥(a)lX](p)

X X|+1
:’ |(p)<supz41| |+ -1

S1 S1
(§
1 1X|(q)  supa, nalX[+1 1
< - e X < < k+1 k = —.

Assim, ¢(f)[X] =0 em f~(0),
VHIX <1 em A e w(f)|X]|< 21k em Agi\Ap.  (3.18)

Isto mostra que ¥(f)|X| é limitada em M", encerrando a demonstragao.
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Como aplicacao do Lema(3.1.3] encerramos esta se¢do com a prova do segundo principio

do méximo no infinito.

Teorema 3.1.1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana completa, nao compacta, ori-
entdvel e X um campo suave em M". Considere uma fungao f € C(M) nao negativa,
nao identicamente nula, convergindo para zero no infinito e tal que (Vf,X) > 0. Se
div(X) >0 em M", entdio

(1) (Vf,X)=0em M

(2) div(X) =0 em M™\ f~1(0);

(3) div(X) =0 em M", se f~1(0) tem medida de Lebesgue nula.
Demonstracao. Pelas hipoteses sobre f, considere as funcgoes ¢ e 1) dadas pelo Lema [3.1.3
e defina o campo vetorial Y = ¢(f)y(f)X. Uma vez que ¢ e 1 sdao de classe C', segue

que ¢(f),¥(f) € CH(M) e consequentemente, Y ¢é de classe C* em M™.

Calculemos agora div(Y’). Primeiramente observemos que para todo Z € X(M),

VzY = Vz (6(NHP(N)X) = Z(@0(N)(f) X +o(f)v(f)VzX,

onde V é a conexao de Levi-Civita de M™. Pela Proposicao [2.2.7] o primeiro termo desta

igualdade pode ser escrito como segue:

Z (/) X =(Z.V(o(f)v(f) X
=(Z, ¢(/)V@(f) +())V((f)) X
= (Z,0()V' (HVF+ (' (V) X
= (' (NHY(f) + ' (No(N)(V S Z)X.
Logo,
VY = (&' () + ' (V. Z)X + o(H)Y(f)V2X, (3.19)

para todo Z € X(M).
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Seja {e1,...,e,} um referencial ortonormal geodésico em p € M™. Fazendo Z = e¢;

em (3.19)), segue da Definicao [2.2.20],

div(Y) = z: (Ve,Y.e;)

(Vf.e) (X, &) + S(N0() Y (Vo X, er)
1 i=1 (3.20)

ei(f) (X, &) + o(f)e(f) div(X)

M:

= (@ (N) + ' (He(f) ]

-
Il

M:

= (' (HP(f) +'(Ne(f))

1
= (&' (N)Y() + ¢ () V. X) + o(f)v(f) div(X).
Uma vez que, ¢ e ¢ sdo nao negativas, ¢’ e ¢’ sdo positivas e, por hipétese (V f, X) >

0 e div(X) > 0, segue da equacao (3.20) que div(Y) > 0 em M™. Além disto, como

.
I

»(f)]|X| é limitada em M™, existe um nimero real K > 0 tal que ¢(f)|X| < K. Logo, da
integrabilidade de ¢(f) temos que

[ = [ s ulxl < K [ o(f) <o,

mostrando que |Y'| é integravel a Lesbesgue em M". Portanto, estamos sob condi¢oes

de utilizar a Proposic¢ao no campo Y, obtendo que div(Y) = 0 em M™, ou seja, a
equagao (3.20)) se escreve como:

(@' (V) + (N (V] X) + o(f)e(f) div(X) = 0.

Sendo a soma de duas fungdes nao negativas, devemos ter

(@' (N)(f) + oY (VLX) =0 e o(f)(f)div(X) =0. (3.21)

Passemos agora a analisar as duas expressoes de (3.21]). Veja que em M™\ f~1(0) temos

() + o(N)'(f) > 0.

Isto implica que (V f, X) = 0 em M\ f~1(0). Por outro lado, note que qualquer p € f~1(0)
é ponto critico de f, consequentemente V f(p) =0 e (Vf(p), X(p)) = 0. Portanto,

(Vf{,X)=0 em M"

Na segunda equagao, como ¢(f)(f) > 0 em M\ f71(0), devemos ter div(X) = 0 em
M\ f~1(0). Logo, o conjunto {p € M"; div(X(p)) > 0} estd contido em f~1(0) e serd
vazio quando p(f~1(0)) = 0, isto é, se f~(0) tem medida de Lebesgue nula. Portanto

div(X) deve ser igual a zero neste ultimo caso.
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3.2 APLICACOES

Este ultimo capitulo apresenta os principais resultados da disserta¢gao como aplicacao
dos principios do maximo que estudamos na Se¢ao [3.1} Para isso também apresentaremos
alguns lemas auxiliares, validos em contextos mais gerais do que o de hipersuperficieis

transversais.

3.2.1 Resultados Auxiliares

No que segue veremos trés resultados que nos ajudarao a simplificar as demonstragoes
dos resultados principais. Em sintese, os lemas relacionam a curvatura de Ricci do espago

ambiente com o gradiente ou divergente de campos tangentes especificos.

. —n+1 . . . . .
.2.1. Sejam uma variedade semi-Riemanniana munida com um campo ve-
Lema 3.2.1. § M dad R d
torial paralelo Z e M™ uma hipersuperficie Riemanniana orientada por um campo vetorial

normal e unitdrio N. Entado,
(1) Ricg7(Z7,N) = —e (N, Z) Ricgz(N, N), onde ¢ = (N, N);
(2) se M"Y 6 Einstein, entdo N é ortogonal a Z ou M é Ricci flat.

Demonstragio. Seja p € M™ e {ey,...,e,} um referencial geodésico mével em uma
vizinhanga U C M™ de p. Completemos este com e,;; = N a fim de obter um re-
ferencial mével em X(M). Uma vez que para cada p € M" temos a decomposi¢io

T,M = T,M & span{ N}, escrevemos:

7 =27"4+¢(N,Z)N. (3.22)



7

Segue da linearidade e da simetria de pares do tensor curvatura,

Rieyy (27, N) = 3 (R(Z",e)N, ;)

Como Z é paralelo em M, isto é, VZ = 0, temos

R(N,e)Z = —VyVe,Z + Ve VnZ + Vine Z =0,

Logo,

M=

Ricy(Z7,N) = == (N, 2) 3" (R(N, e)N, ;)

1

.
Il

—& (N, Z) (2: (R(N,e)N,e;) + (R(N,N)N,N) — (R(N, N)N, N>>
—e (N, Z)Ti <§(N, e;) N, ei>

@
Il
—

= —¢ (N, Z) Ricg7(N, N)

o que demonstra o item (1).

Para provar o item (2), observe que por M" ser Einstein e pelo item (1) temos
MZTN)=—e(N,Z)N(N,N) = 0=-A(N,2) = 0=X(N,2),
implicando que (N, Z) =0 ou A = 0. Se A = 0, entdo para quaisquer X,Y € X(M)
Rici7(X,Y) = A (X,Y) =0,

ou seja, Ricy; = 0. Portanto, IV ¢é ortogonal a Z ou M 6 Ricci flat.

]

Os préoximos resultados auxiliares desta secao trazem algumas férmulas bastante usu-

ais.
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Lema 3.2.2. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana munida de um campo veto-
rial paralelo Z e M"™ uma hipersuperficie Riemanniana orientada por um campo vetorial
normal e unitirio N. Se f : M™ — R € a fungio dada por f = ¢ — (N, Z), entao
Vf=AZ").

Demonstragio. Sejam {ey, ..., e,} um referencial ortonormal geodésicoem p € M e X €

X(M), onde escrevemos
X = Z gi€i,
i=1

em que g; = (X, ¢;) . Observe que,

n n

<Vf>X> = Ze’L(f)gl = Z (_ <veiN7Z> - <Navelz>) gi-

i=1 i=1

Entretanto, como Z é paralelo, V.. Z = 0 e entdo <N Ve, Z > = 0. Usando isto juntamente
com a férmula de Weingarten ([2.28]) e por A ser autoadjunto,

n

(—(VN.Z) — (N V. Z)) 5 = > {Ales). 27 ) g,

1 =1

(A(Z7),e0) 91 = <A(ZT)»§:91'€¢> = (A(Z7),X).

NE

(Vf,X) =

-
Il

I
M=

1

-
Il

Desde que X foi escolhido arbitrariamente, fica provado que Vf = A(ZT).
O

. —n+1 . . . . .
Lema 3.2.3. Sejam M~ wma variedade semi-Riemanniana munida de um campo veto-
rial paralelo Z e M"™ uma hipersuperficie Riemanniana orientada por um campo vetorial

normal e unitdrio N. Entdo
(1) div(Z") = e (N, Z) tr(A);
(2) div(A(ZT7)) = Z"(tr(A)) — Ricgz(Z7, N) + & (N, Z) |A]*.
Demonstragdo. Uma vez que Z = Z' +e (N, Z) N, segue da férmula de Gauss em ,

VeZ =V, Z" +2(Ale)), Z7) N.
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Por outro lado, das propriedades da conexao de Levi-Civita e por V.,Z = 0 segue que,

0=V.(Z" +e(N,Z)N)
=V.Z" +eV.((N,Z)N)
=V Z" +c(Ale:), ZT) N +ee;((N, Z))N + & (N, Z) V,N
=VeZ" +e(Ale:), Z"YN+e(VeN,Z)N +£ (N, V. Z) N (3.23)
+¢e(N,Z)V.N
=V Z  +e(Ale)), ZT)N —e(A(e;), ZT) N — e (N, Z) Ale;)
=V.Z' —e(N,Z) Ale),
implicando que

V., 2" =¢(N,Z) Ale;). (3.24)

Logo,

div(ZT) = i (Ve 2" ei)

i=1 (3.25)

Desta forma, fica estabelecido o item (1).

Para o segundo item, observe que pela equagao (3.24]) e pela Definic¢ao [2.2.15

Ve, AZT) = (Vo, A\ Z" + AV, Z ")
= (Ve,A)Z" 4+ A(e (N, Z) Ale;))
= (Vo,A)Z" +e(N,Z) A*(e;).

A partir da equagao de Codazzi em ([2.31)),
(Rle;, ZYN)T = (Vo, A)ZT — (V47 A)es,

ou seja,

(Ve,A)ZT = (VyrA)e; + Rles, ZT)N.

Assim,

Ve, A(Z") = (VyrA)e; + Rle;, ZT)N + e (N, Z) A%(e;). (3.26)
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Logo, pela equagao (|3.26)),

i (4077

Il
M=

V. A(Z >

7

..
Il

>
> ((

I
M:

VyrAei+ Rlei, ZT)N + & (N, Z) A(e), e )

@
I
—

I

N
I
—

(Vzr A)erer) + (Rlei, ZT)N, ;) + € (N, Z) (Ale;), Aley)
=tr(VgrA) + > <E(ei, Z")N, ei> +e (N, Z) |A]*
i=1
Usando a antissimetria do tensor curvatura, temos

é (R(ei, ZN)N, ;) = — 2: (R(Z7,e)N, e:)

_ Z< IN,ei) — (R(ZT,N)N,N)

+ <F(ZT, N)N,N)

n+1

= — Z € < )N, el>
= —Ricg7(Z7, N).

Portanto,
div (A(Z27)) = tx(V 7 A) +Z< (1,27 )N, e:) + (N, Z) |A]

= 7" (tr(A)) — Ricg(Z7, N) + e (N, Z) |A%.

3.2.2 O caso Riemanniano

Esta secao exibe aplicagoes do pincipio do maximo da Secao no caso de uma
variedade ambiente Riemanniana. Ao longo do texto, M denotard uma variedade Ri-
emanniana munida de um campo paralelo ndao nulo Z e M"™ serd uma hipersuperficie
imersa isometricamente em M1 orientada pelo campo vetorial normal e unitario N.

Uma vez que Z é um campo paralelo, temos que |Z| é constante. Dessa forma podemos
assumir que Z é unitério, caso contrario trocamos Z por Z/|Z|. A seguinte defini¢ao serd

bastante usual.
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o~ . s+l . . . . .
Definicao 3.2.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana munida com um campo
o . . .. -—n+1
paralelo e unitdrio Z. Dizemos que uma hipersuperficie M™ de M ¢ transversal a Z

se Z nao € tangente a M"™ em cada ponto de M™.

Salvo mencao em contrario, de agora em diante MZH sempre denotara uma variedade
Riemanniana munida de um campo de vetores paralelos e unitarios Z.

Uma vez que M" ¢ transversal ao campo Z, podemos ver pela decomposicao ortogonal
do campo vetorial Z ao longo de M™, equacao (3.22)), que a funcao (N, Z) nunca se anula.
Assim, escolhamos a orientagdo N de modo que (N, Z) seja positivo ao longo de M".

Considere 0 : M™ — [0,7/2) o dngulo acutangulo entre N e Z dado por
(N,Z) = cosf. (3.27)

Observemos que se § = 0 em M", entdao (N, Z) = 1. Consequentemente, por meio da

identidade ([3.22)) para e =1,
1=(2,2) = <ZT, ZT> + (N, Z)?(N,N) = <ZT,ZT> 11,

o que implica em Z" = 0. Desde que Z e N sdo unitdrios, devemos ter que N = Z. Deste
modo, para quaisquer p € M e X € X(M), segue da férmula de Weingarten (2.28)) e do

paralelismo de Z,

A(X(p) = —VxpN(p) = —VxpZ(p) = 0.

Em outras palavras, M"™ é uma hipersuperficie totalmente geodésica de mﬂ.
Se 6 nao é identicamente nulo, queremos hipdéteses adequadas para que M"™ ainda
seja uma hipersuperficie totalmente geodésica de MZH. Antes disto, daremos a seguinte

definicao:

Definicao 3.2.2. Seja M™ uma hipersuperficie completa, ndo compacta, orientada e
. . . —n+1 .
imersa isometricamente em M . Dizemos que o campo N converge para o campo Z

no infinito se 6 converge para zero no infinito.
Agora estamos sob condi¢oes de provar o primeiro resultado desta dissertagao.

Teorema 3.2.1. Seja M™ uma hipersuperficie completa, nao compacta e orientada de
mﬂ7 transversal a Z. Se o operador de Weingarten A é positivo semi-definido e N

converge para Z no infinito, entao M™ é totalmente geodésica.
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Demonstra¢io. Suponha que 6 é ndo identicamente nulo e seja f = 1 — (N, Z). Pelo

Lema [3.2.2 e tomando € = 1 no Lema [3.2.3] temos
(V£27)=(A27),Z2") e div(Z") = (N, Z)tr(A). (3.28)

Como A ¢é positivo semi-definido, segue que tr(A) >0 e <V f.Z T> > 0. Assim, inserindo
essas duas desigualdades em ([3.28)), obtemos que

(Vf£,ZTY>0 e div(Z")>0. (3.29)

Observe que f é nao identicamente nula, ndo negativa e converge para zero no infinito,
pois N converge para Z no infinito. Assim, o Teorema aplicado ao campo Z T garante
que

<Vf,ZT>EO em M" e div(Z")=0 em M™\ f4(0).

o que implica em particular que
(N, Z)tr(A) =0 em M™\f(0).

Sendo (N, Z) > 0, temos que tr(A) = 0. A partir disso e uma vez que A é positivo
semi-definido, pelo Lema temos A =0 em M™\ f~!(0). Para mostrar que M™ é uma
hipersuperficie totalmente geodésica em MTZLH, basta provarmos que A = 0 em f~1(0).
De fato, se p € int(f~1(0)), temos que (N (p), Z(p)) = 1, isto ¢, N(p) = Z(p). Assim, para
todo X € X(M), segue da féormula de Weingarten

A(X(p)) = =VxpN(p) = —VxpZ(p) = 0.

Dessa maneira, existe uma vizinhanca de p em f~1(0) tal que A = 0 nesta vizinhanca.
Como p foi escolhido arbitrariamente, temos que A = 0 em int(f~*(0)). Como N e Z
coincidem em int(f~!(0)), a continuidade de ambos implica que N = Z em 9(f~1(0)).
Assim, segue que A = 0 em 9(f!(0)). Portanto, A = 0 em M"™ que sera, deste modo,
totalmente geodésica.

]

Ao longo da demonstragdo do Teorema [3.2.1 percebemos que a mesma conclusdo

pode ser obtida assumindo que a hipersuperficie possua curvatura média constante e que a
. ——Fn+1 . ~ . ~ . . ’ . e .

curvatura de Ricci de M, ~ na direcdo de IV seja nao negativa ao invés da semipositividade

do operador de Weingarten da imersao, como veremos a seguir.
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Teorema 3.2.2. Sejam M™ uma hipersuperficie completa, nao compacta e orientada de
——n+1 .. —n+1 . ~ .
M, transversal a Z. Assuma que a curvatura de Ricci de M, ~ na dire¢io de N seja
nao negativa. Se M"™ possui curvatura média constante e N converge para Z no infinito,

entdo M™ ¢ totalmente geodésica e Ricy(N, N) = 0.

Demonstracao. Assim como na prova do Teorema |3.2.1, vamos supor que 6 é nao identi-
camente nulo e considerar f = 1— (N, Z). Como antes, vamos verificar que M™ satisfaz as
hipéteses do Teorema [3.1.1] para o campo suave A(Z"). De fato, pelo Lema temos
(V£ AZT)) =(A(Z27),A(Z7)) =|A(Z")P > 0.
Por outro lado, pelos Lemas [3.2.1] ¢ [3.2.3 para ¢ = 1, obtemos
div(A(Z")) = ZT(tr(A)) — Ricgz(Z7, N) + (N, Z) | A]?
= Z"(nH) + (N, Z) Ricgz(N, N) + (N, Z) |A|? (3.30)
= Z"(nH) + (N, Z) (Riczr(N, N) + |A]).
Como H é constante, Z' (nH) = 0. Assim,
div(A(Z27)) = (N, Z) (Ricgr(N, N) + |AP).
Desde que (N, Z) > 0, Ricgz(N,N) > 0 e |A]? > 0, temos div(A(ZT)) > 0.

Uma vez que f é nao identicamente nula, ndo negativa e converge para zero no infinito,
pois N converge para Z no infinito, pelo Teorema aplicado ao campo A(Z") temos
(VFEAZT)=0 em M" e div(A(Z'))=0 em M"\f7(0).

Assim, como (N, Z) > 0 em M™\ f~(0) segue que
(N, Z) (Ricgg(N, N) + [A) =0 = Ricgg(N,N) =0 e A =0.

implicando que A = 0 e Ricgz(N, N) =0 em M™\ f~1(0).
No conjunto f~1(0), com os mesmos argumentos apresentados no final da demonstra-

¢ao do Teorema [3.2.1] temos que se p € int(f~1(0)) U d(f~1(0)), entdo N(p) = Z(p) e
consequentemente A =0 em M".

Para a segunda parte, basta utilizar que em int(f~!(0)) temos N = Z e que o mesmo
ocorre em J (f71(0)) pela continuidade de ambos. Além disso, sendo Z paralelo, segue da

definicao da curvatura de Ricci que
Ricyp(N, N) = Ricy7(Z, Z) = 0. (3.31)

Portanto Riczz(IV, N) = 0 em M™. O
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A Tuz do Teorema [3.2.2], conseguimos uma reformulacao no caso em que o ambiente
ﬂl-‘rl , . . . ~ ’ . , .
M, é variedade Einstein. Nessa nova configuracao, além de obter que a hipersuperficie
seja totalmente geodésica, também obtemos uma certa rigidez para o espago ambiente, é

o que mostra o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.1. Seja M"™ uma hipersuperficie completa, ndo compacta, orientada,
. . . . =ntl .
imersa em uma variedade de Einstein M, = e transversal a Z. Se M™ possui curvatura

média constante e N converge para Z no infinito, entdo M"™ € totalmente geodésica e
M3 ¢ Ricei flat.
Demonstragdo. A hipdtese de curvatura média constante e a equacao (3.30) nos fornecem
que
div(A(Z")) = — Ricg;(Z", N) + (N, Z) |A]*.
-+l , . .
Como M ' é Einstein,
Ricgp(ZT,N) = A <ZT, N> =0.
Deste modo,

div(A(Z")) = (N, 2) |A] > 0,

uma vez que (N,Z) > 0 e |A|?> > 0. Seguindo os mesmos passos da demonstragio do
Teorema e aplicando o Teorema ao campo A(Z"), obtemos |A|> = 0, ou seja,
A=0em M". Portanto, M™ é totalmente geodésica.

Pelo Lema [3.2.1], como M™ é transversal a Z, ou seja, N nao é ortogonal a Z, segue
que mﬂ ¢ Ricci flat.

[]

Considere e,1; = (0,...,0,1) € R"™™ um campo vetorial fixado. Definimos o hiper-

plano de R™*! ortogonal a e, pelo conjunto
H= {p e R"! ; (p, en+1> = 0}
Encerraremos esta secao com um resultado do tipo Bernstein.

Corolario 3.2.1. Seja M™ um grifico inteiro em R"! com curvatura média constante

de modo que N converge para e, no infinito. Entao M"™ é um hiperplano ortogonal a

€n+1-



85

Demonstracao. Pelo Exemplo [2.3.3| com € = 1 temos

(Noepy = 20D o) 1

/14 |Dul? /14 |Dul?

Assim, M™ é transversal a R"™! com respeito a e,1. Além disso, de acordo com o Exem-

plo[2.3.3) M™ é completa, ndao compacta e orientavel. Entao, pelo Teorema [3.2.2] (ou pela

Proposicio [3.2.1)), visto que R™™ tem curvatura de Ricci identicamente nula (particular-
mente é Einstein) e o campo constante e, 1 é um campo paralelo, entao M" é totalmente
geodésica. Como as tinicas hipersuperficieis totalmente geodésicas de R"*! sao os hiper-
planos, temos que M" esta contida em um hiperplano H. Desde que um grafico inteiro e
H sdo conexos, M™ C H sendo M™ completa, o Corolario[2.2.2) fornece que M™ = H. Por-
tanto o campo normal a M" é constante igual a Ny. Como Nj e e, sdo ambos constantes
e Ny converge para e, no infinito, com ambos unitarios, devemos ter que Ny = e,.1.

Com isso, temos que M™ é um hiperplano ortogonal a e,,,1.

3.2.3 O caso Lorentziano

O objetivo desta secao é reformular os resultados obtidos na se¢ao anterior para o caso
em que a variedade ambiente M ¢ uma variedade Lorentziana. De maneira semelhante,
mﬂ serd uma variedade Lorentziana munida de um campo de vetores tipo-tempo pa-
ralelo e unitario Z, M™ serd uma hipersuperficie tipo-espaco de M?l com campo de
vetores tipo-tempo normal e unitario N. Vamos assumir que N esteja na mesma orienta-
¢ao temporal de Z. Assim escolhamos N de modo que a fungao (N, Z) seja negativa ao
longo de M™. Pelo mesmo argumento aplicado na se¢ao anterior podemos assumir que 2
¢é unitario.

A funcao 0 : M™ — [0, +00) dada por

coshf = — (N, Z) (3.32)

é o angulo hiperbélico entre N e Z. Caso 6 seja identicamente nulo em M™, entao (N, Z) =

—cosh 0 = —1. Por isto e pela identidade (3.22)) para e = —1 temos
—1=(2,2)=(Z",Z")+ (N, 2)>(N,N) = (2", 27) - 1.

A equacdo anterior implica que ZT = 0. Como N e Z sdo tipo-tempo e unitérios, temos

N = Z. Dessa maneira, para quaisquer ¢ € M" e Y € X(M), pelo paralelismo de Z,
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temos
A(Y(q)) = =Vy(N(a) = =Vy(@Z(q) = 0.

Portanto, M™ é totalmente geodésica.

Observacao 3.2.1. Uma vez que N e Z sao tipo-tempo e consoante a Definicao [3.2.1
vemos que a hipersuperficie tipo-espaco M™ de M?l ¢ automaticamente transversal a Z,
pois (N, Z) nao se anula. Portanto, nos resultados desta se¢io ndo precisamos assumir

que M"™ € transversal a Z.

Como antes, queremos encontrar condi¢des para que M" seja totalmente geodésica

mesmo que 6 seja nao identicamente nulo.

Definicao 3.2.3. Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago completa e ndo compacta de
m+l. Dizemos que o campo tipo-tempo N converge para o campo tipo-tempo Z no infinito

se B converge para zero no infinito.
O primeiro resultado desta secao é a versao Lorentziana do Teorema [3.2.1

Teorema 3.2.3. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa e nao compacta de
MZH. Se o operador de Weingarten A é positivo semi-definido e N converge para Z no

infinito, entao M™ ¢é totalmente geodésica.

Demonstracao. Partamos do pressuposto que 6 nao é identicamente nulo e seja f =

—1— (N, Z) a partir do Lema [3.2.2] Fazendo ¢ = —1 no Lema obtemos
(V£2ZT)=(AZ7),27) e div(Z") =~ (N, Z)tx(A),
Desde que tr(A) > 0, pois A é positivo semi-definido, e — (N, Z) > 0, temos
(V£2T)>0 e div(Z") >0

Observemos que a fun¢ao f = —1 — (N, Z) é nao identicamente nula e ndo negativa.
Além disso, como N converge para Z no infinito, f converge para zero no infinito. Assim,

podemos aplicar o Teorema ao campo Z ' a fim de garantir que
<Vf, ZT> =0 em M" e div(Z")=0 em M™\f7(0).

Logo, — (N, Z) tr(A) = 0 em M™\ f~1(0). Mas, — (NN, Z) > 0, implicando que tr(A) =
0. Com isso e por A ser positivo semi-definido, temos A = 0 em M™\ f~'(0) pelo Lema2.2.1]
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Para o caso em que p € int(f~1(0)) ou p € d(f71(0)), procedemos de maneira andloga ao
final da demonstracao do Teorema [3.2.1] a fim de concluir que A =0 em M™.
]

A préxima definigao nos diz que em média, a gravidade atrai (para mais detalhes veja

(O’NEILL, |1983))).

Definicao 3.2.4. Uma variedade Lorentziana M satisfaz a Condigao de Convergéncia
Temporal (TCC') se

para todo campo vetorial tipo-tempo X € X(M).

Por meio da Defini¢do acima, notamos que a conclusao do Teorema |3.2.3| é verdeira
. ’ e , ——mn+1 .
se assumirmos que a curvatura média de M" é constante e que M, = satisfaz a T'C'C, no

lugar da hipdtese sobre o operador de Weingarten.

Teorema 3.2.4. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espago completa e nao compacta de
HZH. Assuma que MZH satisfaz a TCC. Se M™ possui curvatura média constante e N

converge para Z no infinito, entao M™ é totalmente geodésica e Ricgz(N, N) = 0.

Demonstragio. Considere f = —1— (N, Z) e suponhamos que 6 é ndo identicamente nulo.

O Lema [3.2.2] nos proporciona que
(V£ AZT)) =(A(Z27),A(Zz7)) =|A(Z")P > 0.
Por outro lado, como H ¢é constante, segue dos Lemas e para € = —1,
div(A(Z")) = Z"(tr(A)) — Riczz(Z ", N) — (N, Z) | A]?

— —Z"(nH) — (N, Z) Ricgy(N, N) — (N, Z) | A]? (3.33)
= — (N, Z) (Ricgz(N, N) + |AP?) .

Uma vez que a TCC implica que Ricg(N, N) > 0 e também temos — (N, Z) > 0, segue
que

div(A(Z27)) = = (N, Z) (Ricz(N, N) +|A[?) > 0.

Neste ponto, procedendo como na prova do Teorema |3.2.2, obtemos o resultado.
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~ . ——n+1l
Obtemos uma reestruturacao do Teorema anterior para o caso em que M, ¢é um

espago-tempo Einstein. A demonstragao segue as mesmas ideias desenvolvidas na prova

da Proposicao [3.2.1]

Proposicao 3.2.2. Seja M"™ uma hipersuperficie tipo-espago completa e nao compacta
do espaco-tempo Finstein HZH. Se M"™ possui curvatura média constante e N converge

para Z no infinito, entao M™ é totalmente geodésica e M?l ¢ Ricci flat.

Assim como antes, definimos um hiperplano em L"! ortogonal ao vetor tipo-tempo

én+1 COmMo o conjunto

H={peL"(p,en1) =0}

Observe que sendo e,,; tipo-tempo, segue que H = {e, 1} é tipo-espaco pelo

Lema [2.2.10l Encerramos o trabalho com o seguinte resultado do tipo Calabi-Bernstein.

Corolério 3.2.2. Seja M™ um grdfico inteiro em "' com curvatura média constante de
modo que seu campo normal tipo-tempo K converge para o vetor e, no infinito. Entdo

M™ é um hiperplano tipo-espaco ortogonal a €,.1.

Demonstracao. Considere o campo normal K = —N como orientacdo dada no Exem-

plo com € = —1. Assim,

((Du,1);en1) —1

<K, €n+1> = = <0
1 — |Du|? 1 — |Du|?

Logo M™ é transversal a "™ com respeito a e,41. Por outro lado, uma vez que M™ possui
curvatura média constante, temos que a desigualdade ¢ valida, implicando que M™
é completa. Assim como no Corolério [3.2.1] pelo Exemplo [2.3.3] M™ é orientavel, o campo
constante e, 1 ¢ um campo paralelo e L"*! satisfaz a TCC (também é variedade Einstein).
Pelo Teorema m (ou pela Proposigao , M™ é totalmente geodésica. Seguindo os
mesmos passos da demonstracio do Coroldrio [3.2.1] e usando o Corolario 2.2.2] teremos

que M™ ¢é o hiperplano tipo-espaco ortogonal a e, . O
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