1 [~2
Iq e
[ [~

2y

WWRTUS IMPAVIE
Ty P 9

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO ACADEMICO DO AGRESTE
NUCLEO DE FORMAGAO DOCENTE

MATEMATICA — LICENCIATURA

MATEUS CHAGAS LIMA

DIFERENCAS E RELACOES ENTRE OS CONCEITOS DE DERIVADA E
DIFERENCIAL: uma contribuicdo para a interdisciplinaridade a luz da Teoria dos

Registros de Representacdes Semioticas

Caruaru
2022



MATEUS CHAGAS LIMA

DIFERENCAS E RELA(;OES ENTRE OS CONCEITOS DE DERIVADA E
DIFERENCIAL: uma contribuicéo para a interdisciplinaridade a luz da Teoria dos
Registros de Representacdes Semioticas

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
ao Curso de Matematica — Licenciatura da
Universidade Federal de Pernambuco, como
requisito para a obtencédo do grau de Licenciado
em Matematica.

Area de concentracdo: Matematica.

Orientador: Prof°. Dr. Cleiton de Lima Ricardo.

Caruaru
2022



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor,
através do programa de geragdo automatica do SIB/UFPE

Lima, Mateus Chagas.

Diferencas e relagdes entre os conceitos de derivada e diferencia: uma
contribui¢do para ainterdisciplinaridade a luz da Teoria dos Registros de
Representactes Semidticas / Mateus Chagas Lima. - Caruaru, 2022.

54p. : il., tab.

Orientador(a): Cleiton de Lima Ricardo

Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdo) - Universidade Federal de
Pernambuco, Centro Académico do Agreste, Matemética - Licenciatura,
2022.

1. Algebra Linear. 2. Célculo Diferencia e Integral. 3. Derivada. 4.
Diferencia. 5. Representacdes. |. LimaRicardo, Cleiton de. (Orientac&o). I1.
Titulo.

510 CDD (22.ed.)




MATEUS CHAGAS LIMA

DIFERENCAS E RELACOES ENTRE OS CONCEITOS DE DERIVADA E
DIFERENCIAL: uma contribuicéo para a interdisciplinaridade a luz da Teoria dos

Registros de Representacdes Semioticas

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
ao Curso de Matematica — Licenciatura da
Universidade Federal de Pernambuco, como
requisito para a obtencéo do grau de Licenciado
em Matematica.

Aprovada em: 16/08/2022.

BANCA EXAMINADORA

Prof°. Dr. Cleiton de Lima Ricardo (Orientador)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof°. Dr. Marcos Luiz Henrique (Examinador Interno)
Universidade Federal de Pernambuco

Prof°. Dr. Marcilio Ferreira dos Santos (Examinador Interno)
Universidade Federal de Pernambuco



AGRADECIMENTOS

A Deus pela dadiva da vida e que, por sua infinita bondade, me proporciona
oportunidades cotidianas de oferecer melhores coisas para 0 mundo ao meu redor. Aos meus
pais que, juntos, formam a pedra angular da minha constituicio enquanto ser humano. A minha
familia. Aos professores que fizeram parte da minha jornada académica, em particular ao
professor Dr. Cleiton de Lima Ricardo pelo acompanhamento e orientacfes gentilmente
fornecidos para o desenvolvimento deste trabalho. E, de modo geral, aos meus amigos e colegas
com os quais tenho o privilégio de partilhar experiéncias e aprendizados enquanto cumprimos

nossa misséo nesta breve passagem que chamamos de vida.



[...] O Senhor é o Deus eterno, o criador de toda Terra. Ele ndo se cansa nem fica
exausto; sua sabedoria é insondavel. Ele fortalece o cansado e da vigor ao que esta
sem forcas. Até os jovens se cansam e ficam exaustos, € 0s mogos tropecam e caem;
mas aqueles que esperam no Senhor renovam as suas forcas. Voam alto como aguias;
eles correm e ndo ficam exaustos, eles andam e ndo se cansam.

Biblia Sagrada. Isaias, 40: 28 — 31



RESUMO
Este trabalho consiste em apresentar uma investigacdo acerca de uma abordagem
interdisciplinar a partir das relagbes entre derivada e diferencial em funcdes reais. Para isto,
analisamos a apresentacdo destes temas em livros didaticos do ensino superior a luz da Teoria
dos Registros de Representacfes Semidticas de Raymond Duval (1995). Utilizamos como
critério para definicdo dos livros analisados, o Programa dos Componentes Curriculares por
Periodo (PCCP) do curso de Matematica — Licenciatura, Centro Académico do Agreste, da
Universidade Federal de Pernambuco. A partir das andlises, verificamos as nogdes iniciais
trazidas por alguns livros que constam nas referéncias bibliograficas apresentadas no PCCP,
bem como as interpretacGes atribuidas as derivadas e as diferenciais em fungdes reais. Com
isso, destacamos uma abordagem que conecta as disciplinas de Calculo Diferencial e Integral
I, Célculo Diferencial e Integral 11 e a Algebra Linear, evidenciando assim que tal abordagem,
segundo a Teoria dos Registros de Representacbes Semioticas, proporciona um melhor
desenvolvimento cognitivo ao estudante, garantido por meio da mobilizacdo entre diferentes

tipos de registros.

Palavras-chave: Algebra Linear. Calculo Diferencial e Integral. Derivada. Diferencial.

Representacoes.



ABSTRACT

This work consists of presenting an investigation of an interdisciplinary approach based on the
relations between derivatives and differentials in real functions. For this, we analyzed the
presentation of these themes in higher education textbooks in the light of the Theory of
Registers of Semiotic Representations by Raymond Duval (1995). We used as a criterion to
define the analyzed books, the Program of Components by Period (PCCP) of the Mathematics
— Licentiate course, Agreste Academic Center, Federal University of Pernambuco. From the
analysis, we verified as initial notions brought by some examples of functions as interpreted to
derivatives and references in reals. With this, we highlight an approach that connects the
disciplines of Differential and Integral Calculus I, Differential and Integral Calculus Il and
Linear Algebra, thus showing that such an approach, according to the Theory of Registers of
Semiotic Representations, provides a better cognitive development to the student, secured by
moving between different types of records.

Keywords: Linear Algebra. Differential and Integral Calculus. Derivative. Differential.

Representations.



Figura 1l —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —
Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8 —
Figura9 —
Figura 10 —
Figura 11 —
Figura 12 —
Figura 13 —
Figura 14 —
Figura 15 —
Figura 16 —
Figura 17 —
Figura 18 —
Figura 19 —
Figura 20 —
Figura 21 —
Figura 22 —
Figura 23 —
Figura 24 —
Figura 25 —
Figura 26 —
Figura 27 —
Figura 28 —
Figura 29 —

LISTA DE FIGURAS

Esquema de conversdo e tratamento ...........ccoovreeereeinieeie s 15
Transformagao liNEAr 1 ..........cooveiiiiie e 20
Transformagao lINAr 2 .........ccocvciiiiieiee e 20
DErivadas PAICIAIS .......covevereeiereiriestisie sttt sr e e 27
Diferenciag8o total ..........ccooiiiiiiiiie e 29
RELASECANTIE 1 ... e 32
RELA SECANTE 2 ...ttt e 33
ApProximagao por retas SECANTES 1 .......ccorererererinireeie e 33
AProximagao por retas SECANTES 2 ........cevververererinireeiieeeie e e 33
Exemplo 1 no registro algébriCo ..........cccoveviiii i 34
Aproximag&o de Uma Curva a Uma reta .........ocoeererereeinieenie s 35
Gréafico da fungdo deslocamento ..........cccoveveiiieiinece e 35
Derivada de fungdo de uma variavel ... 36
TaXa U8 VAITAGAD ....vevveevieieeeeeieetieetie e e e e te st sna e e eneeenes 37
Derivada em lingua mMaterna ..........ccceeveeeeeeciesessee e ee e s 38
Notaches para derivada ...........ccccvvvvereereiie e 39
AITErenCial ........ooviiiiice s 40
Exemplo 3 no registro em lingua materna ............cccoccvvveevvcciesieseccecseens 41
Exemplo 3 N0 registro algébriCo .........cccvveieiiiieiece e 41
Exemplo 3 N0 registro geOMELIiCO ........ccceevveiieveievieciese e 41
TIPOS UE FEGISIIOS ..ottt ettt sr s 42
NotacOes para as derivadas Parciais ..........ccccccevveveeveeiieereciesee e sie e 44
Exemplo derivadas Parciais ............ccoeeeeviiiiiiie e 45
Derivada comrelagéo a x no registro geomEtrico ........cccevvvvveevverieervcnennn, 45
Derivada com relagao ay no registro geometrico ........cccevvevvveverieevrcnennn 45
Nova perspectiva de visualizacdo para as derivadas parciais .................... 46
ApProximacao por reta tangente ..........cccveveveeveeiieeie e 49
Vetor VEIOCIAAAE .......ccoveieiie i 50
Aproximacao por plano tangente ..........ccceeveveiiecie e 50



2.1
2.2

4.1

411
4.1.2
4.2

42.1
4.2.2
4.2.3

6.1
6.2
6.3

SUMARIO

INTRODUGAOQ ..ottt
OBUIETIVOS ...ttt et e e e e
OBJETIVO GERAL ...t et e
OBJETIVOS ESPECIFICOS ....couuiieiiresiieeieiseeess e
A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTAC}()ES
SEMIOTICAS ..ottt ettt sttt
OS CONCEITOS DE DERIVADA EDIFERENCIAL ......ccooveeiieeene
ARESPEITO DA ALGEBRA LINEAR ....ooiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e
Transformagao lINBAT ..........ccociiiiiiiiec e
Matriz de uma transformagcao lINEAK ..o i
A RESPEITO DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL ........c.cco.......
Derivada e diferencial de fungdes reais definidasem R ...........cccccevvevvieenne.
Derivadas PArCIAIS ......c.cccveieiiiieeieeie e sie s e e eae e sree s e e eraesre e e e e eseeneeenes
Derivada e diferencial de funcdes reais definidasem R™...........ccccceevevvenenne
METODOLOGIA ...ttt e s
ANALISE ..ottt sttt e
LIVROS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I ....oocovevvrveerrrenane.
LIVROS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL Il .....coeveveveeennn.
UMA PROPOSTA INTERDISCIPLINAR .....octiiiitciee e
CONSIDERACOES FINAIS ...t eses e,
REFERENCIAS ....oooiiiiieeiee ettt

10
12
12
12

13
17
17
19
21
23
23
26
27
30
32
32
42
48
52
53



10

1 INTRODUCAO

O nivel de abstracdo exigido nos cursos de graduacdo, em particular na area de exatas,
revela-se como um desafio natural aos estudantes que estdo nessa etapa de ensino. No entanto,
a abordagem prética e superficial de conceitos elementares presentes nas disciplinas iniciais da
graduacdo, faz com que o processo de aprendizagem nao aconteca de forma integra,
comprometendo a formacéo desse estudante. Isto é, a construcdo da passagem que direciona o
conhecimento matematico ao saber matematico (apreensdo de um conceito) ndo se da de forma

consistente.

Tendo em vista estes fatos, o presente trabalho trata-se de uma investigacdo voltada
para o ensino superior, especificamente para os cursos de graduacgdo nas areas de ciéncias exatas
e naturais. E temos por intuito, ndo apenas realizar um aprofundamento na definicéo e distin¢éo
entre dois conceitos recorrentes em disciplinas desta area das ciéncias; como também, analisar
a forma como essas tematicas sdo apresentadas nos livros didaticos do ensino superior; bem

como, apresentar uma abordagem interdisciplinar oriunda da relagéo entre tais conceitos.

Contudo, inicialmente tomamos como referencial tedrico para nossa investigacéo, a
Teoria dos Registros de Representacdes Semidticas (TRRS) de Raymond Duval (1995). Esta
teoria foi selecionada por fornecer subsidios fundamentais para que se possa analisar as
abordagens utilizadas, sejam elas algébricas, geométricas ou na prépria lingua materna, para
apresentacdo e construcdo de um determinado conceito. Especificamente a TRRS trata dos
aspectos cognitivos do conhecimento matematico que levam ao saber matematico, isto é, ela
trata dos aspectos cognitivos que levam a apreensdo e consolidacdo de um determinado
conceito matematico. Para isso a TRRS considera as relacGes existentes entre um objeto

matematico e seus diferentes representantes.

Quanto a interdisciplinaridade, foi utilizada a perspectiva trazida por Japiassu (1976),
segundo a qual o conceito “interdisciplinar” ndo apresenta uma defini¢cdo acabada e pode ser
compreendido de modos distintos, a depender do pensamento tedrico sobre o qual ele esta sendo
considerado. No entanto, o autor indica que a ideia de interdisciplinaridade passa por uma
cooperacdo entre disciplinas que converge a uma determinada finalidade, partindo de uma
axiomatica comum a estas disciplinas. Desse modo, nosso trabalho considera a
interdisciplinaridade como uma abordagem capaz de integrar diferentes disciplinas de uma

mesma etapa de ensino a partir de uma tematica comum, visando um determinado objetivo.
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Neste sentido, temos como foco desta pesquisa, a relacdo e a distingdo entre os conceitos
de diferencial e derivada de funcdes reais definidas em R™. Sendo estas tematicas apresentadas,
inicialmente, nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral (CDI), a investigacdo da
abordagem interdisciplinar envolvera as disciplinas de CDI | e CDI Il, visto que, nestas
disciplinas os conceitos considerados sdo estudados acerca de fungdes definidas,
respectivamente, em conjuntos abertos da reta real R, e em conjuntos abertos do espaco R™
(em particular, para o caso n = 2). Com isso, pretendemos ressaltar os conteudos de tais
disciplinas sob o ponto de vista tedrico, e ndo apenas o procedimento mecanico comumente
abordado, por exemplo, com as derivadas parciais ou com as aproximacoes lineares.

Com essa perspectiva, foi utilizada uma interpretacdo dos conceitos de derivada e
diferencial de uma funcéo real que esta intrinsecamente relacionada com temas presentes na
disciplina de Algebra Linear (AL), a saber: transformacao linear e matriz de uma transformagéo
linear. Apresentamos a definicdo de diferencial e derivada de uma funcdo como sendo,
respectivamente, uma transformacéo linear e a matriz associada a esta transformagéo. Com isso,
esta interpretacdo auxilia no processo de distincdo entre as ideias de derivabilidade e
diferenciabilidade de funcdes; algo que pode ndo ocorrer na disciplina de CDI | pelos seus
estudos serem desenvolvidos acerca de funcGes definidas em conjuntos abertos de R, onde a
derivada (matriz da transformacéo linear) em um dado ponto do dominio, trata-se de uma matriz
unitaria e, portanto, um niimero real.

A importancia destes temas também € ressaltada por Aguiar, Siple e Moro (2012)

O ensino de derivada e diferencial é imprescindivel para todos os cursos de
ciéncias exatas e este conteldo esta presente no curriculo dos cursos de todas
as engenharias e no curriculo das chamadas ciéncias basicas (matematica,
fisica e quimica). Em nivel avancado a derivada esta presente em todas as
areas do conhecimento. (AGUIAR, SIPLE e MORO, 2012, p. 3).

Evidenciando-se assim que o entendimento das diferentes representacfes de
diferenciais e derivadas se faz necessario para o estudo de fendmenos naturais descritos e
modelados por funcdes de uma ou mais variaveis, essa pesquisa justifica-se por se tratar de um
material académico que fornece recursos para uma analise mais integra, sob o ponto de vista
interdisciplinar, norteada pela TRRS, de conceitos presentes nos livros didaticos do ensino
superior. Contribuindo assim, para que o estudante tenha uma base tedrica mais solida que o
auxilie tanto na producdo de pesquisas cientificas, quanto em um melhor aproveitamento ndo

apenas nos cursos de graduagdo como de pds-graduacdo voltados a area.
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2 OBJETIVOS
2.1 OBJETIVO GERAL

Investigar a abordagem interdisciplinar oriunda da relagdo entre derivada e diferencial

fundamentada pela Teoria dos Registros de Representacfes Semidticas.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

o Discorrer sobre a Teoria dos Registros de Representacfes Semidticas como uma
ferramenta para a analise de conceitos;

e Apresentar e distinguir os conceitos de derivada e diferencial sob a dtica de
transformagcé&o linear e matriz de uma transformacéo linear;

e Analisar as representacdes utilizadas por livros didaticos do ensino superior para
introduzir os conceitos de derivada e diferencial;

o Apresentar arelacdo entre derivada e diferencial como meio interdisciplinar;

e Avaliar a abordagem interdisciplinar a luz da Teoria dos Registros de Representacdes

Semioticas.
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3 A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS

A Teoria dos Registros de Representacfes Semidticas (TRRS) é uma ferramenta que
trata dos aspectos cognitivos do conhecimento matematico necessarios para o desenvolvimento
e consolidagcdo do saber matematico. Segundo ela, os objetos matematicos precisam ser
acessados através de suas representacdes e 0 saber matematico ocorre quando ha a mobilizacdo
dessas representacGes. Para tanto, tal teoria ¢ fundamentalmente construida levando em
consideracdo a importancia de se distinguir, inicialmente, um objeto de sua representacao.

Quando se trata de objeto matematico é feita, na verdade, uma referéncia a uma
definicdo que ndo possui materialidade, isto é, os objetos matematicos tal como s&o definidos,
sejam nameros, figuras geométricas ou outros elementos, ndo podem ser visualizados
fisicamente. As origens desse pensamento remontam da Grécia antiga, onde filosofos e
matematicos ja discutiam a natureza do objeto matematico. Segundo Ponte et al. (1997), pelo
menos desde Platdo, os matematicos da época ja trabalhavam com a nocdo de que os objetos
sobre os quais eram desenvolvidos o conhecimento matematico, sejam numeros, figuras
geométricas ou grandezas, eram acessados apenas por abstracdo, como imagens geradas a partir
de elementos acessiveis aos sentidos.

Nesse sentido, no que diz respeito a percepcao, ao entendimento e ao acesso a um objeto
matematico, Duval (2012) reforca que “os objetos matematicos ndo estdo diretamente
acessiveis a percepcao ou a experiéncia intuitiva imediata, como sdo 0s objetos comumente
ditos ‘reais’ ou fisicos’”. Consequentemente, faz-se necessario a utilizacdo de representantes.
No entanto, a possibilidade de existéncia de varias representacdes para um mesmo objeto
ressalta que este ndo pode ser confundido com um de seus representantes. Diante dessa
perspectiva, Duval (2011) afirma que: “Ao contrario do objeto, suas representacbes mudam ao
mesmo tempo de acordo com os pontos de vista considerados e 0s sistemas usados para obter
uma representacdo dele. O objeto aparece como o invariante de todas as varia¢fes possiveis de
suas representacfes.” (DUVAL, 2011, p. 4).

Esta diferenciacéo ressalta a necessidade de se utilizar mais de um representante para o
desenvolvimento do saber matematico. No entanto, apesar das representacdes assumirem um
papel decisivo no que se refere a compreensdo de um objeto matematico, elas ndo sdo as
estruturas mais simples. Na verdade, uma representacdo é um conjunto de componentes mais
elementares, os signos, munida de regras bem definidas. Esses componentes mais simples
foram definidos por Duval (2011): “Signos séo unidades elementares de sentido, que sdo apenas

caracteres para codificar: letras, siglas, algarismos, as vezes palavras-chaves, ou gestos de mao.
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O que equivale a considerar 0s signos como as coisas pelas quais é preciso comecar para dar
um sentido.” (DUVAL, 2011, p. 18).

Percebe-se, portanto, que embora 0s signos sejam as estruturas mais elementares que
atribuem significado a algo, eles por si s6 ndo sdo suficientes. Para isso, as representacfes
podem ser consideradas as estruturas mais basicas dotadas de coeréncia organizacional.
Decorre deste fato sua estreita relacdo com o objeto matematico, pois cada representacéo, isto
é, cada conjunto de signos dotados de regras bem definidas, apresenta uma caracteristica
particular do objeto representado. Contribuindo, assim, para o acesso a ele.

Logo, percebe-se que, devido a natureza do objeto matematico, sua compreensao
consiste em um processo tanto complexo quanto paradoxal. Pois, a medida em que as
representacdes sao necessarias para se acessar um objeto; € necessario, também, o
conhecimento deste objeto para poder representa-lo, evidenciando-se seus diferentes aspectos.
Desse modo, é essencial que exista uma abordagem semidtica para este processo.

Com abordagem semidtica referimo-nos ao “modo como nds, seres humanos
reconhecemos e interpretamos 0 mundo a nossa volta, a partir das inferéncias em nossa mente”
(NICOLAU et al., 2010, p. 4). Esta perspectiva se trata, na verdade, da semiotica sob o ponto
de vista de Charles Sanders Peirce, filosofo, cientista e matematico estadunidense que trouxe
contribuicdes, ndo s para a semidtica, como também para a l6gica e para a matematica. Desse
modo, percebemos que a compreensdo de um objeto ou situacdo do mundo real, depende
inicialmente da interpretacdo que atribuimos a partir da nossa representacdo mental, isto €, a
partir da nossa percepcdo intuitiva. Em particular, o saber matematico estd intimamente
relacionado aos sistemas semidticos.

Entende-se por sistema semiotico como sendo “um sistema que produz, transmite ¢
interpreta signos de diferentes tipos” (QUEIROZ, 2010, p. 8). Especificamente, para que haja
uma distincdo entre os sistemas semioticos utilizados na matematica dos outros sistemas
semioticos que estdo fora da matematica, foi empregado o termo registro (DUVAL, 2015).
Além disso, Duval (2011) reforca que um registro é um sistema semidtico particular,
caracterizado pelas suas operac@es cognitivas especificas.

Para indicar os diferentes tipos de registros dentro da atividade matematica, é utilizado
0 termo registro de representacdo semiotica. Podendo ser citados como alguns exemplos desses
registros: a lingua materna, a escrita algébrica, os graficos e as tabelas. Nesse sentido, 0s

registros de representacfes semidticas sdo registros de representacdes que, além de permitir a
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formacdo de uma representacdo de um determinado objeto, proporciona a realizacdo de duas
atividades cognitivas: o tratamento e a conversao.

Enquanto a primeira atividade diz respeito as transformagdes que ocorrem em um
mesmo sistema de representacdo. A segunda se refere as transformacfes entre registros de
representacOes diferentes. Esta diferenciacdo é nitida ao se analisar que, no tratamento, cada
etapa que compdem as transformacbes de um mesmo registro, ndo possui necessariamente um
significado em um outro registro. Em suma, alguns aspectos do objeto matematico sdo
especificos de certos registros de representacéo.

Figura 1 — Esquema de converséo e tratamento

REGISTRO REGISTRO
ALGEBRICO GEOMETRICO

(x=1)>%+y*=2

TRATAMEI\'TOI CONVERSAO

x?=2x+1+y*=2 “

TRATAMENTO I

o
(X
w

x2+y?-2x=1

Fonte: Autor (2022)

Na figura 1, evidencia-se que ao realizar uma manipulacéo da representacao no registro
algébrico, essa agédo consiste na atividade de tratamento. Enquanto que a conversdo consiste no
processo de representacdo em um outro registro, neste caso, € observado a representacdo do
gréfico da equacdo no registro geométrico. Constata-se assim, que embora ocorram
transformacdes da representacdo no registro algébrico, estas manipulacfes ndo implicam em
alteraces da representacao no registro geometrico.

Desse modo, entende-se que diferentes registros de representacoes revelam diferentes
aspectos de um mesmo objeto matematico. Logo, o processo de aquisicdo conceitual exige que
0 estudante seja apresentado a mais de uma representacao, pois, caso contrario, haveria uma
limitacdo por parte do estudante quando este fosse exigido a solucionar problemas envolvendo
tal objeto.

Com isso, a TRRS salienta que a compreensao de um conceito por parte do estudante

ocorre quando este demonstra autonomia em realizar o tratamento, enquanto atividade
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cognitiva, em mais de um registro de representacdo, ou seja 0 estudante também deve ter
dominio da atividade cognitiva de conversdo. Caso contrério, a limitagdo da representacdo de
um objeto matematico a um Unico registro, provoca uma margem de erro no processo de
aprendizagem, fazendo que o estudante confunda o objeto com um de seus representantes.
Nesta situacdo, o estudante pode ser capaz de entender e solucionar problemas em um
determinado registro, no entanto a aquisi¢do conceitual sera comprometida.

Este fato revela que os registros de representacfes semioticas ndo séo meras ferramentas
coadjuvantes no processo de aprendizagem, pelo contrario, elas sdo necessarias para que haja a
apreensdo de um conceito. Desse modo, 0s tipos de registros de representacGes semidticas
adotados, e a forma de abordagem de um determinado objeto matematico, sejam pelos autores
dos livros didaticos, seja pelo professor em sala de aula; bem como os exercicios de converséo
e tratamento envolvidos, compdem as ferramentas essenciais para que 0 objeto matematico em

questdo possa ser apresentado, discutido e compreendido pelos leitores e estudantes.
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4 OS CONCEITOS DE DERIVADA E DIFERENCIAL

O CDI é uma fascinante ferramenta desenvolvida ao longo da hist6ria da humanidade
por vérias geracGes de matematicos e estudiosos das ciéncias exatas. Seu entendimento como
um conjunto de técnicas para realizacdo de operacdes de derivacdo e integracdo, remonta ao
século XVII, com os trabalhos de Gottfried Leibniz e Isaac Newton; os quais foram
desenvolvidos quase que simultaneamente, mas de forma independente. Ao longo dos anos
muitas personalidades exerceram significativa influéncia para o CDI, podendo ser citados:
Lagranje, Riemann, Cauchy, Euler, Bernoulli, Laplace e D’ Alambert. De um modo geral, estes

estudos desenvolvidos podem ser aplicados nas mais diversas areas das ciéncias.

A nivel académico a disciplina de CDI esta presente nos mais diversos cursos de
graduacéo das ciéncias exatas. Tendo em vista que seu objeto de estudo se trata de fungdes e
suas caracteristicas e ferramentas associadas, como o limite, a continuidade, a derivada, a
diferencial e a integral; o CDI se torna uma poderosa ferramenta para a resolucao de problemas

do mundo real que séo descritos, ou modelados, por fungdes de uma ou mais variaveis.

Em particular, os estudos acerca da derivada e diferencial de uma fungéo séo relevantes
ao se estudar fendbmenos naturais ou sociais que estdo relacionados a taxas de variacéo: o
deslocamento de uma particula em funcéo do tempo, a velocidade do fluxo sanguineo em uma
artéria, o calculo do custo marginal, dentre outros. Na matematica, a compreensdo de tais
contetdos é importante para se determinar a inclinacdo da reta tangente a uma curva em um
dado ponto; analisar as aproximacdes lineares de funcGes, sejam por retas tangentes ou por
planos tangentes; desenvolver a teoria das equacdes diferenciais e calcular integrais de funcdes

via Teorema Fundamental do Calculo.

Contudo, existem diversas possibilidades de interpretacdes e representacdes nos mais
variados registros, para que sejam analisados 0s conceitos de derivada e diferencial de uma
funcdo. Dentre elas, € possivel compreender estes temas a partir de uma definicdo em funcao

de transformacdo linear e matriz associada a esta transformacéo.

4.1 ARESPEITO DA ALGEBRA LINEAR

Para que sejam desenvolvidos os temas referentes ao CDI, é necessaria uma mencao

prévia a alguns conceitos da AL: espago vetorial, base, dimensdo, combinacdo linear,
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dependéncia e independéncia linear. Nesse intuito, para a sistematizacdo destes conceitos foi

utilizado como base o livro “Algebra Linear” de Steinbruch e Winterle (1987).

Entende-se por Espago Vetorial como sendo um conjunto V néo vazio, sobre o qual
estdo definidas as operacdes de soma entre seus elementos (0s quais sdo chamados de vetores)
e multiplicacdo por escalar (isto é, paratodou,v € Vea € R, temosqueu+v € Veau € V)
que, além disso, goza dos seguintes axiomas

Al. u+v)+w=u+@W+w)Vuv,wev
A2.u+v=v+uvuvevVv
A3.30eVtalquevuelV,u+0=u
Ad.VueV,3(—u)eVtalqueu+ (—u) =0
M1l (af)u = a(fu)VueVeVa,f ER
M2. (a+B)u=au+puvVueVeva B eER
M3.a(lu+v)=au+avVuveVevVa R
M4 lu=uVuevlV

Outro conceito fundamental para nossas analises trata-se da base de um espaco vetorial.

A base By, de um espaco vetorial V € um conjunto ndo vazio de vetores de V que cumpre duas
condicdes:

i) Qualquer vetor de V pode ser escrito como combinacao linear dos vetores de By, e
ii) Os vetores de By, sdo linearmente independentes.
Entende-se por combinag&o linear de vetores de B,  VV como sendo a soma finita
n
Z aiv; = a vy + -+ ay v,
i=1

onde os escalares g, ..., a, € R, sdo chamados de coordenadas do vetor v = Y ; a;v; com

relacdo a base By, € vy, ..., v, S30 0S vetores de By, .

Dizemos que uma combinacdo linear dos vetores de By, € linearmente independente se
a igualdade

avy + -+ a,v, =0 1)

so for possivel quando
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Caso contrério, isto é, se existem a4, ..., a, € R ndo todos nulos tais que a equacéo (1)
seja satisfeita, entdo dizemos que a combinacdo linear dos vetores de B, € linearmente
dependente. Além disso, a quantidade de vetores presentes na base de um espago vetorial € um
invariante, ou seja, quaisquer duas bases distintas de um mesmo espago vetorial apresentam a
mesma quantidade de vetores. Por fim, temos que a quantidade de vetores presentes em uma
base de um espaco vetorial € definida como a dimensao deste espaco, isto é, se uma base de um
espaco vetorial V contem n vetores, dizemos que a dimensao do espaco vetorial V' é igual a n,

e denotamos por dim(V) = n.

Vale ressaltar que as consideragdes feitas acerca de espacos vetoriais, se referem a
espacos vetoriais de dimensédo finita, isto é, espacos vetoriais cujas bases apresentam uma
quantidade finita de vetores. Pois, neste trabalho ndo trataremos de espacos vetoriais de

dimensao infinita.

4.1.1 Transformacao linear

Definicdo 1: Sejam V e W espacos vetoriais. Dados u,v € V e a € R, uma aplicacéo

T:V — W que satisfaz as condicdes:
)T(u+v)=Tw) +Tw)
i) T(au) = aT (u)

é dita uma transformacdao linear.

Partindo da definicdo anterior, V e W sdo chamados, respectivamente, de espaco vetorial
de partida e espaco vetorial de chegada. Associados a uma transformacéo linear T, temos dois
conjuntos importantes: Imagem e Ndcleo. A Imagem de uma transformacéo linear T, denotada
por Im(T), trata-se do conjunto dos elementos de W que sdo imagem de vetores de V pela

aplicacdo T; simbolicamente
Im(T)={Tlw) e W;v eV}

J& 0 Nucleo de uma transformac&o linear T, denotado por N(T), trata-se do conjunto
dos elementos de V que sdo levados ao vetor nulo de W (comumente denotado por 0y,) pela

aplicacdo T; simbolicamente

NT)={weV;T(v) =0yl
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Em particular, estamos interessados em dois tipos de transformac&o linear especificos:

1) Seja T:R — R uma transformagdo linear, dada por T(x) = ax, onde a € R.
Geometricamente podemos interpretar esta transformagdo como a reta r ¢ R? que passa pela

origem de R?, cujo coeficiente angular é a.

Figura 2 — Transformacéo linear 1

‘T(x) = ax (ondea = 0.65)|

T(x) T

21 T(x) = 0.65x

Fonte: Autor (2022)
2) Seja T: R? - R uma transformacéo linear, dada por T'(x;, x,) = a;x; + a,x, onde
a;, a, € R. Geometricamente podemos interpretar esta transformagdo como um plano y ¢ R3
que passa pela origem de R3.
Figura 3 — Transformac&o linear 2
T(x1,x5) = ayx; + ayx, (onde a; = le a, = 0.1)

T(xll x2)

X1 Xy

Fonte: Autor (2022)

Em geral, ao considerarmos uma transformacdo linear T:R™ — R, dada por
T(X1, ) Xp) = A1 X1 + -+ + @, x,, ONde a4, ..., a, € R. Temos que esta transformacao pode ser

interpretada geometricamente como um hiperplano y ¢ R®*1 que passa pela origem de R™**1,
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4.1.2 Matriz de uma transformacao linear

Sejam V e W espacos vetoriais tais que dim(V) = ne dim(W) = m, B, = {vy, ..., Uy}
e By ={wy,..,w,} duas bases de V e W, respectivamente. Tome T:V - W uma

transformacéo linear. Podemos expressar um vetor v € V da seguinte forma
V=a.v+ e+ agvy,.
Ou entdo,
vg, = (ay, ..., ap).
E aimagem T (v) por
T(w) = bywy + -+ + by,wy,. (2)
Ou entdo,
T(W)s,, = (b, ..., by).
Sendo T uma transformacao linear temos que
T(w) =T(a;vy + -+ ayv,) = a;T(vy) + -+ a,T(v,). (3)

Sendo T (v,), ..., T (v,) vetores de W, podemos escrevé-lo como combinacao linear dos

vetores de By,,. Desse modo,
T(vy) = biw; + -+ brw,

T(vy) = b2w; + -+ bZw,,

T(v,) = bl'w; + -+ bjtw,,.
Substituindo esses resultados na equacéo (3) temos
T(w) = a;(biwy + -+ bLwp) + -+ + a,(b}wy + -+ + b wy,).
Ou ainda,
T(w) = (a;bi + -+ abP)wy + -+ + (abj, + -+ + ay b)) Wy, 4)
Comparando a equacao (4) com a equacao (2) conclui-se que
b, = a;b} + -+ + a, b}

bz = alb% + -+ anbg’
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by = a.b} + -+ + a, b},

Ou, na forma matricial,

[bf b? .. D] [a
l ‘ I b% b:ZZ bE;‘ | Iaz | 6
bm |

2 n a
mx1 m byn .. by mxn - tHnx1

Simbolicamente, podemos expressar a equacédo (5) da seguinte forma
[Tz, = [Tlg, [V]s,

Observa-se que as dimensdes (m x n) da matriz [T]grv sdo dadas pelas respectivas
dimensdes dos espacos vetoriais W e V. Além disso, cada coluna da matriz, sdo as componentes
das imagens dos vetores da base B, em relagéo a base B,,. Com isso, afim de sintetizar estes
resultados, chegamos a seguinte definicéo:

Definicdo 2: Sejam V e W dois espacos vetoriais, By, e By, duas bases de V e W,
respectivamente; e T: V — W uma transformacao linear. A matriz, denotada por [T]grv, que

satisfaz a equagao
[T(W)]zy,, = [T]gzl [v]g,, ondev € V
e chamada a matriz da transformacdo linear T:V — W com relagéo as bases By, € By, .

Vale ressaltar que os elementos da matriz de uma transformacéo linear dependem das
bases adotadas para os espa¢os vetoriais de partida e de chegada. Consequentemente, existe
uma infinidade de formas de se representar a matriz de uma transformacéo; no entanto, fixada
as bases, a matriz é Unica. Comumente, & mais conveniente adotar as bases candnicas desses

espacos vetoriais.

Em particular, estaremos interessados em determinar uma matriz da transformacéo

linear de dois tipos de transformacdes lineares que serdo descritos a seguir:

1) A matriz da transformacdo linear T: R — R, dada por T(v) = av, onde @ € R, com

relacdo as bases candnicas de R.
Sabe-se que B = {1} é a base candnica de R. Tomando v € R temos que

T(v) = av
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ou ainda,
[T(V)]z, = lav]ixi.

Sendo as dimensGes dos espacos vetoriais de partida e de chegada iguais a 1, temos que

a matriz da transformacao linear € uma matriz unitaria. Sabendo que [v]g, = [v];«1, conforme
a equacdo anterior, conclui-se que [T]gi = [a]ix1.

2) A matriz da transformacdo linear T: R" — R, dada por T(vy, ..., v,) = ayv; + -+
a,v, onde a4, ..., a, € R, com relacdo as bases candnicas de R™ e de R.

Sabe-se que Bgr = {(1,0, ...,0),(0,1,0, ...,0), ..., (0, ...,0,1)} é a base candnica do R" e

Br = {1} é a base candnica de R. Tomando v = (v, ..., ;) € R™ temos que
T(Ww) = avy + -+ ayv,
ou ainda,
[Tz, = layvy + -+ vy )11

Sabe-se que dim(R") = n e dim(R) = 1, logo a matriz da transformacéo linear ¢ uma

matriz de dimensdo (1 X n). Sabendo que

U1
()
[U]B]Rn = ,
Vnlpxa
e conforme a equagéo anterior, conclui-se que [T]gﬁﬂ‘;n =la; ap - Q).

Estes dois resultados serdo Gteis quando se estiver analisando a derivada e a diferencial

de funcdes reais definidas em R e em R™.

4.2 ARESPEITO DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Os conceitos e definicbes desenvolvidos nesta se¢do considera algumas abordagens
trazida pelos livros: “Calculo” volumes 1 e 2 de Stewart (2013) e “Advenced Calculus of
Several Variables” de Edwards (1973); bem como a perspectiva trazida pelo trabalho de Aguiar,
Siple e Moro (2012)

4.2.1 Derivada e diferencial de fungdes reais definidas em R
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A principio seré analisada a derivada e a diferencial de uma funcéo real de apenas uma
variavel. Contudo, é necessario previamente, recordar o conceito topolégico de conjunto aberto.
Um conjunto D é dito aberto se, e somente se, dado um ponto qualquer a € D, existe € > 0 tal

que se x € B.(a) (bola aberta centrada em a e de raio €), entdo x € D.

Esta noc&o sera util para garantir que uma funcédo f definida em um aberto, também estéa
bem definida em uma vizinhanga suficientemente préxima de um ponto qualquer do dominio
da funcdo. Neste sentido, serdo considerados D c R, um subconjunto aberto de R e um
acréscimo Ax € R ndo nulo, suficientemente pequeno, afim de que faga sentido considerar a
funcdo f: D — R, avaliada no ponto x + Ax, onde x é um ponto qualquer do dominio. Desse
modo, sob o ponto de vista do CDI, podemos definir a derivada de uma funcéo f como sendo,

ela propria uma funcéo; levando em consideragéo o limite em cada ponto do seu dominio.

Definicdo 3: Sejauma funcdo f: D c R — R. A derivada de f com relacdo a variavel x,

é a funcao denotada por f’(x) dada por

fx +Ax) = f(x)

f1G) = Agc”—r»lo Ax

se o limite existir.

Outras notagdes também utilizadas para representar a derivada de uma funcao y = f(x)

~ LA d d le: ~ . .
sao:y', v, f, Dyf, é ou é. Quanto a estas duas ultimas representacdes, esta sendo considerada

a notacdo de Leibniz. E necessario destacar que elas ndo representam um quociente entre os

. d . N ~ P .
termos dy e df e o termo dx, mas simum operadora aplicado afungdo y = f(x). Além disto,
esta notacdo € Util no estudo do calculo de integrais e de equacgdes diferenciais.

Associada a defini¢do 3 temos que uma fungdo f: D € R — R é dita derivavel em x,,

se existe f'(x,) € R tal que

f G +A2) = f(xo) )
Ax

fxo) = lim
E dizemos que f é derivavel no intervalo aberto D se for derivavel para todo x € D.

Geometricamente, tomando uma funcdo y = f(x) derivavel em x,, 0 valor numeérico
f'(x,) pode ser interpretado como o coeficiente angular da reta tangente a curva descrita pelo
grafico de f, no ponto (x,, f(x,)). Ou ainda, a derivada f'(x,) representa o limite, quando
Ax — 0, das retas secantes do grafico da fungéo f, que passam pelos pontos (x, f (x,)) € (xo +
Ax, f (xo + Ax)).
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A partir dessas consideragdes pode-se introduzir a seguinte definicao:

Definicdo 4: Seja f:R — R uma fungdo derivavel, a diferencial de f em x, € a

transformacdo linear df,: R — R, dada por df,,(Ax) = f'(x,)Ax.

Algebricamente, através de uma manipulacdo da equacéo (6), obtemos:

i f(xo + Ax) — f(x0)
im
Ax - 0 Ax

—f'(x) =0,

e assim,

i £ G0+ A2) = F(xo) = f'(x0)Ax _
im =0

Ax - 0 Ax

Tomando Af,, (Ax) = f(xo +Ax) — f(x,) e aplicando o resultado oriundo da

Definicéo 2, temos

im Afy, (Ax) — df, (Ax) _ o
Ax - 0 Ax

Com isso, conclui-se que a diferencial df, (Ax) € uma boa aproximagéo para a variagéo
Afy,(Ax) para valores de Ax suficientemente pequenos. Isto €, df,, € uma aproximagao linear

(linearizacdo) da funcéo f para uma vizinhanca do ponto x,.

Tomaremos agora uma abordagem distinta para a diferencial de uma funcdo que

permitira uma nova interpretacdo para a derivada de uma funcéo.

Considerando y = f(x), uma outra representagdo para a diferencial da funcéo é dada

por

dy = f'(x)dx, (")

onde a diferencial dx é uma variavel independente; e, portanto, a diferencial dy é uma variavel
dependente que tem seu valor definido a partir dos valores atribuidos a x e a dx. Logo, desde
que dx # 0, temos que a derivada da funcdo y = f(x), pode ser expressa como 0 quociente de

duas diferenciais:

d
e =2
Vale enfatizar que, neste contexto, a derivada é, de fato, um quociente das diferenciais
dy e dx, diferentemente da notacao de Leibniz para as derivadas que, embora seja representada
da mesma forma, tem uma conotacédo distinta, como ja exposto. Desse modo, comparando a

equacdo (7) com os resultados da definicao 4, observa-se que df,, = dy e Ax = dx.
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Por fim, levando em consideracdo que df,, € uma transformacéo linear dada por
dfy,(Ax) = f'(x,)Ax, temos que a matriz dessa transformag&o com relagéo a base canonica de
R, é uma matriz unitaria (1 x 1), cujo seu Unico elemento é f’'(x). Em outras palavras, a
derivada de uma funcédo é a matriz de sua diferencial (transformacao linear). Deste modo, apesar
de uma possivel confusdo quanto a definicdo da derivada e da diferencial de uma funcdo, pelo
fato de que a matriz da transformacéo é simplesmente um nimero, esta distin¢éo torna-se mais
evidente quando se analisa funcGes definidas em abertos do R™ (n > 1). No entanto, € preciso

antes compreendermos as derivadas parciais.

4.2.2 Derivadas parciais

Para funcdes definidas em abertos do R™ (n > 1) € necessario compreender que as
derivadas dessas funcdes passam a ter um carater parcial. No entanto, € importante ressaltar que
essas chamadas “derivadas parciais” da fun¢do ndo devem ser confundidas com a derivada da

funcéo.

A principio, sera considerado o caso n = 2. Nesta situacdo, teremos duas variaveis
dependentes que serdo representadas, por x; e x,. Consequentemente e, analogamente como
desenvolvido para funcbes definidas em R, temos agora duas derivadas parciais: uma com

relacdo a variavel x; e outra com relacdo a variavel x,.

Definicdo 5: Sejam um conjunto aberto D c R?, xo(x2,x)) € R? um ponto deste
aberto e uma funcéo f: D — R. A derivada parcial de f no ponto x,, com relacéo a variavel
x, € dada por

O (o) _ | fOR+ A0, 3) = F(x)
axl Axq -0 Axl ’

se o limite existir. E, a derivada parcial de f no ponto x,, com relacéo a variavel x, é dada
por

Of o) _ | O ad +8x) — F(x8,9)
axz AXZ -0 sz ’

se o limite existir.

Outras notacBes para derivadas parciais de uma funcdo z = f(x,,x,) com relagdo a

af o0z

variavel x; sdo: f, , R
1 1

ouD,, f.
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Geometricamente, temos que o grafico de uma funcéo f: D ¢ R? — R é uma superficie
S c R3. Desse modo, podemos interpretar as derivadas parciais de f no ponto xq(x?,x9) €
R2, como sendo as inclinagGes das retas tangentes a superficie S em x,, na direcdo dos eixos

coordenados x; e x,. Como exemplo, utilizaremos uma abordagem trazida por Stewart (2013)

Figura 4 — Derivadas parciais

Fonte: Stewart (2013, p. 814).

Na figura 4, observa-se o grafico de uma fungdo z = f(x,y), representada pela
superficie S. Podemos observar que a curva C; € a interseccao entre a superficie S e o plano
y = b, enquanto que a curva C, é a intersec¢do entre a superficie S e o plano x = a. Assim, a
projecao de C; no plano xy é paralela ao eixo coordenado x, e a inclinacdo da reta tangente T,
a curva C; no ponto P, € dada por f,(a, b). Analogamente, f,(a, b) é a inclinacéo de T, reta

tangente a curva C, no ponto P.

Consequentemente, algebricamente, podemos generalizar a definicdo 5 para funcdes
definidas em abertos do R™ (n > 2). Desse modo, a derivada parcial de uma fungéo f:D c
R™ - R no ponto xq(x?, ..., x?, ..., x%) € D com relagéo a variavel x;, onde i € [1,n], é dada
por

of (xo) ~ lim Flxd, o, x? + Axgy e, xd) = F(xD, 0, %2, xD)

0xl~ Ax;—0 Axi

se o limite existir.

4.2.3 Derivada e diferencial de fungdes reais definidas em R™

Analogamente as defini¢des de derivada e diferencial de func¢Ges reais cujos dominios
sdo abertos da reta R, podemos considerar D ¢ R™, um aberto do R", tal que o ponto
xo(x?,...,x2) € D. Por definicdo de conjuntos abertos sabe-se que, para qualquer ponto do

conjunto, pode-se tomar uma bola aberta centrada no ponto e com raio suficientemente
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pequeno, e ainda assim esta bola aberta estara contida no conjunto. Isto significa que se uma
funcdo esta definida em um ponto x,, também estara nas proximidades deste ponto. Desse
modo, considerando Ax(Axg, ..., Ax,) € R™ cujas coordenadas Axy, ...,Ax, € R sdo, uma a
uma, suficientemente préximas de zero, no entanto nao todas nulas; tem-se que a funcéo f esta

bem definida no ponto x, + Ax. Ciente destas informacdes, temos a seguinte definicao:

Definicdo 6: Sejam D < R", um aberto do R", xo € D e uma fungdo f:D — R.
Dizemos que a fungdo f é diferenciavel em x,, se e somente se, existe uma transformagao
linear T: R™ —» R tal que

i f(xo +Ax) — f(x9) —T(Ax)
im =0
Ax—- 0 |Ax|

onde 0 € R™ ¢ o vetor nulo de R™. A transformacao T, que sera denotada por df,,, € chamada
a diferencial de f no ponto x,. Enquanto que a matriz dessa transformacéao linear sera

denotada por f'(x,) e é chamada a derivada de f em x,.

Observa-se que, diferentemente de como ocorriam com as fungdes definidas em
conjuntos abertos da reta R, a matriz da transformacéo linear com relacéo a base canbnica do
R™, ndo é mais uma matriz unitaria, e sim uma matriz linha 1 x n, cujos elementos de sua linha
sdo as derivadas parciais da funcdo f no ponto x,, isto e,

0f (xo) 0f(x0) af (xo)

0x4 ox, 0x,

[dfig) = f'(x0) =

Desse modo, a diferencial de f em x,, aplicada em Ax, df,,(Ax), ndo se trata mais de
um produto usual entre dois nUmeros reais, e sim, de um produto entre duas matrizes, a saber:

f'(x0), uma matriz 1 X n; e a matriz coluna n X 1 cujos elementos sdo as coordenadas de Ax.

Assim temos,

Axq

_ _[9f(xo) 9f(x0) 0f (x0)1 | Ax,
dfy, (Ax) = f'(x9)Ax = ox ox, o 2.
Ax,
E, portanto,
_ 0f(x0) af (xo) af (xo)
dfy, (AX) = o, Ax, + ox, Ax2+---+—axn Ax,,.
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Analogamente as funcfes reais definidas em R, temos que a diferencial dz de uma
funcdo real z = f (x4, ..., x,,) pode ser expressa como uma variavel dependente das diferenciais

dx, ..., dx,, sendo estas variaveis independentes. Deste modo a expressao

0z 0z

0z
=6_xldx1+ dx; + -+ —dx,

dz o,

dx,

é chamada de diferenciacdo total. E, fixado um ponto x, que pertence ao dominio de z, temos
que dz representa uma aproximacéo linear para a variacdo Az = f(xq + Ax) — f(x), onde
Ax(Axy, ..., Axy,) € R™ e dxy = Axq, ..., dx, = Ax,. Ist0 é, f = f(xg) + dz, na vizinhanca do

ponto x

Podemos considerar n = 2 e visualizar este fato geometricamente, tomando uma fungéo

z = f(x,y) e sua diferenciagéo total em um ponto (a, b) do seu dominio:

Figura 5 — Diferenciacéo total

(a+ Ax, b+ Ay, f(a+ Ax, b+ Ay))
superficie z = f(x, y) Y

(@, b, f(a, b))

plano tangente
z— f(a, b)= f.(a, b)(x —a) + f_‘.(a. b)(y — b)

Fonte: Stewart (2013, p. 827).
Com esta representacdo trazida por Stewart (2013), observamos que o plano tangente
de equagdo: z — f(a, b) = f,(a,b)(x — a) + f,(a, b)(y — b) se ajusta a superficie do grafico
de z = f(x,y) nas proximidades do ponto (a, b, f (a, b)).
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5 METODOLOGIA

O presente trabalho analisa as diversas representacfes e interpretacfes atribuidas a
apresentacdo dos conceitos de derivada e diferencial, pelos livros didaticos do ensino superior,
evidenciando-se suas relagdes e distingdes. Com isso, nossa pesquisa busca investigar uma
abordagem interdisciplinar, ao longo do curso de graduacdo em ciéncias exatas, entre as
disciplinas de CDI I, CDI Il e AL, a partir de uma apresentacdo dos temas citados, em funcao
de conceitos presentes na AL. Com este intuito, a analise dos livros didaticos foi realizada a luz
da TRSS.

Neste sentido, nossa investigacdo tem carater qualitativo, por se tratar de uma analise
com o cunho de compreender, interpretar e dialetizar (MINAYO, 2012, p. 622). O critério para
a definicdo dos livros a serem analisados, se baseou no “Programa dos Componentes
Curriculares por Periodo”, um documento oficial do curso de Matematica — Licenciatura,
Centro Académico do Agreste, da Universidade Federal de Pernambuco, onde consta, dentre

outras informac0es, a bibliografia basica e complementar de cada disciplina.

Antes da analise realizada, ja vimos no Capitulo 3 uma descricdo do nosso referencial
teorico utilizado, e em seguida, no Capitulo 4, trouxemos uma relagcdo entre a derivada e a
diferencial, para que estas pudessem ser interpretadas como uma transformacao linear e a matriz
associada a esta transformacdo. Com isso, buscamos apresentar representacdes e notacdes que
proporcionassem aberturas para a interdisciplinaridade. Ressaltando nosso interesse em, a partir
da relacdo existente entre derivada e diferencial, conseguir estabelecer interacdes entre as
disciplinas, visando um entendimento mais completo a cerca da distin¢do destes elementos ao

estudar-se funcgdes reais definidas no espaco R"™, para qualquer n € N.

Assim, foram analisados, a principio, os livros: “Calculo”, volume 1 de James Stewart
(2013) e “Um curso de calculo”, volume 1 de Hamilton Luiz Guidorizzi (2001). E, em um
segundo momento, o livro: “Caélculo”, volume 2 de James Stewart (2013). Neste sentido,
buscamos analisar o tratamento dado a derivada e a diferencial quanto as funcgdes reais definidas

em R e, em seguida, quanto as fungdes reais definidas em R™.

Além dos livros citados, foram trazidas algumas ideias e interpretacdes dos livros: “Um
curso de célculo”, volume 2 de Hamilton Luiz Guidorizzi (2001) e “Advanced Calculus of
Several Variables” de Edwards (1973). Embora ambos os livros ndo constassem na bibliografia

das disciplinas consideradas, eles foram utilizados, respectivamente, por se tratar da
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continuagéo do livro j& considerado no primeiro momento e por apresentar uma abordagem que

proporciona uma interrelagio com conceitos da Algebra Linear.

No primeiro volume do livro “Calculo” de Stewart (2013) analisamos as secdes: 2.7
Derivadas e Taxas de Variagdo, 2.8 A Derivada como uma fungdo e 3.10 Aproximacoes
Lineares e Diferenciais. No volume 1 do livro “Um curso de calculo” de Guidorizzi (2001)

analisamos as sec¢des 7.1 Introducdo, 7.2 Derivada de uma funcdo, 7.9 NotacOes para a derivada

e 7.14 Interpretacao de % como um quociente. Diferencial.

Quanto ao volume 2 do livro “Célculo” de Stewart (2013) foram analisadas as se¢des
14.1 FuncBes de Vérias Variaveis, 14.3 Derivadas Parciais e 14.4 Planos Tangentes e
Aproximagdes Lineares. Ja para o volume 2 do livro “Um curso de calculo” de Guidorizzi
(2001) analisamos as sec¢Oes 11.4 Diferencial e 11.5 O vetor gradiente. Por fim, analisamos
também algumas nocdes iniciais trazidas pelo primeiro e segundo capitulos do livro “Advanced
Calculus of Several Variables” de Edwards (1973).

Para esta investigacdo, realizamos também, uma comparacdo entre os livros
selecionados, considerando as situacfes e os exemplos iniciais trazidos por cada autor na
apresentacdo dos temas estudados. A partir disto, analisamos como os diferentes tipos de
registros de representacOes sdo aplicados em cada uma das situacfes e quais as estratégias
utilizadas pelos autores para relacionar as diferentes representacdes em mais de um registro.
Por fim, elencamos os motivos pelos quais a abordagem interdisciplinar dos conceitos de
derivada e diferencial tomados sob a perspectiva de transformacdo linear e matriz de uma
transformacéo, contribui para um melhor desenvolvimento cognitivo do estudante segundo a

TRRS, proporcionando uma melhor apreensao dos conceitos envolvidos.
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6 ANALISE

Almejamos neste capitulo, analisar as abordagens utilizadas por livros didaticos do

ensino superior para apresentar os conceitos de derivada e diferencial de fungdes reais.

6.1 LIVROS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL |

Tomando como base a disciplina de CDI I, iniciamos nossa analise com os livros

“Célculo” volume 1 de James Stewart (2013) e “Um curso de célculo” volume 1 de Hamilton

L. Guidorizzi (2001).

As primeiras nocoes trazidas pelos autores Guidorizzi (2001) e Stewart (2013) para
formalizar a ideia de derivada sdo semelhantes. A principio, é enfatizada a problematica de se
determinar a equacdo da reta tangente a um determinado ponto de uma curva. Em seguida,
ambos apresentam uma construcao para a solucdo através da ideia de aproximacdo por retas
secantes. Com isso, 0s autores trazem inicialmente, na representacdo em lingua materna, a
determinacdo do coeficiente angular de uma reta secante a curva do grafico de uma funcéo
f(x). Por exemplo, Stewart (2013) traz que: “Se uma curva C tiver uma equacdo y = f(x) e
quisermos encontrar a reta tangente a C em um ponto P(a, f(a)), consideraremos um ponto

proximo Q(x, f(x)), onde x # a, e calculamos a inclinagdo da reta secante PQ: mpy =
[T » (STEWART, 2013, p. 131).

Partindo da mesma ideia inicial, ambos os autores fazem uso da representacdo no
registro geomeétrico para sistematizar essas ideias.

Figura 6 — Reta secante 1

y

O, f(x))

Fonte: Stewart (2013, p. 131).

Na figura 6 percebemos que a reta secante considerada passa pelos pontos P e Q do

grafico da curva f(x). Ja na figura 7 observamos que a reta secante que passa pelos pontos
(p, f(P)) e (x, f(x)) é denotada por s,.
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Figura 7 — Reta secante 2

Al |

fixy=fip

=3
\

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 136).

Neste momento, ambos 0s autores apresentam um maior detalhamento quanto ao

procedimento de obtencdo do coeficiente angular da reta tangente a curva em um dado ponto.

Algo que ¢é definido por Stewart (2013): “A reta tangente a curva y = f(x) em um ponto

P(a, f(a)) ¢ a reta passando por P com a inclinagio m = lim 22 » (STEWART, 2013,
xX—=>a

p. 131).

Em seguida, ambos 0s autores se preocupam em representar estas ideias no registro

geométrico.

Figura 8 — Aproximagcdo por retas secantes 1

=1

/

Fonte: Stewart (2013, p. 131).

Na figura 9 percebemos uma representacdo menos nitida com relacéo a figura 8.

Figura 9 — Aproximagcao por retas secantes 2

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 137).
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Contudo, ambas as figuras apresentam uma ideia de movimento, o que pode ser
considerado, sob a perspectiva da TRRS, como a atividade cognitiva de tratamento dentro do
registro geométrico. Pois, embora elas estejam sendo representadas em imagens Unicas,
percebe-se que deve ser considerada a reta secante em diferentes momentos, se aproximando
das retas tangentes representada por Stewart (2013) pela reta t e por Guidorizzi (2001) pela reta
T. Neste sentido, é proposto ao leitor que ele seja capaz de exercer esta atividade cognitiva

enquanto faz a leitura destas figuras.

Em seguida, os autores complementam esta ideia de reta tangente apresentando uma
representacdo no registro algébrico, contribuindo assim para a atividade cognitiva de conversao.
Esta representacdo é dada através da escrita da equacdo da reta tangente, visto que ela é possivel
de ser determinada, levando em consideracdo que ja sdo conhecidos um ponto da curva pelo

qual a reta deve passar, e 0 seu coeficiente angular definido anteriormente.

Contudo, quanto a representacdo algébrica, Stewart (2013) exemplifica a situacéo

apresentada.

Figura 10 — Exemplo 1 no registro algébrico

[ETETITEN Encontre uma equagdo da reta tangente a parabola y = x? no ponto P(1, 1).

SOLUCAD Temos aqui @ = 1 e f(x) = x? logo a inclinagio é

=) =1
= lim = lim
x—1 x—1 —1 x — 1

=D+ 1)
= lim—F
x—1 X — ]

:linll(x+l):l+1:2

Usando a forma ponto-inclinacdo da reta, encontramos que uma equacio da reta tangente em
(1,1)¢

y—1=2(x—-1) ou y=2x—1 [ |

Fonte: Stewart (2013, p. 131).

Assim percebemos que o exemplo trazido pelo autor visa exercitar a atividade cognitiva
de tratamento no registro algébrico. Assim, a ideia apresentada inicialmente de forma
generalizada por uma fungdo y = f(x) pode ser tratada, algebricamente a partir da fungdo y =
x2. Logo em seguida, Stewart (2013) exibe uma sequéncia de imagens para complementar este

exemplo.
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Figura 11 — Aproximagdo de uma curva & uma reta

1.5 L1

2 0.5 1,5 09l

Fonte: Stewart (2013, p. 132).
Onde ressalta-se que a medida em que se amplia a imagem em torno do ponto (1,1) a

curva se aproxima cada vez mais de uma reta.

Em seguida, Stewart (2013) ainda traz uma definicdo equivalente aquela dada

inicialmente para o coeficiente da reta tangente a um dado ponto definindo o coeficiente m em

termos de um acréscimo h: m = }}irr%) M Observamos que, mais adiante, Guidorizzi

(2001) faz uso de uma representacédo similar.

Na sequéncia, ambos 0s autores trazem uma contextualizagcdo para um outro problema:
o0 célculo da velocidade em um determinado instante, a partir do limite das velocidades médias
em intervalos cada vez menores e cada vez mais proximos do instante analisado. A principio
eles utilizam o registro na lingua materna. No entanto, Stewart (2013) faz uso de uma maior
quantidade de representacdes em diferentes registros, como por exemplo o registro geométrico

observado na figura 12, onde s = f(t) representa a funcdo deslocamento de um objeto.

Figura 12 — Gréfico da funcéo deslocamento

’ Ola + h, fla + h))
P(a, fla))
h
0 a a+ h T
h —_
= 1~

= velocidade média
Fonte: Stewart (2013, p. 133).
Enquanto Guidorizzi (2001) se restringe, além do registro em lingua materna, a

representacdo no registro algébrico: “v, = tlim ) - 7 (to)», (GUIDORIZZI, 2001, p. 137).

-ty t—toy
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Podemos observar que ambos 0s autores adotaram estratégias muito parecidas para
exemplificar situacdes préaticas que introduzem a nog&o de derivada. Para isso, foram utilizados
representantes em diferentes registros, onde neles, foram desenvolvidas as atividades cognitivas
de tratamento e conversdo. Observamos, portanto, que estas apresentacdes introdutérias e a
mobilizacdo entre os representantes analisados preparam o leitor para a definicdo de derivada
de uma funcéo, que é apresentada pelos dois autores. Inicialmente Stewart (2013) traz a seguinte

definicdo: “A derivada de uma fungdo f em um nimero a, denotada por f'(a), é f'(a) =

)Pmo M se o limite existir.” (STEWART, 2013, p. 133).

Enquanto Guidorizzi (2001), além da defini¢do de derivada de uma fungdo, introduz os

termos diferenciavel e derivavel como caracteristicas de uma fungéo.

Figura 13 — Derivada de funcdo de uma variavel

Definicao. Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. O limite
lim J(X) = J{p)
X—p X—Pp

quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f (p)
(leia: f linha de p). Assim

f'(p)=lim FAC I AV)N
X—p = P

Se f admite derivada em p, entdo diremos que f é derivdvel ou diferencidvel em
p.

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 137).

Em seguida, como um complemento a definicdo introduzida, notamos que os dois
autores fazem uso de exemplos de tratamento no registro algébrico afim de destacar como

ocorrem as manipulacdes neste registro.

Uma outra abordagem, comumente associada a ideia de derivada, € trazida por Stewart
(2013) logo em seguida. A derivada, agora, é interpretada como uma taxa de variacdo de uma
varidvel y (Ay) que depende da variacdo de outra variavel x (Ax). Esta interpretacdo,
denominada taxa de variacao, é analisada quando toma-se um incremento (varia¢do) na variavel
independente. Neste sentido, o autor descreve a ideia de derivada como uma taxa instantanea

de variacdo de y em relagdo a x e reescreve o limite que descreve a derivada de uma funcéo:

“taxa instantinea de variacéio = lim 8~ jm L2 =G - (STEWART, 2013, p. 135).

x — 0 Ax Xy > X1 X2 — X1
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O autor Stewart (2013) ainda ressalta a importancia desta ideia afirmando que uma
interpretacdo complementar para a derivada é que esta ferramenta indica o quédo rapido os
valores de y estdo variando em funcéo de x. Isto é, um valor |f'(x)| préximo de zero indica
que os valores de y variam minimamente, por mais que seja tomada uma pequena variagdo em
x; consequentemente |f'(x)| distante de zero indica que os valores de y apresentam uma maior
varia¢ao na vizinhanga do ponto considerado.

Figura 14 — Taxa de variacdo

Vv

/ x

Fonte: Stewart (2013, p. 135).

A figura 14 é utilizada para representar graficamente a ideia trazida anteriormente. Com
ela é possivel observar que a curva se apresenta mais ingreme nas proximidades do ponto P, 0
que indica que |f'(x)| esta relativamente distante de zero, ou seja, y apresenta uma grande
variacao na vizinhanca deste ponto. Geometricamente, o autor ressalta que, sendo a derivada a
inclinacdo da reta tangente a um ponto considerado, este resultado pode ser observado pela
inclinacdo da reta tangente a curva no ponto P, a qual estd mais proxima de uma inclinagédo
vertical. O mesmo se aplica a tangente a curva no ponto Q, a qual esta mais préxima de uma
inclinacdo horizontal. Com isso, observamos que Stewart (2013) conecta diretamente a
interpretacdo da derivada como uma taxa instantanea de variacdo com a interpretacdo

anteriormente atribuida a esta ideia.

Percebemos que estas conexdes entre diferentes interpretacfes quanto ao significado de
derivada sdo aspectos que contribuem para o entendimento deste conceito. Pois, segundo a
TRRS, cada representacdo apresenta uma caracteristica particular do objeto analisado e, ao
serem feitas comparacOes diretas com as representacées e interpretacdes atribuidas a ideia de

derivada, isto contribui para o acesso ao entendimento deste contetdo.

Ainda com relagdo as ideias iniciais de derivada, Stewart (2013) enfatiza 0 uso de
representacdes em diferentes registros. Um deles trata-se de uma interpretagéo a partir da

representacdo no registro em lingua materna.
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Figura 15 — Derivada em lingua materna

7 [ZETENN Um fabricante produz pecas de tecido com tamanho fixo. O custo, em déla-
res, da producéo de x metros de certo tecido é C = f(x).

(a) Qual o significado da derivada f'(x)? Quais sdo suas unidades?

(b) Em termos praticos, o que significa dizer que (1 000) = 97

(¢) O que vocé acha que € maior, f'(50) ou f'(500)? E £'(5000)?

Fonte: Stewart (2013, p. 135).

Com este exemplo observa-se uma situagéo real onde a derivada pode ser aplicada.
Neste contexto a taxa de variacdo € interpretada como sendo o custo marginal (conceito da
economia). Algo que o autor aborda mais adiante. Desse modo, € trazido uma contextualizacdo
com 0s conceitos e sistematizacdes retratados anteriormente, no entanto, desta vez a énfase esta

na descri¢do por meio do registro em lingua materna.

Outra situacdo pratica adotada pelo livro, diz respeito a taxa de variacdo da divida de
um pais com relacdo ao tempo. Esta situacdo € explorada a partir da representacdo no registro
numérico, a partir de uma tabela de valores. Foi observado que apds descrever o problema no
registro em lingua materna, o autor determina uma tabela de valores, onde nela constam as taxas
médias de variacdo da divida do pais com relagdo ao tempo. Com isto, Stewart (2013) apresenta

a derivada através desse novo registro.

Tabela 1 — Tabela de valores para aproximagdes da derivada

. D(1) — D(1998)
t — 1998
1994 13,3
1996 -1,1
2000 —5.5
2002 -6,3

Fonte: Stewart (2013, p. 136).

A partir dessas ideias Stewart (2013) define a derivada, ndo mais em um ponto fixo que
pertence ao dominio da funcéo, mas agora como uma funcdo de uma variavel x que pertence
ao dominio da f ou a um conjunto estritamente contido no dominio da f. Nesta situacdo, a

derivada representada por f'(x) é interpretada como uma funcéo de uma variavel real.

Neste caso a funcdo derivada f'(x) representa os valores do coeficiente angular da
funcdo f (funcdo da qual ela foi derivada), em cada ponto x que pertence ao dominio da f'. E

esta situacdo € representada geometricamente pelo autor, dentre outras formas, a partir do
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exemplo tomando uma fungdo f(x) = +/x. Além da representacdo no registro geométrico, as
funcBes sdo representadas no registro algébrico: f(x) = vVx e f'(x) = % .

Nesse sentido o autor utiliza diferentes representacfes para indicar que o dominio da
funcdo derivada f’(x) pode ser menor que o dominio da f. Como podemos concluir do exemplo
anterior, onde o dominio da f se trata do intervalo [0, o), enquanto o dominio da f’ corresponde
ao intervalo (0, o). Pode ser observado que a inclinacdo da reta tangente a curva do grafico de
f(x) = +/x cresce indefinidamente para valores de x préximos de zero, mas no esta definida

para x = 0, isto é, ndo existe derivada. Algo que é representado geometricamente, analisando

o ~ 1 - N .
que a curva do grafico da funcéo f'(x) = S/ assume valores cada vez maiores a medida em

que séo tomados valores de x cada vez mais proximos de zero.

Em seguida, os autores fazem uso de outras notacdes para a representacédo de derivada.

Figura 16 — NotacGes para a derivada

=y ==L ) = Dy = D

X dx

Fonte: Stewart (2013, p. 142).

Stewart (2013) ainda ressalta que os simbolos D, D, e d/dx sdo operadores que
representam o processo de calculo de uma derivada. Em especial, o simbolo d/dx, também
conhecido como notacdo de Leibniz, representa uma equivaléncia a f’, e ndo um quociente.
Este operador é trazido também por Guidorizzi (2001), assim como por Stewart (2013), para

indicar além da funcdo derivada, a derivada em um dado ponto.

Em seguida, analisamos as representacdes iniciais trazidas pelos autores para
introduzirem as interpretacdes inicias quanto a ideia de diferencial. Observamos que o autor
Stewart (2013) apresenta uma contextualizacéo inicial para este tema, explicando que a ideia
inicial de se trabalhar com a diferencial € o que esta por tras da chamada linearizacdo ou
aproximacao linear de uma funcdo. Esta ideia ja havia sido citada pelo autor anteriormente,
como observamos no exemplo da figura 11. Quanto ao autor Guidorizzi (2001), a apresentacédo
das diferenciais se da de forma mais direta. No entanto, as estratégias utilizadas por ambos 0s

autores se assemelham.

A construcdo da ideia da diferencial de uma fungdo y = f(x) é analisada em termos de

dy/dx que, diferentemente do significado atribuido na notacéo para as derivadas, recebe uma
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nova conotagdo. Guidorizzi destaca que, de fato, esta representacéo indicara um quociente entre
dois acréscimos, dy e dx, sendo o primeiro, definido em fungdo do segundo. O acréscimo dx
representa um acréscimo em x. Quanto a dy, o0 autor destaca, que se trata de uma variacéo
vertical na reta tangente T ao gréafico de y = f(x) no ponto (x, f (x)), cujo coeficiente angular
é dado por f'(x).

Figura 17 — A diferencial

v

fx+ dx) pa====———= b g
A il

_J ’ : [dy

I_

Y= (x) |-1e —f e — -

|
PR u: dx !

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 193).

Com a figura 17 observamos que a utilizagdo da representacdo no registro geométrico,
alem de ressaltar a interpretacdo da diferencial dy como sendo a variacdo vertical da reta
tangente T, torna mais nitida a distingdo entre dy e a variagdo Ay = f(x + dx) — f(x).

Ressaltando que, por outro lado, a variagdo em x € igual a diferencial dx, isto é, Ax = dx.

Analogamente, o autor Stewart (2013), apresenta uma representacdo similar no registro
geométrico. E, a partir dessas situacdes, 0s autores destacam dois resultados importantes: dy €
uma boa aproximacdo para a variacdo Ay, nas proximidades do ponto analisado; e, a derivada
f'(x), por se tratar do coeficiente angular da reta tangente ao ponto analisado, pode ser expressa

como o quociente de diferenciais dy/dx.

Ainda vale salientar a formalizacdo trazida por Guidorizzi (2001): “Fixado x, podemos
olhar para a funcéo linear que a cada dx € R, associa dy € R, em que dy = f'(x)dx. Tal
fungdo denomina-se diferencial de f em x, ou, simplesmente, diferencial de y = f(x).”
(GUIDORIZZI, 2001, p. 193). Nesta interpretacdo, a conotacdo atribuida a diferencial se

aproxima da ideia de sua definicdo como sendo uma transformacdo linear T: R — R.

Por fim, ambos os autores se preocupam em realizar atividades de tratamento e
conversdo entre as representacdes nos registros em lingua materna, geométrico e algébrico. Este

fato, pode ser ilustrado pelo exemplo trazido por Stewart (2013).
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Figura 18 — Exemplo 3 no registro em lingua materna

[EETI0E] Compare os valores de Ayedysey = f(x) = x* + x* — 2x + l ex varia(a) de
2 para 2,05 e (b) de 2 para 2,01.

Fonte: Stewart (2013, p. 228).

Ao se interpretar a representacdo no registro em lingua materna, é feita, em seguida,

uma conversao para o registro algébrico, afim de realizar o tratamento neste registro.

Figura 19 — Exemplo 3 no registro algébrico

(a) Temos
fQ)=22+22-22)+1=9
£(2,05) = (2,05)° + (2,05)* — 2(2,05) + 1 = 9,717625
Ay = f(2,05) — f(2) = 0,717625
Em geral, dy = f'(x)dx = (3x* + 2x — 2) dx

Quando x = 2 e dx = Ax = 0,05, torna-se
dy = [3(2)* + 2(2) — 2]0,05 = 0,7
(b) £(2,01) = (2,01)° + (2,01)* — 2(2,01) + 1 = 9,140701
Ay = f(2,01) — f(2) = 0,140701
Quando dx = Ax = 0,01,
dy = [3(2)* + 2(2) — 2]0,01 = 0,14 [
Fonte: Stewart (2013, p. 228).

Por fim, é realizada uma nova conversdo entre os registros, chegando-se a representacdo

no registro geomeétrico.

Figura 20 — Exemplo 3 no registro geométrico

y=x+x=2x+1

/2, 9)

Fonte: Stewart (2013, p. 228).

Percebemos com esta sequéncia de representacdes que, para o desenvolvimento do

pensamento matematico no que tange ao entendimento de diferenciais, é proporcionado ao
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leitor que este possa acessar tal objeto matematico partindo de diferentes perspectivas. Neste
sentido, é proporcionada uma experiéncia de mobilizagdo a ideia de diferencial, assim como

ocorreu para a noc¢ao de derivada.

6.2 LIVROS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II

Na disciplina de CDI 11, a extensdo destes conceitos é abordada a partir da construcéo
de resultados similares aos desenvolvidos anteriormente, no entanto considerando um estudo a
partir de funcdes f: R? - R. Diante destes fatos, as ideias iniciais partem do entendimento das
derivadas parciais. E, quanto a isto, observamos as nocdes, interpretacdes e representacoes

trazidas pelo livro “Calculo” volume 2 de James Stewart (2013).

As derivadas parciais sdo abordadas na sec¢do 3 do capitulo 14, no entanto, observamos

que o inicio do capitulo nos fornece um indicativo de como os temas seréo desenvolvidos.
Figura 21 — Tipos de registros

Nesta se¢io estudaremos as fungdes de duas ou mais variaveis sob quatro pontos de vista

diferentes:

= verbalmente (pela descrigdo em palavras)

= numericamente (por uma tabela de valores)

= algebricamente (por uma formula explicita)

= visualmente (por um grafico ou curvas de nivel)

Fonte: Stewart (2013, p. 792).

Percebemos que os pontos de vista citados por Stewart, tratam-se, segundo a TRRS, de
diferentes registros de representacdo. Nesta perspectiva, na secdo 1 deste capitulo, o autor
apresenta um estudo acerca de funcdes reais de duas variaveis, detalhando suas caracteristicas
e ideias adjacentes, como as curvas de nivel e uma extensdo para funcGes de trés variaveis ou
mais; revelando continuamente exemplos de situacdes onde as representacdes de tais funcoes
podem ser analisadas em diferentes tipos de registros. Com esta mesma estratégia, na secéo 2,
Stewart (2013) aborda o limite e a continuidade para fungdes de duas ou mais variaveis, temas

que sdo essenciais para o desenvolvimento das derivadas parciais.

Antes de definir as derivadas parciais, observamos que o autor utiliza um exemplo
pratico de uma situacao que é descrita a partir de duas variaveis. A estratégia inicial, trata-se de
abordar este exemplo através de uma representacdo no registro numérico, a partir de uma tabela

de valores.
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Tabela 2 — indice de temperatura-humidade

Umidade relativa (%)

Hi 40 45 50 55 60 65 70 75 80

26 28 28 29 31 31 32 33 34 35

28 31 32 33 34 35 36 37 38 39

Temperatura 30 34 35 36 37 38 40 41 42 43
real
(°O)

32 37 38 39 41 42 43 45 46 47

34 41 42 43 45 47 48 49 51 52

36 43 45 47 48 50 51 53 54 56

Fonte: Stewart (2013, p. 811).

As duas variaveis independentes envolvidas neste problema séo: Temperatura real (T)
e Umidade relativa (H). Definidos estes valores, uma nova variavel tem seu valor numérico
determinado. Esta variavel trata-se da Temperatura aparente do ar (/) e é compreendida em
funcdo das varidveis anteriores, isto €, I = f(T, H). O autor anuncia que a analise sera feita,
inicialmente, fixando o valor 60 para a variavel H. Visualmente, podemos verificar que este
fato é representado destacando-se em azul a coluna vertical referente ao valor H = 60.
Algebricamente, Stewart (2013) representa esta situacédo a partir de uma funcéo real g que esta
em funcdo apenas da variavel T. Em outras palavras, o autor retrata que para se analisar funcoes
reais de duas variaveis, inicialmente uma de suas variaveis deve ser fixada, e a analise seré feita

considerando a outra, o que reduz o problema ao estudo de fun¢bes de uma Unica variavel.

Neste sentido, as variaveis sao consideradas, parcialmente, ora como variaveis de fato,
ora como uma constante. Desse modo, temos um indicativo de que a derivada de uma funcéo
de mais de uma variavel tera uma conotacdo parcial. Além disso, ainda utilizando o exemplo
anterior, o autor revela, a partir de representacdes no registro algébrico, que tais derivadas ndo

sd0 necessariamente iguais, por mais que esteja sendo considerado um mesmo ponto da funcéo.

Esta situacdo, também é representada visualmente pela tabela de valores mostrada na
tabela 2, ao fixar-se o valor T = 30 (evidenciado pelo destaque em azul na linha horizontal
correspondente a este valor). Percebe-se que no ponto (30,60) a Temperatura aparente do ar
sofre uma variacdo diferente ao se analisar as variagdes na Temperatura real ou na Umidade
relativa. Este fato é percebido na tabela pelo fato de que um acréscimo de duas unidades na
varidvel T, fixado H = 60, indica um aumento de quatro unidades na variavel I; enquanto que
0 acréscimo de cinco unidades na variavel H, fixado T = 30, representa um acréscimo de duas

unidades na varidvel I. Como as proporcdes dessas variagdes nas duas varidveis ndo sao iguais,
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isto revela que as derivadas parciais com relagéo a T e com relagdo a H, séo distintas. Neste
caso, temos que a derivada de f(30,60) com relagdo a T é maior do que a derivada parcial neste

mesmo ponto com relagdo a H.

Para a construcéo destes resultados, observamos que Stewart (2013) faz uso de trés tipos
de registros: numérico, lingua materna e algébrico. O registro em lingua materna trata-se do
primeiro utilizado, pois a realizacdo da representacao é descrita com palavras. Logo em seguida,
pdde ser observado uma atividade de conversdo para a representacdo no registro numérico, a
partir da apresentacdo de uma tabela de valores que ilustra a situacdo descrita anteriormente. E,
por fim, sdo utilizadas representacdes no registro algébrico para que as defini¢des posteriores

possam ser melhores compreendidas.

A partir desta situacdo, sdo feitas referéncias as construcgdes ja realizadas para fungdes
reais definidas em R para se determinar as chamadas derivadas parciais de uma funcdo em um
determinado ponto e, em seguida, esses conceitos sao interpretados como fun¢des. Com isso,

Stewart (2013) define: “Se f € uma funcdo de duas variaveis, suas derivadas parciais sao as

f(ny+h) - f(ny) ’

funcdes f, e f, definidas por £, (x,y) = }}im -

f(x+h:y) - f(x,y)
i o ek

Ce,y) = lim
(STEWART, 2013, p. 813).
Em seguida, o autor apresenta a representacdo de derivadas parciais em outras notagdes.

Figura 22 — Notagdes para as derivadas parciais

Notacdes para as Derivadas Parciais  Se z = f'(x, ), escrevemos
af az
Fay) = fo= o= [l y) = 5o = fi = Dif = Dif
X ox dax
0 d 0z
S =h=L =Ly =E —p=pf=nys
ay dy ay

Fonte: Stewart (2013, p. 813).

Em complemento a estas definicGes, o autor apresenta uma nova interpretacdo para as
derivadas parciais tomando como base representacfes no registro geométrico. Nesta situacao,
a funcdo real de duas variaveis z = f(x,y) é interpretada como uma superficie C = R3, o que
é analisado a partir do seu grafico. Desse modo, considerando um ponto P da curva C as
derivadas parciais f, e f,, avaliadas em P representam as inclinacGes das retas tangentes a curva
C no ponto P nas dire¢des dos eixos coordenados. Algo que é ilustrado pela figura 4,

apresentada no capitulo 4 deste trabalho.
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No intuito de consolidar esta interpretacdo, Stewart (2013) utiliza um exemplo para

analisa-lo em diferentes registros.

Figura 23 — Exemplo derivadas parciais

EEETH Sef(x,y) = 4 — x> — 2y, determine f,(1, 1) e f;(1, 1) e interprete esses nameros
como inclinagdes.

Fonte: Stewart (2013, p. 814).
A partir desta representacao, o autor determina as derivadas f, = —2x e f, = —4y e,
em seguida, os valores numéricos avaliados no ponto (1,1), f£(1,1) = -2 e f,(1,1) = —4.
Com isso o autor detalha que f, representa, geometricamente, a reta tangente (C,) a curva do

gréfico de f(x,y) no ponto (1,1) na dire¢do do eixo coordenado x. E que, nesta situacdo, tem

coeficiente angular igual a —2.

Figura 24 — Derivada com relagdo a x no registro geométrico

4 z=4—x%—= Dy*?
N

» .
Fonte: Stewart (2013, p. 814)

Analogamente, f, representa, geometricamente, a reta tangente (C,) a curva do grafico
de f(x,y) no ponto (1,1) na dire¢éo do eixo coordenado y. E que apresenta coeficiente angular

igual a —4.

Figura 25 — Derivada com relagdo a y no registro geométrico

Fonte: Stewart (2013, p. 814).
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Por fim, o autor apresenta uma sequéncia de imagens que proporcionam a visualizagdo

do exemplo destacado, sob uma nova perspectiva.

Figura 26 — Nova perspectiva de visualizagdo para as derivadas parciais

0
1
X

2

Fonte: Stewart (2013, p. 814).

Com estas representacdes, percebemos que o autor realiza a atividade de tratamento, por
representar a situacdo anterior de maneiras distintas mantendo o mesmo registo de
representacdo. Desse modo, compreendemos que também ¢é realizada a atividade cognitiva de
conversdao, devido ao fato que esta sequéncia de imagens ilustram as explicaces e

representacdes realizadas anteriormente tanto em lingua materna, quanto no registro algébrico.

Quanto as diferenciais, é realizada uma construcéo similar a adotada para funcdes reais
de uma unica variavel. As aproximacdes lineares sdo utilizadas neste contexto, para aproximar
valores de uma funcdo z = f(x, y) em torno de algum ponto (a, b) do seu dominio. Assim, séo
definidas as fungdes ditas diferencidveis. Inicialmente, Stewart (2013) traz que: “Se z =
f(x,y), entdo f e diferencidvel em (a,b) se Az puder ser expresso da forma Az =
fx(a,b)Ax + f,(a,b)Ay + &,Ax + &,Ay onde & e g — 0 quando (Ax,Ay) — (0,0).”
(STEWART, 2013, p. 826). Em seguida, 0 autor apresenta um teorema que permite uma
verificacdo mais direta quanto a diferenciabilidade de uma fung¢do: “Se as derivadas parciais f,
e f, existirem perto do ponto (a, b) e forem continuas em (a, b), entdo f € diferenciavel em

(a,b).” (STEWART, 2013, p. 826).



47

Em seguida, observamos que o autor faz uso de alguns exemplos para tratar de
aproximacdes lineares. S&o apresentados exemplos de situacdes tanto no registro algébrico,
quanto em tabela de valores, através do Indice de temperatura-humidade retratado

anteriormente na tabela 2.

Posteriormente, sdo apresentadas as diferencias de uma funcéo real de duas variaveis.
A abordagem é analoga a utilizada para func@es reais definidas em R, a diferencial dz de uma
funcdo z = f(x,y) é definida como uma varidvel dependente das diferenciais dx e dy,
considerando-as como variaveis independentes. Neste sentido define-se a diferencial dz,
também chamada de diferenciagdo total através da expressao

0z 0z
dz = f,(x,y)dx + fy(x, y)dy = adx + @dy.

A partir desta nogéo, sdo apresentadas algumas representacdes no registro algebrico bem
COmo no registro geometrico, o qual é abordado a partir de uma imagem, representada na figura
5, que mostra o grafico de uma funcdo z = f(x,y) e seu plano tangente associado a um
determinado ponto do seu dominio. Por fim, o autor estende estas ideias para funcdes reais de

trés variaveis ou mais.

Contudo, notamos que, a principio, o autor ndo fornece uma indicacao alternativa quanto
a natureza da derivada ou da diferencial de uma funcdo real de mais de uma variavel. As
derivadas ainda ganham um tratamento especial na se¢do 14.6 Derivadas Direcionais e o Vetor
Gradiente, onde a derivada direcional € definida em termos do produto escalar entre um vetor,
chamado de vetor gradiente, o qual tem como coordenadas as derivadas parciais da fungdo com
relacdo as suas variaveis, e um vetor unitario que indica a direcdo para a qual estamos

observando a taxa de variacao desta fungéo.

No entanto, ainda assim, esses estudos apesar de indicarem novas interpretacdes, nao
revelam com clareza qual o objeto matematico que pode ser entendido sob a denominacgéo de
derivada ou de diferencial de uma funcéo real de duas ou mais variaveis, e ndo mais a carater
parcial ou direcional. Percebemos, neste ponto, uma oportunidade para apresentar tais conceitos

como uma transformacéo linear e a matriz de uma transformacéo linear.

Uma abordagem interessante ¢ trazida pelo livro “Um curso de céalculo” volume 2 do
autor Hamilton L. Guidorizzi (2001). Na secdo 11. 4 Diferencial, ao tratar de funcGes
diferenciaveis, o autor utiliza o conceito de transformacéo linear: “Seja f(x, y) diferenciavel

em (xo,V,) € consideremos a transformacdo linear (transformagdo é sindnimo de funcao)
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L:R? - Rdadapor L(h, k) = Z—i (x0, Vo) h + z—i (x0,¥0)k.” (GUIDORIZZI, 2001, p. 205). Na
sequéncia, 0 autor denomina a transformac&o linear L de diferencial de f em (x,, y,)-

Na secdo posterior, 11.5 O vetor gradiente, Guidorizzi (2001) traz uma interpretacao
para a derivada de uma funcdo z = f(x, y) como sendo um vetor: o vetor gradiente da funcéo
f. Apesar deste fato, ndo é feita uma mencao mais direta quanto a relacdo da derivada com a

diferencial compreendida como uma transformagéo linear.

6. 3 UMA PROPOSTA INTERDISCIPLINAR

Neste sentido, analisamos que a abordagem trazida pelo livro “Advanced Calculus of
Several Variables” de Edwards (1973), faz uso desta conexdo entre os conceitos de derivada e
diferencial com temas da AL. Vale ressaltar, no entanto, que os estudos desenvolvidos neste
livro tratam ndo apenas de funcdes reais, como também de fungdes vetoriais do tipo f: R" —
R™, onde n,m € N. Desse modo, nas duas primeiras se¢des do capitulo 1, o autor trata do
espaco R™: vetores neste espaco e subespacos de R™. Enquanto que na se¢do 3, é feito um

estudo acerca do produto interno e da ortogonalidade.

Observamos que, na secdo 4 Linear mappings and matrices deste mesmo capitulo, o
autor Edwards (1973) inicia um estudo acerca de temas da AL. E este fato é justificado pelo
autor: “Uma das ideias centrais do calculo multivariavel é a de aproximar transformacdes nao
lineares por transformacfes lineares.” (EDWARDS, 1973, p. 20, tradu¢do nossa). Na
sequéncia, a se¢do 5 é voltada para um complemento do estudo de transformacdes lineares,
onde sdo detalhados o ndcleo e a imagem destas transformacdes, enquanto que a secdo 6 se
dedica ao estudo de determinantes. Por fim, as se¢es 7 Limits and continuity e 8 Elementary
topology of R™, complementam o capitulo 1, abordando temas, tais como limite, continuidade
e conjuntos abertos, 0s quais sdo necessarios para o desenvolvimento do célculo diferencial

abordado no capitulo posterior.

No capitulo 2, analisamos que o autor reitera sua justificativa, detalhada anteriormente,
de poder aproximar transformacfes ndo lineares por transformacGes lineares. Para isso,
Edwards (1973) alem do registro em lingua materna, faz uso da representacdo no registro
algébrico para detalhar que se uma funcdo real f de uma variavel é diferencidvel em um certo
ponto a do seu dominio, entdo é possivel determinar a reta tangente a curva do gréafico da fungédo

f no ponto a.
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Figura 27 — Aproximagdo por reta tangente
¥

Fonte: Edwards (1973, p. 56).

Percebemos que a figura 27 é uma representacdo muito similar aquelas adotadas tanto
por Stewart (2013) quanto por Guidorizzi (2001), como retratado na figura 17. No entanto,
Edwards (1973) complementa as abordagens trazidas por esses outros autores, fazendo uso da
representacdo, tanto no registro em lingua materna, quanto no registro algebrico para expressar
a ideia de diferencial e derivada de uma funcéo f: R — R em termos de transformacéo linear e

matriz dessa transformacéo:

Para tornar isso mais preciso, vamos escrever h =x—a, Af,(h)=
fla+h) —f(a), e df,(h) = f'(a)h. A transformacdo linear df,: R - R,
definida por df,;(h) = f'(a)h, é chamada a diferencial de f em a; isto é
simplesmente a transformacéo linear R — R cuja matriz é a derivada f'(a)
de f em a (sendo a matriz da transformac&o linear R — R apenas um nimero
real). Com esta terminologia, nds encontramos que quando h é pequeno, a
variagdo linear df, (h) € uma boa aproximacédo para a atual variacéo Af, (h),
no sentido que

_ Afa(R) —df,,(Ax)  fla+h)—f(a) - f'(a)h
lim = lim =
h—-0 h h—-0 h
(EDWARDS, 1973, p. 57, tradugdo nossa).

0.

Em seguida, Edwards (1973) defende esta abordagem citando que a representacdo no

registro geométrico € de suma importancia para o estudo de célculo de multivariaveis:

A grosso modo, nosso ponto de vista neste capitulo sera de que uma aplicacéo
f:R™ - R™ é (por definicdo) diferencidvel em a se e somente se existe
préximo a uma transformacao linear apropriada df,: R™ — R™. Neste caso,
df, serd chamado de diferencial de f em a; sua matriz (m x n) sera chamada
de derivada de f em a, preservando assim a relagdo acima entre a diferencial
(uma transformacédo linear) e a derivada (sua matriz). Veremos que essa
abordagem é geometricamente bem motivada e permite que os ingredientes
bésicos do célculo diferencial (por exemplo, a regra da cadeia etc.) sejam
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desenvolvidos e utilizados em um cenério multivariavel. (EDWARDS, 1973,
p. 57, traducéo nossa).

Em particular, para func@es reais de n varidveis, percebemos que a sua derivada sera
dada por uma matriz (1 x n). Além disso, foi constatado também que, na secdo 1 Curves in R™
deste capitulo, o autor adota a estratégia de abordar um exemplo em diferentes registros de
representacdo. Nesta situagdo Edwards (1973) considera uma funcdo f: R — R que descreve
0 deslocamento de uma particula em fungdo do tempo t, e assim aborda o conceito de
velocidade instantdnea em um certo tempo t = a como sendo a derivada de f no ponto a. Além

disso, para esta ideia, 0 autor faz uso da representacdo no registro geométrico.

Figura 28 — Vetor velocidade

Flo+h)

.

\\\ \
~ O\

N

Fonte: Edwards (1973, p. 58).

Mais adiante, na secdo 2, Edwards (1973) ao tratar de diferenciais e derivadas
direcionais em funcbes f: R™ — R™, o autor expande a visualizacdo geométrica adotada
anteriormente com a figura 27, para um cenario de aproximacéo por plano tangente.

Figura 29 — Aproximag&o por plano tangente

Tangent plane

Surface S

Fonte: Edwards (1973, p. 64).

Com estas analises, percebemos que a abordagem interdisciplinar trazida por Edwards
(1973), embora tenha por intuito o estudo do calculo de multivariaveis; também pode ser

aplicada ao estudo de funcGes reais definidas em R™, o que pdde ser constatado pelas
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similaridades no tratamento das representacdes utilizadas para se apresentar 0s conceitos

envolvidos.

Dessa forma, concluimos que esta conexao entre os conteidos do CDI com temas da
AL, favorece a consolidacdo do saber matematico. Esta consideracdo, baseia-se nas ideias
trazidas por Raymond Duval (1995) com a TRRS, onde a mobilizagdo em diferentes registros
de representacao (neste caso a conotac¢do atribuida para derivadas e diferenciais de fungdes reais
em termos de transformagdo linear e matriz desta transformagdo) proporciona um melhor
desenvolvimento cognitivo aos estudantes. Neste sentido, 0 acesso a estes conceitos
matematicos é fortalecido através da apresentacdo de um cenario interdisciplinar, o qual
favorece uma discussdo mais ampla ndo apenas com relacdo as diferencas, como também acerca

das relagOes existentes entre estes temas sob diferentes perspectivas.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Esta investigacéo possibilitou um maior aprofundamento quanto as ideias de derivada e
diferencial de funcdes reais definidas em R, e de modo mais geral, funcdes reais definidas em
R™. Com isso, foi possivel verificar a diferenca entre tais conceitos bem como as relacdes
intrinsecas existentes. Desse modo, nosso referencial tedrico, dado pela Teoria dos Registros
de RepresentacBes Semibticas de Raymond Duval (1995), foi de suma importancia para o

desenvolvimento dos objetivos centrais que direcionaram este trabalho.

No que diz respeito as representacfes inicias utilizadas para a apresentacdo dos
conceitos, percebemos que os livros analisados permitem, através das varias estratégias
adotadas, uma visdo em diferentes perspectivas sobre os objetos estudados. Contudo,
constatamos que uma interpretacdo desses conceitos em funcdo de temas da AL é pouco
explorada pelos autores. Nesse sentido, foi proporcionado, também, uma maior visibilidade

para esta abordagem de modo que ela possa ser aplicada.

A partir disto, foi verificado que a perspectiva interdisciplinar que liga as disciplinas de
CDI I, CDI Il e AL, sob a luz da TRRS, consiste em uma abordagem favoravel ao
desenvolvimento cognitivo dos estudantes, levando em consideracdo que as mobilizacdes de
representacdes em diferentes registros apresentadas, proporcionam discussdes mais nitidas
acerca das diferencas e relacBes existentes entre os conceitos estudados. Com isso, tambem

foram fornecidas ferramentas que indicam como esta abordagem pode ser melhor explorada.

Vale ressaltar que esta abordagem pode ser dada de uma forma mais ampla,
considerando outras disciplinas que ndo foram trazidas nesta pesquisa. Em especial, podemos
citar as disciplinas de Analise Real e Analise no R™ que também contemplam em sua ementa
os conteudos analisados, bem como a disciplina de CDI 1l (ou Calculo Vetorial) que trata do
estudo de fungbes vetoriais. Contudo, nosso intuito consistiu em concentrar nossas atencdes

para as disciplinas iniciais que comp&em a grade curricular de diversos cursos a nivel superior.

Compreendemos também, a existéncia de dificuldades inerentes ao processo de
aprendizagem destes conteddos, sejam o nivel de abstracdo exigido, dificuldades em se
interpretar resultados algébricos ou geométricos, e até mesmo as varias possibilidades de
representacdes existentes. Contudo, esperamos que este material académico proporcione
recursos para que o processo de ensino se torne mais abrangente, tanto nas salas de aula, quanto

na realizacdo de projetos interdisciplinares, palestras ou minicursos voltados a esta tematica.
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