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RESUMO

O entendimento de aspectos relacionados a Combinatdria por alunos da
Educacéo Basica é algo amplo e complexo. Esse fato € evidente na dificuldade de
resolucdo de situacdes que envolvem a dindmica do pensamento combinatorio nos
diferentes niveis de escolarizacdo. Esse fato é reforcado mediante a grande variedade
de problemas que exigem do aluno, habilidades de interpretacéo e analise do contexto
para a solugdo dos mesmos. Nesse sentido, tecnologias digitais podem auxiliar do
processo de ensino e aprendizagem. Dessa forma, o presente trabalho objetiva
analisar como se apresenta 0s aspectos conceituais da combinatdria nos Objetos de
Aprendizagem (OA) disponibilizados nos materiais didaticos do GeoGebra. Para essa
andlise fundamentamos na Teoria dos Campos Conceituais (TCC) de Gerard
Vergnaud, especialmente na identificacdo do conjunto de situacdes, invariantes e
representacbes sobre combinatéria nos diferentes objetos de aprendizagem
disponiveis no GeoGebra. A metodologia é constituida por uma abordagem
qualitativa, de carater documental e exploratéria sendo que o instrumento de pesquisa
sera o de observacao de sete Objetos de Aprendizagem do GeoGebra que abordam
a Combinatoria. A pesquisa constatou que a maioria dos objetos de aprendizagem
apresentaram situacdes de problemas combinatérias condicionais, e poucos
problemas combinatérios simples. Os invariantes implicitamente observados com
maior frequéncia foram de ordem e escolha. A representagcdo com maior grau de
repeticéo foi a possibilidade de listagem das possibilidades com apoio do GeoGebra,
seja possibilitando a construcdo a partir da manipulacdo do proprio software, seja
apresentada pelo proprio objeto de aprendizagem. Apesar de apresentar diferentes
aspectos da Combinatoria, o trabalho desse conteldo por meio desses objetos de
aprendizagem pode ser potencializado pela mediacdo do professor, atuando na
proposicdo de problemas combinatérios, no trabalho coordenado articulando
propostas de atividades no papel e no GeoGebra o que pode suscitar o dialogo entre
alunos, a criacdo de hipoteses, e a apresentacdo de diferentes representacdes

simbodlicas.

Palavras-chave: Combinatéria; Objetos de Aprendizagem; GeoGebra.



ABSTRACT

The understanding of aspects related to Combinatorics by students of Basic Education
iIs something broad and complex. This fact is evident in the difficulty of solving
situations involving the dynamics of combinatorial thinking at different levels of
schooling. This fact is reinforced by the great variety of problems that require from the
student interpretation skills and context analysis to solve them. In this sense, digital
technologies can help in the teaching and learning process. Thus, the present work
aims to analyze how the conceptual aspects of combinatorics are presented in the
Learning Objects (LO) made available in the GeoGebra teaching materials. For this
analysis we based on Gerard Vergnaud's Conceptual Fields Theory (CCT), especially
in the identification of the set of situations, invariants and representations about
combinatorics in the different learning objects available on GeoGebra. The
methodology consists of a qualitative, documentary and exploratory approach, and the
research instrument will be the observation of seven GeoGebra Learning Objects that
deal with Combinatorics. The research found that most learning objects presented
conditional combinatorial problem situations, and few simple combinatorial problems.
The most frequently observed implicit invariants were order and choice. The
representation with the highest degree of repetition was the possibility of listing the
possibilities with the support of GeoGebra, either by allowing the construction from the
manipulation of the software itself or presented by the learning object itself. Despite
presenting different aspects of Combinatorics, the work of this content through these
learning objects can be enhanced by the mediation of the teacher, acting in the
proposition of combinatorial problems, in the coordinated work articulating proposals
of activities on paper and in GeoGebra, which can encourage the dialogue between
students, the creation of hypotheses, and the presentation of different symbolic

representations.

Keywords: Combinatorics; Learning Objects; GeoGebra
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1 INTRODUCAO

A Combinatéria € um dos conteudos que tanto professores podem apresentar
dificuldades ao ensinar na Educacdo Basica (ROCHA, 2011), quanto alunos dos
diferentes niveis de escolarizacdo podem exibir incompreensdes nas resolucdes de
problemas combinatérios (PESSOA, 2009). Esses fatos podem ser ampliados a partir
do enfoque tardio desse conteldo, ja que muitas vezes € um conteudo apresentado
aos estudantes com maior enfoque apenas no Ensino Médio.

Sabe-se que desde a publicacéo dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
a orientacdo é que o estudo de combinatéria ocorra a partir dos anos iniciais do Ensino
Fundamental (BRASIL, 1997). De modo semelhante a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) propde habilidades para o trabalho com combinatéria a partir do 4°
ano do Ensino Fundamental (BRASIL, 2018). Em algumas pesquisas anteriores, tais
como English (2005), Pessoa (2009), Borba (2013), Rocha e Souza (2021) ja
apresentam que criancas pequenas respondem alguns problemas combinatorios.

No Ensino Médio a BNCC aponta o trabalho de combinatéria por meio das
seguintes habilidades

+ EM13MAT310: Resolver e elaborar problemas de contagem
envolvendo agrupamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio
dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas,
como o diagrama de arvore;

* EM13MAT311: Identificar e descrever o espaco amostral de eventos
aleatorios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e
elaborar problemas que envolvem o calculo da probabilidade; (BRASIL,
2018, p.546).

Nessas habilidades vemos a indicacdo do trabalho com combinatéria
priorizando diferentes estratégias de resolu¢cdo o que coaduna com a perspectiva
apresentada por Borba (2010) a fim de promover um amplo desenvolvimento do
raciocinio combinatorio.

Outro pressuposto que sustenta essa discussao, diz respeito a dificuldade
enfrentada pelos alunos na identificacdo prévia dos diferentes tipos de problemas
combinatdrios ja apontada por English (2005), Pessoa (2009), Rocha (2011), sejam
as mais simples como permutacao, arranjo ou combinacdes, ou ainda, problemas
combinatorios condicionais (BRAZ, 2013), problemas de arranjo e combinagdo com
repeticio (ARAUJO; ROCHA, 2018).
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O processo de ensino e aprendizagem de combinatdria € complexo, pois
envolve um universo diverso de situacfes que ndo apresentam um procedimento
anico para resolucao, pois € possivel analisar e interpretar cada tipo de problema de
forma especifica. Para identificar o tipo de agrupamento a ser aplicado em um evento
combinatdrio € necessario investigar com concentracédo, as informacoes presentes na
referida circunstancia, viabilizando assim a trajetéria mais acessivel de resolucéao.
Nesse contexto Farias (2013, p.10) afirma que “[...] a mera memorizagao e utilizagao
de formulas esta fundamentalmente incorreta e em segundo lugar por acreditarmos
gue a metodologia que esta por tras desta nocao € que gera a dificuldade.”

Nem sempre as férmulas estabelecidas para cada tipo de agrupamento irdo
surtir efeito na solucdo de determinados problemas, pois em alguns contextos o uso
de expressbes regras pré-definidas sera dispensado e a formulacdo de um novo
método sera preciso. O método a ser desenvolvido na resolucdo de problemas
também €& importante, pois em uma situacdo podem existir diversos caminhos que
levam a resposta.

O conhecimento do raciocinio combinatério € importante a medida esta
intimamente ligada com situacdes presentes no dia a dia, pois aos nos depararmos
com essas, podemos aplicar as nocdes de agrupamentos e/ou principios de contagem
para obter o sucesso desejado.

Esse modo de pensar e agir € util no cotidiano - por estar presente em
situacdes variadas como organizagdo de equipes, de campeonatos
esportivos, de cardapios etc. - Bem como € aplicado em variadas areas
do conhecimento- tais como, Biologia, Quimica, Estatistica, Ciéncias da
computacao dentre outras - em situacdes classificatérias, por exemplo.
(BORBA, 2010, p. 3)

Percebemos entdo, que o raciocinio combinatorio se faz presente também em
outras disciplinas, estando inserido em um processo interdisciplinar que ultrapassa as
mediacdes da matematica.

Rocha e Borba (2021, p.43) afirmam que na busca pela “Combinatdria seja
compreendida ao longo da escolarizagdo e que o desenvolvimento do raciocinio
combinatério seja alcancado, faz-se necessario processos de ensino e de
aprendizagem”.

Nessa direcdo, Rocha e Borba (2021) apresentam diferentes dominios de
conhecimento para ensinar combinatéria, a saber, o conhecimento comum de

combinatdria, o conhecimento especializado de combinatdria, 0 conhecimento de
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horizonte de combinatoria, o conhecimento de combinatoria e ensino, conhecimento
de combinatdria e alunos e o conhecimento de combinatoria e curriculo. Com relagéo
ao conhecimento de combinatéria e ensino, as autoras, caracterizam como
“apresentar proposta para tratar os erros dos estudantes cometidos na resolucéo de
problemas combinatorios; propor recursos que podem ser utilizados em aulas de
Combinatéria” (ROCHA; BORBA, 2021, p.51).

As autoras afirmam que poucos professores dizem conhecer recursos para
ensinar combinatoria, o que pode “indicar dificuldades desses professores na criacéo
e/ou elaboracéo de recursos estruturados para o ensino de Combinatéria” (ROCHA,;
BORBA, 2021, p.63).

Rocha (2011, p.63), discutindo sobre os trabalhos que abordam recursos
didaticos para o ensino de combinatoria, afirma que “jogos e os materiais manipulaveis
podem fomentar a discussdo que viabilize o interesse dos alunos e auxiliar o
desenvolvimento do raciocinio combinatério nos diferentes niveis”. A autora
complementa que sao “necessarios mais estudos que observem como esses recursos
podem auxiliar nessa constru¢ado” (ROCHA, 2011, p.63).

Rocha e Souza (2021) em sua pesquisa sobre o que dizem as pesquisas sobre
conhecimento combinatério de criancas pequenas e alunos dos anos iniciais do
Ensino Fundamental observaram “a utilizacao de diferentes recursos para apresentar
essas situacdes (tecnologicos, manipulativos, questdes escritas em cadernos,
cartelas e em fichas) o que possibilita uma melhor participagdo dos alunos na
resolucao das questdes.” (ROCHA; SOUZA, 2021, p.479).

A prética da dinamicidade da combinatéria em problemas pode ser
apresentada em recursos tecnolégicos, que permitam enxergar sob uma outra optica
a representacdo das situacdes cotidianas. Em um estudo anterior, Leite, Pessoa,
Ferraz e Borba (2009) propuseram a analise de cinco softwares e objetos de
aprendizagem voltados para o ensino de combinatdria (Softwares Diagrama de Arbol,

ML Combiner, e do Rived! os objetos de aprendizagem? Combinacgdo, Arranjo e

1 Rede Interativa Virtual de Educacao foi criada programa da Secretaria de Educacédo a Distancia —
SEED, que tem por objetivo a producao de conteldos pedagdgicos digitais, na forma de objetos de
aprendizagem.

2 Leite et al(2009, p.4) afirma que o objeto de aprendizagem “consistem em qualquer entidade, digital
ou ndo, que possa ser utilizada, reutilizada ou referenciada durante o aprendizado apoiado pela
tecnologia”.
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Permutacdo). As autoras constataram que 0s recursos tecnoldgicos analisados
estimulam o uso de férmulas em detrimento a criacdo de estratégias pessoais.
Nesse contexto, a BNCC adota como uma das competéncias especificas de

matematicas e suas tecnologias

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes
conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e
recursos, como observacéo de padrdes, experimentacoes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstragdo cada vez mais formal na validagdo das referidas
conjecturas (BRASIL, 2018, p. 531).

Dessa forma, a resolucao de problemas combinatérios pode ser um campo de
interesse na busca por conjecturas e criacao de estratégias proprias (BORBA, 2010,
2013) e para além um lugar para experimentacfes e diferentes tecnologias. Na
mesma direcdo, se faz necesséario a utilizagdo de uma plataforma digital que
promovam nos alunos a motivacao para construir ideias que busquem a resolucéo de
diferentes problemas.

Sendo assim, para essa pesquisa, centralizamos a discusséo na plataforma do
GeoGebra, principalmente a secdo que apresenta materiais didaticos a que nos
referimos de objetos de aprendizagem. Esse software € uma alternativa possivel, uma
vez que para Império (2017) permite que 0 sujeito possa explorar diversos
recursos/ferramentas no mesmo lugar, possibilitando a dinamica desses recursos,
além da facilidade de acesso disponivel em diversos sistemas operacionais, podendo
também ser instalado em aparelhos celulares.

A ideia de propor e analisar recursos alternativos no ensino de combinatoria é
essencial, principalmente ferramentas tecnoldgicas que permeiam o0 processo de
ensino e aprendizagem. O GeoGebra apresenta a possibilidade de uso sem
necessariamente, dispor de internet possibilitando seu manuseio em diferentes locais
desprovidos dessa rede. Além disso, disponibiliza uma se¢do com materiais didaticos,
criados por diferentes professores, abordando diversos conceitos matematicos.

Nossa pesquisa busca responder o seguinte questionamento: Quais aspectos
conceituais da combinatdria sdo evidenciados pelos Objetos de Aprendizagem (OA)
disponibilizados nos materiais didaticos do Geogebra?

O fato de que a combinatéria € um assunto bastante amplo e ndo ha padrdes
definidos que possibilitem a resolucdo de qualquer tipo de situacéo problema, € uma

inquietacdo que nos levou a pensar em realizar a pesquisa com enfoque nesse
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componente curricular. E a relagdo com o GeoGebra foi pensada de acordo com a
compreensdao de que recursos tecnolégicos podem agregar diferentes
representacdes, invariantes e situagées que promovam um desenvolvimento do
raciocinio combinatorio.

Acreditamos que essa tematica, pode ser relevante para a formacédo de
professores de Matematica na Educacdo Basica, pois promove pensar em novas
estratégias de apresentar o contetdo para os alunos e induzir o interesse dos mesmos
a construirem o desenvolvimento de habilidades de analise, interpretacdo e caminhos

na resolucao de problemas.

1.1 OBJETIVO GERAL

Analisar como se apresenta 0s aspectos conceituais da combinatéria nos

Objetos de Aprendizagem (OA) disponibilizados nos materiais didaticos do GeoGebra.
1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

¢ |dentificar os tipos de representacdes que sao utilizadas (Imagens, Diagrama
de arvores, férmulas);

e Averiguar as propriedades que sado utilizadas nesses recursos e a presenca
dos invariantes nos recursos (de escolha, de ordem e/ou repeticdo de
elementos);

e Verificar quais os tipos de situacdes de combinatdria sdo mais utilizados nos

materiais didaticos do Geogebra.

Nosso referencial teérico foi dividido em dois capitulos. No capitulo 2
discutimos sobre a ideia de combinatéria no que tange ao processo de ensino e
aprendizagem vinculado a educacao basica. Os tipos de problemas combinatorios
foram evidenciados seguidos de exemplos que fundamentam a representacédo dos
mesmos. Para firmar as ideias descritas, recorremos a alguns autores que possuem
pesquisas na area como Borba (2010), Borba(2013), Rocha (2011), Rocha e
Souza(2021), entre outros, que foram essenciais para estabelecer uma relacéo de
apoio das convicg¢des construidas.

Em seguida, no capitulo 3 fizemos uma discussdo sobre a importancia dos

recursos tecnologicos para facilitar o entendimento de contetdos matematicos. Além
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disso, apresentamos os desafios enfrentados por professores e alunos no que tange
ao manuseio de aparelhos eletrénicos necessarios para o desempenho nas atividades
escolares. Essa discussdo é sustentada por Macaya e Jereissati (2021), Nascimento
(2012) e Ponte (2000).

Posteriormente na secédo 3.1 fizemos uma breve explicacdo sobre o conceito e
exploracdo do Geogebra, para melhor entendimento posterior na analise dos Objetos
de Aprendizagem. Segundo Império (2017) isso é importante, pois 0 recurso
tecnoldgico em si ndo permite o ensino de Matematica. E necessario conhecer bem
suas funcionalidades para melhor aproveitamento na andalise e organizacdo de
problemas.

Logo apds na se¢do 3.2 enunciamos algumas definicbes do conceito de
Objetos de aprendizagem (OA). Para tal nos apoiamos nos trabalhos de Costa (2013)
e Aguiar e Fléres (2014). Além disso comentamos sobre problemas de combinatéria
com e sem o uso do GeoGebra nos trabalhos de Império (2017) e Furtado (2019).

Na metodologia explicamos o tipo de pesquisa realizada bem como o
instrumento de coleta de dados utilizado. Apresentamos também os critérios para
escolha dos Objetos de aprendizagem para analise e a representacdo de um quadro
com o nome do OS e suas principais caracteristicas.

Em seguida, apresentamos o capitulo de analise dos resultados, no qual
expomos o detalhamento dos objetos de aprendizagem selecionados e a andlise
segundo as situagdes, invariantes e representacdes dispostos. Cada OA mencionado
foi representado por ilustracdes (extraidas do GeoGebra online) da sua interface.

Como conclusdo do nosso estudo, descrevemos nas consideracdes finais os
apontamentos sobre como 0s objetos de aprendizagem ajudaram no alcance dos
objetivos estabelecidos previamente e um apanhado geral sobre os tipos de situacoes,

invariantes e representacdes mais frequentes em cada um dos materiais.
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2 ASPECTOS TEORICOS NO PROCESSO DE ENSINO E APRENDIZAGEM DE
COMBINATORIA E A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

O estudo de combinatéria envolve o desenvolvimento de estratégias de
contagem e agrupamentos de elementos de um dado conjunto. Expressdes do tipo:
De quantos modos, de quantas maneiras ou de quantas formas sdo possiveis
combinar elementos de um dado evento, sdo geralmente evidenciadas em diversos
problemas combinatérios. Nao obstante aos problemas combinatérios simples,
existem diferentes tipos de problemas combinatérios que ultrapassam a utilizacao de
férmulas em sua resolucéo. Sobre esse aspecto, Borba, Rocha e Azevedo (2015, p.
1351) afirmam que:

Observa-se, dessa forma, a natureza variada, e por vezes complexa,
dos problemas de Combinatoéria — situagbes problematizadoras nas
quais ndo ha, sempre, indicacédo clara de caminhos diretos de solucao,
mas necessita-se examina-las com atencao para verificar o tipo de
problema combinatério e/ou qual(is) estratégia(s) sistematica(s)
pode(m) ser utilizada(s) para encontrar solugéo viavel para o mesmo.

Nessa perspectiva, podemos refletir sobre a variedade de tipos de situacdes
problemas que permeiam o conceito de Combinatéria em especial, a variedade de
estratégias de resolucdes, sejam pessoais ou formais. Nesse contexto, Borba (2010,
p.14) declara que: “os problemas combinatérios requerem uma analise cuidadosa
para escolha de estratégias validas de solucéo e muitas destas exigem sistematizacao
criteriosa de modo a ser possivel enumerar, direta ou indiretamente, todas as
possibilidades validas.” Isso vai depender do tipo de problema proposto e da Optica
das técnicas que serdo utilizadas na obtencéo do éxito objetivado.

Dessa forma, Borba (2010) reitera que é o raciocinio combinatorio deve ser
evidenciado na pratica de estudar sobre a analise de situacbes em que sejam
dispostos elementos de certos conjuntos e dispor seu devido agrupamento
obedecendo requisitos especificos, sejam de escolha, ordem para responder a todas
as possibilidades de solugéo.

Estas sdo, portanto, as relacdes basicas presentes em problemas
combinatorios: escolha de elementos e ordenacdo dos elementos.
Assim, o que diferencia os problemas basicos de Combinatéria —
produtos cartesianos, arranjos, permutacdes e combinacdes — séo as
formas como séo escolhidos e ordenados os seus elementos. Esse é
um aspecto que precisa ficar claro aos alunos ao serem trabalhadas
situacdes combinatorias em sala de aula.(BORBA, 2013, p. 3)
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Desse pensamento, podemos descrever as diferencas entre cada tipo basico
de problema combinatério. Rocha e Souza (2021) ao analisar pesquisas brasileiras
que tratam de problemas combinatérios da educacgdo infantil aos anos iniciais do
ensino fundamental constataram que existe a discussao de todos os problemas
combinatdrios simples. Os autores afirmam que as ordens de grandezas adotadas nos
problemas combinatérios nessas pesquisas “possibilitam o uso de estratégias
enumerativas” (ROCHA; SOUZA, 2021, p.479).

A compreensao de formacgdo de um conceito matematico por alunos segundo
Rocha (2011) possibilita aos professores tomar decisbes mais apropriadas para o
processo de ensino e aprendizagem. Rocha (2011) ainda reitera que € necessario que
os docentes sejam capazes do autoconhecimento de seu trabalho, reconhecendo os
desafios que serdo encontrados e ter papel no incentivo de fazer com que seus alunos
possam progredir na esfera educativa.

Para Vergnaud (1996, p.133, traducdo nossa) a Teoria dos Campos
Conceituais (TCC) “trata-se de uma teoria psicoldgica do conceito, ou melhor, da
conceitualizacéo do real, que permite situar e estudar as filiagbes e rupturas entre
conhecimentos do ponto de vista de seu contetudo conceitual”. Segundo Vergnaud
(1983, 1988, 1994, 1998) citado por Magina, Merline e Santos (2012) a formacao de
um conceito envolve a interligacdo do mesmo com os variados tipos de situacdes.

Magina, Merline e Santos (2012) afirmam que em uma determinada situagéo-
problema estédo inclusos diversos conceitos a serem analisados. Sendo assim, as
autoras relatam que “[...] ndo faz sentido referir-se a formacéo de conceito, mas sim
na formacdo de um campo conceitual, cuja apropriacao requer o dominio de diversos
conceitos de naturezas diferentes.” (MAGINA; MERLINE; SANTOS, 2012, p. 3).

Podemos definir que campo conceitual se refere a situagdes problemas em que
€ necessario o conhecimento de varios conceitos que permeiam esse campo. Nessa
compreensao, essa teoria propde uma visao ampliada da nog&o de conceito, a que
atribui a indicacédo de campo conceitual, e a define como “um conjunto de situagdes,
cujo dominio requer uma variedade de conceitos, procedimentos e representacoes
simbdlicas, bem conectados uns com os outros" (VERGNAUD, 1982, p. 36, traducao
nossa).

Podemos dizer entdo que para resolver um determinado problema matematico,
€ essencial a leitura e releitura do mesmo e diagnosticar 0os varios conceitos com a

Optica de enxergar os métodos mais viaveis de solucdo. A pratica do conhecimento
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sobre conceito na perspectiva de campo conceitual, segundo Rocha (2011), requer
tempo no estudo da variedade de problemas bem como nas particularidades da
representacdo de cada tipo. A formacdo de um conceito em Matematica pode ser
compreendida como:

[...] Se d& por meio por meio da proposta de uma gama de situacdes
que proporcionem a oportunidade para os alunos reconhecerem o0s
invariantes e utilizarem variadas representacdes simbolicas, permitindo
aos mesmos a visdo do conhecimento matematico com sentido e
significados. (ROCHA, 2011, p. 38)

Dessa forma a construcdo de tais conceitos se fundamenta em tipos de
problemas gue possibilitem aos alunos a capacidade de identificar em uma situacéo,
concepcOes que auxiliem na visdo de buscar técnicas diversas que levardo ao
caminho da solucéo, bem como a absorc¢ao do sentido do problema.

Cedran e Kiouranis (2019, p.65) afirmam que os campos conceituais “pode ser
pensado em termos de producdo do conhecimento cientifico, no que diz respeito aos
problemas da ciéncia, bem como, advindo da producéo intelectual de qualquer
individuo, procedente das situacdes cotidianas”. Dessa forma as autoras indicam que
para Vergnaud (1982, p. 36) um conceito pode ser entendido por um tripé de conjuntos
diferentes mais dependentes entre si de Situacbes(S), Invariantes(l) e
Representacfes(L), explicados a seguir:

S: deve ser entendido como o conjunto de situacdes, que tornam o
conceito significativo;

I: deve ser compreendido como, 0 conjunto de invariantes
operacionais, que instituem o conceito e estruturam as formas de
organizacdo do pensamento, e que serdo evocados pelas situagdes;
L: deve ser concebido como o conjunto de representacdes linguisticas
e simbodlicas que sdo usadas para retratar 0 conceito, suas
propriedades e as situagdes ao qual estdo relacionados.

Borba (2013), tomando como base a Teoria dos Campos Conceituais proposta
por Gerard Vergnaud, propde algumas diferencas entre cada situagéo que classifica
a partir de tipo de problema combinatorio, entre os quais destaca o produto cartesiano,
ou produto de medidas, a permutacdo, o0 arranjo e a combinacdo, as quais
exemplificamos a seguir.

Para Borba, Montenegro e Santos (2021, p.21) os problemas combinatorios
envolvem “além do trabalho com as situagdes de produtos de medidas, destacadas
por Vergnaud (1996), a Combinatoria também envolve situacbes de arranjo,

combinagéo e permutacao”.
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Os problemas de produto de medidas envolvem a escolha de elementos é
determinada a partir de conjuntos disjuntos e o panorama da ordem em que estao
dispostos n&o originam probabilidades diferentes. Um exemplo desse tipo de
problema seria:

Problema 1. Marcos vai a um restaurante e dispde de 4 tipos de comida (feijao, arroz,
macarrdo e lasanha) e 3 tipos de peixe (salméo, bacalhau e peixe espada). De

guantas maneiras, Marcos pode montar sua refeicdo?

Nesse caso, ha dois conjuntos envolvidos na escolha, o tipo de comida e o tipo
de peixe. Podemos observar que a ordem em que escolhe cada tipo de refeicdo nao
origina uma possibilidade diferente. A escolha de (lasanha e bacalhau) é a mesma
possibilidade de escolher (bacalhau e lasanha) e nesse caso a quantidade de
possibilidades de montagem da refeicdo é: 4 x 3 = 12 maneiras possiveis, 0 que
caracteriza a aplicacdo do principio fundamental da contagem. Sobre esse tipo de
problema Mekhmandarov (2000) afirma que:

Saber que uma possibilidade é construida escolhendo um e apenas
um elemento de cada um dos dois conjuntos; entender que uma
possibilidade é um elemento do novo conjunto-produto; aceitar o fato
de que cada elemento dos conjuntos originais podem aparecer em
varias possibilidades(diferente da situacdo em uma estrutura
aditiva) e compreender que cada possibilidade pode aparecer
apenas uma vez no conjunto-produto (ndo ha repeticdo na construcéo
de pares) (MEKHMANDAROV, 2000, p.296-297, tradug&o nossa).

J& as noc¢des de situacBes que envolvem permutacdo, arranjo e combinacao
se diferenciam do problema anterior de acordo com Borba (2010) pelo fato de permitir
a numeracao de elementos em apenas um conjunto. Esses tipos de agrupamentos se
diferenciam na quantidade de elementos e nas restricbes, como a ordenacdo de
disposicéo de tais elementos.

A ideia de permutacéo esta relacionada como um subconjunto de arranjo, pois
todos os elementos sdo escolhidos e ordenados. Nesse caso, a no¢éao de permutacéo
esta relacionada a disposicdo de elementos distintos, jA& que todos os elementos

poderdo ser selecionados. Um exemplo de permutagao:
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Problema 2: De que forma quatro pessoas podem ser organizadas em uma fila?

Podemos analisar que nesse caso, temos apenas um conjunto a ser
representado. Sao 4 posi¢cdes para que as quatro pessoas sejam ordenadas. Sendo
assim, temos 24 possibilidades, pois se aplicarmos o Principio Fundamental da
Contagem (PFC) obtemos, 4x3x2x1 = 24.

Problemas Combinatérios de Arranjos sdo agrupamentos de um conjunto
unitario em que ha restricdes na escolha dos elementos que compfem as

possibilidades além de ser necessario o critério de ordenac¢édo. Exemplo:

Problema 3: Pedro tem 4 colegas de sala (Maria, Cris, Antdnio e Breno) e tem que
escolher dois para ser representante e vice representante. Nesse caso, ha quantas

possibilidades diferentes de representante e vice para a sala?

Analisando a situacéo, percebemos que sao 12 as possibilidades (Maria e Cris;
Maria e Antdnio; Maria e Breno; Cris e Maria; Cris e Antonio; Cris e Breno; Antonio e
Maria; Antdnio e Cris; Antonio e Breno; Breno e Maria; Breno e Cris; Breno e Antonio).
Os problemas de combinacdo sdo caracterizados pelo agrupamento de
elementos de um dnico conjunto, onde a ordem da disposicéo dos elementos ndo séo

critérios a se considerar.

Problema 4: Pedro tem 4 colegas de sala (Maria, Cris, Antbnio e Breno) e tem que
escolher dois para dar uma carona para uma visita ao parque. Nesse caso, ha quantas

possibilidades diferentes para as pessoas de carona?

Discutindo essa situacdo, percebemos que nesse caso, a escolha de Maria e
Cris, ou, de Cris e Maria, nao representa uma nova possibilidade, o que reforca a ideia
de que a ordem nao importa. No total sdo seis possibilidades (Maria e Cris, Maria e
Antonio, Maria e Breno, Cris e Antonio, Cris e Breno, e Antdnio e Breno).

No Quadro 1 a seguir sistematizamos as situacfes, invariantes e

representacdes de cada problema mencionado nesta secéo:
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Quadro 1- Situac0fes, representacdes e Invariantes dos problemas

combinatérios

PROBLEMA | SITUACOES INVARIANTES REPRESENTACOES
1 Trata-se  do | Escolha do tipo de comida e | Possibilidades de construgéo
produto de | tipo de peixe. de arvore de possibilidades ou
medidas A ordenacdo nao interfere |a listagem das possibilidades
na refeicéo. ou ainda o uso do principio
fundamental da contagem
(PFC), entre outras
2 Problema de | Ordem interfere na situacdo | Devido ao menor numero de
permutacdo. |e estabelece novas | possibilidades uma listagem,
possibilidades. usar o PFC e aplicar a férmula
Utiliza geralmente todos os | de permutacao.
elementos do conjunto
3 Problema de |Ordem interfere na situacéo | Listagem das possibilidades,
arranjo. e estabelece novas | uso do PFC e a aplicacdo da
possibilidades. férmula de arranjo, entre
Escolha de pessoas que |outras
fazem parte da
possibilidade
4 Problema de|Ordem néo estabelece |Podemos fazer a listagem das
combinacdo | novas possibilidades. possibilidades e aplicar a
Escolha de pessoas que|formula de combinacéo, entre
fazem parte da | outras
possibilidade.

Borba (2013), além

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

dos critérios de escolha e ordem de elementos

evidenciados nos agrupamentos citados anteriormente, existem outros tipos de

disposices de elementos de conjunto(s). Tais disposicfes podem causar nivel de

dificuldade maior quando discutidos nos anos iniciais da educacao basica, uma vez

que os livros didaticos ndo abordam essas caracteristicas. Esses problemas séo

chamados por Borba e Braz (2012) de problemas combinatérios condicionais.

De acordo com Borba (2013) as autoras “Apontam, além das relacdes de

escolha e ordem de elementos, as relacBes de repeticdo e as condicionais de

posicionamento e de proximidade de elementos”. (BORBA; BRAZ, 2012 apud

BORBA, 2013, p. 5). Segundo o trabalho com problemas combinatorios condicionais

nos anos iniciais do ensino fundamental as autoras comentam.

Embora ndo, necessariamente, devam ser tratadas nos anos iniciais de
escolarizacdo as situacdes combinatorias condicionais, é importante
gue os professores tenham consciéncia que uma das formas de tornar
mais complexo o ensino de combinatéria ao longo da escolarizacéo
Bésical[...]. (BORBA; BRAZ, 2012 apud BORBA, 2013, p. 5)
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Portanto, cabe ao professor analisar cada tipo de problema e seu nivel de
dificuldade antes de propor a seus alunos, a fim de adequar cada situacdo a realidade
de sua turma. Para Vergnaud (1993, p. 1) “E através das situagdes e dos problemas
a resolver que um conceito adquire sentido para a crianga”. No caso da Combinatéria
o sentido pode ser compreendido a partir das situacfes apresentadas, mas pode ser
ampliado para discussbes de problemas combinatorios condicionais conforme
apresentado por Borba (2013).

Em acréscimo as caracteristicas de problemas combinatoérios apresentadas,
Araujo e Rocha (2018) em sua investigacdo discutem o desempenho de estudantes
do ensino médio na compreensao de invariantes prescritos de ordenacao e repeticao
em problemas de arranjo e combinagéo. As autoras constataram que nos problemas
combinatérios nos quais o invariante da repeticdo se apresentava 0s alunos
apresentavam mais erros que naqueles que nao apresentavam.

De acordo com Vergnaud (1993, p.25) as “invariantes operatoérias organizam a
busca da informacao pertinente em fungcéo do problema a resolver ou do objeto a
atingir, além de balizar as inferéncias”. Nesse sentido, a partir da pesquisa de Araujo
e Rocha (2018), podemos dizer que o invariante de repeticdo dos problemas
combinatdrios precisa ser mais discutido no ensino médio, inclusive nesses tipos de
situacdes podem ser abordadas além da execucdo das operacgdes, situacdes que
discutam a identificacdo dos invariantes de problemas combinatérios.

Cedran e Kiouranis (2019, p.81) reafirmam o potencial da Teoria dos Campos
Conceituais no “entendimento dos processos de desenvolvimento dos conhecimentos
cientificos pelos individuos, além de se constituir um bom referencial para o estudo,
elaboracdo e compreensdo de praticas para o ensino de ciéncias”. Em nosso caso,
nos referendamos nessa teoria e, em especial, a discussdo de Borba (2010, 2013)
nas caracteristicas de situacdes, invariantes e representacées da Combinatoria, para
discutir as qualidades dos objetos de aprendizagem desse conteudo presentes no
GeoGebra. Na préxima secéo, discutimos um pouco sobre tecnologia no ensino de

matematica e sobre os recursos propostos no GeoGebra.
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3 TECNOLOGIAS DIGITAIS NA EDUCACAO

Na era moderna, a utilizacdo de recursos digitais na Educacdo se tornou
constante devido a necessidade de dinamizar as aulas com aparelhos eletronicos que
motivem 0s alunos a buscarem o interesse em ser um sujeito ativo no processo de
aprendizagem. Devido a pandemia de COVID-19, essa intensificacao de utilizacdo de
tecnologias digitais esta ainda mais presente, pois com o distanciamento social e a
impossibilidade de, por um longo periodo, muitos alunos voltarem as atividades
presenciais, se faz preciso que os professores utilizem tais ferramentas visando “levar”
0 conteudo até o aluno.

As tecnologias digitais se apresentam como recursos favoraveis para
a mediacao, sobretudo no que tange as diferentes possibilidades de
transformar tais ferramentas em salas de aulas virtuais, que
possibilitam a interacdo de alunos e professores. (SANTOS JUNIOR;
MONTEIRO, 2020, p. 4)

Por esse angulo salientamos que as ferramentas digitais sdo grandes aliadas
da pratica docente, pois a aplicacdo permite uma aproximacao entre a dualidade
profissional professor-aluno favorecendo em um solido processo de ensino e
aprendizagem. Furtado (2019, p.35) afirma que o uso na escola de tecnologias de
informacdo e comunicacao “representa um momento que permite (re)pensar uma
maneira de integrar e compartilhar as experiéncias de cada instituicdo de ensino, dos
profissionais, dos alunos e comunidade inseridos nesse meio”.

Nos tempos de pandemia da Covid-19, de acordo com Aquino et al (2020)
foram adotados em varios paises, inclusive no Brasil, o distanciamento social,
isolamento dos casos, quarentena de contatos e o fechamento das escolas como
medidas protetivas para impedir a dissemina¢&o do coronavirus na populacao.

Macaya e Jereissati (2021), em estudo realizado no Education and Digital
Technologies sobre os desafios e estratégias adotados para continuidade da
aprendizagem em tempos de COVID-19 indicaram um cenario para as escolas
publicas no Brasil com muitos desafios para implementacdo do ensino remoto como,
por exemplo,

Falta de dispositivos, como computadores e telefones celulares, e
acesso a Internet nas residéncias dos alunos, Atendimento aos alunos
gue moram em areas isoladas ou remotas, Aumento da carga horéria
dos professores, Falta de habilidade dos professores das escolas para
usar recursos tecnolégicos nas atividades pedagogicas, Dificuldades
enfrentadas pelos pais e responsaveis legais no apoio aos alunos nas
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atividades escolares, Atendimento aos alunos em situacdo de
vulnerabilidade social, como aqueles sem acesso a alimentacdo no
domicilio, Dificuldades na realizacdo de atividades remotas para
alunos da Educacado Infantii e Ensino Fundamental (MACAYA;
JEREISSATI, 2021, p.191).

De acordo com Macaya e Jereissati (2021, p.191) de todas essas indicacdes a
auséncia de dispositivos nas residéncias foi mencionada por mais de 94 mil das
escolas publicas no Brasil, demonstrando “a enorme relevancia das barreiras de
acesso as tecnologias em todos os contextos populacionais do Brasil, principalmente
em tempos de isolamento social”.

Sobre esse fator Santos Junior e Monteiro (2020, p. 5) reconhecem que: “[...] a
educacdo e suas relacbes de ensino-aprendizado vém, a passos lentos,
acompanhando as transformacdes sociais advindas dos impactos das tecnologias
digitais.” Portanto, o processo de ensino e aprendizagem na esfera publica
educacional segue caminhos que levaram um certo tempo para se adaptar ao novo
modelo imposto pela pandemia de COVID-19 que passa por uma série de
transformacdes advindas de varios fatores ligados a tecnologia.

As escolas publicas atuais tém sido colocadas em estudo, sendo
analisadas quanto a sua atuacao frente as perspectivas e projetos de
integracdo ao avanco tecnolédgico educacional, ndo se pode negar que
elas tém de acordo com suas possibilidades, elas tém se integrado as
inovacoes e transformagfes que o sistema educacional tem passado.
(NASCIMENTO, 2012, p. 111)

As dificuldades com manuseio de plataformas digitais por parte dos professores
também séo evidenciadas como um dos desafios para continuidade da aprendizagem
durante a pandemia da Covid-19. Esse fato pode estar pode estar relacionado a
formacdo inicial e continuada de cada profissional, pois muitos ndo obtiveram cursos
nessa area. Nascimento (2012) sustenta essa ideia afirmando que:

A falta de preparacdo de muitos profissionais da area da educacéo,
entre estes se destaca o professor ndo estao preparados para atuarem
como representantes das inovacdes tecnoldgicas, uma vez que, em
grande maioria ndo sabem fazer uso desses recursos para proveito
em suas aulas. (NASCIMENTO, 2012, p.112).

Ponte (2000) destaca alguns papeis do professor frente as tecnologias digitais

Alguns, olham-nas com desconfianca, procurando adiar o maximo
possivel o momento do encontro indesejado. Outros, usam-nas na sua
vida diaria, mas ndo sabem muito bem como as integrar na sua pratica
profissional. Outros, ainda, procuram usa-las nas suas aulas sem,
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contudo, alterar as suas praticas. Uma minoria entusiasta desbrava
caminho, explorando incessantemente novos produtos e ideias, porém
defronta-se com muitas dificuldades como também perplexidades
(PONTE, 2000, p. 64).

Esses diferentes papeis assumidos pelos professores frente as tecnologias
geram outro desafio para a educacdo publica, pois além da necessidade de
acompanhar o ritmo das mudancgas, hd uma urgéncia que professores de diversas
regibes do pais se adaptem a utilizacdo desses recursos tecnoldgicos em suas aulas
com a praxis da dinamicidade do(s) conteudo(s) abordado(s) impulsionando nos
alunos, o interesse em patrticipar ativamente das aulas.

As instituiges publicas de Ensino Bésico tiveram que reinventar na transicao
do modelo de ensino presencial para o ensino remoto e isso foi uma tarefa ardua, pois
como apresentado, nem todas as escolas estavam preparadas para tal cenario.
Dentre as estratégias adotadas pelas escolas publicas brasileiras de acordo com
Macaya e Jereissati foram:

[...] agendar um dia e tempo para que pais e responsaveis legais
pudessem escolher atividades impressas e materiais pedagégicos na
escola (93%), e a criagdo de grupos em aplicativos ou redes sociais,
como WhatsApp ou Facebook, para se comunicar com alunos e pais
e responsaveis legais (90%); por outro lado, as acdes menos
implementadas foram o envio de atividades e materiais aos alunos por
e-mail (55%) e utilizando plataformas virtuais e recursos educacionais,
como Google Classroom, adotado por pouco mais da metade das
escolas (53%), o que equivale a mais de 53 mil instalagdes escolares.
(MACAYA,; JEREISSATI, 2021, p.196).

Ainda de acordo com as autoras, na Regido Nordeste outra estratégia adotada
para o ensino remoto foi a parceria com lideres comunitarios para distribuicdo de
materiais pedagogicos impressos implementado em cerca de 69% das escolas, o que
aliada a utilizacdo de grupos de WhatsApp em 91% das escolas, proporcionou um
auxilio nessa conjuntura (MACAYA; JEREISSATI, 2021).

Outra questdo que merece destaque € a precarizacdo em que alunos e/ou
professores se encontram para enfrentar as mudancas impostas pelos recursos
tecnoldgicos, transformacfes que estdo ocorrendo de forma continua e requer
adaptacao por ambas as partes objetivando seguir e se inserir no contexto de tais
mudancgas.

A realidade com que a educacao publica brasileira se mostra inserida,
na atualidade, denuncia a efetivacéo de certa falta de condicbes e um
despreparo seja por parte do educador como do educando para se
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inserir no ambito de uma politica educacional em que o avanco
tecnoldgico constitui um fator evidente, ou seja, as transformagdes que
a esfera tecnoldgica tem processado, nos ultimos tempos, deixam os
educadores e educandos brasileiros huma certa desvantagem, visto
gue, a velocidade com que se processam as mudancas é bem maior
do que a capacidade que o individuo dispde para acompanha-las.
(NASCIMENTO, 2012, p. 112)

Soma-se a esse quadro, a escola publica brasileira que no periodo pandémico
adotaram plataformas digitais que apesar de “muitas vezes oferecidas
“gratuitamente”, foram implementadas as pressas, sem necessariamente considerar
as implicagdes dessas escolhas” (MACAYA; JEREISSATI, 2021, p.205).

Com base no exposto, a adocdo de tecnologias digitais nas aulas remotas
durante a pandemia atingiu mais 53 mil escolas, mas apesar de ser uma decisao
acertada devido aos fatores sanitarios por causa da pandemia, é necessario alguns
cuidados. Macaya e Jereissati (2021, p.200) alertam sobre as escolhas dos recursos
tecnologias digitais para as aulas, e indicam que seja tomada uma “decisdo consciente
e qualificada, envolvendo direcao e corpo docente, com base em informacdes sobre
as potencialidades e limita¢cdes das tecnologias, devendo também estar alinhada com
a perspectiva educacional da escola e demandas especificas”.

Nesse sentido, estudos que analisam os recursos digitais podem fomentar
argumentos para que o professor tome decisGes com maiores conhecimentos,

conhecendo alguns dos limites e potencialidades do uso desse recurso.

3.1 O SOFTWARE GEOGEBRA E SUAS CONTRIBUICOES NO PROCESSO DE
ENSINO E APRENDIZAGEM DE MATEMATICA

O GeoGebra €é um software de Matematica dindmica gratuito e
multiplataforma para todos os niveis de ensino, que de acordo com Império (2017)
combina geometria, algebra, tabelas, gréficos, estatistica e calculo em uma Unica
aplicacao.

Conforme apontam Sanches, Souza e Barbosa (2011, p.17) esse software foi
criado por Markus Hohenwarter no ano de 2001 com a intencdo de “auxiliar os
professores a tornarem suas aulas mais dindmicas”. Outra caracteristica peculiar do
GeoGebra é o fato dele ser um software aberto, o0 que de acordo com os autores

“‘permite que professores e alunos criem problemas e solu¢gbes com criatividade,
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diferentemente de softwares fechados que pouco permite a criacdo de solucdes e
problemas” (SANCHES et al. 2011, p.17).

Segundo Império (2017, p. 21) “o GeoGebra é usado em 190 paises, traduzido
para 55 idiomas, sdo mais de 300000 downloads mensais, 62 Institutos GeoGebra em
44 paises para dar suporte para o seu uso”. Atualmente, no site do GeoGebra® existe
a informacdo que existem milhdes de usuarios localizados em varios paises que
utilizam o software, inclusive afirma que é um “lider de software de matematica
dindmica, apoiando a educacdo em ciéncia, tecnologia, engenharia e matematica
(STEM) e inovacdes no ensino e aprendizagem em todo o mundo”

O aspecto dinamico e interativo presente no Geogebra configura-o como uma
ferramenta de suma importancia na apresentacéo de conteddos matematicos em sala
de aula.

Jardim et al. (2015) considera esse software como pratico e dinamico,
permitindo que os discentes compreendam com maior facilidade os conceitos e
conteudos abordados em sala de aula. Dessa forma Jardim et al (2015) complementa
e discorre sobre o aspecto de simples manipulacao e interatividade que o GeoGebra
proporciona aos alunos, o interesse em manusear o recurso de forma a aprender um
determinado assunto por meio das diferentes funcionalidades da interface do software
em questdo. A utilizacdo desse recurso tecnoldgico na sala de aula proporciona ao
aluno o desenvolvimento de préaticas que possibilitam a aprendizagem significativa,
através de conceitos postos em acao que dao sentido no estudo de Matematica.

De acordo com Bortolossi (2016, p.430)

[...] atualmente, ao longo de seu percurso escolar, se um licenciando
em Matematica tiver contato com algum software educacional, muito
provavelmente este software serd o GeoGebra. Por que n&do usa-lo
entdo para o ensino e a aprendizagem de Estatistica e Probabilidade?

Ainda segundo Bortolossi (2016, p.436) o GeoGebra possui diferentes recursos
graficos, numéricos e simbolicos que “podem ser usados para criar material didatico
de apoio para o ensino e a aprendizagem de Estatistica e Probabilidade”.

Com base na discussdo, observamos o potencial desse software para o
trabalho com matematica, seja em cursos de formac&o inicial ou continuada de
professores. Para além desses recursos, existe no GeoGebra, uma sessdo de

materiais didaticos que estdo disponibilizados mais de 1 milhdo de atividades

3 Sobre 0 GeoGebra — GeoGebra
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gratuitas, sendo simulacbes ou, exercicios, ou aulas e jogos. Essas atividades
possibilitam tanto para futuros professores como professores em exercicios outras
propostas metodoldgicas para subsidiar o processo de ensino e aprendizagem de
Matemética.

3.2 OBJETOS DE APRENDIZAGEM(OA) DO GEOGEBRA E PROBLEMAS
COMBINATORIOS

A ideia de objetos de aprendizagem € bastante ampla. “Um objeto de
aprendizagem (OA) é um recurso educacional que traz em sua concepc¢ao a ideia de
compartilhamento e reutilizagao” (COSTA, 2013, p. 29). Nesse contexto, trata-se de
ferramentas que podem auxiliar professores e alunos no processo de ensino e
aprendizagem no que tange ao entendimento de variados contetdos nos diferentes

niveis de escolarizacao.

Flexibilidade e possibilidade de reutilizacdo sdo algumas das
caracteristicas de um objeto de aprendizagem, que faciltam a
disseminacdo do conhecimento, assim como sua atualizacéo.
Salienta-se como em qualquer planejamento de aula, a adequada
selecdo de um OA para uso em atividade didatica fica definida a partir
do objetivo que se pretende alcancar na aprendizagem de um
determinado contetdo. (AGUIAR; FLORES, 2014, p. 12)

Podemos perceber entdo que a utilizacdo de Objetos de Aprendizagem em sala
de aula é interessante, pois permite a aplicagio em diferentes niveis de ensino. E
importante afirmar que para a escolha de um OA, se faz necessério que os objetivos
de aprendizagem para uma determinada aula estejam definidos.

Na pesquisa de Império (2017) foi realizado um questionario no Google Drive
com 19 professores com relacdo as condi¢cdes tecnologicas das escolas em que
lecionam, como também com relacdo ao uso de tecnologias em suas praticas, em
especial, se usam algum software como recurso para o ensino de combinatéria. Como
resultados Império (2017) aponta que apesar de 84% das escolas possuirem recursos
tecnoldgicos, apenas 5% dos professores utilizam tais recursos na Combinatoria.

Em continuidade da pesquisa, o autor compara o desempenho obtido em duas
turmas do curso de Técnico de Informética, relativo ao 2° ano do Ensino Médio, nas

quais foram abordadas a combinatéria, na primeira sem o uso do GeoGebra e na
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segunda com o uso desse software. Império (2017, p.49) constatou que na turma que
fez uso do GeoGebra “teve um desempenho superior em comparagao a outra turma”.

Império (2017, p.49) afirma que na resolugdo de problemas combinatérios, o
GeoGebra se torna uma plataforma de destaque porque: “[...] dispée de um aspecto
importante que é sua dinamicidade, permitindo analisar um problema de varias
maneiras”. O software pode ser util na verificacdo de possiveis erros, assim como, a
demonstracao das origens de tais erros possibilitando a correcdo de um determinado
problema.

Furtado (2019) realizou um estudo que teve por objetivo abordar processo de
resolucdo de problemas dos conteddos de Estatistica, Analise Combinatoria e
Probabilidade com aporte do software GeoGebra. Nessa pesquisa foram criadas trés
situacdes de combinatoria para serem resolvidas com uso do GeoGebra e para esse
fim foram escolhidos problemas que fizessem uso “de visualizacdo e compreensao
geométricas para serem solucionadas, assim, o GeoGebra configura-se como um
complemento de auxilio na resolucdo das mesmas, de modo que 0s alunos possam
alcangar os objetivos de cada proposta.” (FURTADO, 2019, p.50).

Com as tarefas propostas para Combinatéria, Furtado (2019, p.51) indica que
o GeoGebra “traz a possibilidade de construcdo de um mecanismo dinamico que
auxilia a visualizagao dos possiveis caminhos”. Em sua investiga¢éo, Furtado (2019)
elaborou um problema de permutagédo denotado por: Encontro no parque no qual
consiste em descobrir a quantidade de caminhos distintos que um jovem dispde para
ir ao encontro de sua namorada em um pargue de uma cidade composto por um
conjunto de 15 blocos de jardins. Nesse sentido o jovem deve partir do ponto R(Saida)
ao ponto S(chegada) sempre da esquerda para a direita e de baixo para cima. Dessa
forma podemos identificar a quantidade de caminhos possiveis aplicando o conceito
e a formula de permutacdo. Além disso, também foi proposto um problema de arranjo
simples exposto como: Logotipo de uma empresa que trata de uma situagédo em que
0s participantes de uma empresa deveriam elaborar um logotipo para um concurso.
Para tal fim, era necessario dispor de um circulo dividido em quatro partes e colorir
cada parte com as cores disponiveis. Foram impostas varias condigbes para a
validade do projeto, entre elas € que as partes adjuntas ndo podem ter a mesma cor
e nesse caso é nitido a relevancia da interferéncia da ordenacdo dos elementos

caracterizando um problema de arranjo simples.
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Por fim é proposto o problema: diagonais de um poligono convexo o qual
solicita a quantidade de diagonais existentes em um poligono de n lados. Nesse caso
€ necessario perceber que os segmentos dos vértices do poligono podem ser
calculados por meio de um problema de combinacdo e assim chegar na expressao
para calculo do numero total de diagonais de um poligono.

Furtado (2019, p.57) constatou que “o papel do professor como mediador de
conhecimento é de fundamental importancia na escolha e na utilizacdo do recurso
computacional no processo de ensino e aprendizagem”.

Martarelli, Silva, Souto e Tajima (2021) em seu artigo apresentam uma
sequéncia didatica de problemas combinatorios elaborada com o0 jogo senha
construido no GeoGebra.

Os autores sugerem que antes do inicio da sequéncia, as atividades podem ser
exploradas com lapis e papel e tentar chegar a solu¢édo antes da insercao do recurso
tecnolégico. Em seguida, é necessario um momento de familiarizacao dos estudantes
com o jogo senha no GeoGebra.

A sequéncia de atividades foi constituida em um problema de combinac¢éo, uma
de raciocinio l6gico, um problema de arranjo e um problema de permutacao caotica.
De acordo com Martarelli et al. (2021, p.57)

Em todas as resolugbes apresentadas aqui foram usados dois
principios fundamentais da anélise combinatoria: Principio da Adicdo
e 0 Principio da Multiplicagdo. E trouxemos exemplos em que é
possivel visualizar todas as solugbes possiveis, o que facilita a
compreenséo de contetdos como combinacgdo simples e permutagéo
cadtica, quando muitas vezes o aluno, ou o professor, se prende a
férmulas sem compreenderem o sentido delas

A possibilidade de diferentes tipos de representacdes como listagem de todas
as possibilidades, diagrama de arvores, como também estratégias de resolugdo com
diferentes de um mesmo problema (a primeira com o uso do principio multiplicativo e
a segunda com o principio aditivo) observada nesse trabalho, permite perceber o
potencial do GeoGebra no ensino e aprendizagem de combinatoria.

Como observado Império (2017) trabalhou com o GeoGebra na sala de aula,
enquanto as pesquisas de Furtado (2019) e Martarelli et al. (2021) produziram
atividades para o trabalho de Combinatéria por meio de GeoGebra.

Em nosso estudo, realiza-se uma analise dos materiais didaticos do GeoGebra,

0Ss quais denominamos de objetos de aprendizagem sobre os aspectos de
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combinatdria apresentados, uma vez que acreditamos na importancia de que sejam
analisados esses objetos de aprendizagem, antes mesmo de serem utilizados em sala

de aula.
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4 METODOLOGIA

Nesse capitulo apresentamos as escolhas adotadas para a realizacdo da
pesquisa. Como o foco é a analise dos objetos de aprendizagem (OA) referentes a
combinatdria disponiveis na secdo de materiais didaticos do software GeoGebra,
classificamos a pesquisa quanto a sua natureza como uma abordagem qualitativa.

As metodologias qualitativas ndo emergem como alternativas aos
modelos quantitativos, mas como uma necessidade e uma urgéncia
dentro da sociologia para aquele que estdo convencidos de que a
sociedade € uma estrutura que se movimenta mediante a forca da
acdao social individual e grupal. (HAGUETTE, 2001, p. 20)

Para o desenvolvimento desta pesquisa, fizemos a andlise dos Objetos de
Aprendizagem do GeoGebra quanto aos aspectos evidenciados de combinatéria,
caracterizando, assim, uma pesquisa de carater documental:

A caracteristica da pesquisa documental é que a fonte de coleta de
dados esta restrita a documentos, escritos ou nao, constituindo o que
se denomina de fontes primarias. Estas podem ser feitas no momento
em que o fato ou fenbmeno ocorre, ou depois. (MACORNI; LAKATOS,
2003, p. 174)

Esta pesquisa caracteriza-se como documental pelo fato de que utilizamos os
documentos, mesmo que sejam no formato digital com o intuito de investigar e
examinar informacdes a serem organizadas para o procedimento da construcéo das
analises de acordo com o0s objetivos estabelecidos.

Como campo de pesquisa, utilizamos o software GeoGebra, especificamente a
secao de materiais didaticos disponibilizada no site do GeoGebra. Nele temos a opcéo
de filtrar os materiais por contelido matematico de nosso interesse (Algebra,
Geometria, Aritmética, Probabilidade, Calculo, Fun¢des, Trigonometria e Estatistica).
Além disso, ao clicar em cada grande eixo tematico, aparecem as ramificacdes
especificas referente a determinada area de interesse. Essa op¢ao de conseguirmos
filtrar os materiais desejados por area especifica da matematica € essencial, pois
permite mapear a quantidade encontrada referente ao interesse de pesquisa, bem
como identificar quais os tipos de materiais encontrados (livros, jogos, simulagdes,
atividades, aulas entre outros dispostos).

Ao clicar na aba materiais, outras trés op¢des séo apresentadas no GeoGebra.
Séo elas: explore — onde encontramos 0s materiais disponiveis para consulta e o

campo de filtragem com a palavra matematica ao centro, e 0s eixos tematicos como
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subdivisdes. Favoritos — ha opcao de marcar os materiais que mais interessam como
sendo os favoritos e isso facilita em uma consulta posterior, ja que ele estara
reservado em um local do sistema. E seus materiais — quando h4 o desejo em
construir e/ou elaborar o préprio material para ser lancado a disposi¢do de consulta
para outras pessoas.

Porém para obter acesso nas duas ultimas opcdes (favoritos e seus materiais)
€ necessario obrigatoriamente a criacdo de uma conta ou efetuar o login com uma
conta do Google, Facebook ou outras (j& existentes) e conseguir entrar no sistema.

Na Figura 1 abaixo, podemos observar a interface especifica da aba “materiais”.

Figura 1 — Aba de materiais do GeoGebra online
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Fonte: GeoGebra (2022, online)

De inicio acessamos o software GeoGebra e navegamos até a aba de materiais
didaticos e buscamos o topico de combinatdria, inserida na mesma aba de
probabilidade. Nessa busca, encontramos varios materiais que podem ser explorados
nessa pesquisa. Escolhemos dentre estes, alguns para nortear o enfoque da
pesquisa, visto que a analise de todos os materiais encontrados levaria mais tempo
do que o disposto que temos para realizar a pesquisa.

A figura 2 apresenta 0os conteudos matematicos para consulta de objetos de

aprendizagem.
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Figura 2 - Imagem do campo de filtracdo por contetdo
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Fonte: GeoGebra (2022, online)

Averiguamos os tipos de problemas combinatérios e como esses problemas se
apresentam (representacfes) que sdo encontrados nesses materiais do software
GeoGebra, onde temos a disposicéo diversos jogos e outros recursos produzidos por
varios professores. Também fizemos um estudo sobre as propriedades e os tipos de
agrupamentos que mais sao evidenciados nesses trabalhos, trazendo os resultados
por meio da andlise dos dados obtidos.

Foram encontrados 20 materiais referente ao conteudo de combinatoria dos
quais selecionamos sete para analise dos dados. Além disso, no final deste trabalho,
segue em anexo um gquadro com 0s materiais encontrados no software.

Abaixo apresentamos o Quadro 2 com sete objetos de aprendizagem que
analisamos no software GeoGebra. Nesse quadro, podemos verificar as
nomenclaturas e as caracteristicas basicas de cada um. Os critérios para a selecao
dos materiais estabelecidos foram os seguintes:

e Apresentacédo de situactes implicitas e/ou explicitas que envolvam o raciocinio
combinatorio;

e Possibilidade de aplicacdo em sala de aula;

e Diversidade na construcéo das solucgdes;

e Capacidade de induzir a interpretacéo de um problema atraves da observacéo;

e Envolvimento com outras areas da Mateméatica



Quadro 2 - Objetos de aprendizagem analisados no GeoGebra

Nome Caracteristica

Circulos no Esse material pode ser utlizado para o ensino de

triangulo combinatéria e traz um problema de preenchimento de
circulos no interior de um triangulo com as cores dispostas.
H& opcdo de trés cores distintas. Sendo que circulos
tangentes ndo podem ter a mesma cor. O OA possibilita uma
listagem de solucdes possiveis.

Pintando o Similar ao OA anterior, pintando o0 hexagono tem a

Hexagono caracteristica de preencher os circulos dentro de um

hexdgono com as cores dispostas na sua interface. Ha opgéo
de escolher até seis cores diferentes.

O jogo da senha

Esse OA faz referéncia ao descobrimento de uma senha
composta por quatro cores diferentes sendo que a cor preta
ndo pertence a senha. A senha ndo pode apresentar cores
repetidas. Esse problema também possibilita listar as
solucbes.

Qual a senha do
cofre?

Consiste em um problema para descobrir a senha composta
por trés digitos que abre o cofre.

A senha é caracterizada por apresentar um nimero primo no
primeiro digito, um namero quadrado perfeito no segundo e o
ndmero oito no terceiro.

O OA permite fazer uma listagem das sequéncias digitadas
até encontrar a senha correta.

O Problema do
Estacionamento

E um tipo de simulador que possibilita realizar o
estacionamento de seis carros em oito vagas numeradas de
1 a 8. Porém ha a restricdo de que uma vez estacionado um
carro, o seguinte s6 podera estacionar ao lado deste.

Permutacao,
Arranjo e
Combinacédo

Corresponde a um problema de realizar conjuntos das letras
dispostas e formar novas palavras(anagramas) de acordo
com o tipo de situacdo (permutacdo, arranjo ou combinacao).

Jogo Bicolorido —
versao 1

Este OA caracteriza-se pelo ligamento entre segmentos de
reta até chegar em uma situacao em que um dos jogadores
perde. Nesse caso, perde o jogador que formar um tridngulo
com todos os lados de mesma cor. Cada jogador é separado
por uma cor, lembrando que s&o duas cores dispostas(azul e
vermelho). Sendo assim, é um jogo que possibilita a
competicdo entre duas equipes ou dois jogadores.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)
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Decidimos organizar os recursos em um quadro para facilitar na identificacao

das peculiaridades especificas individuais e como forma de chamar atencéo do leitor
para a representacdo do conteudo proposto no trabalho mediante ilustracbes que

aproxime a observacdo do mesmo com o texto.
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5 DISCUSSAO DOS RESULTADOS DA PESQUISA

Esta pesquisa tem como principal objetivo analisar a combinatéria nos objetos
de aprendizagem (OA) presentes no software GeoGebra. Nesse cenario,
investigamos sete objetos de aprendizagem sob a 6ética da teoria dos campos
conceituais de Gerard Vergnaud no que tange as situacfes, representacdes e
invariantes propostos no ambito da Educacéo Basica. Mais especificamente aqueles
relativos a Combinatéria baseado na discussao de Borba (2010, 2013). Dessa forma,
explicamos nessa secdo o detalhamento das analises referente aos materiais

selecionados para a pesquisa.

5.1 OBJETO DE APRENDIZAGEM 1: CIRCULOS NO TRIANGULO

A figura 3 apresenta o modelo do material “Circulos no Tridngulo” e foi extraida
do GeoGebra online* de autoria de Diego Lieban, que por sua vez se baseou em um
problema proposto pela Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP). Esse autor, segundo sua pagina no GeoGebra, € formado em Matematica
e possui como area de interesse a Tecnologia em Educacao Matematica e a utilizacdo
de softwares de Geometria Dinamica. O Objeto de Aprendizagem foi elaborado com

o intuito de explorar o topico de combinatéria, como explicitado na imagem.

Figura 3 - Objeto de aprendizagem 1: Circulos no tridngulo

Circulos no triangulo

Autor: Diego Lieban

Tépico: Combinatéria

Preencha os circulos no interior do tridngulo com as cores disponiveis de mado que circulos de mesma cor ndo se encostem um no outro.

Clique no interior de cada circulo para mudar sua cor.

~
v

O
o

Fonte: GeoGebra (2022, online)

4 Link de acesso: https://www.geogebra.org/m/w32ggdj5. Acesso em: 08 de Maio de 2022
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Pelo exposto na interface, podemos verificar que o OA1 propde a exploracao
da resolucédo de um problema que envolve o raciocinio combinatorio por meio do uso
de cores e condicdes. Podemos analisar que a situacdo em tela pede quais as
possiveis solu¢des de preenchimento dos circulos, sendo que circulos de mesma cor
nao se tangenciem.

Nesse sentido, o problema proposto apresenta uma situacao exploratoria, onde
h& possibilidade de construir solugdes prototipicas para refletir na resolugdo do
problema.

De acordo com o que esta exposto no material supracitado, podemos observar
gue o mesmo permite através do desenho, por tentativa e erro listar e/ou enumerar as

possibilidades diferentes, como essas a seguir:

Figura 4 - Possibilidades de resolu¢gédo do problema combinatério - Circulos no triangulo

T XY

] o

&

MUITO BEM! .. MUITO BEM! el S
MUITO BEM! o l MUITO BEM! = I MUITO BEM! .

Fonte: GeoGebra (2022, online)
Na listagem acima, podemos perceber que existem seis possibilidades de

construir triangulos diferentes, de tal forma que circulos que encostem um no outro
ndo tenham a mesma cor. Outro aspecto notavel é que em todas as solucbes, os
circulos das extremidades possuem a mesma cor entre si e a mesma cor que o circulo
do centro. Na analise, notamos que nédo ha possibilidade de fechar um triangulo em
gue as extremidades tenham cores diferentes.

O circulo do centro do triangulo tangencia seis outros circulos. Sendo assim,
para conseguir completar alternadamente os outros circulos, € necessario escolher
uma cor entre as trés disponiveis para o circulo central e os demais que encostam
nele terdo que ter cores alternadas (duas possibilidades) de modo que circulos de

mesma cor ndo se encontrarem. Para realizar essas solucdes, estamos utilizando o
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principio fundamental de contagem para organizar a ideia de preencher as opcdes de
cores em cada circulo e a possibilidade de escolhas para cada cor que sera utilizada.

Aplicando o principio fundamental da contagem, temos que para pintar o circulo
central temos trés opcdes de cores, para pintar um circulo que tangencia o central,
teremos 2 opcdes de cores, e 0s demais apenas uma cor, incluindo também os
circulos que tangenciam dois lados do triangulo, assim obtendo, 3-2-1-1-1-1-1"-
1-1-1=6

Abaixo segue o Quadro 3 com a averiguacdo do OAl de acordo com as
situacdes, invariantes e representacdes apresentadas(os).

Quadro 3—-Combinatériano OA 1

Situacdes(S)

Invariantes(l)

Representagdes(R)

Trata-se de um problema
combinatorio condicional,
nao prototipico, pois existe a
restricdo de que circulos que
tangenciam ndo pode ter a
mesma cor, posicdo e
proximidade. Apesar de nao
conter uma classificacdo
para essa situacdo, podemos
supor arranjo condicional

Os invariantes implicitos na
situacdo sdo de ordem, pois
0 modo como as cores serao
dispostas interfere na
elaboracdo da  solugéo;
escolha, pois selecionamos a
cor que sera utilizada e de
proximidade e posi¢éo, pois
dois circulos tangentes nao
podem ser pintados da

As representacdes
apresentadas no OA sédo os
de listagem das possibilidades
de acordo com a figura 4.
Podemos observar que nao
h& existéncia de formulas e
nem arvore de possibilidades
de forma explicita, mas pode
ser complementado pelo
professor com o0 uso do

mesma cor. principio multiplicativo.

Também se observa a relacéo
com a geometria, umavez que
a resolucao pode fazer uso de
termos da geometria, vértices,

triangulo, simetria.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)

O professor com base no OAl pode desafiar os estudantes a explicitar todas
as possibilidades, e pensar em situagcbes sem a condicdo inicial, quantas
possibilidades teriamos (para cada circulo, trés possibilidades, resultando 3'°) ou
ainda, situacdo com mais cores, produzindo a necessidade de generalizacdo. Nesse
caso, amplia demais o numero de possibilidades impedindo a utilizacdo de listagens,
por exemplo, no caso de 4 cores o numero de possibilidades, obtendo, 4:-3-2-2-2-

2:2-2-2-2=3072
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5.2 OBJETO DE APRENDIZAGEM 2: PINTANDO O HEXAGONO

A figura 5 faz referéncia a interface do material pintando o hexagono e foi
retirada do GeoGebra online®. O presente OA foi produzido por Vandoir Stormowski

visando explorar conceitos de combinatdria e geometria.

Figura 5 - Objeto de aprendizagem 2: Pintando o Hexagono

~
)

Escolha quantas cores vais utilizar:

Fonte: GeoGebra (2022, online)
Podemos verificar que este é bem semelhante ao OA 1, mudando apenas a

forma geométrica a ser pintada e inclui um parametro que permite alterar a quantidade
de cores com as quais a figura pode ser preenchida.

A situacao proposta segue a mesma referente ao OA 1(circulos no triangulo),
onde cada circulo deve ser pintado com uma cor e ha a condi¢cdo de que circulos que
se encontram ndo podem apresentar a mesma cor. No entanto, a quantidade de
possibilidades de preenchimento no caso do OA 2 apresenta o0 mesmo numero de

opc¢Oes de preenchimento conforme apresentado na figura 6.

Figura 6 - Possibilidades de resolucao do problema combinatério — OA2

LB

Fonte: GeoGebra (2022, online)

5 Link de acesso: https://www.geogebra.org/m/smyxkxgu. Acesso em: 07 de Maio de 2022


https://www.geogebra.org/u/vandoirs
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Com trés cores € facil ver que quando selecionamos as trés primeiras cores de
um triangulo formado por trés circulos (ver figura 7) determinamos a certeza das cores

de alguns circulos que o tangenciam, e dessa forma os outros sdo determinados.

Figura 7 - Para provocar uma discusséo do objeto OA 2

A
Y

Fonte: Adaptado do GeoGebra (2022, online)

Ou seja, segundo a figura 7 com as cores azul, verde e vermelho definidas no
primeiro triangulo, x sé pode ser vermelha, y por sua vez deve ser azul, sendo assim
atem que ser verde e z s6 pode ser azul. Logo precisamos definir as cores que podem
ser usadas nesse triangulo e o restante do hexagono sera pré-determinado.

O autor ainda sugere perguntas relativas ao numero de possibilidades se
ampliarmos o numero de cores para 4, 5 ou 6 cores. Sentimos falta de discussdes que
orientem o professor na solucdo desses problemas, uma vez que para mais cores as
possibilidades crescem o que deixa impossivel de fazer uma listagem.

Uma alternativa, que pode ser proposta pelo professor, para qgue uma variedade
de possibilidades seja apresentada € a proposta de adivinhacdo de uma solucdo
previamente selecionada. Mesmo assim muito dificil exaurir todas as possibilidades,

como podemos ver na figura 8.

Figura 8 — Exemplo de possibilidade e numero de solugéo do objeto OA2

Uma possibilidade com 4 cores Uma possibilidade com 5 cores  Uma possibilidade com 6 cores

NUmero total de possibilidades. NUmero total de possibilidades. Numero total de possibilidades.
1.572.864 2.582.803.260 515.395.075.520
Fonte: Adaptado do Geogebra (2022, online)
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Acreditamos que no OA2 pode ser inserido uma discussao sobre o processo

de encontrar as solucdes, ou pelo menos, feedback nas respostas para indicar acertos

ou erros nas propostas de solucdo encontradas.
Quadro 4 — Combinatéria no OA 2

Situacdes(S)

Invariantes(l)

Representacdes(R)

Trata-se de um problema
combinatério condicional, ja
gue existe a restricdo de que
circulos que tangenciam nao
pode ter a mesma cor,
posicAo e  proximidade.
Apesar de nao conter uma

Os invariantes implicitos na
situacdo sao de ordem, pois
0 modo como as cores serao
dispostas interfere na
elaboracdo da  solucéo;
escolha, pois selecionamos a
cor que serd utlizada e de

As representagdes
apresentadas no OA sdo os
de listagem das possibilidades
de acordo com a figura 4.
Podemos observar que nao
h& existéncia de formulas e
nem arvore de possibilidades

classificagcdo para essa|proximidade e posicdo, pois|de forma explicita, mas pode

situacdo, podemos supor|dois circulos tangentes ndo|ser complementado pelo
arranjo condicional. podem ser pintados da|professor com o uso do
mesma cor. principio multiplicativo.

Também se observa a relagcéo
com a geometria, umavez que
a resolucao pode fazer uso de
termos da geometria, vértices,
triangulo, simetria.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)

5.3 OBJETO DE APRENDIZAGEM 3: JOGO DA SENHA

A figura 9 expde o molde do material “jogo da senha” e foi extraida do
GeoGebra online.® O Objeto de aprendizagem em tela foi elaborado pelos autores
Luzia da C. T. Martarelli, Humberto Bortolossi, Brendow P. de M. Souto, Fernando G.
da Silva, Ubyrajara C. Tajima.

Como citado na ilustracéo (figura 9), esse OA3 trabalha o desenvolvimento do
raciocinio combinatério. No entanto, ndo se trata de um jogo especifico somente de
combinatdria, pois € necessario utilizar bastante o raciocinio l6gico na construcao das
estratégias jogadas.

Podemos verificar que o jogo € competitivo, onde cada jogador deve formar
uma sequéncia (senha) de quatro cores distintas escolhidas entre as seis cores
disponiveis (azul, verde, vermelho, amarelo, rosa e roxo) atendendo ao critério de que

a cor preta nao pertence a senha, ou seja, o jogador ndo devera utiliza-la e a repeticéo

6 Link de acesso: https://www.geogebra.org/m/rjyuwp2j. Acesso em: 08 de Maio de 2022


https://www.geogebra.org/m/rjyuwp2j
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de cores também né&o valida a combinacdo. A ordem em que as cores devem ser

dispostas € da esquerda para a direita conforme segue a Figura 9.

Figura 9 - Objeto de aprendizagem 3: jogo da senha

Analise

Cor certa no lugar certo

O('nr certa no lugar errado
x Cor niio pertence a senha

mm

Campo da senha nao pode
ter cor repetida e/ou preta

Fonte: Geogebra (2022, online)

As cores podem ser selecionadas clicando em cada quadradinho. Para alterar
a cor basta quantas vezes desejar até surgir a cor desejada pelo participante. Sendo
designada a cor para cada quadradinho, basta pressionar a tecla verificar.
Instantaneamente é projetada na tela uma analise da tentativa jogada. Tal analise é
apresentada em quatro pontos expostos na prépria interface do jogo representando
as quatro cores.

Caso a cor certa esteja no lugar certo, ela ird aparecer na posicdo correta dos
pontos. Se a cor certa estiver no lugar errado, entdo o ponto recebe um circulo branco
ao seu redor. Se a cor ndo pertencer a senha, o ponto recebe um X. Para repetir a
jogada, o participante observa cautelosamente a analise descrita e escolhe
novamente as cores de acordo com as informacgdes cedidas na analise para formular
as melhores estratégias na nova jogada. E admissivel reproduzir as jogadas varias
vezes, lembrando que vence o jogador que acertar a senha com a menor quantidade
de tentativas possiveis.

Vamos analisar o exemplo a seguir, disposto na Figura 10, em que o jogador
conseguiu descobrir a combinacdo da senha em trés tentativas. Podemos notar que
na primeira tentativa em que a sequéncia de cores foi. VERDE, VERMELHO,
AMARELO E AZUL, a cor verde nao pertence a senha, pois o ponto com essa cor

apareceu com um X. Em contrapartida, as cores vermelho, amarelo e azul pertencem
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a sequéncia, porém estdo na ordem errada. Sabendo disso, s6 restaram duas cores

para completar a senha que séo, rosa ou roxo.

Figura 10 - Possibilidades de resolucéo do problema combinatério: jogo da senha

Analise

Cor certa no lugar certo

O Cor certa o lugar errado
x Cor nilo pertence a senha

e i .

Parabéns vocé acertou a senha

Fonte: Geogebra (2022, online)

Na segunda jogada, a cor que falta para completar a combinacéo € rosa, ja que
0 ponto aparece com um circulo branco ao seu redor. Portanto, as cores que
compdem a senha sdo: amarelo, azul, vermelho e rosa. Para finalizar a partida, so
faltava descobrir qual a posicdo correta de cada cor, tendo plena nogcédo de que
somente a cor vermelha esta na posicao correta.

Com base na discussao, na terceira tentativa que a ultima cor é a amarela, ja
que nas jogadas anteriores, nem a azul e nem a rosa que ocupavam essa posi¢ao
estavam no lugar correto. Se a cor azul ndo podia ocupar a segunda e nem a quarta
posicao e sabendo que a terceira posicao ja estd com a cor certa, sO restou a primeira
posi¢ao para a cor azul. Por eliminagéo, a segunda posicéo foi a que sobrou, entéo a
cor que falta para completar a senha é a rosa. Clicando no botéo verificar, aparece a
mensagem na tela: parabéns, vocé acertou a senha.

Sobre esse Jogo da Senha existe ainda um video do YouTube’ de como
programar essa atividade usando o GeoGebra, discutindo e apresentando o passo a
passo dessa construgao.

Martarelli et al (2021) propuseram uma sequéncia didatica para o trabalho com
esse recurso. Vejamos alguns exemplos:

7 https://youtu.be/eYVVPS9DBRO
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1. De quantas maneiras podemos escolher quatro cores distintas,
dentre as 6 disponiveis, sem considerar a ordem das cores?
[combinacéo]

[.]

2. Quantas cores, no minimo, vocé pode acertar na primeira tentativa,
independentemente da posicdo estar correta ou ndo? [raciocinio

I6gico]

]

3. Quantas sdo as possibilidades de senha na primeira jogada?
[arranjo] (MARTARELLI et al. 2021, p.51-53)

Atividades como essas podem orientar o trabalho do professor com o OAS3,

principalmente, com relagdo ao ensino de Combinatoria.

Abaixo segue a Quadro 5 contendo a andlise do OA 3 referente as situacdes,

invariantes e representacdes apresentadas(os).

Quadro 5 - Combinatéria no OA 3

Situagdes(S)

Invariantes(l)

Representagdes(R)

Os problemas combinatérios

ndo estédo explicitos no jogo.
No entanto, podemos
classificar as  situagdes

propostas por Martarelli et al
(2021) como combinag&o no
caso 1 e arranjo no caso 3.
Uma situagéo de permutacao
pode ser elaborada. Caso 4.
Se possuimos as quatro
cores iniciais da senha,
quantos casos diferentes de
senha podem ser
solicitados?

Como foram pensados trés
tipos de situacbes o0s
invariantes sdo diferentes.
Mas sdo presentes 0s
invariantes de ordem nos
casos 1 e 4, o de escolha,
nos casos 1 e 3.

No jogo a escolha das cores
em cada quadradinho de
acordo com o feedback
exposto no préprio jogo
ajuda no raciocinio da
estratégia da  proxima
tentativa.

As representacdes
apresentadas no OA 2 se
baseiam em uma listagem,
pois ndo hé& presenca do
principio  fundamental de
contagem (PFC), graficos,
arvore de possibilidades.
Nessa perspectiva, 0 jogo
apresenta possibilidade de
listar as solucdes através de
tentativas.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)

Nesse OA3 a mediacdo do professor torna-se necessaria, a partir da

proposicdo de situagOes de exploragdo do jogo, para que a discussdo sobre

combinatdria ocorra.
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5.4 OBJETO DE APRENDIZAGEM 4: QUAL A SENHA DO COFRE?

O Objeto de aprendizagem (OA4) foi elaborado pelo autor Aparecido Sousa,
visando explorar o conceito de combinatéria. No entanto, ndo se trata de um jogo
especifico somente de combinatoria, pois € necessério utilizar bastante o raciocinio
l6gico na construcéo das estratégias jogadas.

No entanto, ao aplicar esse jogo em sala de aula o professor pode explorar o a
combinatéria ao fazer as combinacgfes possiveis de encontrar a senha e observar a
quantidade de solugdes possiveis de acordo com as regras definidas previamente. A
Figura 11 mostra o formato do material “Qual a senha do cofre?” e foi extraida do

GeoGebra online.®
Figura 11 - Objeto de aprendizagem 4: Qual a senha do cofre?

Qual a senha do cofre?

Autor: Aparecido Sousa

Tépico: Combinatéria

Tentativas: O

Q

EREREREE & & 6 6 6 6 6 0

Fonte: GeoGebra (2022, online)

E um problema que deve ser resolvido por tentativa e erro, visto que alguns
critérios séo estabelecidos inicialmente e isso cede um suporte ao participante. Trata-
se de uma situacdo em que a senha é composta por 3 digitos diferentes, sendo que o
primeiro digito deve ser obrigatoriamente um namero primo, aquele que € maior que
1 apenas e possui apenas dois divisores: o numero 1 e ele mesmo. O segundo digito
da senha deve ser um numero quadrado perfeito e o terceiro digito é o numero 8.

Na interface do problema, ha a opcdo de apagar a sequéncia numérica da
senha digitada clicando no botédo C. Apés digitar os numeros da combinacgao da senha,

8 Link de acesso: https://www.geogebra.org/m/mmcvpru. Acesso em: 08 de Maio de 2022


https://www.geogebra.org/m/mmcvpr9u
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0 participante deve clicar no botdo ENTER para verificar se a sequéncia digitada foi a
correta ou ndo. Caso tenha errado, 0 mesmo podera tentar novamente até conseguir
encontrar a senha correta.

O problema pode ser trabalhado em sala de aula de forma competitiva, no qual
o professor propde a situacdo ao aluno ou grupo de alunos e enfatizar a competicéao
em que o aluno ou grupo de alunos que conseguir encontrar a senha do cofre com a
menor quantidade de tentativas sera o vencedor.

Logo abaixo, na Figura 12, segue a imagem em que 0 participante conseguiu

encontrar a senha e o respectivo numero de tentativas.

Figura 12 - Possibilidades de resolugéo do problema combinatério: Qual a senha do cofre?

Tentativas: 3

~
~

248 O total de senhas
possiveis é 12.

=

Parabéns!

Fonte: Geogebra (2022, online)
Analisando a figura 12 é perceptivel que a quantidade de tentativas que o

participante fez foram trés. Como o primeiro nUmero sempre deve ser primo e existem
apenas quatro entre os dispostos nos digitos do cofre (2, 3, 5 e 7), foi pensado no
namero dois (primeiro numero primo do conjunto dos naturais e Unico numero primo
par). O segundo deve ser um numero quadrado perfeito e existem apenas trés entre
os dispostos (1,4 e 9), sendo assim foi pensado de inicio no numero um como sendo
quadrado perfeito que compde o digito do meio da senha e o ultimo digito sempre € o
namero 8.

Dessa forma, o jogador resolveu tentar a sequéncia (2,1,8) e ao clicar no botéao
Enter, ndo obteve sucesso. Partindo entdo para a préxima tentativa, o jogador
escolheu a sequéncia (2,4,8), mudando apenas o numero do meio em relagéo a senha

anterior. Mais uma vez, ao clicar no botdo Enter, ndo obteve éxito na jogada.
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Na terceira tentativa o participante conseguiu abrir o cofre. Ao combinar a
sequéncia (2,9,8) mudando apenas o digito do meio em relacdo a senha anterior, a
senha foi encontrada e o cofre aberto e a mensagem contendo a quantidade de doze
senhas possiveis foi exibida.

Abaixo segue a Quadro 6 contendo a analise do OA 4 referente as situacoes,

invariantes e representacdes apresentados.

Quadro 6 - Combinatéria no OA 4

Situagdes(S)

Invariantes(l)

Representagcdes(R)

A situacdo combinatoria esta
explicita no problema, visto que
podemos classificar a situacao
como um  problema de
combinatéria  simples  que
envolve basicamente o produto

de medidas, pois é possivel
descobrir guantas
possibilidades podemos

escolher no primeiro digito e no
segundo, ja que o terceiro é
sempre 0 nimero oito

Quanto aos invariantes
expostos é o de escolha,
pois ha a condicao de que
ndamero primos sé podem
estar no primeiro digito e
nameros guadrados
perfeitos s6 podem
aparecer no segundo digito.
Esses critérios séo
obrigatérios e interferem na
criagdo da sequéncia da
senha do cofre

As representagbes podem
ser a listagem e principio
fundamental de contagem
(PFC), mas se o professor
usar um auxilio para registro.
Verificamos que ndo ha
presenca de gréaficos, arvore
de possibilidades e/ou
representacoes icOnicas.
Para resolver o jogo ¢é
necessario listar as solugoes
através de tentativas.

Nesse caso ja sabemos o
namero de possibilidades que
cada digito pode ter e queremos
apenas saber a quantidade de
senhas que é possivel para abrir
o cofre. Aplicando o PFC,
podemos multiplicar a
gquantidade de possibilidades de
cada digito encontramos a

quantidade total de
possibilidades de abertura do
cofre.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)

Esse tipo de AO4, o trabalho com combinatéria precisa também da mediacao
do professor, uma vez que o conteudo esta implicito na situacdo. Para auxiliar esse
trabalho o professor pode antecipar o problema na sala de aula e depois solicitar que

os alunos comparem a resposta obtida, como o numero de tentativas no jogo.
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5.5 OBJETO DE APRENDIZAGEM 5: O PROBLEMA DO ESTACIONAMENTO

Elaborado por André Luiz Souza Silva, o problema exposto no objeto de
aprendizagem (OADb) trata-se de um problema especifico de combinatéria e isso é
nitido ao acessar o material e verificar que a situacao exige uma resolucao através de
recursos de contagem.

E um simulador que apresenta as possibilidades de diferentes sequéncias de
estacionamento de carros, sendo que ha condicao de que uma vez um carro estaciona
primeiro, os demais sO poderdo estacionar em vagas vizinhas aos que ja estdo
estacionados. Nesse caso, 0 estacionamento dispde de oito vagas para que seis
carros possam estacionar atendendo ao critério mencionado anteriormente. Na figura
13 apresentamos a tela inicial do problema do estacionamento retirada do Geogebra

online®.

Figura 13 - Objeto de aprendizagem 5: O problema do estacionamento

\ Inicio \

Vaga1 Vaga 2 Vaga 3 Vaga 4 Vaga § Vaga 6 Vaga7 Vaga 8

Fonte: Geogebra (2022, online)

Ao acessar o0 OA5 podemos verificar que a sequéncia em que 0s carros podem
ser estacionados depende exclusivamente da simulagdo em o primeiro carro é
estacionado. Esse fato € evidente quando notamos na interface do problema, onde ha
opcao de escolher a simulacdo completa, a qual o carro 1 pode ser estacionado
aleatoriamente (simulacdo completa) e em seguida os demais devem seguir a

condicao de ocuparem as vagas ao lado de carros ja estacionados.

9 Link de acesso: https://www.geogebra.org/m/YXX9U2Vs. Acesso em: 07 de Maio de 2022.


https://www.geogebra.org/u/andrelssilva
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Nesse caso, ao clicar no botdo Simula, o carro 1 é estacionado em uma vaga
aleatéria dentre as oito disponiveis. Para continuar estacionando os demais deve-se
ir clicando no botdo Simula até que todos os carros sejam ocupem as vagas vizinhas
aos que ja estdo estacionados.

Também ha opc¢éo de escolher em qual vaga o carro 1 deve ser estacionado.
Tendo selecionada a opc¢ao de escolher a posi¢do do carro 1, ao clicar no botéo
simula é possivel escolher qualquer vaga dentre as oito para que o carro 1 possa
ocupar e em seguida € s0 ir clicando no botdo Simula que os demais carros vao
ocupando as vagas de acordo com as mesmas orientacdes expostas anteriormente.

Abaixo seguem algumas figuras com simulacdes feitas no material:

e Simulacdo completa

Figura 14 - Possibilidades de resolu¢éo do problema combinatdrio: O problema do estacionamento

Modo

Sequéncias onde o 1 esta na 12 posicao.

Vaga 6

(123 4 560 0)

{1,2,3,4,5,6,0,0}

[ Todas } [ Sequéncias}

Fonte: Geogebra (2022, online)

Nesse caso, a sequéncia em que 0s carros estao dispostos no estacionamento
€ registrada no botdo registro. Ao clicar, sdo expostas as vagas que cada carro
ocupou. Na simulacdo acima, como o primeiro carro foi estacionado na vaga 1, 0s
outros carros s6 podem ter uma possibilidade de estacionar, vizinho ao anterior.
Sendo assim, o0 segundo carro fica na vaga 2, terceiro carro na vaga 3, quarto carro
na vaga 3, quarto carro na vaga 4, quinto carro na vaga 5 e sexto carro na vaga 6
ficando as vagas 7 e 8 livres. O mesmo acontece se o primeiro carro for estacionado
na vaga 8, s6 ha uma sequéncia possivel mudando apenas as posi¢cdes dos carros
em relacdo ao caso em que o primeiro carro é estacionado na vaga 1.

Vejamos outra simulagédo completa:
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Figura 15 - Possibilidades de resolucéo do problema combinatério: O problema do estacionamento

) B E B E
Vaga7 Vaga 8

Vaga 1 Vaga 2 Vaga 3 Vaga 4 Vaga 5 Vaga 6

Sequéncias onde o 1 esta na 3? posicao.

\ Todas ] [ Sequéncias ’

OO RONPRWOOOOOO
g S g VY Y GG S

CTRERWWWNNNNOUAWNO
PRRORNRONRNWWRWERNNNNWN
WRWWBRARRTOWWWEBDW
PUOUOOUOOO A RGGON
coocococococoocoaadM,
coocoococococoococococoocog

Fonte: Geogebra (2022, online)

Na figura 15 o primeiro carro ocupou a vaga 3, nessa perspectiva o segundo
carro so teria duas possibilidades de estacionar: ocupando a vaga 2 ou a vaga 4.
Nesse caso a vaga preenchida pelo segundo carro foi a 4 e os demais carros foram
sendo dispostos atendendo a mesma condicao.

Clicando no botdo Sequéncias € apresentado uma lista com as possibilidades
de posicionamento em que os carros podem serem dispostos. E fixado o primeiro
carro na vaga 3 e vai alternando as outras possibilidades.

Nas sequéncias listadas temos um total de 16 possibilidades de estacionar 0s
seis carros entre as oito vagas, sendo o primeiro carro fixado na vaga 3. Porém o
primeiro carro pode ocupar qualquer vaga dentre as oito, entdo cada simulacao
diferente tipos de sequéncias e depende exclusivamente do pontapé inicial da
ocupacao da vaga pelo primeiro carro.

Vamos observar agora, na figura 16, alguns exemplos em que escolhida a vaga
do primeiro carro, teremos as sequéncias expostas com 0s outros carros.

e Escolhe vaga do carro 1:
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Figura 16 - Possibilidades de resolucéo do problema combinatério: O problema do estacionamento

Modo

Vaga1

Vaga 2

Vaga 3 Vaga 4 Vaga §

Sequéncias onde o 1 esta na 2° posicao.
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oo o oo
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Vaga 6 Vaga7 Vaga 8

[ Todas ] I Sequéncias ]

Fonte: Geogebra (2022, online)

Fixado o primeiro carro na vaga 2 vimos que ha duas possibilidades de

estacionar o segundo carro que seria na vaga 1 ou na vaga 3. Nesse caso ficou na

vaga 3. O terceiro carro também possui duas possibilidades, a vaga 1 ou vaga 4, o

mesmo fixou-se na vaga 4. Os demais carros também irdo possuir duas possibilidades

de estacionamento,

No exemplo acima, ao clicar no botdo sequéncias é mostrado na tela a lista de

possiveis sequéncias de estacionar os carros nas vagas dispostas.

O Quadro 7 apresenta pela analise do OA 5 de acordo com as situacdes,

representacdes e invariantes propostos.
Quadro 7 - Combinatériano OA 5

Situacdes(S)

Invariantes(l)

Representacbes(R)

Referente as  situacdes
apresentadas no OA5 temos
um arranjo simples com
condi¢do, pois a ordem da
posicAio de cada carro
interfere na possibilidade de
estacionar os demais. Nesse
sentido, como sao seis
carros dada a condicdo, ndo
h& possibilidade de repeticao
de carros estacionarem na
mesma vaga
simultaneamente.

Os invariantes apresentados
séo de ordem e escolha, e
ainda se apresenta a
condicdo de proximidade e
posicao, ja que cada carro s6
pode ser estacionado um ao
lado do outro.

As representacbes expostas
no OA 5 se apresentam na

forma de simulacdo do
estacionamento, visto que nao
apresenta registro de
formulas.

E apresentada a transcricdo
da posicéo e organizacdo dos
carros a serem dispostos nas
vagas. Além disso é
anunciada a sequéncia de
possibilidades de acordo com
a vaga inicial. A listagem de
todas as possibilidades pode
ser observada em registro
semelhante ao matricial.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)
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Percebemos que o OAS5 facilita na listagem de algumas sequéncias registrando
a posicao correta dos carros atendendo a condi¢cao imposta e faz algumas discussfes
para que o problema possa ser levado para sala de aula pensando no trabalho do
professor de Matematica onde é colocado algumas questdes para discussao.

Para auxiliar na discussdo desse problema, pode ser apresentado
analogamente de antem&o a sala, para que estratégias possam surgir. E interessante
que o professor inicie um dialogo com a classe para que os estudantes formulem

hipoteses e compare entre duplas ou entre grupos.

5.6 OBJETO DE APRENDIZAGEM 6: PERMUTACAO, ARRANJO E COMBINACAO

Elaborado por NEID e Luciana Brito, o presente material aborda a ideia do
raciocinio combinatério mediante um problema ao qual € solicitado o conjunto das
possibilidades em que letras A, B, C, D e E podem ser combinadas e/ou reorganizadas
para formar palavras diferentes contendo as letras previamente definidas. Nesse
sentido, € um problema que envolve os trés tipos de agrupamentos (permutacao,
arranjo e combinacao).

Na figura 17 se apresenta o OA 6 — permutacdo, arranjo e combinacao

extraidos do Geogebra online 19,

Figura 17 - Objeto de aprendizagem 6: Permutagédo, arranjo e combinagéo

ABC
D permutagéo D arranjo simples combinagao ABD ACD BCD
ABE ACE ADE BCE BDE
Definir todos os conjuntos de

3 letras, escolhidas dentre as
5letras A, B, C, D e E

L s 2
n=5 p=

3
CDE
contagem dos conjuntos:

5! 5!
T 31(5—3)! 3121
_5x4x3x2x1

T3x2x1x2x1

‘]C3

10

Fonte: Geogebra (2022, online)

10 | ink de acesso: https://lwww.geogebra.org/m/ejnsuty4. Acesso em: 08 de Maio de 2022
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Na prépria interface do OA ha opcao de escolher qual tipo de agrupamento
gueremos trabalhar, clicando na caixa ao lado de cada um bem como escolher a
guantidade de letras que formam as sequéncias denotada pela letra p em azul na
interface enunciada contendo uma barra onde podemos clicar e arrastar para escolher
a quantidade de letras que formam a sequéncia. Também temos a preferéncia de
selecionar as letras em sequéncia (Exemplo: arrastando a barra até o numero 3, indica
gue os anagramas a serem formados serdo compostos pelas letras A, B e C) que
guerermos que componham a reorganizagdo das letras clicando na barra vermelha
denotada por n.

Vejamos alguns exemplos dessa ideia para nortear a teoria explicitada:

¢ Problema de Permutacao

Figura 18 - Possibilidades de resolu¢éo do problema combinatério: Permutacao,

arranjo e combinacéo

permutacao

[] arranjo simples || combinagao
Definir todos os anagramas com

5 letras, as letras A, B, C, D e E

n=5

contagem dos anagramas:

ABCDE ACBDE ADBCE AEBDC

ABCED ACBED ADBEC AEBCD
ABDCE ACDBE ADCBE AECBD
ABDEC ACDEB ADCEB AECDB
ABECD ACEBD ADEBC AEDBC
ABEDC ACEDB ADECB AEDCB

CABDE CBADE CDABE CEABD

CABED CBAED CDAEB CEADB
CADBE CBDAE CDBAE CEBAD
CADEB CBDEA CDBEA CEBDA
CAEBD CBEAD CDEAB CEDAB
CAEDB CBEDA CDEBA CEDBA

BACDE BCADE BDACE BEACD
BACED BCAED BDAEC BEADC
BADCE BCDAE BDCAE BECAD
BADEC BCDEA BDCEA BECDA
BAECD BCEAD BDEAC BEDAC
BAEDC BCEDA BDECA BEDCA

DABCE DBACEDCABE DEACB
DABEC DBAEC DCAEB pEABC
DACBEDBCAE DCBAE DEBAC
DACEBDBCEA DCBEA DEBCA
DAEBC DBEAC DCEAB DECAB
DAECBDBECA DCEBA DECBA

Ps =5 =

=5x4x3x2x1=120 EABDC EBACD ECABD EDABC

EABCD EBADC ECADB EDACB
EACBD EBCAD ECBAD EDBAC
EACDB EBCDA ECBDA EDBCA
EADBC EBDAC ECDAB EDCAB
EADCB EBDCA ECDBA EDCBA

Fonte: Geogebra (2022, online)

No caso mencionado anteriormente, como escolhemos um problema de
permutacdo o qual exige a quantidade de anagramas que podem ser formados com
as cinco letras(A,B,C,D,E), notamos que foi selecionado o total de cinco letras para
verificar todas as solucfes possiveis de formar anagramas diferentes.

O OA6 apresenta a listagem de todas as possibilidades de formacdo de
anagramas (120), denotadas pelas letras assim como demonstra o numero de
possibilidades da ocorréncia por meio do calculo efetuado pelo proprio OA.
Percebemos que também é um tipo de simulador que expde as provaveis solugdes

de acontecimentos da situacao.
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e Problema de Arranjo

Figura 19 - Possibilidades de resolucéo do problema combinatério: Permutagéo, arranjo e

combinacéo

ABC ACB ADB AEB BAC BCA BDA BEA
[ ] permutagdo (/] arranjosimples [ ] combinagdo  ABD ACD ADC  AEC BAD BCD BDC BEC
ABE ACE ADE AED BAE BCE BDE BED

Definir todos os anagramas com

3 letras, escolhidas dentre as

5letras A, B, C, D e E 1
CAB  CBA CDA CEA DAB DBA DCA DEA

° ° CAD CBD (DB CEB DAC DBC DCB DEB

CAE CBE CDE CED DAE DCE DBE DEC
contagem dos anagramas:
51 5!

(5-3) 20 EAB EBA ECA EDA

_BEANEXARL oo EAC EBC ECB EDB
2x1

Shs =

EAD EBD ECD EDC

Fonte: Geogebra (2022, online)

Na Figura 19 temos a composicdo de um problema especifico de arranjo, pois
escolhemos a caixa de selecao referente a arranjo simples. Além disso, selecionamos
a quantidade de trés letras para compor a sequéncia de anagramas dispostas de
modo aleatério podendo ser qualquer uma entre as cinco letras.

Da mesma forma que o exemplo de permutacédo, o OA6 faz uma listagem de
todas as possiveis solu¢cbes de agrupamentos de letras que déo origem aos
anagramas. A quantidade de anagramas na situacdo também é explicita (60

possibilidades) através dos calculos realizados automaticamente pelo OA.

e Problema de Combinacao

Ao analisar o problema de combinacdo exibido na figura 20, onde foram
escolhidas um total de quatro letras para a estruturacdo da construcéo dos conjuntos
a serem formados, sendo que esse agrupamento de letras pode ser formado por todas
as cinco letras disponiveis no material.

O OAG6 apresenta a listagem das possibilidades, bem como a quantidade de
casos (5) que podem ocorrer na situagéo. E nitido que a quantidade de conjuntos a
serem formados por combinag&o é menor que a quantidade exposta em permutacao

e arranjo simples.
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Figura 20 - Possibilidades de resolucéo do problema combinatério: Permutacéo, arranjo e

combinacgéo

ABCD

ABCE
L] permutagdo [_] arranjo simples M] combinagdo

ABDE ACDE BCDE
Definir todos os conjuntos de
4 letras, escolhidas dentre as

5letras A, B, C, D e E

© .
n=5 p=4

contagem dos conjuntos:

51 51
A5 —4) 4111
75><4><3><2><17

T Ax3x2x1x1

5C,

Fonte: Geogebra (2022, online)

O OA é interessante, pois permite que o professor possa levar a atividade para
sala de aula e propor atividades diferenciadas com o intuito de apresentar as principais
diferencas entre permutacdo, arranjo e combinacdo através de problemas que
exemplificam as resolugbes apresentando o detalhamento das possibilidades bem
como a quantidade de solucfes que podem ser aferidas.

O professor pode solicitar aos alunos que listem todas as possibilidades que o
problema apresenta, e no final realizar a contagem dessas solucdes antes de aplicar
na formula matematica que define o tipo de situacdo proposta. Isso € importante,
porque induz o aluno a trabalhar o seu raciocinio combinatério por meio de tentativas
associadas ao problema.

Uma comparacao entre os problemas de arranjo, combinacdo e permutacao

pode ser sistematizada pelo professor, por exemplo a relacdo C35 =i—§ pode ser
obtida a partir da analise conjunta das trés situacdes propostas.

Roa, Batanero e Godino (2003, p.18) chamam essa relacdo de regra quociente
e indicam que para compreendé-la “implica em estabelecer uma relacdo de
equivaléncia dentro de um conjunto de configuragdes combinatérias”. Rocha (2019)
afirma que questbes que abordem essa regra devem ser incluidas no processo de
ensino e aprendizagem de combinatoria.

No Quadro 8 apresentamos a identificacdo das situacdes, representacoes e

invariantes apresentados no OAG6.
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fundamentam-se em problemas
que podem ser classificados como
permutacdo, arranjo simples e
combinacéo.

O tipo de problema vai depender
da escolha do professor e como
ele deseja aplicar em sala de aula,

situacBes dispostas. No caso
de problema de arranjo séo de
ordem e  escolha, de
combinacdo a escolha e de
permutacdo a ordem. A
relagdo que combinacédo pode
ser obtida pelo quociente do

Situagdes(S) Invariantes(l) Representagdes(R)
E visivel que as situacdes|Os invariantes apresentados|A representacoes
apresentadas no OA | vao depender da escolha das | apresentadas no OA se

fixam na listagem das
possibilidades bem
como na apresentacao
das formulas de
permutacdo, arranjo e
combinagéo.

quais objetivos devem ser|arranjo pela permutacao pode
alcancados. ser discutida por meio do OAG.
Fonte: Produzido pelo autor (2022)

5.7 OBJETO DE APRENDIZAGEM 7: JOGO BICOLORIDO (VERSAO 1)

Elaborado pelos autores Luzia da C. T. Martarell, Humberto Bortolossi,

Brendow P. de M. Souto, Fernando G. da Silva, Ubyrajara C. Tajima, 0 presente
material tem a finalidade de abordar o tépico de combinatéria através da criacao de
segmentos de reta partindo de pontos dados que serdo os vértices da figura formada.
A figura 20 refere-se ao OA 7 — jogo bicolorido( verséo 1) e foi extraida do geogebra

onlinell,

Figura 21- Objeto de aprendizagem 7: Jogo bicolorido(1)

Fonte: Geogebra (2022, online)

11 Link de acesso: https://lwww.geogebra.org/m/husffcéw. Acesso em: 08 de Maio de 2022.
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O objetivo do jogo é nao construir um triangulo em que as arestas tenham a
mesma cor. Observando a interface do jogo, constatamos que tem-se a opcao de
escolher o numero de pontos através de uma barra fixada onde ha a possibilidade de
arrastar para a direita para aumentar o niumero de pontos. O jogo deve ser iniciado
com quatro pontos fixados e aumentando de forma gradativa até que alguém perca,
formando o triangulo com todos os lados de mesma cor.

Para iniciar o jogo sdo necessarios dois jogadores diferenciados por jogador
vermelho e jogador azul. Decide-se quem sera o jogador vermelho e o azul. O jogo
comeca com o jogador representado pela cor vermelha que ira tracar um segmento
de reta podendo ser na diagonal, horizontal ou vertical e as jogadas vao alternando-
se entre eles apertando nos quadrados contendo os segmentos a serem tragados.
Poderao clicar em qualquer um que desejar, porém devem ficar atentos a condi¢éo
imposta.

Vejamos alguns exemplos com diferentes nimeros de pontos(n) :

e Paran=4

Figura 22- possibilidade de resolugéo do problema combinatoria : Jogo bicolorido(1)

Fonte: Geogebra (2022, online)

Na figura acima, vislumbramos um empate entre os jogadores representados
por vermelho e azul, pois nenhum deles formaram um triangulo contendo todos os
lados de mesma cor. Uma informacao importante é que a medida que os jogadores

vao clicando nos botdes que contém o0s segmentos, 0s mesmos vao sumindo
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impossibilitando que jogadores diferentes tracem a mesma reta ligando os mesmos
pontos.

e Paran=5

Figura 23- possibilidade de resolucdo do problema combinatéria : Jogo bicolorido(1)

Fonte: Geogebra (2022, online)

Logo acima podemos verificar que também houve o caso de um empate entre
0s jogadores, mesmo aumentando o numero de pontos para n = 5. Os triangulos
formados ndo geram indicios de que todas os seus lados apresentam cores idénticas.
E importante salientar que esses dois casos em que aconteceram empate foi em
apenas uma partida, mas ha chances de ganhar dependendo de deslizes de algum
jogador.

Vamos analisar agora 0 caso em que teremos seis pontos

e Paran=6

Figura 24- possibilidade de resolucdo do problema combinatéria : Jogo bicolorido(1)

Fonte: Geogebra (2022, online)
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Logo acima, notificamos um caso em que o jogador azul perdeu, portanto
formou um triangulo em que todos os seus lados coincidiram na mesma cor. Quando
o jogador perde € exposto na tela informando qual deles (azul ou vermelho) perdeu.
Por consequéncia o jogador vencedor sera 0 que esta representado pela cor
vermelha.

O jogo bicolorido pode ser aplicado em sala de aula pelo professor para
explorar atividades como:

e Quantas possibilidades de tracar os segmentos de reta atendendo a condicéo

podem ser listadas em cada caso (Qquandon=4,n=5e n =6)?

¢ Quantas casos possiveis sao identificados de formacéo de triangulos em que

nao apresentem todos os lados de mesma cor fazendo com que o jogador

perca?

¢ Ha possibilidade de empate no jogo quando aumentamos 0 niumero de pontos

para seis?

Essas sdo algumas perguntas para roteiro de estudo pds-jogo para serem
guestionadas aos alunos e instigar neles a capacidade de pensar para buscar
estratégias de ligacao de pontos visando obter o éxito nas jogadas efetuadas.

Abaixo segue a andlise do OA 7 referente as situacdes, representacdes e

invariantes expostos.

Quadro 9 - Combinatériano OA 7

Situacbes(S)

Invariantes(l)

Representacfes(R)

Quanto as situacdes
supracitadas no OA 7, temos
um problema de arranjo, pois
a ordem em que o0s
segmentos de reta que seréo
tracados interferem na
construcao do triangulo.
Segmentos de mesma cor
podem se encontrar, porém
trés segmentos de uma
mesma cor nao podem
fechar um triangulo.

Os invariantes apresentados
sao de ordem e escolha,
visto que o jogador tem a
disposigéo varios segmentos
para selecionar e ligar os
pontos.

No entanto, a ordem em que
esses segmentos vao ser
tracados é peca fundamental
para a construcdo das
estratégias de ganho.

A representacdes
apresentadas no OA se fixam
na listagem das possibilidades
assim como na figura em si,
com a representagdo das
cores_(azul e vermelho) de
cada segmento tracado.

Fonte: Produzido pelo autor (2022)

E importante afirmar que os objetos de aprendizagem mencionados neste

trabalho nos guiaram para a construcdo dos resultados necessarios para atingir os
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objetivos esperados. Nesse sentido, a analise das situacdes, invariantes e situacoes
nos permitiu verificar como a combinatoria se apresenta nesses materiais e apresentar
as peculiaridades de cada um para o processo de ensino e aprendizagem no contexto
da Educacédo Matematica.

Apesar de apresentar diferentes aspectos da Combinatéria, o trabalho desse
conteudo por meio desses objetos de aprendizagem pode ser potencializado pela
mediacdo do professor, atuando na proposi¢cdo de problemas combinatérios, no
trabalho coordenado articulando propostas de atividades no papel e no GeoGebra o
gue pode suscitar o dialogo entre alunos, a criagdo de hipoteses, e a apresentacao de

diferentes representacfes simboalicas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com a alta insercédo de tecnologias digitais na sociedade nos mais variados
setores, a esfera educacional tem se apropriado cada vez mais desses recursos com
o intuito de dinamizar o ensino no contexto geral. Nessa perspectiva, este trabalho
objetivou investigar como se apresenta 0s aspectos conceituais da combinatoria nos
Objetos de Aprendizagem (OA) disponibilizados nos materiais didaticos do GeoGebra.

Para alcancar os objetivos supracitado, foi necessério acessar o software
GeoGebra e selecionar os materiais presentes no contetado de combinatoria. Dessa
forma, foram selecionados sete materiais para compor a nossa analise.

Referente aos materiais analisados, € nitido que alguns deles trabalham com a
Combinatdria implicitamente, nesse caso abrem espacos para discussdes sobre que
outros contetdos podem ser explorados no problema e ou jogo proposto. Sendo
assim, a mediacdo do professor € imprescindivel para que a discussdo ocorra,
reforcando a necessidade que o professor ao aplicar qualquer um dos OA analisados
oriente os estudantes no que tange o desenvolvimento do raciocinio combinatério que
pode ser trabalhados de forma mais explicitas a partir da propostas de atividades
combinatorias exploratérias.

Podemos verificar que ao acessar os Objetos de Aprendizagem, ndo ha
informacéo de qual grau de ensino se encaixam. No entanto, fazendo uma analise
detalhada percebemos que sdo materiais que podem ser trabalhados na Educacéo
Basica pois é preciso que o aluno tenha capacidade de pensar além do problema
pensando em estratégias diversas para a resolucdo com maior enfoque nos materiais
gue se apresentam de forma implicita no que tange aos conceitos de combinatéria.

Os OA presentes neste trabalho permitem discussbes referentes as
possibilidades de aplicar em sala de aula fisica e virtual gracas a facilidade de
manuseio dos elementos da interface do GeoGebra.

Esses elementos foram essenciais para atingir os objetivos estabelecidos, visto
os elementos presentes em cada um deles atenderam as nossas expectativas. Além
disso foi possivel através destes, a relagdo intrinseca com a dindmica da sala de aula
no que tange a dinamicidade do ensino de combinatéria como forma de apresentar
novas metodologias que favorecem no processo de ensino e aprendizagem.

A maioria dos OAs adotam o potencial de abertura de atividades diversas a

serem desenvolvidas e essas atividades devem ser pensadas e adaptadas para a
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realidade concreta dos estudantes no ambito da Educacdo Béasica. Em vista disso,
cabe ao professor assumir um papel de orientador nesse processo, apresentando o
conteldo que sera proposto, nesse caso combinatoria para que o estudante adquira
a habilidade de associar a teoria e aplicar na pratica no desenvolvimento das
atividades.

Ao aplicar esses materiais em sala de aula € necessario eu o professor repense
nos objetivos que deseja alcancar, visto que a maioria cede a permisséo de adicionar
e/ou adaptar atividades para diversas turmas. Ao mesmo tempo € essencial antes da
aplicacao, rever detalhadamente os conceitos presentes no OA, quais as vantagens
para o aprendizado do estudante e um planejamento solido da aula a ser lecionada.

Sendo assim, para obter éxito nesses trabalhos € crucial que o professor
levante questionamentos em sala de aula visando promover a facilidade de
reconhecer a combinatéria presente no material exposto no software, gerar
indagacdes e motivacdo nos estudantes para que consigam resolver o problema
apresentado. E importante afirmar que todo jogo matematico ou outro material lidico
deve ser pensado na prética pedagogica, ou seja, exibir como ndo s6 como forma de
entretenimento e diversdo, mas com a finalidade do aprendizado com a pratica.

Na analise percebemos que nos sete materiais selecionados, é possivel de
trabalhar o raciocinio combinatério seja de forma explicita ou implicita. Os objetos de
aprendizagem 1 e 2 sdo bem semelhantes e trazem a mesma problemética. Com a
disposicéo de cores e circulos podemos preencher as figuras apresentadas de forma
gue circulos de mesma cor néo se tangenciem. Os problemas propéem uma listagem
de solucdes sendo que OA 2 pode gerar muitas solucdes a depender da escolha da
qguantidade de cores desejadas. O aporte da geometria nesses objetos de
aprendizagem pode ser mais bem explorados pelos professores. Sao problemas
interessantes de trabalhar com os estudantes, pois apresentam condicbes para
chegar & solucéo, ou seja, ndo ha uma formula para a resolucéo. E necessario que 0s
estudantes pensem seguindo a condi¢cdo imposta e vejam as melhores estratégias ao
fazerem a listagem e contagem de possibilidades.

Os OAs 3 e 4 também sdo muito interessantes de aplicar em sala de aula
porque também apresentam problemas combinatérios condicionais, o que favorece o
uso de representacbes como o PFC ou a listagem. Nesses OA a resolugcéo é
encontrada por meio de tentava e erro. A cada erro que o estudante comete, ele reflete

em quais caminhos podem percorrer atendendo ao requisito apresentado que é
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justamente a condicdo do problema. Além disso, também ha possibilidade de fazer
uma listagem, cada erro que é exibido na tela construindo assim uma lista de
tentativas até a solucao correta.

Ja os OAs 5 e 6 e 7 sdo tipicos de combinatéria sendo que apresentam
situacdes de agrupamentos (permutacéo, arranjo e combinacéo). Sao materiais muito
bons de serem apresentados para os estudantes porque permitem com que eles
possam identificar quais deles possuem condi¢des e restricbes e aplicar a formula
correta para o determinado tipo de situacao presente.

Com relacdo as situacdes apresentadas nos Objetos de Aprendizagem
mencionados, identificou-se que a maioria deles se apresenta como problemas
condicionais, onde ndo ha uma férmula pronta que aplicando os dados possa chegar
na solugéo. Sendo assim fica evidente que sdo materiais que exibem um enfoque no
pensamento logico do raciocinio combinatério visando fazer com que o estudante
formule a resolucdo de acordo com as estratégias pensadas por ele e ndo com o0 uso
de férmulas prontas.

Referente aos invariantes apontados, verificou-se que 0 mais recorrente nos
OA deste trabalho foram os de ordem e escolha. A maioria ndo utiliza critérios de
repeticao.

Quanto as representacdes exibidas, destacaram-se a possibilidade de listagem
de solugdes para os OAs mencionados e a representacao por meio de imagens. Nao
constatamos a existéncia de diagrama de arvores, graficos, representacdes icbnicas
e pouca existéncia do PFC.

Com base no exposto, acreditamos que o uso da Teoria dos Campos
Conceituais, possibilitou uma melhor compreenséo de como a Combinatéria pode ser
trabalhada por meio desses objetos de aprendizagem, inclusive alertando para
algumas semelhancas e diferencas das situagBes implicitas ou explicitas
apresentadas.

Como este trabalho foi apoiado em sete materiais do GeoGebra reiteramos que
se faz necessario a realizacdo de pesquisas futuras que se fundamentem nessa
discusséo visando conhecer como a combinatdria se apresenta em tipos de materiais
do software. Outro ponto importante € a sugestdo de conhecer melhor as
potencialidades do processo de ensino e aprendizagem desses materiais para a

dindmica do raciocinio combinatorio.
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ANEXO A — MATERIAIS REFERENTE A COMBINATORIA DISPONIVEIS NO

GEOGEBRA

Logo abaixo, segue um quadro com o mapeamento dos materiais encontrados

no software sobre combinatéria realizado em Abril/Maio de 2022. Nesse sentido,

certamente novos materiais no que tange a no¢cdo de combinatéria serdo lancados no

Geogebra com o decorrer do tempo.

Material

Autor

Topico

Circulos no Triangulo

Diego Lieban

Combinatoéria

Jogo da senha

Luzia da C. T. Martarelli,
Humberto Bortolossi,
Brendow P. de M. Souto,
Fernando G. da Silva,
Ubyrajara C. Tajima

Combinatoéria

truchet Diego Lieban Area, combinatoria,
fracOes,geometria, razdes
ULURU | Diego Lieban Combinatdria, l6gica

Relembrando os
conceitos de combinatéria

Greice Lacerda

Aritmética, combinatéria

Diagonais de um
Poligono

Derivando a matemaética

Combinatéria,
geometria,poligonos

Jogo Bicolorido( verséo 1)

Luzia da C. T. Martarelli,
Humberto Bortolossi,
Brendow P. de M. Souto,
Fernando G. da Silva,
Ubyrajara C. Tajima

Combinatéria

Jogo Bicolorido(verséo 2)

Luzia da C. T. Martarelli,
Humberto Bortolossi,
Brendow P. de M. Souto,

Combinatoéria
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Fernando G. da Silva,
Ubyrajara C. Tajma

Triangulo de Pascal -
Relacbes

Derivando a matemaética

Aritmética, combinacdo,
construcdes, geometria

Qual a senha do cofre?

Aparecido Sousa

Combinatoéria

Pintando o Hexagono

Vandoir Stormowski

Combinatéria, geometria

O problema do
estacionamento

André Luiz Souza Silva

Combinatoéria

Tetraedros combinatéria

Alexandre Trocado

Combinatoéria

Do decimal para o binério
e vice-versa

Fabio Vinicius

Aritmética, combinatoria,
divisdo, matematica

Principio fundamental de
contagem

Leonardo Nogueira

Combinatoéria

Permutacéo, arranjo e
combinacao

NEID, Luciana Brito

Combinatoéria

Desafio geométrico das
cores

Rafael Bueno

Area, circunferéncia,
combinatoria,
construcdes, geometria,
figuras planas ou formas

A rua das cores

Aparecido Sousa

Combinatoéria

Isaac Newton

Rafael Bueno

Combinatoéria

Jogo das 3 cores

Rafael Bueno

Combinatoéria,
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