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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo analisar como é abordado o conteudo de Curvas em
Livros de Geometria Diferencial utilizados na disciplina de introdugdo a geometria
diferencial na Licenciatura em Matematica na UFPE, apoiando-se na analise
praxeoldgica sob a ética da Teoria Antropoldgica do Didatico formulada por Yves
Chevallard. A pesquisa surgiu por meio de discussdes sobre qual livro aborda um
melhor conteudo de Curvas em um primeiro curso de geometria diferencial, para isso
foram analisados dois livros de geometria diferencial, buscando entender como os
autores abordam o conteudo de Curvas no campo das demonstracbes e das
definicdes. Diante disto baseamos nossa metodologia em cunho qualitativo, em que
analisamos o conteudo sob os componentes tarefa, técnica, tecnologia e teoria, que
formulam o modelo praxeolégico. Assim elaboramos 7 questdes que nos auxiliaram
nesta analise, e que nos mostrara qual livro esta melhor estruturado e contextualizado
para um curso introdutorio, com o modelo praxeologico podemos analisar estes
aspectos e determinar qual o mais indicado a esta disciplina. Notamos a partir das
analises, que os livros estao bem estruturados, porém foi observado que mediante ao
andamento da disciplina pode-se adotar ambos os livros ou apenas um, tendo em

vista o objetivo do docente da disciplina.

Palavras-chave: Geometria Diferencial; Curvas Diferenciaveis; Praxeologia; Teoria

Antropoldégica do Didatico.



ABSTRACT
This work aims to analyze how the content of Curves in Differential Geometry Books
used in the discipline of introduction to differential geometry in the Degree in
Mathematics at UFPE, relying on praxeological analisys from the perspective of
Anthropological Theory of Didatic formulated by Yves Chevallard. The research came
about through discussions about which book best adresses the content os Curves in a
fiste of Diferrrential Geometry. For this, two books of differential geometry were
analyzed, trying to undestand how the authors approach the contest of Curves in the
field of demonstration and settings. In view of this, we base our methodology on a
qualitative basis, where we will analyze the content under the componentes task,
tchnique, technology and theory, the formulate the praxeological model. Thus we
elaborate 7 questions that helped us in this analisys, and that will show us which book
is best structured and contextualized for na introductory course, with the praxeological
model we can analyze these aspects and determine which one is most suitable for this
discipline. From the analysis, we noticed that the books are well structured, but it was
observed that through the course of the course it is possible to adopt both books or

just one, in view of the objective of the professor of the course.

Keywords: Differential Geometry; Differentiating Curves; Prexeology; Anthropological

Theory of Didactics.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —
Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8 —

Figura 9 —
Figura 10 —
Figura 11 —

LISTA DE FIGURAS

Mapa conceitual do conteudo de Curvas Diferenciaveis ....
Curvaa(t) = (rcost,rsint) + (Xg, Vo) «oeeeeerevrnrerrrereeeeeeanen
CUIVA (1) = (3,82 e
Tangentes de a(s) € @' (8).cccevermieeeeieeiieee e
Conceito geométrico do produto vetorial de forma ludica ...
Plano Osculador ............uuiiiiiiieeii e
Triedrode Frenet ...
A aplicacdo a:R —» R? dada por a(t) = (t3— 4,t?—
4),t € R é uma curva diferenciavel parametrizada.

Reparametrizagdo de a POr A ......ccoovueeeeeeiiiiiieiiieee e
Vetor tangente (a’(s)) e curvatura (a” (s))....cccoeeeeeeeecnnnnneen.

Plano OSCUIAOr ... e

20
22
22
23
24
25
26
38

42
44
48



Quadro 1 —
Quadro 2 —
Quadro 3 —
Quadro 4 —
Quadro 5 —
Quadro 6 —
Quadro 7 —
Quadro 8 —
Quadro 9 —

LISTA DE TABELAS

Exemplo de analise de acordo com a praxeologia..............
Modelo das praxeologias a partir das questdes elaboradas
Analise das tarefas da quest&o 1 (Q1)-.c-vveeeeeerreiiriiiirennenenn.
Analise das tarefas da questao 2

Andlise das tarefas da questao 3 (Q3).---ccceeeeeeeiiieiieeeeeeeeen.

Analise das tarefas da questao 5

(

(

Analise das tarefas da questao 4 (Q4)...-vveeeeeeeiiiivmmeneeennennn.

(

Analise das tarefas da questao 6 (Qg).. - eeeeeeerrrurmmereeennennn.
(

Andlise das tarefas da questao 7 (Q7)....ccceeeeeeeieieeieeeeeeeeen.



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CAA Campos Académicos do Agreste

LD Livro Didatico

Ld Linearmente Dependente

Li Linearmente Independente

oD Organizacao Didatica

OM Organizagdo Matematica

TAD Teoria Antropolégica do Didatico

UFF Universidade Federal Fluminense

UFPE Universidade Federal de Pernambuco



2.1
2.2

3.1
3.2

4.1
4.2

6.1

SUMARIO

INTRODUGAO ........oomieeeeeeeee e, 13
OBUETIVOS ..o 16
OBUJETIVO GERAL ..ottt 16
OBJETIVOS ESPECIFICOS ...t 16
GEOMETRIADIFERENCIAL ...........oooioieiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 17
ASPECTOS DO DESENVOVIMENTO DA GEOMETRIA DIFERENCIAL......... 17
CURVAS DIFERENCIAVEIS ..ot 20
TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO (TAD) ......oovovviieeeeeeeeeeen 29
ANALISE EM LIVROS DIDATICOS ......oovvieeieeeeeeee e, 29
PRAXEOLOGIA ........oooeeeeee oot ene e 30
ASPECTOS METODOLOGICOS ..........c.cocveeiieeeeeeeeeeeeeeeee e 33
ANALISE E RESULTADOS .........coovimiiiiieieeeeeeeeeeeeee e 35
ANALISE PRAXEOLOGICA DOS LIVROS 1 E 2o 36
CONCLUSAOD ..o, 53

REFERENCIAS ...ttt 55



13

1 INTRODUGAO

A geometria tem um importante papel no cotidiano, pois tudo que observamos
tem formas geomeétricas, e essas formas podem ir de simples curvas e retas a
superficies como uma membrana. No ensino basico estudamos conceitos de
geometria a partir dos postulados de Euclides, em geral chamada de Geometria
Euclidiana, quando estudamos o Calculo Diferencial no ensino superior, notamos que
existem formas do nosso cotidiano em que a geometria euclidiana ndo abrange, e com
isto surge os primeiros estudos em Geometria Diferencial, em que ha o estudo da
geometria com ferramentas do calculo diferencial.

A Geometria Diferencial € um conteudo comumente ofertado no mestrado em
Matematica, e que também é uma linha de pesquisa em matematica bastante
escolhida entre os jovens matematicos com o intuito de descobrir novos teoremas e
novas subareas que podem ser muito importantes tanto na matematica quanto em
outras areas do conhecimento.

Diante disto, alguns cursos de graduagdo em matematica, disponibilizam um
curso introdutoério para que o discente consiga ter um arcaboucgo tedrico que sirva de
base para este curso no mestrado. Os conteudos consistem em conceitos
geométricos relacionados ao calculo diferencial, estudando espacos e superficies por
meio da diferenciabilidade e dos aspectos intrinsecos dos mesmos, com
demonstracdes e propriedades bem mais robustas que, nos fazem observar sob uma
perspectiva mais abrangente a geometria ja estudada no ensino basico e no ensino
superior, sendo assim, € muito importante que exista um curso introdutério que faga o
estudante iniciar nesses conceitos.

Nosso primeiro contato com a disciplina foi em 2020.1, porém com a pandemia
fomos impossibilitados de continuar os estudos, no periodo seguinte em 2020.2
cursamos a disciplina na integra, neste interim conversavamos sobre qual seria o livro
mais indicado a um primeiro curso de Geometria Diferencial e mediante a este debate,
notamos a necessidade de uma analise dos livros, que estavam como bibliografia.

Para os estudos de qualquer curso, precisa-se de um material bem elaborado
para que seja um forte auxiliador ao ensino do conteudo, assim livros didaticos sao

em geral a principal ferramenta do professor em sala de aula, ele “precisa ser usado
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de forma sistematica, no ensino e aprendizagem de um determinado objeto ou
conhecimento, ja consolidado como disciplina.” (LAJOLO, 1996, p.4). Notamos que
um livro bem elaborado e adequado para o contexto que sera inserido, segundo
Allevato e Terto (2009), auxiliara e contribuira para a forma como sera preparada a
aula, e podendo ser importante no cotidiano do aluno e também do professor,
ajudando ambos nessa organizagao do ensino-aprendizagem, e do trabalho dentro e
fora da sala de aula.

Com base nisso, um livro bem elaborado se torna de grande valia, tendo em
vista que um bom material de estudo pode proporcionar ao aluno uma aprendizagem
mais significativa.

O livro didatico € um dos instrumentos mais utilizados pelos
professores para organizagéo e desenvolvimento das atividades
em sala de aula e, até mesmo, para aprimorar seu proprio
conhecimento sobre o conteudo e, para os alunos, trata-se de
uma fonte muito valiosa de informacéao, que deveria despertar o
interesse e o0 gosto pela leitura, além de ajudar no avango dos
estudos. (COSTA; ALLEVATO, 2010, p. 72).

Neste contexto € imprescindivel uma boa analise em livros didaticos, diante
disto, optamos por analisar dois livros da disciplina, Introdu¢do a Geometria
Diferencial, ofertada na UFPE campus Agreste. Na busca para analisar os livros,
escolhemos o conteudo Curvas Diferenciais, tendo em vista que € o primeiro conteudo
estudado dentro da geometria diferencial, utilizando-se de conceitos previamente
estudados em disciplinas de Calculo, também estudados na graduagao.

Tomamos como referencial tedrico e metodolégico a Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD), formulada por Chevallard (1998, 1999, 2002), em que segundo
(FREITAS, 2016, p. 4), a TAD “[...] nos possibilita analisar os aspectos matematicos e
didaticos do ensino investigado.”

A partir dos conteudos estudados, dos trabalhos ja publicados como a tese de
doutorado, Prexeologia do professor: analise comparativa com os documentos oficiais
e do livro didatico no ensino de equagdes polinomiais do primeiro grau, do autor
Edelweis José Tavares Barbosa e também o artigo, Uma analise praxeoldgica do
ensino de volume dos sdélidos geomeétricos em livros didaticos do ensino médio do
autor Maxlei Vinicius Candido de Freitas, entre outros, e pelas experiencias
vivenciadas sobre as tematicas, a nossa pesquisa visa responder a seguinte pergunta:

como é abordado o conteudo de Curvas em Livros de Geometria Diferencial utilizados
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na Licenciatura em Matematica, apoiando-se na analise praxeologica da Teoria
Antropoldégica do Didatico?

Organizamos nosso trabalho da seguinte forma, o 1° capitulo a introdugéo, o
2° capitulo os objetivos geral e especificos, o 3° capitulo a Geometria Diferencial, onde
sera apresentado dois subtdpicos, o primeiro tratara dos aspectos da historia da
geometria diferencial e o segundo mostrara uma breve introdugdo de Curvas
Diferenciaveis apresentando definicdes e teoremas importantes para este conteudo,
em seguida vira o 4° Capitulo, onde abrangera os aspectos tedricos da teoria
antropoldgica do didatico que iremos utilizar e aplicar no decorrer das nossas analises,
com um subtopico em praxeologia, em que descreveremos como € realizado a
praxeologia determinada por Chevallard, apresentando os componentes e os blocos
para nossa analise, no 5° capitulo nos destinaremos aos aspectos metodologicos
onde apresentaremos n0ssOs passos para a analise e os livros que serdo analisados,
no 6° capitulo apresentaremos as analises do conteudo de Curvas destes livros, no 7°

nossas consideragdes finais acerca das analises.
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2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

Diante o tema de pesquisa temos o seguinte objetivo geral do trabalho: Analisar
praxeologicamente o conteudo de curvas em dois livros de geometria diferencial
utilizados nas aulas de geometria diferencial do curso de licenciatura em matematica
na Universidade Federal de Pernambuco, Campos Agreste, sob a ética da teoria
antropologica do didatico segundo Chevallard, (1998, 1999, 2002).

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Conhecido nosso objetivo geral é importante que esclarecemos nossos
objetivos especificos, que irdo contribuir no desenvolvimento do nosso objetivo geral
e responder a nossa questao de pesquisa.

Sendo assim, precisamos descrever a praxeologia definida por Chevallard,
seguindo os componentes tarefa, técnicas, teoria e tecnologia, e descrever os blocos
pratico-técnico e tecnoldgico-tedrico, analisando o conteudo de Curvas Diferenciaveis
nos livros selecionados, comparando-os sob a otica da Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD), e definir qual livro estd mais coerente a um primeiro curso de

Geometria Diferencial.
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3 GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste capitulo descreveremos os aspectos do desenvolvimento da geometria
diferencial na historia, e uma introducéo rapida do conteudo de curvas diferenciaveis,
a fim de mostrar os desafios histéricos da geometria que culminaram no estudo da
geometria diferencial, em particular o conteudo de curvas diferenciaveis, e de modo
sintético e didatico descrever o conteudo de curvas diferenciaveis para identificarmos
sua importancia dentro do ambito da geometria e a forma como podemos analisar os
livros que abordariam este conteudo, viabilizando o exame dos livros didaticos mais

adiante.

3.1 ASPECTOS DO DESENVOVIMENTO DA GEOMETRIA DIFERENCIAL

A geometria diferencial como é estudada hoje, obteve grandes contribuicdes
de varios matematicos, entre eles, o grande matematico do século XIX, Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), que contribuiu significativamente para o estudo em geodésicas e
em curvaturas dentro da geometria diferencial, porém a histéria da geometria
diferencial iniciou com os primeiros estudos em geometria, segundo Gorodski (2002)
0s registros mais antigos em atividades no campo da geometria remontam aos
babilénicos, talvez ha cerca de cinco mil anos.

Entretanto foi com o filésofo, matematico, Tales de Mileto (624 - 546 a.c.), que
a maneira de ver a geometria dos babildbnicos motivados a problemas de agrimensura
foi profundamente transformado, Tales em conjunto com a escola pitagoérica grega
segundo Gorodski (2002) fizeram grandes contribuigcdes no sentido de determinar o
método conhecido como dedutivo-formal em matematica.

O surgimento da obra Os Elementos escrito por Euclides cerca de 300 a.c. fez
este método ser finalmente concretizado, esta obra é o texto grego matematico mais
antigo, ela compde 13 livros em ordem logica sobre geometria euclidiana, que reune
quase todo o conhecimento matematico daquela época. O primeiro livro segundo
Guimaréaes e Ribeiro (2020) foi o principal para o surgimento da geometria euclidiana,
pois, a partir de algumas definicées, 9 axiomas, e 5 postulados, Euclides deduz 465
teoremas.

Segundo Gorodski (2002) a ponte entre a geometria grega e a geometria

diferencial que temos hoje € um capitulo crucial dentro da historia da geometria, e
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inicia-se com severas tentativas de demonstragcao ao decorrer da histoéria, acerca do
postulado V descrito por Euclides, que também €& conhecido como o postulado das
paralelas: “E verdade que, se uma reta corta duas outras retas formando angulos
internos no mesmo lado cuja soma € menor do que dois angulos retos, entdo as duas
retas se continuadas indefinidamente encontrar-se-do0 no lado em que estdo os
angulos cuja soma € menor do que dois angulos retos.”

Muitos matematicos ao decorrer da histéria se viram confrontados com a frase
“se continuada indefinidamente” contida neste postulado, pois segundo Gorodski
(2002) desafiava uma intuicdo baseada em construgbes com régua e compasso.

O pontapé para a geometria diferencial se da com os estudos em curvas, que
também foi padronizada a partir da obra Elementos de Euclides, segundo Polonini
(2014) nesta época para os estudos em curvas eram utilizados circulos e seus
derivados como, arcos, cordas, raio e centro, esses elementos se tornaram elementos
basicos para qualquer construcdo de curva, e por mais de mil anos estes meios
continuaram como os principais para o estudo de curvas, até que no século XVII,
segundo Polonini (2014), com a criagdo da Geometria Analitica pelos dois franceses
René Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665), foi introduzido a
notacdo algébrica em que poderia descrever formas geométricas por meio de
equacdes ao em vez do desenho geométrico que por muitos séculos foi adotado.

Esta descoberta foi a porta de entrada para a matematica moderna que nos
conhecemos hoje, pois a partir da Geometria Analitica, € possivel descrever curvas
por meio de equagdes ou seja a notagao algébrica, e na Geometria deu passagem
para que Gottfried Leibniz (1646-1716) e o inglés Isaac Newton (1643-1727) criassem
o Calculo Infinitesimal ao final do século XVII, dando inicio a Geometria Diferencial
como a conhecemos hoje, por meio da unificagdo entre o Calculo Diferencial e a

Geometria.

A Geometria Diferencial dessa época englobava o estudo das
propriedades das curvas e superficies no espaco euclidiano
através da aplicacdo do Calculo. Nela se estudavam as
propriedades locais, isto €, aquelas que dependem somente do
comportamento da curva ou superficie na vizinhanga de um
ponto. Por isso é usual chamar-lhe Teoria Local de Curvas e de
Superficies (HILBERT; COHN-VOSSEN, 1990, p. 171)
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Por volta de 1820, Gauss foi contatado pelo governo de Hanover para orientar
um levantamento topografico do reino, medi¢des dos terrenos, triangulagdes, foram
seu principal trabalho em anos, porém o estimulou com ideias que em 1827 publicou
uma obra chamada: Disquisitiones generales circa superficies curvas, em que Gauss
introduz a forma diferencial quadratica ds?, que hoje é reconhecida como a primeira
forma fundamental, lhe permitindo a escrita de equagbes para curvas geodésicas
(Gorodski, 2002). Neste mesmo trabalho ele apresenta varios conceitos que hoje em
dia é aprendido em livros em geometria diferencial, como a aplicagcao de Gauss, a
segunda forma fundamental, e o notdério teorema chamado Teorema egregium de
Gauss que resultou em uma parte da geometria diferencial chamada geometria
intrinceca, onde podemos estudar a geometria de uma superficie operando
exclusivamente na propria superficie, sem vinculo com o espag¢o dimensional em que
ela esta imersa.

Apartir destes conhecimentos a geometria diferencial se firmou como uma
grande area de pesquisa, e assim muitos gebmetras se destinaram a continuar o
trabalho de Gauss e de muitos outros que contribuiram para o seu desenvolvimento,
€ o caso do Bernhard Riemann (1826-1860) que deu um grande passo na geometria,
utilizando aspectos e conceitos da geometria diferencial, introduzindo as variedades
n-dimencionais, a métrica Riemanniana e a curvatura Riemanniana, e em 1869 Elwin
Christoffel (1829-1900) publicou um trabalho no qual introduziu o que é chamado hoje
de Simbolos de Christoffel e o Tensor Curvatura, servindo de base para a Geometria
Riemanniana, que generaliza conceitos de superficies diferenciais para dimensodes
maior que dois.

A geometria diferencial ainda € um campo muito procurado entre os jovens
aspirantes matematicos como linha de pesquisa, e muitas propriedades sao aplicadas
em diversas areas, esta evolucdo de conceitos se torna muito importante para a
ciéncia, pois existem muitas possibilidades ainda em testes, que faram avangos a
sociedade significativamente gragas a geometria diferencial desenvolvida por estes

grandes matematicos.
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3.2 CURVAS DIFERENCIAVEIS

Tendo em vista que o conteudo de curvas € o pontapé inicial historico para o
inicio da geometria diferencial e o primeiro passo para o entendimento da geometria
diferencial, escolhemos este assunto como objetivo de estudo neste trabalho, segue
abaixo uma sintese deste assunto que servira de auxilio para nossa analise mais
adiante.

No conteudo de curvas diferenciaveis, tem-se como objetivo, apresentar o
Teorema fundamental das curvas locais, pois é para este teorema que toda literatura
em geral organiza o conteudo de curvas mesclando conhecimentos como torgéo e
curvatura, apontando para este teorema, onde podemos mesclar todo conhecimento
de curvas em um teorema. O conteudo de curvas nao se pauta apenas neste teorema,
existem teoremas mais avangados, entretanto, para uma disciplina introdutéria, o
Teorema fundamental das curvas locais € o principal ponto a ser abordado.

Para apresentarmos o conteudo de curvas diferenciaveis, faremos um esboco
que possa nos orientar na construgédo deste conhecimento, com isto construimos um
mapa conceitual para que possamos compreender 0 passo a passo para chegarmos

no Teorema Fundamental.
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Figura 1: Mapa conceitual do conteudo de Curvas Diferenciaveis
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Nota-se que precisamos passar por algumas definicdbes e propriedades
estudadas em Caélculo e Algebra Linear para entender o contetido e seguir o passo a
passo até o teorema fundamental das curvas locais, também notamos a presenca do
nome diferenciavel ao lado de curva, na matematica quando dizemos que algum ente
geomeétrico é diferenciavel, neste caso, curvas, queremos dizer que € derivavel e que
podemos calcular esta derivada, por isto o nome diferenciavel. Entdo quando
chamamos curva diferenciavel, esta curva possui derivada em todos os pontos.

Agora mostraremos nossa primeira definicdo sobre curvas que dara inicio aos
nossos estudos, sendo o primeiro tépico do mapa conceitual, a definicdo de curva

parametrizada.

Definicao 1. Uma curva diferenciavel parametrizada é uma aplicacdo diferenciavel
a:1 - R3 de um intervalo aberto I = (a,b) da reta real R em R3.

Como dito acima a palavra diferenciavel na definicdo significa que a é uma
correspondéncia que leva cada t € I em um ponto a(t) = (x(t), y(t), z(t)) € R3, de tal
modo que as fungbes reais x(t), y(t), z(t) séo diferenciaveis, ou seja, podemos derivar
todas as coordenadas.

Dizemos que o Vetor a'(t) = (x'(t),y'(t),Z'(t)), € o vetor tangente a curva no
pontot € 1.

Esta definicdo advém do Calculo, onde podemos parametrizar curvas de
algumas formas, a mais adequada para cada caso, entretanto, agora ndo estamos
preocupados em parametrizar as curvas e sim apos ser parametrizadas, se elas
podem ser diferenciaveis nas coordenadas determinadas.

Agora daremos um passo adiante e definiremos um caso importante dessas

curvas parametrizadas.

Definigdo 2. Uma curva diferenciavel parametrizada a: 1 - R® é chamada regular se
a'(t) # 0,para todot € I.

Ou seja, em cada ponto da curva diferenciavel, aplicando a derivada o resultado
nao ser 0, entdo esta curva é regular, veremos alguns exemplos de curvas regulares
e nao regulares, para que fique mais didatico esta definig¢ao.

Exemplo de curva regular:
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A aplicagdo a:R — R?, dada por

a(t) = (rcost,rsint) + (xq,v,)
com r>0, € uma curva parametrizada diferenciavel regular, pois a'(t) =
(—=rsint,rcost) e portanto, ||a'(t)|]] = r # Oparatodot € R.

O traco da curva a € o circulo de centro (x,, y,) € raio r (ver Fig. 2)

Figura 2: Curva a(t) = (rcost,rsint) + (xy, yo)

vl

o

Fonte: DELGADO, FRENSEL (2017, p. 2)

Exemplo de curva n&o regular:
A curva parametrizada a: R -» R? dada por
a(t) = (t3,t2)
¢ diferenciavel, mas nao é regular, pois a’(t) = (3t?,2t) = (0,0) para t = 0, ou seja,
t = 0 € um ponto singular.
Observando que as coordenadas de um ponto da curva satisfazem a equagéo y3 =

x?, podemos tragar a curva (ver Fig. 3).

Figura 3: curva a(t) = (t3,t?)

uhk
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Fonte: DELGADO, FRENSEL (2017, p. 2)

Temos um caso especial das curvas regulares que é muito importante para a
continuidade do tema curvas, que é o conceito de parametrizagdo pelo comprimento

de arco.

Definicdo 3. Dizemos que uma curva regular a:1 - R3 esta parametrizada pelo

comprimento de arco se

Jolla Ol dt =t~ t,

Ou seja, isto acontece se, e somente se, ||a’'(t)|| = 1, paratodot € I.

Esta definicdo € muito importante para o conteudo de curvas, pois sabendo que
uma curva esta parametrizada pelo comprimento de arco, sabemos que admite
reparametrizacdes, e que podemos encontrar outro conceito, o de curvatura de uma
curva, sendo uma das definicdes mais importantes em todo estudo da geometria
diferencial, pois tem consequéncias ndo s6 em curvas, mas também em superficies.

vejamos a definicao

Definicdo 4. Seja a:1 — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, ou

seja, |a'(s)| = 1,s € I. O nimero |a" (s)| = k(s) chama-se curvatura de a em s.

Figura 4: Tangentes de a(s) e a’(s)
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Fonte: CARMO (2012, p.20)
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Notamos que segue dos mesmos conhecimentos do Calculo, a segunda
derivada sera perpendicular a primeira derivada que tangencia a curva, e que se
la"" (s)| = k(s) = 0, entdo por integragado a(s) = us + v, e a curva € uma reta, ou seja,
se uma curva tem curvatura nula entdo a curva sera uma reta, logo uma reta é uma
curva com curvatura 0.

Antes de prosseguirmos com 0s N0ssos conceitos precisamos abordar um tema
importante pro que se segue, o Produto Vetorial, como notamos Ia no inicio no mapa
conceitual que esta nos guiando, o produto vetorial esta a parte, e nao recebe ligacdo
de nenhum conceito anterior, pois este tema é abordado em Algebra Linear, logo é

um conhecimento que precisamos abordar para entendermos o que se segue.

Defini¢do 5. Sejam u, v € R3. O Produto Vetorial de u e v (nesta ordem) é um
tnico vetoru A v € R3 caracterizado por

(uAv).w = det(u,v,w)
Para todo w € R3.

O (det) representa determinante, ou seja,

Uy U Uz
det(u,v,w) = (V1 V2 V3
Wy Wy W3

Observacdo: em geral encontra-se u N\ v escrito como u x v.

Figura 5: Conceito geométrico do produto vetorial de forma Iudica

*axb

a

-

b

&

Fonte: GOOGLE IMAGENS (2022)
Propriedades:

1- uAv = —v A u (Anti-comutatividade).
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2- u A v depende linearmente de u e v; i. e., para quaisquer numeros reais a, b
temos
(au+bw)Av=alurv)+blwAv).
3- uAv = 0 se e somente se u e v sdo linearmente dependentes.
4- (uAv).u = 0,(uAv).v =0
Segue da propriedade 4 que o produto vetorial u Av # 0 é ortogonal ao plano

gerado pelos vetores u e v.

Nao temos a intensdao em demonstrar tais propriedades, visto que o objetivo deste
capitulo é apenas apresentar os conteudos, as demonstracdes podem ser
encontradas facilmente em livros sobre Algebra Linear.

Tendo posses destas propriedades, podemos continuar nossos estudos em curvas
diferenciaveis, vamos apresentar um toépico muito importante, as férmulas de Frenet.

Alguns Livros apresentam primeiro no caso R? e depois o caso R?, em questdo de
sintese do capitulo vamos apresentar no caso R?, tendo em vista que englobara o R?
e simplificara o conteudo.

Para tornar as coisas mais simples chamaremos a primeira derivada da curva
a'(s) = t(s), entdo t(s) = (x'(s),y'(s),Z'(t)).

O vetor n(s) sera o veto normal unitario, que segue na direcdo de a'’'(s).

Nos pontos onde k(s) # 0, fica bem definido pela equacao a'’ = k(s)n(s). Além
disso, a'’(s) é normal a a’(s), pois derivando a'(s) - a’(s) = 1 obtemos a’'(s) - a'(s) =
0. Assim, n(s) é normal a a’(s) e € chamado o vetor normal em s o plano determinado
por a'(s) e n(s) é chamado o plano osculador em s.

Figura 6: Plano Osculador

h'{ -‘5'{}_] |

Fonte: KONZEN; AZEVEDO; SAUTER (2021)
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O vetor unitario b(s) = t(s) An(s) € normal ao plano osculador e sera chamado o
vetor binormal em s. Para derivarmos o b(s), observamos que b’(s) sera normal ao
b(s), entao,

b(s) =t'(s) An(s) +t(s) An'(s) = t(s) An'(s);

Isto é, b'(s) é normal a t(s). Decorre dai que b'(s) é paralelo a n(s), e podemos
escrever
b'(s) = t(s)n(s)

Para alguma fungao z(s).

Definicdo 6. Seja a: 1 —» R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s tal
que a'’(s) # 0, s € I. O numero t(s) definido por b'(s) = t(s)n(s) é chamado torgao

de a em s.

Em suma, a cada valor do parametro s, associamos 3 vetores unitarios
ortogonais n(s), t(s), b(s). O triedro assim construido € denominado, triedro de
Frenet em s, para simplificar vamos destacar as seguintes equagoes:

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) — t(s)b(s)
b'(s) = t(s)n(s)
E estas formam, as formulas de Frenet,

As derivadas t'(s) e b'(s) dos vetores t(s) e b(s), quando expressas na base

{t,n, b}, fornece entidades geométricas, que informam sobre comportamento de a em

uma vizinhanga de s.

Figura 7: Triedro de Frenet

B i

x y
Fonte: KONZEN; AZEVEDO; SAUTER (2021)
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Com todas estas informagbes podemos enunciar o objetivo final deste capitulo

sobre Curvas, o Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas.

Teoremas Fundamental da Teoria Local das Curvas. Dadas as funcgbes
diferenciaveis k > 0 e ©(s), s € I, existe uma curva parametrizada regular a:1 - R3 tal
que s é o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e t(s) é a tor¢cdo de a. Além disso,
qualquer outra curva d, satisfazendo as mesmas condigées, difere de a por um
movimento rigido; isto &, existe uma transformacgéo linear ortogonal de R3, com

determinag&o positivo, e um vetor c talque & = p o a +c.

Com este teorema podemos encontrar as propriedades locais das curvas no espaco
€ que se existir outra curva com as mesmas propriedades podemos transforma-la na

curva inicial apenas aplicando uma transformacao linear.
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4 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO (TAD)

4.1 ANALISE EM LIVROS DIDATICOS

A grande maioria da populagao no Brasil tem um baixo poder aquisitivo, o que
gera uma grande evasao escolar, sendo assim, o livro didatico se torna talvez o unico
texto, que os alunos terdo ao longo da sua vida (BANDEIRA, STANGE e SANTOS,
2012). Ainda segundo esses autores, a escolha por um livro didatico € um problema
corriqueiro para o professor, a partir disto, perguntas surgem para tais escolhas, sdo
elas: Que livro escolher? Quais critérios devo usar? De que maneira serao
selecionados os livros didaticos? Assim é pertinente ao professor saber quais
ferramentas serao utilizadas, uma analise bem elaborada, pode estruturar melhor os
conceitos para os seus alunos e mesmo que s6 tenham o livro para tal estudo, ele
sera transparente e didatico, com isto notamos que o professor precisa fazer sua
analise a partir de um procedimento adequado.

Para nossa analise em livros didaticos, levaremos em consideragcao a
praxeologia baseado na Teoria Antropoldgica do Didatico segundo Chevallard (1998,
1999, 2002). Porém muitos autores abordam este tema com grande destreza, € o caso
de (BARBOSA, 2017) que faz a utilizagcdo deste procedimento em equagdes
polinomiais do primeiro grau em sua tese de doutorado, segundo (BARBOSA, 2017)
a Teoria Antropologica do didatico (TAD) pode ser analisada de acordo com a
praxeologia matematica ou organizagao matematica, das tarefas mais simples as mais
complexas.

Seguindo nessa linha faremos mencao a (Bittar, 2017).

Uma analise de LD descortina ao pesquisador diversas
paisagens que podem ir desde o estudo da cultura escolar em
uma dada época a identificagdo de possiveis razbes de
dificuldades de aprendizagem e a elaboracdo de sequéncias
didaticas. Conforme o objetivo da investigagao, uma ferramenta
tedrica pode se mostrar mais pertinente do que outra. Nao tenho
a pretensao de afirmar que a TAD é a unica ferramenta que
permite analisar LD; a metodologia a ser utilizada deve ser
coerente com as outras escolhas tedricas e com o objetivo da
pesquisa. (BITTAR, 2017, p. 366)

Neste artigo Bittar, utiliza a sigla (LD) como forma de simplificacdo para as

palavras Livro didatico. Ainda sobre (Bittar, 2017), o artigo nos mostra a TAD como
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ferramenta para analise de livros, discutindo sobre o porqué analisar livros, e algumas
breves analises sobre conteudos a luz da TAD. Alguns desses conteudos sao
pesquisas na qual a autora foi a orientadora, e observa as contribuicdes desta teoria
para tais analises em livros didaticos que possam ser escolhidos.

Muito interessante o fato do livro muitas vezes ser a principal ferramenta de
apoio de conteudo para o professor, por isso, uma analise bem estruturada podera
ajudar o docente a uma melhor escolha desses livros, “é importante conhecer as
propostas dos LD, especialmente para ajudar na elaboragéao de intervengdes didaticas
com alunos, pois, independente da escolha tedrica, é preciso levar em consideragao
seu contexto de ensino” (BITTAR, 2017, p. 366).

Segundo (BARBOSA; LIMA, 2019, p. 1358) sobre o livro didatico “[...], no
contexto brasileiro, ele se torna uma das unicas ferramentas balizadoras para o
trabalho docente”. Sendo assim, analises em livros didaticos, devem sempre ser bem
elaboradas, e seguindo uma praxeologia adequada, neste sentido analisaremos dois
livros de Geometria Diferencial, seguindo o modelo proposto pela TAD sob os
trabalhos de Chevallard (1998, 1999, 2002).

Chevallard (2018) Apud (Barbosa, 2017, p.46) afirma que a TAD foi inicialmente
construida como uma teoria cujo objetivo consiste em controlar os problemas da
difusdo de conhecimentos e de saberes quais quer compreendidos em suas
especificidades; logo, de conhecimentos matematicos também.

A TAD tem grande importancia nas analises de livros, e principalmente em
matematica em que segundo Freitas (2016), a TAD nos permite reconhecer qual
matematica nos livros didaticos esta empregada e as determinadas propostas que os
autores apresentam em suas obras acerca do ensino e aprendizagem dos conteudos
abordados. Ainda sobre a TAD Freitas (2016) complementa que esta teoria “nos
mostra o(s) caminho(s) que o autor compreende que os professores, que optarem por
tal colecdo, devam prosseguir e de que maneira o conteudo ali apresentado deve ser
trabalhado.” (Freitas, 2016, p. 8). Assim, notamos esta grande importancia que a teoria

tem, e o quanto ela pode nos fornecer de informagéo sobre o material escolhido.

4.2 PRAXEOLOGIA



31

O modelo praxeoldgico é formado por quatro componentes, tarefa (T), técnica (t)
tecnologia (0) e teoria (©), dentro desses componentes podemos fazer duas
combinagdes entre eles, o bloco [T, t] é conhecido como o bloco pratico-técnico e o
bloco [0, O] esta ligado ao bloco tecnolégico-tedrico, o bloco pratico-técnico também
pode ser denominado de saber-fazer e o tecnologico-tedrico € reconhecido como o
bloco do saber.

Segundo Vieira (2019), tarefa (T) € denotado como um desejo do ser humano,
ou “fazer coisas”, neste sentido, questdes como, demonstrar curvas parametrizadas
regulares, ou encontrar o triedro de Frenet em uma curva, sao encontrados neste
componente, tarefa. Uma forma ou meio de realizar uma tarefa (T), chamamos de
técnica (t), em geral podemos ter técnicas superiores a outras para desempenhar uma
determinada tarefa, entdo explorar uma técnica com grande capacidade de realizagao
de uma tarefa se torna muito significativo, notaremos que a técnica em geral esta bem
relacionada com a algoritmizagdao, entretanto, algumas tarefas ndo tenham
necessidade de tal algoritimizagéo para ser realizado (Chevallard, 1998).

A tecnologia () pode ser vista como um a descrigao racional da técnica (t), isto
€, para realizar o tipo de tarefa (T), validar a técnica utilizada, contudo existe mais
duas fungdes da tecnologia (0), uma delas “[...] € explicar, tornar inteligivel, langar luz
sobre a técnica. Se a primeira fungao - justificar a técnica - consiste em fazer com que
a técnica dé o que se a firma, esta segunda fungao consiste em explicar por que o é”
(Chevallard, 1999, p. 226, tradug¢ao nossa). A terceira fungao consiste na produgao de
técnicas, existem algumas tecnologias que estao a espera de novas técnicas e outras
que contém técnicas, mas em pouca quantidade. Porém toda tecnologia necessita de
uma explicagao, que é chamado de teoria (®), a teoria segundo BARBOSA (2017, p.
47), “[...] tem como finalidade justificar e esclarecer a tecnologia, bem como tornar
compreensivel o discurso tecnoldgico.”

Definido os quatro componentes, notamos que um analise de livro didatico sob essa
praxeologia, poderemos avaliar pontos em exercicios e em conteudos, que
comumente nao veriamos, podemos analisar se as técnicas utilizadas em
demonstracdes estdo de acordo com a tarefa que esta sendo requisitada, ainda sobre
a praxeologia, podemos fazer uma distingdo entre a praxeologia (organizag&o)
matematica (OM) e a praxeologia (organizagdo) didatica (OD), a organizagao

matematica OM segundo Barbosa (2017), esta relacionado ao contexto matematico
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que os alunos podem atuar de forma adequada na resolugao de problemas, para uma

construgao do conhecimento, investigando assim a realidade em sala de aula desse

desenvolvimento. Ainda segundo Barbosa (2017), a organizagcédo didatica OD, tem

como determinante admitir a existéncia de praxiologias matematicas adaptavel em

determinado saber, estruturando-se em torno dos componentes praxeologicos.

Com isso mostraremos a seguir um exemplo de como faremos tais analises

utilizando a praxeologia matematica a partir de tarefa, técnica, e o bloco tedrico-

tecnoldgico:

Quadro 1: Exemplo de analise de acordo com a praxeologia

Tarefa (T):

Seja a(t) uma curva parametrizada que nao
passa pela origem. Se a(t,) € o ponto do trago
de a mais proximo da origem e a'(ty) # 0,
mostre que o vetor posi¢cao a(t,) é ortogonal

aa'(ty).

Técnica (1):

Utilizagcdo da demonstracao formal.

Bloco Tedrico-Tecnolégico (0,0):

Apresentar o conceito de ortogonalidade a um

ponto da curva a(t,).

Fonte: Construgdo Nossa (2022)

Entao podemos relacionar uma técnica a uma tarefa determinada, e uma teoria

e uma tecnologia sendo a finalidade que esperamos ser alcangada. Mesmo mostrado

apenas uma técnica, a tarefa ndo se limita, ou seja, podemos encontrar diversos meios

de técnicas aos quais podemos relacionar a tarefa.

Com isso, podemos agora definir como sera nossos passos metodoldgicos e

quais serao nossos livros que iremos analisar.
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5 ASPECTOS METODOLOGICOS

A metodologia sera bibliografica de cunho qualitativo como o propdsito de uma
analise de conteudo de Curvas em dois livros de Geometria Diferencial, no que diz
respeito a teoria antropolédgica do didatico (TAD) segundo Chevallard (1998, 1999,
2002). Segundo Deslandes (1994), a metodologia qualitativa, contém uma gama de
significados, sendo eles, motivos, aspiragdes, crengas, valores e atitudes, consistindo
num meio mais profundo das relagdes, ainda sobre essa linha metodoldgica
ZANETTE (2017, p. 154) afirma que “no Brasil, as abordagens das pesquisas
qualitativas configuram-se, como enfoque metodoldgico, a partir da década de 1970,
devido as concepgdes epistemoldgicas interpretarem a realidade de forma distorcida
nas suas metodologias.”

Ainda sobre a metodologia qualitativa Ludke e André, 1986, articulam que uma
analise em dados tendem a seguir um desenvolvimento indutivo, ou seja, as hipdteses
definidas antes do inicio dos estudos, ndo tem necessidade de comprovagao pelos
pesquisadores, “O fato de nao existirem hipdteses ou questdes especificas
formuladas a priori ndo implica a inexisténcia de um quadro tedrico que oriente a coleta
e a analise dos dados” (Ludke, André, 1986, p.13).

Segundo Vieira (2019), uma analise de conteudo tendo como base interpretar
e descrever os conteudos de textos e documentos, € uma metodologia de pesquisa,
sendo assim, nesse trabalho iremos analisar o capitulo de Curvas em Geometria
Diferencial nos livros escritos pelo professor Manfredo Perdigdo do Carmo ao qual
chamaremos de Livro 1 e o livro em Geometria Diferencial | escrito por Jorge Delgado
e Katia Frensel que chamaremos de Livro 2. Apds uma breve analisada, notamos que
todos os conteudos posteriores a curvas, necessitam que este conhecimento tenha
sido trabalhado da melhor forma possivel, pois conceitos estudados neste conteudo
serao utilizados em praticamente todos os assuntos posteriores, necessitando assim
que o livro ao qual seja escolhido, consiga varrer todo o conteudo de modo
significante, e ainda, para um primeiro curso de Geometria Diferencial em que este
tema sera bem detalhado, assim € imprescindivel que este curso seja dado com um
material bem elaborado, portanto, € muito importante uma analise apurada.

Para esta analise do conteudo, aplicaremos a Teoria Antropolégica do Didatico
(TAD) segundo Chevallard (1998, 1999, 2002), sendo baseada na organizagao

praxeoldgica em termos de tarefa, técnica, tecnologia e teoria, tendo por objetivo
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investigar como os livros abordam o conteudo de Curvas e como ele é organizado
seguindo esta praxeologia.

Comecaremos com a coleta do material que sera analisado, e investigaremos
como é abordado o conteudo de Curvas Diferenciaveis, passado esta primeira
abordagem, seguiremos com nossa analise praxeoldgica, identificando os processos
utilizados em relagao a tarefa (T) se 0 que esta sendo pedido ao leitor esteja de acordo
com o determinado conteudo, em seguida, identificaremos as técnicas (1) utilizadas
para a realizacao de tais tarefas, terminado esta etapa, montaremos o bloco pratico-
técnico ou “saber-fazer” [T, 1] nesses livros, em seguida, trataremos da tecnologia (60)
e teoria (®) que os livros tratam, diferenciando os meios que utilizam, e a partir disto
montar o segundo bloco, o bloco tecnoldgico-tedrico ou “saber” [0, @].

Definido nossos componentes praxeolégicos, apresentaremos tabelas com as
comparagdes entre os livros e como os autores tratam cada bloco, explicando sob a
otica da TAD essas organizagdes praxeoldgicas. Ao final definiremos qual o livro mais

coerente com um primeiro curso introdutério em Geometria Diferencial.
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6 ANALISE E RESULTADOS

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar a analise, dados, e resultados
da nossa pesquisa, como ja foi mencionado, faremos nossa analise apenas no
conteudo de Curvas Diferenciaveis, no Livro 1 e no Livro 2, tendo em vista que este
conteudo é o principal objetivo da disciplina Introdu¢cao a Geometria Diferencial, dado
no curso em Licenciatura em Matematica do campos CAA da Universidade Federal
de Pernambuco.

Faremos agora uma breve apresentacdo dos determinados livros escolhidos e
do publico alvo a qual ele foi direcionado.

O Livro 1 (Carmo, 2012), foi escrito com o propdsito de ser usado em mais de
um tipo de curso de Geometria Diferencial. Além disso o livro conta com 5 capitulos,
desses apenas o de Curvas contém um menor numero de folhas. Mesmo com poucos
capitulos o livro contém um alto numero de paginas, e por isso que o material pode
ser dividido a um curso de Geometria Diferencial de um ano, porém o proprio livro
tenta sintetizar e dar dicas para o uso em um semestre.

O livro ainda orienta os melhores conteudos e orientagdes para a quantidade
de conhecimento que o estudante venha a ter, sendo o mais recomendado os
conhecimentos de Algebra Linear, Célculo e Andlise em vérias variaveis, contudo o
conhecimento em Analise em varias variaveis é estudado em geral no mestrado,
sendo assim, o livro sugestiona conteudos que o estudante deve omitir e exercicios
que deve retirar dos seus estudos, e além disto, inicia cada capitulo com uma breve
introducéo.

No Livro 2 (Delgado e Frensel, 2017), € composto por notas de aulas, dadas
por estes professores, tendo como base o texto do Livro 1, porém, com mais detalhes
€ passagens que sao de grande importancia para o estudo da disciplina, o livro contém
7 capitulos, com o conteudo de Curvas ocupando os dois primeiros capitulos, Curvas
Planas e Curvas no Espaco, entdo para nossa analise nos pautaremos nestes dois
capitulos. Um ponto interessante € a utilizacao de cores como organizagao e destaque
dentro do livro, deixando o padrdo de muitos livros de matematica do ensino superior,
que sao utilizadas poucas cores.

Como o livro a principio foi elaborado para os estudantes da disciplina desses
professores, nao foi adicionado uma organizagao com o qual outro estudante deve

utilizar, porém, a partir de uma breve analisada, nota-se uma grande quantidade de
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exemplos e calculos, que podem ser familiar a estudantes que tenham pelo menos o

estudado Calculo de varias variaveis, e é observado o uso também da Algebra Linear.

6.1 ANALISE PRAXEOLOGICA DOS LIVROS 1 E 2

Para iniciarmos nossa analise nos livros em Geometria Diferencial seguindo o
modelo praxeolégico designado por Chevallard (1998, 1999, 2002), sera necessario o

uso de alguns termos e elementos dos quais precisamos definir.

e (Q,, para questao n.
e T,0,, paratarefa m da questédo n.
e . (T,,Q,), para técnica k, em relagao a tarefa m da questao n.

e [0,0],, discurso tedrico-tecnoldgico que justifica a questao n.

Foram elaboradas 7 questbes, que servirao de orientacio para nossa analise,
relacionando a partir da tarefa, as técnicas escolhidas pelos autores sendo justificadas
pelo bloco tedrico-tecnolégico. Neste sentido as tarefas estardo diretamente
relacionadas com a metodologia que € comumente utilizada no conteudo de curvas
diferenciaveis.

Abaixo segue o quadro com o modelo das praxeologias que determinam nossa

analise:
Quadro 2: Modelo das praxeologias a partir das questdes elaboradas
Questéao Tarefa Técnica Tecnologial/Teoria
Q4 T,0Q, t1(T101) [6, ©],: Definicao
T,Q, t1(T2Q1) de Curva
t,(T,04) Diferenciavel
T504 t1(T50Q,) Parametrizada
t2(T5Q41)
Q: T,Q; t1(T10Q2) [0, ©],:Definigéo
t,(T1Q,): de Curva Regular
T,Q; t1(T2Q2)
t2(T2Q2)
Qs T,Q; t1(T1Q3)
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t2(T1Q3) [0, 6]5:
T,Q3 t1(T2Q53) Parametrizacéo
t,(T,0Q3) Pelo Comprimento
t3(T,Q3) de Arco
Q,4 T,0,4 t1(T1Q4) [6, 6], Definigao
t,(T1Q4) de Curvatura
t3(T1Q4)
T,Q, t1(T2Q4)
t2(T2Q4)
t3(T2Q4)
Qs T,Qs t1(T1Qs) [0, 6]s:
t,(T1Q5) Propriedades do
T,Qs t,(T,Qs) Produto Vetorial
t2(T2Qs)
t3(T2Qs)
t4(T2Qs)
Qs T1Q¢ t1(T1Q¢) [6,0]4: Construgao
t,(T1Q¢) das Férmulas de
T,Q¢ t1(T2Qs) Frenet
t2(T2Q6)
t3(T2Q6)
T3Q6 t1(T3Q6)
t2(T5Q6)
t3(T5Q6)
Q; T,1Q7 t1(T1Q7) [0, 6]5:
t,(T,Q,) Apresentacao do
T,Q, t1(T2Q7) Teorema
t,(T,0,) Fundamental das
t5(T,0,) Curvas Locais
t4(T2Q7)
t5(T2Q7)

te(T2Q7)
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Fonte: Construgdo nossa (2022)

Questao 1: Como é apresentado a definicado de Curva Diferenciavel
Parametrizada?

-T1Q: Explicar o conceito de diferenciavel

t,(T,Q,): Abordagem do Calculo.

-T,Q: Apresentar a definigao de curva diferenciavel parametrizada

t,(T,Q,): Definigao formal matematica.

t,(T,Q,): Apresentar exemplos para fixacao do conceito.

-T;Q+: Apresentar terminologias (vetor tangente, traco, parametro, intervalo)
que serao utilizadas no conteudo

t,(T5Q,): Observacao apos a definigao.

t,(T5Q,): Na continuagao do texto como uma extensao da definigao.

[6,0],: O bloco tedrico-tecnoldgico que orienta as técnicas escolhidas para as tarefas
T10Q4, T,Q, e T3Q4, tem como base a definicdo de curvas parametrizadas que dao
inicio ao conteudo de curvas diferenciaveis e embasamento para todo conteudo
posterior.

Abaixo apresentaremos uma tabela com as respectivas técnicas das tarefas com
relacdo as questdes desenvolvidas pelos Livros 1 e 2. Aplicaremos a letra “X” como

indicacao que os determinados autores abordaram respectivas técnicas.

Quadro 3: Analise das tarefas da questao 1 (Q,)

Livro1 | Livro 2
T, t1(T1Q4) X
T, t1(T2Q1) X X
t2(T2Q41) X
T; t1(T3Q1)
t2(T3Q1) X

Fonte: Construgéo nossa (2022)

Para que alunos da graduagao consigam dar inicio a seus estudos em curvas
no campo da Geometria Diferencial, € importante que se tenha uma revisao prévia de

alguns conceitos, é o caso da diferenciabilidade, pois irar acompanhar durante todo o
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capitulo este conceito, diante disto, € importante uma breve revisdo sobre tal
propriedade, e a partir das nossas observagodes o livro 1, Carmo (2012) aborda este
tema com bastante cautela, utilizando da técnica elaborada t,(T;Q,), o que torna para
o estudante que ira utilizar este livro, um comecgo ja conhecido, tendo em vista que o
Calculo ¢é introduzido nos primeiros semestres dos cursos de exatas, sendo assim,
mostra-se viavel para um primeiro contato a um aluno da graduagao, o que néo visto
no livro 2, Delgado e Frensel (2017) n&do abordam o conceito de diferenciabilidade, e
introduz o capitulo ao estudante a partir da definicdo de curva diferenciavel,
requerendo do estudantes estes conceitos estudados.

Para a continuidade do tema € importante que se defina o conceito de curvas
diferenciaveis, como observado na tabela, os dois livros utilizaram da técnica t; (T, Q,),
a qual é padrao nos livros de matematica, o uso da definicado formal, enunciando e
descrevendo, por ser definicdo ndo ha necessidade de demonstragao. Para fixagcao
da definigdo e por estarmos no ambito geométrico € necessario que se apresente
exemplos que tornem mais claros os temas, notamos que apenas o livro 1 utilizou esta
técnica t,(T,0Q,), apresentando 3 exemplos que sao familiares aos estudantes que

estudaram calculo, com uma linguagem bem acessivel a tais estudantes.

Figura 8: A aplicacdo a: R —» R? dada por a(t) = (t3 — 4,t> — 4),t € R é uma curva

diferenciavel parametrizada.

v

Fonte: CARMO (2012) p.3

Além disso em um dos exemplos, apresenta as propriedades de produto interno e
bases como revisao para o que seja trabalhado nos proximos conceitos.
Em seguida, é imediato que resultados surjam a partir da definicéo, e é

importante a organizagao desses topicos apds a definicdo, sendo assim elaboramos
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2 técnicas que ocorrem em livros, porém analisando os livros 1 e 2, notamos que
nenhum dos dois fazem uso da técnica t,(T5Q,), mesmo o livro 2 utilizando de uma
observacao para explicar a derivada, ndao contempla nenhum dos outros conceitos
que a T; requer, sendo essenciais para a continuidade. Entretanto o livro 1 faz uso da
técnica t,(T5;Q,), mesmo que ndo esteja em uma observagao é explicado ao decorrer
do texto como uma consequéncia direta da definicao.

Vale ressaltar que para um professor que deseja introduzir em uma disciplina
voltado a Geometria Diferencial o conteudo de curvas diferenciaveis, € necessario
pequenas revisdes em conteudos vistos no calculo e em algebra, para que o estudante
se sinta imerso dentro desta geometria entendendo que existe uma continuidade

dessas disciplinas.

Questao 2: A partir da definicao de Curva Parametrizada, como é definido a
Curva Regular?

-T1Q,: Definir o conceito de curva regular

t,1(T,Q,): Definicao formal matematica.

t,(T,Q,): Exemplos geométricos.

-T,Q,: Apresentar os conceitos de reta tangente e ponto singular

t:(T,Q,): Dentro da definicdo de curvas regulares.

t,(T,Q,): Apresentar antes da definicdo de curva regular como ponto de partida para

a definicao.

[6,0],: O bloco tedrico-tecnolégico que norteia as tarefas T;Q, e T,Q,, tem objetivo
de apresentar o conceito de curva diferenciavel parametrizada regular, que tem
algumas ramificagcbes como a reta tangente e o ponto singular, que serdao de grande
importancia posteriormente.

Abaixo esta a tabela com nossa analise nos livros 1 e 2, sobre o conteudo de curvas,

com relagdo a questdo 2 da nossa organizagao praxeoldgica.

Quadro 4: Analise das tarefas da questao 2 (Q,)

Livro 1 Livro 2
T, t1(T1Q3) X X
t,(T1Q3) X
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T, t1(T2Q3) X
t,(T,Q3) X

Fonte: Construgdo nossa (2022)

A curva parametrizada regular, omitiremos o diferenciavel com o intuito de
facilitar a leitura, € uma consequéncia direta de um caso especial das curvas
parametrizadas, este conceito é tdo relevante dentro do conteudo de curvas que
necessita de uma definicdo formal matematica, sendo assim, os livros 1 e 2
apresentam esta definicdo, ou seja, fazem uso da técnica t,(T;Q,) , porém Carmo
(2012) livro 1, nao apresenta exemplos geométricos, técnica t,(T;Q,), aos quais sao
tédo relevantes para o entendimento desta definicdo, entretanto além de utilizar da
técnica t,(T,Q,), Delgado e Frensel (2017) abordam mais uma definicdo de curva
simples, que € uma consequéncia da definicdo de curva parametrizada regular,
apresentando mais exemplos, e resolucdes de tais, sendo um breve aprofundamento
do conteudo, tornando para o estudante que esta lendo um bdnus de conteudo ao
qual o professor pode trabalhar, o que deixa mais pratico os conceitos apresentados.

Além disto, é importante que os livros apresentem dois temas bem importantes
dentro da Geometria Diferencial, e por isso elaboramos as técnicas baseadas na
organizagao que os livros podem abordar tais temas. O Carmo (2012) optou por utilizar
a técnica t,(T,Q,), entdo antes da definicdo apresentou tais conceitos como
introducdo a definicdo, e Delgado e Frensel (2017) utilizam a técnica t,(T,Q,),
apresentando tais conceitos apds a definicdo, ao analisarmos notamos que se torna
mais interessante ao estudante que se apresente primeiro a definicao e logo apos tais
consequéncias, tendo em vista que de posse da definicdo essas consequéncias se
tornam imediatos, e antes, pode confundir o estudante com conceitos que nao foi lhe

apresentado.

Questao 3: Como é abordado do conceito de Parametrizagao pelo Comprimento
de Arco?

-T1Q3: Introduzir o conceito

t,(T1Q5): Utilizagdo da Anadlise Real

t,(T;Q3): Utilizagao do Calculo

-T,Q;: Definigao de curva parametrizada pelo comprimento de arco

t,(T,Q3): Definicdo formal matematica
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t,(T,Q53): Enunciando sem definicao em paragrafo

t;(T,Q3): Exemplos geométricos

[6,0]5: O discurso tedrico-tecnolégico que baseiam técnicas das tarefas T;Q5 e T,Q3,
€ a apresentacao do conceito de parametrizacao pelo comprimento de arco por meio
de caminhos simples que possam direcionar melhor um estudante da graduagao, com
técnicas menos complexas em que o estudante consiga entender geometricamente e

algebricamente os passos utilizados.

Quadro 5: Analise das tarefas da questao 3 (Q3)

Livro1 | Livro 2
T, t1(T1Q3) X
t2(T1Q3) X
T, t1(T2Q3) X
t2(T2Q3) X
t3(T2Q3):

Fonte: Construgdo nossa (2022)

Para o conceito de Parametrizacdo pelo Comprimento de Arco, € necessario
para um curso introdutorio, que haja uma breve introdugdo sobre os temas de
parametrizacdo e o que seria o comprimento de arco, ambos podem ser estudados
nos cursos de calculo e analise, diante deste cenario observamos que os livros 1 e 2
seguem caminhos diferentes e interessantes para a introdugéo deste conteudo.

No livro 1, Carmo (2012) a partir da definicdo de curva regular, inicia o proximo
paragrafo enunciando o comprimento de arco, utilizando das notagdes comumente
vistas em calculo com uma linguagem acessivel a esses estudantes, porém nao utiliza
uma revisdo sobre tal conteudo, admitindo que o estudante ja tenha estudado.
Entretanto Delgado e Frensel (2017), livro 2, utilizam conceitos de analise tanto em
uma variavel quanto em varias variaveis, sendo assim, o estudante da graduacao tera
algumas dificuldades em compreender determinados conceitos, além disto, o livro 2
apresentam definicdes em analise, como mudanca de parametro, reparametrizagao,

difeomorfismos, orientagao, partigdes, conjuntos ratificaveis.
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Abaixo mostraremos uma reparametrizacdo como exemplo de como esta
elucidado esta proposi¢cao contida no livro 2.
Figura 9: Reparametrizagdo de a por h

Uy

T olE . B (s)=a(h(s))

T
L
~Ls

.:'| h

t=h(s) ¥
e : -

- £
lI 1 o -

Fonte: DELGADO; FRENSEL (2017, p.6)

Sendo assim, tais conteudos e definigdes podem ser apresentados e estudados
dependendo do objetivo do professor, porém como sao conceitos mais avangados €
interessante uma abordagem menos formal, com mais exemplos e aplicagdes. Apos
a apresentacgao desses temas, é dado a definicdo formal sobre comprimento de arco,
apresentando algumas observagbes e em seguida a definigdo sobre curva
parametrizada pelo comprimento de arco, neste livro 2, Delgado e Frensel (2017),
utilizam uma organizagao baseada em definicdo e observagdes ou preposi¢cdes, com
consequéncias das definicdes, tornando interessante ao estudante e ao professor que
pode utilizar-se dessas consequéncias para enriquecer o conhecimento do conteudo,
entretanto é interessante que o professor intermedeie de acordo com o0 andamento da
turma os exemplos e observagdes que devem demonstrar e apresentar, pois hosso
objetivo € em uma disciplina introdutoria.

No livro 1, ndo é fornecido tantas informag¢des sobre o tema, o autor busca
uma apresentacao breve e sem exemplos, com o foco voltado aos exercicios, que vao
fazer os estudantes demonstrar consequéncias desta definicdo, toda via, esta forma
de aprendizagem ¢€ interessante a estudantes da pdés-graduagao, aos quais poderao
utilizar com maestria ferramentas estudadas em cursos de analise em varias variaveis,

nao se tornando interessante a estudantes da graduacéo.

Questao 4: Mediante aos conceitos apresentados, como os autores abordam o
conceito de Curvatura?
-T1Q,: Construcao da definicao de curvatura

t,(T1Q4): Por meio do Calculo
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t,(T,Q,): Por meio da Algebra Linear

t;(T,Q,): Por meio de figuras geométricas

-T,Q,4: Organizar de forma coerente dentro do capitulo

t:(T,Q,): Dentro das formulas de Frenet.

t,(T,Q,4): Apos o conceito de curva parametrizada pelo comprimento de arco.

t;(T,Q,4): Apos o conceito de Produto Vetorial.

[6,0],: O tema curvatura é muito importante dentro da geometria diferencial, entdo é
necessario que a abordagem deste conceito esteja estruturado da melhor forma e
organizado de uma coerentemente (T,Q,4) dentro do capitulo, e a definicdo (T1Q4)
bem apresentada, e com isso justificando as técnicas escolhidas dentro deste bloco

teorico-tecnologico.

Quadro 6: Analise das tarefas da questao 4 (Q,)

Livro1 | Livro 2
T, t1(T1Q4) X X
t2(T1Q4) X X
t3(T1Q4) X
T, t1(T2Q4) X
t2(T2Q4)
t3(T2Q4) X

Fonte: Construgdo nossa (2022)

Quando estamos falando em curvatura, estamos falando num dos temas mais
importantes dentro da Geometria Diferencial, pois com este resultado podemos
chegar nos principais teoremas deste conteudo, entdo a forma como os livros textos
abordam este conceito € de imensa importancia para o decorrer da disciplina, sendo
assim analisamos por meio da praxeologia a forma organizacional e os caminhos
utilizados para a definigdo formal.

No livro 1, notamos a utilizacdo das trés técnicas elaboradas, ou seja,
t,(T1Q,) , t;(T1Q4) € t3(T1Q4), porém esta definicdo é posta como primeiro tdpico
do subcapitulo teoria local de curvas parametrizada pelo comprimento de arco, e apds

outro subcapitulo denominado produto vetorial, assim o professor que escolher este
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livro como referéncia para a disciplina, precisa orientar seus estudantes sobre a
organizagao deste tema dentro deste subcapitulo para que nao ocorra confusées
durante o processo de aprendizagem deles, este tema como mostrado no mapa
mental no inicio deste trabalho, ndo requer uma ligacao entre o produto vetorial, entdo
Carmo (2012) aplica este conceito apds o produto vetorial, com o intuito de apresentar
as férmulas de Frenet, sendo assim, ndo dedica um espago maior para o tema
curvatura. Entretanto o autor trabalha de forma superficial, porém eficaz para enunciar
a definigado, utilizando as técnicas mencionadas acima, que alunos da graduagao

podem compreender o conceito desta defini¢do.

Figura 10: Vetor tangente (a’(s)) e curvatura (a''(s))

’niﬂ
S
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Fonte: CARMO (2012, p.20)

Delgado e Frensel (2017), livro 2, optam por um caminho diferente, comegam
abordando alguns resultados dentro do subcapitulo formulas de Frenet, ainda sobre
curva parametrizada pelo comprimento de arco, constroem resultados que os leva a
apresentar a curvatura, entretanto ndo é apresentado como definicdo, mas como
consequéncia de resultados algébricos em conjunto com uma notacio utilizada no
calculo, por isto que marcamos nas técnicas t;(T1Q,4) € t,(T1Q4), além disto, o livro
aborda uma observagao com a interpretacdo geométrica da curvatura, mesmo sendo
geomeétrico nao é abordado figuras e o plano cartesiano com a curva para que torne
mais ludico ao estudante, e por isso ndo contemplamos com a t3(T{Q,).

Como observado no livro 1, o livro 2 também ndo destina um subcapitulo

baseado na curvatura, Delgado e Frensel (2017) fazem uma distingdo em dois
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capitulos sobre o conteudo de curvas em planas e no espaco, temos que ressaltar
que no caso das curvas planas este conceito de curvatura é abordado como
consequéncia das formulas de Frenet, e no caso das curvas espaciais, segue o
mesmo raciocinio do livro 1, abordando o conceito apés o produto vetorial como

definicdo no subcapitulo teoria local de curvas no espaco.

Questdo 5: Para o andamento do contetido é necessario conceitos de Algebra
Linear como o Produto Vetorial, entdo como é estruturado o Produto Vetorial?
-T1Q5: Apresentar o tema

t1(T,Qs): Dentro de um capitulo.

t,(T,Qs): Dentro de outro capitulo a medida que for necessario o uso.

-T,Q5: Determinar propriedades do produto vetorial

t:(T,Qs): Demonstragao formal matematica.

t,(T,Qs): Demonstracdo por meio de imagens.

t;(T,Qs): Sem demonstragéo

t,(T,Qs): Sem demonstracao, referenciando um texto que a contenha.

[6,0]s: Neste bloco tedrico-tecnoldgico temos que o discurso que o justifica dentro
das tarefas T{Qs e T,Q5, € 0 suporte para os temas posteriores, principalmente para
as formulas de Frenet, sendo assim, muitos textos que tratam de curvas tendem a
apresentar este topico para que o leitor se situe com todos os passos construidos

dentro das demonstragdes.

Quadro 7: Analise das tarefas da questédo 5 (Qs)

Livro1 | Livro 2
T, t1(T1Qs) X X
t2(T1Qs)
T, t1(T2Qs) X
t2(T2Qs)
t3(T2Qs) X
t4(T2Qs)

Fonte: Construgdo nossa (2022)
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O produto vetorial € muito importante para os estudos em curvas e superficies,
logo € importante analisar como esses livros apresentam o tema. Notamos que nos
livros 1 e 2, apresentaram o tema utilizando a técnica t,(T;Q,), dando uma pausa no
conteudo e abordando o capitulo, no caso do livro 2, por ser dividido em curvas planas
e espaciais, este tema s6 foi abordado no capitulo sobre curvas espaciais, pois se faz
presente em 3 dimensdes ou mais o produto vetorial, logo nao fara sentido utilizarmos
curvas planas em nossa analise.

No produto vetorial temos algumas propriedades muito importantes, como a
anti-comutatividade, linearmente dependente (Ld), linearmente independente (Li),
entre outros, sendo assim, € interessante que os livros trabalhem essas propriedades
para que nao precisem estar justificando quando a utilizagdo, entdo segue disto que
estes livros utilizam de um capitulo dedicado ao produto vetorial, para que possam
utilizar tais conceitos e propriedades durante o decorrer do livro.

Os autores construiram de forma semelhante o capitulo, diferenciando a forma
como demonstraram as propriedades, no livro 2, Delgado e Frensel (2017)
demonstram todas as propriedades com uma linguagem bem acessivel e comumente
visto em Algebra Linear, porém com todos os passos e aplicacdes, entdo mesmo que
o estudante nao lembre de como é demonstrado ou onde é utilizado estas
propriedades, ira relembrar.

Entretanto o livro 1, Carmo (2012) preferiu omitir as demonstragdes, afirmando
que as mesmas podem ser verificadas sem dificuldades por serem conhecidas dos
determinantes, sendo assim fica a cargo do estudante procurar em algum outro livro
que aborde o tema, ou para os mais assiduos, fazer as demonstracdes a partir dos
seus conhecimentos prévios, pode ser interessante para o professor da disciplina

pedir que seus alunos demonstrem para por a prova os conhecimentos pré-estudados.

Questao 6: Como esta organizado as Formulas de Frenet?
-T1Q¢: Apresentar o tema

t1(T1Q4): Dentro de um capitulo.

t,(T,Q¢): Dentro de outro capitulo a medida que for necessario o uso.
-T,Q¢: Determinar os vetores e constantes

t,(T,Q¢): Utilizacdo de Algebra linear omitindo os passos.

t,(T,Qs): Utilizagao de Algebra linear demonstrando todos os passos.
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t;(T,Q,): Utilizando proposicdes e observagdes apresentando novas consequéncias
dos resultados.

-T3Q¢: Determinar as formulas de Frenet

t,1(T5Q¢): Organizado em um subtdpico.

t,(T5Q4): ApOs a determinagao algébrica dos vetores ortogonais.

t;(T53Q,): Dentro do texto corrido.

[6,0],: Dentro do conteudo de curvas as formulas de Frenet, tem um papel
fundamental da determinagédo do teorema fundamental, logo as técnicas escolhidas
dentro das tarefas T1Q¢, T2Q6 © T3Q4, S80 buscando uma organizacdo adequada e
bem demonstrada para que o estudante ndo cometa erros de interpretacao,

justificando o bloco tedrico-tecnolégico.

Quadro 8: Analise das tarefas da questado 6 (Qg)

Livro1 | Livro 2

T, t1(T1Qe¢) X

t2(T1Q¢) X X
T, t1(T2Qe) X

t2(T2Q¢) X

t3(T2Qe) X
T t1(T3Qs) X

t2(T3Qe) X X

t3(T3Q6) X X

Fonte: Construgdo nossa (2022)

O tema sobre formulas de Frenet € a base para o teorema fundamental das
curvas, e utiliza dos conceitos anteriores, entdo nota-se uma grande importancia em
analisar este topico, diante disto, notamos alguns pontos em relagdo a organizagao e
construgao que serao muito relevantes para esta analise.

O livro 1 nao utiliza um subcapitulo para a construgdo deste tema (t,(T1Q53)), €
a partir da definicdo de curvatura que comeca a construcao para as formulas de
Frenet, e mediante aos paragrafos que as equagdes vao sendo formadas, séo

omitidas grande parte das construgbes sem apoio ilustrativo do que esta sendo
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formado a partir das equacgdes, dificultando ao estudante da graduagéo, necessitando
que o estudante tenha uma certa habilidade de identificar o que esta sendo concluido

em cada passo que segue, abaixo mostra um exemplo retirado do livro 1.

“Nos pontos onde k(s) # 0, fica bem definido pela equagdo a'(s) = k(s)n(s), um
vetor unitario n(s) na direcdo de a''(s). Além disso, a''(s) é normal a a'(s), pois
derivado a'(s) . a'(s) = 1 obtemos a’'(s) . a’'(s) = 0. Assim, n(s) é normal a a'(s) e
é chamado o vetor normal em s. O plano determinado por a'(s) e n(s) é chamado
plano osculador em s.” (CARMO 2012, p.21)

Em seguida mostra uma ilustracéo do plano osculador.

Figura 11: Plano Osculador

Fonte: CARMO (2012, p. 21)

Entretanto, mesmo com este auxilio ainda sim pode dificultar a visualizagao do
que esta ocorrendo no passo a passo desta construgdo, e desta forma segue até a
apresentagao das formulas de Frenet, sem mais auxilio de imagem com passagens
algébricas.

Com tudo, no livro 2, temos que dividir nossa andlise rapidamente em duas
partes, a parte com as curvas planas e outra com as curvas espaciais. Nas curvas
planas contidas no primeiro capitulo, as formulas de Frenet sdo desenvolvidas em um
capitulo que segue a partir da parametrizagdo pelo comprimento de arco, e
algebricamente desenvolve os vetores e constantes relevantes para as formulas, e
enuncia as formulas de Frenet em duas dimensdes que é composto pelo diedro
{t(s),n(s)} satisfazendo as seguintes equacdes:

{ t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s)

Formando as férmulas de Frenet em uma curva plana.
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No caso das curvas espaciais, se faz necessario o uso do produto vetorial,
sendo assim, o livro 2 faz todas as passagens demonstrando algebricamente com o
uso do produto vetorial, vale ser ressaltado que n&do é destinado novamente um
subcapitulo para as formulas e por isto na tabela estd marcado as duas técnicas
t,(T3Qs) e t3(T3Q35), uma sendo para o caso planar e outra espacial. Como as
férmulas no caso planar ja foram desenvolvidos, o livro 2 pauta a busca na terceira
coordenada a derivada no binormal, e com o auxilio do produto vetorial, Delgado e
Frensel (2017) realizam as demonstragdes e observagdes que vao surgindo mediante
as demonstracodes, resultando nesta coordenada e na apresentagao das formulas no
espaco, vale ressaltar que o livro ainda apresenta alguns exemplos geométricos para
que o estudante consiga observar e entender melhor o funcionamento dessas
férmulas dentro do estudo de curvas, acrescenta a aplicagdo de algumas atividades
que o professor possa pedir que seus alunos resolva apds o entendimento destes

conceitos.

Questao 7: Como é estruturado o Teorema Fundamental Local das Curvas?
-T1Q7: Estruturar o Teorema

t,(T1Q5): Em um tépico sem definigéo.

t,(T1Q7): Em um tépico com definigao.

-T,Q-: Demonstrar o Teorema

t,(T,Q): Utilizando uma demonstragao formal abstrata

t,(T,Q-): Utilizagdo de imagens ludicas

t;(T,Q,): Utilizacao de Algebra Linear

t4(T,Q-): Utilizagdo do Calculo

ts(T,Q,): Utilizagdo da Analise Real

to(T,Qg): Utilizagao de Equagdes Diferenciais

[6,0],: A discursdo que justifica este bloco tedrico-tecnoldgico, é a apresentacdo do
Teorema Fundamental Local das Curvas, tendo como principal observacdo os
métodos utilizados e da estrutura como foi determinado pelos autores, tendo em vista,
que estudantes da disciplina na graduacdo possam compreender os conceitos

abordados e como foi feito a demonstracao.
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Quadro 9: Analise das tarefas da questdo 7 (Q-)

Livro1 | Livro 2

T, t1(T1Q7)

t2(T1Q7) X X
T, t1(T2Q7) X X

t2(T2Q7) X

t3(T2Q7) X X

t4(T2Q7) X X

t5(T2Q7)

t5(T2Qs) X X

Fonte: Construcdo nossa (2022)

Em suma chegamos ao teorema fundamental local das curvas, em nossa
analise notamos algumas diferencgas entre a estruturagao do teorema, porém a maior
diferencga ficou com relagdo a demonstragao.

No livro 1, Carmo (2012) apresenta o teorema no mesmo escopo que foi
apresentado as definigdes, sendo que agora temos a demonstragéo do teorema, vale
ressaltar que o livro nao aborda a demonstragcao por completa, pois como o proprio
autor afirma que a demonstragado completa deste teorema exige o conhecimento sobre
existéncia e unicidade de solucdes de sistemas de equacdes ordinarias e que pode
ser encontrada no proprio livro em um apéndice, porém utiliza notacdes e conceitos
de analise em varias variaveis que o autor preferiu omitir, entretanto a prova da
unicidade é apresentado com uma linguagem um pouco mais robusta, mas que
dependendo do nivel de conhecimento dos alunos o professor pode apresentar ou
omitir e trabalhar apenas com as consequéncias € as aplicacdes deste teorema.

No livro 2, Delgado e Frensel (2017) optaram por apresentar o teorema nas
curvas planas, e separaram em trés topicos, aos quais sdo os mesmos do livro 1
sendo no R?, no caso R? o teorema é provado passo a passo de acordo com os
tépicos e antes de ser demonstrado o livro apresenta um lema, servindo de auxilio
para a prova do teorema, como estamos no caso R?, a demonstragdo n&o precisa de

conhecimentos avangados, a demonstracéo € baseado no calculo e em algebra linear,
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apresentando uma linguagem menos rebuscada e mais acessivel para o estudante
de graduacéo.

No caso R3, o livro 2 utiliza a técnica ts(T,Qg) assim como o Carmo (2012),
porém utilizando uma notagdo menos rebuscada ao estudante de graduagao,
certamente 0 mesmo precisa entender os conceitos anteriores para que entenda o
processo da demonstracdo utilizada, e algumas técnicas usadas na Algebra Linear
como derivagdes de produtos internos, para que seja entendido a demonstragao,
entdo ao estudante que estara cursando a disciplina utilizara todos os conhecimentos
estudados para o entendimento da demonstracao e do teorema, tornando uma é6tima
prova de conhecimentos ao término do estudo de curvas.

Diante desta analise, notamos que o livro Carmo (2012) inicialmente torna-se
um grande material de apoio, utilizando uma notagcdo simples e com grande
familiaridade ao estudante da graduagao, porém ao decorrer do conteudo, nao
aprofunda o necessario para que possa servir de referencia para a disciplina,
entretanto, € sob este aspecto que o livro do Delgado e Frensel (2017) atua
fortemente, com observagdes e exemplos, facilitando ao aluno o entendimento, a
principio isso pode assustar alguns estudantes, porém ao decorrer das definigcbes se

mostra viavel seguir desta forma.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho nos propusermos a uma analise em dois livros textos que séo
comumente escolhidos por esta disciplina, levando com base na praxeologia a luz da
Teoria Antropologica do Didatico, buscando compreender qual livro estaria mais
adequado a uma disciplina introdutéria, tendo como principal objetivo o conteudo de
Curvas Diferenciaveis.

Os livros 1 e 2 se mostraram bem estruturados, seguindo caminhos em
momentos, distintos, porém buscando os mesmos resultados, o livro 1 se mostrou
mais sucinto, porém com uma linguagem acessivel, ressaltando a organizagdo do
autor em omitir passos mais avang¢ados e sugerindo capitulos e subcapitulos
adequados a diferentes niveis de conhecimento dos estudantes que tem a intencao
de ler e estudar. O livro 2 apresentou-se mais completo com todos os passos sendo
demonstrados, com observagdes, em geral, com consequéncias dos resultados com
uma linguagem bem acessivel a estudantes da graduagéo, porém em alguns aspectos
abordando conceitos avangados e novos, aos quais ndo sao recomendados a
estudantes ainda na graduacao.

Entretanto, mesmo com esses aspectos, apds nossa analise a luz das técnicas
apresentadas, o livro 2 do Delgado e Frensel (2017) se mostrou bem estruturado a
um primeiro curso em Geometria Diferencial, apresentando nas definigdes,
construgdes do passo a passo, e organizando os conteudos bem determinado, como
por exemplo, primeiro apresentando as curvas planas e seus aspectos e apds as
curvas espaciais com seus aspectos. O livro 1 do Carmo (2012) trabalha o conteudo
de curvas rapidamente para que o estudante possa chegar logo em superficies que
sera estudado afundo num curso de pds-graduagao, porém inicialmente mostrou-se
ser bem elaborado para estudantes que ainda estdo na graduagao utilizando uma
linguagem simples e conhecida do calculo diferencial. Logo apdés nossa analise
apoiando-se na Teoria Antropologica do Didatico sob a organizagdo praxeologica
proposta por Yves Chevallard descrevendo a praxeologia sob a ética das técnicas,
tarefas, teoria e tecnologia, concluimos que tanto o livro 1 quanto o livro 2 podem
servir de bibliografia para a disciplina de introdugcao a geometria diferencial, além
disso, o docente da disciplina pode utilizar ambos os livros para um suporte mais

estruturado nesta disciplina.
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Esperamos que possam surgir mais analises em livros didaticos utilizando essa
organizagao praxeolégica desenvolvida por Chevallard, auxiliando na selegéo de

livros didaticos para muitos professores.
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