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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar o papel que o grupo simplético desempenha no
estudo dos sistemas Hamiltonianos periddicos lineares fortemente estaveis. Para isso, iremos
fazer uso de ideias desenvolvidas por Krein, Gelfand e Lidskii no século passado e recentemente
trabalhadas sob um novo ponto de vista na referéncia [1]. Iremos identificar um sistema
Hamiltoniano linear periédico fortemente estavel x = A(t)x com a sua matriz A(t) que
chamaremos de matriz fortemente estavel. Relacionaremos a este sistema o indice de Gelfand-
Lidskii n(A), que sera a classe de homotopia do caminho fechado Q(¢) no grupo fundamental
do grupo simplético, onde Q(t) é a matriz periédica numa decomposicdo de Floquet X(t) =
Q(t)e'® do matrizante da equacio x = A(t)x. Diremos que duas matrizes fortemente estéveis
A1 (t) e Ay(t) estdo no mesmo dominio de estabilidade se existir uma homotopia ligando ambas
de modo que cada elemento da homotopia também seja uma matriz fortemente estavel. O

indice de Gelfand-Lidskii nos dard uma maneira de classificar os dominios de estabilidade.

Palavras-chaves: grupo simplético; sistemas Hamiltonianos periédicos lineares fortemente

estaveis; teoremas de Krein-Gelfand-Lidskii; indice de Gelfand-Lidskii.



ABSTRACT

In this work we study the role of the symplectic group in the study of strongly stable linear
Hamiltonian systems with periodic coefficients. To this end we follow the ideas developed by
Krein, Gelfand and Lidskii in the last century and recently work out from a new point of view
in the reference [1]. We will identify a strongly stable linear Hamiltonian system with periodic
coefficients x = A(t)x with the coefficient matrix A(t) which we will call a strongly stable
matrix. We assign to such a system the Gelfand-Lidskii index n(A) which is the homotopy class
in the fundamental group of the symplectic group of the closed path Q(¢) in the symplectic
group, where Q(t) is the periodic matrix in a Floquet decomposition X(t) = Q(t)e!® of the
matrizant of the equation x = A(¢)x. We say that two strongly stable matrices A;(¢) and
As(t) belong to the same stability domain if there exists a homotopy connecting them in such
a way that each element of the homotopy is also a strongly stable matrix. The Gelfand-Lidskii

index will give us a way of classifying the domains of stability.

Keywords: symplectic group; strongly stable linear Hamiltonian systems; theorems of Krein-

Gelfand-Lidskii; Gelfand-Lidskii index.
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1 INTRODUCAO

O estudo da estabilidade de um equilibrio de um sistema mecanico é um problema de
consideravel importancia. Quando a parte quadratica do Hamiltoniano que descreve a dindmica
do sistema n3o é definida positiva (ou negativa) temos um problema dificil de ser tratado.
Quando o sistema tem dois graus de liberdade, um teorema de Arnold permite analisar a
estabilidade do equilibrio, mas para sistemas com mais de dois graus de liberdade ou para
sistemas que dependem do tempo o problema da estabilidade de um equilibrio ndo conta
com nenhum resultado semelhante e é portanto extremamente dificil. Nesse caso torna-se
um problema relevante a analise da estabildade do sistema linearizado numa vizinhanca do
equilibrio. Essa necessidade ja era percebida muito antes do teorema de Arnold. A escola russa
da década de 1950, continuando os trabalhos de Lyapunov no século dezenove, deu um grande
avanco nesses estudos, principalmente com os trabalhos de Krein, Gelfand e Lidskii. Esse é
o tema desta dissertacao. Uma referéncia muito importante que cobre bem esses estudos é o
livro (bastante denso) de Yakubovich e Starzhinskii intitulado de Linear Differential Equations
with Periodic Coefficients.

No capitulo 2 estudaremos o grupo simplético. Veremos que o grupo simplético surge de
forma muito natural ao estudarmos as mudacas de variaveis que preservam sistemas Hamiltoni-
anos. Uma vez apresentado o grupo simplético, demonstraremos algumas das suas propriedades
basicas. A seguir faremos o estudo das matrizes Hamiltonianas que ird desempenhar um papel
fundamental em todo o texto.

Definimos em K?" o chamado colchete de Poisson, como sendo a forma bilinear, denotada
por {,}, definida como {z,w} = zTJw. O colchete de Poisson é uma forma bilinear antissi-
métrica ndo degenerada; mais geralmente, chamaremos uma forma bilinear antissimétrica nao
degenerada w num espaco vetorial V' de forma simplética. Dizemos que V' munido da forma
w € um espaco simplético. Partindo disso, estudaremos a dlgebra linear simplética.

Por fim, dedicaremos as tltimas paginas do capitulo 2 ao estudo de uma forma normal para
uma matriz Hamiltoniana A dada. Para isso, dividiremos os autovalores de A em trés grupos;
reais: aq, ..., g, imaginarios puros: i3y, ...,1[3; € complexos que possuem parte real ndo nula:

Y + 01, ..., ¥s + 1d5. Com isso, denotando 1(A) como o autoespaco relacionado ao autovalor



A, encontraremos uma forma candnica para a restricao de A aos seguintes subespacos:

U; = n(—a;) ®nlay), V;=n(iB;) ®n(iB;)

Zj = [n(y; +1i6;) ®n(yy —i0;)] ® [n(—; + ;) & n(—y; — id;)].

O nosso caso de maior interesse vai ser o de encontrar a forma normal de A restrita a cada V.
E esse sera o caso que estudaremos mais a fundo. Seguindo nessa linha, iremos considerar o
caso em que temos um autovalor imaginario puro i3 de A com multiplicidade igual a k. Com
isso, devemos considerar o subespaco U = n'(i3) @ n'(—if3), onde n'(i3) é o autoespaco
generalizado com respeito ao autovalor i3, e dai teremos também uma forma canénica para
A restrita a U. Isso nos serd de extrema utilidade no capitulo seguinte.

No capitulo 3 estudaremos os sistemas Hamiltonianos lineares periédicos. Comecaremos
analisando quando um tal sistema é estavel e depois veremos quando é fortemente estavel.
Em particular, demonstraremos os teoremas de Krein-Gelfand-Lidskii que nos dardo condicoes
necessarias e suficientes para que tenhamos a estabilidade forte.

Para um sistema Hamiltoniano periédico linear
x = A(t)x (1.1)

com matrizante X(t), temos uma decomposicdo de Floquet X(t) = Q(t)e'®; que nesse caso
pode ser tomada como Q(t) sendo simplética 27-periédica e B Hamiltoniana real. Quando
tivermos a estabilidade forte, o indice de Gelfand-Lidskii n(A) de tal sistema serd definido
como a classe da curva fechada Q(t) no grupo fundamental do grupo simplético. Tal indice
ndo dependendera da decomposicao de Floquet que tomemos.

|dentificaremos o sistema ((1.1)) com sua matriz A(t), e dizermos que A(t) é fortemente
estavel quando tal sistema for fortemente estavel. Desse modo, dizemos que duas matrizes
Ai(t) e As(t) fortemente estveis estdo no mesmo dominio de estabilidade se existir uma
homotopia A(t, s) ligando ambas com a propriedade de que A(t, s) é fortemente estavel para
todo s.

Além disso, fazendo uso de um dos teoremas Krein-Gelfand-Lidskii quando tivermos a
estabilidade forte de , teremos que os autovalores de B serdo todos imaginarios puros
ndo nulos; e como B é tomada como real, para cada autovalor teremos que o seu conjugado
também serd um autovalor. Com isso, supondo que +iwy, ..., *iw, sdo tais autovalores com
wi > ... > w, > 0, definiremos a assinatura do sistema (|1.1)) como sendo o vetor § =

(01,...,0,), onde §; = {r;,s;} para um autovetor qualquer r; + is; de iw;. Veremos que a
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assinatura esta bem definida e que n3o depende da decomposicao de Floquet. Ainda, teremos
o conceito de disposicdo do sistema ([1.1)). Um dos nossos objetivos sera o de provar os dois
teoremas de Gelfand-Lidskii. O primeiro teorema diz que o dominio de estabilidade de uma
matriz fortemente estavel A(t) é dado pelas matrizes fortemente estaveis com o mesmo indice
e a mesma assinatura de A(t); o segundo teorema tem o mesmo enunciado trocando-se
somente a assinatura pela disposicao. Por fim, apresentaremos uma férmula para o indice de

Gelfand-Lidskii de A(t).
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2 0 GRUPO SIMPLETICO

2.1 INTRODUCAO

O grupo simplético desempenha um papel fundamental na mecénica, principalmente no
contexto da teoria dos sistemas Hamiltonianos, de que tratamos na Secdo[2.2] O grupo simplé-
tico é formado pelas matrizes simplétias e serd estudado na Secao . As matrizes simpléticas
esta relacionado outro tipo de matrizes que veremos na Secao [2.4], as matrizes Hamiltonianas.
Ao longo do texto ficard claro que estudar "coisas Hamiltonianas" mais ou menos equivale
a estudar "coisas simpléticas". Depois, estudaremos os espacos simpléticos e a algebra linear
simplética. Por fim, na ltima secdo estudaremos a forma normal para uma matriz Hamiltoni-
ana real A. Sendo m a ordem da matriz quadrada A, vamos escrever C™ como soma direta
de subespacos A-invariantes nos quais a expressao de A é bem simples. Esse Gltimo passo sera
muito importante para o proximo capitulo, no qual estudaremos a teoria de Gelfand-Lidskii

relativa a estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares periédicos.

2.2 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Um sistema Hamiltoniano é um sistema de equacdes diferenciais ordinarias da forma

oH oH
ayz7 yl al_z7 VZ E { Y 7n}7 ( )

onde H = H(x1, ..., Tn, Y1, .., Yn,t) € uma funcdo diferencidvel definida em algum aberto de

T

R2"*+! assumindo valores reais. A funcio H é chamada de funcdo Hamiltoniana ou, simples-
mente, Hamiltoniano do sistema (|2.1]).

Usaremos as seguintes notacoes:

OH OH OH OH
PRI (SN AR (U A
v o0x ox, y=Vy oy OYn
0o 97,
Além disso, escrevemos g—g como V. H. Denotemos por J, a matriz ,onde J,,
-J, O

é a matriz identidade n X n. Escreveremos J,, e J»,, simplesmente como J e J, respectivamente,
a menos que se faca necessaria mencdo sobre a ordem de tais matrizes. Fazendo uso de tais

definicdes, podemos escrever o sistema ([2.1) como

x=Hy, y=—Hy;
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ou, de forma mais compacta:
z=JVH,

com V H sendo o gradiente de H, isto é, VH = (g—g, - g—ﬁ, ey 3711).

Neste capitulo estaremos considerando Hamiltonianos autonomos, ou seja, Hamiltonianos
que ndo dependam diretamente da varidvel t. Sendo assim, neste capitulo usaremos a notacio
H(z) = H(z1,...,%n, Y1, ...Yys) para designarmos um Hamiltoniano. O caso ndo auténomo
é bem mais dificil de ser estudado. Mas no contexto espécifico da teoria de Gelfand-Lidskii

iremos considerar sistemas Hamiltonianos n3do auténomos.

Agora, vejamos alguns exemplos de sistemas Hamiltonianos.

Exemplo 2.1. Sejam n pontos materiais (particulas) P, ..., P, no espaco, onde cada P; possui
massa m; e vetor posicdo x;. Suponhamos que no sistema formado por tais particulas esteja
atuando uma forca derivada de um potencial V (x1, ..., X,). A segunda Lei de Newton nos diz

que

Fazendo a substituicdo y; = m;x;, obtemos o vetor momento y; da i-ésima particula. Com

isso, transformamos o sistema (2.2)) no sistema de primeira ordem

1
X;i=—Yi; Yi=—VxV, Vi€ {17 ,n} (2'3)
my

Para vermos que tal sistema é um sistema Hamiltoniano, denotando x = (x1,...,X,), y =

(¥1,-..,¥n), basta definirmos

n

Hx,y) =3 5 vl + Vo).

=1 g

A partir dai, o sistema (2.3)) é equivalente a

i; =V, H, y;=-VH, VYie{l, . n}

n
1
Além disso, a expressioT = 5 ||yi||* € a energia cinética do sistema (2.2]). Desse modo,
mA

i=1 g

temos a igualdade

H=T+V.

Assim, o Hamiltoniano neste exemplo nos da a energia do sistema (2.2)).
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Exemplo 2.2 (Problema dos n corpos). Consideremos o sistema formado por n particulas
Py, ..., P,, onde as unicas forcas em tal sistema s3o as forcas gravitacionais que cada particula
exerce em todas as outras do sistema. Como antes, suponhamos que cada particula P; tenha
massa m; e esteja na posicdo x; do espaco. Pelos estudos de Newton, a intensidade da forca

entre as particulas P; e P; é dada por

Gm;m;
Fy =,
[xi — x|
. o~ . . ~  Gm;m;
onde GG € a constante da gravitacdo universal. Para fazer sentido a expressdo % devemos
i X

nos restringir ao subconjunto de R® dado por A® (para um conjunto qualquer X, estamos
denotando por X¢ o complemento de X ), sendo A o conjunto dos pontos no espaco onde
X; # X;, se 1 # j; ou seja, A consiste nos pontos do espaco onde os corpos Pi, ..., P, colidem,

o chamado conjunto de colisdo. Desse modo, a forca em termos vetoriais que P; exerce em

5 i—Xj Gmim; (xi—X; :

P; é dada por F;; = F}; i = Zi (i %) Consequentemente, usando a segunda Lei de
J J I i =] [l

Newton, e somando as forcas que cada particula recebe, chegamos ao sistema de equacoes

em A° constituido por

n

. Vie{l,..n}. (2.4)

Fazendo V = > Gmam;

1<i<j<n

, o sistema (2.4)) torna-se equivalente a

|Ixi —x;

Isto é, V' é o potencial do sistema ([2.4)). Sendo assim, caimos na situacdo do exemplo anterior.
Consequentemente, o sistema (2.4]) é um sistema Hamiltoniano. Nesse caso, tomando y; =

m;X o momento da particula P;, podemos concluir que ({2.4)) pode ser escrito como

X.
' G=1, j#i ||XZ - Xj||3

my; B 3}%‘7
com H=T+YV, ondeT' é a energia cinética do sistema.

Exemplo 2.3. Consideremos o sistema cartesiano no plano e um segundo sistema de coorde-
nadas com a mesma origem do plano cartesiano, mas com a propriedade de que tal sistema
esteja em rotacdo em torno da origem com uma velocidade angular constante igual a w. Por
conseguinte, os vetores unitarios nos eixos das coordenadas nesse ultimo sistema sdo dados

em funcdo do tempo por e (t) = (coswt,sinwt), ex(t) = (—sinwt, coswt). Consideremos o
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problema de estudar a dindmica de uma particula em tal sistema de coordenadas, na qual age

uma forca derivada de um poténcial V. Tal problema consiste em estudar a equacao
r=VV,

onde r € o vetor posicdo da particula com respeito ao sistema de coordenadas que esta em

rotacdo. Escrevendo r = ey + ney e usando que €, = we,, €, = —we;, obtemos

i = (€ — 2w — w)er + (7} + 2wE — wn)e.

Donde, tomando V = %—‘gel + %—‘;eg, a equacdo i = V'V torna-se equivalente a

: oV
i+ 2wE — w’n = o (2.5)

5_2(“”7_("]25:80‘5/7

Fazendo uso da substituicdo de varidveis x1 = &, xo =1, Yy = 3 —wn, Yo = N+wé, e tomando
1
H(z1, 22, y1,Y2) = §(y% +15) + w(ways — 21y2) — V(21.72),
o sistema ([2.5)) transforma-se em

T = H

Y1

T9 = H

Y2

yl - _H.’El; 3)2 - _ng'

Denotando por z = (x,y) um vetor genérico em R?*", consideremos uma mudanca de

varidveis (a qual estaremos supondo ser pelo menos C)

X = ¢(u7 V)7 y= 77/}(11, V)a (26)

com u e v variaveis dependendo do tempo. Estudemos quando tal mudanca de variaveis pre-
serva qualquer sistema Hamiltoniano dado; isto é, sendo z = JV H um sistema Hamiltoniano,
quando H considerada como funcdo nas variadveis u e v é ainda um Hamiltoniano em tais

variaveis; ou seja, quando a funcdo H*(u,v) = H(¢(u,v), ¥ (u,v)) satisfaz
u=V,H"(u,v), v=-V,H(uv). (2.7)

Derivando as expressdes x = ¢(u,v) ey = 1»(u, v) com respeito ao tempo, 0 que conseguimos

S30 as expressoes

X =XyU+ XyV, Y =Yuu+yyV, (28)
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com X, = Xyu(u,Vv) sendo a matriz Jacobiana da funcdo na varidvel u dada por ¢y (u) =
¢(u,v). Também, escrevemos como D, ¢ tal matriz Jacobiana. De forma anéloga definimos

Xy. Escrevendo o sistema ([2.8]) na forma matricial, ficamos com

b's u Xu Xy
=M , onde M = : (2.9)
y v Yu Yv
Agora, a partir de H*(u,v) = H(¢(u,v),¥(u,v)), e tomando um vetor w em R",

chegamos em

(Hy,w) =DyH*W = DyH(Dywopw) + DyH(Dytp w)

= (Hy, XuW) + <Hya YuW) = (X3 Hx, W) + <yLHyaW>'
Analogamente, (H}, w) = (xTHy, w) + (yI Hy, w). Consequentemente,
H, = x\Hx +yiHy, H;=x{Hx+yjHy.

Matricialmente, ficamos com a expressao

H H,
= M7 . (2.10)
H: H,
u u
De ([2.10]), obtemos que = JVH* é equivalente a = JMTV H, a qual, por sua vez,
v v
u X
implica em M = MJIMTVH. Logo, usando ({2.9), conclui-se que = MIMTVH.
v y
X
Por consequéncia, da expressao = JV H, chega-se a
y

IVH = MMV H.

Uma vez que essa expressdo vale para qualquer que seja o Hamiltoniano H, considerando
Hi(x1, oo Ty Y1y ooy Un) = x4, s @ € {1,....,n} ou Hi(1,....,Tp, Y1, -, Yn) = Yi, €CaSO i €

{n+1,...,2n}, e substituindo na expressdo acima, concluimos que

J = MIM. (2.11)
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Desse modo, o que mostramos foi que se a mudanca de varidveis (2.6)) preserva qualquer
sistema Hamiltoniano; ou seja, se vale a relacdo (2.7 para qualquer Hamiltoniano H, ent3o
valera a relacdo (2.11)).

Reciprocamente, suponhamos que a relacdo ([2.11)) seja valida. A partir daf,

u 1 X 1
=M" =M JgVH =JM'VH = JVH".
v y
Concluimos, portanto, que a mudanca de variaveis ([2.6)) preserva qualquer Hamiltoniano

se, e somente se, a sua matriz Jacobiana M satisfaz a relacdo (2.11]).

2.3 O GRUPO SIMPLETICO

Para um corpo K, denotemos por M, «,,(K) o conjunto das matrizes n x m sobre K.
Quando n = m, usaremos a notacdo M, (K) = M, «,(K).
Tendo em vista tudo o que foi feito até entdo, consideremos o conjunto das matrizes

simpléticas de ordem 2n
Sp(2n,R) := {M € My, (R) : MM = J}.

Portanto, estudar o conjunto Sp(2n,R) é equivalente a estudar as mudancas de variaveis que
preservam sistemas Hamiltonianos; dai a importancia fundamental de se estudar tal conjunto.
A matriz J (que é simplética) é chamada de matriz simplética canénica. As seguintes

propriedades de J, de verificacGes imediatas, serdo usadas ao longo de todo o texto:
P=-3, J'=-3, 3'=-4, JI=1
Devemos perceber que a relacao equivale a
MTIM = g. (2.12)

Provemos tal afirmativa. Aplicando a funcao determinante em ambos os lados da equacao
(2.11)), concluimos que det(M) é igual a 1 ou —1. Com isso, supondo a validade de (2.11)), o

que temos é

MTIM = (M) (MIMT)IM = J'M19IM = - MM = g.
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Reciprocamente, suponhamos que vale , e denotemos A = MJMT. Multiplicando ambos
os lados dessa igualdade por MTJ e usando a hipétese, chegamos na expressio J2MT = MTJA,
a qual é equivalente a —MT = MTJA. Por fim, multiplicando ambos os lados por M~TJ~1,
encontramos A = —J~! = J. Temos, portanto, a equivaléncia desejada.

Transformacdes que satisfazem a relacdo (2.11]) sdo chamadas de transformacées simplé-

ticas.

Ao trabalharmos com uma matriz M quadrada de ordem 2n, escrevemos M =

com A, B, C e D matrizes n X n.
A proposicdo seguinte nos dird, em particular, que Sp(2n,R) é um grupo; e o chamaremos
de grupo simplético de ordem 2n. Quando estiver clara a ordem, usaremos apenas o termo

grupo simplético.

Proposicao 2.1. Para o conjunto Sp(2n,R), temos as seguintes proposicées:
(@) As matrizes J e J sdo simpléticas.

(b) Se My, M, € Sp(2n,R), entdo MM, € Sp(2n,R).

(c) De M € Sp(2n,R), chega-se a MT, =M € Sp(2n,R).

(d) CasoM € Sp(2n,R), vale que M~ = JMTJ ™1, e, consequentemente, M~* € Sp(2n, R).

A B
(e) Suponhamos que M € R*", e que M = . Com isso, M € Sp(2n,R) se, e
¢ D
somente se
ATC=CTA, B™D=D'B, A™D -CB=17. (2.13)

A condicdo acima pode ser substituida pelas igualdades

ABT = BAT, CDT=DET, ADT— BECT =7. (2.14)

Demonstracdo. A prova destes cinco itens consiste apenas de faceis verificagdes. O item (e),

em particular, prova-se fazendo-se uso das relagdes (2.11]) e (2.12). O

Exemplo 2.4. Um exemplo importante de transformacdo simplética é o que define as coor-

denadas acdo-dngulo I, = (23 + y3), Op = arctan(¥), k=1,...,n dada por:

T = 2[kCOS(9k), Y = QIkSGH(Qk), k= 1, ey N
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com1 = (L,..,1,), 0 = (01,...,0,). Fazendo uso das relacées (2.14)), é facil ver que as

funcées ¢(1,0) = x e (I,0) =y constituem uma transformacdo simplética.

Ja sabemos que o determinante de uma matriz simplética real M é igual a 1 ou —1. Vamos

provar que temos det(M) = 1. Para isso, precisaremos da proposicdo a seguir.
Proposicao 2.2. Para uma matriz real inversivel A, existem duas decomposicées
A=P0, A=07,

com P, P positivas definidas e O, O’ ortogonais. Ainda, se A for simplética, entdo P, P’ O, O’

serdo simpléticas.

Demonstracdo. Comecemos percebendo que uma matriz real positiva definida e simétrica
possui uma raiz positiva definida. De fato, suponhamos que B seja positiva definida e simétrica.
Sendo B real e simétrica, existe uma matriz inversivel P com P 'BP = diag[A1, ..., A\n),
e cada \; sendo real. Além disso, como B é positiva definida, cada )\; é positivo. Com
isso, P diag[v/ A1, ..., /APt é raiz de B. Ainda, Como o produto de matrizes positivas
definidas é positiva definida e P~! e diag[\v/A1, ..., v/A\,] sdo positivas definidas, segue que
P-Ydiag[\/A1, ...,/ An|P = B é positiva definida.

AAT e ATA s3o positivas definidas e simétricas. Dessa maneira, tomemos P e P’ rai-
zes positivas definidas de AAT e ATA, respectivamente. A partir dai, sejam O = P1A e
O = A(P")~L. Verifica-se facilmente que O e O’ so ortogonais. Consequentemente, temos
as decompoisicdes desejadas A = PO, A" = O'P".

Agora, provemos a unicidade. Para isso, suponhamos que tenhamos outra decomposicao
A = P10, de modo que P; seja positiva definida e O; ortogonal. Logo, P;'P = 9,07
Denotemos O* = 0,071, O* é trivialmente ortogonal; Consequentemente, todos os seus
autovalores sao complexos de norma 1. Porém, se O*v = Av, entdo Pv = APyv; o que
implica que (Pv,v) = A(Pyv,v). Portanto, como P e P; sdo positiva definidas, A = 1. Com
isso, para todo autovetor v de O*, tem-se que O*v = v. Consequentemente, uma vez que
toda matriz ortogonal é diagonalizavel, O = J, e, portanto, O = O; e P = P;. De modo
analogo mostra-se a unicidade da segunda decomposicao.

Por fim, mostremos que se A é simplética, entdo P, P, O, O’ sdo simpléticas. Sendo A
simplética, o que temos é A~! = JLATJ. Portanto, supondo que temos a decomposicio
A = PO, obtemos O 1P~ = J71OTPTF = (J71OT)(J1PTJ). Mas, como J1O0TJ e O}

s3o ortogonais, e além do mais J71PTJ e P! sdo positivas definidas, por unicidade, segue
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que O ' =7710TJ e P = J1PTY. E com isso, O e P s3o simpléticas. Argumento semelhante
vale para mostrarmos que P’ e O’ s3o simpléticas.

]

Ambas as decomposicdes na proposicao acima sao chamadas de decomposicées polares da

matriz A.
Lema 2.1. O determinante de uma matriz simplética real é igual a 1.

Demonstracdo. Seja M uma matriz simplética. Como o determinante de M possui médulo
igual a 1, basta provarmos que det(M) > 0. Consideremos sua decomposicdo polar M = PO.
Como P é positiva definida, o seu determinante é positivo. Assim, para mostrarmos que o
determinante de M é positivo, basta provarmos que o determinante de O é positivo. Escrevemos

a matriz O como

A partir de OOT = J, obtemos
AAT+BBT =7, ACT+BDT =0, CAT+DBT=0, CCT+DDT=7. (2.15)

Sendo assim, multiplicando a primeira equacao acima a direita por D, multiplicando a segunda

equacdo a direita por B e subtraindo a primeira da segunda, chegamos em
AA™D — C"B) + B(B™D — DTB) = D.

Porém, usando que O é simplética, tem-se que A™D — C™B = J e B™D — DB = O.
Consequentemente, o que obtemos é A = D.
Fazendo o mesmo procedimento na terceira e quarta equacdo de ([2.15)), podemos concluir

que € = —B. Portanto, O é da forma

A B
(9 f—
-B A
J 47 J 7
Agora, consideremos a matriz Q = % , que possui inversa Q7! = %
J = —iJ 4J
Sendo assim,
A—1B O
0719Q =

O A+1iB
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Dessa maneira, usando que Q é unitéaria, e portanto det(Q)det(Q™') = 1, temos
det(0) = det(A — iB)det(A +iB) = det(A + iB)det(A +iB) > 0.
0

Continuemos com as transformacdes em (2.6) da secdo dadas por x = ¢(u,v) e

y = 1¥(u, V). Dessa vez, vamos procurar alguma condicdo para que
i 1
H (u7 V) = ;H<¢(u7 V)? 1/}(117 V))
seja um Hamiltoniano; ou seja, para que sejam validas as relacdes

u=Hi(uv), v=-—Hiu,v). (2.16)

Analogamente, como antes, teremos a relacdo

HY 1 Hy
= M7 :
gl * o H,
Xu Xy
onde M = . Se procedermos como anteriormente, ao invés de obtermos a relacdo
Yu Yv
(2.12), teremos
MTIM = pud. (2.17)

Com isso, valem as relacGes em (2.16|) se, e somente se, a relacdo acima (2.17)) é satisfeita.
Matrizes em R?" que satisfazem a relacdo (2.17]) s3o chamadas de matrizes ji-simpléticas
ou matrizes simpléticas com multiplicador .
Diferentementente de Sp(2n,R), o conjunto das matrizes p-simpléticas, em geral, ndo
formam um grupo. Para vermos isso, consideremos, por exemplo, o conjunto das matrizes

antissimpléticas reais, que sdo as matrizes M de M, (R) com
MTgM = —43.

O produto de duas matrizes antisimpléticas é uma matriz simplética. Portanto, ndo temos um

grupo no caso y = —1. Porém, dispomos do seguinte resultado anélogo a Proposicdo 2.1}

Proposicao 2.3. Se M € u,-simplética e N € uo-simplética, entdo aM (para o € R), MT,

M~ e MN sdo matrizes simpléticas com multiplicadores o, i1, ji;* € i1 12, respectivamente.
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Podemos também definir o conjunto Sp(2n,C) das matrizes simpléticas complexas de
ordem 2n; que sdo as matrizes em My, (C) satisfazendo a relagdo ([2.12). Para Sp(2n,C),
ainda continua valendo os itens da Proposicao [2.1} além de o determinante de uma matriz
simplética complexa também ser igual a 1.

Da mesma forma, definimos o conjunto das matrizes p-simpléticas complexas de ordem

2n como sendo o subconjunto de My, (C) das matrizes possuindo a propriedade ([2.17)).

2.4 MATRIZES HAMILTONIANAS

Se um sistema linear real em R?*" dado por z = Az é Hamiltoniano; isto é, se pudermos
escrever tal sistema como z = JV H(z), dizemos que A é uma matriz Hamiltoniana. Nesta

secao iremos estudar algumas equivaléncias da propriedade de uma matriz ser Hamiltoniana.

Proposicao 2.4. Uma matriz A real 2n x 2n é Hamiltoniana se, e somente se, A = J8, para

alguma matriz simétrica S.

Demonstracdo. Admitamos que A seja Hamiltoniana. Com tal hipétese, Az = JVH(z),
para algum Hamiltoniano H e todo vetor z de R?*". Diferenciando esta equac3o, obtemos
A = JD?H (z), sendo D?>H (z) a matriz Hessiana de H em z. Como D?H(z) é simétrica, isto

prova que A = J§, com & simétrica.
Reciprocamente, suponhamos que A = J§, para alguma matriz simétrica 8. Tomemos
H(z) = 5278z. A partir dai, VH (z) = 8z. Consequentemente, z = Az = J8z = JVH (z).
O

Proposicao 2.5. Para uma matriz A real 2n X 2n, os seguintes itens sdo equivalentes:

(a) A é Hamiltoniana.
(b) A =78, com § simétrica.
(c) ATJ+3JA = O.

(d) JA é simétrica.

Demonstracdo. A equivaléncia (a) <= (b) é o conteddo da Proposicdo [2.4]
Valendo-se de (b), chega-se a AT + JA = (38)7d + J(38) = 8T — 8 = O. Desse modo o

item (c) € satisfeito.
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Agora, caso tenhamos a validade de (c), obtemos (JA)T = —(ATH)T = JA; logo JA
simétrica, donde temos o item (d).

Por fim, suponhamos que seja valido (d). Sendo assim, denotando JA = 8, temos A =
J(—=8), com —§8 simétrica, o que implica em (b).

]

Proposicao 2.6. Para A e B matrizes Hamiltonianas, vale que A + B, A — B, aA para um

escalar real, AT e [A, B] := AB — BA sdo matrizes Hamiltonianas.

Demonstracdo. Usando a Proposicdo 2.5 prova-se facilmente que A + B, A — B, aA, AT
sdo Hamiltonianas. Agora, para provarmos que [A, B] é Hamiltoniana, basta usarmos que
A =78 e B =78, com 8; e 8y simétricas. Por conseguinte, chegamos em AB — BA =

(81382 — 82381); e como 818, — 8278, € trivialmente simétrica, temos o resultado. O

Tendo em vista a interpretacdo dada para o grupo simplético, espera-se que matrizes
Hamiltonianas e matrizes simpléticas tenham uma relacdo muito intima entre si; e esse € de

fato o caso. Tal relacdo ficard evidenciada ao longo do texto.

2.5 O COLCHETE DE POISSON

Fixemos nesta secao um corpo K.

Tendo vetores z e w em K??, podemos definir a seguinte forma bilinear:

{z,w} :=zTJw.

Denotemos por ( ,) o produto Euclidiano canénico em K™; isto é, para u = (uy, ..., Uy,), Vv =

(U1, ..y Uy) € K™, (u,v) é dado por

m
(w,v) :==> ;.
i=1

Mencionemos que vale a igualdade {z, w} = (z,Jw).

A forma bilinear {, } é antissimétrica. De fato, {z,w} = zTJw = (27Jw)T = —w'Jz =
—{w,z}. Ela também é n3o degenerada. Para vermos isso, suponhamos que tenhamos um
vetor z em K?" de modo que {z,w} = 0, para todo w em K?". Supondo que z = (x,y),

w = (u, V), temos a identidade de facil verificacdo

{va} = <X7 V> - <y> u>'
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Com isso, fazendo w = (0, e;), para cada i em {1, ...,n}, onde e; é o vetor de K*" que possui
todas as entradas nulas exceto a i-ésima entrada, obtemos que z; = (z,e;) = (y,0) = 0,
sendo z = (21, ..., 29, ). Consequentemente, z = 0; o que prova o desejado.

{z,w} é o chamado colchete de Poisson entre z e w.

Também, para duas funcdes f e g continuamente diferenciaveis definidas num aberto de

R2"™ com valores reais, definimos a funcio

{f,9}(z) := V[(2)"dVy(2).

{f, g} é o colchete de Poisson entre f e g.

O colchete de Poisson é particularmente interessante no contexto das funcdes continua-
mente diferenciaveis. Em vista a isso, vamos a seguir tratar de alguns resultados que mostrarao
um pouco dessa importancia. No proximo capitulo veremos que o colchete de Poisson é de
fundamental importancia para a teoria de Gelfand-Lidskii.

Observemos que {f, g}(z) = (Vxf, Vyg) — (Vyf, Vxg); logo

(uohe) =S o0 - 2120,

i=1

Usando esta identidade, podemos provar a identidade de Jacobi; a qual é dada por

{F g} hy +{{h f1 97 +{{g,h}, [} = 0.

Fazendo-se uso do colchete de Poisson, podemos reformular a nocao de integral primeira

de um sistema Hamiltoniano z = JV H(z). De fato:

U (V%) + (V. 9) = (Vaf Vg H) — (Vo Vo) = {f H);

Consequentemente, % = 0 se, e somente se, {f, H} = 0. A partir dai, usando a identidade

de Poisson, para duas integrais primeiras f e g de um sistema Hamiltoniano z = JV H (z),

temos uma terceira integral primeira; a saber {f, g}.

Proposicdo 2.7. A transformacdo z = ¢(&) é simplética se, e somente se,
{fod,900}&) ={f 9}(2),

para quaisquer f e g.

Demonstracdo. Temos {f o ¢,go ¢} (z) = V(f o ¢)(2)TdV(g o ¢)(z). Além do mais, V(f o
0)(&) =Dp(&)TVf(z) e V(gop)(€) = Dp(€)TVg(z). Consequentemente,

{fod,909}&) =V I(2)[Do(§)IDH(E)TIVy(2).
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Logo, como {f, g}(z) = V[(z)'dVg(z), temos {f o ¢,g0 ¢}(§) = {[.g}(2), para quaiquer

f e g se, e somente se,

d=Do(&)ID(&)T;
ou seja, se, e somente se, z = ¢(&) for simplética. ]

Proposicao 2.8. Sejaz = ¢(§) uma mudanca de variaveis. Fazendo x; = ¢;(£§) ey; = ¢;(§),

haveremos de ter que z = ¢(€) é simplética se, e somente se,
{zi 2} =0, {viy} =0, {xiy} =0y
Demonstracdo. Primeiramente, percebamos que para uma matriz qualquer M, vale que
(MIMT)y = (e, MMTe;) = (MTey, IMTe;) = {My, M, },
onde M, é a k-ésima coluna de M. Sendo assim, M é simplética se, e somente se,
Ir = { My, My}

A partir dai, tomando M = D¢(&) temos o resultado. ]

2.6 ESPACOS SIMPLETICOS

Na secdo anterior introduzimos a forma bilinear antissimétrica ndo degenerada {,} em

K", para um corpo K. Mais geralmente, temos a definic3o:

Definicao 2.1. Um espaco vetorial V' munido de uma forma bilinear antissimétrica ndo de-

generada w é dito ser um espaco simplético.

Para representarmos um espaco simplético V' com w sua forma bilinear ndo degenerada
antissimétrica, escreveremos (V,w). Também, chamaremos w de forma simplética.

Se z e w s3o vetores de K?*, frequentemente nesta secdo denotaremos o colchete de
Poisson {z, w} por wy(z, w). (K?",wy) é um espaco simplético.

Seja U um subespaco de um espaco simplético (V,w). Para que U juntamente com a
forma w restrita a U seja um espaco simplético basta que w restrita a U seja nao degenerada.

Desse modo, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.2. Um subespaco U de um espaco simplético (V,w) é um subespaco simplético

se a forma w restrita a U é n3o degenerada.
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Uma forma bilinear 5 em um espaco vetorial V' dé origem a transformacdo linear
Lg:V— V"  Lg(v)(u) = p(u,v).

L é um isomorfismo se, e somente se, 3 é ndo degenerada. Isso segue do fato de que a
dimens3o de V é igual a dimensdo de V* e de que [ ser nao degenerada significa que se v
satisfaz f(u,v) = 0, para todo u € V, entdo v = 0.

Além do mais, para uma base B = {vy,...,v,} de V, é satisfeita a igualdade [§]p =
[Ls| 3., onde B* é a base dual de B; B* = {v7,...,v}}, com cada v} satisfazendo v’ (v;) = d;;.
De fato, escrevendo Lg(v;) = iazjvf, segue que (v, v;) = Lg(v;)(v;) = a;;. Com isso
temos o resultado. =

Agora, seja (V,w) um espaco simplético de dimens3o n. Consideremos a matriz B de w
em uma certa base B de V. Por w ser antissimétrica, B também ¢é antissimétrica; ou seja,
BT = —B. Com isso, tem-se que det(B) = (—1)"det(B). Porém, como w é ndo degenerada,
L., é um isomorfismo; e como B = [w]p = [L,]5., conclui-se que det(B) # 0, o que implica

que n é par. Registremos essa propriedade no lema abaixo.
Lema 2.2. A dimensdo de um espaco simplético tem que ser necessariamente par.

Para um subespaco U de um espaco vetorial V', o aniquilador de U é o conjunto definido

por
UY:={feV*: f(u)=0, Yuec U}.

Também, para um subespaco U de V*, temos o aniquilador de U definido como
Up:={veV: f(v)=0,Vfe V]

Consideremos uma base {vy, ..., v, } de V. Caso tenhamos que U = [vy, ..., vi], onde [V, ..., V]
é o subespaco de V' gerado pelos os vetores vy, ..., vy, entdo U® = [v},, ..., v}]. Dualmente,
se U = [v},...,vi], entdo Uy = [Vgi1,-.., Vp]. Tais propriedades sdo de facil prova. Temos
ainda que (Uy)? = U e (U°)g = U; e também que dim(U) + dim(U°) = dim(V).

Para um subespaco U de um espaco simplético (V,w), definimos o complemento simplético

ortogonal de U como
Ut ={veV:YueU w(v,u) =0}

Vale ressaltar que podemos ter U C U~; por exemplo, quando U é unidimensional.
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Proposicao 2.9. Para um subespaco U de um espaco simplético (V,w) valem os itens:
(a) L,(UL) =0".
(b) dimU + dimU+ = dimV.
Demonstracdo. A fim de provarmos (a) o que temos é
Ut ={veV:Vuecl wuv)=0={veV:Vuecl, L,v)(u) =0}
={veV:L,(v)eU’ =L, (U".
Usando (a) e que dim(U) + dim(U°) = dim(V'), verifica-se (b). O
Para dois subespacos U e W de um espaco simplético (V,w), definimos
{U W} ={w(u,w) :uelUwe W}

Dizemos que U e W sdo simpleticamente ortogonais se {U,W} = {0}. Na prética, assim
como escrevemos U N'W = 0 para dizermos que U N W = {0}, escrevemos simplesmente

{U,W} =0.
Proposicao 2.10. Para um espaco simplético (V,w) valem as seguintes propriedades:

(a) Caso tenhamos uma soma direta V.=U & W com {U, W} = 0, entdo U e W serdo

subespacos simpléticos.

(b) Se U é um subespaco simplético de V, entdo U+ também é um subespaco simplético

de V, e além do mais, V =U @ U-~.

Demonstracdo. (a): suponhamos que tenhamos u em U de modo que w(u,u’) = 0, para
todo u’ em U. Logo, tomando v qualquer em V', podemos escrever v=u'+w, com u’ € U
e w € IW. Consequentemente, w(u,v) = w(u,u’) + w(u,w) = 0+ 0 = 0. Como w é ndo
degenerada, devemos ter u = 0, o que implica que U é um subespaco simplético. E é claro
que o mesmo vale para W.

(b): temos dim(U) + dim(U~) = dim(V'), e como também w restrita a U é n3o degene-
rada, segue que U N U+ = 0. Sendo assim, V = U @ U~. Por fim, usando (a), conclui-se que

U+ é simplético. O

Estaremos interessados nas transformacdes lineares que preservam a forma simplética. Tais
transformacoes serdo chamadas de transformacdes simpléticas. Mais especificamente, o que

temos é a definicao:
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Definicao 2.3. Uma transformacdo linear L : Vi — V5, entre dois espacos simpléticos

(Vi,w1) e (Va,ws) € dita ser um mapa simplético (ou transformacdo simplética) se satisfaz
wo(Lu, Lv) = wi(u,v), Yu,ve V.

Toda transformacdo simplética L : (Vi,w1) — (Va,ws) é injetiva. De fato, suponhamos
que L(v) = 0. Ent3o, para todo uem V, temos w;(u,v) = wy(L(u), L(v)) = 0. Consequen-
temente, como w; € ndo degenerada, v = 0. Portanto, L ¢ injetiva.

Temos, portanto, que L é um isomorfismo se, e somente se, V; e V5, possuem a mesma
dimensao.

Seja V' um espaco vetorial com uma base B = {vy, ..., v,,}. A partir dai, temos o isomor-
fismo

n
Cp:V—K*™ (g <Z aivi> = (ag, ..., ap)-
i=1

Quando n3o houver confus3do, escreveremos simplesmente C' : V — K?".

Definicao 2.4. Uma base B de um espaco simplético (V,w) € dita ser simplética se Cp :

V — K2 é uma transformacio simplética.

Proposicdo 2.11. Uma base B = {vy,...,va,} de um espaco simplético (V,w) é simplética

se, e somente se, a matriz de w nesta base € igual a J, isto é, se vale que
UJ(VZ‘,V]') :Hij, VZ,j c {1,,271}

Demonstracdo. Suponhamos que w(v;, v;) = J;;. Sejam u = 21V +...+22, Vo, € V = y1X; +
... + Y2, V2. Dai, denotando x = (1, ..., Z2,,), ¥ = (¥1, ..., Y2n) € usando que w(v;, v;) = J;j,
chegamos a

2n
w(ua,v) = Z Jijrryr = x'Jy = wy(Cu, Cv).
ij=1

Com isso, temos que C' é simplética. Reciprocamente, se C' é simplética, obtemos que w(v;, v;) =

W3<0Vi, CVj) = eZTHej = 32] O
Com tal proposicdao podemos provar que:

Lema 2.3. Todo espaco simplético (V,w) possui uma base simplética.
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Demonstracdo. Vamos provar tal resultado por inducao em n, onde 2n é a dimensao de V.

Para n =1, como w é n3o nula, existem vetores u e v de V' com a = w(u,v) # 0. Tomando

r— L /= L
u=_cuev = o

u’, v/ é uma base simplética de V.

v, obtemos w(u’,v') = 1, e, portanto, como u’ e v’ sdo L., segue que

Agora, suponhamos que a dimensao de V seja 2n. Como antes, podemos encontrar v, e
Vi1 em V ocom w(vy, v, 1) = 1. Fazendo U = [vy, v,,11], obtemos que U é um subespaco
simplético com base simplética v, v,,..;. Com isso, U+ é um subespaco simplético de V;
valendo ainda que V = U @ U~+. Como dim(U~+) = 2n — 2, por inducdo, existe uma base
simplética Vo, ..., Vi, Vi, ..., Vo, de UL, Agora é facil ver que V1, ..., Vi, Vigls ..., Vo € UMA

base simplética de V. O

Tomemos um espaco simplético (V,w) com uma base simplética B. Consideremos um
operador simplético L : V — V, e também Cp : V — K?". Seja B a matriz de L na
base B. Tomemos dois vetores x e y de K?". Logo, como C é um isomorfismo, existem
v,u elementos de V satisfazendo x = C(u),y = C(v). A partir dai, é bem sabido que

C(Lu) = Bx,C(Lv) = By. Consequentemente,

XT(BTgB)y = (Bx)'8(By) = wy(Bx, By) = wy(C(Lu), C(Lv))

=w(Lu, Lv) = w(u,v) = wy(Cu,Cv) = x"Jy.
Temos assim que B é simplética. Portanto, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 2.12. Seja V' um espaco simplético e L : V. — V um operador simplético. Se

B é uma base simplética de V', entdo a matriz [L|5 é uma matriz simplética.

A partir da proposicdo acima, podemos pensar em fazer a seguinte definicao:

Definicdo 2.5. Consideremos um espaco simplético (V,w). Um operador L : V — V' é dito
ser um operador Hamiltoniano se para alguma base simplética B de V, tem-se que [L]5 é

uma matriz Hamiltoniana.

Tentemos caracterizar de alguma maneira os operadores Hamiltonianos. Seja (V,w) um
espaco simplético e L : V. — V' um operador Hamiltoniano. Fixemos uma base simplética
B de V, sendo C' : V — K" o isomorfismo de coordenadas nessa base. Tomemos dois
vetores x e y em K?". A partir dai, podemos encontrar u e v em V de modo que x = Cu

e y = C'v. Consequentemente, se A é a matriz de L na base B, tem-se que Ax = C'(Lu)
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e Ay = C(Lv). Vamos analisar se podemos encontrar alguma propriedade sobre L que faca
A ser Hamiltoniana. Para isso, vamos usar o fato de que A é Hamiltoniana se, e somente se,

ATJ + JA = O. Agora, observemos que

xT(ATd + JA)y = (Ax)Tdy + xTJAy = wy(Ax,y) + wy(x, Ay)
= wy(C(Lu),Cv) + wy(Cu,C(Lv)) = w(Lu,v) + w(u, Lv).

Sendo assim, A é Hamiltoniana se, e somente se, vale que w(Lu,Vv) + w(u, Lv) = 0.

Temos, portanto, a proposicao:

Proposicao 2.13. Se (V,w) é um espaco simplético e L : V. — V' é um operador linear,

entdo L é Hamiltoniana se, e somente se,
w(Lv,u) +w(v,Lu) =0, Yu,veV.

Definicao 2.6. Para um espaco simplético (V,w), um subespaco U de V' é dito ser Lagran-

giano se sua dimensao é a metade da dimensdo de V e
w(up,ug) =0, Vu,uy €U,
o que é equivalente a U = U+,
A préxima proposicao é de verificacdo imediata.

Proposicao 2.14. Seja (V,w) um espaco simplético. Suponhamos que tenhamos uma de-
composicdo em soma direta V.= U & W, com U e W subespacos simpléticos satisfazendo
{U, W} = 0. Se U e W possuem as bases simpléticas uy, ..., s, € Wy, ..., Wy, respectiva-

mente, entao
Ui, oy U, Wi oo, Wi Ut 15 000, W, Wi g, .00, W
é uma base simplética de V =U & W.

Definicao 2.7. Uma particdo de Lagrange de um espaco simplético V' é uma soma direta

V=U®W, comU e W subespacos Lagrangianos.

Proposicao 2.15. Para um subespaco Langrangiano U de (V,w), existe uma particdo de

Lagrange V =U & V.
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Demonstracdo. Consideremos o isomorfismo de coordenadas C' : V' — K?" com respeito
a alguma base simplética de V. Também, consideremos a aplicacdo linear J : K** — K"
definida pela matriz J. A partir dai, seja o subespaco W = CilgO(U). Como a dimensao
de U é a metade da dimens3o de V', o mesmo vale para W. Tomemos u = C1JC(u’) e
v = C71JC(v'"). Além disso, uma vez que é de facil verificacdo que J : K** — K*" é uma

transformacao simplética, segue que
w(u,v) = wy(Cu, Cv) = wy(JC(U'), JC (V")) = wy(Cu’, CV') = w(u’,v') = 0.

Com isso, W é um subespaco Lagrangiano.
Por fim, mostremos que U N W = 0. Para isso, seja v um elemnto de U N W. Como

v € W, existe um vetor u de U com Cv = JC(u). A partir dai,
0 =w(v,u) = wy(Cv,Cu) = wy(JC(u),Cu) = (JCu)"gCu = ||JCul|*.
Consequentemente, JCu = 0; logo u = 0, e, portanto, v = 0. O]
Vamos acabar esta secao com duas proposicoes que serao muito Uteis na préxima secao.

Proposicao 2.16. Consideremos uma particio Lagrangiana V. = U & W invariante pelo
operador linear L : V. — 'V, isto €, satisfazendo L(U) C U e L(W) C W. Seja A a matriz de
L em uma base simplética. Suponhamos que L é um operador Hamiltoniano (respectivamente,

simplético). Entdo, a matriz A tem a forma:

B O B O
A= , (respectivamente, A =
O —-BT O BT
B O
Demonstracdo. Como A tem a forma e além disso é Hamiltoniana (respectiva-
O ¢
mente, simplética), o resultado segue facilmente. O

Proposicao 2.17. Seja V.= U @ W uma particdo Lagrangiana e uy,...,u,, uma base de
U. Entdo, existe uma dnica base w1, ...,w, de W tal que uy,...,u,,wy,..., w,, é uma base

simplética de V.

Demonstracdo. Sejam f1, ..., f, funcionais de W* definidos como f;(v) = w(u;, v). Tais

elementos formam um conjunto linearmente independente. De fato, suponhamos que

n

Z Cifi = 0.

i=1
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n

Aplicando a expressdo acima em um vetor w de W, chegamos em W(Z ciu;, w) = 0. Além
i=1

n
disso, w(>_ ciu;,u) = 0, para u € U, uma vez que U é Lagrangiano. Logo, se v € V, vale
i=1
n n
que W(Z c;u;,v) = 0. Consequentemente, como w é n3o degenerada, Zciui =0, o que
i=1 i=1
implica ¢; = 0, para i € {1,...,n}; portanto os funcionais lineares fi, ..., f,, sdo linearmente
independentes. Sendo assim, eles formam uma base para W*. Tomemos wy, ..., w,, a base
dual de fi, ..., f,,, isto é, cada w; é tal que f; = w}. A partir dai, tem-se que w(u;, w;) = 6;;.
Logo, uy, ..., u,, Wy, ..., w, € uma base simplética de V.
Para provarmos a unicidade, suponhamos que Wy, ..., w, é outra base de "W de modo
que Uy, ..., U,, Wy, ..., W,, seja uma base simplética de V. Entdo, w(u;, w; — w;) = 0, para
i=1,...,n e portanto, w(x,Ww; — w;) = 0, para x € U. Mas esta igualdade vale também

para x € W porque W é Lagrangeano; logo ela vale também parax € V =U @& W. Como

w é ndo degenerada, segue-se que W; = w;, para j € {1,...,n}.

2.7 FORMA NORMAL DE UMA MATRIZ HAMILTONIANA

1
Um polindmio p(x) de grau n é dito ser reciproco se p(z) = 2"p(—). Lembremos também
x

que p(x) é par se vale p(z) = p(—x).

Lema 2.4. O polinbmio caracteristico de uma matriz simplética é reciproco, enquanto o

polinbmio caracteristico de uma matriz Hamiltoniana é par.

Demonstracdo. Para M simplética o que temos é
1
M—-2]=3""MT(J—2M)J = —aM (M — 5:J)Tg.

E como det(M) = 1 e det(d) = 1, obtemos det(M — zJ) = z*"det(M — 1J), onde 2n &
a dimensdo de M. Sendo assim, se p(x) for o polindmio caracteristico de M, entdo p(z) =
().

Sendo A uma matriz Hamiltoniana, podemos escrever A = J8, onde 8 é simétrica. Usando

isso, denotando por ¢(x) o polindmio caracteristico de A, chegamos em

q(z) = det(d8 — xJ) = det(d8 — xJ)T = det(—8J — xJ)
= det(J(d8 + x9)3) = det(J8 + 2J) = q(—x).
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]

Como o polindémio caracteristico de uma matriz simplética é reciproco, cada autovalor vém
aos pares A\, \~'. Uma matriz Hamiltoniana, por sua vez, tem seu polinémio caracteristico par,
e portanto, seus autovalores vém aos pares A\, —\.

Nesta secdo iremos considerar o problema de se encontrar uma forma normal para uma
matriz Hamiltoniana real diagonalizavel que tenha todos os seus autovalores distintos, logo
nao nulos.

Denotando por 77(\) o autoespaco associado ao autovalor A, temos os dois lemas a seguir

que serdo de fundamental importancia para nossos propésitos.

Lema 2.5. Se \ ey sdo autovalores de uma matriz Hamiltoniana A com A+ # 0, verifica-se

que {n(A),n(p)} = 0.

Demonstracdo. Como A é Hamiltoniana, vale que ATJ+JA = 0. Tomando u e v autovetores

de A e pu, respectivamente, obtemos
0=u"(ATd + JA)v = (Au)Tgv + uJAv = \u"gv + pu"gv = (A + p){u, v}.
Porém, como A\ + p # 0, segue que {u,v} = 0. O

Lema 2.6. Para )\ e yu autovalores de uma matriz simplética M satisfazendo A\p # 1, vale

que {n(A),n(p)} = 0.

Demonstracdo. Notemos que
{Mu, Mv} = (Mu)"IMv = u'Jv = {u,v}.
Sendo assim, caso i € n(A) e v € n(u), obtemos Ap{u,v} = {u,v}. Mas como \u # 1,
concluimos que {u, v} = 0. O
Dessa vez, denotemos por 1T(\) o autoespaco generalizado associado a ), isto &, nf()\) é

dado por

n'(\) == |J m(\), onde mi(N) = ker(A — MJ)*.

k>1

Analogamente aos dois ultimos lemas, temos os préximos dois lemas a seguir.

Lema 2.7. Se \ e i sdo autovalores de uma matriz Hamiltoniana A com \ + p # 0, entdo

{n'(A),n'(w)} = 0.
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Demonstracdo. De {Au,v} = —{u, Av}, podemos provar que {u, (A + \J)*v} = {(—A +
A)*u, v}. Usemos inducdo. O caso & = 1 é totalmente imediato. Supondo que {u, (A +

M)kEv} = {(=A + \J)*u, v}, obtemos

{u, (A 4+ AN Fv) = —{(A + A\D)u, (A + \I)Fv}
= —{Au, (A +2D)*v} — Mu, (A + \D)rv)
= —{Au, (A + 2D v} = M(—A + AD)Fu, v}
= {(—A+ D), v}

Provemos por inducdo que {ng(\),nx(1)} = 0, para todo k£ > 1. Com isso teremos o
resultado desejado. Provamos no Lema que {n(A),n(u)} = 0. Sendo assim, suponhamos
que {n(A\), ne(p)} = 0. Mostremos que {n**1(\),n**1(x)} = 0. Mas antes, devemos provar
que {Ner1(A), me()} = 0. Para isso, consideremos u € ny1(A), v € 1 (1). Temos
k=7

k
(ﬂ—uﬂ)’“Z(AJrM—(AJru))’“:Z:( j

) (=(A+ )" (A + AT
A partir dai, usando que {u, (A + \J)?v} = {(—A + A\J)’u, v}, obtemos
0= {u, (A~ pd)v}= Z:O (k ]_‘7) (=(A+ ) {(=A+ ) u, v}.

Porém, como p € m41(N), tem-se que (—A + AJ)u = (—1)/(A — X\J)?u € n(N), para
j €{1,...,n}. Consequentemente, 0 = (A+ p){u, v}; mas como A+ p # 0, logo {u, v} = 0.
Portanto, {nx4+1(A), mk(p)} = 0.

Por fim, consideremos u € 7;1(\), v € mgy1(1). Seguindo exatamente os mesmo passos

como acima, simplesmente trocando k por k + 1, obtemos

0= {u, (A —pug)**v} = i) (k +; - j) (= + ) (A + 2T)u, v}

Como g € mry1(N), tem-se que (—A + AJ)/u = (—1)/(A — AJ)?u € n(N\), como antes, e
também como v € ny41(1), pelo que provamos antes, segue que 0 = (A + p){u, v}; o que

implica que {u,v} =0, O

Lema 2.8. Seja uma matriz simplética M com dois autovalores \ e ju satisfazendo Ay # 1.

A partir dai, tem-se que {n(\),n(n)} = 0.

Demonstracio. De MTgM = J, obtemos {u, Mv} = {M~'u, v}, consequentemente, usando

inducdo, chegamos em {u, (M + AJ)*v} = {(M~ + AJ)*u, v}, para k > 1. A partir daf,
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usando o Lema [2.6] e seguindo de forma anéloga a proposicdo anterior, podemos concluir o

resultado. ]

Consideremos uma matriz Hamiltoniana real A de ordem 2n. Agrupemos os autovalores

de A em reais, imaginarios puros e complexos que ndo s3o imaginarios puros:
+aq, ..., tag;  Fifby, ..., £ £y £ @0y, ..., Ys £ 0.

A partir dai, formemos os seguintes conjuntos:

i =1 () & n'(—ay),
Vi = n'(—iB;) @ n'(if;),

i =" ( +i6;) & 0t (v — ;)] & In' (=5 + i6;) & ' (= — i6;)];

N

e também as somas diretas
U=U,®...06U, V=WV&..0eV, Z=7I®..6Z.
Logo, temos a decomposisdo de C>* em soma direta
C"=XoUaVa_ (2.18)

Usando o Lema , concluimos que { X, U@V & Z} = 0; consequentemente, pela Proposicio
m, segue que X e U @V & Z s3o subespacos simpléticos de C**. Também, como {U,V @
Z} =0, pela mesma razdo U e V @ Z sdo simpléticos. Por fim, argumentando da mesma
forma, V' e Z sdo simpléticos. E é claro que temos também que Uj;, V;, Z; sdo todos subespacos
simpléticos de C?". Sendo assim, ([2.18]) nos d4 uma decomposicio de C?* em soma direta de
subespacos simpléticos.

Agora, lembremos que um espaco vetorial é uma complexificacdo se, e somente se, ele é
invariante por conjugacdo. Dessa maneira, como cada Uj, Vj, Z; é invariante por conjugacao,
usando o fato de que uma complexificacdo sempre possui uma base real, obtemos que esses

subespacos possuem cada qual uma base real.
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Nos proximos resultados iremos supor que a matriz A € uma matriz Hamiltoniana que

possui todos os seus autovalores distintos e nenhum deles é nulo. Sendo assim, teremos que
X =0,
Uj = n(eg) @ n(—a;),
Vi = n(=if;) @ n(if;),
Zj = [n(y; +10;) ©n(y; — i65)] @ [n(=; +1i6;) ® n(=7; — 19;)].

O nosso préximo passo é o de encontrar, nesse caso, uma base real para cada U;,V; e
Z;. Esse & o contelido dos préximos trés lemas. Mas antes disso, é interessante fazermos uma
pequena discussao.

Dada uma matriz Hamiltonian A e uma matriz simplética P, temos que P~ AP é uma
matriz Hamiltoniana. De fato, podemos escrever A = 8 com8 simétrica. Por outro lado,
P~ = g71P73. Com isso, chegamos em P~ LAP = J(PTSP). E como PTJP é simétrica, segue

que P~1AP é Hamiltoniana.

Lema 2.9. Podemos encontrar uma base real simplética de U; na qual a matriz A restrita ao

espaco U; toma a forma

Demonstracdo. Fixemos x; e y; autovetores de a; e —q;, respectivamente. Estes vetores de
U; sao linearmente independentes; e como a dimensao de U; € 2, segue que {Xj,yj} £ 0;
pois, caso contrario, {, } seria nulo em Uj;, o que ndo pode ocorrer, uma vez que a forma {, }
é ndo degenerada em Uj, pois U; é simplética. A partir dai, tomemos os vetores u; = x; e
v = w%yi' onde v; = {x;,y,}. Com isso, temos {u;,v,;} = 1; ou seja, u;,v; é uma base

simplética de Uj;. E € claro que tal base satisfaz a propriedade desejada. O

Lema 2.10. Existe uma base real simplética de V; para a qual a matriz A restrita a V; é

alguma das duas formas abaixo:

0 B, 0 —p5;
. p (2.19)
-5 0 Bi 0
Demonstracdo. Tomemos um autovetor x; = r; + is; de A relacionado ao autovalor i3;. A

partir dai, Ar; = —f;s; e As; = [,r;. Vamos provar que r;, s; sdo linearmente indepen-

dentes. Para isso basta provarmos a indepedéncia linear com coeficientes reais, sendo a com
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coeficientes complexos vindo de forma imediata. Consideremos a e b reais com ar; + bs; = 0.
Aplicando-se A nessa dltima igualdade, chegamos em [;(—as; + br;) = 0, o que nos da
as; = br;. Sendo assim, (a* + b*)br; = 0, o que implica a = 0 = b.

Assim, r; e s; formam uma base real de Y;. Como antes, temos {r;,s;} # 0; do contréario
{,} seria nulo em V.

Suponhamos que {r;,s;} = 77 > 0, com 7; > 0. Com isso, tomemos u; = %jrj e
v, = %sj. u;, v; formam uma base simplética de V;, uma vez que {u;,v;} = 1. E como
Au; = —3;v; e Av; = B;u;, a matriz Aly, toma a primeira forma em ((2.19).

Agora, suponhamos que {r;,s;} = —77 < 0, com y; > 0. Dessa vez, tomemos u; = %SJ
ev; = ,Yijrj. Logo, u;, v; formam uma base simplética de Vj, cuja a matriz Ay, é a segunda

em (2.19). Notemos que as bases cosntruidas sdo reais. O

Lema 2.11. Existe uma base simplética real de Z; na qual a matriz A|y, é da forma

B, O
T
sendo B; uma matriz 2 X 2 que possui v; £ 1d; como seus autovalores.

Demonstracdo. Comecemos provando que a soma direta Z; = [n(v; + id;) & n(y; — ;)] &

(n(—v; +10;) ® n(—~; — id;)] é uma particdo de Lagrange. Denotemos
Uj =n(y; +1i6;) @ n(y; —id;), Vi = n(=; +1id;) ®n(—v; — id;).

Sejam vy,vy € U; dados por vi = aju + b1 e vy = asu + by, com u um autove-
tor relacionado ao autovalor v; + id;, e W um elemento de n(y; — id;). Com isso, obtemos
{vi,va} = (a1bs — agby){u,u} = 0. Porém, como (v; + id;) + (y; — i0;) = 2;, pelo
Lema [2.5] segue que {u,u} = 0, e, portanto, {vy,v2} = 0. Analogamente, o mesmo vale
considerando-se vy, vy € V.

Sendo Z; = U; ® V; uma particdo de Lagrange, podemos a partir de uma base de U;
construir uma base simplética de Z; usando a Proposicdo [2.14] Além disso, como U; e V
sdo subespacos invariantes e fechados por conjugacdo, podemos tomar tal base real, e pela a

Proposicao [2.16] a matriz A restrita a Z; nessa base toma a forma desejada. m

O nosso caso de maior interesse vai ser o do Lema [2.10], que serd muito importante no

préximo capitulo. Desse modo, vamos estuda-lo um pouco mais a fundo.
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Para um nimero real a, definimos o sinal de a como sendo dado pela seguinte expressao:

(

1, sea > 0;
sign(a) == ¢ —1, sea < 0;
0, sea=0.
\
Com a notacdo da demonstracdo do dltimo lema, percebemos que v; = /|{r;,s;}|,

d; = sign{r;,s;}. A partir dai, tomemos os vetores de V/
/ / -1
u; = —kjs;, Vv;=0;kjr;, sendo kj=1;".

E como na prova do Lema , u;, v, formam uma base simplética de V; e a matriz Aly, em

tal base é dada por

0 ;0
—0;6; 0

Agora, consideremos V' = V; @ ... @ V,.. Tomemos a base simplética de V' dada por

uj, ..., u, v, ..., v,. Como a matriz Aly, na base u}, v é a matriz acima, obtemos que A|y

/ /

na base simplética uj,...,ul, v}, ..., v, é dada por

0O B

-B O

onde B = diag[01/1, ..., 0,0,.]. Agora, a matriz P de mudanca de base da base canénica

€i,...,€ey, para a base uj,...,u,, vy, ..., v, satisfaz

Pe; = u; = —k;s;, Peny; =V = 0k;r;.
Portanto, P é dada por

P = col|—kis1, ..., —knSpn, 01k111, ..., 0.k, ]

Além disso, como P é uma matriz de mudanca de base da base candnica para uma base
simplética, P é simplética.

Coloquemos toda essa discussao no seguinte lema:

Lema 2.12. Para cada V}, seja v; = +/|{r;,s;}| e 0; = sign{r;,s;}, sendo x; = r; + is;

/ ) / / f— . - / f— . . . P 71
um autovetor relacionado ao autovalor if3;. Sejam w; = —k;s;,v; = 0;k;r;, onde kj = ;.
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Com isso, tais vetores formam uma base simplética de V;, de modo que a matriz Aly, em tal

base é dada por

0 95
=08 0

A partir dai, a matriz Al na base simplética u,...,u., v}, ...,v!. é dada por

O B

-B O

onde B = diag[d1 51, ..., 0,;]. Além disso, a matriz de mudanca de base P da base canénica

€1,...,€y,. para a base u},...,u,, vy, ..., vl é a matriz simplética

P = col|—kis1, ..., —kySp, 01kire, ..., 0. Kpr].

Agora, vejamos o caso em que i3 seja um autovalor multiplo, isto é, com multiplicidade
geométrica maior ou igual a 2. Em contrapartida, dizemos que um autovalor é um autovalor

simples quando possui multiplicidade geométrica igual a 1.

Proposicao 2.18. Suponhamos que i3 seja um autovalor de uma matriz Hamiltoniana A com
multiplicidade (algébrica) k. Caso a restricio de A a U = n'(i3) ®n'(—if3), que denotaremos
por Ag seja diagonalizavel, entdo existe uma base simplética real de U de modo que a matriz

O B
Ap nessa base seja igual a g , onde Bz = diag[0103, ..., 03], com §; = %1.

—Bs O
Demonstracdo. Tomemos x; = r; + iS; em nT(iﬁ). Como x; é autovetor com autovalor i3,
entdo X; é autovetor com autovalor —i3. Sendo assim, x; e X; sdo linearmente independentes,
uma vez que 0s mesmos s3o autovetores relacionados a autovalores diferentes. Com isso, r;
e s; sdo linearmente independentes e formam uma base real para o espaco bidimensional Uy

de U gerado por x; e Xi, e, portanto, 0 # {ry,s1} = (ry,Js1). Seja 0; = sign{ry,s;} e

1

= Vst

Consequentemente, v = kir;, w; = d1k18; formam uma base simplética de U;, o que
implica, portanto, que U; é um subespaco simplético de U. Notemos também que Av; =
010wy e Awy = 610V

Como U; é um subespaco simplético de U, temos que Ui- é um subespaco simplético e

que vale U = U; & Uj-. Podemos repetir o argumento para cada autovetor x; = r; + is;
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de i3 e X; autovetor de —i[3, e assim encontrar bases reais v; = k;r;, w; = J;K;s;, onde

= o g, R S e X
d; = sign{r;,s;} e K; et para o espaco gerado pelos vetores x; e X;.
Pela Proposigéom, temos uma base simplética real vy, ..., vi; Wi, .., wi de U = 1 (i3)®

n'(—if3), a qual satisfaz
Avj=—01pw;, Aw;=dpv;, Vje{l, ...k}
Il

A prova da proposicao acima nos fornece uma maneira explicita de encontrar uma base
simplética real para U = 7(i3) @ n'(—if3); a saber, para cada j € {1, ..., k}, consideremos

os valores

1
{r;,s;}

§; = sign{r;,s;}, k; =
A paritr dai, os vetores
Vi = K11, ..., Vi = KT W1 = 01K1S1, ..., Wi, = OpKLSk (2.20)

formam uma base simplética para U.

Corolario 2.1. Sejam w1, ..., Tk; Y1, ...,y as coordenadas de z € U na base (2.20). Para
A Hamiltoniana escrita na forma A = J8, com 8 simétrica, consideremos o Hamiltoniano

H = %XTSX. Dai, a expressdo do Hamiltoniano induzido em U é dada por

1 k
H) = Lp3a e+ 02) o)
s=1
k k
Demonstracdo. Como z = Y (x;v; + y;w;), temos 8z = 3 _ d,(x,Jw, — ysJvs); logo,
=1 =1

k
<Z78Z> = 6 Z (Ss (ij3<Vj,3WS> - xjys<vj7 3V8> + ij8<wj7 3WS> - yjy8<wj7gvs>) .

J=1

Como (x,dy) = {x,y} e (2.20) é base simplética esta equacdo se reduz a equacdo
©.29). O
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3 A TEORIA DE GELFAND-LIDSKII

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo estudaremos os conceitos de estabilidade e estabilidade forte de sistemas
Hamiltonianos lineares periédicos. Relembrado alguns conceitos basicos, veremos como pode
ser tomada a decomposicdo de Floquet de um sistema Hamiltoniano linear periddico. De-
pois, estudaremos os teoremas de Krein-Gelfand-Lidskii que nos dardao condicGes necessarias
e suficientes para a estabilidade forte. Com isso, estaremos aptos para estudarmos a teoria
de Gelfand-Lidskii; onde para cada sistema Hamiltoniano linear periédico fortemente estavel
associaremos o chamado indice de Gelfand-Lidskii; além de dizermos que uma matriz de um
tal sistema é uma matriz fortemente estavel. Assim, diremos que duas matrizes fortemente
estaveis estao na mesma classe de estabilidade se existir uma homotopia entre tais matrizes de
modo que cada elemento da homopia seja também uma matriz fortemente estavel. O indice
de Gelfand-Lidskii nos permitird dizer exatamente quais sdo as classes de estabilidade forte
de uma matriz Hamiltoniana fortemente estavel. Por fim, apresentaremos uma férmula para o

indice de Gelfand-Lidskii.

3.2 PRELIMINARES
3.2.1 A Exponencial de uma Matriz

Nesta secdo iremos considerar matrizes em M, (K), onde K é igual a R ou C.
Para uma matriz A, vamos trabalhar com a seguinte norma de A.:
[IA[] == sup [|Av]], (3.1)
[Ivl|=1

onde para um vetor x de K", ||x|| é a norma Euclidiana usual; isto é, caso x = (z1, ..., z,,),
entdo ||x|| = /2% + ... + 22.

E rotineiro provar que a expressio define uma norma.

Percebemos que para um vetor qualquer v que n3o seja nulo temos HAﬁH < ||A]], o
que nos da a desigualdade

AV < [JA[[ [[v]]; (3.2)

que obviamente vale também para v = 0.
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Uma propriedade fundamental é a de que
IAB[| < [[AI|B]]. (3.3)
De fato, para todo vetor unitario v, temos por
IABv[| < [[AI[[|Bv]] < [lA[HIBI VI = [AIIB]],

donde segue-se ([3.3).
A exponencial de uma matriz A é definida como
[ee] .Aj
eA = 7'
j=0 J-

Vamos provar que a expressdo acima estd bem definida. A partir de (3.3)), para todo j,

J Al . ,
temos H%H < “]—,” Dessa maneira, como M,,«,,(K) é um espaco normado, usando o fato de

iy iy AP, : ,
que a série numérica Z -— € convergente, pelo teorema de Weirstrass, concluimos que a
4!
o Aj
série Z - também é convergente.
j=0 J*

Agora, enunciemos na proxima proposicao algumas das mais fundamentais relacdes da

exponencial.

Proposicao 3.1. Para duas A e B matrizes, valem as seguintes relacées:
(a) I e [|< eI,

(b) Sendo P uma matriz invertivel, obtém-se e = PeAP1.

(c) e*A = Aet.

(d) ete® = P = eBet se, e somente se, AB = BA.

A

(e) A funcio definida em toda a reta com valores em M,,.,,(K) dada por e ests bem

definida, é diferenciavel e vale a igualdade %(e“‘) = Aet.

Demonstracdo. Todos os itens sdo de demonstracdo imediata, exceto o item (d), a demons-
tracdo do qual pode ser vista na Secdo 3 do Capitulo 5 do livro [7]. O item (a), por exemplo,

segue de que ||A™v|| < ||A||"||v]|, e o (b) de (PAP~)" = PAP L, O
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3.2.2 Sistemas Lineares

Um sistema linear (real) auténomo de ordem n é uma equagdo da forma
X = Ax, (3.4)

onde A uma matriz real n X n e x um vetor de R".

Uma solucdo de (3.4) é uma funcdo x = x(¢) definida em algum intervalo I da reta e
tomando valores em R™ satisfazendo a equacdo para todo t estando em I.

O fluxo da equacio (3.4)) é dado por ¢(t,x) = e™'x; isto &, as solucdes (que existem pelo

teorema de existéncia) do problema de valor inicial
x =Ax, x(0) = xo,

s3o dadas por ¢;(xg) = exq.

Agora, um sistema linear (real) ndo auténomo de ordem n é uma express3o da forma
x = A(t)x, (3.5)

sendo x € R" e A(t) uma funcdo continua de um intervalo I da reta para o conjunto M, (R).
Dizemos que o sistema (3.5) é um sistema T-periédico se A(t) for T-peribdica ou seja,

A(t+ 1) = A(t), para todo t. Nesse caso, a norma da funcdo A(t) serd tomada como

[ Al = /OTHA(t)Hdt.

A solucio de (3.5) que satisfaz a condic3o inicial de que x(0) = x, serd denotada por
(b(taXO)-

Vamos enunciar algumas das propriedades fundamentais da equacdo ([3.5).

Proposicao 3.2. Para o sistema linear ndo auténomo ([3.5)) valem os seguintes itens:

(a) As solucées maximais estdo definidas em todo o intervalo I.
(b) O conjunto das solucées maximais formam um espaco vetorial de dimensdo n.

(c) Sejam x,(t),...,xx(t) solucbes maximais. A partir dai, para ty € I, o conjunto de solu-
¢bes {x1,...,Xy} € linearmente independente se, e somente se, o conjunto dos vetores

{x1(t0), ..., xk(to)} € linearmente independente.
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Tendo em vista a proposicdo anterior, tomemos uma base x; = (211, ..., T1n), .., Xp =
(Tp1y vy Ty ) do espaco das solucdes maximais. Tomando tal base, podemos formar a aplicacdo

X : I — M,(R) dada por

z11(t) ... wp(t)
X(t) =

T1(t) .. Tpn(t)

A matriz X(t) é dita ser uma solugdo fundamental do sistema ((3.5). O termo solug¢do

fundamental vem do fato de que cada coluna de X(t) é solucdo de (3.5) se, e somente se,

Chamamos de matrizante do sistema ((3.5)) a solucdo fundamental cuja condicdo inicial é
a matriz identidade.
Naturalmente, existem infinitas solucdes fundamentais para o sistema ({3.5)), de acordo com

a escolha de uma base para o espaco das solucdes maximais. Entretanto, temos a proposicao:

Proposicdo 3.3. Para uma solucio fundamental X(t) do sistema (3.5]) e uma matriz constante

invertivel P, Y(t) = X(t)P é ainda uma solucdo fundamental de (3.5)).

3.3 LOGARITMO DE UMA MATRIZ SIMPLETICA

Continuemos ainda considerando matrizes quadradas que sejam reais ou complexas.

Sejam A e B duas matrizes n x n. Dizemos que B é um logaritmo de A quando tivermos
A = €®. Uma vez satisfeita a relacio A = €®, ha de valer necessariamente que A seja
invertivel, dado que e® possui e=® como inversa, pelo item (d) da Proposicdo e do fato
de que e = 1.

As proposicoes abaixo s3o de fundamental importancia.

Proposicao 3.4. Um bloco de Jordan J, relacionado a um autovalor ndo nulo \ possui um

logaritmo complexo.
Proposicao 3.5. Toda matrix inversivel possui um logaritmo complexo.

Proposicdo 3.6. Se A é uma matriz inversivel com A = P?, sendo P real, entdo A possui

um logaritmo real.
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As demonstracBes destas proposicdes podem ser vistas na referéncia [1]. Agora, vamos
estudar o logaritmo de uma matriz Hamiltoniana. Para isso, precisamos da seguinte propor-

posicao:

Proposicdo 3.7. Seja uma matriz simplética M. com autovalor p. Denotemos U = n'(p) @

n'(p~1). Afirmamos que U é um espaco simplético satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Existe uma base simplética B de U para a qual

dp O
Mlv]s = :
O 7,7

com J, a forma de Jordan de M|, (,).

(b) Caso M|y seja diagonalizavel, existe uma base simplética B de U de modo que

(Mol = diaglp, ", 71,

com a quantidade de p's igual a dimensdo de n'(p).

Demonstracdo. Usando o Teorema da decomposicio primaria, podemos escrever C*" como
soma direta de subespacos M-invariantes correspondentes aos autovalores de M. A partir
dai, podemos escrever uma decomposicio M-invariante C** = U ¢ V, de modo que todos
os autovalores de M|y sejam diferentes de p e p~!. Pelo Lema , segue que U e V sao
subespacos ortogonalmente simpléticos. Sendo assim, usando desta vez a Proposicdo [2.10]
tem-se que U e V sdo subespacos simpléticos.

Pelo Lema[2.8] para u e v em 7f(p), vale que {u, v} = 0; o mesmo valendo para nf(p~!).
Dai, e do fato de que a dimens3o de n'(p) é igual a dimensdo de 7f(p~!), segue que a
decomposicio U = n'(p) @ n'(p~!) é uma divisdo de Lagrange.

Tomemos uma base de Jordan do subespaco M|,y com forma de Jordan J,. A partir de
tal base, usando a Proposicao , podemos encontrar uma base de nf(p~!) que juntamente
com a base considerada formam uma base simplética de U. Consequentemente, de acordo
com a Proposicio [2.16] segue que M|y toma a forma desejada.

Por fim, para provarmos o item (b), basta seguirmos os mesmos passos da prova de (a),

s que ao invés de tomarmos uma base de Jordan, consideramos uma base de autovetores de

n'(p). O
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Proposicao 3.8. Para uma matriz simplética M, existe uma matriz Hamiltoniana B satisfa-

zendo e® = M.

Demonstracdo. Como a matriz M é simplética, os seus autovalores distintos sdao da forma

pj,p; . para jem {1,... k}. Denotando U; = n'(p;) &n'(p; '), usando a proposicao anterior,

podemos encontrar uma base simplética ordenada B; = (Bj(l), B](?)) de Uj com [M] ()] oy =
J

U, ndo seja diagonalizavel ou igual a diag[pj, ..., pj|, com a quantidade de p's igual a di-

s = M7, onde M; ¢é igual a forma de Jordan de [M],i(,, )], caso
J J

mens3o de 71'(p), caso U; seja diagonalizével. Desse modo, tomando a base ordenada B =

(Bfl), s B,gl), B{Q), ...,B,(f)) chegamos na igualdade
[M]B = diag[Ml, ceey Mk,M;T, ,M;T]

o~ . . . . . _RBT —
Pela Proposmao, existe uma matriz B; com €%/ = M. O que implica que e 5 = M; T

Assim, tomando a matriz B definida por

)
B = , com P =diag|[By, ..., By],

O =P
se obtém que e®? = M. Por fim, como JB é simétrica, pelo item (d) da Proposic3o , segue

que B é Hamiltoniana.

Proposicdo 3.9. Uma matriz A é Hamiltoniana se, e somente se, e* é simplética.

Demonstracdo. Suponhamos que A seja Hamiltoniana. Logo, podemos escrever A = J§, com

8§ simétrica. Como AT = —84, e da igualdade de fAcil verificacio Je?® = €379, obtemos
(eMTget = e7593e® = 3.

A A

logo, e* é simplética. Reciprocamente, suponhamos que e seja simplética. Sendo assim, e

tAT Hetﬂ

é simplética também. Conseguentemente, e = . Diferenciando essa dltima igualdade

e fazendo t = 0, chegamos em ATJ 4+ JA = O. Portanto, A é Hamiltoniana. O

3.4 ESTABILIDADE DE SISTEMAS HAMILTONIANOS LINEARES PERIODICOS

Consideremos um sistema linear definido em toda a reta e 7-periddico

x = A(t)x. (3.6)
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Denotemos por B,.(x) a bola aberta de raio r centrada no ponto x. A partir dai, temos as

seguintes definicoes:

Definicao 3.1. O sistema (3.6 € dito ser um sistema estavel se para cada € positivo, existe

d positivo de modo que se x € Bs(0), entdo ¢(t,x) € B.(0), para todo t.

Definicdo 3.2. Dizemos que o sistema (3.6) é fortemente estavel se é estavel e existe ¢
positivo de modo que para toda matriz A,(t) T-periddica com ||A — Ay|| < €, o sistema
x = A4 (t)x € estavel. Além disso, caso o sistema ([3.6)) seja constante ou Hamiltoniano, ent3o

A4 deve ser tomada como constante ou Hamiltoniana, respectivamente.

Como a definicao de estabilidade em si ndo necessita que consideremos o caso Hamil-
toniano, os resultados sobre estabilidade que nao se referirem a sistemas Hamiltonianos em
especifico serdo apenas enunciados sem ser apresentada uma prova, podendo serem encontra-
dos em [1]. Para os resultados relacionados a estabilidade forte de um sistema, por sua vez,
por necessitarem que analisemos o caso Hamiltoniano separadamente, serdo apresentados uma
demonstracao.

Nesta secdo vamos estudar um pouco sobre sistemas Hamiltonianos constantes x = Ax
que sejam fortemente estaveis.

Temos a seguinte proposicao que nos sera util:

Proposicao 3.10. Um sistema linear constante x = Ax é estavel se, e somente se, todos os
autovalores de A sdo puramente imaginarios, incluido 0, e A é diagonalizavel sobre o corpo

dos complexos.

Tendo em vista o enunciado das duas proposicoes seguintes, consideremos uma equacao

da forma
x = f(x), (3.7)

sendo f : ) — R" de classe C!'. Portanto, temos a existéncia local e unicidade de solucées
da equacao acima.

Dizemos que xq é um ponto de equilibrio de ({3.7)) se f(xq) = 0.

Um ponto de equilibrio x( é dito ser estavel se dado € positivo, existe § postivo com a
propriedade de que para todo x em Bs(xy), a solucdo ¢(t,x) de estd em B.(xp), para

qualquer tempo t.



47

Dessa maneira, um sistema linear constante x = Ax sera estavel quando xy = 0 for um
ponto de equilibrio estavel deste sistema.

Os dois teoremas abaixo sdo bem conhecidos dentro da teoria das equacdes diferenciais.

Teorema 3.1 (Lyapunov). Sejaxq um ponto de equilibrio de (3.7)). Suponhamos que A1, ..., \,
sejam os autovalores da matriz Df(xq). A partir dai, se o equilibrio x, for estavel, entdo
Re); <0, para todo j. Por conseguinte, se existir um autovalor \; com Re); > 0, entdo o

equilibrio ndo é estavel.

Teorema 3.2 (Dirichlet). Suponhamos que (3.7)) possua um ponto de equilibrio x, € uma
integral primeira W(x) numa vizinhanca de x,. Se ¥(x) € positiva ou negativa definida, entdo

o equilibrio x, € estavel.
Para a prova da proxima proposicao precisaremos do Lema abaixo.

Lema 3.1. O Hamiltoniano de um sistema Hamiltoniano auténomo é uma integral primeira

de tal sistema.

Demonstracdo. Seja (x(t),y(t)) uma solucdo do sistema Hamiltonianao em questdo. Ainda,
suponhamos que H seja o Hamiltoniano de tal sistema. Para a demonstracdo, temos simples-

mente que

d

(), ¥(1) = (Hx, %) + (Hy, 3) = (¥, %) + (=%, ¥) = 0.

]

Agora, vamos nas duas préximas proposicoes dar condicoes necessarias e suficientes para

que um sistema Hamiltoniano constante seja fortemente estavel.

Proposicao 3.11. Tomemos A uma matriz Hamiltoniana constante. Se o Hamiltoniano H
do sistema x = Ax é positivo definido ou negativo definido, entdo x = Ax é fortemente

estavel.

Demonstracdo. Tomemos § = —JA a matriz simétrica que define A. Dai, como H(x) =
%XTSX, segue que S é positiva definida ou negativa definida. Agora, devemos perceber que qual-
quer matriz simétrica 8; suficientemente proxima de 8 é também definida. De fato, suponha-
mos que 8 seja positiva definida. Como § est3 fixa, existe d positivo satisfazendo (x, 8x) > 4,

para todo x com ||x|| = 1. Temos ainda que (x, 81x) = (x,8x) + (X, (81 — 8)x). Dai, usando

181 = Sl < (. (81— )x) < lIs1 — S]llIx*
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obtemos, para ||x|| = 1, (x,81x) > § — ||81 — 8|| > 0, caso ||8; — 8|| < . Sendo assim,
para 81 com ||8; — §|| < §, 8 é positiva definida. Analogamente, prova-se que se 8 é negativa
definida, entdo S; é negativa definida, caso S, esteja suficientemente proxima de 8.

Agora, tomemos uma matriz Hamiltoniana A; com |[|8; — 8|| < 4, onde 8; é a matriz
simétrica satisfazendo A; = J8;. Como ||8; — 8| < 4, segue que 8; é positiva ou negativa
definida. Consequentemente, o Hamiltoniano H;(x) = %XT&X é positivo ou negativo definido;
e além disso, como H; é uma primeira integral do sistema x = A;x, pelo o teorema de

Dirichlet, tem-se que x = A;x é estavel. Portanto, o sistema x = Ax é fortemente estavel. []

Proposicao 3.12. Se o sistema linear x = Ax € fortemente estavel, entdo O ndo é autovalor

de A.

Demonstracdo. Suponhamos que 0 é autovalor de A. Seja v um autovetor de A relacionado a
0 que seja unitario. A partir de v, escolhemos vetores va, ..., v,, de modo que v; = v, vy, ..., Vv,
formem uma base para R". Denotemos B = {vy,..., v, }.

Fixemos um vetor x de R™ escrito na base B como x = a;vy + ... + a,V,. Definimos as

seguintes normas:

I|x||5 :=/a} + ... + a2, ||X||i = max{|ay|, ..., |an|}.

A norma Euclidiana ainda sera denotada por ||x||. Como todas as normas de R" sdo equiva-
lentes, podemos encontrar uma constante positiva C' de modo que ||y||Z < C||y||, para todo
vetor y de R". Desse modo, uma vez que ||x||Z < ||x||p, segue que |a;| < C||x||, para todo
7.

_€_

Fixemos € real positivo. Tomemos uma matriz A, n X n satisfazendo A.v; = 50

V1 €
Acv; = Av;, para j diferente de 1. Consequentemente, ||A. — A|| = %e < €. Para provarmos
isso, seja u satisfazendo ||u|| = 1, com representacdo na base B dada por u = a;vi+...+a,V,.

Com isso, obtemos

€ € €
Ac— Al = ||— < —ag| < =
1A~ Apull = lsgavil] < gl < 5
Dessa maneira, |[A — Ac|| < § < ¢, tendo em vista que [[A. — Al| = sup [|A. — Ax||.

lIxll=1
Como %e é um autovalor real de A., pela Proposicao , segue que x = A.Xx nao é
estavel. Consequentemente, x = AX ndo é fortemente estavel.
Ainda supondo que 0 é autovalor de A, consideremos o caso Hamiltoniano. Suponhamos

que n = 2m e que x = Ax seja um sistema Hamiltoniano estavel. Como A é Hamiltoniana,
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0 é um autovalor com multiplicidade pelo menos 2. Também, sendo o sistema estavel, A é
diagonalizavel. Assim, n'(0) possui dimens3o pelo menos 2 e como tal espaco é um susbespaco
simplético, podemos extrair os dois primeiros vetores vi e v,,.; de uma base simplética de
n'(0). Em particular, wg(vy, v, 1) = 1. Com isso, consideremos o subespaco W = [vy, v, 1]
gerado por v; e v,,41. Logo, W+ é um subespaco simplético que admite uma base simplética
Vo, ..., Von. Desse modo, B = {V1, ..., Vi1, ..., Vo } € uma base simplética de R?™. A partir
dai, existe uma constante positiva C' satisfazendo ||x||Z < C||x||, para todo vetor x de R*™.

Consideremos o operador de R?>™ definido como a multiplicacio a esquerda pela matriz
A, que podemos chamar simplesmente de A. Como A é Hamiltoniana, a matriz do operador
em questao na base candnica é A, e uma vez que a prépria base canonica é simplética, segue
que o operador A é um operador Hamiltoniano. Fixemos ¢ real positivo. Além disso, tomemos
M como sendo o maior dos nimeros reais ||vi|| e ||v,11||- Vamos definir o operador T, de
R?" que satisfaz T,v; = icii VL Teviir = — g7 Vne1 € Tevy = Avy, para j diferente de 1
en + 1. Como A é um operador Hamiltoniano, € trivial verificar que para quaisquer v; e v;
de B, vale que wy(T.v;,v;) + wy(v;, Tev,) = 0. Portanto, 7. é um operador Hamiltoniano.
Dessa maneira, a matriz A, = [T,]3 é uma matriz Hamiltoniana.

Consideremos um vetor qualquer u satisfazendo ||u|| = 1. A partir dai, escrevendo u na

base B como u = a;vy + ... + G2,,Vam, obtemos

a€ QApt1€ €
1A = Apull =l v = 252 < Il + Vel

€ €
S@(Wﬂ + |an41]) < >

uma vez que temos |a;],|a,4+1| < C. Com isso, concluimos que ||A. — A|| <.
Por fim, como A, possui autovalores reais, o sistema x = A.x n3o é estavel; consequen-

temente, x = Ax n3o é fortemente estavel. O

3.5 A DECOMPOSICAO DE FLOQUET DE UM SISTEMA HAMILTONIANO PERIODICO
LINEAR

Dado um sistema linear 7-periédico real
x = A(t)x, (3.8)
com matrizante X(t), existe uma decomposicdo, chamada de decomposicdo de Floquet,

() = Qt)e'®, (3.9)
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com Q(t) uma matriz T-periddica.

Provemos tal resultado. Para isso, seja x(¢) uma solugdo de (3.8). Consideremos u(t) =
x(t + 7). Como o sistema (3.8 é 7-periddico, u(t) também é solucdo de tal sistema. Sendo
assim, cada coluna de X(t + 7) é uma combinac3o linear das colunas de X(¢), o que implica
que existe uma matriz € satisfazendo X(¢ + 7) = X(¢)C. Calculando essa tltima igualdade em

t =0, do fato de X(0) = J, segue que
X(t+71)=X(t)X(T). (3.10)

Como X(7) é inversivel, existe B complexa cumprindo X(7) = e™®. Por conseguinte,
podemos considerar a expressio Q(t) = X(t)e~'®; a qual é equivalente a X(t) = Q(¢)e!®. Por

fim, basta provarmos que Q(t) é 7-periddica. Porém, tal resultado é imediato:
Qt +7) = X(t+7)e” P = X)X (7)e PP = X(t)e P = Q(t).

Da identidade (3.10), obtemos X(27) = X(7)2. Sendo X(7) uma matriz real, tem-se que
X(27) possui um logaritmo real. Com isso, existe uma matriz B real satisfazendo X(27) =
e?™® . Como X(t+27) = X(t)X(27), usando o mesmo argumento anterior, podemos encontrar
Q(t), sendo desta vez 27-periddica, satisfazendo X () = Q(t)e!®. Portanto, temos a seguinte

observacao:

Lema 3.2. Na decomposicio de Floquet (3.9) podemos tomar Q(t) como sendo 27-periédica,

e a partir dai podemos considerar B como uma matriz real.

Agora, suponhamos que tenhamos X (t) = Q(t)e!® e X(t) = Qy(t)e'® duas decomposicdes
de Floquet com Q(t) T-periédica e Qy(t) 27-periddica. Assim sendo, de X(27) = X(7)?, tem-se

que 2™ = 2780 Day,
27'30 =21B + diag[ﬂ(l, ey :K:T],

onde X; = 2mik;J para algum real k;.
Por outro lado, se tivermos Q(t) e Qq(t) 27-periddicas, ainda temos a igual acima. Agora,

se Q(t) e Qo(t) forem ambas T-periddicas, teremos que
7By = 7B + diag[Ky, ..., K, ].

No que segue ainda estaremos trabalhando com o sistema ([3.8]) tendo decomposicdo de

Floquet 7-periddica ou 27-periddica (3.9)).
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A primeira aplicacdo fundamental da decomposicdo de Floquet é transformar o sistema

x = A(t)x T-periédico num sistema linear constante como enunciado na proposicdo a seguir.

Proposicao 3.13. A mudanca de varidveis x = Q(t)y transforma x = A(t)x no sistema

linear constante y = By.

Demonstracdo. Diferenciando Q(t) = X(t)e™*® chegamos em
Q(t) = X()e ™ —X(t)e B = A)X()e ™ — X(t)e B = A(t)Q(t) — Q(t)B.

Usando isso, e desta vez diferenciando x = Q(t)y, obtemos

x=Q(t)y+Q(t)y = A(t)Q(t)y — Q(t)By + Q(¢)y.
Por fim, substituindo x = Q(¢)y na equac¢do acima, ficamos com
x = A(t)x + () (y — By).
E é claro que de tal igualdade temos o resultado desejado. [

Tanto os autovalores de X(7) (respectivamente, X(27)) quanto os de B desempenham
um papel fundamental na teoria dos sistemas lineares estaveis e fortemente estaveis. Sendo

assim, é de muita utilidade darmos nomes a tais objetos.

Definicdo 3.3. Os autovalores de X () (respectivamente, X(27)) sdo chamados de multipli-
cadores do sistema ([3.8)), enquanto que os autovalores de B chamaremos de valores caracte-

risticos de tal sistema.

Fixemos uma matriz B. Suponhamos que Ay, ..., \; sejam todos autovalores distintos de
B, com as respectivas multiplicidades (algébricas) iguais a my, ..., m;. Desse modo, temos
uma base de Jordan B com [B]p = diag|B, ..., Bi], onde B; = diag[d,, , (w;), ..., Ip;.r, (w;)],
com g, sendo um bloco de Jordan basico de ordem p; relacionado ao autovalor w;; além
de Pia + ... +pj,7“j = m;.

Dai, o que temos é e®8 = diag[e®, ..., e®"]. E como a exponencial de um bloco basico
de Jordan relacionado a um autovalor w; € uma matriz triangular com todos os elemen-
tos da diagonal iguais a e, segue que os elementos da diagonal de e!®/# s3o dados por

A1 A e

A
et .. ettt etk etk

, onde cada e aparece numa quantidade igual a m;. Portanto, os

Ak

autovalores de el®15 s3o e ..., eM, com respectivas multiplicidades (algébricas) my, ..., my.

Dessa maneira, temos a seguinte observacao:
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Lema 3.3. Se Ay, ..., A\, sdo os valores caracteristicos de (3.8)), com respectivas multiplici-
dades (algébricas) my, ..., my,, entdo os multiplicadores de (3.8)) sdo dados por €™, ..., e™

2T\
Y

(respectivamente, e ..., €¥™% ) com multiplicidades (algébricas) dadas por my, ..., my, res-

pectivamente.

Lema 3.4. Se algum dos sistemas y = By ou x = A(t)x é estdvel e \ é um autovalor de B
com multiplicidade m, segue que e™ (respectivamente, ¢*™) é um autovalor de X(27) com

multiplicidade m satisfazendo n(\) = n(e™) (respectivamente, n(\) = n(e?™)).

Agora, vamos analisar o caso em que o sistema (3.8) é Hamiltoniano 7-periédico. Nesse
caso podemos tomar uma decomposicdo de Floquet com Q(¢) simplética e B Hamiltoniana.

Para vermos isso iremos precisar do seguinte lema:

Lema 3.5. Se (3.8) é um sistema Hamiltoniano, entdo X(t) é uma matriz simplética para

todo t.

Demonstracdo. Devemos provar que
X(t)TgX(t) = 4, (3.11)

para todo tempo t. Para t = 0 o resultado é trivial, uma vez que X(0) = J.
Diferenciando o lado esquerdo da equacdo ({3.8), e usando o fato de que A(t) = J8(t)
com §(t) simétrica, chegamos em

CZ (X()TIX(1)) = X(t)TIX(E) + X(H)TIX(E) = (A(H)X(E)TIX(E) + X(H)TIAD)X (L)

= (IS(H)X()TIX(E) — X()TS(E)X(t) = O.

Consequentemente, X(¢)TJX(¢) é uma matriz constante; e como o seu valor em t = 0 é g,

segue a validade da equacao ([3.11]). O

Lembremos que para uma matriz simplética M, existe uma matriz Hamiltoniana D com
M = eP. Dessa maneira, como estamos supondo que o sistema (3.8)) € um sistema Hamiltoni-
ano, segue que X(t) é simplética. Consequentemente, existe uma matriz Hamiltoniana B satis-

= ¢¥™). Dessa maneira, como Q(t) = X(t)e ">

fazendo X(7) = e™® (respectivamente, X(7)
(respectivamente, Q(t) = X(t)e=22), Q(t) é simplética. Vamos colocar tal resultado em ter-

mos de proposicao.

Proposicdo 3.14. Se o sistema (3.8) é Hamiltoniano, entdo Q(t) pode ser tomada como

simplética e B como Hamiltoniana na decomposicio de Floquet ({3.9)).
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Para encerrarmos esta secdo vamos falar sobre a decomposicao de Floquet de um sistema
T-periddico estavel.

A proposicdo a seguir é bem conhecida no estudo das equacdes diferenciais.

Proposicao 3.15. O sistema T-periédico x = A(t)x € estdvel se, e somente se, todas as suas

solugbes sdo limitadas.
Como consequéncia de tal proposicao, temos os dois resultados a seguir.

Proposicao 3.16. O sistema T-periddico x = A(t)x € estavel se, e somente se, a sequéncia

10(7)¥|| é limitada.

Demonstracdo. Para todo k real, temos a identidade X (k7 +t) = X(¢)X(7)*. Porém, ||2(t)||
é limitada no intervalo compacto [0, 7], o que implica que [|X(¢)|| é limitada em toda a reta

se, e somente se, ||X(7)*|| é uma sequéncia limitada para todo ¢. Sendo assim, as solucdes

|X(7)*|| € uma

x(t) = X(t)€ sdo limitadas, isto é, x = A(t)x é estdvel se, e somente se,

sequéncia limitada. O
Teorema 3.3. x = A(t)x € estavel se, e somente se, y = By ¢é estavel.

Demonstracio. Tomemos x(t) = Q(t)y(¢). Uma vez que e que ||Q(t)|| e ||Q~*(¢)|| s&o limi-
tada, por Q(t) ser periédica, temos que x(¢) € limitada se, e somente se y(t) for limitada; e,

portanto, o resultado segue da Proposicao [3.15] O

Suponhamos que o sistema ([3.13]) é estavel; o que implica que y = By também é estavel.
Dessa maneira, pelo Teorema|3.10, B é diagonalizavel sobre os complexos. Consequentemente,
supondo que Aq, ..., \x sejam os distintos autovalores de B com multiplicidades myq, ..., my,

respectivamente, cada autoespago 7(\;) possui dimensdo m ;. Tomemos uma base vgj), - V%i

de 7n();). Primeiramente, percebemos que para um autovetor v de B com autovalor A, vale

que v é um autovetor de X(7) (respectivamente, X(27)) com autovalor e™ (respectivamente,

627/\) A

. De fato, basta percebermos que ambas as funcdes ¢(t) = e'®v e ¥(t) = e*v sdo solu-

cdes do problema de valor inicial x = Ax, x(0) = v; o que implica que ¢/®v = eMv. Fazendo

t = 7 (respectivamente, ¢ = 27), obtemos o desejado. Assim, para cada j em {1,...,k},

tem-se que ng), ,V%z formam um conjunto linearmente independente de 1(e™) (respecti-

vamente, 77(627)‘j)). Por fim, como a soma m; + ... + m;, é igual a ordem de B, devemos ter
necessariamente que cada m; é a dimens3o do autoespaco 7(e*™) (respectivamente, 7(e*™)).

Conseguentemente, os vetores vi? v formam uma base para 7)(e™) (respectivamente,
1 > » Ymy
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n(e*™)). Portanto, concluimos que n()\;) = n(e™) (respectivamente, n(\;) = n(e?™)),
para todo j. E é claro que o mesmo é valido supondo-se que y = By é estavel. Enunciemos

esta conclus3o.

3.6 OS TEOREMAS DE KREIN-GELFAND-LIDSKII
3.6.1 O Primeiro Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii

Tomemos A uma matriz Hamiltoniana. Consideremos o sistema Hamiltoniano x = Ax. Su-
ponhamos que £i/3;, ..., £if3,, com [3; > 0, para todo j, sejam todos os autovalores puramente
imaginérios distintos de A. Para cada j em {1,...,n}, consideremos U; = n'(i3;) ®n'(—if3;).
Denotemos por H; o Hamiltoniano dado pela a restricdo de A a U;. A partir dai, Mantendo

a notacao, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.4 (Primeiro Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii). Suponhamos que o sistema x =
Ax seja estavel. Sendo assim, tal sistema € fortemente estavel se, e somente se, 0 ndo é um

autovalor de A e cada H; é positivo ou negativo definido.

Demonstracdo. Suponhamos que o sistema em questdo seja fortemente estavel. Logo, pela
Proposicao (3.12, vale que 0 ndo é um autovalor de A. Agora, para o Hamiltoniano H; definido
em Uj, usando o Corolario , podemos obter uma base simplética de U; de modo que o

Hamiltoniano H; nas cordenadas dadas por tal base assume a forma
1 & 2 2
Hj - 5 Z 555]'(3:8 + ys)’
s=1

com 0, € {—1,1} e m; a multiplicidade de i3;. Agora, suponhamos que algum H; é indefinido.
Logo, temos um par de 0. s tal que um deles seja igual a 1 e o outro igual a —1. Assim, podemos
supor que 9; = 1 e 65 = —1. Dali, consideremos o Hamiltoniano HJ(E) = H; + ey1y2. Sendo
assim, Hj(»e) é dado por

B = 365tk +47) = 3503+ ) + e+ 5 DA+ 02)

Consequentemente, z = HVHJ(-G) é equivalente a escrever

T = Bjyr + ey, To= =Pyt ey, 1= —Fix1, Yo = PjTo, (3.12)
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e ainda um sistema dependendo das variadveis x3, ..., Z,, ¥s3, ..., y,. Com isso, temos que os

autovalores da matriz de coeficientes do sistema ([3.12)) sdo as solucGes da equacdo

—A 0 Bj €

0 =X e —f 4 212 2, 2
0 = det = A" 28507 + B5(85 +¢€7).

Porém, o discriminante da equacdo quadratica acima é A = 632 — 632(632 +€%) < 0, para
qualque € positivo; o que implica que tais autovalores devem ter partes reais nao nulas. Além
do mais, podemos escrever Hf = %ZTS(E)Z, com 8 = 2(8 4+ g@) = 28 + €C, de modo que
C=col]0,...,e,12,€41, ..., 0], onde a coluna formada pelo vetor e, ;; é a coluna n+j — 1,
para j € {1,2}. Uma vez que 8 é simétrica, temos a matriz Hamiltoniana A(©) = 78§
(e)
J

2
latfliell

Portanto, o sistema x = Ax ndo é fortemente estavel. Com isso, provamos a ida.

Sendo assim, o sistema x = A’”x é n3o estavel. Porém, temos que ||A§-€) — Al < [|al][€]]5-

Por conseguinte, tomando € ao invés de ¢, temos ||A) — A|| <.

Provemos a volta. Como 0 n3o é um autovalor de A, podemos escrever simplesmente
C" =U;&...4U,. Seja 8 a matriz simétrica que define A. Consideremos §; a restricdo de 8
a U;. A partir dai, pelo o que foi feito na Proposicao , para cada € positivo suficientemente
pequeno e 8 simétrica com ||8' — §|| < ¢, tem-se que o operador (simétrico) induzido pela
restricdo da matriz 8 a U, que podemos denotar por §;, bem como §;, sdo ou negativos
definidos ou positivos definidos em U;. Sendo assim, o Hamiltoniano H definido por 8’ em U;
é ou positivo definido ou negativo definido, o que implica que x = .A;»X € um sistema estavel,
onde A’ = J8’. Assim, usando o Teorema , obtemos que A; é diagonalizavel sobre os
complexos, possui todos os seus autovalores imaginarios puros, incluindo o 0, para cada j.
Consequentemente, o mesmo vale para A’. Portanto, usando o Teorema novamente,
obtemos que o sistema x = A’x é estavel. Com isso, concluimos que o sistema x = Ax é

fortemente estavel.
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3.6.2 O Segundo Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii

Vamos considerar nesta secdo um sistema Hamiltoniano 7-periddico estavel
x = A(t)x, (3.13)

com decomposicdo de Floquet X(¢) = Q(t)e!®. Nesta sec3o, vamos supor que B é real, e
para isso valer estaremos supondo que Q(t) é 27-periddica. Dessa maneira, teremos a relacdo
X(27) = e*™®.

A partir de tal decomposicdo, temos a mudanca de varidveis x = Q(¢)y. O nosso objetivo

é provar a seguinte equivaléncia:

Teorema 3.5 (Segundo Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii). x = A(t)x é fortemente estavel

se, e somente se, y = By ¢é fortemente estavel.
Comecemos provando a ida de tal teorema. Para isso, precisamos do seguinte lema:

Lema 3.6. Seja x = A(t)x um sistema Hamiltoniano T—periédico com decomposicdo de
Floquet X(t) = Q(t)e'®. Tomemos uma matrix Hamiltoniana B,. Consideremos a matriz

simplética X1 (t) = Q(t)e!®'. Com tais condicées, vale a igualdade

Y

1AL = All < |12 |B, — B[l |2~

onde Ay (t) = X1 (t)X71(t). Além disso, A (t) é Hamiltoniana T—periddica.

Demonstracdo. Comecemos provando que a matriz A4 (t) = X1 (t)X7*(¢) é Hamiltoniana. De

fato:

Xy ()JX1(1)T = § = Xy ()X ()T + Xy (D)X, ()T =0 —
(X1 ()X () X1 (DX ()T + Xa ()X ()T ()X () )T =0 =
A(t)d + JA@D)T = 0.

Expandindo a expressdo A (t) = X1(t)X1(t)~", obtemos
Ai(t) = Q(1)Q71(t) + Q(t) B9 (1).

Logo, uma vez que Q;(t) é T—periddica, A;(t) é T—periddica.

Por fim, de A(t) = X(t)X~!(t), chegamos em

Ax(t) — A(t) = Q(t)(B1 — B)Q (1),
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o que implica que
1A = All < |2 |B1 - BI |27
UJ

Voltemos a considerar o sistema . Pela estabilidade forte, existe ¢ positivo de modo
que para cada matriz Hamiltoniana periddica real A;(t) com ||A; — A|| < ¢, vale que o
sistema © = A;(t)x é estavel. Tomemos a mudanca de varidveis x = Q(t)y. Vamos provar
que y = By é fortemente estavel. Para isso, devemos encontrar d positivo com a propriedade
de que para toda matrix Hamiltoniana B; que cumpra ||B; — B|| < 0, tem-se que o sistema
e

Tomemos § = . Vamos demonstrar que

- A7

y = By é estavel. Denotemos M = ||Q|| ||Q~
0 tem a propriedade desejada. Para isso, seja B; uma matriz Hamiltoniana. Pelo Lema (3.6
Ai(t) = Xy ()X (t)" é Hamiltoniana periédica, onde X; = Q(t)e®'. Ainda, se | B, — B <

0, ha de valer
A — Al < 12l Q7| 1B1 — Bl < M = e

Logo, o sistema X = A4 (t)x é estavel. Portanto, todas as solucdes de tal sistema s3o limitadas.
Sendo assim, uma vez que y(t) = Q(¢)'x(t), todas as solucdes de y = B (t)y sdo limitadas,
o que implica que tal sistema é estavel. Com isso, obtemos o desejado, isto é, a demonstracao
da primeira parte do Teorema (3.5]

Vamos agora entrar no caminho que ird culminar na prova do Teorema (3.5|

Denotemos por ( ,) o produto Hermitiano em C™. O produto Euclidiano em R™, por sua
vez, sera denotado por ( , ). Lembremos que uma matriz é dita ser autoadjunta se for simétrica,
no caso real, ou Hermitiana, no caso complexo.

Seja G um matriz autoajunta. Se G for Hermitiana (respectivamente, simétrica), definimos

o seguinte produto em C™ (respectivamente, R"™):
[z, w|g := (9z,w) (respectivamente, [z, W] := (Gz, W)).

A partir da definicio acima, é facil mostrar que [az, Bw|s = af|z, W e [z, + 2o, W]g =
[z1, W|g + [22, W|g, [z, W1 + Wa]g = [z, W1]g + [z, Wa]g. Isto €, [,]g é uma forma Hermitiana
em C" (respectivamente, forma bilinear em R™).

Com isso, dizemos que uma matriz X complexa ou real é uma matrix G-unitiria se a

transformac3o linear definida por X preserva a forma [, ]g, ou seja, se vale a igualdade

DCZ, xw]S = [Z7 W]Sa
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para quaisquer vetores complexos (respectivamente, reais) z e w. E facil ver que X é G-unitaria

se, e somente se, vale a relacdo
X*GX = G.

O nosso caso de interesse vai ser o de considerar a matriz —iJ, que é uma matriz Hermiti-
ana. Dessa maneira, uma matriz X vai ser (—iJ)-unitaria quando satisfizer a relacdo X*JX = J.
Em particular, uma matriz X real é (—iJ)-unitaria se, e somente se, é simplética.

Em particular, temos que o matrizante X(¢) é uma matriz (—iJ)-unitéria. Esse fato e alguns
resultados sobre matrizes G-unitarias que daremos a seguir nos serdo (teis ao propdsito desta

secao.
Lema 3.7. Para uma matriz G-unitaria real X, valem os seguintes fatos:

(a) Sep é um autovalor miiltiplo de X que esteja no circulo unitario S* com X|,(,) sendo ndo

diagonalizavel, entdo existe um autovetor v relacionado a p satisfazendo [v,v]g = 0.

(b) Caso p seja um autovalor de X que ndo esteja no circulo unitario S* com autovetor v,

vale que [v,v]g = 0.

Demonstracdo. Do fato de que X|,(,) ndo é diagonalizavel, a partir de uma base de Jordan de
X|,t (), podemos extrair dois vetores v e w com a propriedade de que Xv = pve Xw = pw+v.

Usando que X é G-unitéria, tem-se que
[:X:Va XW]g = [Va W]g - pﬁ["? W]S + p[V7 V]g = [V7W]9 —
(Ipl? = Dlv, wlg + plv, v]g = 0 = p[v,v]g = 0 = [v, V] = 0.

Agora, suponhamos que p ¢ S' e seja v um autovetor relacionado a p. Da igualdade
[Xv, Xv]g = [v, v]g, segue que (|p|* — 1)[v,Vv]g = 0. Como |p| # 1, , tem-se que [v, v]g = 0.
O

Teorema 3.6 (Krein). Suponhamos que tenhamos uma matriz G-unitaria X com um autovalor
mdiltiplo p de modo que para todo autovetor v tem-se [v,v|q # 0. Mediante tais hipéteses,
existem -y e § positivos de modo que se'Y € G-unitaria com || X—Y|| < §, entdo todo o autovalor

B dey com |p— 3| <~ estd em S e tem a propriedade de que Y|, (s seja diagonalizével.



59

Demonstracdo. Seja X e p como no enunciado. Suponhamos que vale a negacdo do que
queremos mostrar. Com isso, existem duas sequéncias (X,,) e (p,) convergindo para X e
p, respectivamente, com X,, G-unitaria tendo p, como autovalor satisfazendo p, ¢ St ou
pn € St tal que Xl,t(,) ndo seja diagonalizavel. A partir do Lema , podemos encontrar
uma sequéncia (v,) onde cada v, é um autovetor de p, que podemos supor normalizado
satisfazendo [v,,, v,,]¢ = 0. Como o conjunto de vetores unitarios complexos é compacto, existe
uma subsequéncia (v,,) de (v,) que converge para algum v, de modo que [v,, v, g = 0. Desse
modo, fazendo-se j — o0 em XV, = pn; Vi, [Vi;s ViyJg = 0, chegamos em Xv = pv,
[v,v]g =0, o que é um absurdo.

]

Definicao 3.4. Tomemos uma matriz G-unitaria X e p um autovalor de X. Dizemos que p é
de primeira espécie (respectivamente, segunda espécie) se para todo autovetor v relacionado
a p, vale que [v,v]g > 0 (respectivamente, [v,v]g < 0 ). Autovalores de primeira e segunda

espécie sdo chamados de definidos. Caso contrario, o autovalor é dito ser indefinido.

Para um autovetor v = r + is de uma matriz X simplética, temos a relacdo
[v,v]_ig = 2(r,Jr) = 2{r,s}. (3.14)

Com isso, concluimos que [v,Vv]_;5 > 0 (respectivamente, [v,Vv]_;5 < 0) se, e somente se,
{r,s} > 0 (respectivamente, {r,s} < 0).

Antes de fazermos a demonstracdo da volta do Teorema|3.5| precisamos lembrar da depen-
déncia continua das solucées com respeito as condicOes iniciais, cujo enunciado, para sistemas

lineares, é dado por:

Lema 3.8. Sejam x = A(t)x e x = A,(t)x sistemas lineares periédicos com matrizantes
X(t) e Xy(t), respectivamente. A partir dai, para todo e positivo, existe § positivo de modo

que se ||A — Aq|| < 6, entdo ||X(t) — X1(t)|| < €, para todo t no intervalo [0, 27].

Também, iremos precisar da dependéncia continua das raizes do polinémio caracteristico

de uma matriz com respeito a matriz, que é um corolario do seguinte lema:

m—1

Lema 3.9. Sejap(z) = 2"+ Z a;z’ um polinémio complexo com raizes py, ..., py, de multi-
=0

plicidades av, ..., oy, respectivamente. Dessa maneira, para cada ¢ positivo com a propriedade

de que B.(p;) N Be(pr) # 0, para j # k, existe & positivo de modo que todo polinémio
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m—1
q(z) = 2™+ > bjz) com |a; — bj| < 6, para cada j, possui exatamente o; raizes (levando
=0
em conta as multiplicidade) em B.(p;).
Corolario 3.1. Sejam A e B duas matrizes complexas. Suponhamos que p1, ..., px. sejam todos
os atovalores de A com respectivas multiplicidades (algébricas) o, ..., ay.. Sendo assim, para
cada € positivo com a propriedade de que B.(p;) N Bc(px) # 0, para j # k, existe 0 positivo

de modo que se B é tal que ||A — B|| < 0, entdo B possui exatamente o; (considerando-se

as multiplicidades) autovalores em B.(p;), para cada j.

Demonstracdo. Consideremos o espaco de polinémios sobre C munido da norma do méximo.
Dessa maneira, para um polindmio complexo p(z) = ag + a1z + ... + a2, a norma de p(z)
serd dada por ||p(2)|| = maz{]|ag|, ..., |ak|}

Para uma matriz A denotemos por p.(A) o seu polinémio caracteristico. Fixemos ¢ positivo
como no enunciado. Pelo Lema , obtemos 0 positivo com a propriedade de que se ||p.(A) —
pe(B)|| < 6, entdo B possui extamente «; autovalores (contando a multiplicidade) em B.(p;),
para cada j.

Como a funcdo determinante é continua, podemos encontrar ~y positivo com a propriedade
de que se ||A — Bl|| < v, entdo ||p.(A) — p.(B)|| < 6. Com isso encerramos a demonstracdo.

O

Yakubovich e Starzhinskii no seu livro [3] provam que os autovalores de uma matriz G-
unitaria sdo funcdes continuas da matriz. Na demonstracao desse teorema, é provado o seguinte

resultado que nos serd muito util:

Teorema 3.7. Seja X matriz G-unitéria. Dai, para todo € positivo de modo que B.(«) N
B.(8) = 0, para quaisquer dois autovalores distintos « e 3 de X, existe § positivo com a
propriedade de que se X'y é uma matriz G-unitaria com || X — X1|| < 6, entdo X e Xy possuem
a mesma quantidade de autovalores de primeira espécie e de segunda espécie em B.(«),

levando em conta as multiplicidades, para qualquer autovalor o de X.

Obs.: A rigor, teriamos que tomar ¢ de modo que para cada autovalor a de X que n3o
esteja em S', tem-se que B.(a) N S* = ). E o que fazem Yakubovich e Starzhinskii. Porém,
por simplicidade, ao usarmos o teorema acima, ndo iremos levar isso em conta, uma vez que
podemos tomar € tdo pequeno quando quisermos.

Comecemos a demonstracao da reciproca do Teorema [3.5]
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Suponhamos que o sistema y = By seja fortemente estavel. Vamos provar que o sistema
x = A(t)x é fortemente estavel.

Queremos encontar e positivo tal que para toda matriz Hamiltoniana A;(¢) com ||A —
Ail] < €, vale que o sistema x = A;(t)x é estavel.

Dessa maneira, desde ja fixemos um sistema estavel X = A;(t)x com matrizante X, ().
Denotemos Xy = X1(27).

Como y = By é fortemente estavel, pelas Proposicdes[3.10/e[3.12] os autovalores de B so
imaginarios puros ndo nulos. Sendo assim, supondo que +iw, ..., +iw, sejam os autovalores
de B com ws > 0, para todo s, tem-se que que os autovalores de X(27) sdo dados por
pj = €2 p_; =e i com j € {1,2,...,n}. Logo, tais autovalores estdo em S*.

Denotemos U; = n'(iw;)®n'(—iw;). Pelo Teorema , vale que H; é positivo ou negativo
definido. Fixemos um autovetor v = r + ¢s. A partir dai, tomemos uma base de U; dada por
Vi, es Vi V1, s Vi, Onde v = v, m; € a multiplicidade de iw; e cada v; € um autovetor
de iw;. Como B é diagonalizavel, podemos usar o Corolario para escrever o Hamiltoniano

do sistema y = By restrito a U; como

1 e
H;(z) = QWi 255(1’? +y2),
s=1

onde m; € a multiplicidade de iw;, e 6, = sign{r,,s}. Ainda, Z1,...,Tm;, Y1, ..., Ym; S0
as coordenadas de z em uma determinada base de U;. Escolhendo z; de modo que suas
coordenadas sejam tais que x;, = 0, ys = 0, para 7 # 1, e xt; = 1, y; = 0, obtemos que
01 > 0, caso H; seja positivo definido ou d; < 0, caso H; seja negativo definido.

Assim, concluimos que cada autovetor v = r +is de B é tal que {r,s} > 0, caso H, é
positivo definido ou {r,s} < 0, caso H; seja negativo definido; em particular, {r,s} # 0.

Conseguentemente, pelo Lema [3.4] tem-se que o mesmo vale para os autovetores de
X(27), o que implica em particular que para todo autovetor v = r + is de X(27), tem-se que
{r,s} #0.

Assim, podemos usar o Teorema de Krein. Fazendo isso, para cada autovalor miltiplo p;

de X = X(27), existem d;,; positivos de modo que caso ||X; — X|| < ~;, vale que se ,0(-1)

;€

um autovalor de X; satisfazendo |p, —p§1)| < §;, entdo I)Cl|nf(p<1>) é diagonalizavel e pg.l) e St
J

Sejam & = min{d,...,0,} e v = min{vy, ..., }. Logo, pelo Corolario 3.1, podemos

encontrar 7* menor do que  de modo que se ||X — X;|| < 7*, entdo para cada autovalor p de

X com multiplicidade «, existe uma quantidade « de autovalores (levando em consideracdo
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as multiplicidades) p*) de X; com |p — p™M| < 6. Isso implica que para um autovalor miiltiplo
o) de X1, tem-se que pM) estd em S' e que X1l,1(,0) é diagonalizavel.

Agora, suponhamos que tenhamos um autovalor simples p") de X; que esteja préximo de
algum autovalor simples p de X. Usando o Teorema [3.7] podemos tomar X; suficientemente
préxima de X de modo que p!) seja um autovalor definido. Consequentemente, pelo segundo
item do Lema , segue que devemos ter p(l) e S'. Além disso, x1|7,(p<1>) é trivialmente
diagonalizavel.

Usando o Lema [3.8] existe € positivo com a propriedade de que se ||[A — A;|| < ¢, entdo
10 =2 ] <.

Sendo assim, X;(27) é diagonalizdvel possuindo todos os seus autovalores em S*. Dessa
maneira, existe uma matriz inversivel P satisfazendo PX;(27)P~! = D, com D uma matriz
diagonal com os elementos da diagonal estando em S!. Consequentemente, para cada k
natural, tem-se que X%(27) = P 1D¥P. Porém, como ||D*|| < 1, obtém-se que ||X}|| <
[|P~L[]||P]|; o que implica que X;(27)* é uma sequéncia limitada. Isso implica que a seguéncia
X1(7)* é uma seguéncia limitada. Provemos isso. Primeiramente, o que temos é X;(7)% =
X1(27)!. Também, temos que X;(7)%*! = X;(27)*X; (7). Dessa maneira, como a sequéncia
X, (7)*F é composta das duas sequéncias limitadas X;(7)% e X?'*!(r), segue que X,(7)* é
limitada. Logo, pela Proposicdo (3.16, x = A;(¢)x é um sistema estavel. Com isso, concluimos

a demonstrac3o de que X = A(t)x é um sistema fortemente estavel.

3.6.3 O Terceiro Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii

O seguinte teorema é o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii como enunciado e provado no

livro de Yakubovich e Strazhinskii.

Teorema 3.8 (Terceiro Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii). Consideremos um sistema Hamil-
toniano periédico x = A(t)x. Entdo, tal sistema € fortemente estavel se, e somente se, todos

os seus multiplicadores estdo em S' e sdo definidos.

Demonstracdo. Suponhamos que x = A(t)x seja fortemente estavel. A partir dai, y = By é
fortemente estavel. Consequentemente, como vimos antes, nesse caso todos os multiplicadores
de x = A(t)x s3o definidos e estdo em S*.

Agora, provemos a reciproca. Suponhamos que todos os multiplicadores de x = A(t)x

estejam em S! e sejam definidos. Consideremos uma decomposicio de Floquet X(t) = Q(t)e!®
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do matrizante X(¢) de x = A(t)x. Tomemos uma matriz Hamiltoniana constante B; com
/B — By|] < m e seja Xi(t) = Q(t)ePr. Usando a continuidade da exponencial, temos que
[|X(27) — X1(27)|| < 12, para algum 7, positivo que pode ser feito suficientemente pequeno
fazendo-se 7, suficientemente pequeno.

Como os autovalores de X(27) sdo definidos, usando o teorema de Krein e tomando 7,
suficientemente pequeno, ha de vale que existe v positivo de modo que se p é um autovalor
de X(27) com |p — p| < ~, onde p*) é um autovalor miltiplo de X;(27), entdo p € S*
e X(27)|,t(,) € diagonalizavel. Ainda, pelo Corolario podemos fazer 1y sufcientemente
pequeno de modo que todos os autovalores de X(27) estejam préximos de algum autovalor
de Xy (27).

Como antes, podemos supor que todos os autovalores simples de X;(27) estio em S?.

Dessa maneira, temos que X;(27) é diagonalizavel e possui todos os seus autovalores em
S1. Tomemos uma base de autovetores vy, ..., vy, de X1(27) com respectivos autovalores
P1; -, Pon, N30 necessariamente todos distintos. A partir dai, facamos y; = e®'v;. Dessa
maneira, yi,...,y2, € uma base para o espaco de solucdes da equacio y = Biy. Porém,

k  obtemos

k27B1 — (e

uma vez que eQTﬁlvj = p;V; € que para todo natural k, vale que e 2B

que y; = phv;. Logo, escrevendo t = k27 + 5, 0 < s < 27, obtemos y; = phe’™, e
como |p;| = 1, segue que |y;(t)| < e’l®ill||v;||. Consequentemente, todas as solucdes de
y = By sdo limitadas. Consequentemente, pela Proposicao [3.15, segue que y = By é

estavel. Portanto, concluimos que y = By é fortemente estavel; o que implica que x = A(¢t)x

é fortemente estavel.

3.7 A TEORIA DE GELFAND-LIDSKII
3.7.1 Preladio: o Grupo Fundamental do Grupo Simplético

Pela decomposicao polar de uma matriz e pelo fato de que os componentes da decomposi-

cdo polar de uma matriz simplética sdo matrizes simpléticas, temos o seguinte homeomorfismo:
Sp(2n,R) ~ Sp™(2n,R) x Sp°(2n,R),

onde Spt(2n,R) é o conjunto das matrizes simpléticas reais 2n X 2n que s3o simétricas

e positivas definidas, enquanto que Sp°(2n,RR) é o conjunto das matrizes simpléticas reais
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2n X 2n ortogonais.
Denotemos por H¢(2n) o conjunto das matrizes Hamiltonianas 2n x 2n simétricas. Vamos

provar que hd um homeomorfismo entre H,(2s) e Sp™(2n,R), por meio da aplicacdo
H,(2n) — Sp*(2n,R), A +— e

Para vermos isso, consideremos A em H,(2n). Na construcdo da decomposicdo polar de uma
matriz A a parte positiva definida é uma das raizes quadradas de AAT. Dai, a parte positiva

A o que implica que e* é positiva

definida na decomposicdo polar de et é e(e)T = ¢2
definida; e como ¢ também é simplética, segue que e* € Sp™(2n, R).

Reciprocamente, tomemos B pertencente a Sp*(2n,R). Como B é simplética, existe A
Hamiltoniana satisfazendo e* = B. Porém, uma vez que B é positiva, sua decomposicio
polar é constituida por ela mesma e pela a matriz identidade. Sendo assim, B? = BBT; isto
AAT — 24

é, , 0 que implica que A = AT. Com isso, temos o homeomorfismo desejado.

E facil ver que conjunto H,(2n) é formado pelas matrizes da forma

A A
A= ,

Ay —Ay

com A; e Ay matrizes simétricas n X n. Consequentemente, temos o homeomorfismo

A Ay
H,(2n) — 8M(n) x 8M(n), — (Aq, Aa).

Ay —A4

Logo, denotando por SM(n) o conjunto das matrizes simétricas reais de oredem n, como
8§M(n) x 8M(n) é homeomorfo a R*"*1) tem-se que H,(2n) é homeomorfo a R"("+1).

E facil ver que Sp°(2n,R) consiste das matrizes da forma

A B
M = :
—B A
com
ATA+ BB =7, ATB=BTA (3.15)

A partir dai, podemos construir o seguinte mapa

A B
Sp°(2n) — U, (C), — A+ 1B,

-B A
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onde U, (C) é o conjunto das matrizes unitarias n X n. Que a imagem da aplicacdo acima
esta de fato em U,,(C) segue facilmente de ([3.15).

Para cada U € U, (C), o determinante de U é um ndmero complexo de médulo igual a 1;
portanto, det(U) = ¢'®. Tendo em vista isso, consideremos a matriz Gy = diagle?, 1, ..., 1]
de ordem n. Com isso, a matriz U = UGy, sendo Us em U,,(C) com determinante igual a 1.

Portanto, novamente temos um isomorfismo
Un(C) — Un(C) x {Su}, Ur— (Us, Su),

onde UZ(C) é o conjunto das matrizes unitarias com determinante igual a 1.

Agora, lembremos o fato da topologia algébrica que diz que o conjunto U, é simples-
mente conexo. Além disso, como é claro que {Gy } é homeomorfo a S!, segue que U, (C) é
homeomorfo a S*.

Com toda a discussdo acima, o que concluimos é que Sp(2n,R) é homeomorfo ao produto
cartesiano de um espaco simplesmente conexo X com S!. Dai, como o grupo fundamental de

St é 7, segue que o grupo fundamental de Sp(2n, R), denotado por 7 (Sp(2n,R)), é Z.

3.7.2 Interlidio: o indice de Gelfand-Lidskii

Nesta secao consideraremos um sistema Hamiltoniano linear fortemente estavel 7-periddico
x = A(t)x, (3.16)

Com matrizante X tendo decomposicao de Floquet
X(t) = Q(t)e™®. (3.17)

Vamos considerar Q(t) sendo 27-periédico e B real. Além disso, como o sistema é Hamiltoni-
ano, podemos tomar Q(t) simplética e B Hamiltoniana.

Como y = By é fortemente estavel, pelas Proposicdes e [3.12, os autovalores de
B sdo imaginarios puros ndo nulos. Sendo assim, suponhamos que +iwy, ..., +iw, sejam os
autovalores de B com wy; > wy > ... > w, > 0. Por conseguinte, os autovalores de X(27)
sdo dados por p; = €™ p_; = e ™ com j € {1,2,...,n}.

Agora, consideremos dois sistemas Hamiltonianos 7-peridédicos fortemente estaveis

2= JVHy(z,t), z=JVH(z1). (3.18)
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A partir dai, podemos definir uma homotopia entre tais sistemas. Dizemos que os sistemas
(3.18) estdo no mesmo dominio de estabilidade se existe um Hamiltoniano H(z,t,s) dado
por H(z,t,s) = 3278(t, s)z, com 8(t, s) simétrica, continuo e T-periédico na variével ¢, com

s variando no intervalo [0, 1], satisfazendo
H(z,t,0) = Hy(z,t), H(z,t,1)= H(z,t),
de modo que para cada s pertencente a [0, 1], o sistema
z=JVH(zt,s)

seja fortemente estavel.

Podemos identificar cada sistema Hamiltoniano 7-periédico X = A(t)x com a sua matriz
A(t), e formar assim o conjunto £ das matrizes Hamiltonianas T-periédicas A(t).

Com isso, temos o subconjunto £, das matrizes estdveis T-periédicas e o subconjunto
L5 das matrizes T-periédicas fortemente estdveis, de acordo com o sistema x = A(t)x ser
estavel ou fortemente estavel, respectivamente. Usando da topologia induzida pela norma no
conjunto £, o conjunto L é o interior do conjunto L; portanto, £, é aberto em (.

Usando os termos introduzidos acima, podemos reformular o conceito de dominio de es-

tabilidade. Para isso, sejam dois sistemas Hamiltonianos 7-periddicos fortemente estaveis

A partir dai, dizer que ambos os sistemas em ([3.19)) pertencem ao mesmo dominio de estabi-
lidade é equivalente a dizer que existe uma homotopia livre entre os caminhos fechados Ag(t)

e Ai(t) em L, isto é, existe uma aplicacdo continua
At,s) : R x [0,1] — L,
satisfazendo
A(t,0) = Ao(t), A(t,1) = Aq(t).

Sendo assim, temos uma relacdo de equivaléncia em L, que identifica duas matrizes A(t) e
A1 (t) possuindo uma hotomopia livre entre elas. Tais classes de equivaléncia sdo os chamados
dominios de estabilidade em £,;,.

Dizemos que uma homotopia livre entre Ay(t) e A;(t) em Ly, é uma homotopia forte,

para evidenciarmos o fato de que A(t) = A(t, s) é uma matriz fortemente estavel, para todo
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s no intervalo [0,1]. Também, se Qu(t)e’® e Qi(t)e'®' s3o decomposicdes de Floquet dos
sistemas ((3.19)), dizemos que By e B, sdo fortemente conectadas ou fortemente ligadas se
existe uma aplicacdo continua B : [0,1] — LY, com B(0) = By e B(1) = B;. A notacio

LY significa o conjunto das matrizes A Hamiltonianas constantes com x = Ax sendo um

sistema fortemente estavel. Com tais definicoes temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.17. Para dois sistemas Hamiltonianos x = Ay(t)x e x = A;(t)x fortemente
estaveis no mesmo dominio de estabilidade com decomposicées de Floquet Xy = Qy(t)e™ e
X, = Qi (t)e'®1, respectivamente, tem-se que By e B, sdo fortemente conectadas e que Q(t)

e Q,(t) sdo homotdpicos.

Demonstracdo. Seja A(t,s) : Rx[0,1] — L5 uma homotopia entre A (t) e Ay (t). A partir
dai, para cada s pertencente a [0, 1], consideremos o sistema 7-periédico X = A(t, s)x com
decomposicdo de Floquet X(,s) = Q(¢, s)e'®(), sendo Q(t, s) 27-periédica e B Hamiltoniana

real. Como A(t,0) = Ag e A(t,1) = Ay(t), chegamos em

X(t,0) = Xo(t) = Qo(t)e™,  X(t,1) = X1 () = Qi (t)e™.

27B(

Agora, usando que X(27,5) = €272, vale que 27B(s) é o logaritmo de X (27, 5). Dessa ma-

neira, o caminho continuo B(s) = 5-log (X(27,s)) em £ liga By a By. Como a transformacao
x = Q(t, s)y transforma o sistema fortemente estavel x = A(t, s) no sistema fortemente es-

tavel y = B(s)y, o caminho B(s) estd em L. Por fim, o caminho
Q(t,s) = X(t,s)e 2

é um caminho continuo que liga Qq(?) a Q;(?).

Agora, temos a importante proposicao:

Proposicao 3.18. Dado um sistema Hamiltoniano T-periédico fortemente estavel x = A(t)x,

existe um invariante por homotopia forte n(A).

Demonstracdo. Consideremos a decomposicio de Floquet X(t) = Q(t)e'®. Como Q(t) é
simplética periddica, Q(f) é um caminho fechado em Sp(2n,R). Além disso, uma vez que
m(Sp(2n,R)) = 7Z, tem-se que a classe de Q(t) em m(Sp(2n,R)) é um ndmero inteiro

[Q(t)] = n. Vamos provar que tal inteiro é invariante por homotopia forte.
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Sejam x = Ag(t)x e x = A, (t)x sistemas Hamiltonianos 7-periddicos fortemente estaveis
que estejam no mesmo dominio de estabilidade. Sejam Qq(t) e Q;(t) as matrizes T-periddicas
de suas respectivas decomposicdes de Floquet. Como Ag(t) e A;(t) sdo fortemente estaveis e
estdo no mesmo dominio de estabilidade, entdo pela Proposicdo segue que Qy(t) e Q4 (t)
sdo homotdpicas. Portanto, [Qg(t)] = [Q:(t)], ou seja, n(A) = n(A,). O

Definicao 3.5. O ndmero inteiro n(A) na proposicdo acima é chamado o indice de Gelfand-

Lidskii da matriz A(t).

Porém, uma vez que n3o temos apenas uma decomposicdo de Floquet para o sistema
(3-16]), devemos provar que o indice de Gelfand-Lidskii estd bem definido. Para isso, suponha-
mos que além da decomposicdo de Floquet tenhamos outra decomposicdo de Floquet
de (B.16)), dada por X(t) = Q(t)e'®, com Q(t) 27-periédica e B Hamiltoniana real. Vamos
provar que [Q(¢)] = [Q(t)].

Como iwy, ..., Fiw, s3o os autovalores de B, sendo U; = nf(iw;) & nf(—iw;), para cada

j em {1,...,n}, conseguimos a decomposicdo B-invariante
C"=U,®..0U,.

Uma vez que cada U; € um subespaco simplético, tomamos uma base simplética B; para cada

qual desses subespacos e dai podemos escrever B como
B = diag|By, ..., B,
onde B; = [B|y,]5,- Como vimos antes, a partir de 2B = o273 podemos concluir que
2rB = 27B + diag[Ky, ..., K],

com X; = 2mik;J, para algum inteiro k;. Porém, como cada B; comuta com X, obtemos

e2® = diag[e*™*, ..., e diag[e®, ..., e*"].
De Q(t) = X(t)e ™ = Q(t)e®e'®, temos
Q(27) = Q(27)e* 2 diagle ™1, ..., e 2B ] diagle ™™, ..., e "]

Q(27)e 2TB@’QTﬁdmg[e’jcl,...,e’j("]
= Q(27)diagle ™, ...,e™*"].

2mik

Mas, €2™% = 1, o que nos da Q(27) = Q(27). E como também Q(0) = Q(0), concluimos que

Q)] = [2(1)).



69

Proposicao 3.19. Consideremos duas matrizes fortemente estdveis Ay(t) e Ai(t). Se By é
fortemente conectada a By e n(A1) = n(Ay), entdo A, (t) e Ao(t) sdo fortemente homotdpi-

cas.

Demonstracdo. Usemos o fato provado anteriormente de que Sp(2n,R) é isomorfo a X x S1,
onde X é um espaco simplesmente conexo. Com isso, temos os caminhos Qgy,Q; : R —
X xS, Suponhamos que tais caminhos sejam dados por Q;(t) = (¢;(t), z;()), para j € {0, 1}.
Logo, como ¢y(t) e ¢1(t) sdo caminhos 7- periodicos em X e X é simplesmente conexo, existe
uma homotopia ¢(t, s) ligando qo(t) e qi(t). Por outro lado, como o grupo fundamental de S*
é Z e n(Ay) = n(A;), segue que existe uma homotopia z(t, s) entre zy(t) e z1(t). Portanto,
o mapeamento Q(t, s) = (q(t, s), 2(t, s)) d& uma homotopia entre Qy(t) e Qy ().

tB;

Agora, usando que o matrizante X;(t) = Q;(¢)e"® é solu¢do de x = A(t)x, tomando a

sua derivada chegamos facilmente na expresao
A5() = (095 (1) + 0,08, (1),
para j € {1,2}. Dai, tomemos o caminho A(t, s) dado por
A(t,s) = Q(t, s)Q7(t, s) + Q(t, s)BQL(t, 5), (3.20)

onde o ponto indica a derivada com relagdo a t. Com isso, obtemos que A(¢,0) = Ag e
A(t,1) = A;. Logo, A(t,s) é uma homotopia entre Ag(t) e A;(t).

Para concluirmos a prova vamos mostrar que a homotopia A(¢, s) é uma homotopia forte.
Para isso, seja X (¢, s) = Q(t, s)e'®©). Diferenciando tal expressio e usando (3.20]), chegamos

em
X(t,s) = Q(t, 5)e™®) + Q(t, 5)B(s)e!P®) = A(t, s)X(t, 5).

E como X(0,s) = J, tem-se que X(t,s) é um matrizante de x = A(t, s)x, com decompo-
sicio de Floquet X(t,s) = Q(¢t,s)e'®(*). Temos também que a transformacdo x = Q(t, s)y
transforma x = A(t, s)x em y = B(s)y, e vice-versa. Porém, como y = B(s)y é fortemente
estavel, vale que x = A(t, s)x é fortemente estavel. Dessa maneira, a homotopia A(t, s) é

uma homotopia forte.

]

Para o sistema (|3.16]), estamos supondo que +iwy, ..., +iw, sejam os autovalores de B

com wy > ... > w, > 0. Como o sistema y = By é fortemente estavel, todos os autovalores
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de B sdo definidos. Dai, podemos tomar um autovetor qualquer r; 4 is; e definirmos §; =
sign{r;,s;}. Com isso, definimos a assinatura do sistema ([3.16)) como sendo o vetor § =
(61,...,0,). Pelo lema [3.4] a assinatura depende exclusivamente da matriz A(t). Também,
chamamos w = (wy, ..., w, ) de frequéncia do sistema . Para evidenciarmos a dependéncia
de A(t) em w e § escrevemos § = 6(A) e w = w(A); além de também escrevermos §;(A) =
d;, wj(A) = wj. Por fim, dizemos que cada w; é uma frequéncia do sistema, quando estiver
claro do que estejamos falando.

O objetivo final desta secdo sera demonstrar os Teoremas de Gelfand-Lidskii.

Teorema 3.9 (Primeiro Teorema de Gelfand-Lidskii). O dominio de estabilidade forte de uma

matriz A(t) em L5 € dado por
[A(t)] = {A1(t) € Lss: 6(A) = 6(Ay1),n(A) =n(A1)}.

Demonstracdo. Fixemos uma matriz fortemente estavel Aq(t) e um elemento A4 (t) na classe
de Ay (t). Consequentemente, existe uma homotopia forte A(t, s) que liga Ao(t) e A;(t).

Consideremos os sistemas fortemente estaveis
x =A(t,s)x, x=A(t)x, x=A(t)x
com decomposicdes de Floquet
X(t,s) = Q(t,s)e®® | Xo(t) = Qu(t)e™,  Xy(t) = Q) (t)e'™®,

sendo as matrizes Q(¢,s), Qo(t), Q1(t) 27-periddicas e B(s), By, By matrizes reais.

Sejam w(s) = (wWi(s), .., wn(5)), wo = (¥, ..., w@) ewy = (Wi, ..., wD) as frequéncias
de A(t,s), Ao(t) e Aq(t), respectivamente; e d(s) = (1(8), ..., 0n($)), 09 = (550), L, 00)) e
o, = (551), ...,0W) as respectivas assinaturas.

Precisaremos da seguinte afirmacdo: para todo s, pertencente ao intervalo [0, 1], existe
um intervalo I, contido em [0,1] com s € I, de modo que para todo s em I, tem-se que
a assinatura d(s) da matriz A(s) é igual a assinatura d(sg) de A(so).

Demonstremos tal afirmacao.

Como o sistema x = A(t, s9)x é fortemente estavel, todos os autovalores de X(sy) =
X (27, s0) estdo em S* e sdo definidos. Tomemos ¢ positivo com a propriedade de que B,(a)N

B.(8) = 0, para quaisquer autovalores a e 3 de X(so). Assim, pelo Corolario 3.1} existe n

positivo de modo que se X é uma matriz simplética com ||X — X(sg)|| < 7, entdo para cada
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autovalor a de X(sg) com multiplicidade [/, existe uma quantidade [ de autovalores de X em
B¢(«), levando em conta as multiplicidades. Além disso, tomando € suficientemente pequeno,
usando o Teorema , teremos que se o é um autovalor de primeira espécie (respectivamente,
segunda espécie), entdo todos os autovalores de X que estejam proximos de « sdo de primeira
espécie (respectivamente, segunda espécie).

Por outro lado, a fun¢do s — X(s) = X(27, s) é continua; entdo existe -y positivo com a
propriedade de que se |s—so| < 7, vale que ||X(s) —X(s0)|| < 7. E claro que estamos supondo
7 suficientemente pequeno de modo que (sg—, so+7y) C [0, 1]. Fixemos s com |s — s¢| < 7.
Consequentemente, caso « seja um autovalor de primeira espécie (respectivamente, segunda
espécie) de X(sg) com multiplicidade [, temos que existem [ autovalores de X(s) de primeira
espécie (respectivamente, segunda espécie) em B,(«), levando em conta as multiplicidades.

Com a discusdo acima, concluimos em particular que os elementos das assinaturas de
A(t, so) e A(t,s) sdo os mesmos. Agora, vamos provar que tomando = suficientemente pe-
queno temos de fato que d(sg) = d(s).

27t

Da continuidade da funcdo t —— €'“™*, sabemos que existe ¢ positivo com a propriedade de

2Tt _ 27| < €. E é claro que podemos tomar § t3o pequeno como

que se |t —ty| < 9, entdo |e
quisermos. Assim, consideremos § suficientemente pequeno de modo que Bs(a)NBs(az) = 0,
para quaisquer dois autovalores a; e ay de B(sp). Por outro lado, usando o Corolario (3.1}
temos que existe o positivo de modo que se ||B(s) —B(so)|| < o, entdo se o é um autovalor de
B(sp) com multiplicidade h, segue B(s) possui h autovalores (contandos as multiplicidades)

Zra _ 28| < ¢. Por fim, para que tenhamos

B's com | — | < d, o que implica que |e
||B(s) — B(so)|| < o basta tomarmos 7 suficientemente pequeno, uma vez que a funcdo
s — B(s) é continua.

Sendo k a quantidade de frequéncias distintas de A(t, sg), temos que wi(sg) > ... >
wk(S0) > 0. Tomemos §;(so) = sign{r;(so),s;(so)}, onde r;(sg)+is;(so) € um autovetor de
B(s0) relacionado ao autovalor iw;(sg). Assim, d(sg) = (01(S0), ---, 61(S0), ---» 0% (S0); -, O (50))
onde a quantidade de J;(so)'s € igual a f;, sendo f; a multiplicidade do autovalor iw;(so).

Para cada frequéncia w;(sg) de A(t,sq) sendo iw;(syg) de primeira espécie, temos uma
quantidade f; de frequéncias wj, (s), ...,wjfj(s) de B(s) com *iw,(s) € Bs(Liw;(s)), para

+i27wa(s) _ e:tiQij(so)’ < €, 0 que, por sua vez,

todo a em {ji,...,jy, }, o que implica que |e
nos leva a dizer que os autovalores iw,(s) sdo de primeira espécie, para a € {ji, ..., js, }-
O mesmo vale para o caso de iw;(sy) ser de segunda espécie. Além disso, se j > [, entdo

wj,(s8) > wi,(s), para e € {j1,....Js,} € g € {l1,...,l,}. Desse modo, &(sp) = d(s). Assim,
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fazendo vy = v e tomando I, = (So — Vsos S0 + Vs, ), teMos a afirmacdo provada no caso em
que sp € (0,1). No caso em que sy = 0, teremos um intervalo da forma Iy = [0,7o), e para
So = 1 teremos um intervalo da forma I; = (1 — v, 1].

Consideremos o intervalo J = [yy,1 — 71]. A partir dai, J C U I,. Como J é compacto,

seJ
k

segue que existem si,...,5; € J com a propriedade de que J C U I,,. Assim, [0,1] =
j=1
k

ULy U I;,. Sem perda de generalidade, podemos supor, a menos de uma enumeracdo,
Jj=1
que s; < ... < sg. Dessa maneira, teremos que ter necessariamente [, N I, , # (), para

j €{1,...,k}. De fato, suponhamos que esse ndo seja o caso, logo, terfamos que s; +,, nao

estaria em [0, 1], um absurdo. Sendo assim, como I, N é um aberto n3o vazio, temos

Jj+1
uma quantidade n3o enumeravel de elementos em tal conjunto. E claro que também temos
que IpN I, e Iy, NI sdo abertos ndo nulos.

Dessa maneira, tomando s\9) em I, NI, para j € {1,...,k — 1}, e também ¢, e ¢,

pertencentes as intersecdes [y N I, e I1 N I, , respectivamente, seguem as igualdades:

80 =06(0) = 8(ty) = 6(sW) = ... = (s V) = §(t,) = 8(1) = 8.

Agora, vamos provar a reciproca. Suponhamos que temos duas matrizes Hamiltonianas
continuas e T-periddicas fortemente estaveis Aq(t) e A;(t) satisfazendo d(Ag) = 6(A;) e
n(Ag) = n(Ay). Sejam w® = (W, w®) e w® = (WY, .. wD) as frequéncias de Ao(t)

e Ai(t), respectivamente.

Comecemos assumindo que as frequéncias w'’, ...,w"), para j € {0,1}, sdo todas dis-

tintas. Como d(Aq) = d(A;), podemos usar o Lema para encontrarmos duas matrizes

simpléticas Py e P, satisfazendo

51(&19) Ce 0
O
(ijlBj(Pj = ;onde §); = : : )
-Q;, O
0 c S

para j € {0, 1} € (61, ., 6,) = 8(A) = S(Ay).
(0) (1)

Consideremos w;(s) = (1 — s)w(o) + sw](l), com 0 < s < 1. Uma vez que w; ;

J
sdo positivos, w;(s) é positiva para todo s em [0.1]. Além disso, como o grupo simplético é
conexo, existe um caminho continuo P(s) definido em [0, 1] com valores em Sp(2n, R) ligando

Po e P1. A partir dai, para s pertencente ao intervalo [0, 1], consideremos a seguinte matriz
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Hamiltoniana:

0 oo Opwn(s)

Vamos provar que B(s) é um caminho forte entre By e B;. Para isso, devemos perceber que
+iw; (s), ..., £iw,(s) sdo autovalores de B(s) e que um autovetor correspondente a iw;(s) é o
vetor v; = P(s)e;+1id;P(s)e,;, com ey, ..., €2, a base candnica de R*". Além do mais, como
P(s) é simplética e {ej,e,1;} = 1, temos {P(s)e;,d;P(s)e,+;} = J;. Consequentemente,
iw;(s) é um autovalor definido, o que implica que B(s) € um caminho forte entre By e B;.
Ainda, como n(Ag) = n(A;), pela Proposico[3.19).A; (t) e Agy(t) sdo fortemente homotdpicos.

No caso geral, teremos

w=(w?, L w? WP Wi s =9 6D 596U para e {1,2),

)’ quanto de 5l(j) é igual a multiplicidade do autovalor iw;.

onde a quantidade tanto de wl(j

Uma vez que By e B, sdo estaveis, ambas matrizes sdo diagonalizaveis. Dessa maneira,
pela Proposicao , existem matrizes simpléticas P;; e P;; de modo que se B(()l) e Bg_l) sdo
as restricdes das matrizes B e B, aos subespacos U; = ' (iw;) ®nf(—iw;), paral € {1, ...k},

tem-se que

?;}By)f]’ﬂ = ' , com Ql(j) = : : , para j € {1,2}.
-7 o
0 c. 5lwl(3),

Para todo [, temos um caminho continuo P(s) conectando Py, a Py ;. A partir dai, podemos
construir um caminho fortemente estavel B;(s) entre Bgl) e Bgl), como foi feito antes. Usando-
se disso, tomemos o caminho fortemente estavel B(s) = diag[B1(s), ..., Bx(s)] conectando
By e By. Por fim, como os indices n(Ag) e n(A;) sdo iguais pela Proposicdo [3.19, obtemos
que Ao(t) e A;(t) pertencem a mesma classe.

O

N3o podemos ter 1 ou —1 como autovalores de X(27). De fato, suponhamos que p = 1
seja um autovalor de X(27). Uma vez que B é diagonalizavel e X(27) = €*™®, temos que

X(27) é diagonalizavel. Além disso, como X(27) é simplética, p tem que ser necessariamente
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um autovalor com multiplicidade algébrica pelo menos 2; mas como X(27) é diagonalizavel,
segue que p tem multiplicidade geométrica maior ou igual do que 2. Portanto, sendo X(27)
real, existem dois autovetores reais u e v relacionados a p = 1. Consequentemente, z = u+iv

e Z = u—1iv sdo também autovalores de X(27) associado a p. A partir dai, usando a identidade

(3.14)), obtemos
[z,z] = 2{u,v}, [v,v]=2{v,u}. (3.21)

Porém, suponhamos que p seja positivo definido. Sendo assim, nao pode ocorrer; con-
tradizendo assim a hipdtese de que p é um autovalor. O mesmo é valido se p for negativo
definido. Além disso, o caso em que p = —1 é totalmente analogo.

Vamos definir os seguintes conjuntos: St := {z € S' : Im(z) > 0}, St = {z € S':
Im(z) < 0}. Pela natureza dos autovalores de X(27), metade dos multiplicadores do sistema
, levando em conta as multiplicidades, estdo em S’ e a outra metade em S!. Ainda,
usando o Teorema [3.8] tem-se que todos os autovetores de X(27) sdo definidos.

Suponahmos que tenhamos a seguinte enumeracdo dos autovalores de X(27) que estdo em
SY: p1,..., pn, de modo que Re(p1) > ... > Re(p,). Além disso, para cada p; associemos o
valor 0}, sendo igual a 1 ou —1, caso p; seja de primeira ou segunda espécie, respectivamente.
Com isso, definimos a disposicdo do sistema ([3.16)) como sendo o vetor o = (o7, ..., 0,,). Como
de costume, vamos usar a notacdo o = o (A); além também de escrevermos o;(A) = o,
para cada j.

Agora, percebemos que na segunda parte da demonstracao do Primeiro Teorema de
Gelfand-Lidskii basta usarmos que {5%0), O = {5&1), ..., 00} e n3o necessariamente que

n

(09, 6©) = (5. §D). De fato, a partir de {3\, ...,60} = {5V . 6D, obtemos

v Yn n

que 5%0) = 5,2),...,57(10) = (5,(;), para distintos ki, ..., k, pertencentes a {1,...,n}. Em parti-
cular, {1,...,n} = {k1,...,k,}. Com isso, trabalhando com a renumerac3o w,(i), ...,w,ii) das
frequéncias w%l), ...,wM) | conseguimos fazer exatamente os mesmos passos da prova.

Essa discussdo nos da o seguinte colorario:

Corolario 3.2. Se A(t) € L, entdo a classe [A(t)] é dada pelas matrizes fortementes estaveis

A1 (t)’s satisfazendo n(A) = n(Ay), {61(A), ..., 0,(A)} = {61 (A1), ..., 00 (A1)}

Teorema 3.10 (Segundo Teorema de Gelfand-Lidskii). O dominio de estabilidade forte de

uma matriz A(t) em L5 € dado por

[A®)] = {AL(t) € Loy s n(A) = n(A1), 0(A) = (A}
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Demonstracdo. Pela discussao logo antes do enunciado deste teorema, para a demonstracao
basta provarmos que Se A(t) e A;(t) estdo no mesmo dominio de estabilidade, entdo o (Aq) =
o(Ay).

Temos uma homotopia forte A(t,s) de modo que A(t,0) = Ao(t) e A(t,1) = Aq(t).
Suponhamos que o (s) = (01($),...,0,(s)) seja a disposicdo de A(t,s), com os respectivos
multiplicadores em S? sendo dados por p;(s), ..., pn(s). Denotemos também X(s) = X(27, s).

Vamos provar a afirmacdo: para todo sy no intervalo [0, 1], existe um intervalo I, contido
em [0, 1] com s € I, de modo que para todo s em I, vale que o(s) = o(so).

Provemos tal afirmacdo. Fixemos sq no intervalo (0, 1). Desta vez, vamos tomar € positivo

com as seguintes propriedades:

(a) para quaisquer autovalores v e 3 de X(sg) = X(27, s0), tem-se que B.(a) N B(5) = 0;
(b) caso z € B.(pj), w € Be(pjt1), ha de valer que Re(z) > Re(w), para j € {1,...,n};
(c) Bc(p1) e Be(pn) ndo intersectam o eixo real.

Assim, usando o Teorema (3.7, encontramos ¢ positivo de modo que para qualquer matriz
simplética X com ||X — X(so)|| < 0, tem-se que se & é um autovalor de primeira espécie (res-
pectivamente, segunda espécie) de X(sg) com multiplicidade m, entdo existem m autovalores
de X de primeira espécie (respectivamente, segunda espécie), contando as multiplicidades, em
B(a).

Por outro lado, a funcdo s — X (27, s) é continua. Assim, existe y positivo, com (s —
v, 80 +7) C [0, 1], com a propriedade de que se |s— so| < 7, entdo ||X(s) —X(sg)|| < d. Com
isso, temos que para cada autovalor de primeira espécie (respectivamente, segunda espécie) «
de X(sg) com multiplicidade m, existem m autovalores de primeira espécie (respectivamente,
segunda espécie) de X(s) em B.(«).

Com isso, fixemos X(s) com |s—sg| < . Suponhamos que p;(so), .., P (So) tenham respec-
tivas multiplicidades my, ..., my. Tomemos pgj)(s), - pl(j)(s) como sendo todos os autovalores
de X(s) que estejam em B.(p;(so)). Primeiramente, todos esses auotvalores estdo em S%. por
conta de (c). Dai, temos que ter necessariamente que l; + ... + [, = n, conseguentemente,
p§1>(s), ...,pl(ll)(s), ...,pgk)(s), ...,pl(f)(s) sdo todos os autovalores de X(s) que estdo em Si.
Além disso, por (b), temos que Re(,ogj)(s)) > Re(pit!(s)), para quaisquer a € {1,...,1;41},
h € {1,..,l;}. E além disso, se p;(sg) for de primeira espécie (respectivamente, segunda

() )

espécie), entdo p;’(s),...,p;; (s) sdo todos de primeira espécie (respectivamente, segunda
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espécie). Com isso, temos que o(s) = o(sp). A prova do teorema segue exatamente como
antes.

]

Corolario 3.3. Caso tenhamos uma matriz fortemente estavel A(t), a classe de estabi-

lidade forte de A(t) é formada pelas matrizes fortemente estaveis A,(t)’s com n(A) =

1AL, {01(A), ey 00 (AN} = {01 (A1), ooy (ALY,

3.7.3 Epilogo: uma Férmula para o Indice de Gelfand-Lidskii

Continuemos com um sistema Hamiltoniano fortemente estavel
x = A(t)x (3.22)
com decomposicao de Floquet
X(t) = Q(t)e®, (3.23)

sendo Q(t) 27-periddica simplética e B Hamiltoniana real. Como a matriz A(t) é fortemente
estivel, B também é fortemente estavel.

Sendo B Hamiltoniana, a partir da proposicdo [2.18, existe uma base simplética B =
{uy,...,u,, vy, ..., v,,} de modo que se twy, ..., +iw, sdo os autovalores de B, entdo a matriz

B em tal base toma a forma

O B
[B]B = )
—By O
sendo By = diag[d wy, ..., d,w,], onde §; = sign{r;,s;} para algum autovetor v; = r; + is;
de ’LU)] Além C“SSO, Bllj = —6jijj e BVJ' = 5jwjuj.
Consideremos as matrizes [Q(t)|5 e [X(t)] 5. Vamos olhar para suas decomposi¢des polares

relativas ao produto interno com respeito a base B:
[Q()]s = U(t)0@), [X(H)]s = Xi(t)Xa(t).
Além disso, suponhamos que 6; seja o argumento principal do autovalor p; = €™,

Vamos considerar o operador M : R*®* — R?" definido como sendo o operador cuja

matriz na base B é dada por

V2 1J —aJ
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Tomando R(t) como sendo o bloco de matriz nxn superior esquerdo da matriz M ;X5 (t) M5,
vamos provar nesta secdo a seguinte féormula para n(A):

n(A) = 21 [Argdet(ﬂ%(t))‘j - ﬁj @@]

™

Comecemos percebendo que valem as igualdades

etguj = cos(éjwjt)uj—sen(djwjt)vj, et{BVj = sen(éjwjt)uj + COS((SjU)jt)Vj.

Consequentemente,

com
C(t) = diag[cos(dwyt), ..., cos(d,wyt)], 8(t) = diag[sen(d1wit), ..., sen(d,wyt)].

Como Q(t) e X(t) sdo simpleticas, X;(t) e Q;(t) sdo simpléticas positivas definidas e X(t) e

Q,(t) sdo simpléticas ortogonais relativas ao produto ( , )., isto &,

(Q(t)u, Q(t)v)

5 (Xa(t)u, X(t)v), = (u,v)

= (u,v) 5 5

B’

Para vetores v| e vo com coeficientes na base B dados por a4, ..., as, € by, ..., ba,, respecti-
vamente, temos que (vi,Va)p = a1b; + ... + ag,bap.

Consequentemente, valem as igualdades
Qa(£)Q3(t) =T = Q5(£)Qa(t),  Xa(t)X5(t) =T = X5(£)Xa(t).

Como Q,(t) e Xy(t) sdo simpléticas e ortogonais, como vimos antes, tais matrizes tomam a

forma
S AU AR S TURECAY
=V(t) U®) —Z(t) Y(t)
com UOUT(t) + V(&)VT(t) =T, Y(&)YT(¢) + Z(t)ZT(t) = T além de UT(¢)V(t) e YT(¢)Z(t)
serem simétricas. Dai, segue que as matrizes W(t) = U(t) +iV(t) e R(t) = Y(¢t) 4+ iZ(t) sdo

unitarias. A partir dai,

M5 (t)Mp = ;o MBXa(t)Mp =
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Sendo assim, usando a decomposicdo polar [Q(t)]p = Q;(t)Q2(t) e o fato de que a matriz

Mg € unitaria, obtemos
M3p[Q(1)] sMp = (MpQ: (1) Mp)(MpEQ:2(1)Mp)
S1(t) 8a(t) W) O S1(t)W(t)

Sendo W(t) unitaria, podemos escrever det (W(t)) = €®, com 0 < 0(t) < 2, para todo
t. Consequentemente, det (81(t)W(t)) = det(81(t))e™®). Porém, como a matriz M (1)Q; (1) Mp(t)
é positiva definida, det (81(t)) é positivo ndo nulo. De fato, para um vetor x n3o nulo, temos
T
X Sl(t) SQ(t) X
que XT8; (t)x = > 0, o que implica que o determinante de 8;(t)
0 S3(t) Sa(t) 0

é real positivo. Consequentemente, o argumento principal de det(8;(t))e?™® é 6(t). Porém, a

matriz [Q(t)] 5 é 27-periddica, o que implica
0(21) — 6(0) = 2mm, (3.24)

onde m é a classe de [Q(t)] 5 no grupo fundamental de Sp(2n, R).

Tomemos £(t) como sendo a matriz de transicdo da base candnica do R?" para a base
B. Sendo assim, £(t) é uma matriz simplética satisfazendo £(t)"*Q(¢)L(t). Tomemos um
cominho continuo £(t, s) em Sp(2n,R) com £(¢,0) = Je L(t,1) = L(t). Consequentemente,
Q(t,s) = L(t,s)"'Q(t)L(t,s) é uma homotopia de Q(t) para [Q(t)]p. Concluimos, dessa

maneira, que m = n(A).

Usando que [e7"?]p = e -s) , obtemos
S(t) C(t)
N [P M = C(t) —i8() O

@) C(t) + i8(t)

Valendo-se disso e de que Mpg é unitaria, chegamos em
Mp[X(8)][e™*]5Mp = (MBX1(H)Mp) (MEX2(t)Mp) (Mple?]sMp) .

Pi(t) Pa(t) _ .
Escrevemos M5 X (1) Mp = . Com isso, obtemos que o bloco n x n superior

Ps(t) Palt)
esquerdo de M5 [X(¢)]5le "]Mp é dado pela matriz P, (t)R(t) (C(t) — i8(t)). Agora, como
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R(t) € uma matriz unitaria, segue que det(R(t)) = ¢*®, com 0 < ¢(t) < 27, para todo .
Portanto, det(P1(t)R(t) (C(t) —i8(t))) = det(P1(t))e¢We= 0wt com (§,w) = dw; + ... +
nwy. Porém, det(P1(t)) > 0, o que implica que Arg det(P;(t))e? e "0« = () —(§, w)t.
Consequentemente, de obtemos
1 2
m=— {Argdet(m(t)))o - <5,w)27] . (3.25)

m
Tomemos a parte inteira de ~* como sendo igual a m;. Sendo assim, =X = m; + k;,
com 0 < k; < 1. Dai, 2rw; = 2mm; + 6;, com 0 < §; < 2w. Dessa maneira, (§,w)27 =

0101 + ... + 6,0,.. Consequentemente, a formula (3.25)) pode ser escrita como

m = 217r [Arg det(R(t))

2T n
o — Z 5j0j] .
k=1
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