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RESUMO

Neste trabalho lidaremos com hipersuperficies tipo-espaco completas imersas no espaco
de Lorentz-Minkowski com curvatura média limitada e cuja aplicacdo de Gauss aponta para
o futuro. Estabeleceremos as notacdes e pré-requisitos necessarios para de entendimento do
nosso trabalho e apresentaremos alguns conceitos fundamentais e propriedades de Variedades
de Lorentz. Destacaremos, em particular, a apresentacao de uma ferramenta analitica que sera
de fundamental importancia para a obtencdo do resultado principal: o Principio do maximo
de Omori-Yau, que visa suprir a caréncia da existéncia de pontos criticos de funcdes limita-
das definidas em Variedades Riemannianas. Consoante a isso, sob uma restricdo apropriada
da aplicacdo de Gauss e com uma aplicacdo adequada da ferramenta analitica citada acima,
obteremos uma extensdo do teorema de Xin-Aiyama sobre hipersuperficies tipo-espaco com-
pletas imersas com curvatura média limitada em Espaco de Minkowski. Além disso, por fim,

apresentaremos um exemplo que motiva a hipétese do nosso Teorema principal.

Palavras-chaves: variedades de Lorentz; hipersuperficies tipo-espaco; curvatura média

limitada.



ABSTRACT

In this work we deal with complete spacelike hypersurfaces immersed in Lorentz-Minkowski
space having bounded mean curvature and whose Gauss map points to the future. We will
establish the notations and prerequisites necessary to understand our work and we will present
some fundamental concepts and properties of Lorentz manifolds. We will highlight, in particu-
lar, the presentation of an analytical tool that will be of fundamental importance to obtain the
main result: the Omori-Yau Maximum Principle, which aims to supply the lack of the existence
of critical points of bounded functions defined in Riemannian manifolds. Accordingly, under
suitable restrictions on the Gauss map and with a proper application of the aforementioned
analytical tool, we obtain an extension of the Xin-Aiyama theorem on immersed complete
space-like hypersurfaces with bounded mean curvature in Minkowski space. Furthermore, fi-

nally, we will present an example that motivates the hypothesis of our Main Theorem.

Keywords: Lorentz manifolds; spacelike hypersuface; bounded mean curvature.
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1 INTRODUCAO

Nos dltimos anos vem sendo crescente o interesse pelo estudo da geometria de hipersu-
perficies tipo-espaco imersas em ambientes Lorentzianos. Em verdade, é bem conhecido que
hipersuperficies com curvatura média constante sdo solucdes de primeira ordem para o pro-
blema isoperimétrico, tanto no caso em que o espaco ambiente é uma variedade Riemanniana
ou quando é uma variedade Lorentziana. No caso Riemanniano, estas hipersuperficies vem
sendo estudadas em profundidade desde o inicio da Geometria Diferencial. O caso Lorentzi-
ano, tem atraido a atencao de um grande nimero de pesquisadores tanto na areas da fisica
como na matematica. Neste sentido, podemos pensar essas hipersuperficies sobre dois pontos
de vista: o fisico e o0 matematico.

Do ponto de vista da fisica, as hipersuperficies tipo-espaco com curvatura média constante
identicamente nula, s3o solucdes para o problema de Cauchy associado as equacdes de campo
de Einstein, e no caso em que a curvatura média é diferente de zero, sdo normalmente usadas
para compreender o comportamento das ondas gravitacionais (para maiores detalhes confira as
referéncias (STUMBLES, (1981; MARSDEN; TIPLER, 1980; |GODDARD, 1977b; GODDARD, |1977a;
CHOQUET-BRUHAT), (1976} [CALABI, 1970)

Por outro lado, do ponto de vista da matematica, as hipersuperficies tipo-espaco tam-
bém desempenham um interessante papel devido as suas boas propriedades tipo- Bernstein.
Este tipo de hipersuperficies foram estudadas pela primeira vez no exemplo de espaco-tempo
mais simples: o espaco de Lorentz-Minkowski. Neste cenario, Calabi (CALABI, 1970), Cheng
e Yau (CHENG; YAU, [1976) descobriram um tipo de propriedade tipo-Bernstein no caso das

hipersuperficies com curvatura média nula que estabelece:

"As (inicas hipersuperficies tipo-espaco completas no espaco de Lorentz-Minkowski "

com curvatura média identicamente nula sdo os hiperplanos tipo-espaco.”

Calabi mostrou o caso n > 4 e o caso em que n é arbitrario foi mostrado por Cheng e Yau.
Mas recentemente, Aiyama (AIYAMA, |1991) e Xin (XIN| 1991) simultaneamente e indepen-
dentemente, caracterizaram os hiperplanos tipo-espaco como sendo as (nicas hipersuperficies
tipo- espaco completas com curvatura média constante no espaco de Lorentz-Minkowski, "1
cuja a imagem pela aplicacao normal de Gauss esta contida em uma bola geodésica do es-
paco hiperbdlico n-dimensional H"™ (para uma versdo mais fraca desse resultado ver (PALMER,

1990)).
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Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos e sera direcionado ao estudo de hipersuper-
ficies tipo-espaco imersas no espaco de Lorentz-Minkowski. A seguir descreveremos sucinta-
mente os contelidos de cada um destes capitulos.

No Capitulo 1, estabelecemos as notacdes e pré-requisitos necessarios para um bom enten-
dimento do problema a ser tratado. Destacamos, em particular, apresentacao de uma ferra-
menta analitica que serd de fundamental importancia para a obtencdo do resultado principal:
o Principio do méaximo de Omori-Yau (cf. Lema (OMORI, 1967))). Em outras palavras, este
resultado visa supri a caréncia da existéncia de pontos criticos de funcdes limitadas definidas
em Variedades Riemannianas através de uma sequéncia maximizante que satisfaz as mesmas
propriedades de um ponto de maximo.

No Capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos fundamentais e propriedades das varie-
dades de Lorentz. Comecaremos definindo o que é uma variedade de Lorentz temporalmente
orientada e também as propriedades de imersdes isométricas entre duas variedades. A partir
dessas definicoes chegaremos as Férmula de Gauss a qual define uma aplicacdo bilinear e
simétrica chamada Segunda Forma Fundamental da imersao. Consequentemente, obtemos a
Férmula de Weingarten e assim, obtemos as equacdes fundamentais das imersGes isométricas:
a equacao de Gauss e Codazzi. Além disso, reescreveremos estas equacdes para o caso em que
o espaco ambiente é uma variedade Lorentziana (n+1)-dimensional.

Ainda nessa capitulo, reescreveremos as equacoes basicas das imersoes isométricas apre-
sentadas no inicio dessa capitulo, mas para o caso em que o espaco ambiente é uma variedade
Lorentziana (n+1)-dimensional e M é uma hipersuperficie tipo-espaco imersa.

No altimo, apresentaremos os principais resultados desse trabalho que versa sobre hipersu-
perficies no espaco de Lorentz-Minkowski " *1. Por intermédio da Equacdo de Gauss obtemos
o seguinte resultado que garante uma estimativa inferior para a curvatura de Ricci de X" em
termos da curvatura média H, em outras palavras:

Lema (cf. Lema Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa no espaco de

Lorentz-Minkowski IL"*!. Ent3o a sua curvatura de Ricci satisfaz:
Ric(X, X) > —2H?*| X ?, n =2
n?H?

4

para todo X € X(M). Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, M" esta contido

Ric(X, X) > — X% n>2 (1.1)

em um hiperplano tipo-espaco de L"*!.
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Além disso, com respeito a hipersuperficie tipo-espaco X", consideremos duas funcdes
naturalmente associadas a imers3o, a saber: a altura vertical e a funcdo angulo com respeito
ao vetor tipo-tempo e, = (0,...,0,1) € L™,

Proposicao (cf. Proposigéo Se X" uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em "1,
entao

Ah =nH(N,e,1). (1.2)

Para um melhor entendimento sobre a hipétese da imagem, proposta por Aiyama (AIYAMA,
1991) e Xin (XIN, [1991), sabemos que a bola geodésica centrada em um vetor a € H" e raio

p > 0 é dada por (cf. Proposicdo (4.1.2))
B(a,p) = {p € H"; —cosh(p) < (p,a) < —1}. (1.3)

Nesta configuracdo, dizemos que a imagem hiperbdlica de X" estd contida no fecho de
alguma bola geodésica de H" se N(X) C B(a, p).

Consoante a esta prévia digressao, sob uma restricdo apropriada da imagem hiperbdlica
N(X) e com uma aplicacdo adequada do Principio do méaximo de Omori-Yau, obtemos a
seguinte extensdo do Teorema de Xin-Aiyama:

Teorema (cf. Teorema Seja ¢ : X" — L""! uma hipersuperficie tipo-espaco
completa limitada longe do infinito passado de L."*! com curvatura média limitada H > 0.
Se a imagem hiperbdlica de >" estd contida no fecho de uma bola geodésica centrada em
en+1 € H" cujo raio p satisfaz

coshp < 1—|—1ng,

entao X" é um hiperplano tipo-espaco.

Finalizamos este trabalho apresentando um exemplo (cf. Exemplo que motiva a
hipdtese da imagem hiperbdlica da hipersupeficie estar contida no fecho de uma bola geodésica
de H" no Teorema [4.1.7

Este trabalho teve como base o artigo de Lima, Henrique Fernandes (LIMA, 2011)), intitulado
“On the Gauss map of complete spacelike hypersurfaces with bounded mean curvature in the

Minkowski space”, publicado em 2011 no The Belgian Mathematical Society.
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2 PRELIMINARES

2.1 ELEMENTOS DE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Esta secdo objetiva estabelecer as notacGes que serdo utilizadas nas demais secGes destas

notas. Para maiores detalhes indicamos (O'NEILL, {1983} ICARMO, |2008; XIN, (1991)).

Definicdo 2.1.1. Dizemos que um conjunto M é uma variedade diferencidvel (Hausdorff e
com base enumeravel) de dimens3o n, se existir uma familia de aplicacées injetivas x,, : U, C
R™ — M de abertos U, de R™ em M, tais que:
(a) M = | za(Ua);
acl
(b) Para todo par o, 8 € A, com x,(Uy) Nw5(Us) = Wos # 0 os conjuntos x (W) e

xgl(Wag) sdo abertos em R" e as aplicacdes

a5t 0xg 1y (Wag) = 15" (Wag) e a, oxg:ay' (Wag) = 2, (Wap)
sdo diferenciaveis.

O par (Uy, z,) com p € x,(U,) é chamado parametrizacdo de M em p e z,(U,) é uma
vizinhanga coordenada em p . A familia A = {(U,, Zo) }aca é chamada de atlas de M. Um

atlas A de M da origem a um Gnico atlas maximal A , dado por
A={z:U—-M;z ' ox, e z;' ox s3o suaves para todo a € A},

este atlas maximal é chamado de estrutura diferenciavel de M.
Indicaremos que M tem dimensdo n por M™. Note que uma n-variedade possui uma estrutura

topoldgica natural. Para isso definimos
A C M éaberto < 1, (ANx,(U,)) é aberto no R" para todo a € A.

Exemplo 2.1.2. Um mesmo conjunto M pode admitir mais de uma estrutura diferencidvel.
Seja M = R. Veja que M possui um atlas A = {(R, )} que possui a identidade I : R — R
como a dnica parametrizac3o. Este atlas gera uma estrutura diferencidvel denotada por A. Por
outro lado, M pode ser munido de um outro atlas A; = {(R,z(t) = t*)} composto também
por uma dnica parametrizac3o e que gera uma outra estrutura diferencidvel A, distinta de A:

de fato, x~' o I = </t ndo é diferencidvel em 0 e portanto z & A.
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Definicao 2.1.3. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacdo F' : M — N é
diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacdo y : V C R™ — N em F(p), existe uma

parametrizacdo x : U C R" — M em p tal que F(z(U)) C y(V') e a aplicacio
yloFox:UCR™ = R"
é diferencidvel em x~1(p).

Dizemos que F' é diferenciavel em um aberto de M se é diferencidvel em todos os pontos

deste aberto.

Definicdo 2.1.4. Uma aplicacdo diferencidvel o : (—e,e) — M de um intervalo aberto
(—¢e,e) de R sobre uma variedade diferencidvel M, é uma curva diferencidvel em M. Se
a(0) = p € M, o vetor tangente a curva o« emt = 0 € o funcional o/(0) : C>*(M) — R dado

por

2 O)(1) = S(Foa)n)|

t=0
onde C*(M) é o conjunto das funcbes diferenciaveis em M.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva diferenciavel
a: (—e,e) = M com a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é um
espaco vetorial n-dimensional sobre R denotado por 7,/ e chamado de espaco tangente de

M em p.

Proposicao 2.1.5. Seja F : M™ — N™ uma aplicacdo diferenciavel entre as variedades
diferenciaveis M e N. Para cadap € M e cada v € T,M, escolha uma curva diferencidvel
a:(—e,e) = M tal que a(0) = p e &/(0) = v. A aplicacdo dF, : T,M — Tr)N dada por
dF,(v) = (Foa)'(0) é uma aplicagcdo linear que ndo depende da escolha de «. Esta aplicacdo

é a diferencial de F' em p.

Definicao 2.1.6. Um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M"™ e N™ é uma
aplicacdo F' : M"™ — N™ diferencidvel com inversa diferencidvel. F' é dito um difeomorfismo
local em p € M se existem abertos U de p em M eV de F(p) emn tais que F': U — V é

um difeomorfismo.

No Exemplo [2.1.2 as variedades de dimensio 1 {(R,.A)} e {(R,A;)}, sdo difeomorfas
via F: R — R dada por F(t) = t3.
A demonstracdo do teorema seguinte é uma aplicacdo imediata do Teorema da Funcdo

Inversa no R™.
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Teorema 2.1.7. (da Aplicacao Inversa) Se F : M™ — N™ é uma aplicacio diferenciavel
entre variedades e se p € M" é tal que dF,, : T,M — Tp) N é um isomorfismo, entdo existe

um aberto U C M que contém p tal que F ‘U é um difeomorfismo.

Definicao 2.1.8. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis de dimensées n e m respectiva-

mente com m > n. Dizemos que a aplicacdo F': M — N é uma
(a) imersdo se a aplicacdo diferencial dF, : T,M — Tp,)N € injetiva para todo p € M;

(b) aimersdo F' é dita um mergulho se F' : M — F(M) é um homeomorfismo (com F (M)

tendo a topologia induzida por N ).
(c) Se F' é um mergulho, F(M) é chamada de subvariedade mergulhada.
(d) Se F' é uma imersdo, F(M) é chamada de subvariedade imersa.

Exemplo 2.1.9. Uma parametrizacio x : U — M? de uma superficie regular M? C R3 é por

definicdo uma imersao.
Como aplicacdo do Teorema da Aplicacao Inversa [2.1.7], obtem-se

Proposicao 2.1.10. Seja F' : M"™ — N™ ¢é uma aplicacio diferencidvel entre variedades
de dimensdo n > m e q é um valor regular de F. Ent3o o conjunto F~'(q) C M é uma

subvariedade diferencidvel de dimensdo n — m.

Proposicao 2.1.11. Seja F': M™ — N™, m > n, uma imersdo de uma variedade diferencia-
vel M™ na variedade diferencidavel N™. Ent3do para cada ponto p € M, existe uma vizinhanca

V C M de p tal que a restricao F' v V — N é um mergulho.

Definicao 2.1.12. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma corres-
pondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de aplicagées,
X é uma aplicacdo de M no fibrado tangente T'M. O campo é diferenciavel se a aplicacdo
X : M — TM é diferenciavel.

Considerando uma parametrizacdo x : U C R" — M é possivel escrever

onde cada a; : U — R é uma funcdo em U e {0;} € a base associada ax,i=1,...,n.
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Definicao 2.1.13. Dizemos que uma variedade diferenciavel M é orientavel se admite uma

estrutura diferenciavel {(U,,z,)} tal que:

a) Para todo par o, 3 € A, com x,(U,) Nxg(Us) = Wos # 0 a diferencial da mudanca
(a) 3(Us 8 ,

de coordenadas xgl o x, tem determinante positivo.

Se M é orientavel, a escolha de uma estrutura diferenciavel satisfazendo a condicdo (a) é
uma orientacdo para M. Duas estruturas diferenciaveis satisfazendo a condicdo (a) determinam

a mesma orientacdo se a unido delas ainda satisfaz a condicdo (a).

Exemplo 2.1.14. (a) Toda variedade cujo atlas possui uma tinica parametrizacdo é orien-
tavel, pois o atlas consistindo desta tnica parametrizacdo é trivialmente coerente (isto

é det(xg' oxy) > 0).

(b) Variedades que podem ser cobertas por duas parametrizacées cuja intersercdo é um
conjunto conexo também sdo orientaveis. Se na intersecdo o determinante da derivada
da mudanca de coordenadas é negativo, basta trocar a ordem das variaveis em uma das

parametrizacées, para mudar o sinal do determinante e assim obter um atlas.

(c) A esfera S"™ pode ser coberta por duas projecSes estereograficas que se interceptam ao

longo de um conjunto conexo (a intersecdo é a esfera menos os pélos).

Uma superficie que ndo satifaz o item (a) da Definicdo [2.1.13] é dita ndo-orientavel.

Os proximos resultados s3o devidos a colchetes de Lie.

Definicao 2.1.15. Sejam X e Y campos de vetores em X(M ). Definimos o colchete de Lie

dos campos X eY, denotado por [X,Y] como

(X YI(f) = X(Y () = Y(X(f)),
para toda f € C>*(M).

Proposicao 2.1.16. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade dife-

renciavel M e sejam
n n
X:Zal@ e Y:ijaj
i=1 j=1
as expressées de X e Y associadas a um sistema de coordenadas locais x : U — M. Entdo

existe um dnico campo de vetores [X,Y], dado pela Definicdo cuja expressdo em

coordenadas locais é:
n

(X, Y] = > (a:di(b;) — b:idi(ay)) 0.

1,j=1
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Segue entdo que:

Proposicdo 2.1.17. Se X\Y,7Z € X(M), a,b,c,d € R e f,g € C*°(M), entdo:
(a) [aX +bY,Z] =alX,Z]+ b)Y, Z] e [X,cZ+dW]=c[X,Z]+dX, W]
(b) [X,Y] = [V, X]

(c) [X,Y],Z]+[]Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Identidade de Jacobi)

(d) [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY () X.
2.2 FORMAS BILINEARES SIMETRICAS

Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita. Uma forma bilinear b : V' x V' — R é uma

aplicacdo que satisfaz:
1. b(au,v) = ab(u,v) = b(u, av);
2. b(u+w,v) = blu,v) + blw,v);
3. b(u,v +w) = b(u,v) + b(u, w),

para todo u,v,w € V.

A forma b é dita simétrica se b(u,v) = b(v,u), para todo u,v € V.
Definicao 2.2.1. Dizemos que a forma bilinear b é:

1. Positiva definida se para todov € V' com v # 0 implicar b(v,v) > 0;

2. Negativa definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) < 0;

3. N&o-degenerada se b(v,w) = 0 para qualquer w € V' implicar v = 0.

O caso em que b é semi-definida é andlogo trocando apenas a desigualdade estrita. Se
b é uma forma bilinear simétrica em V' entdo para qualquer subespaco W C V/, a restricdo

b , denotada por b|  é ainda simétrica e bilinear.
WxW 11%

Definicao 2.2.2. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V' é o maior inteiro que

denota a dimensao do subespaco W de V tal que b w é negativa definida.
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Assim 0 < v < dimV, ev = 0 se, e somente se, b é positivo definido. A funcaoq: V — R
dada por ¢(v) = b(v,v) é chamada a forma quadratica associada de b. Em alguns casos é
mais conveniente trabalhar com a forma quadratica do que com a propria b, e ndo ha perda
de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade de polarizacdo

b, ) = 5a(u+ ) = 4(u) = 4(0)).

Se ey,...,e, € uma base para V', a matriz (b;;)nxn = b(e;,e;) é chamada matriz de b

relativa a base eq,...,¢e,. Uma vez que b é simétrica, esta matriz é simétrica.

Lema 2.2.3. Uma forma bilinear simétrica é ndo degenerada se, e somente se, a matriz

relativa a uma base (e portanto a todas) € invertivel.

Demonstracdo. Seja eq,...,e, uma base para V. Se u € V, entdo b(u,v) = 0 para todo

v €V se, e somente se, b(u,e;) =0 parai=1,...,n. Uma vez que (b;;) é simétrica,

blu,e;) = b [ Y ujej e | = uiblej, e) =D bijuy.
j J J

Assim b é degenerada se, e somente se, existem nimeros nao todos nulos uq, ..., u, tais que
> jbyu; =0 parai =1,...,n. Mas isso € equivalente a dependéncia linear das colunas da

matriz (b;;), isto &, (b;;) ser singular. m

Definicao 2.2.4. Um produto escalar g em um espaco vetorial V' é uma forma bilinear

simétrica e ndo degenerada sobre V'

Exemplo 2.2.5. 1. Um produto interno é um produto escalar positivo definido. Quando

V =R", temos o produto interno candnico definido por

u-v= Z U;V;.
i
Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém alguns

fenémenos novos surgem quando g € indeterminado, isto é, g(v,v) =0, mas v # 0.

2. Observemos que mudando um sinal do produto escalar usal do R? conseguimos um

exemplo de escalar indefinido.Defina g : R? x R? — R dado por
g(u,v) = uv; — ugvs.

Observe que g é simétrica e bilinear. Considerando a base {(1,0),(0,1)} do R?, que g
€ ndo degenerada. Assim, g é um produto escalar indefinido e a sua forma quadratica

H 5 2,2 2
associada é dada por q(v) = uj — u3.
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Definicao 2.2.6. Seja V' um espaco vetorial com produto escalar e seja W um subespaco de
V. O complemento ortogonal de W é o subespaco W+ de todos os vetores em V que sdo

ortogonais a todo vetor em W, ou seja,
t={veV;vl1lWh
Lema 2.2.7. Se W é um subespaco de um espaco com produto escalar V, entdo
1. dimW +dimW+t =n=dimV;
2. WHt=w.
3. Um subespaco W de V é n3o degenerado se, e somente se, V =W & W+,

Demonstracdo. 1. Dado {ey, e, ..., e; } base de W podemos extender para uma base {ey, ..., e,}
de V. Temos que , v € W+ se, e somente se, g(v,e;) =0 para 1 < i < k. Em termos

de coordenadas temos que

g(vaei):g<zvjej7 62‘) :Zvj g(ejaez ZgZ]U]_O 1§Z§k)
Jj=1 =

j=1

Temos £ equacgdes lineares e n incégnitas, pelo lema 0.1.1, g;; € invertivel e, portanto,
as linhas no sistema linear acima sdo linearmente independentes e a matriz tem posto
k. Assim o espaco das solucdes tem dimensao n — k. Por construcao essas solucoes de

n-uplas (vy, ..., v,) fornece os vetores v = 3 v;e; de W+.

2. Seja w € W. Para todo v € W+ g(w,v) = 0, entdo w € (W)L, Portanto, W C

(W)L, Do Teorema da algebra linear segue que
dim (W)t =dimV — dim W+
=dimV — (dimV — dim W)
=dimW
Logo, (W)t =W
3. Observemos que
dim (W + W) + dim (W N W) = dimW + dim W+

Pelo item (1), dim W +dim W+ = dim'V = n. Consequentemente, W +W* =V se, e
somente se, W NW~ = 0. Portanto, qualquer uma dessas opcdes valea V =W oW+,

Mas W N W+ = {w e W;wlW} =0 entdo W é nio-degenerado.
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[ ]
Um subespaco W de V' é dito nao-degenerado, se g‘W for ndo-degenerado.Quando V' é
um espaco vetorial munido de produto interno, qualquer subespaco W é também munido de

produto interno, portanto nao-degenerado.

Nés definimos a norma do vetor v € V' por |v| = {/|g(v,v)|. Um vetor v é chamado vetor

unitario se |v| =1, i.e., se g(v,v) = £1.

Lema 2.2.8. Todo espaco vetorial munido de um produto escalar V' # {0} possui uma base

ortonormal.

Demonstracdo. Vamos provar por inducdo.

Seja dimV = 1. Tomando v € V', v é uma base para V e g(v,v) < 0 ou g(v,v) >0 .
Segue que v = 7 € um vetor unitario e g(v,v) = =1 ou g(v,v) = 1 portanto, v; é base
ortonormal de V'

Supondo valido para n — 1, vamos provar para n Como ¢ é n3o degenerada, existe um
vetor w; tal que g(wy,w) # 0.Seja W = span{w,}. Como V =W oW, dimW+ =n—1,
sendo W+ subespaco vetorial existe base {w», ..., w, } de W+ tal que g(w;, w;) = 0se i # j.
Temos também que g(w;, w;) = 0 se i > 1, onde w; € W+. Assim {w;, ws,...,w,} é uma
base ortogonal de V' =W @ W. Vamos ortonormalizar essa base.

w;
|wi

Se g(w;, w;) > 0, tome v; = e g(v;,v;) = 1, analogamente se g(w;, w;) < 0 tomamos

(%

=nhe g(vi,v;) = —1. Portanto, {vy, v, ...,v,} é uma base ortonormal de V. m

V; =
Para uma base ortonormal {ey,...,e,} de um espaco vetorial V munido de um produto
escalar, temos
g(eire;) = €50
onde, ¢; = g(ej,ej) =xle

1, sei=y
5ij:

0, sei#j
Sempre que for conveniente, devemos ordenar os vetores em uma base ortonormal para

que os sinais negativos, se houver, vém primeiro na chamada assinatura (g1, ..., €,)

Lema 2.2.9. Sejae; ..., e, uma base ortonormal de V', com ¢; = g(e;, ¢;). Entdo todav € V

€ escrito de maneira tnica como

v = Z eig(v, e;)e;.
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Demonstracado. E suficiente mostrar que

<U - Z gig(va 6061) 1 €j,

paratodoi=1,...,n.

De fato, sendo e; um elemento qualquer de V', temos

g (v — Zz—:ig(v,ei)ei,ej) =g(v,e;) Zelg v,e;)g(ei, e;)
= g(v, ¢;) 2519 €i, €j)€i)

= g(v,¢5) = g(v, ¢;)
= 0.

Como ¢; é arbitrario e a métrica é ndo degenerada, segue que

V= Z 57,’9(2]7 ei)ez

Seja m de V' a projecdo ortogonal em um espaco ndo degenerado W. Como uma base

ortonormal {ey, ..., e, } de W pode ser extendida para uma base ortonormal {ey, ..., e, } de V,

entao
k
= 59(v,¢5)e;
=1
Lema 2.2.10. Para qualquer base ortonormal {ey, ..., e,} de V o nimero de sinais negativos
na assinatura (¢y,...,€,) é o indice v de V.

Demonstracdo. Seja exatamente os m primeiros £; negativos. No caso em que g é definida
temos m = v = 0 ou m = v = n e coclui-se a demonstracao.

Ent3o, suponha que 0 < m < n. Segue que g é negativo definido em S = span{ey, ..., e}
e entdo m < v. Para mostrar o caso contrario, seja W um subespaco tal que g‘W é negativo

definido e definindo 7 : W — S por,

m

m(w) = = g(w,e)e;
i=1
Temos que 7 é linear e mostraremos que 7 € injetiva. Assim, seguird que dimW < dim S e
como W ¢ arbitrario v < dim S = m. Se w(w) = 0, entdo

w_zgzgwez € Zglgwez e + Z zgwez i Z g(waei)ei

1=1 i=m-+1 i=m-+1
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Como w € W, temos

i=m+1 k=m+1
n

= Z g<w>€i)g(w7€k>g(€i7ek)
ik=m+1

=Y glwe)

i=m-+1

02> g(w,w) = g( i g(w, e;)e;, i g(w,ek)ek)

Assim, g(w, e;)? = 0 para todo i > m, como g é n3o-generada w = 0. =

2.3 VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

Definicao 2.3.1. Um tensor métrico g em uma variedade diferenciavel M é um tensor do tipo
(0,2) simétrico, ndo degenerado em M de indice constante. Em outras palavras, g € T5(M)
leva suavemente cada ponto p € M em um produto escalar g, em T,,M, e o indice de g, é o
mesmo para todo p € T,M. Ou seja,
g M — IYM)
p 9p LM xT,M — R
(u,v) — gp(u,v)

é uma aplicacdo suave tal que,
1. gy(u,v) = g,(v,u), para todos u,v € T,,M
2. g,(u,v) =0, para todo v € T,M, implica u = 0;
3. ind(T,M) = ind(T,M), para todos p,q € M com p # q.

Definicao 2.3.2. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciavel M munida

com um tensor métrico g.

O valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M é chamado indice
de M. Note que 0 < v < n =dim(M). Se v =0, entdo M é uma variedade Riemanniana.
Neste caso, cada g, € um produto interno em 7, M.

Quando v =1 en > 2, entdo M é dita uma variedade de Lorentz.

Notacao 2.3.3. Denotemos por g = (-, -) o tensor métrico. Assim g(u,v) = (u,v), para todo

u,v € T,M e g(U, V)= (UV), para todo U,V € X(M).



22

Para um sistema de coordenadas z!,..., 2™ em {{ C M , as componentes de g em 4l s3o
j = <81,8]> VZ,j = 1,...,7’L
Assim, para os campos de verores V =Y. V9, e U = > U’0;, podemos escrever g como
g(UV)=({UV)=>g;UV’
i,J
Como g é ndo degenerada temos que em cada p € M a matriz (g;;(p))nxn € invertivel e
a sua inversa é denotada por (¢”(p))nxn. A férmula usual para a inversa de uma matriz nos
garante que as fungdes g;; sao suaves em U. Além disso, como g é simétrica, entdo g;; = g;; e

consequentemente ¢ = ¢7%, para quaisquer i = 1,...,n. Finalmente em {[ o tensor métrico

g pode ser escrito como

g= Zgijdxi ® da’.
Assim, se U,V € X(M) temos ’
g(U, V) =>" gi( (dz' @ da?) (U, V) Zgz]dx ) -da? (V) = ZgijUi V.
ij ]
Exemplo 2.3.4. Seja M = R", e para cada p € M temos que T,,M é isomorfo a R". Assim

se (z!,...,2™) é um sistema de coordenadas usuais do R", ent3o

(Up, Vp) Zuv

define um produto interno em R"™, onde u, = >, u'0; e v, = >_;v'0;. Desta maneira, R
munido com esta métrica nos da uma variedade Riemanniana chamada espaco Euclidiano

n—dimensional.

Exemplo 2.3.5. Seja v um inteiro tal que 0 < v < n. Entdo R"™ munido com o tensor métrico
(Up, Up)p Z:u’vZ + Z wv?,
j=v+1
de indice v nos da uma variedade semi-Riemanniana R];, chamado espaco semi-Euclidiano,
de indice v e dimensdo n. Observe que quando v = 0, R} é o espaco Euclidiano R", e para
n > 2, R} é chamado espaco de Lorentz-Minkowski n-dimensional, frequentemente denotado

por L™ .

Fixando a notacao
—1,5e 1<1<y;
€ =
+1,se v+1<7<n,
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entdo o tensor métrico de R} pode ser escrito como
g= Z €dx' @ dx'.
i

Definicao 2.3.6. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (-, ). Dizemos

quev € T,M é
1. tipo-espago se (v,v) >0 ouv = 0,
2. tipo-tempo se (v,v) < 0;
3. nulo se (v,v) =0 ev #0.
O conjunto
C,={veT,M; (v,v)=0,v#0}

de todos os vetores nulos de T,M é chamado cone nulo em p € M. Quando M é uma

variedade de Lorentz, os vetores nulos sdo chamados de tipo-luz.

Para cada p € M, seja

qg  T,M — R
v q(v) = (v,0),
a forma quadratica associada ao produto escalar (, ). Temos que ¢ determina (, ). Observemos
que
a(fV) = (fV, fV) = fAV,V) = f2q(V),

para qualquer V € X(M) e toda f € C*°(M). Assim, temos que ¢ ndo é C(M)-linear e

portanto ndo é um campo tensorial.

2.3.1 Conexao de Levi-Civita e geodésicas

Seja M uma variedade semi-Riemanniana e sejam VW dois campos de vetores em M.
Queremos calcular a taxa de variacdo de W na direcdo de V), para cada ponto p € M. No
espaco Euclidiano temos naturalmente como a derivada de um campo em relacdo a outro.

Para o nosso contexto, vamos introduzir o conceito de conex3o, mas antes.
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Definicdo 2.3.7. Sejam u',...,u" as coordenadas naturais de R". Se Ve W = X, W0,

n
v

sdo campos de vetores em R, o vetor

DyW = Z V(WhHo;,
é chamada a derivada covariante de W na direcdo de V.
Agora definiremos a conexdo.
Definicao 2.3.8. Uma conexdo V em uma variedade M é uma funcdo
V:iX(M)xX(M)— X(M)

satisfazendo, para quaisquer V. W € X(M)

(i) VyW é C>(M)-linear em V;

(i) VyW éR-linear em W;

(iii) Vv (fW) = fNVyW + V(f)W para toda fungdo f € C(M).

Assim, VW é chamada a derivada covariante de W na direcdo de V' com respeito a conexao

V.

Na definicdo anterior, (i) nos diz que Vi W é um tensor em V. Assim, podemos examinar
o seu carater pontual , isto é, dado v € T,M, o vetor V,W € T,M, esta bem definido e
denotamos por (V,WW), onde V' é um campo tensorial tal que V,, = v. O item (iii) nos diz
que Vi W nao é um tensor em .

Vejamos agora um resultado de carater algébrico, o qual nos diz que na presenca da métrica

podemos identificar campos com 1-formas.

Proposicdao 2.3.9. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Se V. € X(M) seja V* uma

1—forma em M tal que

Vi(X) = (V. X),
para todo X € X(M). Entédo a fungdo
Vio— (V) = V(X)) =(V.X)

é um isomorfismo C*°(M )—linear de X(M) para X*(M).
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Demonstracdo. Primeiramente observemos que f é C°°(M)—linear, pois é dada por uma

1—forma que é C°(M)—linear. Para mostrar o isomorfismo, basta mostrar que a aplicagdo é

uma bijecdo, uma vez que ja temos a linearidade.

1. f éinjetora.

De fato, seja f(V) = f(W), entdo
(V.X)=(W,X), XeX(M).

Entado
uma vez que X € X(M) é qualquer e a métrica e ndo degenerada.

Portanto f é injetora.

. f é sobrejetora.

E necessario exibirmos um V € X(M) tal que
(X)) =(V,X), VX eX(M).

A unicidade é dada pelo item (7). Mostraremos que podemos encontrar um tal campo V'
em uma vizinhanca coordenada U arbitraria. Seja 6 € X*(M), entdo podemos escrever
0 =3, 0;dz' em U e tomemos V € X(M) dado por V =Y ,; ¢ 6;0;. Entdo desde que
(g”) e (g;;) sdo matrizes inversiveis, temos
<‘/7 8k:> = <Z gijeiaja ak> = Zgijpi <aj, 8/<:>
ij

ij
Y

=> 9"0:igjs = > 0i0i = 0 = 0(Oy).

i i

onde d;;, é o delta de Kronecker. Portanto f é sobrejetora.

Definicao 2.3.10. Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexdo V. Dizemos que

a conexdo é compativel com a métrica, quando ela satisfaz qualquer uma das condicdes da

abaixo:

1. Para todos os campos paralelos V e W ao longo de qualquer curva diferenciavel o em

M vale:
(V,W) = constante.
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2. Para todos os campos vetoriais V e W ao longo de qualquer curva diferencidavel o em

M vale

d DV DW

3. Para todos os campos XY, Z € X(M) vale

XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ).
Lema 2.3.11. Sejam M uma variedade Riemanniana e V uma conex3o simétrica e compativel
com a métrica de M". Ent3o, temos
2AVX)Y)=Z2(X,)Y)+ X(Z)Y) =Y (Z, X) 2.1)
2.1

para todos XY, Z € X(M).

Demonstracdo. Temos que:
XY, Z)y=(VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y{(Z,X)=(VyZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,)Y)=(VzX,Y)+ (X, VzY)

Somando as duas primeiras equacdes e subtraindo a terceira temos, usando a simetria de V

q X(Y,Z)+Y{(Z,X) — Z(X,Y)
= (X, Z),Y) + [V, Z), X) + (X, Y], Z) + 2(Z, Vy X).
Portanto,
2AVX,Y) = Z(X,Y) + X(Z,Y) - Y(Z,X)
— (Z,[X)Y]) + (X, [Z,Y]) + (Y, [Z, X]).
n

A equacdo ([2.1)) é conhecida como férmula de Koszul.

Definicao 2.3.12. Seja x : U — M uma parametrizacdo de M, com campos coordenados
01,...,0,. Se
ok
Vazﬁj = Z Fijak,
k=1

entdo as n® funcbes suaves Ffj : U — R s3o os simbolos de Christoffel da conexdo em U.
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Veremos na préxima Proposicao que as propriedades da conexdo de Levi-Civita permitem
mostrar que
1 & mk
Ll =5 2 (0i(gim) + 0;(gim) — Om(9:5)) g™

2 m=1
Em particular, temos: [0;, 0;] = V5,0, — V,0; = Y3_, (T}, —T'5;)0)). Como [9;, ;] = 0 entdo

k

temos ' = T'* | para todos i, j,k = 1,...,n. Além disso, segue que
17 Jt p 7]7

n
0=1[0;,0;] = V,0; — Vo,0; = > (T, = T'%)8), = 0.
k=1
Portanto V,0; = Vj,0;. A partir disso, dizemos que a conexdo V é simétrica.

Se M = R", entdo Ffj = 0 para todos 7,7,k = 1,...,n. De fato, seja 01, ...,0, um
referencial ortonormal de R", temos ¢;; = (0;,0;) = 0;;, onde 1 < 4,5 < n. Logo, as
derivadas da métrica sdo nulas , isto é , todos os Simbolos de Christoffel sdo nulos.

A conexdo esta diretamente ligada a métrica, desde que acrescentemos a compatibilidade

e uma outra propriedade relacionada ao colchetes de Lie, é o que nos mostra o teorema de

existéncia e unicidade da conexdo de Levi-Civita, mas precisamente

Teorema 2.3.13. (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma tnica

conexdo V tal que
1. [X,Y] = VxY — VyX(conexdo simétrica);
2. Z(X,)Y)=(VzX,Y)+ (X, VzY), paratodo X,Y,Z € X(M).

Demonstracdo. Para a unicidade, suponha que V! e V? sejam duas conexdes simétricas e
compativeis com a métrica de M. Uma vez que o lado direito de (2.1) n3o depende da

conexao, temos

para todos XY, Z € X(M). Portanto V! = V2.
Para a existéncia, € suficiente mostrar que a conexdo existe em uma vizinhanca coordenada.
Defina V como em (2.1)) e seja (U, z) um sistema coordenado de M. Aplicando (2.1)) em

campos coordenados cujos colchetes de Lie sao nulos, temos
1
(Vo,05,0) = 3 (0:(0;, 01) + 0;(0;, Or) — 0i1(9;, 0;)) - (2.2)

Recorde que

g,-j = (0,,(%) e Vaﬁj = Z FZ‘@m (23)
m=1
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Inserindo (2.3) em ([2.2)),

ergm, 1 5 (000,01 + 0,(0:,0) — 81(0,,0,)) (2.4)

Finalmente, multiplicando ambos os lados de (2.4]) pela matriz inversa g'* e observando que

gmlglk — 6km-
1.
= 2 Z (&(E)J, 8;} + 8]‘(82', 8l> — 85(61', 3j>) gkl. (25)

=1

Fk

Esta formula certamente define uma conexdo em cada vizinhanca coordenada. Além disso, a
férmula (2.5) garante que I'}; = T'%,. Assim, temos que a conexdo é simétrica.

Para mostrar a compatibilidade com a métrica, mostraremos que Vg = 0. Note que em

coordenadas locais, as componentes de Vg sao da forma:
V9(0;,0;,0k) = Ok(gi5) — (Vo,0:, 0;5) — (95, V,0;)
k(9i5) Z T {01, 0; Z T30, 1) (2.6)
gzy Z F]mgl] Z Fékgzl
=1
Usando (2.4 duas vezes,
Z Thigy + Y Thga = 5 (Ok(9i5) + Ok(g4i)) = Ok(gi)- (2.7)
=1
Portanto, de (2.6 segue o resultado. m

Definicao 2.3.14. Uma curva diferenciavel v : [ — M é uma geodésica se

D~/
dt

=0 em 1.

Dados p € M e v € T,M, existem ¢ > 0 suficientemente pequeno e uma Ulnica geodésica
Yo i (—€,6) — M, tal que 7,(0) = p e 7,(0) = v. O dominio I, de 7, é o maior possivel.
Portanto se, o : J — M é uma geodésica com velocidade inicial v, entdo J C I e a =, |J.

Nesse sentido a geodésica -y, é dita ser maximal.

Definicao 2.3.15. Uma variedade semi-Riemanniana M para a qual cada geodésica maximal

esta definida em todo R € dita ser geodesicamente completa, ou simplesmente completa.
No caso de variedades Riemannianas, temos o seguinte resultado é bastante conhecido:

Teorema 2.3.16. (Hopf-Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. As seguintes

afirmagdes sdo equivalentes:
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a)exp,, é definida para todo T,(M);

b) Os conjuntos fechados e limitados de M sdo compactos;

c)M é um espaco métrico completo;

d)M é geodesicamente completo;

e)Existe uma sequéncia de subconjuntos compactos K,, C M, K, € K, e U, K, = M, tal
que se g, ¢ K, entdo d(p,q,) — oc.

Além do mais, qualquer afirmacdo acima implica que:

f) Para qualquer g € M existe uma geodésica ~y ligando p a ¢ com () = d(p, q).

Corolario 2.3.17. Uma subvariedade fechada de uma variedade Riemanniana completa é
completa na métrica induzida, em particular, as subvariedades fechadas do espaco euclidiano

estao completas.

Lema 2.3.18. Seja M uma subvariedade aberta de uma variedade semi-Riemanniana N. Se

M ¢é completa e N é conexa, entdo M = N.

Demonstracdo. Consideremos os espacos métricos (M, dy) € (N, dy), em que dy denota a
distancia Riemanniana induzida pela métrica Riemanniana em N e d;; a distancia Riemanniana
induzida por dy em M. Em virtude do teorema de Hopf e Rinow, (M, dj;) é um espaco métrico
completo. Temos que M é um subconjuto aberto de V. Afirmamos que M é, também, fechado
em N. A conclusdo decorrerd, entdo, da conexidade de N. Se M n3o fosse fechado, existiria
q € OM\M. Assim, existiria uma sequéncia (¢q,) C M, tal que ¢, — ¢ segundo a distancia
dy, o que é uma contradicdo. m

Encerraremos com alguns conceitos relativos a tensores numa variedade diferenciavel M.

No que segue, representaremos por X*(M) o conjunto das 1-formas diferenciaveis sobre M.

Definicdo 2.3.19. Seja M uma variedade. Um campo tensorial do tipo (r,s) em M é uma
aplicacdo C*=(M )-multilinear T' : X*(M)" x X(M)* — C*(M). Indicaremos por T.(M) o

conjunto de todos os (r,s) campos tensoriais em M.

Exemplo 2.3.20. Se A : X(M)® — X(M) é C*°(M)-multilinear, defina o campo tensorial
A X (M) x X(M)® — C>*(M)

por

A(0,X,,...,X,) = 0(A(X1,.... X,)).
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A é C®(M)-linear, e consequentemente, um campo tensorial do tipo (1,s). Sendo assim,

iremos considerar o proprio A como campo tensorial do tipo (1, s).

Definicao 2.3.21. A derivada covariante de um (1,r)-tensor T' é um (1,7 + 1)-tensor VT
dado por
VT(X:,..., X, Z) = (V,T)(X1,....X,)
=Z(T(X1,..., X)) = T(VzXy,..., X;)
—T(Xy,...,VzX,).

Dizemos que um tensor é paralelo quando V7' = 0. Em particular, se Z € X(M), convém
considerar o (1, 1)-tensor
VZ:X(M)— X(M)
dado por VZ(X) = VxZ. Neste sentido, dizemos que um campo é paralelo se VZ = 0.
Exemplo 2.3.22. Em uma variedade semi-Riemanniana M"™ com métrica g e a conexdo V

compativel com a métrica, temos que Vg = 0. De fato, seja X,Y,Z campos de vetores.

Temos que:
Vg(X,Y,Z) = Vz9(X,Y)
=Zg(X,Y) = g(VzX,)Y) — g(X,VzY)
=Z(X,Y)—(VzX)Y) — (X, V5Y)
= (VzX, )+ (X, VzY) = (VzX,Y) = (X,VzY) =0

2.3.2 Curvaturas

Definicao 2.3.23. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R de M é

a aplicacao

(X,KZ) — R(X7Y,Z) = — VXVyZ+Vvaz+V[X7y]Z.
Uma vez que fixados os campos X,Y € X(M), podemos considerar o operador curvatura
R(X,Y) dado por
R : X(M) — X(M)

Z +— R(X,Y)Z =R(X,Y,Z).
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Se M = R" o tensor curvatura R de M é nulo. Sejam X,Y e Z campos diferenciaveis

emR" e Z = (z,...,2,), entdo

VxZ=(Xz,...,Xz,) e VyZ=(Yz,...,Yz,).

Logo,
VxVyZ =(XYz,...,XY2z,), VyVxZ =(YXz,...,YXz,)
e
VixyiZ = (X, Y]z, ..., [X,Y]z,).
Portanto

R(X,Y)Z = —VxVyZ +VyVxZ + Vixy|Z = 0.

Observemos que o tensor curvatura é linear em relacdo a aditividade e trilinear em relacdo
ao produto com elementos do anel C*>°(M). Além disso, o tensor curvatura satisfaz as seguintes

propriedades:
Proposicédo 2.3.24. Se X,Y,Z, W € X(M), entdo

1L (RX,Y)Z W)+ (R(Y,Z)X, W)+ (R(Z,X)Y,W) =0,

2 (RIX,Y)Z,W)=—(R(Y,X)Z, W) =— (R(X, Y)W, Z),

3 (R(X,)Y)Z,W)=(R(Z,W)X,Y).
Demonstracdo. 1. Basta mostra que

R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
De fato, pela simetria da conexdo temos:

RX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y
=-VxVyZ+VyVxZ+VixyZ - VyVzX +V,;VyX
+ V21X = VzVxY + VxVzY + Vix 71V (28)
=Vy[X,Z]|+ V,.[Y,X|+ Vx[Z,Y]
—VixzY = ViyxZ = VizyX
= [V, [X, Z]| + [Z, [V, X]| + [X,[Z,Y]] = 0,

onde, na dltima igualdade foi usada a identidade de Jacobi em colchetes de Lie.
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2. A primeira igualdade segue imediatamente da definicdo. Para a segunda, vejamos que

da multilinearidade do tensor R, temos:
(RXYVYZ+W, Z+W)=(R(X,Y)Z+W,Z)+ (R(X,Y)Z +W, W)
=(R(X,Y)Z,Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(X,Y)Z, W)
+ (R(X, Y)W, ).
Logo, se mostrarmos que (R(X,Y)T,T) = 0 estaremos concluindo que:
(RX,YYZ+W,Z+W)=(R(X,Y)Z,Z) = (R(X, Y)W, W) =0,
ou seja,
(RIX, Y)W, Z) + (R(X,Y)Z, W) = 0.
Agora observe que:
(R(X,Y)Z,Z) = (VyVxZ =V xVy +VixvZ, 7).

Da compatibilidade da conexdao com a métrica,

Y(VxZ,Z) = (VyVxZ,Z)+ (VxZ,NyZ),
ou seja,

(VyNxZ,7Z)=Y(VNxZ,Z)— (NxZ,NVyZ). (2.9)
Da mesma forma,

(VxVyZ,7Z) = X(VyZ,7Z) —(NyZ,NxZ). (2.10)
Além disso também temos que:

X(Z,Z)=(VxZ,Z)+ (Z,NxZ)=2(NxZ,Z)
implicando em
(VxZ,7) = ;X(Z, Z) (2.11)
Dai,
(Vixyv)Z,Z) = ;[X, Y(Z,Z).
Assim, por temos:
(RX,Y)Z,2) =Y (NxZ,Z) — X(NyZ,Z) + ;[X, Y(Z,Z)

- ;y<(x<z, Z)) — ;X(Y(X, Z)) + ;[X, Y|Z,Z)

_ _;[X, Y|(Z,Z) + ;[X, Y|(Z,2) = 0.
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3. Para demonstrar essa, usaremos o item (ii) e escreveremos:

(RIX,Y)Z, W) =—(R(Y,2)X, W) — (R(Z,X)Y,W)
= (R(Y, Z)W, X) + (R(Z, X)W, Y)
=—(R(ZW)Y,X)—(RW,Y)Z, X)
—(R(X,W)Z,Y) —(R(W,2)X,Y)
= (R(Z,W)X,Y) + (R(W,Y)X, Z)
+(R(X, W)Y, Z) + (R(Z,W)X,Y)

2R(Z,W)X,Y) — (R(Y, X)W, Z)

2(R(Z,W)X,Y) + (R(X, Y)W, Z)

2R(Z,W)X,Y) — (R(X,Y)Z,W)

Portanto,

(RIX,Y)Z, W) =2R(Z,W)X,Y) —(R(X,Y)Z, W)

Ou seja,
(R(X,Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y).

Intimamente relacionado com o operador de curvatura esta a curvatura seccional que

passaremos a definir.

Lema 2.3.25. Seja 0 C T,,M um subespaco bi-dimensional ndo-degenerado do espaco tan-

gente T, M e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entdo

_ (R(x,y)z,y)
Be9) = e = w2

n3o depende da escolha dos vetores x,y € 0.

Demonstracdo. Para qualquer duas bases de o podemos relaciona-las pelas equacdes

v =azx + by,
w = cr + dy,

onde o determinante dos coeficientes ad — bc é diferente de zero. Um calculo mais aprofundado

mostra que

(R(v,w)v,w) = (ad — be)*(R(z, y)z,y),
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(Jo]*[wl* = (v,w)?*) = (ad = be)* (| |y — (z,)").

Portanto K (v,w) = K(z,y). m

Agora podemos definir a

Definicao 2.3.26. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional ndo-degenerado
o C T,M, o nimero real K (z,y) = K(0), onde {z,y} é uma base qualquer de o, é chamada

a curvatura seccional de o em p.

Se uma aplicacdo multilinear F': T),(M)* — R satisfaz as propriedades (2.3.24)), dizemos
que F' é tipo-curvatura. Sendo F' tipo-curvatura, das propriedades ([2.3.24)), segue que se
F(z,y,x,y) =0, para todos x,y € T,M tais que o = span(z,y) é um plano ndo-degenerado,

entdo F' = 0. Com isso, pode-se mostrar que:

Lema 2.3.27. Seja F uma funcdo tipo-curvatura em T,,M tal que

F(z,y,z,y)
(2, 2)(y,y) — (r,y)*

K(z,y) =
sempre que o = span(x,y) é um plano ndo-degenerado. Entao,

(B(z,y)z,w) = F(z,y,z,w),
para todos .y, z,w € T,M.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura constante se a funcdo curvatura sec-
cional é constante. O préximo resultado nos da uma férmula simples para R quando K é

constante.

Corolario 2.3.28. Se M tem curvatura seccional constante C, entdo

R(z,y)z = C((z,7)y — (2,9)x).

Demonstracdo. Observe que definindo F(z,y, z,w) = C({z,z)(y,w) — (z,y)(x,w)), temos
que F' é uma funcdo tipo-curvatura em cada ponto, e F(z,y,z,y) = C((z, z){y, y) — (z, y)?).
Se 0 = span(x,y) é um plano n3o-degenerado, entdo

F(I7 y’ x? y)

Ky = 0=y — o

e o resultado segue do lema anterior:

(R(z,y)2,w) = F(z,y,z,w) = C((z,2)(y, w) = (2,9){z, 0))



35

ou seja,
<R(LU, y)Z, w> = C(<Z7 I) <y7 w> - <Zv y> <.CU, 'UJ>)
n
Definicao 2.3.29. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M, {ey,...,e,} um

referencial ortonormal definido em uma vizinhanca de p e €; o sinal de e;. A aplicacdo C*°(M)-
bilinear Ric : X(M) x X(M) — C>(M), definida em p por

RiC(X, Y) = zn: €Z<R(X7 €Z')6i, Y>

=1

é chamada curvatura de Ricci de M .

Observemos que o valor de Ric(X,Y’) em p independe do referencial escolhido.Além disso,

o tensor de Ricci é simétrico

87,<R(X, 61‘)6’@', Y) = i 87;<R(6i, X)YV, 62‘>

=1

ei(R(Y, e)e;, X) = Ric(Y, X).

Rie(X,Y) =

||'M:
[}

Il

-
I
A

Em particular, se existe k € R tal que
Ric(X, X) > r(X, X)

para qualquer X € X(M), dizemos que a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente.

2.3.3 Alguns operadores diferenciaveis

Estenderemos agora os conceitos de vetor gradiente, divergente, Hessiano e Laplaciano
para variedades semi-Riemannianas. O referencial E, ..., E, sempre denotard um referencial

ortonormal em um ponto p € M com assinatura ¢; = (E;, E;).

Definicao 2.3.30. O gradiente de uma funcdo f € C*°(M), o qual denotaremos por V f, é

um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df € X*(M). Assim

(Vf, X) = df(X) = X(),
para todo X € X(M).

O proximo resultado exibe algumas propriedades do campo gradiente.
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Proposicao 2.3.31. Se f,g € C*(M), temos
(a) V(f+9)=Vf+Vg;
(b) V(fg) = fVg+gVf.

Demonstracdo. Seja X € X(M). Para mostrar o item (a) vejamos que da Definicdo [2.3.30,

temos
(V(f+9),X)=(X)(f+9)=X(f)+X(9) = (V[ X)+(Vg,X) =(Vf+Vg,X)

Assim,

(V(f+9)—V[-VgX)=0.
Como X foi escolhido arbitrariamente, segue que
V(f+9)=V[+Vyg

Para o item (b), vemos que

(V(f9), X) = X(fg) = gX(f) + [X(9) = ¢V [, X) + (fVg, X) = (4V [ + fVg,X).

Dai,
(V(f9) =gV —fVg X) =0,
e consequentemente,
V(fg)=9Vf+[Vyg
|

Proposicao 2.3.32. Seja f € C®(M). Dadosp € M ev € T,M, seja o : (—¢,e) = M

uma curva diferencidvel tal que a(0) = p e o/(0) = v. Entdo

(Vi.0) = 5 (f oa)()

t=0

Em particular, se p é um ponto de maximo ou minimo local para f, entdo V f(p) = 0.

Demonstracdo. Seja V' uma extensdo local de v. Entao

(V1.0) = (VD)D) = (o)t

t=0
Suponhamos agora que p seja um ponto de maximo local para f (o caso minimo local é

analogo). Ent3o, existe uma vizinhanca aberta U C M de p tal que f(p) > f(q) para todo
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q € U. Assim, se v e « sdo tais que a(0) = p e a/(0) = v, entdo foa : (—¢,) — R tem

um maximo local em 0, donde

(Vi) = S(Foa)) =0

t=0

Uma vez que v € T,M foi escolhido arbitrariamente, segue que Vf(p) =0. m

Definicdo 2.3.33. Seja f € C>(M). Dizemos que p € M é um ponto critico de f se
Vf(p) =0.

Da Proposicao [2.3.32| temos que todo ponto de maximo ou minimo local de f é um ponto

critico de f.

Proposicdo 2.3.34. Seja M uma variedade semi-Riemanniana conexa e f € C*(M). Se

Vf=0em M, entdo f é constante em M.

Demonstracdo. Fixemos p € M e seja

A={qe M; f(q) = f(p)}

A continuidade de f garante que A é fechado. Sendo A # (), se mostrarmos que A é aberto,
seguirad da conexidade de M que A = M e consequentemente, f serd constante. De fato, seja
g € Ae U C M uma vizinhanca coordenada conexa de ¢ em M. Para todo r € U, existe
uma curva diferenciavel « : [0,1] — U tal que (0) = ¢ e «(1) = r. Da Proposicdo [2.3.32

temos que

d

9 (roa)t) = (v/.a'(0) =0,
Assim a funcdo f o « é constante em [0, 1]. Em particular,

fp) = f(@) = (foa)(0) = (fea)(1) = f(r),

donde r € A. Como r € U foi escolhido arbitrariamente, segue que U C A e portanto, A é

aberto. m

Definicdo 2.3.35. Dado um campo vetorial X € X(M) definimos a divergéncia do campo

X como a funcdo div X : M — R dada por
divX =tr(Y(p) = VyX(p)), pe M.
Em particular, se E1, ..., E, é um referencial ortonormal, escrevemos
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A seguinte proposicao destaca algumas propriedades do divergente.
Proposicdo 2.3.36. Se X,Y € X(M) e f € C*(M), temos
(a) div(X +Y)=divX +divY,
(b) div(fX) = fdivX + X(f).

Demonstracdo. Para provar o item (a), lembremos que o traco é um funcional linear, fazendo

uso da Definicdo [2.3.35| temos

div(X +Y)=tr(V(X +Y)) =tr(VX + VY) =tr(VX) + tr(VY) = divX + divY
Para o item (b), seguimos de modo anélogo

div(fX)=tr(V(fX)) =tr(fVX +dfX) = ftr(VX) + tr(df (X)) = fdivX + X(f)
O que conclui a demonstracdo. =

Definicao 2.3.37. Seja f : M — R uma funcio diferenciavel. O Hessiano de f, denotado
por Hess f, é o campo tensorial Hess f : X(M) x X(M) — C*>(M) dado por

(Hess [)(X,Y) = (VxV[,Y),
O préximo resultado, nos da algumas propriedades do Hessiano.

Lema 2.3.38. O Hessiano de f é um campo tensorial do tipo (0,2) simétrico tal que
(Hess [)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)/,
para todos X, Y € X(M).

Demonstracdo. Hess f é C°°(M)-linear em cada entrada.Pois,

(Hess f(gX + Z,Y) = (Voxss VS, Y)
= (gVxV[+VzV[]Y)
= (gVxV[,Y) +(VZV[.Y)
= g(Hess f)(X,Y) + (Hess [)(Z,Y).

Desta forma, Hess f é um tensor do tipo (0, 2).
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Como (Vf,Y) =Y(f), temos que
X(Y(f)=X{VLY) =(VxVY)+{(V[), VxY)
= (Hess [)(X,Y) +((Vf), VxY)
= (Hess [)(X,Y) 4+ (VxY)f,
para todos X,Y € X(M).

Para a simetria, vamos usar a definicdo dos colchetes. Observe que por um lado

(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f)),

mas por outro lado usando a simetria da conexdo de Levi-Civita, temos

(X, Y(f) = (VxY)f = (Vv X),
daf
XY () = (VxY)f =Y(X(f)) = (VyX)[.
Assim pela equaco temos
(Hess [)(X,Y) = Y(X(f)) = (Vy X)f = (Hess f)(Y, X),
para todo X, Y € X(M). O que conclui o Lema. m

Proposicdo 2.3.39. Seja f € C*(M). Dados p € M™ ev € TpM, seja~y : (—e,e) — M"
uma geodésica tal que v(0) = p e v'(0) = v. Entdo

(Hess f)p(v,v) = :;tg(f ° 7)(t)‘t20'

Demonstracdo. E suficiente ver que
(Hess f)p(v,0) = (V. V f,9),
d :
- E<vf77> =0 - <Vf7

= L],

Dy,
dt '?

Com isso, pode-se mostrar também:
Proposicdo 2.3.40. Seja f € C>*(M).

a. Sep € M é ponto de minimo local para f, entdo p é ponto critico de f e (Hess f), é

positiva semi-definida.
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b. Sep € M é ponto critico de f e e (Hess f), € positiva definida, entdo p é ponto de

minimo local estrito para f

c. Sep € M é ponto de maximo local para f, entdo p € ponto critico de f e (Hess f), é

negativa semi-definida.

d. Sep € M é ponto critico de f e e (Hess f), é negativa definida, entdo p é ponto de

maximo local estrito para f

Definicao 2.3.41. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Definimos, A : C*(M) —

C*(M) o operador Laplaciano de M por
Af =tr(Hess f),
para todo f € C®(M).
Observe que o Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:

Af = Zéz (Hess [)(E;), E;) =Y (Vg Vf, E;) = div(V).

7

Proposicdo 2.3.42. Se f,g € C*(M), temos
(a) A(f +9) =Af+Ag;

(b) A(fg) = fAg+gAf+2(Vf,Vg).

Demonstracdo. Observemos que o item (a) segue diretamente da Definicdo [2.3.41| e do pri-

meiro item da Proposicdo |2.3.30] .
A(f +g) = div(V(f + g)) = div(Vf + Vg) = div(Vf) + div(Vg) = Af + Ag

Para o item (b), faremos uso da Proposicio e da Proposicio
A(fg) = div(V(fg)) = div(fVg+gV[)
= div(fVyg) + div(gV f)
= fdiv(Vg) +Vg(f) + gdiv(Vf) +V f(g)
= fdiv(Vg) + gdiv(V f) +(V [, Vg) +(Vg, V)
= fdiv(Vyg) + gdiv(Vf) + 2(V f,Vg)
= fAg+gAf+2(Vf,Vyg).

Finalizaremos com a seguinte definicdo:
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Definicdo 2.3.43. Sejam M uma variedade Riemanniana e f € C*(M). Dizemos que:
(a) [ € harménica quando Af =0 em M";
(b) f é subharménica quando Af >0 em M";

(c) | € superharménica quando Af <0 em M™.

2.3.4 O principio do maximo de Omori-Yau

E bem conhecido que em qualquer ponto de maximo para uma funcio, o seu gradiente em
tal ponto é nulo e o seu Hessiano, ou laplaciano, sdo n3o-positivos. Uma vez que as ferramentas
analiticas empregadas na obtencao de resultados geométricos em variedades compactas nem
sempre s3o aplicaveis ao contexto das variedades Riemannianas completas. Isso se deve ao fato
de ndo podermos mais garantir a existéncia de pontos criticos de funcdes limitadas definidas sob
tais variedades. No sentido de suprir tal caréncia, Omori introduziu uma importante ferramenta
cuja idéia é considerarmos uma sequéncia maximizante que goze destas mesmas propriedades

satisfeitas por um ponto de maximo, mais precisamente,

Teorema 2.3.44. (Omori) Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e conexa, com
curvatura seccional limitada inferiormente. Se u é uma funcio de classe C? limitada superior-
mente em M", entdo existe uma sequéncia de pontos (pi)reny C M™ tal que:

lim u(px) =supu, lim [Vu(py)|=0 e limsup Hessu(p)(X,X) <0,
k—ro0 M k—ro0

k—o0

para todo X € T,M com |X| = 1.

Claramente se u atinge o seu maximo em M" (em particular, se M" for compacta), o
resultado € trivial: de fato, basta tomarmos p, € M tal que f(p«) = sup,, f € pr = ps«, para
todo k € N.

Contudo na abordagem apresentada por Omori havia um incoveniénte que era o de envolver
apenas a forma Hessiana. Interessado pelo problema abordado por Omori (OMORI, 1967)), em
1975, Yau (YAU, |1975)) enfraqueceu a hipétese sobre a curvatura seccional passando esta para
curvatura de Ricci limitada inferiormente e como consequéncia, reobteve o Teorema

para o laplaciano invés da forma Hessiana. Mais precisamente, Yau provou o seguinte resultado
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Teorema 2.3.45. (Yau) Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura de
Ricci é limitada inferiormente. Se u € C*(M) é limitada superiormente em M™, entio existe
uma sequéncia de pontos (py)ren C M tal que

lim wu(py) = sup u, klim \Vu(pr)] =0 e limsup Au(py) < 0.
M —00

k—o0 k—o00

Tal ferramenta é denominada de principio do maximo de Omori-Yau. Destacamos que
esta técnica vem permitindo abordar diversos problemas relevantes, como por exemplo, o
problema de Calabi-Bernstein para hipersuperficies no espaco de Lorentz-Minkowski e a versdo
de Yau do Lema de Schwarz para aplicacdes holomorficas entre variedades de Kahler (cf. (YAU,
1978))). Nas dltimas décadas diversas generalizacdes e aplicagdes vem sendo propostas para
este principio, constituindo uma linha de pesquisa bastante frutifera (para maiores detalhes,
indicamos (ALIAS; MASTROLIA; RIGOLI, 2016))).

Quando a funcdo u € CQ(M) é limitada inferiormente, aplicando o Teorema acima para

funcdo —u, obtemos.

Corolario 2.3.46. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa cuja curvatura de Ricci
é limitada inferiormente. Se uw € C*(M) é limitada inferiormente em M", entdo existe uma

sequéncia de pontos (py)ren C M tal que

. iy . _ L >0
I}l_{glou(pk) %fu, I}LIEO]Vu(pkH 0 e ll}gI_l)golfAu(pk) >0
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3 ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE VARIEDADES DE LORENTZ

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos fundamentais e propriedades das variedades

de Lorentz. Iniciaremos relembrando a seguinte definicdo:

Definicdo 3.0.1. Uma variedade de Lorentz (M, q) é uma variedade semi-Riemanniana cuja

métrica g possui indice igual a 1.

O exemplo mais simples de variedade de Lorentz é o espaco de Lorentz-Minkowski que

nada mais é que o espaco Euclidiano R™™! munido com a métrica
n
<U, w) = Zviwi — Upn4+1Wn+1,
i=1

em que v,w € R"™!. O espaco R"*! com esta métrica Lorentziana é conhecido como espaco
de Lorentz-Minkowski e denotado por L"™!. Assim como o espaco Euclidiano, o Lorentz-

Minkowski também possui curvatura seccional constante e igual a zero.

3.1 ORIENTACAO TEMPORAL

Seja V' um espaco vetorial Lorentziano, isto é, um espaco vetorial munido de um produto

escalar de indice constante igual a 1. Considere o conjunto
T ={u € V;{u,u) < 0}.

Para cada v € T defina
C(u) ={v e T;{u,v) <0}

chamado o cone tipo-tempo de V' contendo wu.

Como primeiro resultado, temos o seguinte lema.
Lema 3.1.1. Sejam v,w € T . Entdo,
1. O subespaco {v}+ é tipo-espaco e
V = span{v} @ {v}*.
Consequentemente, T é a unido disjunta de C(v) e C(—v), onde

C(—v) = —-C(v) ={v € T;(u,v) > 0};
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2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa)
[{v, w)| > [olfw],

onde |v| = \/—(v,v), valendo a igualdade se, e somente se, v e w sdo linearmente

dependentes;

3. Sev € C(u) para algum u € T, w € C(u) se, e somente se, (v,w) < 0. Consequente-

mente

we C(v) <= v e C(w) < C(v) =C(w).

4. Se v,w € C(u), existe um dnico nidmero ¢ > 0, chamado angulo hiperbdlico entre v e
w tal que

(v,w) = —|v||w| cosh ¢.

Demonstracdo. 1. Afirma-se que span{v} é ndo degenerado com indice igual a 1.

De fato, sendo v um vetor tipo-tempo, temos que
ind(span{v}) = 1.

Agora suponha que u = av € span{v}, a € R. Entdo se (u,v) = 0 e sendo v tipo-

tempo, temos (v, v) = —3?, para algum 3 € R*. Dai,
0 = (u,v) = {av,v) = —af,

logo segue que, a = 0. Portanto u = 0 de concluimos que o subespaco span{v} é ndo

degenerado o que mostra a nossa afirmacao.

Agora, sendo span{v} subespaco ndo degenerado com indice 1, entdo pelo Lema ([2.2.7))

V = span{v} @ span{v}* = span{v} @ {v}*

1 = ind(V) = ind(span{v}) + ind(v") = 1 + ind(v").
Assim, ind(vt) = 0 e portanto {v}* é tipo-espaco.

Afirmemos agora que

T = C(v) UC(~v),

onde esta unido é disjunta.
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De fato, se z € T entdo z € V e (2,2) < 0. Como V = span{v} & {v}*+ entdo

z=av+w, coma€ R ew € {v}t. Logo,
(z,v) = (av +w,v) = (av,v) + (w,v) = —af>.

Se a > 0 entdo (z,v) < 0, e neste caso, z € C(v). Agora se a < 0 entdo (z,v) > 0.

Equivalentemente (z, —v) < 0 e neste caso, z € C'(—v), ou seja,
ze€T =2€C(v) ou ze€ C(—v).

Reciprocamente, se z € C(v) UC(—v) entdo z € C(v) ou z € C(—v). Se z € C(v)
entdo z € T e (z,v) < 0. Se z € C(—v) entdo z € T e (z,—v) < 0. Em qualquer

caso, z € T e portanto 7 = C(v) U C(—v).

. Escrevaw = av+w, coma € Rew € {v}*. Sendo {v}* tipo-espaco ent3o (w, W) > 0.

Como w € T entdo (w,w) < 0. Assim

o~

(w,w) = (w = av + B, w = av + D) = a*{v,v) + (D, D),

= a*(v,v) = (0, D) — (w,w).

logo

uma vez que, — (w, w)(v,v) >0
Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (w,w) = 0, isto é @ = 0. Assim, a

igualdade acontece se, e somente se, w = av.

. Queremos mostrar que se v € C'(u) e w é tipo-tempo entdo w € C(u) se, e somente

se, (v, w) < 0.

Jul
v=au+70ew=bu+w, coma,beR* ed, @€ {u}t. Como v e w sdo vetores tipo

U . p s -
Como C () = (C'(u), assumiremos que u é um vetor unitario tipo-tempo. Escreva
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tempo, entdo (v,v) < 0 e (w,w) < 0. Dai,
0> (v,v) = (au + U, au + v)
= a*(u,u) + (9,7)
= —a*(—(u,u)) + [0]”
= —fuf? + [0 = ~a® + [i]”
Com um célculo anélogo encontramos que
0> (w,w) = —b*+ |0|*.
Entdo
la| > [0] e |b] > |al,
Além disso,
(v,w) = (au + 0, bu + W)

= ab(u, u) + a{u, W) + b(v, u) + (v, W)

= —ab+ (0, w).
Agora como v € C'(u) temos
0> (v,u) = (au + v, u) = alu,u) = —a,
e seque que a > 0.
Suponhamos que w € C(u), entdo
0> (u,w) = (u,bu + w) = b{u,u) = — b,

dai, b > 0 e assim, ab > 0. Agora usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz classica

para v, w temos
(v,w) = —ab+ (v, w) < —ab+ [(V,w)| < —ab + |0||0|
< — ab+|a||b] = — ab+ ab = 0.
Portanto, w € C'(u) se, e somente se, (v, w) < 0.

4. Se v,w € C(u) entdo (v,w) < 0. Daf pelo item (ii) temos

(v, w)

_ > 1
[o]fw]
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Assim, pelas propriedades do cossen hiperbdlico, onde D = [1,+00) temos que existe

um ¢ > 0 tal que

ou seja,

(v,w) = —|v||w| cosh ¢.

Exemplo 3.1.2. (de Sitter) Considere
St(r) = {x = (21, Tpp EL™ (1, 2) = 7“2)} :

Se f : L™ — R € a funcdo definida por f(x) = (x,x), entdo f é diferencidvel e tal que
St(r) = f~'(r?). Denotemos por V° a conexdo de Levi-Civita de L""'. Uma vez que o gradi-
ente V°f nio se anula em nenhum ponto de f~'(r?), temos que S}(r) é uma hipersuperficie

mergulhada em L™, De fato, como
(Vof, X) = X(f) = X{z,2) = 2(VXa,x) = 2X, 2),
para todo X € X(IL"*1). Dai V°f(x) = 2x e portanto
(VO f(2), V°f(x)) = 4" > 0

para todo x € f~1(r?). Assim, o espaco gerado span{V°f(x)}+ é tipo-espaco e consequen-
temente, S7(r) é uma hipersuperficie Lorentziana de 1."*! chamada espaco-tempo de De

Sitter.

Definicdo 3.1.3. Seja M uma variedade de Lorentz e T uma funcdo em M a qual corresponde
a cada ponto p € M um cone tipo-tempo T, € T,M. Dizemos que T é diferencidvel quando
para cada p € M existem uma vizinhanca U dep e V € X(M) tais que V(q) € T,, para todo
qeU.

Uma tal funcio diferenciavel é dita uma orientacio temporal de M. Se M admite uma

orientacio temporal entdo dizemos que M é temporalmente orientado.

Proposicdo 3.1.4. Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientada se, e somente

se, existe um campo K € X(M) tipo-tempo globalmente definido em M.
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Demonstracdo. Se K € X(M) é tipo-tempo ent3o, defina

e observe que 7, é diferencidvel e determina uma orientacdo temporal em M.
Reciprocamente, seja 7 uma orientacdo temporal em M. Como 7T é diferencidvel em
ponto p € M, existe uma vizinhanca U de M na qual o campo de vetores tipo-tempo K
esta definido, tal que Ky (q) € 7,, para todo ¢ € U. Assim obtemos uma cobertura {U,} de
M e campos de vetores tipo-tempo Ky, tais que Ky, (q) € T,, para todo g € U,. Seja {f.}

uma particdo diferenciavel da unidade subordinada a cobertura {U,} e considere o campo
K =) f.Kuy,.
«

Temos que K esta bem definido pois em cada ponto de M a soma em « é finita. Além disso

(K0 K@) = (£ o) o) 5 o) o)
=3 fal@) f3(@)(Ku, (q), Ku,(q)),
a,B
como Ky, , Ky, € T, entdo, pelo item (iii) do Lema[3.1.1} temos

(Ku,(q), Ku,(q)) <0,

e como 0 < f,(q) < 1 obtemos que

(K(q), K(q)) <0.

Uma vez que ¢ é um ponto arbitrario de M temos que K é um campo de vetores em M
tipo-tempo. m

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel, a escolha de uma
aplicacdo 7 como na Definicido , ou de um campo vetorial tipo-tempo X € X(M) a ela
correspondente, serd denominada uma orientacio temporal para M.

Seja T uma orientacdo temporal para M e K € X(M). Se K(q) € T, (respectivamente,
— K(q) € T,) para todo ¢ € M, dizemos que K aponta para o futuro (respectivamente,
aponta para o passado). Sendo X € X(M) uma orientacio temporal para M, segue do
item (ii7) do Lema que um campo vetorial tipo-tempo K sobre M aponta para o
futuro (respectivamente, para o passado) se, e somente se, (K, X) < 0 (respectivamente,

(K, X) > 0).
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Exemplo 3.1.5. O espaco de Lorentz-Minkowski IL."™! é temporalmente orientado, pois
K=¢ép1=(0,...,0,1)

é um campo de vetores tipo-tempo globalmente definido em IL"*!,

3.2 IMERSOES ISOMETRICAS

o .~ . N 75m . . . s . . ~ .
Definicao 3.2.1. Sejam M"™ e M~ variedades diferencidveis de dimensées n e m respecti-
vamente com m > n. Dizemos que a aplicacio x : M — M é uma imersdo se a aplicacdo

diferencial dx,, : T,M — Tx(p)ﬂ € injetiva para todo p € M.
O ndmero kK = m — n é chamado codimens3o de z.

. e~ . ~ N 75rm . . . .
Definicao 3.2.2. Uma imersdo x : M"™ — M entre duas variedades semi-Riemannianas

com métricas (, ) e (, )q7, respectivamente é chamada imersdo isométrica se

<u7 U>M = <dxp(u)7 de<U>>ﬁ,
para todop € M eu,v € T,M.

aArm . . ~ 7 ] wa
Observamos que se x : M™ — M é uma imers3o e (, )37 é a métrica em M, podemos

definir uma métrica (, ), em M" pelo pullback.

Seja & : M™ — M uma imers3o isométrica. Como ao redor de cada ponto p € M",
existe uma vizinhanca U C M™ tal que x . é um mergulho sobre z(U), podemos identificar
U com a sua imagem x(U), isto é x é localmente a aplicac3o inclusdo. Além disso, podemos
considerar o espaco tangente de A/ em p com um subespaco do espaco tangente de M em
P € escrevemos

T,M =T,M & (T,M)*,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T),M em T,M.

Definicdo 3.2.3. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana com a conexdo de Levi-Civita
Vex: M*— M" uma imersido isométrica. Entdo dados campos vetoriais X,Y € X(M),
temos que

VxY = (V)" + (VxY)*h
Com relacio 3 (VxY)', pode-se mostrar que é uma conexdo afim, simétrica e compativel
com a métrica de M. E segue da unicidade da conex3o de Levi-Civita que (V)T é a conexdo

de Levi-Civita de M e denotamos por V.
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Assim obtemos a Férmula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y), XY eX(M), (3.1)
a qual define uma aplicacao
a: X(M) x X(M) — X(M)*

chamada a Segunda Forma Fundamental da imersdo x.
Se X,Y € X(M), pelas propriedades das conexdes de Levi-Civita V ¢ V temos que a
aplicagdo o : X(M) x X(M) — X(M)* dada por a(X,Y) = VyY — VxY é bilinear e

simétrica.

Consideremos os campos de vetores X € M e £ € X(M)*, e denotemos por A:X a

componente tangencial de — V¢, isto é,
AgX = — (ng)T
Uma vez que para cada Y € X(M)

0=X(Y)=(Vx&Y) + (£ VxY)

(VX&) +(Vx€)"Y) +({§, VxY +a(X,Y)
= (—AXY) + (£ a(X,Y))
Dai,
(AeX)Y) = (a(X,Y), ). (3.2)
Em particular, a aplicacdo A : X(M) x X(M)*+ — X(M) dada por A(X,&) = A:X é bilinear
sobre C'°(M). Assim, a aplicagdo A¢ : X(M) — X(M) é linear sobre C(M) e, de ({3.2)
auto adjunta, isto é
(AeX,Y) = (AcY, X),
para todos X,Y € X(M). A aplicagdo A¢ é chamada Operador de Forma ou Operador de

Weingarten da imersao .

A componente normal de V x¢, que é denotada por V¢, define uma conexdo compativel

com o fibrado tangente normal T M+ no seguinte sentido:

VEX(M) x X(M)*: — X(M)*
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é C*°(M)-linear em X, R-linear em & e para todo h € C*(M),
Vi (he) = hV%E + X (h)E.
Além disto, V- é compativel com a métrica, ou seja,

X(&n) =(Vx&n) + (& Vxn), &neX(M)*

onde {,) é a métrica de M. Dizemos que V= é a conexdo normal de z, e obtemos a férmula
de Weingarten
Vxé = —AX + VxE.

A partir da segunda forma fundamental, introduzimos a seguinte definicdo:

o o~ .. L S rm
Definicao 3.2.4. Definimos o vetor curvatura média de M™ em M~ como o traco da segunda

forma fundamental. Mais especificamente,

H = —tr(a). (3.3)

1
n
Uma vez que o operador A, é simétrico em cada direcdo & € X(M)* podemos definir a

curvatura média em cada direcdo &. Isto é, se eq, ..., e, é um referencial ortonormal ao longo

de M", de (3.2)) e , €SCrevemos

(H,€) = > {Aelen) ) = r(Ae) (34)

S|

ﬁ;m(ei,ei),@ -

Definicdo 3.2.5. Seja M" uma subvariedade de M. Dizemos que uma imersdo isométrica
M™ é minima em p € M quando H(p) =0 e que M™ é uma subvariedade minima quando é

minima em todos os pontos de M .

Definicao 3.2.6. A subvariedade M™ € dita ser totalmente geodésica quando a segunda forma

fundamental de M™ em M = é identicamente nula, isto é o = 0.

Segue de ([3.4) que se M™ é totalmente geodésica entdo ela é minima em todos os pontos.
Agora, usando a férmula de Gauss e Weingarten, obtemos as equacdes basicas das imersdes

isométricas para o nosso interesse: a equacdo de Gauss e Codazzi.

Teorema 3.2.7. Seja M™ uma subvariedade semi-Riemanniana de M. Sejam R e R os

—m ) ~
tensores curvatura de M"™ e M respectivamente, e o a segunda forma fundamental. Ent3o

para X,Y,Z W € X(M) temos
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1. (Equagdo de Gauss)

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) + (a(X, Z),a(Y,W)) — (a(X, W), a(Y, Z)):

2. (Equacdo de Codazzi)

(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) — (Vxa)(Y, Z),

Demonstracdo. Veja (CARMO, 2008). m
Como aplicacao direta do Teorema [3.2.7} temos

Corolario 3.2.8. (da Equacdo de Gauss) Se {X,Y} é uma base para um plano tangente ndo

degenerado de M"™ gerado por X,Y € T,M, entdo

_ B ((X,Y), (X, Y)) — (a(X, X),a(Y,Y))
K(X,Y)=K(X,Y)+ XEVE (X172 ,

onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M~ e M" respectivamente.

Demonstracdo. Observe que fazendo X = Z e W =Y na equacdo de Gauss (3.2.7)), temos

que
(R(X,Y)X,Y) = (R(X,Y)X,Y) + (a(X,Y),a(Y, X)) — {a(X, X),a(Y,Y)),

uma vez que | X2|Y]? — (X, Y)? # 0 temos

(RX,Y)X,Y)  (RX,Y)X)Y) (X)), a(Y,X)) — (a(X,X),a(Y,Y))
(XPIYP = (X V)2 [XPY]? = (X, Y)? [XPIY]? = (X, Y)? ’

o que implica

_ B (a(X,Y),a(X,Y)) — (X, X), (Y, Y))
K(X,Y)=K(X,Y)+ XPVF (X772 .

Definicao 3.2.9. Uma variedade é dita flat quando a curvatura seccional é identicamente

nula.

O espaco Euclidiano n-dimensional é uma variedade flat, uma vez que em R" os Simbolos
de Christoffel sdo identicamente nulos pois sdo dados pelas derivadas da métrica que sdo nulas

neste espaco.
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Exemplo 3.2.10. Mostremos que a esfera n-dimensional

S"(r) = {p € R"™; (p,p) =1}

1
tem curvatura seccional constante K = —, sen > 2.
r
Com efeito, seja p = >_; u'0; o vetor posicdo de R"*! parap € S"(r). Se V é a conexdo
de Levi-Civita de R"*! entio

para todo X € X(S™). Dai,
{p,p) =1*=0=X{(p,p) =2(Vxp,p) = 2(X,p)

o que implica

0= (X,p),

para todo X € X(S™), isto é, o vetor posicio p € ortogonal a S™.

p P P .
— = = — e afirmamos que
i {p,p) 7

Considere agora U =

1
oV, W) = — LV, W)U,
para todo V., W € X(S™). De fato,

(@(V,W),U) = (VuW)5,U) = LTy, p)

— 3

1 — .
= ;(VVVV,Z?) = — —(W,Vyp)

<

_ i(v,wy

Como R™*! € flat, pelo coroldrio

(V. V), a(W, W)) — (a(V, W), a(V, W)
VW] =V, W)
=V, VU AW WHU) — (VWU V. WHU) 1
VW] = (X, Y)? r2

K(V,W) =

Lembremos que pelo Corolario [2.3.28 se M possui curvatura seccional constante C' po-

demos escrever o tensor curvatura como
R(X,X)Z =C((Z, X)Y —(Z,Y)X).

Com isso, temos a seguinte consequéncia:
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Y . . . . =5 .
Corolario 3.2.11. Se a variedade semi-Riemanniana M~ tem curvatura seccional constante

C, entdo para todos X,Y,Z, W € X(M) temos:
1. Equacio de Gauss

<R(X’Y)Zv W> = C(<Z’X><}/a W> - <27 Y><X7 W))
+ <05(X7 Z),a(Y, W)> - <04<X, W),Q(Y’, Z)>7

2. Equacao de Codazzi
(Vxa)(Y.Z) = (Vya)(X, Z).

3.2.1 Hipersuperficies tipo-espaco

Agora reescreveremos as equacdes basicas das imersoes isométricas apresentadas na secdo
. . =—5n+1 , . .
anterior para o caso em que o espaco ambiente M é uma variedade Lorentziana (n + 1)-

dimensional e M é uma hipersuperficie tipo-espaco imersa.

s o . ~ = n+1 . . .
Definicao 3.2.12. Uma imersio suave x : M"™ — M de uma variedade n-dimensional
conexa em uma variedade de Lorentz (n + 1)-dimensional é dita uma hipersuperficie tipo-
espaco quando a métrica induzida pela imersdo x em M" for Riemanniana. E neste caso

denotemos a métrica de M e M por {,).

o . —n+1 . ~
O préximo resultado nos diz que se M for temporalmente orientada, entdo as suas

hipersuperficies tipo-espaco sdo orientadas.

Proposicao 3.2.13. Seja M" uma hipersuperficie tipo-espaco de uma variedade de Lorentz
: 1 . : . e
temporalmente orientada M". Entdo M™ admite um campo de vetores normais e unitarios

. . | . o
(suave) N € X(M)*, na mesma orientacio temporal de M" "' . Em particular, M™ é orientavel.

Demonstracdo. Seja K € Z{(Mnﬂ) o campo de vetores tipo-tempo que da a orientacao
temporal de A" Observe que o conjunto de todos os vetores tipo-tempo K (p) € T,M é
a unido disjunta de C'(K(p)) e C(—K(p)). Escolhemos entdo, em cada ponto p € M um
vetor unitario N(p) € T,M~*. Desde que N(p) é tipo-tempo, trocando N(p) por — N(p)
se necessario, podemos supor que N(p) € C(K(p)). Esta receita define unicamente um
campo de vetores normal e unitario NV sobre M, na mesma orientacdo temporal de K. Agora,

resta mostrar que N é suave. De fato, fixemos p € M e consideremos um referencial mével
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{e1,...,en} ao redor de p. Entdo

7j=1 =1 1= 1
= <K7 K> - 2Z<K7 €J>2 + Z<K7 6]>2
7=1 7=1
- <K7 K> - Z<K76J>27
j=1
mas
K =3 (K, ej)e; — (K,N)N,
j=
e dai
<K7K> = - <Ka N>2 + Z<K7€j>2'
=1
Logo
(N,N) = — (K, N)? + S (K, e;)* — Y (K,e;)* < 0.
) )
Além disso

(N,K) = <K — znjg(, ej>ej,K> = (K,K) — i(K e;)? < 0.

J=1 J=1

. N
Assim, N(p) € C(K(p)) e portanto, N = = é suave.

Observacao 3.2.14. Na ultima proposicdo, com K e N estdo na mesma orientagao temporal,
temos que (K, N) < 0. Com efeito, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores tipo-
tempo,

(&, N)| = |[K[[N| = | K],
pois N é unitdrio em M". Assim (K, N) < —|K| <0 em M".

. ——mn+1 , . ——mn+1
De agora em diante, M denotard uma variedade de Lorentz e z : M" — M
. ;. . . —n+1
uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em M . Denotaremos por N a escolha de uma
orientacdo temporal para a hipesuperficie tipo-espaco, onde N é um campo normal e unitario.

Nos referiremos a N como sendo a Aplicacdo Normal de Gauss de M™. Uma vez que ha apenas
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uma direcdo normal, deixaremos de escrever o subindice em no operador de Weingarten A para
denotar a direcio normal. Com excec3o da métrica, denotaremos por V e R a conex3o de Levi-
Civita e o tensor curvatura de MnH, respectivamente, e por V e R a conexdo de Levi-Civita
e o tensor curvatura de M respectivamente.

Entdo dados X, Y € X(M), ndo é dificil ver que a férmula de Gauss se escreve como:

VxY =VxY — (AX Y)N.

Por outro lado, uma vez que N é um campo unitario e normal, temos

0=X(N,X)=2(VxN,N) = (VxN,N)=0,
para todo X € X(M). Assim,
(VxN)* = —(VxN,N)N = 0.

Logo, podemos escrever a formula de Weingarten da seguinte forma

VxN = (VxN) = —AX.

Usando o fato que

a(X,Y)=— (AX,Y)N,

podemos ver que a equacao de Gauss pode ser escrita como
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX,
e a equacdo de Codazzi por
(R(X,Y)N)" = (VyA)X — (VxA)Y,

onde V A satisfaz

VA(Y,X) = (VxA)Y = Vy(AY) — A(VxY), X,Y € X(M).

. —5n+1 , ~ .
No caso em que a curvatura seccional de M~ é constante C, as equacoes de Gauss e Codazzi

sao, respectivamente

R(X,Y)Z =C((Z,X)Y —(Z,Y)X) + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX

(VyA)X = (VyA)Y.



57

4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secao apresentaremos os resultados principais desta dissertacdo concernentes a hi-

persuperficies tipo-espaco imersas no espaco de Lorentz-Minkowski.

4.1 HIPERSUPERFICIES TIPO-ESPACO COMPLETAS EM L"*!

Recordemos que o espaco de Lorentz-Minkowski nada mais é que o espaco Euclidiano R™*!

dotado com a métrica de Lorentz

n
<Ua w> = Z’ini — Un+1Wn+1,
=1

para todo v, w € R""1,

Seja ¢ : M™ — L1 uma hipersuperficie tipo-espaco. Uma vez que o campo e, =
(0,...,0,1) é tipo-tempo unitario globalmente definido por "', sabemos que ele determina
uma orientacdo temporal em LL"*!. Assim, podemos escolher um (inico campo vetorial unitério

tipo-tempo N ao longo de M™ apontando para o futuro em L™, isto é,
(N,e,11) < —1<0.

Portanto, podemos assumir que M™ é orientada com orientacdo dada por .
Sendo campo vetorial N unitério e tipo-tempo, podemos considera-lo como aplicacio de

Gauss N : M™ — H"™ em M™", onde H" denota o n-dimensional espaco hiperbdlico tal que
H" = {z € L""; (,2) = -1, 2,1 > 1}.

Neste contexto, a imagem N (M) é chamada de Imagem hiperbdlica de M™.

O préximo resultado nos mostra que H" é uma variedade Riemanniana.

Exemplo 4.1.1. O espaco hiperbdlico H" é uma subvariedade Riemanniana de codimensao

1 de L"*!. De fato, defina a aplicacdo suave f : L"*! — R dada por

f(p)=(p,p) +1.

Basta verificar que 0 é um valor regular de f, pois f~(0) = H". De fato, sejam p € L"!
e v € T,L"*!. Considere uma curva diferencidvel 5 : (—e,e) — L™ tal que (0) = p e
p'(0) = v. Entao,

d
(Vi) o) =v(f) = 2 (foB)t) = {B),60) =(2p,v). (4.1)

t=0 t=0
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Sendo v € T, L™ & arbitrdrio e a métrica é ndo-degenerada segue que

Vf(p) = 2p,

para todo p € L"*!. Veja que

Vfp)=0 <= p=0

0 que ndo pode ocorrer para pontos p € H". Assim 0 é o valor regular de f, e portanto,

f71(0) é uma subvariedade de L"*' com dimensio
dim(3y) = dim(L"") — dim(R) = n.
Por outro lado, para todo p € 3%, o niicleo da aplicacdo df, : T,L"™' — R é dado por
Ker(df,) = T,H".
Logo, se v € Ker(df,) temos de (4.1),
0= dfy(v) = (V[(p),v) = (2p,v),

para todo p € H".
Dai,
TH" = {v e L""; (p,v) = 0}.

Tome agora u € T,H" N span{V f(p)}. Desse modo, (u,p) =0 e u = aV f(p), para algum

a € R. Juntando os dois

0= (u,p) = a(Vf(p),p) = 2a{p,p) = —2a.
Sendo )\ # 0, segue que a = 0 e assim u = 0. Portanto
T,H" N span{V f(p)} =0,
para todo p € H". Assim,
TanH = T,H" ® span{V f(p)}.
Como (p,p) = —\? e Vf(p) = 2p, segue que

(Vfp), V) =4p,p) = -4 <0,
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mostrando que span{V f(p)} tem indice igual a 1.
Além disso, span{V f(p)} = (T,H")* e dai,

1 = ind(T, L") = ind(T,H") + ind(span{V f(p)}) = ind(T,H") + 1.

Assim, ind(T,H") = 0, para todo p € H". Isto mostra que H" é tipo-espaco, ou seja,uma

variedade Riemanniana.

Proposicao 4.1.2. Sejam a € H" e p > 0. A bola geodésica em H" centrada em a de raio

p é caracterizada por:
B(a,p) ={p € H"; — cosh(p) < (p,a) < —1}.

Demonstracdo. Primeiramente recordemos que uma bola geodésica centrada em um ponto

a € H" e raio p > 0 é dada por:

B(a,p) = {p € H"; d(a,p) < p}. (4.2)

Por outro lado, a funcdo distancia em H" de a para p é dada por (veja, por exemplo ())

d(a,p) = cosh™'(—{a, p)). (4.3)
Logo de e ([4.3)), escrevemos
B(a,p) = {p € H"; cosh™!(—(a,p)) < p}. (4.4)

Agora, dado y = cosh ' 2 temos que I'm = [0, +00) e D = [1,400). Entio,
—(a,p) >1 implicando em (a,p) < —1.

Uma vez que a funcdo cosseno hiperbdlico é estritamente crescente, segue da desigualdade
cosh™ (—(a, p)) < p que
coshp > —(a,p) > 1.

Portanto,

—coshp < {(a,p) < —1,

mostrando o desejado. m
Nesta configuracao, se a imagem hiperbdlica de M™ esta contida no fecho de alguma bola

geodésica B(a,p) se, isto é, N(M) C B(a,p), devemos ter

—coshp < (N(p),a) < -1 = 1<[(N(p),a)| < coshp, (4.5)
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para todo p".

Assim como antes, denotaremos por A o operador forma (ou de Weingarten) de M™ em
L™ associado a aplicacdo de Gauss N de M™ que aponta para o futuro em L"™! e por
—nH = tr(A) a funcdo curvatura média de M".

Como aplicagdo da equagio de Gauss (3.2.7]), obtemos a seguinte estimativa inferior para

a curvatura de Ricci em termos da curvatura média de M™.

Lema 4.1.3. Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa no espaco de Lorentz-Minkowski

"1, Entdo a sua curvatura de Ricci satisfaz:

Ric(X, X) > —2H?*|X?, n=2
e
2H2
Rie(X, X) > —”4 X% n>2, (4.6)

para todo X € X(M).
Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ esta contido em um hiperplano

tipo-espaco de IL"*1.

Demonstracdo. A ideia é mostrar que A = 0.

Com isso, basta aplicar o seguinte resultado classico de imersdes (veja (O'NEILL, [1983)):

Lema 4.1.4. Se M"™ é uma hipersuperficie tipo-espaco conexa e totalmente geodésica de

L™, entdo ela esta contida em um hiperplano tipo-espaco de L™,

Seja {F1, ..., E;} um referencial ortonormal de campos tangentes a M™. Pela Defini-

¢a0[2.3.29, temos

Ric(X,X) = fj(R(x, E)X, E). (4.7)

=1
para todo X € X(M).

Uma vez que o espaco ambiente é o Lorentz-Minkowski, sabemos que R = 0. Assim, da

equacao de Gauss, escrevemos
R(X,Y)X = —(A(X), X)AY) + (A(Y), X)A(X), (4.8)

para todo campo de vetores tangentes X, Y € X(M).
Agora dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: n = 2.
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Como toda superficie é uma variedade de Einstein, temos
Ric(X, X) = K| X|?,

para todo X € X(M), em que K denota a curvatura Gaussiana de M?2.
Tomando o traco duas vezes em ([4.8)), obtemos

1
K= -2H?+ §|A|2.

Portanto
1
Ric(X,X) = (—2H2 + 2|A|2> | X|? > —2H?*| X%,

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, A = 0.

Casol:n>2

De e temos,
Ric(X, X) = le<<A<Ei>,X><A<X>7Ei> — (AX), X)A(E,), E2)
= z:«A(X), (A(X), B)E;) — (A(X), X)(A(Ey), E;)) (4.9)

= |A(X)P + nH{A(X), X).

Por outro lado, um célculo direto nos mostra que

2

’A(X) + "QHX — (A(X) + ”fx, AX) + ”fx)
A(X), ACX)) + nH(AX), X) + " x x)
— JAGOR + nB(AR). X) + 20 X
ou seja,
LA(X)[2 + nH(A(X), X) = ‘A(X) + ”QHXr - ”2fz|X|2 > —nzfQIXF. (4.10)

Portanto, substituindo (4.10) em (4.9)), obtemos a estimativa (|4.6)).
Em particular se a igualdade ocorre, entdo a desigualdade em (4.10]) se torna igualdade.

Com isso,

A(X) = —”fx, X € x(M). (4.11)

Tomando o traco na igualdade acima, obtemos

H H
—nH =tr(A) = —%tr(]) = _n2 :
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Consequentemente,

(n—2)H = 0.

Assim se n > 2 devemos ter que H = 0. Portanto retornando a (4.11)) obtemos que A = 0.
]
Seja M™ hipersuperficie tipo-espaco com aplicacdo de Gauss N apontando para o futuro

em L™, Pelo Lema , para todo p € M™, escrevemos
L =T,M @ (T,M)* = T,M & span{N}
Uma vez que e,.; € X(L"'), temos
Ent1 = €1+ €y

T L :
onde e, e e,,, denotam respectivamente, as componentes tangente e normal de e, ao

longo de M™. Consequentemente, e, ; € span{N} e, assim,
ei_ﬂ = [N,
para alguma funcdo suave f € C*°(M). Logo,
ent1 = epiq + [N (4.12)

Para descobrir a funcdo f, basta tomar o produto escalar por N em ambos os lados de (4.12)),

isto €,

(st V) = {enyr, V) + F(NJN) = f = —(ensr, N). (4.13)

Logo, substituindo (4.13)) em (|4.12)) temos que:

Cnt+1 = €Z+1 - <6n+17 N>N7 (414)
e do teorema de Pitagoras,
—1= <en+1a en+1> = |e;1r+1’2 - <en+17 N>2

Com respeito a hipersuperficie tipo-espaco M", consideremos duas funcdes naturalmente

associadas a imers3o, a saber,

(i) a altura vertical: h(p) = (¥ (p), €ns1),

(i) a funcdo angulo: (N(p), ent1)-
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Para o nosso interesse, calcularemos o laplaciano da funcao altura h.

Proposicao 4.1.5. Se M™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em IL."!, entdo
Ah =nH(N,e,i1). (4.15)

Demonstracdo. Seja h a funcdo altura definida em . Dado X € X(M), segue da Defini-
o 2330 que

(X, Vh) = X(h) = X (¥, ens1) = (Vx©(p), €ns1) + (¥(p), Vxenta)
Pela equac3o ([3.5]), sabemos que, dado p € LL"*!
Vxi(p) = X,
para todo X € X(M). Além disso, como e, 11 = (0,...,0,1), temos
vxenﬂ =0.

Assim,

(X,Vh) = (X,e,.1), X e X(M).

Portanto,

Vh=e) ;.

Consequentemente de ({4.14]), escrevemos:
Vh=e) 1 =en1+ (ens1, N)N. (4.16)
Em particular, de , vale a seguinte relacdo:
IVh]? = =1+ (eni1, N)? (4.17)
Por um lado, tomando a derivada em , obtemos
0=Vxeni1 = Vxep — X({ent1, N))N — (eny1, N)Vx N
Segue ent3o das féormulas de Gauss e Weingarten,
Vxen = —(ens1, N)JAX) e a(X,e, ) = X({ens1,N))

para todo X € X(M).
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Por outro lado, da Definicdo [2.3.37| temos:
(Hess h)(X,Y) = (VxVh,Y) = (Vxel,,,Y) = —{enrs, N)A(X),Y)

para todo X,Y € X(M).

Finalmente, obtemos

Ah =tr(Hessh) = —n(ent1, N)tr(A) = nH(e,11, N).

Antes do resultado principal, a proxima definicao serd de suma importancia.
Definicao 4.1.6. Seja M™ hipersuperficie tipo-espaco imersa em L.""!. Dizemos que:
(a) M" € limitada longe do infinito futuro se existe T > 0 tal que

(M) C{x e L": (z,e,11) < T}

(b) M" € limitada longe do infinito passado se existe T > 0 tal que

¢(M) C {ZL’ € H—‘n—H; <I76n+1> > I}-

Geometricamente, dizer que M™ é limitada longe do infinito futuro (resp. passado) significa

que existe um hiperplano de L"*! determinado por e, 1,
H'={zcL": (1, e,01) =7}

que limita M™ por cima (resp. por baixo). Uma vez que e, é tipo-tempo, segue do Lemam
que H™ é tipo-espaco.

Em termos da funcio altura, dizemos que M/™ é limitada longe do infinito passado de " !
se a funcdo altura h é limitada inferiormente em M™.

Agora estamos em condicdes de provar o principal resultado dessa dissertacao.

Teorema 4.1.7. Seja +) : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa limitada
longe do infinito passado de IL"*' com curvatura média limitada H > 0. Se a imagem hiper-
bélica de M™ esta contida no fecho de uma bola geodésica centrada em e,, .1 € H" cujo raio
p satisfaz

coshp < 1+inf H,
M

entdo M™ é um hiperplano tipo-espaco.
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Demonstracdo. Pela Proposicdo [4.1.5, temos
Ah =nH/{e, 1, N). (4.18)
Como (e,41, N) < 0, segue de (4.17)),

(ensr, N) = —\/1— | VA2 (4.19)

Substituindo (4.19) em (4.18]) obtemos

Ah = —nH\/1— |Vh]. (4.20)

Nossa proposta agora ¢ aplicar o Lema [2.3.45|a funcdo h. Para este fim, precisamos saber
se M™" satisfaz as condices do Lema|2.3.45| De fato, pelo Lemal4.1.3| temos que a curvatura

de Ricci de M™ satisfaz

n?H?
4

para todo X € X(M). Uma vez que a curvatura média é n3o negativa e limitada superiormente,

Ric(X,X) > — | X2

existe uma constante positiva a > 0 tal que 0 < H < a. Dai,

n%a?

Ric > — > —00,

ou seja, a curvatura de Ricci é limitada por baixo em M™".
Sendo M™ limitada longe do infinito passado de L"*! determinado pelo vetor e, 1, segue
que a funcdo altura h é limitada inferiormente. Logo, podemos aplicar o Colorario [2.3.46| a

fim de obter uma sequéncia {py }reny C M™ satisfazendo:
lim h(py) =infh, lim |[Vh(p)|=0 e liminf Ah(pg) > 0. (4.21)
k—oo M k—o0 k—o0

Avaliando a equacido (4.20]) em p; temos

Ah(pr) = —nH (pr)y/1 — |Vh(pk)|?. (4.22)

Consequentemente, como H é limitada, passando a uma subsequéncia se necessario, segue

de (4.21)), (4.22)) e da continuidade da raiz quadrada, que

0 < lim inf Ah(py) = —n lim H(py) \/1 — lim |[VA(p)]2 = —n lim H(py).  (4.23)
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

Uma vez que H > 0, devemos ter klim H(px) =0, e portanto, infy; H = 0.
— 00

Das hipdteses N (M) C B(ep11,p) € coshp < 1+ infy; H, concluimos de (4.7) que

1 <|(N,ent1)| < coshp+i]\n4fH <1,
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isto é, (N,e,+1) = —1 em M™. Substituindo este fato em (4.17)) obtemos Vh = 0. Pela
Proposicdo [2.3.34, devemos ter que a funcdo altura h é constante em M", isto é, h(p) = tg

para algum t; € R. Logo
M" C{x e L™ (2, enp1) = to}

Como M™ é completa, segue do Lema |2.3.18| que M™ hiperplano tipo-espaco. m
A hipétese sobre a imagem hiperbdlica de M™ estar contida em uma bola geodésica de

H" suposta no Teorema[4.1.7| é inspirada na seguinte situacao:

Exemplo 4.1.8. Fixada uma constante positiva \, seguindo as ideias desenvolvidas no Exem-

plo é possivel mostrar que a calota hiperbélica
M} = {93 eL™ (z,2) = N A< 2,41 < V1 +)\2}

é uma hipersuperficie tipo-espaco de L."™, para isto basta definir a funcdo suave g : L"*1 — R
por

9(p) = (p,p) + \°.

e verificar que 0 é um valor regular de g, pois g~*(0) = M. De modo andlogo ao feito no

Exemplo temos que
Vy(p) = 2p,

para todo p € L™ é um vetor tipo-tempo perpendicular a T,M) para todo p € M.

Seja Ny : M} — H" a aplicacdo normal de Gauss de M} dada por

~ Vfp)
M) = 155
Note que,
VD) = (V). V() = /~4(p,p) = /—4(-22) = 2
Logo,

V) w1
= ) T a T P

para todo p € My. Veja também que N) é tal que

1 1 1
<N,\(p), €n+l> = X<p’ en+1> = X<(x17 s >$n+1)7 (0’ s 707 1)> = _Xanrl' (4'24)

Como A\ < x,11 < V14 A2, segue que

—A> =z > —V1I4+ A2



67

1
(Na(p), ent1) = _Xanrl < -1<0,

isto é, N\ aponta na direcdo futura em ",
Denotemos por Ay : X(My) — X(M,) o operador de Weingarten de M} com respeito ao

campo de vetores normal e unitdrio Ny. Segue da férmula de Weingarten,

— 1— 1
A)\(X):—VXN,\:—*VXp:—*X,
A A
para todo X € X(M,). Logo,
CnHy = tr(Ay) = ——tr(T) = — "
Ny =1riax) = /\7’ T

€ consequentemente,
1

H)\:)\>O.

Além disso, como |Ny| = |e,11]| = 1, segue do item (iv) da Proposicdo que
cosh p = —(Nx(p), €n+1)-

entdo de (4.24)),

(NA(p); €nt1) = _i\xn—&—l- (4.25)

Assim, Ny(M,) esta contida no fecho da bola geodésica B(e,.1,p) centrada em e, com

raio satisfazendo

1 1 1
COShpZXxTH,ISX\/l—F)\Q: 1+§§1—|—HA. (4.26)



68

5 CONSIDERACOES FINAIS

Concluimos que, diante de toda a fundamentacao tedrica apresentada, conseguimos mos-
trar a importancia das hipersuperficies tipo-espaco e o quanto O Principio do Maximo de
Omori-Yau é fundamental para obtencao do resultado principal: uma extensdo do Teorema de
Xin-Aiyama.

Alem disso, conseguimos mostrar também um exemplo que motiva a hipdtese suposta no
Teorema principal: a imagem hiperbdlica da hipersuperficie estar contida no fecho de uma bola
geodésica, Vemos que esse exemplo é uma motivacao para a hipétese do Teorema mas ele
ndo satisfaz todas as condicoes do Teorema, pois ndo temos a curvatura média limitada.

Por fim, podemos ver o qudo importante é esse tema tanto na fisica quanto na matematica,

com diversas aplicacdes.
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