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RESUMO

No desenvolvimento do presente trabalho derivamos ferramentas que possibilitam a imple-
mentacdo de uma analise de influéncia local sobre o modelo de regressdo Birnbaum-Saunders
valor extremo (EVBS), pois obtivemos expressdes que possibilitam o célculo das curvaturas
normal ou conforme para trés diferentes esquemas de perturbacdo. Paralelamente, expressamos
uma condicdo necessaria e suficiente para existéncia dos dois primeiros momentos da distri-
buicdo EVBS e deduzimos algumas caracteristicas relativas a monotonicidade e a existéncia
de méximos locais para a funcio densidade de probabilidade da distribuicdo log-EVBS. Além
disso, abordamos o problema de estimacdo no modelo de regressdo EVBS e acentuamos a
problematica decorrente do fato de estarmos diante de um caso nao-regular. Nesse contexto,

obtivemos, por meio de simulacdes de Monte Carlo, resultados numéricos que corroboram

com a hipétese de consisténcia assintética do [estimador de maxima verossimilhanca (EMV)|

dos parametros do modelo de regressao EVBS. Em seguida, verificamos que esquemas de
perturbacoes usualmente empregados sobre o modelo de regressdo linear normal sao formas

apropriadas de perturbacdo sobre os modelos de regressio BS e EVBS. Prosseguimos, com

a proposta de uma nova familia de distribuicoes BS derivada da |distribuicao Pareto generali-|

zada (GPD)| para modelagem de dados extremos obtidos segundo a metodologia

[threshold (POT)| Além disso, deduzimos algumas propriedades desta distribui¢do e tratamos

de estimacdo por maxima verossimilhanca nesta nova familia. Ao longo do texto encontram-se
quatro aplicacdes em dados reais. Na primeira, investigamos os niveis de precipitacao plu-

viométrica maxima anual registrados na estacdo meteorolégica Recife-Curado, utilizando os

modelos|valor extremo generalizado (GEV)|e o EVBS, combinados com o método dos méximos

por bloco (BM), onde obtivemos estimativas de maxima verossimilhanca para parametros de
interesse em Estatistica de Extremos, tais como niveis de retorno e periodos de retorno. Nas
duas seguintes, interessou-nos a velocidade maxima mensal de ventos registrados na estacao
Itajai-SC e as temperaturas maximas anuais na estacdo Recife-Curado, em ambas confirmamos
a aplicabilidade da técnica de influéncia local em detectar observacdes influentes. Na Ultima,
modelamos os excessos anuais de precipitacao pluviométrica, acima de um limiar elevado,

registrados na estacdo Recife-Curado, usando a metodologia POT.

Palavras-chaves: Birnbaum-Saunders; curvatura; influéncia local; verossimilhanca; valores

extremos; precipitacdo pluviométrica.



ABSTRACT

In the development of the present work, we derived tools that allow the implementa-
tion of a local influence analysis on the extreme value Birnbaum-Saunders regression model
(EVBS), because obtained expressions that allow the calculation of normal or conformal cur-
vatures for three different perturbation schemes. At the same time, express a necessary and
sufficient condition for the existence of the moments of the EVBS distribution and deduce
some characteristics related to the monotonicity and the existence of local maxima for the
probability density function of the log-EVBS distribution. Furthermore, approach the estima-
tion problem in the EVBS regression model and emphasize the problem arising from the fact
that we are dealing with a non-regular case. In this context, we obtained, through Monte
Carlo simulations, numerical results that corroborate the hypothesis of asymptotic consistency
of the maximum likelihood estimator of the parameters of the EVBS regression model. Next,
verified that perturbation schemes usually employed on the normal linear regression model
are appropriate forms of perturbation on the BS and EVBS regression models. In addition,
we propose a new family of BS distributions derived from the generalized Pareto distribution
(GPD) for modeling extreme values obtained according to the Peaks Over Threshold (POT)
methodology. Next, deduce some properties from this distribution and deal with maximum
likelihood estimation in this new family. Throughout the text there are four applications in
real data. In the first one, investigated the levels of maximum annual rainfall recorded at the
Recife-Curado meteorological station, using the generalized extreme value (GEV) and EVBS
models, combined with the maximum per block method, where obtained maximum likelihood
estimates for parameters of interest in Extreme Statistics, such as return levels and return pe-
riods. In the following two, we were interested in the maximum monthly wind speed recorded
at the ltajai-SC station and the maximum annual temperatures at the Recife-Curado station,
in both we confirmed the applicability of the local influence technique in detecting influential
observations. In the last one, we model the annual excess rainfall, above a high threshold,

recorded at the Recife-Curado station, using the POT methodology.

Keywords: Birnbaum-Saunders; curvature; local influence; likelihood; extreme values; rainfall.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACOES E JUSTIFICATIVAS

A implementacao de acOes de diagndstico baseadas em avaliacdo de influéncia local é uma
etapa relevante em uma analise estatistica, pois consiste em um procedimento de controle que
possibilita a identificacdo criteriosa de observacoes que, quando sujeitas a pequenas perturba-
cBes, causam variacao desproporcional nas estimativas dos parametros fornecidas pelo modelo
postulado, podendo alterar significativamente os resultados inferenciais. A execucdo dessas
acoes se torna ainda mais necessaria quando o modelo postulado rege o comportamento de
variaveis aleatdrias associadas a eventos extremos. A Estatistica de Extremos revela-se Gtil no
estudo de fen6menos aleatérios em que o interesse é a ocorréncia de eventos com probabilidade
pequena, usualmente chamados por eventos extremos ou raros, mas que sao potencialmente
desastrosos, suas aplicacdes se estendem por areas tais como economia (financas e seguros),
meteorologia (climatologia e hidrologia) e geofisica (sismologia). Logo, dada a potencialidade
dos impactos socioecondmicos de eventos extremos tais como chuvas intensas e quedas brus-
cas em indices de bolsas de valores, é prudente verificar se as estimativas fornecidas pelo o
modelo postulado apresentam certa estabilidade quando perturbacdes sao impostas nos dados

ou sobre o préprio modelo.

O modelo de regressdo [Birnbuam-Saunders valor extremo (EVBS), definido por (LEIVA

et al}, 2016), é o alvo do estudo de diagndstico que desenvolvemos em nosso trabalho. Aqui,
conduzimos uma analise de influéncia local sobre esse modelo, segundo a metodologia proposta
por (COOK, [1986)), agregando os aperfeicoamentos obtidos por (POON; POON, 1999) e (ZHU
et al., 2007)).

1.2 OBJETIVOS

1. Apresentar algumas caracteristicas da distribuicdo que regula o comportamento da com-

ponente estocastica do modelo de regressdo EVBS;

2. Implementar um estudo de simulacdes de Monte Carlo com a finalidade de obter indicios

de consisténcia do [EMV| dos pardmetros do modelo de regressdo EVBS;

3. Estimar os parametros associados a precipitacdo pluviométrica maxima anual, total em
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1.3

um dia, registrada na estacdo Recife-Curado, utilizando o [método dos maximos por|

bloco (BM)| ou método de Gumbel;

Desenvolver anélise de influéncia local sobre o modelo de regressio EVBS, obtendo
expressoes que possibilitem o calculo de curvaturas para diferentes esquemas de pertur-

bacao;

Verificar se esquemas usuais de perturbacGes sdo formas apropriadas de perturbacao

sobre o modelo de regressdo EVBS;

. Propor uma nova familia de distribuicoes BS que deriva da distribuicdo Pareto genera-

lizada (GPD);

. Modelar os excessos de precipitacao pluviométrica anual, acima de um limiar alto, regis-

trados na estacdo Recife-Curado, usando a metodologia Peaks Over Threshold (POT),
a fim de obter estimativas pontuais para o periodo de retorno de elevados niveis pluvi-

omeétricos.

RESULTADOS ALCANCADOS

. Deducdo de algumas propriedades, no que tange a monotonicidade e a existéncia de

méaximos locais, da [funcdo densidade de probabilidade (fdp)| da variavel aleatéria que

rege o comportamento da componente estocastica do modelo de regressdo EVBS;

. Derivacao de uma condicao necessaria e suficiente para existéncia dos momentos centrais

da distribuicdo EVBS;

. Modelagem das precipitacdes pluviométricas maximas anuais, total em um dia, regis-

tradas na estacao meteorolégica Recife-Curado por meio dos modelos GEV e EVBS,

usando o método dos maximos por bloco (BM) ou método de Gumbel;

. Implementacdo de um estudo de simulacao de Monte Carlo com o propésito de verificar

a existéncia de resultados numéricos que corroborem com a hipétese de consisténcia do

EMV dos parametros do modelo de regressao EVBS;

. Determinacao de expressoes que possibilitam o célculo das curvaturas normal e conforme

para trés diferentes esquemas de perturbacdes impostos sobre o modelo de regressao
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EVBS, combinada com uma aplicacdo em dados reais na qual a variavel resposta foi a
velocidade maxima mensal dos ventos registrados na estacdao meteorolégica Itajai-Santa

Catarina;

6. Verificacdo de que os esquemas de perturbacdes usualmente empregados sobre o modelo
de regressao linear normal s3o apropriados tanto para o modelo de regressdo BS quanto
para o EVBS (caso regular). Agrega-se a isso, uma aplicacdo em dados meteorolégicos

na qual a resposta foi temperatura maxima anual registrada na estacdo Recife-Curado;

7. Proposta de uma nova distribuicdo de probabilidade, chamada |Birnbuam-Saunders-|

|Pareto generalizada (GPD-BS)| na qual se usa a distribui¢do Pareto generalizada (GPD),

em vez da normal padrdo , para compor o nicleo da transformacido que determina a

distribuicdo BS;

8. Modelagem dos excessos anuais de precipitacdo pluviométrica, acima de um limiar ele-
vado, registrados na estacao meteorolégica Recife-Curado por meio dos modelos GPD

e GPD-BS, usando a metodologia POT.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho encontra-se estruturado em seis capitulos. No Capitulo [1} que é o presente,
apresentamos as motivacoes e justificativas para o desenvolvimento da pesquisa, expomos
os objetivos e os resultados alcancados e concluimos com uma ampla revisdo bibliografica
sobre as distribuicdes BS e EVBS. No Capitulo [2, nos reportamos as distribuices EVBS e
log-EVBS, onde apresentamos as definicdes e deduzimos algumas propriedades das distribui-
¢Bes no que tange a existéncia de momentos, a monotonicidade e a ocorréncia de maximos
e minimos locais da fdp da varidvel log-EVBS, em termos dos parametros. Em seguida, dis-

corremos acerca do modelo de regressao EVBS, onde abordarmos o problema de estimacao

conjunta dos pardmetros por [maxima verossimilhanca (MV)| e derivamos expressdes para a

func3o escore e a matriz Hessiana da log-verossimilhanca, equivalentes as obtidas por (LEIVA
et al,, |2016). Exibimos uma aplicacdo onde modelamos as precipitacdes pluviométricas ma-
ximas anuais registradas na estacao meteorolégica Recife-Curado por meio das distribuicoes
GEV e EVBS, usando o método BM. Concluimos o capitulo com a realizacdo de simulacdes de

Monte Carlo com o propdsito de verificar a existéncia de evidéncias numéricas que corrobore
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com a hipétese de consisténcia e normalidade assintética do EMV dos parametros do modelo
de regressdo EVBS. No Capitulo[3] tratamos de diagnéstico por influéncia local sobre o modelo
de regressdo EVBS, segundo a metodologia desenvolvida por (COOK, [1986)), onde considera-
mos trés diferentes esquemas de perturbacdo. Além disso, analisamos um conjunto de dados
reais em que o interesse recai sobre a velocidade maxima de ventos registrados na estacao
meteoroldgica localizada em Itajai-Santa Catarina, com a finalidade de ilustrar a aplicabilidade
da metodologia de influéncia local na identificacdo criteriosa de observacGes influentes. No
Capitulo [4, mostramos que os esquemas de perturbacdes reportados no Capitulo [3|sdo formas
apropriadas de perturbacdo sobre o modelo de regressdo EVBS (caso regular), segundo os
critérios estabelecidos por (ZHU et al, [2007)). E a titulo de ilustracdo, analisamos um conjunto
de dados de temperaturas maximas anuais registrados na estacdo Recife-Curado. No Capitulo
| definimos a familia de distribuicdes Birnbaum-Saunders-Pareto generalizada (GPD-BS) e
deduzimos algumas propriedades que exprimem caracteristicas do comportamento dessa dis-
tribuicdo. Em seguida, na Secdo 5.3 lidamos com estimacdo por MV na familia GPD-BS.
E para concluirmos, na Secdo [5.4] desenvolvemos uma aplicacdo em que se investigou os
excessos de precipitacoes pluviométricas, acima de um limiar elevado, registrados na estacao
Recife-Curado, usando os modelos GPD e GPD-BS. Por fim, no Capitulo 6, expressamos as
nossas conclusGes e indicaremos alguns pontos que propiciam o desenvolvimento de pesquisas

futuras.

1.5 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS) teve origem em contextos diferentes e possui deri-
vacdes distintas, conforme exprimem (BALAKRISHNAN; KUNDU, 2019), destacando-se a que foi
proposta por (BIRNBAUM; SAUNDERS, |1969a)) na qual ela é derivada de um fendmeno fisico em
que a variavel de interesse é o tempo até a ocorréncia de falha devido a fadiga em materiais
sob cargas ciclicas e continuas. A producdo cientifica relativa a distribuicao é rica e volumosa,
estendendo-se por vérias areas da Estatistica, pois s3o muitos e frutiferos os artigos relaciona-
dos diretamente com o modelo e que tratam de tematicas tais como: propriedades estatisticas
e matematicas do modelo; estimacao pontual e por intervalo, com abordagens classicas e
bayesianas; testes de hipdteses; modelos de regressao log-linear e nao-linear; desempenho de
geradores de niimeros aleatdrios; desenvolvimento de pacotes para o software R; surgimento

de generalizacOes, versGes multivariadas e extensées tanto da distribuicdo BS quanto do seu
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correspondente modelo de regressao.

Os autores (BALAKRISHNAN; KUNDU, |2019) apresentam trés diferentes contextos para o
surgimento da distribuicao BS. Primeiro, relacionam a origem do modelo com o estudo do
movimento Browniano ao citarem os trabalhos de (FLETCHER, 1911), (SHRSEDINGER, |1915) e
(KONSTANTINOWSKY, 1914). Em seguida, reportam-se a (FREUDENTHAL; M., |1961) e (BIRN-
BAUM; SAUNDERS, 1969a)) para relacionar o surgimento da distribuicio com outro fenémeno
fisico, a saber, a modelagem do tempo até a ocorréncia de falha, devido a fadiga, em materiais
sujeitos a cargas ciclicas. Por fim, citam (DESMOND, [1985)) para indicar que a distribuicdo BS
pode ser derivada num contexto mais geral, baseado em um modelo biolégico. Além disso,
ao citarem os trabalhos de (BHATTACHARYYA; FRIES, |1982) e (DESMOND), [1986)) os autores
informam que o modelo BS também pode ser derivado teoricamente da distribuicdo gaussiana
inversa.

Do ponto de vista estatistico, o modelo BS é detentor de vantajosas propriedades. De
inicio enumeramos os resultados obtidos por (BIRNBAUM; SAUNDERS, [1969a) : a distribuicdo
BS pode ser obtida por meio de uma transformacao mondétona sobre a variavel normal padrao;
a mesma possui momentos finitos, condicao necessaria para a aplicacdo de varios resultados
limites como, por exemplo, a Lei Forte dos Grandes Nimeros e o Teorema Central do Limite;
o parametro de escala da distribuicao também cumpre o papel de parametro de locacdo, pois
é a mediana; a familia de distribuicoes BS é fechada por reciprocidade e proporcionalidade.
Foram (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969a) que deram os primeiros passos na caracterizacdo da
funcdo de risco, eles citam evidéncias empiricas de que tal funcao decresce lentamente a partir
de certo valor real, quando ambos os pardmetros sdo iguais a 1. Os trabalhos de (KUNDU;
KANNAN; BALAKRISHNAN, 2008) e (BEBBINGTON; C-D; ZITIKIS, 2008) também investigaram o
comportamento da funcdo de risco. No primeiro deles ha uma justificativa, recorrendo a um
resultado presente em (GLASER, 1980), de que a funcdo de risco da BS cresce atinge um ponto
de maximo e em seguida decresce monotonicamente; combinado a isso ha uma condicdo, na
forma de equacao n3o-linear, que o ponto onde a funcdo atinge o maximo deve cumprir e uma
aproximacao para tal valor. No segundo, ha uma prova similar para a ndo-monotonicidade da
funcao de risco da BS, porém ndo ha indicacdo explicita do ponto onde tal funcdo atinge o
maximo nem sugestao de um valor aproximado. Por fim, ressaltamos o trabalho conjunto de
(ATHAYDE et al., [2019) que reacende a temética no contexto de extensdes da BS.

Em relagdo a estimacdo dos parametros, o e 3, do modelo BS, (BIRNBAUM; SAUNDERS,

1969b)) foram os primeiros a lidarem com a problematica. Eles trataram da estimacdo pontual
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dos parametros via o0 método de maxima verossimilhanca. No trabalho, constam as funcdes e as
equacoes que levam a determinacdo dos estimadores, acompanhadas de uma argumentacao
da unicidade do EMV para 3, denotado por B e uma férmula que permite determinar a
estimativa de o funcdo da estimativa de (5. Aliado a isso, ha dois procedimentos numéricos
que permitem o calculo de B um deles baseado no método de Newton-Raphson e o outro em
um método de aproximacdo sucessivas, ambos convergindo para B Figura naquele trabalho
uma proposta de estimador para 3, denotado por 3, definido como sendo a média geométrica
da média aritmética amostral e média harmonica dos dados e 0 mesmo é consistente para o 3,
quando « é pequeno. E sugerem que a estimativa dada por /3 pode ser utilizada como chute
inicial nos procedimentos iterativos para a obtencao de B No mais, sdo apresentados exemplos
numéricos com o propésito de comparar a performance dos métodos iterativos propostos e as
estimativas geradas por B e fs.

Ainda no contexto de estimacdo dos pardmetros da BS, (ENGELHARDT; BAIN; WRIGHT,
1981)) constroem intervalos de confianca para os pardmetros « e 3, recorrendo a normalidade
assintética do estimador de maxima verossimilhanca e diante do fato de que a familia de
distribuicGes BS satisfaz as condices de regularidades, fixadas, por exemplo, em (LEHMANN;
CASELLA, 1998). (RIECK) |1995)) é o primeiro a lidar com a estimacdo no caso de amostras
censuradas; (DUPUIS; MILLS, 1998) tratam da estimacdo robusta dos parametros e quantis da
BS; (NG; KUNDU; BALAKRISHNAN, 2006)) lidam com estimag&do pontual e por intervalo, no caso
de amostras sob censura tipo-Il; (NG; KUNDU; BALAKRISHNAN, 2003) apresentam os estima-
dores de momentos modificados (EMM) para os dois pardmetros da BS e, posteriormente,
(WANG; DESMOND; LU, 2006) desenvolvem os estimadores de momentos modificados no caso
de observacdes censuradas; (FROM; LI, 2006) apresentam um leque de quatro novos estima-
dores para os parametros da BS. As primeiras abordagens que tratam de correcdo de viés dos
estimadores de maxima verossimilhanga sdo creditadas a (LEMONTE; CRIBARI-NETO; VASCON-
CELOS, 2007)). Dentre as producdes que aplicam métodos bayesianos nos procedimentos de
estimac3do, temos (PADGETT, |1982)), pioneiro na aplicacdo de tais métodos na estimacdo do
pardametro 3 da BS, mas sob a hipétese de que « é conhecido, com o uso de uma distribuicdo
a priori ndo informativa; (ACHCAR, |1993)), que trata da estimacdo, admitindo que ambos os
pardmetros sdo desconhecidos, (ACHCAR; MOALA| 2010) retomam o mesmo problema, mas
no caso de existirem observacdes censuradas na amostra; (WANG; SUN; PARK|, 2016) realizam
analise bayesiana via o método generalizado da razdo de uniformes. Por fim, destaquemos

(LILLO et al., [2018) que obtém os estimadores de L-Momentos dos pardmetros da distribuicdo
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BS e de uma versdo valor extremo da BS.

O fato tedrico de que uma varidvel com distribuicio BS estd relacionada, por meio de
uma transformacdao mondtona, com a normal padr3o instigou pesquisadores a desenvolverem
generalizacGes, versdes multivariadas e extensdes da BS. A ideia chave é substituir a variavel
normal padrdo por uma variadvel de interesse, de modo que a transformacdo resulte em outra
distribuiciao com boas propriedades estatisticas. Dentre os trabalhos que estao nesta direcdo,
destacamos aquele devido a (DIAZ-GARCIA; LEIVA| 2005) em que se faz a substituicdo do niicleo
normal padrao por varidveis pertencentes a classe de distribuices de contornos elipticos,
originando a distribuicdo Birnbaum-Saunders generalizada (BSG), que possui a BS com um
caso particular; em (KUNDU; BALAKRISHNAN; JAMALIZADEH, 2010; KUNDU; BALAKRISHNAN;
JAMALIZADEH, 2013) constam as versdes bivariada e multivariada da BS, originadas mediante
a substituicdo natural da varidvel normal padrdo por suas respectivas versdes bivariada e
multivariada. Outras extensdes da distribuicao BS podem ser encontradas, por exemplo, nas
producdes de (OWEN, 2006), (VILCA; LEIVA, 2006)), (GSMEZ; OLIVARES; BOLFARINE, 2009),
(GUIRAUD; LEIVA; FIERRO, 2009), (LEIVA; SANHUEZA; ANGULO, 2009), (VILCA et al, 2010),
(CASTILLO; GOMEZ; BOLFARINE, [2011)), (FERREIRA; GOMES; LEIVA, [2012), (DESOUSA et al., 2017)
e (BOURGUINGON et al., 2017)).

No que tange a geracdo de nimeros aleatdrios, o artigo de (CHANG; TANG, |1994) apresenta
a construcdo de dois geradores: um deles baseado na distribuicio normal padrao, mas com
uma inconveniéncia na forma de raizes miultiplas, que é resolvida por meio de um critério
de decisdao fundamentado na uniforme unitaria; o outro se baseia em uma relacdo existente
entre a distribuicdo BS e inversa gaussiana. Na mesma linha, (RIECK, [2003) compara um
gerador baseado na relacio entre a distribuicio BS e a senh-normal com o primeiro dentre
aqueles propostos por (CHANG; TANG) [1994)) e verifica que o mesmo é um caso especial deste
altimo, porém de mais simples execucdo. A geracdo de nimeros aleatérios da BSG é tratada
em (LEIVA et al, 2008). Sobre a disponibilidade de pacotes implementados no software R
relacionados com o modelo BS e BSG temos as producdes de (LEIVA; HERNANDEZ; RIQUELME,
2006)) e (BARROS; PAULA; LEIVA, 2009) responséveis pelos desenvolvimentos dos pacotes bs
e gbs, respectivamente. Aqui merece destaque a enorme abrangéncia do pacote gbs cujas
funcoes implementadas possibilitam lidar com geracao de nimeros aleatérios, estimacao de
parametros a partir de dados com ou sem censura, testes de bondade de ajuste e ferramentas
de diagnéstico.

Os autores (RIECK; NEDELMAN, [1991) inauguraram uma préspera linha de pesquisa ci-
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entifica ao desenvolver um modelo de regressao para a distribuiciao BS cuja componente
estocastica possui distribuicdo log-BS, um caso particular da senh-normal, e o denominaram
de modelo regressdo log-linear Birnbaum-Saunders (MRL-log-BS). De fato, as producdes ci-
entificas subsequentes percorrem ao menos duas variantes do modelo originalmente proposto.
Essas variantes tém origem ora a partir de uma mudanca na componente estocastica do mo-
delo ora por meio de uma alteracdo na componente deterministica. Antes de apresentarmos
as principais referéncias bibliograficas que tratam das variantes, temos algumas producdes
relativas ao modelo original: (OWEN; PADGETT, 2000) derivam um modelo de tempo de vida
acelerado para BS; (TSIOMAS, 2001) trata de inferéncia sobre o MRL-log-BS usando procedi-
mentos bayesianos; (GALEA; LEIVA; A, 2004) desenvolvem procedimentos de diagnéstico sobre
o modelo, com aplicacdo da técnica de influéncia local formulada por (COOK, [1986); (XIE;
WEI, 2007)) obtém medidas de diagndsticos, baseando-se em exclusdo de casos, e apresentam
um teste de homogeneidade sobre o pardmetro o do modelo; (LEIVA; BARROS M. GILBERTO;
GALEA|, 2007)) tratam de diagnéstico por influéncia no MRL-log-BS, sob a presenca de observa-
¢Oes censuradas na amostra; (DESMOND; RODRIGUEZ-YAM; LU, 2008) fazem uso do algoritmo
EM (Expectation-Maximization) para tratarem de estimac&o, na presenca de dados censura-
dos; (LI; CHEN; F-C/, 2012) desenvolvem um modelo de regressdo heterocedastico para BS em
que tanto o pardmetro de locacdo quanto o de forma dependem de covariaveis; (LEMONTE;
FERRARI, 2011)) derivam trés estatisticas segundo o teste da razdo de verossimilhancas sina-
lizada para o modelo; (LEMONTE, 2011)) deriva uma férmula para matriz de covariancias dos
estimadores de méaxima verossimilhanca; (BALAKRISHNAN; ZHU, [2015a)) tratam de estimac3o e
testes de hipSteses sobre o pardmetros do MRL-log-BS; (TSUYUGUCHI; PAULA; BARROS, 2019)
tratam de inferéncia e diagndstico sobre modelos de regressao Birnbaum-Saunders na hipétese
de dados correlacionados, usando equacdes de estimacao.

Agora descrevemos algumas das variantes do modelo formulado por (RIECK; NEDELMAN,
1991)). A primeira delas, que é caracterizada por uma mudanca na hipétese sobre a distribuicdo
da componente aleatéria do modelo original, estd associada a uma vasta producdo académica,
temos, por exemplos, os trabalhos de: (BARROS; PAULA; LEIVA, 2008) que desenvolvem um
novo modelo de regressdo (MRL-log-BS-t) ao assumirem a distribuicdo t-Student em vez da
normal padrdo para modelar o dano acumulativo; (CANCHO; ORTEGA; PAULA| [2010)) tratam de
estimac3o e diagndstico sobre o MRL-log-BS-t por meio de procedimentos bayesianos; (PAULA
et al, [2012)) lidam com modelagem robusta e diagnéstico por influéncia sobre o MRL-log-BS-

t; (LI; F-C), [2012) tratam de diagnéstico no modelo log-BS-t; (BALAKRISHNAN; ZHU, |2015b))
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lidam com inferéncia sobre o modelo de regressdo baseado na distribuicdo BS bivariada. (MAR-
CHANT; LEIVA; CYSNEIROS| 2015) derivam uma distribuicdo BS generalizada multivariada e o
seu correspondente modelo de regressao, incorporando o método de maxima verossimilhanca
e o algoritmo EM na estimacdo dos parametros. Em seguida, (MARCHANT; LEIVA; CYSNEI-
ROS, 2016) desenvolvem anélise de diagnéstico sobre o modelo de regress3o linear log-BSG
multivariado.

Atrelada a segunda variante, que tem como caracteristica uma alteracao na componente
deterministica do modelo original, destaquemos os trabalhos de: (LEMONTE; CORDEIRO, 2009)
em que se formula um modelo de regressdo ndo-linear para a BS (MRN-log-BS); (LEMONTE;
CORDEIRO), 2010)) obtém uma férmula assintética para a assimetria dos estimadores de MV dos
pardmetros do modelo; (LEMONTE; PATRIOTA| |2011)) tratam de influéncia local sobre o0 MRN-
log-BS; (FARIAS; LEMONTE, |2011)) lidam com inferéncia bayesiana na estimagdo dos parametros
do modelo; (LEMONTE; CORDEIRO; MORENO, 2012) tratam de correcdes de Bartlett sobre o
MRN-log-BS.

Sobre outras versdes do modelo original observemos que (VILLEGAS; PAULA; LEIVA, [2011)
desenvolvem um modelo misto para BS; (LEMONTE, 2012)) propde um modelo de regressdo ba-
seado na distribuicio senh-normal skew; (LEIVA et al., 2014) apresentam o modelo de regressdo
log-linear BS reparametrizado, baseando-se na reparametrizacdo proposta por (SANTOS-NETO
et al., 2012); (SANTANNA; VILCA; LEIVA, [2011)) tratam de estimacdo, via o algoritmo EM, e
analise de influéncia sobre os parametros do modelo de regressao skew-Birnbaum-Saunders;
(LEMONTE, 2013b)) apresenta uma extensdo do modelo log-BS; (LEMONTE, 2013a) desen-
volve uma versdo do modelo log-BS na qual a resposta é um vetor multivariado; (ORTEGA;
CORDEIRO; LEMONTE, 2013) propdem um novo modelo de regressio baseado na distribuicdo
[-Birnbaum-Saunders; (GARCIA-PAPANI et al,, [2017) derivam um modelo log-linear espacial
para distribuicdo BS; (LEIVA et al., 2016) desenvolvem um modelo de regressdo baseando-se
na distribuicdo BS Valor extremo, definida por (FERREIRA; GOMES; LEIVA| 2012)); (MART{NEZ-
FLSREZ; BOLFARINE; G6MEZ|, [2017)) formulam um modelo poténcia log-linear BS; (TOMAZELLA
et al), |2018) apresentam o modelo regressdo BS zero-adjusted; (TOMAZELLA et al., 2019) deri-
vam o modelo regressdo BS zero-adjusted reparametrizado; (CRIBARI-NETO; FONSECA, 2019)
propdem um modelo de regress3o log-linear BS bimodal; (MART/NEZ; GIRALDO; LEIVA, 2019)
desenvolvem um modelo de regressao funcional BS para dados espaciais.

A distribuicdo EVBS, definida por (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012), surge a partir de

uma transformacdo sobre a varidvel aleatéria GEV. A transformacdo é semelhante a usada
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por (BIRNBAUM; SAUNDERS, (1969a)) quando expressam a distribuicdo Birnbaum-Saunders em
termos da varidvel Normal padrdo. Logo, a distribuicio EVBS apresenta propriedades tanto
da BS quanto da GEV. Em (FERREIRA; GOMES; LEIVA| [2012) encontra-se algumas das funcdes
que caracterizam a EVBS, por exemplo, a fdp e a fda. Além disso, destaca-se naquele trabalho
o fato de que os autores especificam o dominio de atracao da EVBS, relacionando-o com o
dominio de atracdo da varidvel que sobre a qual a transformac3o é imposta.

Credita-se a (LEIVA et al., 2016) a proposta de um modelo de regressdo associado a distri-
buicdo EVBS. Na formulacdo do modelo, os autores seguem um caminho analogo ao trilhado
por (RIECK; NEDELMAN, |1991)) quando desenvolveram o modelo de regressdo correspondente
a BS. Mais precisamente, (LEIVA et al,, [2016)) desenvolvem o modelo, especificando a parte
deterministica e caracterizando a componente estocastica como tendo distribuicdo log-EVBS.
Em seguida, abordam o problema de estimacao dos parametros por maxima verossimilhanca,
conduzem uma anélise de diagnéstico via residuos e constatam, por meio de simulacdes de
Monte Carlo, que o residuo Cox-Snell e o residuo quantilico apresentam bom desempenho,
dentre cinco investigados, na verificacao da qualidade do ajuste do modelo.

Duas outras publica¢des que tratam do modelo EVBS sdo (GOMES; FERREIRA; LEIVA, 2012))
e (LILLO et al., [2018). Na primeira, os autores reportam-se a (VILCA; LEIVA, |2006) para destacar
um resultado que possibilita a obtencdo do r-ésimo momento da distribuicio EVBS, com r
inteiro, recorrendo aos momentos da GEV. Na segunda, s3o obtidas as equacdes que permitem
determinar, numericamente, os estimadores de L-momentos das distribuicdes BS e EVBS. Além
disso, os pesquisadores conduzem um estudo de simulacdo onde comparam o desempenho do
estimador de L-momentos (LM) com o EMV em amostras pequenas e grandes. Por fim, fazem
uso dos estimadores de L-Momentos para construir métodos de avaliacdo de bondade do
ajuste.

Por fim, apresentaremos algumas areas de aplicacdo do modelo EVBS e do seu correspon-
dente modelo de regressdo. Em (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012) encontra-se uma aplicacdo na
area ambiental em que a varidvel EVBS modela o nivel diario de ozénio registrados na cidade
de New York; em (GOMES; FERREIRA; LEIVA, 2012) consta uma aplicacdo em biometria onde
se modela o tempo de sobrevivéncia de pacientes com mieloma mdltiplo. Mais recentemente,
em (LEIVA et al, 2016 encontra-se outra aplicacdo em meio ambiente onde se modela a con-
centracao de ozénio maxima didria na cidade de La Calera-Chile, porém aqui a modelagem
inclui a temperatura maxima diaria como variavel explicativa; ja em (LILLO et al., 2018) consta

uma aplicacdo em geologia na qual a variavel EVBS modela a magnitude maxima anual de
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terremotos ocorridos na zona sismica Andean South America. Destaquemos que nestes dois
altimos trabalhos a modelagem incide sobre dados extremos, obtidos segundo a metodologia
do méximo por bloco (BM).

Em resumo, o fato da distribuicdo BS ter origem relacionada com um modelo fisico com-
binado com as propriedades estatisticas que o modelo BS detém contribuiram para que a
mesma seja alvo de estudo por varios pesquisadores, gerando uma literatura vasta, diversa e
atual que se estende por varias areas da Estatistica. Para aqueles que buscam um estudo amplo
e pormenorizado sobre a distribuicdo BS, recomendamos (LEIVA, 2016)). Por outro lado, se o
objetivo é se familiarizar com os principais resultados da literatura e, paralelamente, identificar
alguns problemas abertos que podem ser considerados em pesquisas futuras, destaquemos o

artigo review devido a (BALAKRISHNAN; KUNDU, [2019).

1.6 SUPORTE COMPUTACIONAL

Ao longo deste trabalho usamos o editor de textos IATEX para edicdo tipografica e em-
pregamos o software estatistico R, versdo 4.0.5, na construcdo de graficos e na obtencdo dos

resultados numéricos. Especialmente, o pacote extRemes.
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2 0 MODELO BIRNBAUM-SAUNDERS E SUA VERSAO VALOR EXTREMO.

2.1 INTRODUCAO

No inicio deste capitulo, apresentamos a distribuicdo BS e uma sintese dos principais re-
sultados existentes na literatura estatistica que estdo relacionados com o modelo BS. Mais
precisamente, relatamos sobre a origem, os pressupostos, a definicdo e algumas propriedades
do modelo; discutimos o problema de estimacao dos parametros da distribuicio BS por ma-
xima verossimilhanca e apresentamos o modelo de regressdo Birnbaum-Saunders desenvolvido
por (RIECK; NEDELMAN|, 1991)). Em seguida, discorremos sobre a versdo valor extremo da dis-
tribuicdo BS, definida por (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012), citamos algumas propriedades do
modelo; propomos um gerador de nliimeros aleatérios; estabelecemos condicGes necessarias e
suficientes para existéncia dos momentos; expomos alguns resultados obtidos por (FERREIRA;
GOMES; LEIVA| [2012)) sobre o dominio de atracdo da EVBS. Além disso, abordamos o problema
de estimacdo dos parametros do modelo EVBS por maxima verossimilhanca. Por fim, estuda-
mos o modelo de regressdo EVBS, desenvolvido por (LEIVA et al, 2016), deduzimos algumas
propriedades da variavel aleatéria que caracteriza a componente estocastica do modelo; trata-
mos do problema de estimacdo e implementamos um estudo de simulacdo a fim de investigar
propriedades assintdticas do estimador de maxima verossimilhanca. Concluimos o capitulo com
uma aplicacdo na qual modelamos a precipitacao pluviométrica maxima anual registrada na

estacdo meteorolégica Recife-Curado.

2.2 A DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS

2.2.1 Origem, pressupostos e derivacao

De acordo com (BIRNBAUM; SAUNDERS, [1969a)), as distribuicdes bi-paramétricas usual-
mente empregadas na modelagem do tempo até a ocorréncia de falha por causa de fadiga
em materiais sdo a log-normal, a Weibull e a gama. Porém, chamam atencdo para o fato de
que embora esses modelos se ajustem de forma satisfatéria na regido central da distribuicdo
do tempo, nas caudas os ajustes apresentam, em geral, resultados muito distintos, pois na
estimac3o de quantis, de ordem 1/1000, observa-se grande discrepancia nos valores preditos

segundo tais modelos. Diante dessa problematica, (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969a)) propuseram
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uma nova familia de distribuicdes para modelar o tempo até a ocorréncia de falha por fadiga.
(LEIVA, [2016) reporta-se a (ASTM-INTERNATIONAL| 2013) para caracterizar a fadiga como
sendo um dano acumulativo que ocorre em materiais sujeitos a diferentes niveis de tensdo
ou cargas que variam ciclicamente. Admite-se que o material estd exposto a uma sequéncia
de cargas durante periodos de tempo que correspondem a um ciclo e que a mesma sequén-
cia é aplicada repetidamente no material, possibilitando desgaste por fadiga. A falha ocorre
quando a quantidade de dano acumulativo excede um limiar de resisténcia associado ao tipo
de material.

Segundo (LEIVA| 2016)), a teoria para fadiga em materiais baseia-se no pressuposto de que
o surgimento e a propagacao de uma rachadura dominante é a principal causa da falha. Além

disso, cita que o processo de fadiga, em geral, passa pelas seguinte etapas:

El. O surgimento de uma fissura microscépica;

E2. O crescimento e a propagacdo da fissura, devido as cargas ciclicas de tensdo, provocam

uma rachadura no material;

E3. Ocorréncia da falha do material por fadiga.

No desenvolvimento da familia de distribuicdes, (BIRNBAUM; SAUNDERS, (1969a)) fixam
algumas consideracdes e admitem certas hip6teses. Consideram que cada unidade do material
esta exposta a uma sequéncia de m cargas que se repetem de modo ciclico, denotada por

meio do seguinte esquema

ll,lg...,lm, lm+1,lm+2...,l2m, ceey ljm+17ljm+2'--7ljm+m7 (21)

1° ciclo 2° ciclo (j + 1)-ésimo ciclo

em que ljyii = lpms, para j # k.
Além disso, (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969a)) fazem varias suposicdes expressas por (LEIVA,

2016)) nos seguintes termos:

H1. O material estd sujeito a uma sequéncia de cargas capazes de provocar fissuras em sua

estrutura, ocasionando desgaste;

H2. A falha ocorre no momento em que o tamanho total da fissura dominante excede um

limiar critico, denotado por w;

H3. A sequéncia de cargas imposta sobre o material é mesma de um ciclo para outro;
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H4. Durante um ciclo de cargas, o incremento de extens3o na fissura devido a i-ésima carga,
denotado por X;, é uma varidvel aleatdria cuja distribuicdo de probabilidade depende de

todas as cargas [; para j < i e da extensdo da fissura no momento anterior;

H5. O tamanho da fissura devido ao k-ésimo ciclo de cargas é uma variavel aleatéria, de-
notada por Y}, cuja distribuicio de probabilidade possui média 4 e varidncia o2, ambas

finitas para todo k =1,2,.. ;

H6. Se Y; e Y} , com j # k, sdo varidveis que indicam o tamanho de fissura devido a ciclos

distintos de cargas, entdo admite-se que Y; e Y}, sdo independentes.

Das suposicdes acima, conclui-se que o tamanho da fissura devido ao (k + 1)-ésimo ciclo
de cargas é

Yirr = Xemsr + Xpmgo + -+ Ximgm, k,m € IN.

Consequentemente, a extensao total da fissura imediatamente apds o n-ésimo ciclo é a variavel

aleatdria, S,,, dada por
n
Sn == Z Yk
k=1
Se N é a variavel aleatéria que indica o niimero de ciclos até a ocorréncia da falha, tem-se

D=1 Yk _”M< W _\/ﬁ,u
Vno ~Vno o )

Dado que as variaveis Y)s sdo [independentes e identicamente distribuidas (iid)| com varidncia

P(Ngn):P(Sn>w):1—P<

finita , o Teorema Central do Limite assegura que

P(Ngn)m1—<1><\/°_;g_\/fu>’

onde ®(-) denota a [funcdo de distribuicio acumulada (fda) da normal padrdo. Ou equivalen-

temente,

P(Ngn)%@)(\/fu—\/c_;g>. (2.2)

Baseando-se na equacdo (2.2, (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969a) propuseram uma familia
de distribuicoes na qual a varidvel aleatéria T', vista pelo autores como sendo uma extensao

continua de NV, possui funcao de distribuicdo dada por

Fiy—a |t (t)%—@)% 0, (2.3)

em que o =

g
t—
=
I
T I€
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2.2.2 Definicao e algumas propriedades basicas

Diz-se que uma variavel aleatéria T" possui distribuicdo BS com parametros a > 0e g > 0,

e denota-se T' ~ BS(«, /3), se a sua respectiva fda, denotada por F', pode ser escrita na forma

o6 e e

Nota-se que v e 3 sdo pardmetros de forma e escala em ([2.4)), respectivamente.

Ao definirmos a funcao
€:(0,00) = R, £(t) =t/ —t7Y2, (2.5)

é imediato verificarmos que £ é continua, derivavel e estritamente crescente no intervalo (0, c0).

Além disso, notemos que lim &(u) = —oco e lim &(u) = 400. Esses fatos combinados com
u—0t uU—r+00

as propriedades da funcdo ® nos asseguram que F' é uma legitima func3o de distribuicdo e

admite ser reescrita na seguinte forma:
F(t)=® (a7'¢(t/B)), t>0.

A partir de (2.4)), constata-se que se T~ BS(«, ), entdo a fdp associada a T', é

—— [(;)5 | (;)3] oo (L2 2]) 0 o

Em termos da funcdo &, definida em (2.5) e cuja primeira derivada é igual a &'(u) =

2(u™2 +u™3/?), a densidade apresentada em (2.6]) pode ser reescrita da seguinte forma:

1
aﬁx/ﬁ

Recorrendo-se a ([2.4)), verifica-se que dados o > 0 e 3 > 0, se Z ~ N(0, 1), entdo

T=8 (O‘QZ+ (O‘Z)2+ 1)2 ~ BS(a, 3).

f(t) = £t/ exp (—55E20/9)), 120,050,550, (27)

2

Reciprocamente, se T' ~ BS(«, (3), entdo

7z - ; (ﬁ— ﬁ) ~ N(0,1). (2.8)

Por fim, é imediato verificar que se T' ~ BS(a, 3) , entdo sdo validas as seguintes propri-

edades basicas:
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i) ¢I' ~ BS(«, ¢f) para todo nimero real ¢ > 0.

2.2.3 A funcao de sobrevivéncia e a funcao de risco

Na caracterizacao de distribuicdes que mensuram o tempo até a ocorréncia de falha ou
tempo de sobrevivéncia é comum o emprego de outras funcoes além da fda e fdp. Por exemplo,
a funcdo de sobrevivéncia, ou de confiabilidade, e a funcdo de risco, ou taxa de risco instantanea
. Dada uma variavel aleatéria T', absolutamente continua, cujas correspondentes fda e fdp sao

denotadas por F' e f, usualmente, define-se

1. A funcdo de sobrevivéncia, denotada por S, associa a cada nimero real, ¢, a probabilidade

de que o tempo até a ocorréncia de falha seja maior do que t. Mais precisamente,

S:R—[0,1, S(t)=P(T>t). (2.9)

2. A funcao de risco, denotada por h, determina a razao instantanea de falha no tempo ¢,

dado a n3o ocorréncia de falha até o tempo ¢. Ou seja,

. P<T<t+AtT >t f(t
h:Ry— IR, h(t):Alggo ( AL | ):5'((15%' (2.10)

Algumas propriedades gerais das funcdes S e h, assim como, expressdes matematicas que
relacionam F', f, S e h, s3o faceis de serem derivadas e podem ser encontradas em (LAWLESS,
2003).

Se T' ~ BS(«, [3), entdo a funcdo de sobrevivéncia, S, e a funcdo de risco, h, sdo dadas,
respectivamente, por:

S(H) =1 F(t:a, B) = (—;g (;)) L t>0, (2.11)

_Jte,p) _ 0 (36(3)€(3)
h(t) = ST = > , t>0 (2.12)
Gad) o (-e(1))
onde ¢ denota a fdp da variavel aleatéria normal padrdo. Particularmente, sobre a funcdo de

risco h de uma variavel T' ~ BS(a, 3) sdo validas as seguintes propriedades:
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12) h possui um dnico ponto de méaximo. Mais precisamente, h é crescente para t < t
e decrescente para t > t;, sendo ty um Unico nimero real positivo em torno do qual
a derivada primeira de h muda de sinal. No caso em que § = 1, (KUNDU; KANNAN;

BALAKRISHNAN, |2008) obtém valores de t, para diferentes escolhas de « e sugerem que,

1
(—0.4604+1.8417c)2

quando o > 0.25, pode-se usar ty = como uma aproximacao para .

Caso 3 # 1, mostra-se que o ponto onde h atingird o maximo é [t,.

o 1
5a75- Ou seja, Jlim A(t) =

2?) Quando ¢ tende ao infinito, h(t) aproxima-se de I 2023

Mais detalhes sobre o comportamento da funcdo de risco A de uma variavel BS podem ser
encontrados nos trabalhos de (CHANG; TANG, 1993) e (KUNDU; KANNAN; BALAKRISHNAN,
2008).

2.2.4 Meédia, variancia, assimetria e curtose

Usando o fato de que uma varidvel T' ~ BS(«, 3) esta relacionada com a varidvel normal

padrdo, Z, por meio da expressado

2
Z Z\?
T=5 (a + (a> + 1) , (2.13)
2 2
(LEIVA, |2016]) mostra que para todo 7 inteiro positivo o 7-ésimo momento central da variavel

T ~BS(«, ) é

b= £ ()5 (2 (5 g

=0 k=0
Consequentemente,
2
B(T) =8 (1 + O;) (2.15)
e
5
Var(T) = a? (1 4 4a2> . (2.16)

Além disso, os coeficientes de variacdo (CV), assimetria (CS) e curtose (CK) s3o dados,

respectivamente, por

CV(T) = (%) , (2.17)
CS(T) = 1602(1102 + 6)> (2.18)

(5a2 +4)3
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6a%(93a2 + 40)
(5ba? 4 4)2
Mais informacdes, em particular, sobre os momentos inversos E((1/7)"), podem ser obtidas

em (LEIVA, 2016)).

CK(T) = 3 +

(2.19)

Recorrendo a func¢do geradora de momentos , (RIECK| 1999) obtém os momentos da BS ,
com a vantagem de incluir o caso em que r assume valores fracionarios. A partir da fgm da

varidvel Y = log T, onde T' ~ BS(«, [3), ele conclui que

Kp12(1/0®) + Kr1/2(1/a2)>
2K1/2(1/O&2) 7

BT = § (

onde K,(-) é a funcdo de Bessel modificada do terceiro tipo e definida por
1 fu\ oo u?
Ka(u) == (= / A loxp (—o— L) do.
M) =3 (2) 0o eXp( ! 4U> dv

2.2.5 Estimacao por maxima verossimilhanca

A estimac3do dos pardmetros, a e /3, do modelo BS, foi inicialmente tratada por (BIRNBAUM;
SAUNDERS, 1969b) utilizando o método de méxima verossimilhanca. No artigo, constam as
funcoes e as equacdes que levam a determinacdo dos estimadores, acompanhadas de uma
argumentacdo da unicidade do estimador de maxima verossimilhanca para o parametro [,
denotado por B e uma férmula que permite determinar a estimativa de a em funcao da
obtida para (5. Aliado a isso, ha dois procedimentos numéricos que permitem o célculo de B,
um deles baseado no método de Newton-Raphson e o outro em um método de aproximacao
sucessivas, ambos convergindo para B A seguir, apresentaremos uma sintese dos resultados
obtidos.

A média aritmética e a harménica de um conjunto finito de nidmeros reais positivos,

t1,...,t,, denotadas por s e r, respectivamente, s3ao definidas por:
S:Eit- e 7= lzn:t-’l h
ni=" ni=" .

Além disso, definamos as funcdes

g: R, — R, g(x)=2a2"—2[2r+ K(z)] +7r[s+ K(z)]. (2.20)
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Teorema 2.1 (BIRNBAUM; SAUNDERS, |1969b) Se ti, . .., t, sdo observacdes correspondentes
a uma amostra de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, 1,75, ..., T,
, da variavel T' ~ BS(a, ), entdo o estimador de méaxima verossimilhanca de (3, denotado por

A

3, € a Gnica solucdo positiva da equacdo g(z) = 0, ou seja,

v — 2[2r + K(2)] +r[s + K(x)] = 0,

n n -1
1 N
1 . _ |t -1 . . . . L.
onde s = = E ti e r= [n E t; ] . Além disso, r < B < s e alestimativa de maxima
=1 i=1

i= )
iverossimilhanca (emv)| de «, denotada por &, é dada por

N 1/2
a:(f+ﬁ—2) .
5 r

Agora, serdao apresentados dois métodos para encontrar a 3 ambos devido a (BIRNBAUM;

SAUNDERS, 1969b)).

Método |. Se os dados observados, t1,...,t,, satisfazem a desigualdade
2s < 3r + min{ty, ta, ..., t,},

entao o procedimento iterativo de Newton-Raphson com relacao de recorréncia dada por

g(ﬁn)
9'(Bn)’

converge para [ qualquer que seja o valor inicial 5y € (7, s), sendo ¢(-) a funcdo definida em

(2.20).

6n+1:ﬁn_ :0,1,...

Método Il. Sejam A e H funcdes definidas por

H:R,— R, Hz) = ~K()

x
e

AR Ry A) = )~ ()~ r(s - )2
Se os dados observados, ti,...,t,, s3o tais que 2r > s, entdo para qualquer valor inicial

By € (r,s), A™(B,) converge para 3, quando n — occ.
Em (ENGELHARDT; BAIN; WRIGHT), |1981) argumenta-se que a familia de distribuicées BS
é regular, com matriz de informac3o Fisher, Z(«, ), dada por
2n 0

Z(Oé,ﬁ) = o )
0 5 (1 + oz(27r)*1/2<p(oz))
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onde p(a) = a\/g — me?/**[1 — ®(2/a)]. Destaca-se a ortogonalidade dos pardmetros o e
(. Consequentemente, usando propriedades assintéticas dos EMVs para parametros de classes
de distribuicdes regulares, constata-se que a distribuicdo assintética do EMV, 0= (d,B)T, é
normal bivariada. Mais precisamente, conforme pode ser visto em (BALAKRISHNAN; KUNDU,

2019), tem-se

2

a Q 5 0

~ N, , , (2.21)
N 52
B B 0 n(0.25+a2+1(a))

onde I(a) = 2 J*[(1 + glaw)) ™! — 1/2)2 d(x), com g(y) = 1+ % +y (1+ %)™ Neste
ponto, (BALAKRISHNAN; KUNDU, [2019) destacam que os EMVs & e B sao assintoticamente
independentes e que a partir do resultado assintético expresso em pode-se construir
intervalos de confianca para os pardmetros « e 3. O trabalho de (NG; KUNDU; BALAKRISHNAN,
2003) acentua que os EMVs & e 5’ tém um viés potencial em amostras pequenas e quando «
é grande. Mais precisamente, os autores obtém as seguintes aproximacdes para o viés & e B:

0[2

M@%—% e BB)~- .

Diante disso, eles impuseram uma correcdo de viés nos EMVs, resultando nos seguintes esti-

madores de viés-corrigido:

o = ( " >a (2.22)

in
Por fim, baseando-se nos estimadores de viés-corrigido dados pelas equacdes ([2.22) e (2.23))

e na normalidade assintética do EMV expressa em ([2.21]), (NG; KUNDU; BALAKRISHNAN, 2003)

B = (1 + (@*)2>_ B. (2.23)

obtém os seguintes intervalos de confianca para os parametros « e 3 da distribuicao BS:

1C(an) = [a* (\/Z(nzw_/zl) 4 1) - & (@(21_7/; 4 1) 1]

n 4ZW/2

IC(B,7) = [B* (hl(d*) (@n+ (a°)?) T 1) _1’ B (hl(n&*) (452—(253)2) i 1> _1]

em que hi(y) = 025 +y 2+ I(y) e I(y) = 2 [°[(1 + g(yx))~t — 1/2]* d®(z), com
g(y) = 1+%+y(1+%)1/2.
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2.2.6 Uma relacao entre as distribuicdes Birnbaum-Saunders e senh-normal

A distribuicdo senh-normal (SN), definida por (RIECK, 1989), é dotada de boas proprie-
dades estatisticas e se encontra estreitamente relacionada com a distribuicdo BS. A seguir,
apresentaremos tal distribuicdo e citaremos algumas de suas propriedades.

Seja Y uma variavel aleatéria cuja fda admite ser escrita na forma

Fly)=2 (28enh <y — M)) , ye€R, (2.24)

« o
onde ® denota fda da normal padrdo, o > 0, u € IR e 0 > 0. Neste caso, diz-se que Y
possui distribuicdo senh-normal com pardmetros de forma, locac3do e escala iguais a «, i1 € o,
respectivamente. E, denota-se por Y ~ SN(«, i, o).

A partir da funcao exibida em ([2.24)), constata-se que as fdp's, de sobrevivéncia e de risco
de uma varidvel Y ~ SN(«, i1, o) sdo dadas, respectivamente, por

fly) = 2 cosh (y;,u) o <Z sinh (y;,u)) , yeR,

oo

Sy) = <—2senh (y—ﬂ)) ., yeER

(07 g

_2 y—pmy ¢ (Gsenn (432))
h(y) = Mcosh( - ) Py (—%senh (%», y € IR,

onde ® e ¢ denotam a fda e a fdp da normal padrao, respectivamente. Também decorre de

2.24) as seguintes implicacdes: se Y ~ SN(a, z1,0), entdo Z = Zsenh (%) ~ N(0,1), e,

reciprocamente, se Z ~ N(0, 1), entdo Y = u + carcsenh (%) ~ SN(a, p, o).
Agora, citemos algumas propriedades de uma variavel Y ~ SN(«, i, o) que foram obtidas

por (RIECK, (1989):
1. A distribuicdo SN é simétrica em torno do parametro de locacdo y;
2. Se o < 2, a distribuicdo SN é unimodal. Se a > 2, a mesma é bimodal;

3. E(Y)=peVar(Y) = o?w(«), onde w(a) é a varidncia no caso particular o = 1;

4. Se Y ~ SN(a, i, 0), entdo a variadvel S, = 2(1:;’0_“) converge para normal padrdo quando

« aproxima-se de zero.



38

Por fim, apresentemos uma relacdo entre a distribuicdo senh-normal e Birnbaum-Saunders

sob uma transformacdo logaritmica.

Teorema 2.2 (RIECK; NEDELMAN, |1991) Se T' ~ BS(«, ), entdo a variavel aleatéria Y =
log(T') ~ SN(a, pu = log(B), 0 = 2).

2.2.7 0O modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders

Motivados por aplicacbes na caracterizacao do tempo de falha, devido a fadiga de mate-
riais sujeitos a processos com diferentes padrdes de forcas ciclicas, (RIECK; NEDELMAN), 1991)
desenvolveram um modelo de regressio log-linear para a distribuicao BS. Ressaltaram que o
modelo poder ser usado para comparar a mediana de varias populacdes ou avaliar o impacto
de variaveis de controle em testes de vida acelerados. Ao tratarem do problema de estimacao
dos parametros do modelo, eles usaram os métodos de minimos quadrados e o de maxima ve-
rossimilhanca. Sobre a estimacdo do parametro de forma «, apresentaram uma breve discussdo
sobre a existéncia de soluces para as equacdes de maxima verossimilhanca nos casos em que

a > 2 e a < 2, destacando a unicidade no tltimo caso. Mediante simulacdes de Monte Carlo,

obtiveram indicios de que, para valores pequenos de «, o [estimador de minimos quadrados|

(EMQ)| dos coeficientes da regressdo apresentava eficiéncia relativa préxima de 1, porém tal
eficiéncia decresce a medida que « cresce. Ainda em relacdo a estimacao de o, comparam
o EMQ com o EMV, segundo a eficiéncia relativa, e constataram, por meio de simulacdes,

superioridade do ltimo sobre o primeiro, mesmo em amostras pequenas (n = 10 ou n = 20).

Na caracterizacdo do modelo, os autores admitem que 7},75,...,T, sdo variadveis alea-
térias independentes tais que T; ~ BS(«y, ;) para i = 1,2,...,n. Além disso, supdem que
a distribuicdo da varidvel resposta T; depende de um vetor, x; = (1, z;9,..., %), contendo

p — 1 variaveis explicativas. Por fim, fixam as seguintes hipdteses:

i) m; = exp(x; B) parai=1,2,...,n, sendo B = (B, Ba,...,5,)" um vetor de pardme-

tros desconhecidos;

T

i) Os pardmetros de forma «; n3o dependem do vetor de covaridveis x; , ou seja, o; = «

paratodoi=1,2,...,n.

Sob as suposices fixadas acima, (RIECK; NEDELMAN, |1991)) admitem que a variavel resposta
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T; pode ser expressa na seguinte forma:

T, =niG; = exp(x; B)¢;, i=1,...,n (2.25)

em que a componente aleatéria (; é tal que (; ~ BS(a, 1) parai =1,...,n. Ao considerarem,

Y; = log(T;), obtiveram o seguinte modelo de regress3o:
Yi=x/B+uw, i=1,...,n, (2.26)

em que os erros, v.s, sdo varidveis aleatérias iid tais que v; = log((;) ~ SN(«,0,2) para
todo i = 1,...,2, o vetor x; é composto por valores reais fixos das varidveis explicativas e
B = (51, ...,5,)" éo vetor de coeficientes que deve ser estimado.

Dado que v; ~ SN(«,0,2) para todo i = 1,2,...,n, cada varidvel Y; do modelo (2.26)
possui a seguinte funcao densidade de probabilidade:

fri(y) = - L cosh (y—;cjﬁ) exp (—Qsenh2 (y—;cjﬁ)) , yeR.

o o?

Ou seja, Y; ~ SN(a,x;'8,2) paracadai =1,2,...,n
Dada uma amostra y = (y1,¥s,...,Yn) de observacdes independentes associadas ao
modelo 1) para fins de estimac3o, a funcéo de log-verossimilhanca de 8 = (8", )" pode

ser expressa na forma

16:y) = tog [ 0) = X lox(6) — 5> @.27)

em que &1 = %cosh (%) Cio = —senh (M) ey =X, B paracadai = 1,2,...,n
Logo, obtemos o seguinte sistema de equacdes:
- 5@2 .
:%Z (511512_ :Oa para J:1727"'ap'

A i (2.28)

l(0 Y) §+§ 5122:0-

i=1
Consequentemente, os EMVs de o e 3, denotados, respectivamente, por & e B devem sa-
tisfazer, como condicdo necessaria, ao sistema de equacdes . Uma vez encontrado ,f3’
a (ltima equac3o do sistema ([2.28)) possibilita determinar 42, em funcio de B, por meio da

seguinte equacao:

Z senh? (yz _2 ‘B ) (2.29)

=1
Com o propésito de investigar o comportamento do estimador de maxima verossimilhanca

A AT
0 = (B ,a&)", (RIECK; NEDELMAN, 1991)) supdem que os dados amostrais s3o tais que quando
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o tamanho da amostra cresce se verificam as seguintes hipéteses: (i) existe B > 0 tal que

|z;;| < B quaisquer que sejam i = 1,T2, ..,nej=12...p; (ii) existe uma matriz M,

positiva definida, tal que nh—{%oi: = M. Sob as hipéteses fixadas, (RIECK; NEDELMAN,
1991)) chegam as seguintes cc;rTcllusées: (a) Existe pelo menos uma solucdo para o sistema
de equacdes de maxima verossimilhanca exibido em que é uma estimador consistente
para o vetor de pardmetros @ = (8", )" ; (b) Dentre todas as possiveis solucdes do sistema
(2.28]) uma, e somente uma, converge em probabilidade para 8; (c) nl/z(é — 0) converge em

distribuicdo para normal (p + 1)-variada com vetor de médias O e matriz de covariancia, 3,

dada pela inversa da matriz

Cla) M
= 0
o 32 7

onde 0 é um vetor nulo com p zeros e C'(a) = 2+ =5 — (i—’;)m [1—erf <(a22>1/2)] exp (%)
sendo erf(+) é a funcdo erro, cuja definicdo e propriedades podem ser encontradas em (ABRA-
MOWITZ; STEGUN, |1970). As justificativas das conclusbes (a), (b) e (c) encontram-se em
(RIECK; NEDELMAN, {1990).

Embasados nos resultados acima, (RIECK; NEDELMAN, [1991)) concluem que a matriz X de

A S . A AT A .
covariancia assintética do estimador @ = (8 ,&)" pode ser aproximada por

-1

(X' X)
$= @ , (2.30)
T a2
0 0
onde X" = (x;,Xy,...,X,) possui posto p.

7

A multiplicidade de solucoes do sistema de equacdes de maxima verossimilhanca é
tratada por (RIECK, 1989). Inicia com o caso em que o pardmetro de forma a é conhecido,
considerando, separadamente, as situacdes em que o < 2, @ = 2 e a > 2. As conclusdes
alcancadas fundamentam-se no sinal da forma Hessiana da funcdo de log-verossimilhanca
1(8;y). Mais precisamente, (RIECK, 1989)) constata que se o < 2, entdo a matriz Hessiana de
[(0;y) é definida negativa para todo 3, acarretando a existéncia de um Gnico maximo global.
Quando o = 2, argumenta que [(0;y) tem um maximo global, que pode ser tnico ou n3o.
No caso em que « > 2, afirma que a Hessiana é semi-definida negativa para alguns valores
de B e semi-definida positiva para outros, logo é possivel que o sistema de equacGes possua
solucdo que nao seja um ponto de maximo da funcdo de log-verossimilhanca. Neste dltimo

caso, (RIECK, [1989) exibe um exemplo, considerando o = 4, em que o sistema ([2.28)) tem
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trés solucdes, sendo duas delas pontos de maximo e a outra um minimo da funcdo (2.27)). A
hipétese de que a matriz X tem posto p é assumida nas analises feitas. J4 o caso em que «
é desconhecido é tratado por (RIECK, 1989) de forma menos analitica. Mais especificamente,
apresenta-se um exemplo que revela a multiplicidade de solucdes para o sistema ([2.28)) e

evidencia a existéncia de solucdo que ndo é ponto de maximo de funcdo expressa em ([2.27)).

2.3 A DISTRIBUICAO BIRNBAUM-SAUNDERS VALOR EXTREMO
2.3.1 Origem, definicao e propriedades

A distribuicdo EVBS, definida (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012), surge a partir de uma
transformacdao monétona sobre uma varidvel GEV. Logo, ela preserva algumas propriedades
da distribuicdo BS e outras da GEV, revelando-se como um modelo paramétrico promissor
em Estatistica de Extremos, conforme citam (GOMES; GUILLOU, 2015). Uma das principais
caracteristica do modelo EVBS é a presenca do parametro de forma, 7, proveniente da dis-
tribuicdo GEV. Por um lado, isso faz com o modelo agregue distribuicGes de caudas leves,
pesadas ou curtas, a depender do sinal de -, tornando-o flexivel. Por outro lado, traz a incon-
veniéncia de que o suporte da distribuicao depende dos parametros do modelo, dificultando
o processo de estimacao. Nesta secdo apresentaremos a definicdo e algumas propriedades da
EVBS, passando pela geracdo de nimeros aleatérios e condicoes de existéncia dos momentos.
Em seguida, exploraremos alguns resultados obtidos por (FERREIRA; GOMES; LEIVA, [2012)) que
especificam o max-dominio de atracdo da distribuicdo EVBS. Por fim, discutiremos o problema
de estimacdo por maxima verossimilhanca na familia EVBS.

Seja X uma variavel aleatéria que segue uma distribuicdo valor extremo generalizada com
parametros de locacdo, escala e forma iguais a 0, 1 e v € IR, respectivamente. Logo, a fda de
X ~ GEV(0,1,), denotada por G.,, é dada por

¢ (x) = exp(— exp(—1)); ~v=0, x € R, (2.31)

exp(—(1+~y2)™7); v#0, 14+~x > 0.

Dada uma varidvel X ~ GEV(0, 1, ), (FERREIRA; GOMES; LEIVA, [2012)) definem uma varia-

vel aleatéria EVBS com pardmetros a > 0, 5 > 0 e v € IR, denotada por 7" ~ EVBS(«, 3, 7),
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por meio da transformacado

2
X X\?
T =3 (O‘ + (O‘) + 1) . (2.32)
2 2
Inicialmente, notemos que qualquer que seja o valor real assumido pela variavel X e para

todo a > 0 é vdlida a seguinte desigualdade:

aX aX
=(

- 1>7 2.
: 2)+ +] (2.33)

Logo, T' é ndo-negativa e a sua fda, F', associa a cada niimero real ¢ o nimero F'(t) dado por

o 0]
(t) = eXp< 12 (y2-2)] ) t+2(V5-V5) >0 ser0

(2.34)

t>0, se v =0.

Ao definirmos a funcao

a:(0,00) = R, a(t)=a;= (\[ f) (2.35)

a fda, F', admite ser reescrita da seguinte forma:

exp (—exp (—a)) ; t>0, se v = 0.
F(t) = t (2.36)
exp (— (1+ 'yat)_lm) i 14+~ya, >0, sevy#0.

Consequentemente, a fdp, f, de uma varidvel T' ~ EVBS(«, 5, ~) é dada por

) ool (-]}
ft) = eXp{ Oll(l\f \f>}’ bl 1=1/y
ORIONIE (1/[ al

ol (V] (V)] o e e

(2.37)
Neste ponto, observemos que se v > 0, a condicio 1 + 2 (\f \/>> > 0 equi-
vale a t + %ﬂtl/z — [ > 0. Por outro lado, se v < 0 a mesma condicdo equivale a

t+ %th/z — f < 0. Isso nos d4 condicdes para explicitarmos o suporte de f quando
v # 0. Mais precisamente, se v > 0 entdo o suporte de f, denotado por S, é o subcon-

junto S = {te Ryt>0((2) +2-2/14(2)" )} Pors S0 § —
junto = qtelRt>5 (;) + -5 —l—(;) . Porém, se v < 0, entao =
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R.; 5 ((2) y2—a /oy (2)) Dai limi ior d
teRy;0<t <5 (;) + -3 +(;) . Dai, segue que o limite superior do su-

porte da distribuicdo EVBS, definido por t* = sup{t € IR; F(t) < 1}, é finito se v < 0, e
infinito quando v > 0.

Em termos de a;, definido em ([2.35)), a funcdo densidade admite ser reescrita na forma

Agexp (—exp (—ay) — ay); t>0, se v =0.
F(#) = (2.38)
A (1+ Vat)_l_l/7 exp (— (1+ vat)_l/v) : 14+~ya; >0, sevy#D0.

em que A, = d;£U)‘u=t - ﬁ [(@_é + (é>_g] '

Figura 1 — Gréficos da fdp da EVBS para a € {1,0.75,0.50,0.25}, 8 = 1 e v = 0.625 em (a) e para « = 0.25,
B €{1,0.90,0.75,0.50} e v = —0.25 em (b)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A Figura (1] (a) apresenta graficos de funcdes densidades associados as distribuicdes EVBS
com caudas pesadas, ou seja, situacées em que v > 0, levando-nos a distribuicoes com limite
superior do suporte infinito. Nota-se claramente um comportamento assimétrico positivo e
indicios de que a distribuicdo é unimodal. A Figura |1| (b) ilustra as distribuicdes EVBS de
caudas curtas (y < 0) e limite superior do suporte finito. Particularmente, quando o = 0.25 e
v = —0.25, nota-se uma ligeira simetria na distribuicdo a medida que 3 aproxima-se de zero;
além disso, ha evidéncias de diminuicdo na dispersdo e no achatamento, permanecendo os
indicios de unimodalidade. Na Figura[2(a), observa-se que o parametro  interfere bruscamente

no comportamento da cauda da distribuicdo EVBS assim como no tipo de assimetria. Quando
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Figura 2 — Gréficos da fdp da EVBS para a = 0.5, 8 = 1.5 e v € {-1.25,-0.75,0.75,1.25} em (a) e para
a=1, 8¢ {1,0.60,0.30,0.15} e v = —1 em (b)
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

v = —1.25, ha evidéncias que a funcdo densidade assume valores arbitrariamente grandes
préximo ao limite superior do suporte da distribuicdo, levando-nos a inexisténcia de um valor
modal no interior do suporte. Por fim, a Figura [2[ (b) descreve a situacdo na qual o pardmetro
v = —1, aqui temos comportamento distinto das distribuicoes anteriormente analisadas, pois a
funcao densidade cresce e atinge um valor maximo; em seguida decresce e atinge um minimo
e, posteriormente, comporta-se como uma funcao crescente, porém este comportamento é

suavizado a medida que o parametro 3 aproxima-se de zero.

2.3.2 A funcdo quantilica e a geracdao de nimeros aleatérios

Seja 0 < ¢ < 1 e t; o quantil de ordem ¢ na distribuicdo EVBS, isto é, o nlimero real
positivo tal que F'(t,; o, 3) = g, ou equivalentemente, F'~*(t,; «, 3) = ¢. A partir da equacdo

(2.34]), constatamos que se v = 0, ¢, é a solucdo positiva da seguinte equagdo ndo-linear:
ty + B2 log(— log(q))t(l/2 — 5 =0. (2.39)

Logo,

t,=p 2Ty ()2+1 . (2.40)
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Sendo, z, = G;io(q) = —log(—1log(q)) o quantil de ordem ¢ da distribuicdo GEV no caso
em que v = 0.

Por outro lado, se v # 0, entdo o quantil ¢, satisfaz a equacdo

0451/2 B
ty — ((—log(q) ™ = 1)t/ — B =0. (2.41)
Logo,
2 2
t,=p 2 4 (w%>+1 . (2.42)
2 2
Porém, neste dltimo caso tem-se z, = G;;O(q) = %((—log(q))‘7 — 1), representando o

quantil de ordem ¢ da distribuicdo GEV quando 7 # 0.

Seja T' uma variavel aleatéria cuja fda é F'. A funcdo quantilica, associada a distribuicao
F, é aquela que a cada u € (0, 1) associa o nimero real F'< (u) = inf{¢; F'(t) > u}. No caso
particular em que F' é estritamente crescente, a funcdo quantilica, F'<, coincide com a inversa
F~!. Um dos métodos de geracio de niimeros aleatérios baseia-se na funcio /! e tem como
fundamento o seguinte resultado: dada uma variavel aleatéria X com fda F', se F' tem inversa
F~! e U é uma variével que segue uma distribuicdo uniforme sobre o intervalo (0, 1), entdo
F~Y(U) e X possuem a mesma distribuicio. Diante disso, tem-se o seguinte algoritmo para

gerar numeros aleatérios com distribuicdo EVBS:

Algoritmo 1. Gerador de niimeros aleatérios de uma variavel

T ~ EVBS(a, 8,7).

Passo 1. Gere um ndmero aleatério, u, de uma variavel U ~ (0, 1).
Passo 2. Fixe os valores dos parametros «, 3 e 7.
Passo 3. Se 7 = 0, considere z,, = — log(—log(u)) e calcule:

2
t=5@y+ @?f+g;

Se v # 0, considere z,, = %[(— log(u))™ — 1] e calcule:
2
2
t:60?+ @?)+Q
Passo 4. Repita os passos 1, 2 e 3, n vezes, a fim de obter uma

amostra de n nameros aleatodrios.
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2.3.3 Os momentos

Nesta subsecdo investigaremos sob que suposicOes existem os momentos centrais da dis-
tribuicido EVBS. Ao mesmo tempo, apresentaremos condicGes nas quais tais momentos nao
sdo finitos. A fim de atingirmos esse propésito, recorreremos a relacdo existente entre as dis-
tribuicdes EVBS e GEV, dada pela equacdo (2.32)), e faremos uso de alguns resultados sobre
a existéncia dos momentos da distribuicao GEV.

Sabemos que se X ~ GEV(0,1,7), entdo a variavel

Tzﬁ(O;X—F <0‘2X>2+1)2, (2.43)

segue uma distribuicdo EVBS(«, 3, 7).

Ao desenvolvermos o binémio que figura na equacao e usarmos propriedades da fun-
cdo modular estabelecemos a primeira das desigualdades que figuram abaixo. A outra, advém
do fato que a funcdo raiz quadrada é estritamente crescente. Dessa forma, estabelecemos as

seguintes desigualdades:

T < g (0®X? 42+ [aX|Va?X2 +4) <

N

(a2X2 +241/(a2X2)? + da2X? + 4) .
Consequentemente,
T < B(a*X? +2). (2.44)

De posse da desigualdade ([2.44]), podemos expressar uma condicdo suficiente para a exis-
téncia da média de uma distribuicio EVBS, impondo a condicdo de finitude do segundo

momento de uma GEV. Sabemos que se X ~ GEV(0, 1,~) entdo

% + (_\I/<1))27 se Y= 0,
E(X*)={ LI+T(1-2y)—20(1—7)), se y#0ey<1/2 (2.45)
0, se v >1/2.

Logo, se v < % entdo IE(T) é finita. De forma similar, obtém-se uma condicdo suficiente

para existéncia do segundo momento da EVBS. Pois, se X ~ GEV(0,1,7) e v < i, entao

IE(X*) < 0o. Consequentemente, decorre da desigualdade (2.44)), que se v < 1, entdo IE(T?)

i,

s o , . . ~ . ~ r _

é finita. De um modo geral, se r € um inteiro ndo-negativo, entdo 7" < 5" > L ok X9k,
k=0

Portanto, se 7 < 5, que implica JE(X?") < oo, entdo IE(T") < oo.
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Agora, apresentemos situacoes em que os momentos da EVBS n3o existem ou s3o infinitos.
A partir da desigualdade

aX+ (aX>2+1>ozX+‘aX >0
2 2 2 2 | =7

obtemos

2 2 2
T=4 (O‘QX + (azX) + 1) > /3%(}(2 + X|X]). (2.46)

Neste ponto, observemos que é valido o seguinte resultado: se Y é uma variavel aleatéria
em um espaco de probabilidade (IR, B(IR), P) e Y? n3o é integravel, entdo Y2 + Y|Y| n3o
é integravel. De fato, dada uma variavel aleatéria Y, as partes positiva e negativa de Y sdo
definidas por Y*(w) = sup{Y(w),0} e Y~ (w) = sup{—Y(w),0}, respectivamente. Além
disso, sabe-se que Y é integravel se, e somente se, Y e Y~ s3o integraveis. Logo, se Y2 nio
é integravel, entdo (Y2)" n3o é integravel ou (Y?)~ ni3o é integravel. Ora, (Y?)~ é a funcio

identicamente nula, que é integravel, sendo assim (Y2)+ nao é integravel. Agora, observemos

que
Y2+ YY)t = (2v?)? = 2(v?)*
e
Y2+Y|Y|)” =0.
Logo,

/(Y2)+dp — 0= /(Y2 LYY )P = 0o = /(Y2 LYY ])dP = oo.

Portanto, Y2 + Y|Y| n3o é integrével.

Agora voltemos ao nosso contexto, sabemos que uma variavel aleatéria cuja distribuicdo é
GEV(0, 1,~) possui segundo momento finito se, e somente se, o pardmetro v < % Portanto,
sey > % entao ]E(XQ) = 00 e, consequentemente, usando a desigualdade , combinada
com o argumento exposto acima, tem-se IF(T") = oo.

Um raciocinio similar ao usado na obtencdo da desigualdade permite-nos estabelecer
a desigualdade

T > ;a462(X4 + X31X)).

Consequentemente, se v > 1/4, entdo T2 n3o é integravel. Os resultados obtidos acima podem

ser resumidos no seguinte teorema:
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Teorema 2.3  Seja T uma variavel aleatéria tal que 7' ~ EVBS(«, 3,7), sdo vélidas as

seguintes afirmacdes:

1
IE(T) < oo se, e somente se, 7 < 3 (2.47)
9 1
IE(T7) < oo se, e somente se, 7 < 1 (2.48)

2.3.4 Dominios de atracao

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados obtidos por (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012)
que especificam o dominio de atracao de uma variavel aleatéria 7' em termos do dominio da
variavel X, supondo que esta ltima possui distribuicdo pertencente a algum dos dominio de
atracdo (Fréchet ou Weibull) e que as variaveis T e X estdo relacionadas por meio igualdade
aX (aX

2
2
T=p 74‘ 2) +1], a>0,6>0. (249)

Seja { X, }»>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distri-
buidas a uma varidvel X cuja fda é F'. Nosso interesse recai sobre o comportamento limite do
maximo parcial M, = {Xi,..., X, }, quando este for submetido a uma transformac&o afim
positiva.

Associada a distribuicdo F' definimos o limite superior do suporte de F', e indicamos z*,
por

" =sup{z: F(z) < 1}. (2.50)

Sem dificuldade pode-se verificar que para todo x € IR, tem-se
P(M, <zx)=F"(x). (2.51)

Consequentemente, se x < z*, entdo F"(z) — 0. E, se x > x*, entdo F"(z) — 1,
resultando em uma distribuicdo degenerada em x*, quando z* < co. Na verdade, é vélida a
seguinte convergéncia em probabilidade: M, N

Do exposto acima, constata-se a necessidade de impormos uma transformacao sobre M,, a
fim obtermos uma distribuicdo limite ndo-degenerada. Suponhamos que a variavel subjacente

X possibilite a existéncia de sequéncias de constantes reais a,, > 0 e b, € IR tais que
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Ma=bu possua distribuicdo limite ndo-degenerada. Mais precisamente, admitamos que existem

an

constantes a,, > 0 e b, € IR tais que

lim F"(a,x + b,) = G(z), (2.52)

n—oo

para todo ponto = no qual G é continua, sendo G uma funcao de distribuicao nao-degenerada.

De inicio, interessa-nos obter a classe de funcdes de distribuicio G que podem figurar
como limite em , tal classe é denominada distribuicbes de valores extremos. Em seguida,
apresentar condicOes necessarias e suficientes a serem satisfeitas pela distribuicdo F' a fim de
que o limite expresso na equacdo ([2.52)) seja valido. A classe de distribuicdes para as quais o
limite se verifica é denominada dominio de atracdo de G.

Agora, apresentamos algumas sentencas que sio equivalentes ao limite expresso em ([2.52)).

12) lim nlog F(a,x + b,) = log G(x) para cada ponto = de continuidade de G tal que

n—oo
0<G(z) <1
2?) Jim n(1— F(a,x+b,)) = —log G(z) para cada ponto = de continuidade de G tal que
0<G(z) <1
. 1 1 o
3?) lim = ————— para cada ponto z de continuidade de G tal

n=o0 (1 — F(ana + b)) log G(z)
que 0 < G(z) < 1.

. . % ~ - . Ve - .
Dada a F, definimos U = (ﬁ) , a notacdo < indica que U é a inversa generalizada

de (ﬁ) para mais detalhes veja a pentltima secao do Apéndice . Assim, o limite (|2.52

admite ser reescrito da seguinte forma equivalente:

. Ulnz)—=0b
lim Ulne) = bn =G (e’”‘”) , para cadax > 0. (2.53)
n—oo A,

As equivaléncias enunciadas anteriormente levam aos resultados estabelecidos no teorema

abaixo.

Teorema 2.4 Sejam a, > 0 e b, € IR sequéncias de constantes e G uma funcao de

distribuicdo ndo-degenerada. As sentencas a seguir sdo equivalentes:

1. lim F"(a,z + b,) = log G(x) para cada ponto x no qual G é continua.

n—oo

2. tli}m t(1—F(a(t)x+b(t))) = —log G(z) para cada ponto z de continuidade de G com
0<G(x) <1, a(t) =:ay e b(t) = by, onde [t] denota a parte inteira de ¢.
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tr) — b(t
3. lim Ultz) — b(t) = D(x) para cada z > 0 ponto de continuidade de D(z) = G* (e‘l/x),
t—00 a(t)

a(t) =iap e b(t) = b[t].

A seguir apresentaremos um resultado obtido por ((FISHER; TIPPETT),(1928))) e complemen-
tado por (GNEDENKO) 1943) que é fundamental na Teoria de Valores Extremos, pois especifica
a classe das distribuicGes nao-degeneradas que podem figurar como limite possivel na equacao

@52).

Teorema 2.5 A classe das distribuicGes de valores extremos é G.(ax + b), com a > 0,
b>0e
G, (x) = exp (—(1 + ’)/:v)*%) , 1+~yx>0e~v#0. (2.54)

Se v =0, o lado direito da equacdo ([2.54)) é interpretado como exp(—e™ ), Vax € IR. O

parametro v em ([2.54) é denominado |indice de valor extremo (EVI)|

O Teorema (|2.5]) é um resultado fundamental na teoria de valores extremos, pois assegura
que a familia de distribui¢ces limite, G, possui forma explicita e é uniparamétrica, salvo por
parametros de locacdo e escala. Além disso, nota-se que a classe G., contém distribuices com

diferentes caracteristicas, segundo o valor do parametro 7.

i) Sey > 0, entdo G, (x) < 1 paratodoz € {z: 2z > —%} Logo, G., possui limite superior
do suporte infinito, isto é, rqg, = oo. Ademais, quando x — oo tem-se 1 — G’v(x) ~
Y2717 ou seja, G., possui cauda direita pesada e os momentos de ordem maior ou

igual a 1/~ n3o existem.

i) Se v = 0, entdo zg, = oo. A distribuicdo G tem cauda direita equivalente a uma
exponencial unitéria, ou seja, 1 — Go(z) ~ e~*, quando x — oo. Além disso, todos os

momentos existem.

iii) Se v < 0, entdo limite superior do suporte de G., é finito e igual —%. A distribuicao G,

possui cauda curta de modo que 1 — G.,(—y~* — ) ~ (—vz)~'/7 quando x | 0.

Seja { X, }n>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias iid a varidvel X cuja funcdo de dis-
tribuicdo é F'. Diz-se que F' é max-estivel se existem constantes a, > 0 e b, € IR tais

que

an, -

Xi,...,X,}—0
P(max{ 15 ) n} n<;(;>:P(X§37), Vr € IReVn e IN. (2.55)
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Teorema 2.6 A classe das distribuicGes méax-estaveis coincide com a classe das distribuicGes
de valores extremos.
O Teorema ([2.5)) possibilita uma reformulacdo do Teorema (2.4 expressa no resultado

abaixo.

Teorema 2.7 Para v € IR, as afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
1. Existem constantes reais a,, > 0 e b, € IR tais que
lim F"(apz + b,) = G, (2) = exp (—(1 + ’}/l‘)_%) : (2.56)
para todo z, satisfazendo a condicdo 1 + ~vx > 0.

2. Existe uma funcdo positiva a(-) tal que para todo z > 0, tem-se
tr) —U(t 7T—1
li L2 = U _ D(z)=——=, (2.57)
t—00 a(t) ol
e
onde U(z) = <ﬁ) e D(z) = G% (eil/x). No caso em v = 0, o lado direito da

equacdo acima deve ser interpretado como log(x).

3. Existe uma func3o positiva a(-) tal que

Jim #(1 = F(a(t)e + U(#) = (1+72) 77, (2.58)

para todo z, satisfazendo a desigualdade 1 + yx > 0.

4. Existe uma funcao positiva f tal que

y 1—F(t+axf(t))
de 1— F(2)

=(1+ 737)7%, (2.59)
para todo z tal que 1 4 va > 0.

Prova. Veja em (HAAN; FERREIRA, 2006), paginas 10 e 11.
Existe uma parametrizacio alternativa para a classe das distribuicdes valores extremos,

G, subdividindo-a em trés familias de distribuicdes. Mais precisamente,

r—1

a) Se v > 0, considere G, (—) e @ =21 >0, dessa forma obtém-se
v Y

0, se £ <0,
Gy (z) = Po(z) = (2.60)

exp(—z~%), sex > 0.

Esta familia é denominada classe Fréchet de distribuicGes.
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b) Para 7 = 0, considere Gy(z) = liLI(l) G, (z). Assim,
ol

Go(z) = Ay(x) = exp(—exp(—z)), =€ R. (2.61)

Neste caso, tem-se a distribuicio Gumbel.

c) Se v < 0, considere G, (—“Lf)) eq = —% > (. Consequentemente,
exp(—(—z)%), se z <0,
Gy (z) = Vo(z) = (2.62)

1, sex > 0.
Resultando na familia Weibull reversa de distribuicdes, ou simplesmente, Weibull.

No Apéndice [A] deste trabalho exibimos alguns resultados em Teoria de Valores Extre-

mos, levando em consideracao a a-parametrizacao citada acima. Com atencdo voltada para

caracterizagdo do |maximo dominio de atracdo (MDA)|

Agora, apresentaremos alguns resultados obtidos por (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012) que
especificam o dominio de atracdo de uma variavel aleatéria T'. A exposicao abordard apenas
a situacdo em que se investiga o max-dominio de atracdo de T'. Iniciamos, supondo que
a distribuicdo da varidvel X pertence ao max-dominio de atracdo Fréchet, ou seja, F'y €
MDA(G,) com v > 0. A condicdo necessaria e suficiente que (FERREIRA; GOMES; LEIVA,

2012) usam na caracterizacdo do méax-dominio de atracdo Fréchet é

. 1—F(tx) 1

para todo x > 0 e limite superior do suporte de X, denodado por xf, necessariamente infinito.

Essa caracterizacdo foi obtida por (GNEDENKO, 1943) e figura em (HAAN; FERREIRA, [2006)),

que é referéncia consolidada em teoria de valores extremos.

Teorema 2.8 (FERREIRA; GOMES; LEIVA|, 2012)) Se uma varidvel aleatéria X é tal que Fx €
MDA(G,), com v > 0, ou seja, a distribuicdo F'x pertence ao max—d(2>m|'nio de atracao Fréchet,
entdo a distribuicdo, Frp, da varidvel T = 3 <a2X 4 (%)2 + 1) , a> 0,8 >0 também
estd no max-dominio de atracao Fréchet com indice de valor extremo £ = 2+.

De modo similar, (FERREIRA; GOMES; LEIVA|, 2012)) especificam o dominio de atracdo da
varidvel T" quando X se encontra no dominio Weibull. Mais uma vez, recorrem a uma caracte-

rizacdo estabelecida por (GNEDENKO, |1943)) para o méax-dominio de atracdo Weibull expressa
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na seguinte equivaléncia:

F € MDA(G,), 7 <0+ lim = Flar = 1) =7, (2.64)

para todo x > 0 e limite superior do suporte de X, denotado por xr, necessariamente finito.

Teorema 2.9 (FERREIRA; GOMES; LEIVA| 2012)) Se uma variavel aleatéria X é tal que Fx €
MDA(G.,), com v < 0, ou seja, a distribuicdo Fx pertence ao max-dominio de atracdo
Weibull com indice de 2valor extremo v < 0, entdo a distribuicao, Frr, da varidvel T' =
B (“éx + (%)2 + 1) , a> 0,8 > 0 estd no max-dominio de atracdo Weibull com indice

§=1.
2.4 ESTIMACAO DO INDICE DE VALORES EXTREMOS

A estimacdo do indice de valores extremos, v, € um tema de relevo na Estatistica de
Extremos. Existem na literatura diversos estimadores para -y, alguns de natureza paramétrica
outros ndo-paramétrica. Por exemplo, o estimador ndo-paramétrico proposto por (HILL, 1975);
o estimador paramétrico sugerido por (PICKANDS, 1975); o estimador de momentos pondera-
dos, introduzido por (HOSKING; WALIIS; WOOD, |1985)); e o estimador de momentos obtido por
(DEKKERS; EINMAHL; HAAN| 1989). A estimacdo paramétrica de -y por maxima verossimilhanca
esta estreitamente relacionada com a metodologia segundo a qual a amostra de maximos é
obtida. Se fizermos uso do método dos maximos anuais ou do maximo por bloco (BM), o
ajuste ¢é feito utilizando a distribuicdo GEV. Por outro lado, caso facamos uso da metodologia
POT ( do termo Inglés Peaks-Over-Threshold), segundo a qual considera-se os valores acima
de um limiar elevado, denominado threshold, faz-se o ajuste por meio do modelo GPD. Em
ambas as situacdOes, nos deparamos com a inconveniéncia de que o suporte da distribuicdo
depende dos valores dos parametros, dificultando a deducdo de propriedades assintéticas do
estimador de méaxima verossimilhanca. Esse problema foi inicialmente enfrentado por (SMITH,
1985)) que justifica a normalidade assintética do EMV em certa classe ndo-regular de funcdes
densidades de probabilidade; em seguida foi tratado por (DRESS H., [2004) que prova norma-
lidade assintética do EVM, baseando-se na distribuicdo dos excessos sobre um limiar alto; a
existéncia, a consisténcia e a normalidade assintética do EMV também foi objeto de estudo
em (ZHOU, 2009; ZHOU, 2010). Mais recentemente, as publicacdes de (DOMBRY, 2015), (BU-

CHER; SEGERS), 2017)) (DOMBRY; FEREIRA| 2019)) e (ZHANG; SHABY, [2020)) abordam novamente
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a tematica e estabelecem as propriedades assintéticas do EMV para os parametros da familia
GEV, quando a metodologia empregada para obter a amostra de maximos é a de maximos
por bloco (BM, do Inglés block method). Facamos uma descricdo dos resultados contidos
nesses Ultimos trabalhos a fim de que ela possa nos apresentar uma diretriz para lidarmos com

estimacdo por maxima verossimilhanca no modelo EVBS.

2.4.1 Existéncia e consisténcia do EMV para o indice de valores extremos

Nesta secdo exploraremos os resultados obtidos por (DOMBRY, 2015)) e (ZHANG; SHABY|
2020)) relativos a existéncia, consisténcia, unicidade e a otimalidade global de um estimador
de méaxima verossimilhanca para o pardmetro ~, indice de valores extremos (EVI, do Inglés
extreme value index), segundo o método BM. A estimac3o do pardmetro EVI é de fundamental
importancia na Estatistica de Extremos, pois ~ reflete o comportamento da cauda direita da
distribuicdo subjacente.

Em (DOMBRY, [2015) trata-se da existéncia e consisténcia do estimador de maxima veros-
similhanca para o parametro v, segundo o método BM. Destaca-se que a técnica de maxima
verossimilhanca combinada com o método BM oferecem um caminho natural para estimar ~y
e as constantes apropriadas para padronizacdo do maximo amostral, assumindo a condicao
existente no teorema de tipos extremais obtido por (FISHER; TIPPETT, [1928)). Porém, cha-
mam atencdo para o fato de que uma vez que os estimadores de maxima verossimilhanca
sao solucoes de um sistema de equacdes para o qual ndo se obtém, em geral, uma solucao
analitica, a investigacdo sobre a existéncia e a consisténcia torna-se um problema delicado e
de complexidade equiparada ao da normalidade assintética.

A fda de uma variavel aleatéria X ~ GEV(u = 0,0 = 1,7), com 7 # 0, é dada por
Gy(x) = exp (—(1+92)77), 14792 >0. (2.65)

Dizemos que uma fda F' satisfaz a condicdo de valor extremo de primeira ordem com indice
7, ou equivalentemente, que F' pertence ao MDA de G.,, se existem constantes reais a,, > 0
e b, € IR tais que

lim F"(amx + by) = G4(z), =€ R. (2.66)

m—r0o0
E, usamos a notacdo F' € MDA(G,). A condicdo citada é essencialmente a mesma que

figura no teorema de tipos extremais. Dentre as caracterizacGes usadas para assegurar que
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F € MDA(G,), conforme podem ser vistas em (HAAN; FERREIRA, 2006, usaremos a expressa

no seguinte teorema:

Teorema 2.10 Seja U = (ﬁ)e a inversa generalizada da funcdo 1% A distribuicdo

B!

F € MDA(G,) se, e somente se, existe uma fun¢do a(-) positiva tal que

Ultr) -U(t) 27 —1
ARy

Vo > 0. (2.67)
Uma escolha possivel para a funcdo a(-) em termos da fungdo U é

YU (1), se v >0,

a(t) =4 —y(U(c0) = U(t)), se 7<0, (2.68)

Ut)—tt[iU(s)ds, se ~=0.

E para as constantes de padronizacdo necessérias em ([2.66]), considera-se

Ay = a(m) e b, =U(m). (2.69)

O arcabouco para o uso do método dos blocos é o seguinte: consideramos uma sequéncia
{Xi}ien de variaveis aleatdrias iid com fungdo de distribuicdo comum F' € MDA(G,,), para
algum v € IR, e constantes de normalizagdo como sugeridas no Teorema[2.10] Particionamos
a sequéncia {X;}icv em blocos de comprimento m > 1 e definimos o maximo no k-ésimo
bloco por

My = max{ X x—1ym+1, - - » Xam - (2.70)

Mk.,m

Assim, T_bm tem funcdo de distribuicdo dada por F™(a,,x + by,) € My, terd, aproxi-
madamente, uma distribuicdo valor extremo generalizada com parametros, y = b,,, 0 = a,, €
Yo, que podem estimados pelo método de maxima verossimilhanca.

Dada uma amostra (M, ..., M, ), para fins estimacdo, a funcdo de log-verossimilhanca

de @ = (u,0,7), denotada aqui por L,,, pode ser tomada na forma

17
Ln(/ub7 g, 7) - ﬁ Z g(u,a,a)<Mk,n>7 (271)
k=1

ende {(0.0) () = — (1 + %) log {1 +7 (%)} - (1 +7 (%»_% —logoel+y (%) > 0.
(DOMBRY, 2015) comenta que nem sempre a funcdo L, possuird um maximo global,

levando-o a definir uma nocao mais fraca de estimador de maxima verossimilhanca na qual se
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exige apenas que o ponto seja um maximo local. Mais precisamente, diz-se que 6 = (i, 5,%)
é um estimador de pseudo-maxima verossimilhanca de 6 se L,, tem um maximo local em 6.

Sabe-se que uma solucdo 6 do sistema de equacdes

VLn(H) =0, (2.72)
ou equivalentemente,

9L.(0) = 0,

a7 L (6) (2.73)

5 La(8) = 0,

para a qual a matriz Hessiana de L,,, em 0, é definida negativa, é um estimador de maxima
verossimilhanca de 6. O teorema a seguir, obtido por (DOMBRY, 2015), estabelece condicdes
que asseguram a existéncia e a consisténcia de um estimador de maxima verossimilhanca para

0 = (1, 0,7), segundo a metodologia dos maximos anuais ou do méaximo por bloco.

Teorema 2.11 (DOMBRY, [2015) Se F € MDA(G,,) com 7, > —1 e lim 1”2% — oo,

entdo existe uma sequéncia (fi,,, 0y, %,) € um inteiro aleatério N > 1 tal que

P ((fin, 6pn,4n) seja um EMV para todon > N) = 1. (2.74)
Além disso,
c. (i bm c. Y .C.
An ~55 Ao, K 2y o T2l 1, quando n — co. (2.75)
m am
Observacdes:
m(n)

12) A hipétese lim = +00 revela a necessidade de controle sobre o tamanho dos

blocos, pois exige que o nimero, m, de unidades em cada um deles seja funcdo do

tamanho da amostra, n, e cresca mais rapido do que log(n).

22) A funcio de log-verosimilhanca L, (u, 0,7) é finita se, e somente se,

Mym —
min (1+’yk"u> > 0.

1<k<n o
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Logo, qualquer estimador de méaxima verosimilhanca (fi,,, ,,,%,) deve satisfazer, quase

certamente, a seguinte desigualdade:

M, m An
min (1+ﬁnu> > 0.

1<k<n -

32) A condicdo é v > —1 se faz, de fato, necessaria. Com efeito, observemos que

]\jkm_,u

1 & 1 _1
— <1+7—(1+7z) V),z:’fe 1+vz > 0.

>,

on ;- 1+~vz

;;LL”(M,U,%Z) =

Consequentemente, se 7 < —1, entdo %Ln(u,o,fy; z) < 0. Dai, segue que o sistema
de equacdes ([2.73)) ndo possuird solucdo real. Portanto, ndo existe um estimador de

maxima verossimilhanca no interior de © quando v < —1.

As publicacdes de (DOMBRY, [2015)), (BUCHER; SEGERS, 2017)) e, mais recentemente,
(ZHANG; SHABY, [2020) agregam resultados tedricos indispensaveis a Estatistica de Extre-
mos quando almejamos fazer inferéncia, sobre o parametro =y, baseada no método de maxima
verossimilhanca combinado com a metodologia do maximo por bloco. O primeiro trabalho, as-
segura a existéncia local e consisténcia de um EMV para o parametro v, quando a distribuicao
subjacente dos dados pertence a algum dominio de atracdo G, , com vy > —1. O segundo,
garante normalidade assintética do EMV fundamentando-se no conceito de diferenciabilidade
em média quadratica, falaremos sobre isso na préxima secdo. Em relacdo ao dltimo, facamos
uma breve discussao.

O trabalho (ZHANG; SHABY, [2020) complementa satisfatoriamente as duas primeiras pu-
blicacdes, pois os resultados tedricos contidos no artigo asseguram que o EMV local estudado
por (DOMBRY, 2015) e (BUCHER; SEGERS| [2017) atinge um unico méximo global da funcdo

de log-verossimilhanca da distribuicio GEV. (ZHANG; SHABY, [2020)) supdem que o verdadeiro

1

—3,00). A hipdtese 7 > —3 vai ao

valor do pardmetro 6g = (po, 00,70) € IR x (0,00) X (
encontro do resultado obtido por (BUCHER; SEGERS, 2017)) que assegura normalidade assinté-
tica do EMV. A estratégia usada pelos autores para justificar o principal resultado do trabalho

inclui dois passos cujas descricdes sdo dadas a seguir:

1°) Constréi-se um conjunto compacto K contendo 8y = (10, 00,7) em seu interior e
mostra-se que para todo n, suficientemente grande, a funcao de log-verossimilhanca da
distribuicdo GEV, denotada por L,,(0), é estritamente cdncava em K e atinge um ponto

de maximo Unico;
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29) Obtém-se um outro conjunto compacto K, explicitamente definido em termos de 6, =
(o, 00,70), tal que K C K. Em seguida, mostra-se que para todo n, suficientemente

grande, o maximo global de L, (@) é atingido em K, ou seja , argén%Ln(O) € K.
S

Teorema 2.12 (ZHANG; SHABY, 2020) Seja {X;}i>1 uma sequéncia de varidveis aleato-
rias independentes e identicamente distribuidas a varidvel X ~ GEV(ug,00,70), com 6y =
(10, 00,70) € IR % (0,00) x (—1,00). Se 0,, é uma sequéncia local de estimadores de maxima

verossimilhanca cujos pontos pertencem a uma vizinhanca compacta de 6, entio

cY9,

P (EIN > 0 tal que para todon > N, argemax L, (0) € dnico e igual a én> =1, (2.76)

onde ®, ={0 € ©:vy<n—1}.

2.4.2 Sobre a normalidade assintética do EMV para o indice de valores extremos

A normalidade assintética do EMV na familia GEV é algo que foi inicialmente tratado,
de forma parcial, por (SMITH, |1985)). Recentemente, a teméatica voltou a ser discutida por
(BUCHER; SEGERS, 2017)) e (DOMBRY; FEREIRA, 2019)), elucidando o assunto quase que plena-
mente. A normalidade assintética do EMV em modelos regulares é um assunto consolidado.
Mas, quando o suporte da distribuicio depende dos valores dos parametros, violando as con-
dicBes classicas de regularidades fixadas por (CRAM¢R, 1946), a matemética necessaria para
fundamentar o comportamento assintético do estimador é mais complexa. A familia de distri-
buicao GEV é um exemplo em que isso ocorre.

Levando-se em consideracao o valor assumido pelo parametro v, a funcdo de distribuicdo
de uma varidvel valor extremo generalizada, G, indexada pelo parametro 8 = (u,0,7) €

IR x (0,00) x IR, pode ser escrita na forma

x J—
Croor (@) = Gor, ( - “)  zeR, (2.77)

em que
exp (—exp(—z)), se v =0,

exp (—(1+v2)"7), se y#0el+~z>0,
Goaq(2) = ( ) (2.78)

0, se v>0ez< -1/,

1, se v<0ez>-—1/y.
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Logo, o suporte de Gg € o intervalo Sg = {x € IR : o + y(x — p) > 0}, que depende de
0 = (,0.7).

O trabalho de (SMITH, |1985) foi pioneiro em lidar com a estimacdo por méaxima verossi-
milhanca em uma ampla classe de distribuicdes nao-regulares. Mais precisamente, ele estudou

a familia uni-variada de distribuicdes cujas densidades podem ser escritas na forma

flaip, ¢) = (x—p)* gz — ), € (p,00), (2.79)

em que i € um parametro de locacdo, ¢ é um vetor de pardmetros, o« = a(¢) é uma fungdo
diferenciavel de ¢ e g é uma funcdo conhecida. Segundo (BUCHER; SEGERS, [2017)), essa for-
mulacdo é geral o suficiente para incluir versGes de locacdo das distribuicoes Weibull, Gamma,
Beta e log-Gamma. Porém, ela n3o inclui, de forma plena, a distribuicdo GEV. Em (BUCHER;
SEGERS, [2017)) os autores sustentam que, até mesmo depois de uma reparametrizacio, a fa-
milia estudada por (SMITH, 1985) inclui apenas o caso no qual o pardmetro + pertence ao
intervalo (—1/2,0). Além disso, destacam que a argumentac3o feita por (SMITH, 1985) apre-
senta algumas lacunas, pois este assume certas convergéncias uniformes sem justifica-las. Por
fim, citam que o caso v = 0 ndo é mencionado.

A contribuicdo dada por (BUCHER; SEGERS, 2017) vem na forma de um resultado geral
sobre normalidade assintética do EMV em um modelo cujo suporte depende dos parametros. Os
autores fundamentam sua argumentac3o ao justificarem que certas relacdes limites sdo validas
uniformemente sobre subconjuntos especificos do espaco paramétrico. Paralelamente, usam a
teoria dos processos empiricos, recorrendo a (VAART, |1998). Eles citam que a abordagem
requer controle da entropia de certas classes de funcGes e que isto é feito, cuidadosamente,
mediante verificacdo da condicao de Lispschitz. O resultado obtido é aplicado sobre as familias
GEV e GPD. A seguir, apresentemos uma sintese dos resultados obtidos por (BUCHER; SEGERS,
2017).

Seja (Py : 6 € ©) uma familia de distribuicdes sobre o0 mesmo espaco mensuravel (X, A),
onde © C IR*. Admitamos que P, tem densidade py com respeito a alguma medida j. Diz-se
que o modelo (P : 6 € ©) é diferenciavel em média quadratica em um ponto 6y, pertencente

ao interior de ©, se existe uma funcdo mensurével {5 : X — IR tal que

1+ 2
[ AVFwn = Vim = b g di=ollBIP), b0, (280)

A funcdo ly, é o vetor escore. Admite-se que suas componentes sdo Lo-integraveis com respeito

a Py, e tém média igual zero. (BUCHER; SEGERS, 2017)) comentam que a diferenciabilidade em
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média quadratica combinada com ndo-singularidade da matriz de informacdo de Fisher, Iy, =
Pgoégoégo, possibilitam uma expansdo assintética da estatistica da razao de verossimilhanca
e acarretam a normalidade assintética local. Para confirmacao dessas consequéncias e outras
implicacOes estatisticas resultantes da combinacdo dessas propriedades, (BUCHER; SEGERS,
2017) se reportam aos trabalhos de (VAART), [1998) e (CAM, (1986)).

Sejam X1,..., X,, uma amostra aleatéria iid de variaveis cujas distribuicSes pertencem ao
modelo P, . Por definicdo, qualquer méximo global, 6,,, da funcio M,: © — R, M, (0) =
P, log(pe) Z log(pe(X;)) é um estimador de maxima verossimilhanca para 6. Neste ponto,
(BUCHER; SEGERS 2017) assumem a hipétese de que o conjunto de maximizadores globais
de M, é ndo-vazio e declaram que isto é comumente satisfeito em muita situacdes onde ©
é um compacto em IR*. Sendo, pode-se usar os argumentos de compacidade presentes nos
trabalhos de (VAART), 1998) ou, em vez disso, restringir a atencdo a maximos locais de M,,.

Ha na literatura estatistica conjuntos de condicdes suficientes para garantir que a distri-
buicio assintética de /n(f, — ) é N4 (0, I;,"). Por exemplo, as condicBes cléssicas fixadas
por (CRAMER, 1946) requerem existéncia e limitacdo das derivadas, até a terceira ordem, da
funcdo 0 — ly(x) = logpe(x). J& as condicdes estabelecidas por (VAART, [1998)) demandam
diferenciabilidade em média quadratica do modelo no ponto 6, mais uma condicao de Lipschitz
sobre 6 — ¢y = logpy(x), para todo = no suporte de P, e todo # em uma vizinhanca de
0o. Entretanto, se o suporte, Sy = {x : pg(x) > 0}, depende de #, (BUCHER; SEGERS, 2017)
afirmam que uma abordagem baseada apenas na suavidade de 6 — (y(x) n3o é possivel, pois
para qualquer vizinhanga, V, de f, pode-se encontrar § € V' e x € X tal que py,(x) > 0, mas
po(z) = 0, e dai {y(x) = —oo. Por essa mesma razdo, (BUCHER; SEGERS, 2017) sustentam
que os processos empiricos indexados por #, na vizinhanca de 6, terdo trajetérias ilimitadas
com probabilidade tendendo a 1. Mas, a convergéncia fraca de tais processos empiricos no
espaco das funcdes limitadas é um elemento crucial nas provas de muitos teoremas sobre
comportamento assintético de M-estimadores.

O caminho tracado por (BUCHER; SEGERS| 2017)) para enfrentar a problematica inicia com

a substituicdo da funcdo critério ¢y pela funcdo a valores reais, my, definida por

W) A (2.81)

satisfazendo my(z) > —2log(2) para todo = € Sp,. Em seguida, citam resultados estabe-

mg(x) = 2log (

lecidos por (VAART, 1998) assegurando que a funcdo my pode ser utilizada para garantir

que a razdo de convergéncia do EMV para o parametro 6§ da GEV é da ordem de magni-
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tude Op(1/+/n). Por fim, argumentam que, uma vez estabelecida a razdo de convergéncia em
Op(1/+/n), o principal resultado do trabalho, expresso no Teorema , apresenta condi-
cOes alternativas que devem ser satisfeitas por ¢y a fim de se possa garantir a normalidade
assintética do estimador de maxima verossimilhanca.

Neste ponto, apresentemos algumas breves notacoes que auxiliam no manuseio das hipé-
teses do Teorema . Primeiro, relembremos que o suporte de Py, ou seja, o conjunto
So = {x : po(x) > 0} C X pode depender de § € ©. Usa-se a notacdo U.(f) para denotar o
conjunto {#' € © : ||§/ — 0|| < €}, ou seja, a bola aberta centrada em 6 e de raio ¢ contida
© C IR*. Além disso, considera-se conjunto S(g) das interseccdes dos suportes de todas as
distribuicdes em Py para todo 6 € U.(6y), isto é,

S(e) =S(fo,e) = [\ {z:pe(x) >0 para todo 0 tal que ||6 — 6| < e}.
0cU:(6o)

Agora, apresentemos o resultado obtido por (BUCHER; SEGERS, 2017)) que expressa condi-
cOes suficientes para normalidade assintética do estimador de maxima verossimilhanca, mesmo
que o suporte da distribuicdo dependa dos valores paramétricos. Em seguida, exibimos outros
resultados, obtidos pelos mesmos autores, que asseguram a normalidade assintética do EMV

na familia GEV.

Teorema 2.13 (BUCHER; SEGERS, 2017) Dados um modelo paramétrico (P : 6 € ©) sobre o
espaco mensuravel (X, A), com © C IR*, e 6, pertencente ao interior de ©, sejam X1, Xy, . ..
uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas em X com
distribuicdo comum Py, e én um estimador de maxima verossimilhanca baseado em uma

amostra aleatéria X, ..., X,,. Nesses termos e sob as condicoes

H1) O modelo é diferenciavel em média quadratica em 6, com vetor escore {y, e matriz de

informacdo de Fisher, Iy, nao-singular;
H2) Po(X\S(e)) = o(?), = 40;

H3) Existe £ € Ly(Py,) e gy > 0 tal que, para qualquer 0 < & < &, tem-se
|0g, () — Lo, ()] < £(x)]|61 — 05]| para todo = € S5(2¢) e 01,05 € U(6));

H4) /n (én - 90) = Op(1) quando n — oc.

Conclui-se que

~ 1 ..
vn (Hn — (90) = %:fﬁ > loy(Xi) + op(1) ~ Ni(0, I)1), n— oc. (2.82)
i=1
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Teorema 2.14 (BUCHER; SEGERS, 2017) Seja {X;};>1 uma sequéncia de variaveis aleaté-
rias independentes e identicamente distribuidas a varidvel X ~ GEV/(ug, 0¢,7), com 6y =
(0, 00,7%) € IR x (0,00) x (—1,00). Para qualquer conjunto compacto © C IR x (0,00) X
(—1,00) tal que 6y é um ponto pertencente ao interior de © e para qualquer sequéncia de

estimadores 0, tal que P/, = max P,,ly, supondo que o maximizador existe, conclui-se
n S

én — 0y, quase certamente, quando n — oc. (2.83)

Teorema 2.15 (BUCHER; SEGERS, |2017) A familia de distribuicdes valor extremo generali-
zada, {G(u0.4) 1 (1,0,7) € ©g = IR x (0,00) x IR}, é diferencidvel em média quadrética em
0o = (10, 00,70) se , e somente se, 79 > —3. Neste caso, o vetor escore lg,(x) é igual ao
gradiente da aplicacdo 0 — (p(z) = logpe(z) em 6 = 0, para x € {x : oo+ Yo(x — 1) > 0},

e igual ao vetor nulo, caso contrario.

Teorema 2.16 (BUCHER; SEGERS, |2017) Seja {X;};>1 uma sequéncia de varidveis aleaté-
rias independentes e identicamente distribuidas a variavel X ~ GEV(uy, 09,7%), com 6y =
(110, 00,7%) € IR x (0,00) x (—3,00). Entdo, para todo subconjunto compacto © C IR x
(0, 00) x (=

%, 00), qualquer sequéncia, 0,, de estimadores de maxima verossimilhanca definida

sobre © é fortemente consistente e assintoticamente normal, ou seja,

Vi (6 = 05) = 160\/_2690 i)+ 0p(1) ~ N3(0, I,1),  n — oo. (2.84)

2.5 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA NA FAMILIA EVBS

No modelo EVBS proposto por (FERREIRA; GOMES; LEIVA, 2012) consta o pardmetro de
forma,~, proveniente da distribuicio GEV, logo o processo de estimacdo por maxima veros-
similhanca do vetor paramétrico & = («, 3,v)" do modelo EVBS apresentaré dificuldades
similares as encontradas na familia GEV. Especialmente, as decorrentes do fato que o su-
porte dessas distribuicoes depende dos valores dos parametros, violando uma das condicoes
de regularidades fixadas em (CRAMER, |1946)).

Dada uma amostra de variaveis aleatérias iid, 17, T, ..., T, , a varidvel T ~ EVBS(«, 3, 7),

com base nas equacdes (?7) e , a func3o de log-verossimilhanca de 8 = («a, 3,7) ", dado
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t = (t1,ts,...,t,) ", pode ser escrita na forma:

Zlog Ay) Zexp — Zati, se v=0,
i=1

1 o n
Zlog (Ay,) < 7) Slog(1+va,) =Y (1 +7a,) ", se 4 #0.
=1 =1
(2.85)

Sendo que sobre a segunda sentenca ha a condi¢do adicional 1 + va,;, > 0 para todo i =

1,2,...,n, onde a :é(\/%—\/?)

No caso em que v # 0, um estimador de maxima verossimilhanca de 8 = (o, 3,7)",
denotado por 8 = (&, 3,4)", deve satisfazer, como condicio necessaria, ao seguinte sistema

de equacdes ndo-lineares:

—at 12{1+ Yay, [14—'7 (1+’7ati)7]} 0-0
n b 1
MZ{ - [1+7—(1+7ati)_v}—aa“}’00 0.

1+7 t;
Z{ [1+y-(1+ vati)‘ﬂ _ Lol +70n,) -+ vati)_ﬂ} ‘9:(; =

=0.

— |1 + ’yat ) 72
(2.86)
Por outro lado, se y = 0, entdo § = (&, B) deve ser uma solucao do seguinte sistema:
g%—igatl 1 — exp(—ay,) ’00 0.
=1 (2.87)

|M:

OCCL
ﬁ {bt 1—exp )]_ t}’gg
=1

Sendoqueatizé(\/%—\/g) ebti:( %+\/§)

Neste ponto, facamos a seguinte consideracdo: dada a relacao existente entre as distribui-
cOes EVBS e GEV, expressa pela equacao ([2.32)), o problema de estimacdo no modelo EVBS
terd barreiras similares aquelas encontradas por (DOMBRY, 2015)), (BUCHER; SEGERS, [2017))
e (ZHANG; SHABY, 2020) quando justificaram as propriedades de consisténcia e normalidade
assintética para o EMV na familia GEV. Logo, determinar as condicdes as serem satisfeitas a
fim de que se possa assegurar que o EMV dos parametros o modelo EVBS seja consistente e
assintoticamente normal é um problema que tangencia os objetivos do nosso trabalho, fazendo

jus a uma investigacdo futura.

2.6 APLICACAO

Dado que o modelo EVBS deriva do GEV, é natural conjecturar se o mesmo modela satis-

fatoriamente dados extremos obtidos segundo a metodologia BM. Nossa aplicacdo corrobora
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com essa hipdtese ao evidenciar um bom ajuste a um conjunto de dados meteorolégicos re-
gistrados na estacdo Recife-Curado, cédigo 82900, latitude —8.05917, longitude —34.95917

e altitude 11.3 m, localizada em Recife-Pernambuco-Brasil. Os dados foram obtidos junto ao

Instituto Nacional de Meteorologia (INMET)| no site <https://portal.inmet.gov.br>. Nosso

interesse consiste em modelar a variavel aleatéria que mensura a precipitacao pluviométrica
(mm) maxima anual, total por dia, durante o periodo que se inicia no ano de 1962 e se estende
até 2019. Iniciamos com uma andlise exploratéria dos dados e culminamos com a estimacao
de parametros relevantes em Estatistica de Extremos tais como quantis elevados, niveis de
retorno em T-anos, probabilidade de excedéncia e periodo de retorno de niveis elevados. Obte-
mos estimativas provenientes de dois modelos paramétricos: o GEV, que é o candidato natural
para modelagem, e o EVBS, o candidato cuja potencialidade deseja-se inspecionar.

A importancia de estudos sobre a varidvel precipitacao pluviométrica reside no fato de
que, uma vez obtido uma distribuicdo que a modele de modo satisfatério, é possivel obtermos
estimativas para os parametros fundamentais em acontecimentos extremos, possibilitando o
estabelecimento de diretrizes e o planejamento de acdes de longo prazo que minimizem as
consequéncias de eventos extremos potencialmente catastréficos como chuvas intensas, inun-

dacdes, deslizamentos e rompimento de barragens.

2.6.1 Analise exploratéria dos dados

O propésito desta andlise descritiva é obter informacGes prévias sobre o comportamento
da cauda direita da distribuicdo subjacente associada aos dados de precipitacao pluviomé-
trica maxima anual registrados na estacdo Recife-Curado. Procedemos conforme as diretrizes
estabelecidas em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, 1997). Os dados de precipitacdes
pluviométricas, total por dia, encontram-se representados na Figura (3| (a) e os corresponden-
tes maximos anuais na Figura[3|(b), resultando em uma amostra de tamanho n = 58. A partir
deste ponto, focaremos atencdo na amostra precipitacoes pluviométricas maximas anuais.

Dentre as observacoes amostrais destaca-se a existéncia de um ponto cujo registro de
precipitacao pluviométrica diaria atingiu 335.8 mm. Trata-se de um evento extremo ocorrido
em 11 de agosto de 1970, noticiado pelo Diario de Pernambuco, Edicdo N° 188 disponivel no
endereco eletrénico [<memoria.bn.br>| que desabrigou mais de 15 mil pessoas e ocasionou a
morte de outras 84. O Box-plot, Figura 4| (a), classifica tal ponto como sendo um outlier. Além

disso, corrobora com a hipétese de que a distribuicio que rege o comportamento da cauda
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Figura 3 — Gréfico de dispersdo das precipitacdes pluviométricas diarias (mm) registradas na estacdo Recife-
Curado (1962:2019) em (a) e o correspondente grafico das precipitacdes maximais anuais em (b).
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direita é assimétrica. J4 o histograma, Figura |4 (b), revela indicios de que tal distribuicdo

pertence a um max-dominio que agrega as distribuicdes de cauda pesada da familia GEV,

talvez impulsionada pela existéncia do outlier capturado pela Gltima classe de valores.
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Figura 4 — Box-plot e histograma das precipitacdes pluviométricas maximas anuais registradas na estacdo
Recife-Curado (1962:2019).

0.012
|

0.010
1

0.008

o
o
Densidade relativa
0.006

0.004

0.002
I

L A L : ; . : T T T 1

50 100 150 200 250 300 50 100 150 200 250 300 350

Precipitagédo pluviométrica méaxima anual (mm) Precipitacdo pluviométrica maxima anual (mm)

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

0.000
L

As caracteristicas numéricas referentes a amostra, presentes na Tabela[I] ddo suporte empi-
rico as afirmacdes levantadas anteriormente. Em particular, os valores obtidos para assimetria
e curtose, por meio do pacote moments do R, iguais a 2.17 e 10.27, respectivamente, reforcam
que a distribuicdo possui assimetria positiva e tem curtose elevada, quando comparada com o

modelo normal.

Tabela 1 — Estatisticas descritivas para os dados de precipitacdes pluviométricas méximas anuais (mm) na
estacdo Recife-Curado (1962:2019).

n  Minimo Q Mediana Média Qs Méaximo Desvio Assimetria Curtose

58  50.90 92.35 113.80 121.90 141.10 335.80 45.29 2.17 10.27

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A seguir, observemos que os graficos das funcdes de autocorrelacdo amostral e parcial,
exibidos na Figura B}, sugerem que as observacdes de precipitacdo pluviométrica maxima anual
registradas na Estacdo Recife-Curado (1962:2019) n3o possuem correlacdo linear significativa.
Diante disso, admitiremos a hipdtese de independéncia entre as observacoes.

Uma distribuicdo natural para modelagem de valores maximos anuais é a GEV, que possui
a Gumbel como um caso particular. Inicialmente, utilizaremos o modelo GEV no ajuste. Em
seguida, usaremos o modelo EVBS. Antes, faremos uso de algumas ferramentas graficas que

irdo nos auxiliar na implementacao dos ajustes que pretendemos conduzir. Um desses ins-
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Figura 5 — Gréficos das funcdes de autocorrelagdo amostral, em (a), e autocorrelacdo parcial, em (b), para as
precipitacdes pluviométricas maximas anuais na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

trumentos é o quantile plot (QQ-plot), formado pelos pontos da forma (x;.,, F< (p;)) onde
P = %*0'5, 1 = 1,2,...,n. Mais detalhes sobre a sua construcao e propriedades podem
ser encontrados em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, [1997)). Os QQ-plots ilustrados na
Figura [6] revelam indicios de um ajuste satisfatério dos modelos Gumbel ou GEV a amostra
de precipitacdes pluviométricas maximas anuais. Porém, é evidente a existéncia de um ponto
amostral que possui distancia relativamente grande da reta ajustada. Além disso, ndo evi-

déncias do comportamento da cauda direita, pois ndo se observa caracteristica concava ou

convexa associada a nuvem de pontos em ambos os graficos.

2.6.2 Estimativas de maxima verossimilhanca sob o modelo GEV

Primeiramente, interessa-nos obter as estimativas de MV dos pardmetro de locacdo (u),
escala (o) e forma () do modelo GEV, sob a hipétese de que a distribuicido GEV modela
a precipitacdo pluviométrica méaxima anual registrada na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
Em seguida, determinaremos as estimativas dos outros parametros interesse em Estatistica de
Extremos: quantis elevados, niveis de retorno, periodos de retorno e limite superior do suporte,
este Ultimo somente quando v < 0. Para tanto, utilizaremos as ferramentas disponiveis no

pacote extRemes do R, em particular a funcdo fevd().
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Figura 6 — QQ-plot Gumbel em (a) e QQ-plot GEV em (b) das precipitacdes pluviométricas maximas anuais
na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Tabela 2 — Estimativas de MV dos parametros y, o € v no modelo GEV, acompanhadas do respectivo erro

padrdo (s€).

A~ A A

i 4 A
emyv| | 102.1967 29.2958 0.0865
se| | 4.2353  3.1157  0.0809

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Sob ajuste GEV, o sinal da estimativa de MV do parametro  é positivo. Logo, baseando-
se apenas no sinal desta estimativa pontual, somos levados a classificar a distribuicdo da
precipitacao pluviométrica maxima anual como sendo detentora de cauda pesada, compondo
o max-domimio de atracdo das distribuicoes Fréchet. Porém, nota-se que a estimativa do
desvio padrao do EMV do parametro v é relativamente grande quando comparada com a
estimativa do préprio parametro.

Agora, determinaremos estimativas para os outros parametros de interesse em Estatistica
de Extremos. Iniciemos pela estimacdo de quantis elevados. No caso da distribuicao GEV, os

((_log(’;% para 0 < p < 1. Ao usarmos a propriedade

mesmos sao obtidos por ¢, =+ o
de invariancia do EMV obtemos as estimativas expressas na Tabela [3] De imediado, nota-se
que a precipitacao pluviométrica maxima anual corresponde ao ano de 1970 estd a direita da

estimativa do quantil ¢q.g9, ratificando a atipicidade do evento ocorrido.
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Tabela 3 — Estimativas de MV dos quantis elevados no modelo GEV para a precipitacdo pluviométrica maxima
anual na estacdo Recife-Curado.

do.95 do.99 d0.999 0.9999
Estimativas | 201.4068 267.7034 379.0486 514.7137

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A seguir, passemos a estimacao dos niveis de retorno. O nivel de retorno T-anos, denotado
por U(T'), é o quantil correspondente a probabilidade 1 — % No caso sob estudo, ele pode ser
interpretado como a precipitacdo pluviométrica (mm) que é excedida, em média, uma vez a
cada T anos. Antes, ressaltemos que a funcdo is.fixedfevd(), presente no pacote extRemes
do R, quando aplicada ao ajuste por meio do modelo GEV, indica estacionariedade do mesmo.
A Tabela |4 exibe as estimativas de MV dos niveis de retorno para 10, 20, 50, 100 e 200 anos.
De onde se infere que aproximadamente 175 mm é o nivel de retorno que é excedido, em
média uma vez, a cada periodo de 10 anos. Observemos que este nivel foi superado no ano de
2000, mais precisamente no 01/08/2000 foi registrada uma precipitacdo pluviométrica diaria
igual 185.9 mm, levando as autoridades competentes a decretar situacdo de emergéncia no
municipio do Recife (Decreto 18.595, de 1° de agosto de 2000). Se o periodo é alongado para
um século, o nivel de retorno é aproximadamente 267.7 mm, sendo 1986 a tltima vez que este

nivel foi excedido.

Tabela 4 — Estimativas de MV dos niveis de retorno no modelo GEV para a precipitacdo pluviométrica maxima
anual na estacdo Recife-Curado.

A A A~ A A

U(10)  U(20)  U(50)  U(100)  U(200)
Estimativas | 174.9746 201.4068 238.1570 267.7034 298.9706

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Dois outros parametros relevantes sio a probabilidade de excedéncia de um determinado
nivel u e o periodo de retorno associado ao evento {X > u}, denotado por IE'L(u), e defi-
nido como o nimero médio de anos de espera até que o nivel u seja ultrapassado. Para mais
detalhes acerca da definicdo do periodo de retorno associado ao nivel u, veja em (EMBRE-
CHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, [1997)). Na Tabela [5| encontram-se as estimativas de MV das
probabilidades de excedéncia associadas aos quatro maiores niveis pluviométricos registrados
na estacdo Recife-Curado no periodo 1962:2019, paralelamente s3o exibidas as estimativas
dos periodos de retorno associados aos respectivos niveis. Destaca-se que a estimativa para o

periodo de retorno correspondente ao maior nivel pluviométrico registrado em 2000 é 13.3566
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anos. Ja a estimativa do periodo de retorno associada ao maior nivel pluviométrico registrado

no periodo de 1962:2019 é aproximadamente 431 anos.

Tabela 5 — Estimativas pontuais da probabilidade de excedéncia do nivel u e do periodo de retorno, em anos,
associado ao nivel © no modelo GEV.

~

Nivel | P(X >u) [FL(u)
uw=185.9 | 0.0749  13.3566
uw=12085| 00417  23.9795
u=1235.0| 00216  46.3246
u=23358| 00023  430.9865

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Por fim, apresentamos na Figura[7]os graficos que evidenciam a qualidade do ajuste obtido
por meio do modelo GEV. Particularmente, no QQ-plot, Figura [7| (c), a nuvem de pontos

dispbe-se de modo satisfatério em torno da reta bissetriz, exceto o ponto correspondente ao

ano de 1970.
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Figura 7 — Graficos da qualidade do ajuste por meio do modelo GEV
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

2.6.3 Estimativas de maxima verossimilhanca sob o modelo EVBS

A Tabela [p] exibe as estimativas de MV dos pardmetros do modelo EVBS. Destaque-se que
o sinal da estimativa de y é negativo, levando-nos a classificar a distribuicdo da precipitacao
pluviométrica maxima anual na estacao Recife-Curado como tendo cauda curta dentre aquelas
que compdem a familia EVBS, possibilitando a estimacdo do limite superior do suporte da

distribuicao.
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Tabela 6 — Estimativas de MV dos parametros «, 3 e v do modelo EVBS, acompanhadas do respectivo erro
padrao.

7N
A A

& B o
emv | 0.3004 101.3813 —0.1384
se | 0.0285 4.3177  0.0605

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

O célculo das estimativas de MV dos quantis elevados, sob o modelo EVBS, dar-se-a por
meio da equacdo (2.40). A Tabela [7| exibe as estimativas de alguns dos quantis. Nota-se que
as estimativas dos quantis gp.95 € go.99 S30 maiores do que aquelas obtidas sob o ajuste GEV.

Por outro lado, as estimativas dos quantis ¢g 999 € Go.9999 S3o inferiores.

Tabela 7 — Estimativas de MV dos quantis elevados no modelo EVBS para a precipitacdo pluviométrica
méxima anual na estacdo Recife-Curado.

do.95 d0.99 {0.999 {0.9999
Estimativas | 207.5216 270.7911 354.8846 426.7782

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A Tabela [8| apresenta as estimativas dos niveis de retorno para os periodos de 10, 20,
50, 100 e 200 anos obtidas pelo modelo EBVS. Nota-se que elas estdo préximas daquelas

provenientes do ajuste GEV.

Tabela 8 — Estimativas de MV dos niveis de retorno no modelo EVBS para a precipitacdo pluviométrica
maéxima anual na estacdo Recife-Curado.

A A A A A

U(10)  U(20)  U(50)  U(100)  U(200)
Estimativas | 179.8275 207.5216 243.8053 270.7911 297.1454

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Por outro lado, as estimativas das probabilidades de excedéncia associadas aos 4 maiores
niveis pluviométricos maximos anuais obtidas pelo ajuste EVBS, exibidas na Tabela [9) sdo
diferentes daquelas advindas do modelo GEV. Em particular, as estimativas da probabilidade de
excedéncia associada a maior observacdo amostral, 335.8 mm, estdo relativamente afastadas
uma da outra. Isso faz com que as estimativas para o periodo de retorno sejam distintas.
De modo que a diferenca absoluta entre as estimativas do periodo de retorno associado ao
nivel 335.8mm é de aproximadamente 147 anos. Mas, acentuamos que tanto o QQ-plot GEV,
Figura , quanto o QQ-plot EVBS, Figura nao acomodam satisfatoriamente o ponto

associado a esta observacao.
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Tabela 9 — Estimativas de MV da probabilidade de excedéncia do nivel u e do periodo de retorno, em anos,
associado ao nivel u no modelo EVBS.

~

Niveis | P(X >u) IEL(u)
u=185.9 0.0859 11.6374
u = 208.5 0.0488 20.4974
u = 235.0 0.0250 39.9812
u = 335.8 0.0017 577.3839

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Por fim, destaquemos que, para o caso sob estudo, o ajuste por meio do modelo EVBS
possibilitou a obtencdo de uma estimativa para o limite superior do suporte da distribuicao,
dada por z* = 665.4258 mm. Sendo assim, o valor real 665.4258 é uma estimativa para o
supremo dos niveis pluviométricos maximos anuais (mm), por dia, a serem registados estacdo

Recife-Curado.
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Figura 8 — Gréficos da qualidade do ajuste por meio do modelo EVBS
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2.7 UM MODELO DE REGRESSAO PARA DISTRIBUICAO EVBS

Credita-se a (LEIVA et al, 2016)) a proposta de um modelo de regressdo associado a distribui-
¢do EVBS. Na formulacdo do modelo, eles seguem um caminho anélogo ao trilhado por (RIECK;
NEDELMAN, 1991)). Nesta secdo, apresentaremos o modelo de regressdo Birnbaum-Saunders
valor extremo, deduziremos algumas das propriedades correspondentes a distribuicdo do erro

associado ao modelo, lidaremos com o problema de estimacdo via maxima verossimilhanca e
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realizaremos um estudo de simulacdao com o propdsito de obter indicios que corroboraram com

a hipétese de consisténcia para o estimador de maxima verossimilhanca.

2.7.1 Caracterizacao

A fim de obter um modelo de regressdo para distribuicdo EVBS, (LEIVA et al., [2016]) fazem
uso de ideias similares as usadas por (RIECK; NEDELMAN, |1991). Em termos mais precisos,

consideram o modelo

T .
/-Ti = 97,67, = eXp(Xi 13)617 v = ]-7 2 (288)
onde T; é a variavel resposta, x; = (0, Zs1, - - - 7xi(p—1)) sao observacoes fixas de p variaveis
explicativas, 8 = (8o, B1,---,B,-1)" é um vetor de pardmetros desconhecidos, que apresenta

os coeficientes a serem estimados, e d; ~ EVBS(a, 1,v) é a componente aleatéria do modelo.
Apos considerarem o logaritmo natural da variavel T;, denotando-o por Y;, e definirem

e; = log(d;), obtiveram o modelo
Yi=x;B+e, i=1,...,n, (2.89)

denominando-o de modelo de regressdo Birnbaum-Saunders valor extremo.
A seguir, apresentamos algumas caracteristicas do modelo (2.88)), comparando-o com o

modelo ([2.25)):

i) O preditor 1; = exp(x; 3), no modelo (2.25)), é a mediana da varidvel T; para i =

1,...,n. Isso n3o se verifica para o preditor o; = exp(x; B) do modelo ([2.88));

i) Em ambos os modelos, admite-se que o pardmetro « independe do vetor de variaveis
explicativas x; = (%0, Zi1, .. ., Tip—1)). No modelo (2.88), h4 a hipétese adicional de

que o parametro v detém essa mesma propriedade em relacdo ao vetor de covariaveis;

i) Ha o pressuposto de homocedasticidade em ambos os modelos. Além disso, admite-se

que os erros sao independentes;

iv) No modelo ([2.25)), verifica-se que v; = log(¢;) ~ SN(«,0,2) para todo i = 1,...,n.

Isso ndo ocorre com a distribuicdo dos erros, ¢; = log(d;), no modelo ([2.88]).
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Se usarmos a hipétese 0; ~ EVBS(«, 1,7), concluimos que, para cada i = 1,2,...,n, a

variavel Y; presente no modelo (2.88)) possui fdp dada por

o (5] ok () (e (52|

yi € IR, se v =0.

—1-1 _1
icosh <yi’2{?’3> (1 + %senh <yi)§’3>) " exp [— (1 + %Vsenh <yi)§’3>) 7] :

y; € B, se v # 0.

fri(yi) =

(2.90)
Sendo que o conjunto B depende dos valores do pardmetros o, 7; = x; 3 e . Mais pre-
cisamente, se v > 0, entdo B = {y; € IR;y; > n; + 2arcsenh (—a/2v)}. Por outro lado,
se v < 0, entdo B = {y; € R;y; < n; + 2arcsenh (—a/27)}. Neste caso, dizemos que Y;
segue uma distribuicdo log-EVBS com pardmetros a@ > 0, 1; € IR e v € IR, e denotamos
Y; ~ log-EVBS(a, m;, 7).

2.7.2 Propriedades distribuicao log-EVBS

Neste subsecao, agregamos algumas contribuicdes ao modelo de regressao EVBS expressas
como propriedades da distribuicdo log-EVBS. Se uma varidvel Y ~ log-EVBS(a,n,7), ao
considerarmos &;(y) = 2 cosh (%) e &(y) = Zsenh (%) entdo a fdp de Y admite ser

escrita na seguinte forma:

fly) = 561(y) exp(—&(y) — exp(—&2(y))); ye R, se v = 0.
s6 (W) (1 + Ve () exp(—(1 + 76a(y) 7); 1+E(y) >0, seq #0.
(2.91)

Agora, citemos algumas propriedades da fdp da variavel Y ~ log-EVBS(a, n,7).

Propriedade 1. Seja f a funcdo densidade de uma variadvel que segue uma distribuicdo
log-EVBS com pardmetros o > 0, n € IRey=10.Se 0 < a < 2, entdo 1 € um méaximo local
da func3o f. Além disso, f é estritamente crescente no intervalo (—oo, ). Por outro lado, se
a > 2, entdo 1 € um minimo local de f.

Propriedade 2. Se f é a funcdo densidade de uma variavel Y ~ log-EVBS(«,7,7) e o
parametro v < —1, entdo f € ilimitada superiormente em (—oc0,7 + 2arcsenh(—3)).

Propriedade 3. Seja f a densidade de uma varidvel Y ~ log-EVBS(a, 7,7 = —1). Se
« > 4, entdo f é crescente nos intervalos (—oo,n + 2arcsenh (—% — i\/m» e
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(n + 2arcsenh (—2 + iﬁ) ,1 + 2arcsinh (—a/27)). E, decrescente no intervalo
(n + 2arcsenh (—% — b/ﬂ) .1 + 2arcsenh (—% + i\/m» Por outro lado, se
0 < a < 4, entdo f é estritamente crescente em (—o00,7 + 2arcsenh(5)).

Propriedade 4 Se X ~ GEV(u = 0,0 = 1,7), entdo paran € IR e a« > 0 a variavel
Y =1+ 2arcsenh(%°) ~ log-EVBS(a, 17,7).

A seguir, apresentaremos algumas ilustraces que descrevem o comportamento de uma fun-
cao densidade da familia de distribuicoes log-EVBS. Primeiramente, na Figura@(a) constata-se
evidéncias de que a distribuicdo é unimodal quando 7 = 0 e « aproxima-se de zero; mas ha
indicios claros de bimodalidade quando a > 2, indo ao encontro do resultado contido na
Propriedade 1. A Figura |§] (b) descreve o fato de que i é um pardmetro de locacdo; além
disso da indicios de assimetria positiva e limite superior do suporte infinito no caso em que
~v > 0; ao mesmo tempo da evidéncias de assimetria negativa e limite superior do suporte finito
quando —1 < v < 0. Por fim, na Figura [10| (a) destaca-se o fato da densidade ser ilimitada

quando 7 < —1; paralelamente, a Figura [10] (b) reforca os indicios de ndo-unimodalidade da

distribuicao quando o > 4, corroborando com o resultado citado na Propriedade 3.

Figura 9 — Gréficos da fdp da log-EVBS para a € {0.25,0.50,2,4}, n =0e v =0 em (a) e para a = 0.5,
ne{—4,-2,2,4} e v € {—0.60,0.60} em (b).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Figura 10 — Gréficos da fdp da log-EVBS para a =1, n =0 e v € {-1.05,—-0.5,0.5,1.05} em (a) e para
a€{1,2,4,5}, n=0evy=—1em (b).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
2.7.3 Estimacao no modelo de regressao EVBS

CASO: v # 0. Dada uma amostra 'y = (y1,¥s,...,¥n)' de observacdes independentes
associadas ao modelo 1} a funcdo de log-verossimilhanca de 8 = (,BT,oz,v)T pode ser

expressa como

n

[(6;y) = —nlog2 + anlog(é}l) - <1 + i) ilog(l + &) — > (1+ 7&2)7%7 (2.92)

i=1 =1 i=1

onde &; = Zcosh <3’”5Tﬂ> e & = 2senh (y’jﬂ) paracadai=1,2,...,n.

Consequentemente, obtemos as seguintes derivadas parciais:

2_1(; zln:c,[ S (1404 )Y —52] i =0,1,...,p— 1.
55 1(6:y) 2; g1+7&2( ¥ = (1+7&2) ") » J p

n =~ & _
210y)=-2+1 1+;§-2 (147 = (1 +9€)7").

=1 ?

21(6;y) = —%2 . ;fygﬂ [14+7 = (1+9€2) "]+

+5 > log(1+7&2) [1 = (14 962) ]

=1

(2.93)
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No caso sob anilise, a funcao escore de @ é dada por

251(0,y)
Ul,y) = m(géw =1 218,y) : (2.94)
5-1(8,y)

(p+2)x1
onde as entradas da matriz acima so as equagBes que compdem o sistema (2.93). Logo um
estimador de MV de 0, denotado por @ = (8, &,4) deve ser tal que U(6) = 0.

Uma vez que o sistema de equagdes U (0) = 0, em geral, possui solucdo definida impli-
citamente, que ndo possibilita a determinacao de uma solucdo analitica, é natural o uso de
procedimentos numéricos de otimizacdo nao-linear a fim de obter as estimativas de maxima
verossimilhanca.

A matriz de primeiras derivadas da funcdo escore avaliada em O e com sinal negativo,
denotada por L 4, é dada por

2
6 a% ©)]g_6 = _ajwl(e) 9-0
é denominada matriz de informacao observada. Afim de que 0 seja um maximo local de 1),

as condi¢oes U(é) =0e Lé ser definida positiva sdo suficientes. No caso sob estudo, temos

Ly Ly Lis
Lg‘:_ Ly Ly Lo : (2.95)

Ly Ls Ls
(p+2)x(p+2)

onde as entradas das matrizes que compdem L » sao dadas por:

0

A~ 2
1 i o . ~ 2\ .
+4le]‘rlk( gl’\ ) <1+7) |:7_ <1+7512> /PY:|7 Onde]akzoa"'7p_1'
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A~

> :—21&12:;3&]'( &iA ) {14—’7— <1+75¢2>_1/&} +

1+ Y&z

0%1(6
b= (50m
1 & 11S4 2 e '

+—Y 5152(1—#7)[7—(14—7&2) /q,ondej:(),...,p—l-

2 =1 (1 + 7522)

1& éiléiQ A 1 ~ 2\ —L/A
= —= i1 1——1(1 i
> 2;¥70+&mﬁ(+vw 5 (1+16a) ]+

b= (o0 a5
+2anxij( 5"% ) [1—10g(1+7§12) (1+&£Z-2)W],j:o,...,p—l.

L+ &2
[ 2 & éz ~ 2~ \—1/4
L= (8&80& ‘,3 ,Ba ayy= 7): _az<1+i§12) [1+’7_<1+7§i2> V:|—{—
A~ 2
- fz A - /7
+22(1+i&2) (1+79) {7 (1+4&:) }

(1 + ’7&2)7 /’Y] +

\2>\H

2
. [0%(6) X 1 £ A
Ly; = (3'780( ’/3=,3,a=a,7 7) & ; (1 +7§2) (1 +’}/) [1
1

Z(fﬂ)b—vmm+mg0+%gmm

=1 \ 1+ 5&2

+
Q>

~ 2
. (U8)| ) )
e (29,5 )5 () -

r . 2 .
~ |1 &2 §iz 2 o8
+2. |z — | + — 73 10g(1 +9&
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Sendo que &1 = 2 cosh (M_;TB> in = Zsenh (M_;TB> para cada i = 1,2,....,n, e

gry=1—(1+ T’éﬂ)_l/r, r # 0.



81

CASO: v = 0. Dada uma amostra 'y = (y1,¥s,...,¥n)' de observacdes independentes
associadas ao modelo 1) a funcio de log-verossimilhanca de & = (B7,a)" pode ser

expressa na forma

[(0;y) = —nlog2 + zn: log(&i1) Z iz — Z exp(—&;2), (2.97)

i=1
ifxT i*x—'r ;
em que &; = Zcosh (W) e & = 2senh (Z’Qﬂ) paracadai=1,2,...,n.
Uma vez que a fun¢do I(-), dada pela equagdo (2.97)) é diferenciavel, os possiveis estimado-
res de maxima verossimilhanca de 8 = (,BT, oz)T devem satisfazer, como condicao necessaria,

ao seguinte sistema de equacdes de log-verossimilhanca:

F10:3) = 33 (001 - exp(—ga)) - £
=1 ¢

%l(@;y) =-2421 znjfza(l —exp(—&i2)) =0
i=1

)z(), para j=0,1,....,p—1.

(2.98)
A matriz de informacao observada Lé para o caso v = 0, se reduz a
. Ly L,
Ly=— : (2.99)
Ly Loy
(p+1)x(p+1)
onde cada matriz bloco componente é dada por
0%1(0) )
Ly, = ) = —= ) ;T (&1 €X i
! (8@0@ B=B o= ; s (€ exp(~Ea))
A\ 2
15 3 §a
— = > wyi | ia(1 — exp(—&) +1— | == para j,k=0,...,p—1
= )
i 0%1(0) . .
L - 3 = 1751 ) 1 — Qs = s , _1
2 ((9048@ B=Ba=a > Tijbin { exp(—&ia) - ( 52)] com j D
(2.100)
T
Lo = L. (2.101)
.o n 2 n N
Ly = <8 9ol ‘5 Ba OC):OAéQ—OAéQ;&z(l—eXP &2) A2252exp 512

(2.102)
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Neste momento, cabe uma consideracdo analoga aquela citada no final da Secdo [2.5
Porém, aqui, faremos um estudo de simulacdo a fim de investigar se o estimador MV dos
parametros do modelo de regressdo EVBS detém a propriedade de consisténcia. Vimos na
Subsecdo que no modelo GEV ha algumas hipéteses sobre o parametro v para que a
consisténcia do EMV seja assegurada, manteremos essas suposicoes, admitindo que a trans-
formacdo mondtona sobre a variavel GEV nao vai relaxa-las. Além disso, consideraremos os
pressupostos sobre o pardmetro « admitidos por (RIECK; NEDELMAN| 1991)) a fim de que n3o
tenhamos multiplicidade de solucGes. A razao de fazermos essas restricdes é que o estudo de
influéncia local que serad desenvolvido no préximo capitulo exige, implicitamente, que o EMV

seja Unico e consistente.

2.7.4 Simulacoes

Nesta subsecdo, faremos uma analise empirica baseada em dados simulados a fim de inves-
tigarmos o comportamento assintético do EMV do vetor paramétrico 8 = (3, o, ) " associado
ao modelo de regressdo EVBS. Nas simulacdes, consideraremos 5.000 réplicas de Monte Carlo
para diferentes tamanhos de amostras, n € {60, 120, 180}, e almejamos identificar se existe
suporte numérico que corrobora com a hipotese de que o EMV é consistente. Considerare-
mos o modelo de regressdo no qual a resposta T; = exp(5y + f17:)d;, i = 1,2,...,n, onde
d; ~ EVBS(a, 1,7v), ou equivalentemente, Y; = n; +¢&;, i = 1,...,n, onde Y; = log(T;)
, i = exp(Bo + frx;) e e; ~ log-EVBS(a, 1;,7y). Exploraremos trés cenérios distintos. No
primeiro, investigamos a consisténcia do EMV; no segundo, a variadvel explicativa, X, cujos
valores originalmente assumidos pertencem ao intervalo (0,1), é submetida a uma situacdo de
alavancagem imposta sobre 10% de seus valores; no tltimo, a varidvel resposta agrega valores
oriundos de distribuicGes EVBS distintas em que se considera diferentes valores para o para-
metro «. Em cada cenario, calculamos aproximacoes empiricas, baseadas nas 5.000 réplicas,

para a estimativa de MV dos parametros, o viés, o erro padrdo, a raiz quadrada do [erro qua-

ldratico médio (EQM)| a estimativa para o desvio padrdo do estimador, oriunda da inversa da

matriz de informac3o de Fisher observada, e a taxa de cobertura empirica para o intervalo de
confianga com nivel nominal teérico igual a 95%. Além disso, admitimos que o pardmetro 7,
que regula o peso da cauda, assume cinco valores distintos, —0.20, —0, 10, 0, 0.10 e 0.20, os
dois primeiros associam distribuicbes de caudas curtas a componente estocastica do modelo,

~v = 0 correspondente a caudas do tipo exponencial, e os dois Gltimos implicam em caudas
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pesadas. Por fim, ressaltamos que, com o intuito de obter numericamente o ponto de maximo
da log-verossimilhanca, utilizamos a funcdo optim(), considerando o método BFGS, contida

no software estatistico R, por meio do gradiente e Hessiana analiticos.

2.7.4.1 Cenario 1

Neste caso, o propdsito é investigar se os resultados numéricos corroboram com a hipétese
de que o EMV é consistente. Os parametros do modelo foram fixados em [y = 0.5, 1 =
0.5, « = 0.5 ey € {-0.20,—0.10,0,0.10,0.20}. Além disso, assumimos que os valores da

covaridvel X pertencem ao intervalo unitéario (0, 1) e estdo fixos ao longo das réplicas.

Tabela 10 — AproximacOes empiricas para a estimativa de MV dos pardmetros e o viés do EMV, sob o cenério

1.
Estimativa de MV Viés
n v Bo B a y n Y Bo B & Ay
-0.20 | 0.508 0.505 0.488 -0.220 -0.20 | 0.008 0.005 -0.012 -0.020
-0.10 | 0.508 0.503 0.486 -0.111 -0.10 | 0.008 0.003 -0.014 -0.011
60 0 0.508 0.501 0.485 -0.004 || 60 0 0.008 0.001 -0.015 -0.004
0.10 | 0.507 0.499 0.484 0.103 0.10 | 0.007 -0.001 -0.016 0.003
0.20 | 0.507 0.497 0.483 0.209 0.20 | 0.007 -0.003 -0.017 0.009
-0.20 | 0.506 0.500 0.495 -0.211 -0.20 | 0.006 0.000 -0.005 -0.011
-0.10 | 0.505 0.500 0.494 -0.106 -0.10 | 0.005 0.000 -0.006 -0.006
120 0 0.504 0.500 0.493 -0.002 || 120 0 0.004 0.000 -0.007 -0.002
0.10 | 0.504 0.499 0.493 0.101 0.10 | 0.004 -0.001 -0.007 0.001
0.20 | 0.503 0.499 0.492 0.204 0.20 | 0.003 -0.001 -0.008 0.004
-0.20 | 0.504 0.500 0.496 -0.207 -0.20 | 0.004 0.000 -0.004 -0.007
-0.10 | 0.503 0.500 0.496 -0.104 -0.10 | 0.003 0.000 -0.004 -0.004
180 0 0.502 0.501 0.495 -0.001 || 180 0 0.002 0.001 -0.005 -0.001
0.10 | 0.502 0.501 0.495 0.101 0.10 | 0.002 0.001 -0.005 0.001
0.20 | 0.501 0.501 0.495 0.203 0.20 | 0.001 0.001 -0.005 0.003

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

As trés primeiras tabelas agregam os resultados obtidos sob o cenério 1. Observemos que
na Tabela[10| existem claras evidéncias de que o EMV ¢é assintoticamente n3o-viesado, pois ha
indicios de que o viés do estimador tende a zero a medida que o tamanho da amostra cresce.
A partir dos dados presentes na Tabela [1I] nota-se que o erro padrdo do EMV também
aproxima-se que zero quando a amostra aumenta de tamanho. Essas observacdes, combinadas
com o fato de que a distribuicido EVBS possui segundo momento finito quando v < i,

corroboram com a hipétese de que o EMV dos parametros do modelo de regressdo EVBS é
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Tabela 11 — Aproximacdes empiricas para o erro padr3o e a raiz quadrada do erro quadratico médio do EMV,
sob o cenério 1.

Erro padrio Raiz do EQM
n g Bo B & y n Y Bo B & y
-0.20 | 0.152 0.225 0.052 0.110 -0.20 | 0.152 0.225 0.054 0.112
-0.10 | 0.153 0.226 0.053 0.112 -0.10 | 0.153 0.226 0.055 0.112
60 0 0.151 0.221 0.054 0.116 || 60 0 0.151 0.221 0.056 0.116
0.10 | 0.146 0.212 0.057 0.122 0.10 | 0.146 0.212 0.059 0.122
0.20 | 0.141 0.201 0.059 0.129 0.20 | 0.141 0.201 0.062 0.129
-0.20 | 0.093 0.150 0.036 0.066 -0.20 | 0.093 0.150 0.036 0.067
-0.10 | 0.093 0.151 0.036 0.069 -0.10 | 0.094 0.151 0.037 0.070
120 0 0.092 0.148 0.037 0.073 || 120 0 0.092 0.148 0.038 0.073
0.10 | 0.090 0.142 0.039 0.078 0.10 | 0.090 0.142 0.039 0.078
0.20 | 0.086 0.134 0.041 0.083 0.20 | 0.086 0.134 0.042 0.083
-0.20 | 0.074 0.124 0.029 0.052 -0.20 | 0.074 0.124 0.029 0.052
-0.10 | 0.075 0.126 0.029 0.055 -0.10 | 0.075 0.126 0.029 0.055
180 0 0.074 0.123 0.030 0.058 || 180 0 0.074 0.123 0.030 0.058
0.10 | 0.072 0.118 0.031 0.062 0.10 | 0.072 0.118 0.032 0.062
0.20 | 0.069 0.111 0.033 0.066 0.20 | 0.069 0.111 0.033 0.066

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Tabela 12 — Aproximacdes empiricas para o erro padrao, oriundo da matriz de informac3o de Fisher observada
(IFO), e a taxa de cobertura do intervalo de confianca, sob o cenério 1.

Erro Padrio-IFO Taxa de cobertura
n Y Bo B Q y n g Bo B & y
-0.20 | 0.142 0.209 0.051 0.099 -0.20 | 0.927 0.922 0.918 0.924
-0.10 | 0.143 0.212 0.051 0.103 -0.10 | 0.928 0.929 0.915 0.926
60 0 0.141 0.208 0.053 0.108 || 60 0 0.926 0.926 0.913 0.933
0.10 | 0.136 0.198 0.055 0.114 0.10 | 0.927 0.923 0910 0.936
0.20 | 0.131 0.186 0.058 0.122 0.20 | 0.923 0.920 0.909 0.938
-0.20 | 0.092 0.148 0.036 0.063 -0.20 | 0.944 0.943 0.941 0.935
-0.10 | 0.093 0.150 0.036 0.067 -0.10 | 0.945 0.945 0.938 0.937
120 0 0.092 0.147 0.037 0.071 || 120 0 0.947 0.944 0.933 0.939
0.10 | 0.089 0.140 0.039 0.076 0.10 | 0.946 0.943 0.935 0.940
0.20 | 0.085 0.131 0.041 0.081 0.20 | 0.946 0.940 0.934 0.940
-0.20 | 0.073 0.123 0.029 0.050 -0.20 | 0.946 0.947 0.947 0.942
-0.10 | 0.074 0.125 0.029 0.053 -0.10 | 0.946 0.944 0.943 0.943
180 0 0.073 0.122 0.030 0.056 || 180 0 0.945 0.944 0940 0.944
0.10 | 0.071 0.116 0.032 0.060 0.10 | 0.944 0.944 0.940 0.944
0.20 | 0.068 0.109 0.033 0.064 0.20 | 0.944 0.940 0.939 0.943

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

consistente, mantidas as restricGes analogas aquelas impostas sobre o modelo GEV. Além disso,

os resultados contidos na Tabela |12 ddo mais suporte numérico a hipdtese de consisténcia do
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EMV, pois as estimativas para o desvio padrao do EMV, capturadas na inversa matriz de
informac3do de Fisher observada, tende a zero a medida que n cresce; paralelamente notemos
que as taxas de coberturas empiricas para o intervalos de confiancas dos parametros, calculadas
sob a hipdtese de normalidade para o EMV, se aproximam do nivel nominal tedrico, fixado em

95%.

2.7.4.2 Cenario 2

Diferentemente do primeiro caso, aqui o cendrio é caracterizado por uma alavancagem
imposta sobre os valores da varidvel explicativa, X, de modo que 10% de seus valores sdo
fixados de forma aleatéria no intervalo (5,10). Os demais pardmetros estdo fixos em [y =
0.5, /4 = 05 a = 05evy € {-0.20,—-0.10,0,0.10,0.20}. O propésito é investigar o
comportamento das estimativas em situacoes nas quais valores extremos para variavel resposta

sao induzidos por alavancagem nos valores das covariaveis.

Tabela 13 — Aproximacdes empiricas para a estimativa de MV dos pardmetros e o viés absoluto do EMV, sob

o cenario 2.
Estimativa de MV Viés
n Y Bo B & y n Y Bo B a y
-0.20 | 0.509 0.502 0.488 -0.219 -0.20 | 0.009 0.002 -0.012 -0.019
-0.10 | 0.504 0.504 0.486 -0.111 -0.10 | 0.004 0.004 -0.014 -0.011
60 0 0.500 0.506 0.485 -0.005 || 60 0 0.000 0.006 -0.015 -0.005
0.10 | 0.497 0.507 0.484 0.102 0.10 | -0.003 0.007 -0.016 0.002
0.20 | 0.494 0.509 0.483 0.207 0.20 | -0.006 0.009 -0.017 0.007
-0.20 | 0.506 0.500 0.494 -0.210 -0.20 | 0.006 0.000 -0.006 -0.010
-0.10 | 0.503 0.501 0.494 -0.106 -0.10 | 0.003 0.001 -0.006 -0.006
120 0 0.501 0.502 0.493 -0.003 || 120 0 0.001 0.002 -0.007 -0.003
0.10 | 0.499 0.503 0.493 0.101 0.10 | -0.001 0.003 -0.007 0.001
0.20 | 0.498 0.504 0.492 0.204 0.20 | -0.002 0.004 -0.008 0.004
-0.20 | 0.503 0.501 0.496 -0.207 -0.20 | 0.003 0.001 -0.004 -0.007
-0.10 | 0.501 0.501 0.496 -0.104 -0.10 | 0.001 0.001 -0.004 -0.004
180 0 0.501 0.502 0.495 -0.002 || 180 0 0.001 0.002 -0.005 -0.002
0.10 | 0.499 0.503 0.495 0.101 0.10 | -0.001 0.003 -0.005 0.001
0.20 | 0.498 0.503 0.495 0.203 0.20 | -0.002 0.003 -0.005 0.003

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Os resultados contidos nas Tabelas [L3] [I4] e [15] correspondentes ao cenério 2, corroboram
com a hipdtese de consisténcia do EMV e as evidéncias sdo similares aquelas citadas na

discussdo relativa ao cenéario 1. Os valores observados sugerem que a presenca de observacGes
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Tabela 14 — Aproximacdes empiricas para o erro padr3o e o raiz quadrada do erro quadratico médio do EMV,

sob o cenério 2.

Erro padrio Raiz do EQM
n Y Bo B & y n v Bo B o} y
-0.20 | 0.085 0.032 0.052 0.108 -0.20 | 0.085 0.032 0.054 0.109
-0.10 | 0.086 0.032 0.053 0.111 -0.10 | 0.086 0.032 0.055 0.111
60 0 0.086 0.032 0.054 0.115 || 60 0 0.086 0.032 0.056 0.115
0.10 | 0.085 0.031 0.057 0.121 0.10 | 0.085 0.032 0.059 0.121
0.20 | 0.085 0.030 0.059 0.127 0.20 | 0.085 0.031 0.062 0.127
-0.20 | 0.058 0.024 0.036 0.066 -0.20 | 0.059 0.024 0.036 0.067
-0.10 | 0.059 0.024 0.036 0.070 -0.10 | 0.059 0.024 0.037 0.070
120 0 0.059 0.024 0.037 0.073 || 120 0 0.059 0.024 0.038 0.073
0.10 | 0.059 0.023 0.039 0.078 0.10 | 0.059 0.023 0.040 0.078
0.20 | 0.058 0.022 0.041 0.083 0.20 | 0.058 0.022 0.042 0.083
-0.20 | 0.047 0.019 0.028 0.052 -0.20 | 0.047 0.019 0.029 0.052
-0.10 | 0.047 0.019 0.029 0.054 -0.10 | 0.047 0.019 0.029 0.055
180 0 0.047 0.017 0.030 0.058 || 180 0 0.047 0.017 0.031 0.058
0.10 | 0.047 0.018 0.031 0.062 0.10 | 0.047 0.018 0.032 0.062
0.20 | 0.046 0.017 0.033 0.066 0.20 | 0.046 0.018 0.033 0.066

extremas na resposta, induzidas por alavancagem na covariavel, s3o captadas satisfatoriamente

pelo modelo, n3o interferindo de forma potencial no viés do EMV. Ja em relacdo ao erro padrao

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

do EMV do coeficiente da variavel explicativa submetida a perturbacao, observemos que ha

indicios de diminuicao, quando comparado com o mesmo erro no cenario 1. Fato similar ocorre
com a estimativa para o desvio padrao do EMV, oriunda da inversa da matriz de informacao

de Fisher observada, ocasionando uma ligeira diminuicdo na taxa de cobertura empirica do

intervalo de confianca do coeficiente da covariavel.
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Tabela 15 — Aproximacdes empiricas para o erro padrdo, oriundo da inversa da matriz de informac3o de Fisher
observada (IFO), e a taxa de cobertura do intervalo de confianca, sob o cenério 2.

Erro Padrio-IFO Taxa de cobertura
n Y Bo B Q y n 8 Bo B 8} y
-0.20 | 0.081 0.030 0.051 0.098 -0.20 | 0.936 0.932 0.918 0.919
-0.10 | 0.082 0.030 0.051 0.102 -0.10 | 0.936 0.927 0.915 0.925
60 0 0.082 0.029 0.053 0.107 || 60 0 0.936 0.918 0.913 0.931
0.10 | 0.081 0.028 0.055 0.114 0.10 | 0.934 0.908 0.915 0.934
0.20 | 0.081 0.026 0.058 0.121 0.20 | 0.933 0.896 0.913 0.937
-0.20 | 0.057 0.024 0.035 0.063 -0.20 | 0.948 0.945 0.940 0.931
-0.10 | 0.058 0.024 0.036 0.066 -0.10 | 0.946 0.943 0.938 0.934
120 0 0.058 0.023 0.037 0.071 || 120 0 0.947 0.936 0.936 0.936
0.10 | 0.058 0.022 0.039 0.075 0.10 | 0.946 0.929 0.934 0.939
0.20 | 0.057 0.021 0.041 0.081 0.20 | 0.944 0.926 0.933 0.942
-0.20 | 0.046 0.018 0.029 0.050 -0.20 | 0.949 0.940 0.946 0.941
-0.10 | 0.047 0.019 0.029 0.053 -0.10 | 0.949 0.940 0.942 0.945
180 0 0.046 0.016 0.030 0.057 || 180 0 0.945 0.939 0.943 0.945
0.10 | 0.046 0.017 0.032 0.060 0.10 | 0.949 0.934 0.941 0.945
0.20 | 0.046 0.016 0.033 0.064 0.20 | 0.948 0.930 0.940 0.946

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

2.7.4.3 Cenério 3

Aqui, impomos alteracbes na componente estocastica do modelo de modo que a variavel
resposta agrega valores oriundos de distribuicdes EVBS em que se considera diferentes valores
para o parametro . No caso 3A, o verdadeiro valor do parametro « é 1.2, porém fizemos
com que 10% dos valores amostrais estivessem associados a &« = 0.9. O caso 3B é similar,
mas com um aumento na distancia entre o valor verdadeiro o € 0 que se usa na perturbacao,
assumindo o valor 0.7. O objetivo é verificar se o modelo é sensivel a esta duplicidade imposta
sobre o valor do parametro . Tanto no caso 3A quanto no 3B os demais parametros foram
fixados em fp = 1, /1 = 2 e v € {-0.20,—0.10,0,0.10,0.20}, este dltimo percorrendo
valores associados a distribuicdes de caudas diferentes.

Da décima sexta a vigéssima primeira tabela, encontramos os resultados relativos aos
cenarios 3A e 3B. Nota-se que a duplicidade de valores imposta sobre o parametro « foi
captada pelo EMV. Os resultados expressos nas Tabelas [16] e [19] refletem indicios de aumento
substancial, em termos relativos, no viés do EMV do parametro oo quando comparado com o
viés nos dois cenarios anteriores. Particularmente, no cenario 3B, situacao na qual se amplia a

distancia entre o verdadeiro valor de o e o usado na perturbacao, o aumento é mais acentuado.
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Tabela 16 — Aproximacdes empiricas para a estimativa de MV dos pardmetros e o viés absoluto do EMV, sob
o cenario 3A.

Estimativa de MV Viés
n Y Bo B & v n v Bo e a v
-0.20 | 1.044 1976 1.142 -0.227 -0.20 | 0.044 -0.024 -0.058 -0.027
-0.10 | 1.034 1.988 1.139 -0.118 -0.10 | 0.034 -0.012 -0.061 -0.018
60 0 1.024 1998 1.136 -0.011 || 60 0 0.024 -0.002 -0.064 -0.011
0.10 | 1.015 2.006 1.134 0.096 0.10 | 0.015 0.006 -0.066 -0.004
0.20 | 1.008 2.012 1.132 0.202 0.20 | 0.008 0.012 -0.068 0.002
-0.20 | 1.016 1999 1.158 -0.211 -0.20 | 0.016 -0.001 -0.042 -0.011
-0.10 | 1.011 2.004 1.156 -0.108 -0.10 | 0.011 0.004 -0.044 -0.008
120 0 1.007 2.008 1.155 -0.005 || 120 0 0.007 0.008 -0.045 -0.005
0.10 | 1.004 2.011 1.155 0.098 0.10 | 0.004 0.011 -0.045 -0.002
0.20 | 1.001 2.013 1.155 0.200 0.20 | 0.001 0.013 -0.045 0.000
-0.20 | 1.008 2.004 1.163 -0.207 -0.20 | 0.008 0.004 -0.037 -0.007
-0.10 | 1.005 2.007 1.162 -0.105 -0.10 | 0.005 0.007 -0.038 -0.005
180 0 1.004 2.009 1.162 -0.004 || 180 0 0.004 0.009 -0.038 -0.004
0.10 | 1.002 2.010 1.162 0.097 0.10 | 0.002 0.010 -0.038 -0.003
0.20 | 1.001 2.010 1.162 0.198 0.20 | 0.001 0.010 -0.038 -0.002
Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Além disso, os dados evidenciam que tanto o erro padrao quanto a raiz do erro quadratico
médio do EVM s3o sensiveis a esse tipo de perturbacido, pois nas Tabelas[17]e[20]encontram-se
indicios de aumento do erro padrao do EMV de a quando comparado com os erros presentes
nas Tabelas [11] e [14] que se mantiveram no mesmo patamar. Por fim, os resultados contidos

nas Tabelas[I8| e 21} onde constam as taxas de cobertura empiricas associadas ao intervalo de

confianca do parametro «, também denunciam a duplicidade incidente sobre «, pois a taxa

de cobertura do intervalo correspondente ao « é afetadas nos cenarios 3A e 3B, entretanto as

taxas associadas aos intervalos dos demais parametros mantém o mesmo nivel nominal obtido

nos dois primeiros cenarios.
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Tabela 17 — Aproximacdes empiricas para o erro padrdo e a raiz quadrada erro quadratico médio do EMV,

sob o cenério 3A.

Erro padrio Raiz do EQM
n Y Bo B & y n Y Bo B 6} y
-0.20 | 0.322 0.499 0.124 0.127 -0.20 | 0.325 0.499 0.137 0.130
-0.10 | 0.328 0.510 0.125 0.130 -0.10 | 0.330 0.510 0.140 0.131
60 0 0.327 0.505 0.129 0.134 || 60 0 0.328 0.505 0.144 0.135
0.10 | 0.321 0.489 0.133 0.139 0.10 | 0.321 0.489 0.149 0.139
0.20 | 0.311 0.466 0.139 0.145 0.20 | 0.311 0.466 0.155 0.145
-0.20 | 0.214 0.334 0.085 0.076 -0.20 | 0.215 0.334 0.095 0.076
-0.10 | 0.219 0.344 0.086 0.078 -0.10 | 0.219 0.344 0.097 0.079
120 0 0.219 0.342 0.089 0.082 || 120 0 0.219 0.342 0.100 0.082
0.10 | 0.214 0.331 0.093 0.086 0.10 | 0.214 0.331 0.103 0.086
0.20 | 0.207 0.315 0.098 0.091 0.20 | 0.207 0.315 0.107 0.091
-0.20 | 0.167 0.267 0.069 0.059 -0.20 | 0.167 0.267 0.078 0.059
-0.10 | 0.171 0.276 0.070 0.061 -0.10 | 0.171 0.276 0.080 0.062
180 0 0.172 0.275 0.072 0.065 || 180 0 0.172 0.275 0.082 0.065
0.10 | 0.169 0.267 0.075 0.069 0.10 | 0.169 0.267 0.085 0.069
0.20 | 0.164 0.254 0.079 0.072 0.20 | 0.164 0.254 0.088 0.072

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Tabela 18 — Aproximacdes empiricas para o erro padrdo, oriundo da matriz de informac3o de Fisher observada
(IFO), e taxa de cobertura do intervalo de confianca, sob o cenério 3A.

Taxa de cobertura

Erro Padrio-IFO

n Y Bo B & y n Y Bo B & y
-0.20 | 0.295 0.459 0.121 0.113 -0.20 | 0.918 0.918 0.885 0.918
-0.10 | 0.303 0.475 0.122 0.117 -0.10 | 0.924 0.925 0.884 0.919
60 0 0.304 0.474 0.125 0.122 60 0 0.928 0.927 0.881 0.923
0.10 | 0.298 0.460 0.130 0.128 0.10 | 0.925 0.929 0.879 0.928
0.20 | 0.289 0.437 0.137 0.135 0.20 | 0.923 0.924 0.883 0.930
-0.20 | 0.210 0.324 0.084 0.072 -0.20 | 0.941 0.941 0.892 0.940
-0.10 | 0.215 0.335 0.085 0.075 -0.10 | 0.944 0.940 0.894 0.940
120 0 0.215 0.333 0.087 0.079 || 120 0 0.942 0.941 0.900 0.940
0.10 | 0.211 0.322 0.091 0.083 0.10 | 0.942 0.940 0.902 0.941
0.20 | 0.204 0.305 0.096 0.088 0.20 | 0.942 0.938 0.902 0.943
-0.20 | 0.163 0.262 0.068 0.056 -0.20 | 0.942 0.940 0.897 0.941
-0.10 | 0.168 0.271 0.069 0.059 -0.10 | 0.942 0.939 0.895 0.941
180 0 0.168 0.269 0.071 0.063 || 180 0 0.941 0.939 0.897 0.941
0.10 | 0.164 0.259 0.074 0.066 0.10 | 0.941 0.937 0.901 0.943
0.20 | 0.159 0.245 0.078 0.070 0.20 | 0.941 0.934 0.903 0.945

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Tabela 19 — Aproximacdes empiricas para a estimativa de MV dos pardmetros e o viés absoluto do EMV, sob

o cenério 3B.
Estimativa de MV Viés
n v Bo B a o n Y Bo B a g0
-0.20 | 1.041 1968 1.125 -0.218 -0.20 | 0.041 -0.032 -0.075 -0.018
-0.10 | 1.029 1.984 1.122 -0.113 -0.10 | 0.029 -0.016 -0.078 -0.013
60 0 1.018 2.000 1.120 -0.009 || 60 0 0.018 0.000 -0.080 -0.009
0.10 | 1.008 2.013 1.119 0.095 0.10 | 0.008 0.013 -0.081 -0.005
0.20 | 1.001 2.023 1.118 0.199 0.20 | 0.001 0.023 -0.082 -0.001
-0.20 | 1.010 1.997 1.141 -0.203 -0.20 | 0.010 -0.003 -0.059 -0.003
-0.10 | 1.006 2.003 1.140 -0.103 -0.10 | 0.006 0.003 -0.060 -0.003
120 0 1.003 2.009 1.140 -0.003 || 120 0 0.003 0.009 -0.060 -0.003
0.10 | 1.000 2.014 1.140 0.097 0.10 | 0.000 0.014 -0.060 -0.003
0.20 | 0.998 2.017 1.141 0.196 0.20 | -0.002 0.017 -0.059 -0.004
-0.20 | 1.001 2.004 1.147 -0.200 -0.20 | 0.001 0.004 -0.053 0.000
-0.10 | 1.000 2.007 1.147 -0.101 -0.10 | 0.000 0.007 -0.053 -0.001
180 0 0.999 2.009 1.147 -0.003 || 180 0 -0.001 0.009 -0.053 -0.003
0.10 | 0.999 2.011 1.147 0.096 0.10 | -0.001 0.011 -0.053 -0.004
0.20 | 0.999 2.012 1.149 0.194 0.20 | -0.001 0.012 -0.051 -0.006

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Tabela 20 — Aproximacdes empiricas para o erro padrdo e a raiz quadrada erro quadratico médio do EMV,
sob o cenério 3B.

Erro padrio Raiz do EQM
n Y Bo B & y n Y Bo B 6} y
-0.20 | 0.323 0.499 0.123 0.125 -0.20 | 0.326 0.500 0.144 0.126
-0.10 | 0.329 0.509 0.124 0.127 -0.10 | 0.330 0.509 0.146 0.128
60 0 0.328 0.505 0.127 0.131 60 0 0.328 0.505 0.150 0.132
0.10 | 0.321 0.490 0.131 0.136 0.10 | 0.321 0.490 0.154 0.137
0.20 | 0.312 0.469 0.137 0.142 0.20 | 0.312 0.469 0.159 0.142
-0.20 | 0.213 0.335 0.085 0.074 -0.20 | 0.214 0.335 0.103 0.074
-0.10 | 0.218 0.344 0.086 0.077 -0.10 | 0.218 0.344 0.105 0.077
120 0 0.218 0.342 0.088 0.080 || 120 0 0.218 0.342 0.107 0.080
0.10 | 0.214 0.332 0.092 0.085 0.10 | 0.214 0.333 0.109 0.085
0.20 | 0.207 0.317 0.096 0.089 0.20 | 0.207 0.318 0.113 0.089
-0.20 | 0.166 0.268 0.069 0.057 -0.20 | 0.166 0.268 0.087 0.057
-0.10 | 0.171 0.277 0.070 0.060 -0.10 | 0.171 0.277 0.088 0.060
180 0 0.171 0.276 0.072 0.063 || 180 0 0.171 0.277 0.089 0.064
0.10 | 0.169 0.269 0.075 0.067 0.10 | 0.169 0.269 0.091 0.067
0.20 | 0.164 0.256 0.078 0.071 0.20 | 0.164 0.256 0.094 0.071

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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Tabela 21 — Aproximacdes empiricas para o erro padrdo, oriundo da matriz de informac3o de Fisher observada
(IFO), e taxa de cobertura do intervalo de confianca, sob o cenério 3B.

Erro Padrio-IFO

Taxa de cobertura

Bo

br

~

bo

b

~

n vy & o n ¥ Q& o
-0.20 | 0.294 0.458 0.118 0.111 -0.20 | 0.916 0.918 0.856 0.923
-0.10 | 0.302 0.473 0.119 0.115 -0.10 | 0.923 0.923 0.856 0.925
60 0 0.302 0.471 0.123 0.119 || 60 0 0.925 0.927 0.857 0.925
0.10 | 0.296 0.457 0.128 0.125 0.10 | 0.925 0.924 0.860 0.929
0.20 | 0.287 0.436 0.134 0.132 0.20 | 0.922 0.921 0.863 0.930
-0.20 | 0.208 0.323 0.082 0.071 -0.20 | 0.940 0.939 0.856 0.946
-0.10 | 0.214 0.333 0.083 0.074 -0.10 | 0.941 0.939 0.853 0.943
120 0 0.213 0.331 0.086 0.077 || 120 0 0.940 0.938 0.860 0.942
0.10 | 0.209 0.320 0.090 0.082 0.10 | 0.940 0.936 0.869 0.942
0.20 | 0.202 0.304 0.094 0.086 0.20 | 0.939 0.934 0.877 0.942
-0.20 | 0.162 0.260 0.067 0.055 -0.20 | 0.941 0.938 0.845 0.946
-0.10 | 0.166 0.268 0.068 0.058 -0.10 | 0.939 0.934 0.849 0.943
180 0 0.166 0.266 0.070 0.061 || 180 0 0.939 0.935 0.856 0.944
0.10 | 0.162 0.257 0.073 0.065 0.10 | 0.939 0.933 0.864 0.945
0.20 | 0.157 0.243 0.077 0.069 0.20 | 0.940 0.929 0.873 0.946

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)
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3 AVALIACAO DE INFLUENCIA LOCAL

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, desenvolveremos analise de diagndstico por influéncia local sobre o modelo
de regressdo EVBS, definido por (LEIVA et al}, 2016]). Nas Secdes ((3.2), e (3.4), introduzi-
remos o estudo de influéncia local segundo a metodologia desenvolvida por (COOK| (1986)). Em
seguida, na Secao , trataremos de influéncia local sob a ética da curvatura normal con-
forme, abordagem dada por (POON; POON, 1999). Por fim, lidaremos com anélise de influéncia
local no modelo de regressdo EVBS, sobre o qual consideraremos trés esquemas de perturba-
cdo: ponderacdo de casos, perturbacao na variavel resposta e perturbacdo em uma covariavel.
A fim de ilustrar a eficacia da metodologia de influéncia local em detectar observacées influen-
tes, consideramos um conjunto de dados de velocidade maxima mensal de ventos registrados
pela estacdo Itajai-SC(A-868). No Apéndice |B| consta um estudo geométrico-diferencial de
superficies que sao graficos de funcdes diferenciaveis, fundamentando a andlise de influéncia
por meio da funcao afastamento pela verossimilhanca e contribuindo para uma compreensao
mais profunda da metodologia.

A técnica de influéncia local, proposta por (COOK, 1986)), é um método de diagndstico que
permite avaliar, mediante o uso de uma medida de influéncia, a estabilidade das estimativas
fornecidas por um modelo estatistico quando impomos pequenas perturbacées nos dados ou no
préprio modelo. Ela baseia-se no conceito geométrico de curvatura para investigar o compor-
tamento local do grafico de uma funcdo denominada afastamento pela verossimilhanca. Mais
precisamente, a curvatura normal, Cj, em um ponto wy, numa dada direcdo I, é calculada
e usada como indicador de possiveis problemas locais. (COOK|, (1986)) sugere que examinemos
as direcOes em que a curvatura normal é maxima, pois a partir dessas podemos identificar
observacoes que podem interferir de forma desproporcional nos resultados inferenciais. Porém,
(POON; POON, 1999) chamam atencdo para o fato de que a curvatura normal pode assumir
qualquer valor na reta real e ndo é invariante sob mudancas de escala, ocasionando perda
de objetividade no julgamento da grandeza da curvatura. Com o objetivo de resolver esse
problema e consequentemente aperfeicoar a técnica, eles propdem o uso da curvatura normal
conforme, que esta relacionada com a curvatura normal e assume valores em um intervalo
limitado da reta, possibilitando a construcdo de valores de referéncia que nos permite julgar a

magnitude dessa curvatura. Além disso, mostram que a curvatura normal conforme é invariante
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sob uma classe de reparametrizacdes chamadas de reparametrizacoes conformes.

3.2 AFUNCAO AFASTAMENTO PELA VEROSSIMILHANCA E O GRAFICO DE INFLUEN-
CIA

Seja £(0) a funcdo de verossimilhanca associada a um modelo estatistico postulado, onde
0= (01,...,0,)7 € © C IR’ é um vetor p x 1 de pardmetros desconhecidos. A inserc3o de
perturbacdes sobre o modelo é feita por meio de um vetor w = (wy, ... ,wq)T pertencente
a um conjunto aberto U C IR?. Segundo (COOK, (1986)), o vetor w representa, em geral,
um esquema de perturbacdo bem definido, logo deve ser cuidadosamente selecionado a fim
de que o esquema correspondente seja passivel de interpretacdo nas aplicacdes. Uma vez
fixado o esquema de perturbac3o, seja £(0|w) a funcdo de log-verossimilhanca associada ao
modelo estatistico perturbado por um vetor qualquer w € U. Aqui, admite-se que ¢(0|w) é
diferenciavel em (OT,wT), ou seja, possui derivadas parciais de todas as ordens e as mesmas
sdo continuas. Além disso, supde-se a existéncia de um vetor wy tal que ¢(6) = ¢(0|wy) para
todo 8 € O, chamado vetor de ndo-perturbacdo, e admitimos ¢ = n. Prosseguindo, sejam
0 e O, os estimadores de méaxima verossimilhanca para @ segundo os modelos postulado e
perturbado, respectivamente. A fim de avaliar a influéncia quando w varia em U, (COOK,

1986)) considera, inicialmente, a funcdo afastamento pela verossimilhanca definida por
fiU— R, f(w)=2[0)—0|w). (3.1)

Em seguida, cita que o gréfico de f(w) versus w possui informacdes relevantes sobre o esquema
de perturbacdo utilizado e destaca a importancia de identificA-lo como uma superficie G C

IR"! formada pelos pontos

denominando-a grafico de influéncia.
Suponhamos que o vetor 8 seja particionado de modo que 8" = (OlT, 0;) em que 8, € O,
épp x1eBy €Oy épyx1, comp+ ps = p. Se estivermos interessados apenas em avaliar a

influéncia sobre os coeficientes de 0, entdo (COOK, 1986) afirma que o grafico de influéncia
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M~

o= ° | weu (3.3)

fo(w)

Neste caso, o afastamento pela verossimilhanca é dada por

fo(w) = 2[0(8,,8,) — (010, 9(0:))], (3.4)

onde g : ©; — Oy é uma funcdo que maximiza ¢(6,,0,) para cada 0, fixo em Oy, é1w é
AT AT AT
determinado por meio da particdo 0, = (0,,,04,) € £(01,9(01)) é a funcdo de verossimi-

lhanca perfilada para 6;.

3.3 AVALIACAO DE INFLUENCIA LOCAL
3.3.1 Influéncia individual

O ponto de partida para uma anélise de influéncia local é a insercido de perturbacoes
sobre o modelo estatistico adotado, que é feita por meio de um vetor de perturbacdo w =
(wi,...,wp)" € U, em que U é um aberto em IR". Fixado o esquema de perturbacio,
ele determina a forma como o vetor w atua na funcdo de log-verossimilhanca do modelo
postulado, levando-nos a funcdo afastamento pela verossimilhanca, denotada por f : U — IR.
Dai, voltamos nossa atencdo para a superficie G correspondente ao grafico f. Particularmente,
interessa-nos investigar a curvatura de GG no ponto w; ao longo de direcdes arbitrarias 1
pertencentes ao espaco tangente de (G. Aqui hd um pequeno abuso de notacdo, onde esta
escrito "curvatura de GG no ponto wg", entende-se por "curvatura de G no ponto ¢(wg)".

Na situacdo particular em que apenas a j-ésima componente do vetor de perturbacdo w
varia, a funcdo f afastamento pela verossimilhanca comporta-se exclusivamente como funcao
de w;. Neste caso, o grafico de f coincide com a se¢do normal G(e;), definida pela equagdo
(B.14)), e denotamos por C; a curvatura da segdo normal G(e;) no ponto wy e na dire¢do do
vetor e;. Segundo (POON; POON, [2010), o valor de C; mensura a sensibilidade do modelo ao
perturbarmos uma tnica componente de w e o denominam de influéncia individual devido a
perturbacao na j-ésima componente do vetor w. Se w( é um ponto critico de f, segue que o

gradiente de f no ponto wq é o funcional linear nulo. Consequentemente,

2
Cj = Ce], == GIF(WO)ej == ag(‘;}o) (35)
Wi
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E natural considerarmos uma extens3o da ideia de influéncia individual associada ao vetor
basico, e;, para um vetor I que é combinagdo linear de vetores basicos. Neste caso, a influéncia
individual correspondente a direcdo I é dada pala curvatura da secdo normal G(I) em wy na

direcdo do vetor I. Se wy é ponto critico de f e 1 é um vetor unitario, tem-se

Cp = 1" F(wo)l. (3.6)

A partir das equacdes ((3.1)) e (3.6]), (COOK, [1986) deduziu uma férmula operacional para
o calculo da curvatura normal de G em um ponto critico w, da funcdo afastamento pela

verossimilhanca. Mais precisamente, ele mostrou que

o T ATy 1 R
Cp=—2AT(ATL A)l’eze’w:wo : (3.7)
em que A = (A;;),xn € @ matriz cujos termos sdo dados por
0%0(0) w)
A= G pe j=1,2,..., 38

avaliados em @ =0 e w = wy. E, I = (Li;)pxp € @ matriz cujas entradas sao dadas por

_0M(0| w)

L. = =1,... =1,... 3.9
J 89189] 77/ Y 7pej Y 7p ( )

avaliadasem @ =0 e w = Wo.

De acordo com (COOK, 1986, existem diversas formas pelas quais a curvatura normal,
dada pela equacao , pode ser usada como meio para investigar o comportamento local
da superficie grafico de influéncia. Em particular, cita que podemos proceder a analise nos
atentando a direcdo em que a curvatura normal é maxima, que corresponde ao autovetor
de F' associado ao maior autovalor. (COOK, [1986) sustenta que o autovetor Iy, associado
a0 Cpax = maxy (] indica como perturbar o modelo postulado de modo a obter grandes
mudancas locais na funcdo afastamento pela verossimilhanca e sugere que investiguemos a
causa potencial desta instabilidade. Além disso, comenta que os autovetores associadas aos
autovalores intermediarios também podem ser utilizados para investigar o comportamento do

grafico de influéncia nas direcGes correspondente as curvaturas menos extremas.

3.3.2 Influéncia conjunta

Aqui, consideremos pequenas perturbacoes em apenas duas componentes distintas, w; e

wj, do vetor de perturbacdo w. Neste caso, a secdo transversal G(e;, e;) é o grafico da fungdo
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f afastamento pela log-verossimilhanca. Além disso, a matriz Hessiana de f no vetor de

ndo-perturbacao wy, denotada por Fij(wo), é simétrica e dada por

f(Wo)  P*f(Wo)
80.)1-2 Bwi&uj

Fij(wo) = (3.10)
f(Wo) 2f(Wo)

OwjOw; 60.)]2.

O maximo da curvatura normal, Cj.«, em wq, ao longo de direcGes arbitrarias no plano
gerado pelos vetores e; e e; € o maior autovalor da matriz Fij(wo), denotado por A.x.
Segundo (POON; POON, 2010), 0 Ayax € dado por

1 (0% f(w 9% flw 1 (0% f(w 2f(wo)\>  [02f(we)\”
:JM:< fwo) | P o>>+ ( fwy) 0 o>> L (P1w0))

2 Ow? w3 4 Ow? ow? Ow;0w;
(3.11)

>\max

Além disso, consideram que J;; deve ser entendida como uma medida de influéncia local

conjunta associada as componentes w; e w; do vetor de perturbacdo w.

3.4 RELACAO ENTRE MEDIDAS DE INFLUENCIA

Ao implementarmos uma andlise de influéncia buscamos identificar as componentes do
vetor de perturbacdo, w, que exercem grande influéncia individual ou conjunta dentre as
direcOes basicas eq,...,e,. No primeiro caso, isso pode ser feito por meio da obtencio do
valor maximo dentre as curvaturas, C4,...,C,, associadas as direcOes dos vetores basicos,
ou equivalentemente, mediante a determinacio do maior autovalor da matriz Hessiana F' da
funcao afastamento pela log-verossimilhanca. No caso de avaliacdo da influéncia conjunta,
onde se perturba k componentes do vetor de perturbacdo, w;i,...,w;r, procedemos a fim
de identificar o maximo de J;; ;. Porém, dado a dificuldade existente em obter férmulas
analiticas para J;;,. i1 € o enorme nimero de combinacdes possiveis quando k é grande, a
determina¢do do maximo de J;; ;i revela-se pouco operacional. Conforme veremos ao longo
desta secdo, (POON; POON, 2010) contornaram essa dificuldade ao estabelecerem relacdes

entre as medidas de influéncia.

3.4.1 Influéncia individual e influéncia conjunta.

Sejam B = {ey,...,e,} a base candnica do R" e F = {vy,...,Vv,} a colecdo formada

n

pelos autovetores ortonormais de F'. Dado v; = Z a;;e;j, consideremos a matriz A,, ., definida
=1
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por
@11 Q12 -+ Qip
Q21 Qg2 -+ Q2p
A=(v1 vy - V) = . (3.12)
Ap1 Gp2 " Gpp

Uma vez que a colecdo de vetores {v; : 1 < i < n} é uma base ortonormal, a matriz A é

ortogonal. Logo, A~ = AT . E claro que Ae; = v, dai sdo validas as seguintes implica¢des:

_ -1 _ —1 _ —1 _ T
Aej—vj:>A Aej—A Vj:>ej—A Vj:>ej—A V.

Logo,
€; = Z STALR (313)
i=1
Seja A = diag{\1, ..., \,} a matriz diagonal formada pelos autovalores de F cujos autoveto-
res correspondentes sdo vy, ..., Vv,. Dado que ij = \;v;, tem-se FA = AA. Consequen-
temente, ' = AAA™!, ou seja,
a2f n
—_— =Y AQipQijg- 3.14
Jrdos, (wo) kz::l kik ik (3.14)
Em particular,
= L (og) = 3™ M (3.15)
’ Ow; " k=1 HE .

Neste ponto, consideremos a hipdtese de que a matriz Hessiana F' da funcdo afastamento
pela verossimilhanca, f, no ponto wq possui um autovalor dominante associado a um unico

autovetor, no sentido de que é muito maior do que os demais, e fixemos a seguinte ordenacdo:
)\max :)\1 >>)\2 > e ZAn:)\min-

Logo, quanto maior for A\;, comparado com os demais A} s, mais proximo de zero estara a

razao :\\—’; Nessas circunstancias, teremos
Cl+02++cn:tr(F) %Amax-

n
_ 2 =
Consequentemente, dado que C; = E A}y, obtemos a relagcdo
k=1
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Teorema 3.1 (POON; POON, |2010). Se a matriz Hessiana, F', da funcio afastamento pela

verossimilhanca no ponto wy possui um autovalor \,., dominante, ent3o a influéncia indivi-
n

dual relaciona-se com as coordenadas do autovetor, V.« = Zaﬁej, por meio da seguinte
=1
aproximacao:

C;

>\max

~aj. (3.16)

3.4.2 Medidas de influéncia individual e conjunta

Prosseguiremos com a analise ainda sob a hipdtese de que F possui um autovalor domi-
nante. O propédsito nesta subsecdo é estabelecermos uma relacdo entre a medida de influéncia
individual C; e a medida de influéncia conjunta J;; e, de um modo geral, entre C; e J;1 2. ik-

Sob o pressuposto citado e usando a equacdo , constata-se a validade da seguinte
aproximacao:

an n

m(w()) = Z Ae@ik @ik R Amax Qi1 Q41

k=1
Substituindo esse valor aproximado na equagdo ({3.11]), obtemos

2
2 2 2 2 .2
()\max all - )\max a/j1> _'_ )\max allaﬂ .

> =

1
Jij = 5 ()\max a?l + )\max a?l) + \/
Ou equivalentemente,

Jij = ;)\max (a?l + ajzl) + ;Amax (a% + a?1)2.

Logo,
Jij = Amax (a2, + a?l) ~ C; + Cj.

Portanto, se a matriz F' possui um autovalor dominante, a influéncia conjunta, J;;, devido
a perturbagdes em exatamente duas componentes, w; e w;, do vetor w € aproximadamente a
soma das influéncias individuais C; e C}. Esse resultado admite uma generalizacao expressa

no seguinte teorema:

Teorema 3.2 (POON; POON, |2010). Se a matriz Hessiana F' da funcio afastamento pela
verossimilhanca no ponto wq possui um autovalor A\, dominante, entdo a influéncia conjunta,
Jit,i2,...ik, devido a perturbacées em k componentes do vetor w é aproximadamente a soma

das influéncias individuais C;1, Ca,. .., Ci.
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3.4.3 Autovalores competitivos

Neste ponto, nos afastamos da hipétese de que a matriz Hessiana F' possui um autovalor
dominante e passaremos a considerar a existéncia de autovalores competitivos ou autovetores
concorrentes, no sentido de que v; e vy sdo autovetores distintos de F cujos autovalores
correspondentes, A\; e Ao, sdo tais que A\pnax = A1 = Ay. Mesmo que essa igualdade nao se
verifique para autovetores distintos de F', é prudente levarmos em consideracdo as situacdes
nas quais a distancia entre \; e Ay é pequena. Segundo (POON; POON, [2010)), isso provoca a
necessidade de estabelecermos um critério para decidirmos quais autovetores, além do vy,
devem ser investigados na analise de influéncia local.

Ressaltamos que na Subsecdo fica estabelecida a igualdade entre média aritmética
dos autovalores da matriz F' e a curvatura média, ), do gréfico da funco afastamento pela

verossimilhanca no ponto wy, ou seja,

~ 1 1 .
)\:ﬁ(/\l—k---—l—/\n):—tr(F).

n
Logo, se todos os autovalores, \i,, forem idénticos, entdo cada um deles é igual a \. Dessa
forma, pode-se usar 2\ ou 3\ ou ainda g\ como valores de referéncia para determinarmos
quais autovetores serdo investigados.

Consideremos a ordenacao

Vimos que a influéncia individual C; pode ser expressa em termos das coordenadas de cada
autovetor por meio da relacao
0 f

— 9 2
Ows

Cj (wo) = )‘ia?i‘ (3.18)
i=1

Suponha que, baseando-se na express3o ((3.17)), decidimos incluir os autovetores vy, va,. .., vy
como relevantes na anélise de influéncia, e ndo somente 0 V.« . Neste caso, (POON; POON,
2010) usam a terminologia g—influente para denominar os autovetores vq,vy,. .., vi. Assim,

considerando apenas os autovetores g-influentes, tem-se

k
Cilq) = D Niaj;. (3.19)
=1

Dentro desse ponto de vista, (POON; POON, [2010) consideram que a influéncia individual C;é
a contribuicdo agregada do j-ésimo vetor basico de perturbacao, e;, para todos os autovetores

g-influentes. Além disso, a partir da equac3o ([3.19)), constatam que
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) =Y (Z )\ia?j> -3 S| =Y A (3.20)

Por fim, (POON; POON, 2010) sugerem que a curvatura média A pode ser usada para
construir valores de referéncia que permitem julgar a magnitude de C;. Mas, acentuam que,
embora C} seja limitada superiormente por Ayax, 0 autovalor \p,.x pode assumir um valor

arbitrariamente grande, ocasionando perda de objetividade no julgamento da grandeza de Cj.

3.5 A CURVATURA NORMAL CONFORME

Do exposto nas secbes anteriores, constata-se que a curvatura normal C; = Ce, apresenta
uma leve inconveniéncia quando temos por objetivo realizar uma andlise de diagnéstico. Pois,
uma vez que O Ayax pode assumir um valor arbitrariamente grande, C; assumira qualquer
valor real menor do que ou igual ao A,,.«, ocasionado perda de objetividade no julgamento da
grandeza dessa curvatura. Além disso, (POON; POON, 1999) argumentam que a curvatura nor-
mal n3o é invariante por mudanca de escala imposta no esquema de perturbacdo. Com intuito
de solucionar essas inconveniéncias e, consequentemente, aperfeicoar a técnica de influéncia
local (POON; POON, (1999) propdem o uso da curvatura normal conforme, que estd estreita-
mente relacionada com a curvatura normal, mas assume valores em um intervalo limitado e é

invariante sob certa classe de reparametrizacdes.

3.5.1 Reparametrizacao e invariancia

Esperamos que em algumas situacdes, caracterizadas por certas transformacoes sobre o
vetor de perturbacdo w, a andlise de influéncia local n3o seja afetada. Em geral, uma trans-
formacao sobre um vetor de perturbacao ou, equivalentemente, sobre um dado esquema de
perturbacao, vem na forma de uma aplicacao bijetora ¢ : V' — U, onde V e U s3o abertos em
IR?. Assim, teriamos dois caminhos possiveis para proceder com a andlise de influéncia: um
deles baseado na funcao afastamento pela verossimilhanca original, denotada por f : U — IR;

o outro fundado na funcdo de afastamento pela verossimilhanca modificada, decorrente da
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reparametrizacao ¢ : U — V, dada por g = foyp : V — IR. Interessa-nos expressar condicoes
que ¢ deve satisfazer a fim de que as anélises baseadas em f e g = f o ¢ sejam indiferentes.
Ou equivalentemente, obter uma medida de anélise de influéncia que n3do é alterada quando
o esquema de perturbacao é reparametrizado por ¢ : V — U.

Seja f : U — IR a funcao afastamento pela verossimilhanca associada a determinado
esquema de perturbacdo cujo vetor de nao-perturbacdo é wy. Agora, ao considerarmos uma
aplicacdo ¢ : V — U bijetora com inversa denotada por o' : U — V, onde U,V C IR e
©(ty) = wo, a composta g = foyp é a funcdo de verossimilhanca correspondente ao esquema de
perturbacdo reparametrizado, tendo t, como vetor de ndo-perturbacdo. De acordo com (POON;
POON, [1999)), dizemos que uma aplicacdo diferencidvel ¢ : V' — U é uma reparametrizacdo
conforme em t(, se a matriz jacobiana de ¢ no ponto ty, é uma matriz conforme, isto é, existe

uma constante real ¢ > 0 tal que
dp' (to)de ' (to) = cI,, (3.21)

onde I, denota a matriz identidade de ordem g. Como veremos adiante, as reparametrizacdes
conformes desempenham um papel crucial quando se objetiva que a analise de influéncia por

meios das funcoes f e g = f o ¢ seja indiferentes.

3.5.2 Invariancia da curvatura normal conforme

Sejaf:U— R, fw)=2 (E(OA) - E(éw)) a funcdo afastamento pela verossimilhanca
associada a um esquema de perturbacao no qual wg € U C IR? é o vetor de nao-perturbacio.
(POON; POON|, |1999) definem a curvatura normal do gréfico de f, em um ponto wy, na direcdo
do vetor 1 por

1 1TFl 1
By = —F—r—x—r = ——( . (3.22)

ooy 11 2
tr(F<) W—wo tr(F*) W—wo
Em termos das matrizes I e A dadas pela equacdes 1' e 1' respectivamente, uma
férmula operacional para o calculo de B;, em um ponto critico wy de f, direcdo do vetor
unitario I é dada por:
o T(ATE A
o TF -1 2 A .
\/tl"[(A L A)? 0-0 w-w,
Neste ponto, ao compararmos as equacdes (3.7)) e (13.23)) constatamos que, em relacdo ao

By (3.23)

esforco computacional, o calculo de B; equipara-se ao de Cj. No entanto, a curvatura normal
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conforme possui propriedades vantajosas quando comparada com a curvatura normal. Por
exemplo, a curvatura normal conforme é invariante quando o esquema de perturbacao usado
é submetido a uma reparametrizacdo conforme, segundo definicdo apresentada na Subsecao

3.5.1| Esta propriedade é assegurada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.3 (POON; POON, 1999). Sejam f : U — IR a funcdo afastamento pela log-
verossimilhanca associada a um dado esquema de perturbacdo e wy um ponto critico de f. Se
@: V — U é uma reparametrizacdo conforme, entdo a curvatura normal conforme no ponto

wyp, em qualquer direcdo unitaria I, é invariante sob essa reparametrizacao.

3.56.3 Limitacdo e construcdo de valores de referéncia

Na Subsecdo|[3.4.3] sugeriu-se o uso da curvatura média como valor de referéncia para julgar

a magnitude da curvatura normal. Agora, trabalharemos com intuito de estabelecer valores

anélogos quando usamos a curvatura normal conforme como medida de influéncia. Sejam

F = {vi,...,Vv,} uma base ortonormal formada por autovetores de F e )\; o autovalor

correspondente ao autovetor v; para cada i = 1,2,...,n. Se l € IR" uma combinac3o linear
n

dos autovetores da base F, temos I = Zlivi' coml; € R paratodoi=1,....,n
i=1
Observemos que v, F'v; = v] (\;v;) = \;. Logo, é valida a seguinte igualdade:

n

S (livi) TE(1vy) Z )i (3.24)

=1

Dado que (I;v;) " F(l;v;) = (F(l;v;), l;v;), teremos

S v TFvi) = O F(livi), > livi) = U FL. (3.25)
=1 =1 =1
Portanto,
UTFL=> 17\ (3.26)

Isso nos permite obter uma cota superior para o valor absoluto da curvatura Bj. De fato,

substituindo (3.26]) na definicdo dada em ([3.22)), obtemos

- ‘ iy 1

= SN
\/tr F2 1 S N Y 2 =

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, teremos

By 2 Oy A S B 1N A2,
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Logo,

Agora, usando o fato de que

(i; ) 214+2Zz§z§,

1<J

ou equivalentemente,

Z JZ[‘*—FZZZ?Z?,

1<)

concluimos

|By| <

Zz4+22z2z2

1<J

Os argumentos apresentados acima sustentam que a curvatura normal conforme By assume

valores no intervalo [0, 1] e isso nos possibilita ter um melhor juizo da magnitude de B;.

Teorema 3.4 (POON; POON, 1999). A curvatura normal conforme B; é tal que |B;| <1 para
qualquer direcao l € IR".
Consideremos uma direcdo v; € F = {vy,Va,...,V,}, que é base ortonormal formada

pelos autovetores de F', segue que

1 TFv, 1 TAivi i
By, = TS Vi_ Vi AiVi . (3.27)

- T n Tyr. n
tr(FQ) Vi Vi Vhot AR Vi Vi V2 k1 AR

Ou seja, By, € igual ao autovalor normalizado A} =

Consequentemente

Zk A
Bl =Y N'=1 (3.28)
=1 =1

Isso acarreta que se By, = B para todo autovetor v; € F, entdo B = Utlllzando f como
valor de referéncia para as curvaturas associadas aos autovetores, tornamos nossa decisido de
julgar a magnitude de B,, mais objetiva. Nesse contexto, (POON; POON, [1999)) estabelecem
o seguinte critério: dado um ndmero inteiro ¢, com 1 < ¢ < y/n, diz-se que um autovetor v

é g—influente se |By| > f Equivalentemente, a direcdo v; é dita g—influente se \} >

<
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Dada a existéncia de um inteiro positivo k tal que

N2 2N > Ny 2 2 A (3.29)

vn

tem-se exatamente k autovetores g-influentes. Se & = 1, entdo A} é uma autovalor dominante
e vy € uma direcdo principal. Nesse caso, a andlise da relacdo entre a influéncia individual
e a conjunta se reduz a discussdo apresentada na Subsecdo [3.4.3] Se k > 1, desenvolve-se
um estudo analogo aquele exibido para situacdao na qual existem autovalores competitivos,
exploraremos isso na Subsecdo [3.5.4]

Ao final da Subse¢do , sugeriu-se a curvatura média A\ = %(/\1 +--++\,) como valor
de referéncia para julgarmos a magnitude da influéncia individual, C}, associada ao j—ésimo

vetor basico de perturbacdo. Podemos proceder de modo similar em relagcdo a B,,. De fato,

primeiramente observemos que

n 1 w(E) Mt

D Bey=——> Coy= ——== . (3.30)
7=1 \/mg‘:l tr(FQ) \/m

VoY

ser usado como valor de referéncia para julgarmos a influéncia individual, B,,, correspondente

Logo, se Be, = b paratodo j =1,2,...,n, entdo b = . Sendo assim, b pode

ao j—ésimo vetor basico de perturbacao.

3.5.4 Contribuicao agregada de vetores basicos de perturbacao

O estudo das relacdes entre influéncia individual e conjunta apresentado ao longo da Secdo
revela a importancia de obtermos a influéncia associada a cada vetor basico de perturbac3o
e decidirmos quais autovetores s3o influentes. Nesta subsecao, revisitaremos esta tematica sob
a Otica da curvatura normal conforme. Adotaremos uma notacao similar a usada anteriormente,
onde as relacdes entre os vetores basicos de perturbacdo, e;, e os autovetores v; da matriz

Hessiana de F' eram dadas por
V; = Z a;i€; € €; = Z A;;Vi. (331)
j=1 i=1

~ - . ¢ A .

Na Subsecdo sugeriu-se o uso do ndmero real Jm como valor de referéncia para
selecionarmos quais autovetores sio g-influentes. A fim de detectar quais s3o os vetores basicos
de perturbacao que contribuem para que as direces associadas aos autovetores g¢-influentes

sejam alvo de investigacdo na analise, (POON; POON, [2010)) definem a contribuicdo agregada
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do j-ésimo vetor basico de perturbacdo por
k
Bj(q) = Y_ X a3 (3.32)
=1
onde o inteiro positivo k é determinado pela da ordenacdo expressa em ([3.29)).

Agora, observemos que s3o validas as seguintes igualdades:

n n k n k
ZBJ Z(ZAz jZ)ZZA: (Zai):ZAj
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Logo, se B;(q) = b(q) para todo vetor basico de perturbacdo e;, entdo
1 k
=—> AL (3.33)
iz
(POON; POON, 2010) propdem o uso de b(q) na construcdo de valores de referéncia para

julgarmos a significancia dos vetores basicos na determinacao dos autovetores g-influentes.

Por fim, notemos que se fizéssemos ¢ assumir o valor zero, teriamos b(0) = b, que esté de

acordo com o valor de b obtido no final da Subsecdo ({3.5.3)). Além disso,

1
C;=DB;

ZA% ”:\/z“ P N

Nesse contexto, B;(0) pode ser interpretada como a contribuicdo agregada do j-ésimo vetor

(3.34)

basico de perturbacao para todos os autovetores.

3.6 INFLUENCIA LOCAL NO MODELO DE REGRESSAO EVBS

Nesta secdo, derivaremos as expressdes que possibilitam a conducdo de uma andlise de
influéncia local sobre o modelo de regressdo EVBS sob trés diferentes esquemas de perturbacio:
ponderacdo de casos, perturbacao na resposta e perturbacdao em uma variavel explicativa. Ao
final, analisaremos um conjunto de dados meteorolégicos com o propésito de ilustrar o potencial

da metodologia.

3.6.1 Ponderacao de casos

Dadas as variaveis aleatérias continuas Y7, ...,Y, unidimensionais e independentes tais
que, para cada i = 1,...,n, Y; possui fdp denotada por p(y;; @), sendo 6 = (0y,...,0,)"

o vetor de parametros desconhecidos a serem estimados. Dada uma amostra observada y =
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(Y1, ---,yn) ", a funcio de log-verossimilhanca de @ correspondente ao modelo adotado pode

ser tomada na forma
Zlog p(yi; 0 (3.35)

No esquema de ponderacdo de casos, o vetor de perturbacdo w tem o nldmero de co-
ordenadas igual ao tamanho da amostra observada, isto é, ¢ = n. Além disso, a funcdo de

log-verossimilhanca associada ao modelo perturbado assume a forma

[(B|w) = sz log(p(y;; 0)) (3.36)

Assim, o vetor de ndo-perturbacdo wy = 1,, onde 1,, é o vetor n x 1 com todas as coordenadas
iguais a 1.

Consideremos o modelo de regressdao EVBS, definido em , as variaveis Y7, ...,Y, sao
independentes e, para cadai = 1,...,n, Y; ~ log-EVBS(a, x; 3, 7). Nossas acdes abordario
dois casos distintos. Inicialmente, lidaremos com a situacdo na qual v = 0. Em seguida,
trataremos do caso mais geral em que v # 0. Aqui admitiremos alguns pressupostos que
viabilizam o processo de estimacao e agregam propriedades ao EMV dos parametros do modelo.
A primeira hipotese é v > —1, isso assegura existéncia e consisténcia do EMV na familia GEV.
A segunda é uma condicao imposta sobre o parametro « a fim de que possa assegurar unicidade
do EMV de 6 no modelo definido em ([2.89)), mais precisamente, assumiremos que o < 2.
Por fim, com o propdsito de que a matriz de informacdo de Fisher assuma valores finitos,

admitiremos a hipétese auxiliar v < 1/4.

1. CASO v = 0 e « desconhecido, mas supostamente menor do que 2. Neste caso, o
vetor de parametros desconhecidos é 0 = (,BT,a)T e, para fins de estimacao, dada
uma amostra y = (y1,...,¥y.)  de observacdes do vetor Y = (Y,...,Y,)", a funcio
de log-verossimilhanca perturbada de 6 correspondente ao esquema de ponderacdo de

casos pode ser tomada na forma

[(0] w) = (—log2) Zwi + Zwi log(&1) — Zn:wifig Zwl exp(—&i2),  (3.37)
i=1 i=1 i=1

onde &; = 2 cosh( 'B) Ein = Senh<w’§ﬂ>ew—(wl,...,wn)TEQCR”

A partir da funcao de log-verossimilhanca perturbada acima, obtemos as seguintes de-

rivadas parciais:
o1(6] w) _

S —log(2) +log(&1) — &2 —exp(—&j2), paraj=1,...,n. (3.38)
j
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21(6 <
aéiat:) = ;mji <fj1(1—eXP(—§j2))—Zj>7 i=0L....p—lej=1....n
(3.39)
e
021(6 1
M = (- gpl—ep(—€n)), G=1n (340)

As derivadas parciais acima permite-nos determinar as entradas da matriz A = (A;;) (p11)xn;

Ay = azéé?alej) i=0,1,....pej=1,2...,n, avaliadaemem 8 = 0 e w = wy,

que é dada por A = (AB’ A,)" cujas entradas s3o

Aﬂ = XTdiag{lA)m, 602, c ,Eon} (341)
onde on = % <5J1<1 — exp(—éjg)) — gf) , j = 1, 2, oo, n. E
Aa = C;]r = (éol, 602, . 76071)7 (342)

com Cop; = —é (1 — éﬂ(l — exp(—{fjg))) ,para j=1,2,...,n.

. CASO v # 0. Dada uma amostra y = (y1,...,¥,)" de observacdes do vetor Y =
(Y1,...,Y,)", a funcdo de log-verossimilhanca perturbada de @ = (8", a,~)" corres-
pondente ao esquema de ponderacdo de casos é

n

1(0lw) =—10g2> wi+> wilog(&n)—(1+1/7) > wilog(1+7E)—> w; (14+7€2) 7,
i=1 i=1 i=1 i=1
(3.43)
onde &;; = %cosh (szﬂ) Eio = ésenh (y;{Tﬂ> ew=(w,...,wy,) €QCR"
A partir da funcdo de log-verossimilhanca, dada pela equacdo ((3.37)), obtemos as se-

guintes derivadas parciais:

31(89\‘”) _ _1og(2)+log(€j1)—<1 + 1) log(1+7€2)—(147&52) 7, j=1,2,...,n.
w]‘ ot
(3.44)
POl w) 1 i _1 o
W = 5% L —l—j’ysz (fy +1—(1+9¢50) w) — fjl] ’ (3.45)
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com i =0,1,

.,p—leg=1,2....,n.

82l(9| w) 1 1 5]2 _1
I 1—(1 o) =1,...,n. 4
Jadw, « + al+ v (7 * (1+762) ) o pera e (346)

021(0] w) 1 1§ B
“vow, g st (1= (+98) ”)—,YHJ%JQ (v+1-(1+9E2)77),

(3.47)
para j =1,2,...,n.

Consequentemente, ao considerarmos o esquema de ponderacdo de casos, a matriz A
: _ Al w)
(Aij)(p+2)><nr Aij = T 00,0m, 1=0,1,...

,p+1ej=1,2,...,n, avaliada em em 0=20ce
w = wy, é dada por A = (Ag, A, A,)T cujas entradas so:

Ag = X Tdiag{bi, by, ..., by}

(3.48)
ondebj:% H%/%jg(&—i—l—(l—i—@ﬁjg)_lm)—gﬂ, j=12...,n.
A, =c' = (61,69,...,6), (3.49)
com ;= —L 1 S (A+1—(1+Aé-)’%> ara j=1,2 n. E
J & d(lJr:yéjQ) Y 7]2 v P J gy Ly ey b Ly
A, =d" = (dy,dy,...,d,), (3.50)
u . A1
onde d; = ?lglOg(].‘i‘ﬁ/é-jQ) (1 — (1 +4&52) ‘V) —%

5'2 A~ N N /\‘ _é o
(1+’;éj2) (fy +1 (1 + 75]2) "), para j =
1.2,....n.

3.6.2 Perturbacao na resposta

Neste caso, sujeitamos a resposta y; a uma perturbacdo da forma y;, = v; + w;sy, em que

w; € IR paratodo?=1,2,...,n e s, éum fator de escala. A exposicdo que faremos nesta

subsecdo segue o mesmo roteiro da anterior e os pressupostos fixados s3o similares.

1. Caso vy = 0. Ao considerarmos o modelo de regresséo linear definido em ([2.89)) e o tipo

de perturbacao descrito anteriormente, a funcdo de log-verossimilhanca perturbada de
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0 =(B",a)", dada uma amostra’y = (y1,...,y,)' de observacdes, é dada por
(0] w) = —nlog2 + Zlog(filwr) - Zfzﬁwr — ZQXP(—&QM), (3.51)
i=1 i=1 i=1

o 2 2

. P . R
onde &1, = 2 cosh (w) Einw, = 2senh (W> ew = (wy,...,wp)"

) C IR". Levando-nos as seguintes derivadas parciais:

3[(9| (.d) . 1 [fjgwr
— st

ij i — &1, (1 — exp(—éﬂwr))] , paraj=1,....n. (3.52)

521(6 1 20, )
Fublw) _ — sy [1 - (5]2 ) — &jow, (1 — exp(=&jou,)) — eXp(_ng)] ’

dB;0w; 4 Ejtwn
(3.53)
comi=0,1,....,.p—1 e 3=1,...,n.
e
20| w) 1 |
“Badw; %Syﬁjlwr[l — exp(—&jow, ) (1 = &ow, )], com j=1,...,n.  (3.54)

Dessa forma, ao perturbarmos a resposta y; conforme o esquema descrito, a matriz

A = (Ay)pr)xn; Aij = % 1 =0,1,...,pe 7 =1,2,...,n , avaliada em
10Wj

0=0cw=w,= (0,0,...,0)T € IR", é dada por A = (AB,AQ)T cujas entradas

sao

AB = XTdiag{mm, mgg, ce ,mon} (355)

. 2 . . ‘
onde 77g; = —3s, ll - (2?:) — &iow, (1 — exp(—E&jow, ) — E, exXP(=Ejow,) |+ T =
1,2,...,n.

A, =25 = (201,202, -, 20n), (3.56)

com 20]' = %Syéjlwr[]- — eXp(—éjng)<1 — éj2wr>]v para j = ]., 2, e,

. CASO 7 # 0. Dada uma amostra y = (y1,...,%,)' de realizacdes do vetor Y =
(Y1,...,Y,)", a funcdo de log-verossimilhanca perturbada de @ = (8", a,7)" corres-

pondente ao esquema de perturbacdo na resposta é
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n

10| w) = _n10g2+210g(&1w7-) —(1+1/9) Zlog(l—f_’ygﬂwr) _Z(1+7§i2wr)_1/’y7
i=1 i=1 i—1
(3.57)
onde &1, = 2 cosh (W) &inw, = 2senh (W) ew = (wy,...,wy)" €

O c R™.

A partir da funcdo de log-verossimilhanca, dada pela equacdo ([3.57)), obtemos

0l(0] w 1 i 1wy — j2wr ]
(|):28yl gjl (1"‘7_(1"’_7@2%«) 1/7)_5]2]7 J=12...,n

Ow; 1+ v o0, Ej2en
(3.58)
(6l w) 1 i 137 1
— = 5,7l — 2= — I 1 — (1 o) 3.59
aﬁiawj 4Syxj [ ]22wr 1+ 7{]}2%‘ ( +7 ( + 75]2 7‘) )+ ( )
gjlw ? -1
+ (1 + R ek M — (1 4+ 9w )], 3.60
) (2] = 2 ) (3.50)
comi=0,1,....p—1ej=1,2,...,n.
HOlw) 1 [ &
- S [ ) (14— (1 : Y 61
80[8&)] 20 Sy 1+ 7§j2wr ( + Y ( + 75]2@17\) ) + (3 6 )
1 f‘lw €'2w 1
—5,(1 I I — (1 9w ) 7 3.62
+5osy(1+7) (H%j%) (vaﬂw) (v = (1 +1&2) "), (362)
paraj=1,...,n. E,
82l(0| O.J) 1 Sjlw 1
_ = T 1 — —log(1 o 3.63
a,yawj 289 1+ 7£j2wr 72 Og( + 75]2 7‘) + ( )
]' g'lw 6‘20,; 1 _ 1
- 1 + JLlwyr J AWy 1 = 1+ o 7
2521( 7) (1 +’y£j2w7‘> (1 +’7€j2wr> < /y( 75]2 r) W)
(3.64)
paraj =1,...,n. Logo, amatriz A = (A;j)pr2)xn; Aij = aQé(e?gwt;)) 1=0,1,...,p+1

ej=1,2,...,n, avaliadaemem 6 = 6 e w = wy, é dada por A = (AIB,AQ,AW)T

cujas entradas sao:

Ag= X Tdiag{ihy, g, . .., 1M}, (3.65)
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onde

1 A2'l é?w o _1

iy = syl — 27 — = —(1+ 9 = (1+Ag20,) 1)+
o4 Eny L2, ’
é 2
j Wy A AL —é .
+(]‘+’7) % (’7_(1+7§]2wr) 7)]7 paraj:17"‘7n‘
1 +7€j2wr
A,=z" = (51,...,%), (3.66)

com

~ 1 §]1w 1
f= sy [ 25— ) (144 = (1446 7H) +
’ 2 <1+7§j2wr) ( ’ ) )

+4 -
]‘ A glwr 52(01" ~ & —;
+%5y(1+ ( ’ ) ( ’ ) ¥ =1+ 0,) ”)7

1+ 7§j2wr 1+ 7§j2wr

Jj=1,2,...,n E, por fim temos

A, =v = (Dy,...,0), (3.67)

onde

~ 1 éjlw ( 1 AL
b, ==s, | —— | [ 1= = log(1+4.,) | +
1T (1 +%j2wr) 7 ’

1 ~ é'lw é‘2w 1 oA 1
— —3 (1+’7) J or J Ir 1_T(1+7€'2wr) 7,
2" (1 + Y20, 1+ 4&j00, v ’

para j =1,2,....n

3.6.3 Perturbacao em uma covariavel

Admitamos que no modelo definido pela equacao figure uma varidvel continua e
a denotemos por x;. Impomos sobre x; uma perturbacao aditiva da forma x;, = z; +
w;iSg, onde t € {0,1,...,p — 1} e s, é um fator de escala, por exemplo o desvio padréo
correspondente as observacBes relativas a varidvel x;, . Em (COOK| [1986)), acentua-se que
pequenas perturbacoes em covariaveis de um modelo de regressao linear podem influenciar
gravemente os resultados de uma andlise inferencial baseada em minimos quadrados quando

a colinearidade entre covaridveis esta presente. Logo, se uma dada covariavel é perturbada e
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constatarmos que ndo ocorrem mudancas inferenciais significativas, entao ha indicios de que
tal covariavel n3o se relaciona, linearmente, com nenhuma das outras que figuram no modelo
postulado. A seguir, obteremos as expressoes que possibilitam o calculo da curvatura normal

neste esquema de perturbacao.

1. Caso~y = 0. Ao impormos uma perturbacdo sobre uma tnica varidvel explicativa continua

conforme o esquema descrito acima, a funcdo de log-verossimilhanca perturbada de

= (B",a)", dada uma amostra y = (y1,...,y,) " de observacdes, é
[(0)| w) =—nlog2+ Zlog(fnwc) — Z&zwc Zexp —&iowe)s (3.68)
i=1 i=1

onde &;1,,, = 2 cosh (Z"X’BBWST> &inw, = 2senh (W) ew = (wy,...,wp) €
QC IR".
Logo,

ol(0| w 1 e .

(6’) = Jﬁt [5]2 — &1 (1 — exp(—fjgwc))] , paraj=1,....,n. (3.69)

wj gjlwc

Se i # t, temos

0200 w) 1 &\’

W = stﬁtxji 1- 5;1% - 5j2wc(1 - eXP(—ngwc)) - ]2‘1% eXP(_fﬂwc) )
(3.70)

comi=0,1,...,p—1 e j=1,...,n. Caso ¢ =t, obtemos

9’10 w)

2
— S4B i [1 - <§]2wc> — &iow, (1 — exp(—Ejow,)) — E, eXD(—Eja.) | +

Eilwe
[ijwc

§j2wc

1
8610% 4
de B g,

comi=0,1,....p—1 e 57=1,...,n.

E,

0%1(0] w 1 .
MOL@) L ot — b~ ) (L~ o)), comj = Ln. (371)
j
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- - _ : _ 20 w) . .
Assim, a matriz A = (Ayj)pr1)xn; Dij = “Hoom, L= 0,1,....,pej=1,2,...,n
, correspondente ao esquema de perturbacdo na covaridvel continua x;, avaliada em

0=0ecw=w,=(0,0,...,00T €R", é A= (Aﬁ, A,)" cujas entradas sdo

Ag = X "diag{&o1, ko2, - - -, Fon} (3.72)

De modo que se i # t, entdo

A 2
1 AN ) A .
fioj = 5P |1 = (3 ) — Ejaw (1 — exp(—=Ejow,)) — £, eXD(—Eja) |+ (3.73)
Jlwe
para 7 =1,2,... n. Por outro lado, se i = ¢, entdo

~ 2

X 1 . Einn . . . .

Roj = 7 safBe |1 = (éj ) — & (1 — exp(—&jawe)) — Erar, €XP(—Eja,) | +
Jlwe

— 18 [?\]2% — éjlwc(]- — eXp(_é]ch))] ’

T
2 J2we

para j =1,2,...,n.

EY
AC“ = TOT = (%017 7/;027 v 77A—0n)7 (374)
com Ty; = _isxéjlwc[l - GXP(_éjch)(l - éjQwC)], para j=1,2,... n.

. CASO v # 0. Dada uma amostra y = (y1,...,¥y,)  de realizacdes do vetor Y =
(Y1,...,Y,)", a funcio de log-verossimilhanca perturbada de @ = (8", a, )" corres-

pondente ao esquema de perturbacdo na covariavel é

n

(0] w) = —nlog2+ Z log(&itw.) — (1+1/7) Z log(1 +v&0.) — Z(l +7€i2wc)71/ﬂ/7
i—1 i—1 i-1
(3.75)
onde &1, = 2 cosh <y_XTﬂg_ﬁtM> &inw, = Z2senh (y_xTﬁQ_Btws””) ew = (wy,...,w,) €

Qc R".

A partir da funcdo de log-verossimilhanca, dada pela equacdo (3.75)), obtemos
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81(9\ w) 1 §j1w -1 5'2w .
= s, e (1 4y — (14, /) — 32w , =1,2,...,n.
o, 5520t | e ¥ = (1 +7&20,) ") o R n
(3.76)

Ademais, se i # t, entdo

2

62l<0| (.U) — 1 Jlwe £j2wc 1
o, N T g T g, T e 3T
gjlwc )2 1
FUEN T ) O 7 (%) )l 3.78

) (2] = (g (378)

comi=0,1,....p—1ej=1,2,...,n. Por outro lado, se i = ¢, entao

2

POl w) 1 2 € R
—_— - 11 — Jiwe J4We 1 1 ' . .
aﬁiawj 48955151:]1[ J22wC 1 + 75]‘2&)(: ( * 7 ( * 75]2‘06) >+ (3 79)
fjlwc )2 1
|7 (= (T Geu) )+ 3.80
) (2] = ) (3.80)
Lo e Ej1we Ry ]

DA N Lty =0+ j 2wWe K ’ 3.81
2" L:jlwc L+ vE 20, ( 7 (1) > (3.81)

comi=0,1,....p—1lej=12...n

U6l w) 1 Eiton B
COadw; g% <1+7£32W> (1+7 = (4 720.) 77 ) + (3.82)
1 gjlwc £j2wc _1
+ %Sxﬁt(l +7) <1 n 7§j2wc> (1 n 7§j2w0> (7 — (1 +7Ej20,) v) ,
(3.83)

paraj=1,...,n. E

azl(0| w> 1 fjlw 1
Now;, 2 i\ + ¥Ej20. o o8l +78j20) | + (3.84)
1 5‘10.1 §’2w. ) ( 1 _1>
~ 5% 1 + v I 1 ——(1 + i 2We Y )
2 Bt( 7) <1 +7§j2wc> (1 +7§j2wc 7( 75]2 )
(3.85)
para j =1,...,n. Logo, a matriz A = (Ayj) pr2)xni Aij = 62;9(0?8|w‘j) 1=0,1,....p+1

ej=1,2,...,n,avaliadaemem @ =0 e w =wy, é

A=(Ag ALA,),
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cujas entradas sao

Ag= X Tdiag{fy, fa, ..., Fn}, (3.86)

De modo que se ¢ # t, entdo

2 £ R
TeeAlL— e S (145 (14 4kt
]2w 1 + ’y§j2wc

+(1+79) (gﬂw) (5 = (1 +420.) )]

1 + ;?ngWc

Porém, se i = ¢, entdo

N R
w 5]'20.) ~ ~AE -1
JoeBill = e — S (145 (14 4d,) )
e 1+ A0, ’

2
~ é- We A~ AR 7%
+(1+79) (Hgg (3 = (1 +AEja0.) 7))+
J2we
N 15 éjch _ éjlwc
27 [ Grwe 1+ 0.

com:=0,1,...,p—1ej=1,2,...,n

(144 = (1 +4&520.)77)

Além disso,

Aa :TT = (7ﬁ1a"'77/:n)7 (387)

com

A 1 A éjlw 1
7= ——=s.0, | (1 (1+4€52..)77 ) +
J 24 (1"’_75]2%) ( 72 )

+4—
sxm ( St )( S ) — (1+420) 7).

1+ 'Vgﬂwp I+ 75]2%

paraj=1,...,n

E, por fim temos

A, =u' = (U,...,0,), (3.88)
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onde

1 4 éjlwr ( 1 &8
;= =s.0 | —15— 1—Alog(1+7§'zwr)>+
’ (1 + %ﬂw,) t ’

L4 N Eite, éjQw- 1 N
— =85, 0:(1+74) JA N — 1 — —(14+A&0,.) 7 ],
2 L+ 92w, ) \ 1+ 920, v !

para j =1,2,....,n.

3.7 APLICACAO

A fim de ilustrar a aplicabilidade da metodologia de influéncia local em detectar observacdes
influentes e o potencial do modelo de regressaio EVBS na modelagem de dados extremos,
consideramos um conjunto de dados meteorolégicos registrados pela Estacdo A-868, Latitude
-26.95083, Longitude -48.76194 e Altitude 9.76 m, localizada em lItajai-Santa Catarina-Brasil.
Os dados foram obtidos junto ao Instituto Nacional de Meteorologia (INMET), no site <https:
//portal.inmet.gov.br>, e exprimem a velocidade maxima mensal do vento (m/s) em termos
da pressdo atmosférica média diaria (mb), correspondente ao dia em que se registrou a rajada
maxima, de julho-2010 até outubro-2020, resultando em uma amostra de tamanho n = 124,
representada na Figura[11] (a). As estatisticas descritivas contidas na Tabela [22| e o Box-plot,
exbido na Figura (11| (b), evidenciam que a distribuicdo da variavel aleatéria velocidade méaxima

mensal do vento é assimétrica positiva.

Tabela 22 — Estatisticas descritivas para velocidade maxima mensal do vento, m/s, registrada pela Estacdo
A-868 em ltajai-SC-Brasil.

n Minimo Mediana Média Maximo Desvio Assimetria Curtose
124 8.20 14.30 14.73 33.90 3.63 1.41 5.01

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Além disso, as Figuras[12](a) e[12](b), que exibem os gréficos das funcdes de autocorrelagdo
amostral e parcial, respectivamente, corroboram com a hipétese de leve dependéncia linear
entre as observacdes. De modo que admitiremos a hipétese de indepéndencia entre os valores
registrados.

Em nossa andlise, postulamos um modelo de regressdao EVBS no qual a variavel resposta,

Y, é o logaritmo natural da velocidade maxima mensal do vento, T, e a variavel explicativa é


https://portal.inmet.gov.br
https://portal.inmet.gov.br

117

Figura 11 — Grafico de dispersdo das velocidades maximas mensais do vento registradas na estac3o ltajai-SC
em (a) e o respectivo Box-plot em (b).
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Figura 12 — Gréficos das funcdes de autocorrelacdo amostral em (a) e autocorrelacdo parcial em (b) das
velocidades maximas mensais do vento registradas na estacdo ltajai-SC.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

a pressao atmosférica média diaria, X. Mais precisamente, admitimos o modelo
Y =log(Ti) = Bo + frwi + &, i=1,...,124, (3.89)

em que ¢; = log(d;) ~ log-EVBS(, 0,). Ao realizarmos um ajuste preliminar, obtivemos as
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estimativas de MV para os parametros, acompanhas do erro-padrdo do EMV e o nivel descritivo
(p-valor), exibidos na Tabela . Destaquemos que o coeficiente associado a variavel explicativa
é significativo ao nivel nominal de 5%.

Tabela 23 — Estimativa de MV dos parametros do modelo acompanhada dos respectivos erro padrdo e nivel
descritivo dos coeficientes da regressdo.

Bo B a 4
emv 25.5148 | —0.0227 | 0.1857 | —0.1551

se 3.3338 | 0.0033 | 0.0127 | 0.0472
p-valor | 0.0000 | 0.0000

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

No que tange a adequacio do modelo de regressdo EVBS aos dados sob anilise, investi-
gamos o comportamento do residuo quantilico aleatorizado, que segundo (LEIVA et al.,, 2016))
mostra-se eficaz para essa finalidade. A Figura [13| (a) exibe o grafico normal de probabilida-
des com envelope para o residuo quantilico, sugerindo que n3o ha indicios que nos leve ao
afastamento da hipétese de que a resposta segue uma distribuicdo log-EVBS. Além disso, ao
realizarmos os testes Shapiro-Wilk e Kolmogorov-Smirnov sobre os residuos, ilustrados na
(b), obtivemos os p-valores 0.3021 e 0.4525, respectivamente. Logo, decidimos pela n3o rejei-
cdo da hipétese de normalidade dos residuos quantilicos, ratificando a adequacao do modelo
de regressdao EVBS aos dados sob estudo.

Com o objetivo de conduzirmos uma anélise de influéncia local e, consequentemente,
identificarmos observacoes que sao influentes, perturbamos o modelo segundo o esquema de
ponderacdo de casos. Sob este esquema de perturbacdo, os autovalores normalizados sdo
0.69678, 0.49511, 0.44547 e 0.26630, representados na Figura[14{(a). Logo, constatamos que
associado ao maior autovalor tem-se um o autovetor 7-influente, indicando a direcdo na qual
a curvatura conforme é maxima.

Ao fazermos uso da equacao , obtemos a contribuicao agregada dos vetores basicos
de perturbacdo para o autovetor 7-influente, ou seja, a contribuicdo de cada direcdo candnica
ao valor maximo da curvatura, isso ¢ ilustrado na Figura (b). Além disso, se usarmos
blg = 7) = 15;(0.69678) = 0.0056 na constru¢do de um valor de referéncia, como sugere
(POON; POON, 2010), para julgarmos a contribuicdo agregada de cada direcdo candnica de
perturbacdo, classificamos as observacdes correspondentes aos nimeros 82 e 108 como sendo

potencialmente influentes, conforme descreve a Figura [14] (b).

Agora, com o objetivo de verificar o impacto que as observacées correspondentes aos nu-
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Figura 13 — Gréfico normal de probabilidades, com envelope, para o residuo quantilico em (a) e os residuos
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Figura 14 — Autovalores normalizados em (a); Contribuicdo agregada dos vetores basicos de perturbacdo em
(b), sob ponderac3o de casos
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meros 82 e 108 exercem sobre as estimativas dos parametros, reajustamos o modelo, excluindo

individualmente cada uma delas. Na Tabela |24} a seguir, constam as novas estimativas de MV,

a respectiva taxa de variacdo da grandeza, em porcentagem, denotada por Iy, e definida por
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0. N A .
Ry, = 9(‘%1 J) -100, em que 0, denota a estimativa de 0; obtida ap6s exclusdo da i-ésima
J

observacdo, e o nivel descritivo (p-valor) associado aos coeficientes da regress3o.

Tabela 24 — Estimativa de MV dos pardmetros do modelo, taxa de variacdo, em porcentagem, e nivel descritivo
associado aos coeficientes da regressdo.

Observacao
excluida By B é 4
emv | 24.6878 -0.0219 0.1861 -0.2694
822 Ry, -3.24% +3.64% +0.25% -73.67%

J

p-valor | 0.0000  0.0000 — —
emv | 24.0750 -0.0213 0.1822 -0.1458
1082 Ry, -5.64% +6.29% -1.89% +6.00%

J

p-valor | 0.0000  0.0000 — —
Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Como ja era esperado, a exclusdo da 822 observacdo, considerada potencialmente influente,
sob o esquema de ponderacdo de casos, acarreta uma taxa de variacdo expressiva nas esti-
mativas de alguns dos parametros quando comparadas com aquelas obtidas no ajuste inicial e
exibidas na Tabela[23] Particularmente, os resultados apresentados na Tabela [24] revelam que
a exclusio da 822 observacio causa uma variacdo de —73.67% na estimativa de ~y, pardmetro
que regular comportamento da cauda da distribuicao. Porém, tal exclusdo implica em uma
taxa de variacdo inexpressiva na estimativa de « e dos coeficientes da regressao, (3, e 31, sem
alterar a significancia do coeficiente associado a variavel explicativa. Por outro lado, a exclusao
da 108? observacdo, considerada influente, ndo causa variagcdo expressiva em nenhum dos pa-
rametros do modelo de regressdo, atendendo as expectativas. Ao investigarmos caracteristicas
associadas a 822 observacdo constatamos que se trata de um dado registrado em 26 abril de
2017 onde o vento atingiu a velocidade maxima 33.9 m/s, aproximadamente 122 km/h, e a
pressdo atmosférica média diaria foi de 1004.33 mb, classificado como sendo uma dia de baixa
pressao.

Apos a analise de influéncia local combinada com a investigacao do comportamento do
residuo quantilico, conclui-se pela adequacdo do modelo de regressdo postulado, dado pela
equacao , para explicar a velocidade maxima mensal do vento em termos da covariavel
pressao atmosférica na cidade de Itajai-Santa Catarina-Brasil. Em outros termos, decidimos

pela adequacdo do modelo de regressdo EVBS dado por
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em que a estimativa de méaxima verossimilhanca de cada um dos parametros e seu res-
pectivo erro-padrao, entre paréntesis, sao Bo = 25.5148(3.3338), Bl = —0.0227(0.0033),
& = 0.1857(0.0127) e 4 = —0.1551(0.0472), resultando em um modelo de predicdo para
velocidade maxima mensal do vendo (7°) em funcdo da pressdo atmosférica média diaria (X)

dado por T' = exp(25.5148 — 0.0227x).
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4 PERTURBACOES APROPRIADAS SOBRE O MODELO DE REGRESSAO
EVBS

41 INTRODUCAO

Em (ZHU et al.,, |2007) destaca-se a necessidade de uma abordagem rigorosa para solu-
cionar dois problemas relativos a metodologia de influéncia local: a selecdo de uma forma
apropriada de perturbacdo e o desenvolvimento de novas medidas de influéncia associadas a
funcoes objetivo cujo gradiente é ndo-nulo. Para tanto, os autores associaram uma estrutura
geométrica-diferencial ao modelo perturbado, recorrendo aos conceitos e resultados da Geo-
metria Estatistica da Informacdo, presentes em (AMARI, 1985)) e (MURRAY; RICE, |1993). Isso
resultou na nocdo de variedade estatistica de perturbacdo e na identificacao de que certas
caracteristicas associadas a esse objeto geométrico contém informacdes sobre como identificar
uma forma apropriada de perturbacao sobre o modelo postulado.

Neste capitulo mostramos que os esquemas de perturbacdes considerados no Capitulo [3]
Secao , sdo formas apropriadas de perturbacdo sobre o modelo de regressdo EVBS (caso
regular), segundo os critérios estabelecidos por (ZHU et al., 2007)). Nas Secdes (4.2 e |4.3| discur-
samos acerca do conceito de variedade estatistica de pertubacdo e das medidas de influéncia
de primeira e segunda ordem. Na Sec3o [4.4] constatamos que certos esquemas de perturbac3o,
usualmente empregados sobre o modelo de regressdo normal linear, sdo apropriados tanto para
o modelo de regressdo BS, estabelecido por (RIECK; NEDELMAN, |1991)), quanto para o modelo
de regressdo EVBS (y = 0), definido por (LEIVA et al, [2016). Para atingir esta finalidade, mos-
tramos que a matriz de informac3o esperada associada a variedade estatistica de perturbacao
atende aos critérios fixados por (ZHU et al., |2007)). Restringimos nosso estudo ao caso em que
v =0, isso é imperativo porque o arcabouco estabelecido por (ZHU et al., 2007)) supde que as
distribuicGes que compdoem a variedade estatistica de perturbacdo possuem suporte comum,
ndo dependendo de parametros do modelo. Esse memsmo pressuposto também é admitido na
estrutura geométrica-diferencial desenvolvida por (AMARI, 1985)). Por fim, na Subsec3o m
analisamos um conjunto de dados de temperaturas maximas anuais registrados na estacao
meteoroldgica Recife-Curado com o propésito de ilustrar a aplicabilidade da metodologia de

influéncia local em detectar observacées influentes.
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4.2 VARIEDADE ESTATISTICA DE PERTURBACAO

Seja p(Y1]0) a fdp conjunta de um vetor aleatério Y = (V7,...,Y,)", indexada por um
vetor de pardmetros desconhecidos 8 = (6y,...,6,)" € © , onde © é um conjunto aberto
em IRY. Paralelamente, seja w = (wy,...,w,)’ um vetor de perturbacio pertencente a um
aberto () C IRP.

No Capitulo , discursamos sobre a metodologia de influéncia local desenvolvida por (COOK|,
1986)) e vimos que a mesma baseia-se na curvatura da superficie grafico de influéncia definida
por

p(w) = (w', fw))", (4.1)
onde f: Q —— IR é a funcdo afastamento pela verossimilhanca definida em ({3.1)).

Dados um ponto wqg € €2 C IR? e um vetor nao-nulo h € IRP, consideremos o caminho
w:(—¢e,e) — Q, w(t) = wy + th. Consequentemente, a curva, ¢(w(t)), projetada sobre o
grafico de influéncia é tal que o vetor tangente e o vetor normal a superficie no ponto wy sao,

respectivamente, dados pelas transformacoes

I I

~1/2
’ e (1+viv) LT |
T T
Vi Vy
onde o gradiente V; = (%) é calculado em wy e I, denota a matriz identidade de ordem

p. Logo, as curvaturas normal, Cy,, e conforme, By, em wy e na direcdo do vetor ndo-nulo h

sao dadas, respectivamente, por

1 h"H/h
Ch = : 4.2
b (14+ViV)Y2h(I, + V;V})h (42)
e
1 h"H/h
By = : (4.3)
| hT(L, + V;V})h
onde H; denota a matriz Hessiana de f calculada em wy e || - || a norma definida por

[H ) = \for(FE).

Sabe-se que os valores maximos da curvaturas, Cy, e By, e a correspondente direcdo sao
instrumentos para avaliar o efeito da perturbacdo w(t) = wy + th sobre o modelo estatistico
postulado. Além disso, no caso em que V; # 0 tanto Y}, quanto By ndo sdo invariantes por

escala, no sentido de que os graficos de influéncia das funcdes objetivo f e kf tem curvaturas
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distintas, podendo-nos levar a conclusdes ambiguas quando k varia, segundo destaca (ZHU et
al., 2007)), reportando-se a (FUNG; KWAN, |1997)).

Dado um vetor de perturbacdo w, denota-se por p(Y |0, w) a fdp correspondente ao modelo
perturbado. A fim de avaliar a influéncia local da perturbacdo w sobre o modelo postulado,
interessa-nos o comportamento de p(Y|0,w), vista como uma funcdo de w, em torno do
ponto de n3o-perturbac3o, representado por wy. A partir daqui, assume-se que p(Y|0,w)
cumpre as quatro condicdes fixadas por (AMARI, 1985)). Em (ZHU et al.,, 2007)), considera-se
que o modelo perturbado M = {p(Y|0,w);w € Q} pode ser visto como uma variedade
diferenciavel p-dimensional.

Seja TLS) o espaco tangente a variedade M em w que é gerado pelas p fun¢des 0;¢(w|Y, 0) =
log(p(Y]0,w)),i=1,...,p. Paraqualquer vetorh = >-¥_, hie; € IRP, tem-se a 1-representacio

de h em T, dada por h(Y) =Y, h'0;{(w]Y, ), onde §; = 2-. Com o propésito de men-

surar a contribuicdo que as componentes do vetor w introduzem ao perturbar o modelo, (ZHU

et al, 2007)) definem o seguinte produto interno:

onde [F, denota a esperanca tomada com respeito a p(Y|@,w). Dessa forma, G(w) =
(9ij(w))pxp € uma matriz de informacédo esperada de Fisher com respeito ao vetor de pertur-
bacdo w, de modo que os elementos de G(w) mensuram a quantidade de perturbacdo que as
componentes do vetor w introduzem sobre o modelo. Particularmente, g;;(w), por se sé, indica
a quantidade de perturbacao introduzida pela i-ésima componente de w. J4 os elementos fora
da diagonal representam a associacdo entre diferentes componentes de w. Sugere-se o uso da
grandeza r;; = — para medir o grau de associacao linear entre as componentes ¢ e
v/ 9:ii(W)g;; (W)

j do vetor w. Assim, se G(w) é uma matriz diagonal, entdo as componentes do vetor w sdo
ortogonais. Por outro lado, se G(w) n3o é positiva definida para algum esquema de perturba-
cdo, entdo os p operadores 0; nao sdo linearmente independentes, indicando redundancia em
algumas componentes do vetor w.

Segundo (ZHU et al., [2007)), uma forma de perturbacdo apropriada para um modelo esta-

tistico postulado deve satisfazer duas condicdes:

i) A matriz G(w) deve ser positiva definida em uma vizinhanca do vetor de ndo-perturbacido

Wo,
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i) Os elementos fora da diagonal principal de G(w), avaliada em w,, devem ser t3o pe-

quenos quanto possivel.

Nestes termos, a condic&o (i) é colocada para evitar redundéncia nas componentes do vetor
w. Ja a (ii) é fixada para que se possa localizar a causa potencial de uma grande instabilidade
nos resultados inferenciais. Se componentes distintas de w tem alto grau de associacdo, entdo
é dificil inferir se a instabilidade é causada por uma (nica componente de w ou por varias,
exigindo-se que G(wy) seja uma matriz diagonal. Porém, (ZHU et al,, [2007) acentuam que

sempre podemos escolher uma nova perturbacdo, w, definida por
@ = wo + ¢ VG (wo)]V*(w — wp) (4.5)

de modo que G(@), avaliada em wy, é igual a cI,,, com ¢ > 0. Dessa forma, e sem perda de
generalidade, assumem que uma perturbacdo apropriada w satisfaz G(wy) = cI,,. Entretanto,
alertam que nem sempre é possivel encontrar uma forma de perturbacdo w tal G(w) = I,
para todo w € ().

A partir deste ponto, associa-se algumas quantidades geométricas ao modelo perturbado
M. Primeiro, interessa-nos calcular a norma de vetores tangentes e o comprimento de curvas

contidas em M. Se h € T, entdo

|h[|> = (h,h) = > AW g;j(w) = h' G(w)h. (4.6)
0,
Além disso, se w : [ —> M, w(t) = (wi(t),...,w,(t)) é uma curva diferencidvel em M,

ligando os pontos w! = w(t;) e w? = w(ty), entdo o comprimento de w'! a w? ao longo da

curva, denotado por S(w', w?), é dado por

S(whw?) = /t:62 J%giﬁ(w(mwdﬁ;w dt. (4.7)

Agora, expressemos as definicoes de tensor simétrico, T, e de uma familia de conexdes

afins, I'“ para algum a € IR, dadas, respectivamente, por

Tju(w) = I [0,6(w]Y, 0)9;((w]Y, 0)0,L(w]|Y, 0) (4.8)

e = E[0,0;{(w]Y,0)0:L(w]Y,0)] + 0.5(1 — )T (w). (4.9)

Mostra-se que

CT(w,) (4.10)

() = T(w) — 5

ijk ijk
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onde I');;. (w) é o simbolo de Christoffel para a conexdo Levi-Civita do tensor métrico e

T00(0) = 5 [00(0) + y00(0) — Drgis ()] (411)

O arcabougo geométrico-diferencial exposto acima deram suporte para que (ZHU et al,|
2007)) estabelecessem as seguintes definicdes:

Definicdo. Uma variedade estatistica de pertubacdo, (M, G(w), T(w)), é uma variedade
diferenciavel M munida de uma métrica G(w) e um 3-tensor covariante T'(w).

Definicdo. Uma curva w : [ — M suave em (M, G(w), T(w)) é dita a-geodésica com

respeito a conexado afim ka( w) se a mesma satisfaz a seguinte equacio:

d*w is( ra dw;(t) dwy(t)
dt2 + Z jks(w(t)> dt C];t — 0, (412)

8,9,k

onde ¢g**(w) é o elemento (i, s) da matriz (G(w))™'.

4.3 MEDIDAS DE INFLUENCIAS E SUAS PROPRIEDADES

Sejam f : Q C IRP — IR a func3do objetivo usada na andlise de influéncia, por exemplo
a afastamento pela verossimilhanca, e w(t) uma curva suave em M tal que w(0) = wy
dw(t)|t —o = h € Ty,. Logo, f(w(t)) é uma funcdo de w(t) definida na variedade de
perturbacdo M. A partir de uma expansao em série de Taylor em torno do ponto t = 0,

obtém-se
Fl@(t) = F(0) + Fual0)t + 5 Fu(0)F + (), (413)

onde a primeira e a segunda derivadas de f(w(t)) em t = 0 s3o dadas, respectivamente, por:

h =V/h (4.14)

0-L %

d*w(0)
dt?

fu(0)=h"TH/h+ V] (4.15)

Consequentemente, se V; # 0, entdo o termo de primeira ordem fh(O) carrega caracteristica
da influéncia do vetor de perturbacdo w sobre o modelo. Por outro lado, se V; = 0, segue
que as equacoes e se reduzem a 0 e hTHfh, respectivamente. Logo, neste
altimo caso, devemos usar exclusivamente o termo de segunda ordem, fh(O) para avaliar o

comportamento local da funcdo objetivo.
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A questao de como avaliar a influéncia local de pequenas perturbacdes sobre o modelo
quando V; # 0 é solucionada por (ZHU et al., 2007) mediante o uso da grandeza denominada
medida de influéncia de primeira-ordem na direcao do vetor h € Ty, definida por

T T

F'[fvh = FIf(wo)vh = hTGh ’

(4.16)
onde G = G(wy).

Teorema 4.1 (ZHU et al), (2007) A medida de influéncia de primeira ordem, F'I, possui as

seguintes propriedades:

(i)

(4.17)

(i) Se ¢ é um difeomorfismo de w, entdo F'I;}, é invariante com respeito a reparametrizagdo

dada por ¢. Além disso, a igualdade FIy;y, = k*F1;y, é valida para todo k.

O teorema acima relaciona a medida F'I;;, com a primeira derivada da funcdo f(w), dando
uma interpretacao geométrica a medida. Além disso, mesmo que w nao seja uma perturbacao
apropriada, podemos usar G para obtermos uma perturbaciao apropriada, w, dada por pela
equacgo (4.5), que resulta em

h'G 2V ViG™/*h
F[f(w),h’w:wO = hTh . (418)

A abordagem em que se considera as informacdes contidas em fh(O) para se conduzir a
anélise de influéncia local, mesmo quando V; # 0, é denominada abordagem de segunda
ordem. A fim de que fh(()) possua as propriedades geométricas convenientes para o desenvol-
vimento da metodologia, supde-se que w(t) é a 0-geodésica associada a conexdo Levi-Civita

do tensor métrico, isso acarreta que w(t) estd bem definida em um intervalo real contendo

dw(t)
dt

a origem, w(t) = wq e = h € T,,. Consequentemente, usando expansdo de Taylor,

segue que

fw(t) = f(wo) +tV;h+ ;tthf{?h + o(t?), (4.19)

onde H} = ﬁ?f(wo) e o termo (7,7) de ICI?C(W) é dado por

(Hﬂw))( = 9:0;f(w ng” Yo (w)0, f (w). (4.20)
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A matriz I:I‘}(w) é denominada Hessiana covariante de f(w). Dado que I');,(w) é simé-
trica com respeito aos indices ¢ e j, segue que ICI(}(w) é simétrica. Além disso, se ¢ é um
difeomorfismo de w com matriz Jacobiana ® = dw/0¢, entdo IIIS)W)) = @Tﬂ?(w)@.

Definicao. A medida de influéncia de segunda ordem, S1, na direcdo do vetor h € Ti,,

é definida como 3
_ hTH?h
~ hTGh’

De modo que a medida de influéncia de segunda ordem padronizada, SS1, na direcdo do vetor

Sfﬁh = S]f(wo),h (4.21)

h € Ty, é dada por

1 hTﬁgh

_ _ . 4.22
IG-'HY[| hTGh (4.22)

SSIth - Slf(wo)il

Teorema 4.2 (ZHU et al, |2007) . As medidas de influéncia de segunda ordem SI e SSI
detém das seguintes propriedades:
)
2[f(w(t)) — f(w(0)) — tV ;]
[S(w(0), w(t))]?

i) Se ¢ é um difeomorfismo de w, entdo STrwo)n € SSIfw,y)n Sdo invariantes com

Slpn = lim (4.23)

respeito a reparametrizacdo dada por ¢ em wy. Além disso,
S]kf(w),h = kS[f(w)yh € SSka(w)yh = SS[f(w)yh
para qualquer k£ # 0 e w € ().

iii) Se {(\j,u;),i =1,...,p} é o conjunto de pares formados pelos autovalores e os cor-

respondentes autovetores de HY, ent3o para qualquer direcio h, tem-se

Ai

V=1 A

O teorema acima tem duas implicacGes imediatas. Primeiro, se w é uma perturbac3o apropriada

S.[f,ui = )\i7 SS]f,ul = = 5\1 e 0 S SS.[ﬁh S 1

e Vy=0,entdo SIyy = Cp e SSIyy = By. Segundo, mesmo quando V; # 0, as medidas
STfw)n € SSIpw)n sdo invariantes por difiomorfismos sobre w.

Assim, a conducdo de uma anélise de influéncia local, incorporando os aperfeicoamen-
tos obtidos por (ZHU et al., 2007, deve ser implementada mediante o desenvolvimento dos

seguintes passos:

1°) Escolha um esquema de perturbacdo tal que [p(Y|0,w) dY =1,
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2°) Dado o modelo perturbado , p(Y|0,w), calcule as quantidades geométricas g;;(w),

Tiju(w) e I'g;(w) correspondentes a variedade estatistica de perturbacao;

39) Verifique se o esquema de perturbacdo é apropriado, ou seja, se G(wy) = cI,. Em

caso afirmativo, prossegue-se com o passo seguinte. Caso contrario, encontre um novo

esquema de perturbacdo e volte ao 22 passo;

4°) Escolha uma fungdo objetivo f(w). Se V§ = 0, entdo use SI e SSI para avaliar a
influéncia local de pequenas perturbacdes sobre o modelo. Porém, se V; # 0, entdo

use, conjuntamente, as medidas F'I, ST e SS1I.

4.4 FORMAS APROPRIADAS DE PERTURBACAO.

Ao longo desta secdo, mostraremos que certos esquemas usuais de perturbacdo emprega-
dos sobre o modelo de regressao normal linear se revelam apropriados tanto para o modelo
de regressdo BS quanto para o modelo de regressio EVBS (v = 0). Para atingir tal obje-
tivo, justificaremos que a matriz de informacao esperada associada a variedade estatistica de

perturbacdo atende aos critérios estabelecidos por (ZHU et al., 2007)).

4.4.1 Modelo de regressdao normal linear.

Exemplo 1. Ponderacdo de casos. Consideremos o modelo de regressao normal linear no

qual cada componente do vetor de respostas Y = (y1,4a,...,y,)  é tal que
p
yi= wybjtei=x{B+e, i=1..n, (4.24)
j=1

onde as componentes ¢; do vetor de erros € s3o varidveis aleatérias independentes e identi-
camente distribuidas a varidvel aleatéria normal com média zero e variancia o%. Em notacio
matricial,

Y =XB+¢; e~ Ny0,0°L) (4.25)

onde x; = (i1, ..., %ip) » X = (Tij)nxp, B = (B1,-.-,5,)" eI, denota a matriz identidade
de ordem p. No caso em que o pardmetro o é conhecido, dada uma amostra de observacdes
y = (Y1,---,Yn)" e um vetor de perturbacio w = (wy,...,w,)", a funcio densidade conjunta

do modelo perturbado é dada por

pviBw) = e {u (~50) (5 =x18) ] latsB) . (429

202
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2
onde ¢;(w;; B) = [exp {wi (—#) (yl- — X;B) } dy; para todo ¢ =1,...,n. Dai, segue que
a log-verossimilhanca perturbada é

Hesly, B) = logp(y1B.) = > (= sl =X B) + Y lowleec B (427)

=1

levando-nos a obter a seguinte derivada parcial:

(wly,B) 1
S P e (e — % B)? — O logler(wi; B)], k=1,2,....n. (4.28)
Isso acarreta que a matriz G(w), cujos termos sdo dados pela equacdo (4.4)), terd entradas
(1,7) dadas por

gii(w) = I ([ 1 (yi — %) B) — O, logci(wi;ﬂ)} [_12(% — XJ'Tﬁ)Q —0; 1ogcj(wj;ﬂ)]> .

_ﬁ 20

(4.29)
Neste ponto, ao usarmos as propriedades da funcdo c;(w;, 3), contidas no Teorema 3 que
figura em (ZHU et al, [2007)), e as caracteristica das componentes do vetor de erros € segue
que se i # j, entdo g;;(w) = 0; por outro lado se i = j, entdo g;(w) = ﬁVar[(yi —
x;B)%] = 20" = 5. Logo, G(w) = 11, e, portanto, tal forma de perturbaco revela-se
apropriada, segundo os critérios estabelecidos por (ZHU et al., 2007). Além disso, uma vez que
a funcio afastamento pela verossimilhanca possui um minimo local em wy = (1,1,..,1)7, isto
é V¢|w=w, = 0, segue do Teorema que a analise de influéncia local usando a curvatura
conforme, exemplificada em (POON; POON, [1999)), e aquela por meio da medida de influéncia
de segunda ordem padronizada, S'SI, s3o numericamente equivalentes, levando-nos as mesmas

conclusGes no que tange a identificacao de observacées influentes.
Exemplo 2. Perturbacdo em uma variavel explicativa. Suponhamos que no modelo definido
pela equacao figure uma variavel continua e a denotemos por x;. Impomos sobre x; uma
perturbacido aditiva da forma zy, = x; +w;s,, onde t € {1,...,p} e s, é um fator de escala

T

associado a variavel x;. Dada uma amostra y = (y1,...,¥,) e um vetor de perturbacdo

w = (wy,...,w,)", a funcdo de log-verossimilhanca perturbada é

t(wly, B) =~ log(2r) — 2 log(0®) = > 5t (w—x/ B~ fass)’ . (430)
i=1

Consequentemente,

Ol(wly,B) _

1
Owy, _g(ﬁtsx)(yk - Xl—lg—ﬁ - 6twk5x)a k=1,.,n. (4'31)

Logo,

gij(w) = ( Bt z( — Brwisg) (g5 — Btszm)) ,com i,j=1,..n, (4.32)
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onde ¢; denota a i-ésima componente do vetor de erros & presente em (4.24)). Ou seja,
1 1 o
gii(w) = peies 252 (0 + Biwis?) e gij(w) = i — ( Hstow;), se i # j. (4.33)

Observemos que quando perturbamos uma unica varidvel explicativa, o vetor de nao-
perturbacdo é wy = 0. Logo, g;i(wo) = 572 e gij(wo) = 0 quando i # j, assegurando-nos
que G(wy) = clL,, com ¢ > 0. Portanto, o esquema em que se perturba uma lnica covariavel

no modelo de regressao normal linear é apropriado.

4.4.2 Modelo de regressao log-Birnbaum-Saunders

Exemplo 1. Ponderacao de casos. Consideremos o modelo de regressdo log-BS, definido
na Secdo [2.26, no qual as componentes do vetor de respostas Y = (y1,%s,...%,)  sdo tais
que

yi=xBtvi=mn+uv, i=1,...n, (4.34)

onde os erros V;S sao variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas tais que
v; ~ SN(a,0,2) para todo i = 1,2,...,n. Nesse caso, a funcdo densidade de probabilidade

y; € dada por

p(yis o, B) =

% 1 2 i 1
cosh (y 5 1 ) exp {—Oﬂsenh2 (?Jzﬁ)] : (4.35)

com y; € IR e n; = x;' B. Consequentemente,

le, (4.36)

U(yi; o, B) = log p(ys; o, B) = —;log (87) +log(&in) — 5

onde &1 = £ cosh (—") e o= fsenh ( )

Sob o esquema de ponderacdo de casos, a fdp conjunta do modelo perturbado é dada por
Y|9 w H €Xp {wz yza )} : [Ci(wi; 0)]71 ) (4-37)

onde @ = (o, B7)7 e ci(w;;0) = [exp {wil(y;;0)} dy; para todo i = 1,...,n. Dai, segue

que a log-verossimilhanca perturbada é

l(wly, ) Zwl{ —log (87) + log(&;1) — } Zlog ¢i(wi; 9)], (4.38)

Logo,

oH(wly,8)

1 1
5 IOg <8ﬂ-) + log(gkl) - 75132 - ak log Ck(wka 0)7 k= 17 27 sy (439)
8wk 2 2
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Neste ponto observemos que, sob o esquema de ponderacao de casos,

lwly,0) Z{wz yi; ) — log c;(w;; 0)} . (4.40)
Logo,
]E(ai lwly, )) E[l(yy; 0)] — Ok log c(wy; 9). (4.41)

Se o modelo associado a variavel y;, é tal que as quatro suposicdes presentes em (AMARI,

1985) estdo satisfeitas, implicando em IE (0 l(wly,0)) = 0, entdo
E(l(yg; 0)) = Ok log cx(wy; ), paratodo k=1,2,...,n. (4.42)
Dai, se 7 # j, entdo a hip6tese de independéncia entre as varidveis aleatérias y; e y; acarreta

gij(w> = IE(0:l(y;;0)) - E(ajg(yﬁ 8)) = 0. (4.43)

Por outro lado, se i = j, entdo

gii(w) = I [(¢(ys; 0) — Dlog c;(wi; 0))°] = E[(£(y:; 8) — E(L(y:; 8))] = Var(£(y:; 6))

(4.44)
Logo, usando a equacdo ({4.36]), obtemos
1 1, 1,
gis(w) = Var (-2 log(8) + log(£) — 25i2> — Var (1og(§ﬂ) - 2@) . (4.45)

Por meio da identidade &4 = &3 + (4/a?), temos
1,1 4 ,
giw) = Var (2 log(€4) — 54 ) = Var (log (5 +€4) &) (449)

Neste ponto, destaquemos que a varivel aleatéria Z; = & = 2senh (W) é tal que
Z; = &o ~ N(0,1) para todo ¢ = 1,...,n. De fato, dado que y; ~ SN(«, 7n;,2), as funcdes

de distribuicdo das varidveis Z; e y; sao tais que

Fy.(z) = F, (m + 2arcsenh (O;Z)) : (4.47)
Logo, usando da equacido ([4.35)), constatamos que a fdp da variavel Z; é

fz,(z) = \/12—7TGXP <—;22> , z€lR. (4.48)

Consequentemente, a variancia dada pela equacdo (4.46) é a mesma para todo i =

,...,n. Isso implica que ao impormos sobre o modelo de regressdo log-BS classico uma
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perturbacdo na forma de ponderacdo de casos, concluimos que g;;(wg) assume o mesmo valor
para todo i = 1,...,n, sendo funcdo apenas de «, e quando i # j tem-se g;;(wo) = 0.
Portanto, G(w) = cI,, com ¢ > 0, assegurando-nos que a ponderacdo de casos é uma forma
apropriada de perturbacdo sobre o modelo de regressdo log-BS.

Exemplo 2. Perturbacdo na variadvel resposta. Mais uma vez, consideremos o modelo de
regressao log-BS, definido na Secdo [2.26] e sujeitemos a resposta y; a uma perturbacdo da
forma vy, = y; +w;sy, em que w; € IR paratodo i =1,2,...,n e s, é um fator de escala.
Dada uma amostray = (y1,...,¥,) ' € um vetor de perturbacio w = (wy,...,w,)", a funcio
de log-verossimilhanca perturbada é

g(‘*’b’? 0) =5 log 87T + Z log gzlwl Z 57,20)27 (449)

i=1

T B, T Baws
onde &1,1 = 2 cosh (y’?w’sy e &iow1 = 2senh % . Consequentemente,

Owy, Eklwl

o (wly,B) _ Sy (szwl B §k2w1€k1w1> ‘ (4.50)

No caso em que 7 = j, as entradas na G s3o dadas por

1 13 2
gii(w) = *SzE [ 2 €i2w1€i1w1] . (4.51)
4 filwl
Dado que cosh?(z) = 1 + senh?(z), segue a relagdo &2, = = + £5,,,. Dai, obtemos
2 ot
g'L’L( ) ZSyE _i_i - 25@2&;1 + 5120.)1 + 5120.11 (452)
12wl

Usando a férmula de adicdo senh(z; + z9) = senh(z;) cosh(zy) 4 cosh(z1)senh(zs), segue que

4 A .
En = o2 [Selflh2 (yl 5 nl) cosh? (w2 ) + cosh? ( 5 nl) senh? (a)128y> +
+ 2senh (y,—m) cosh (yi — m) cosh <Wi3y> <ol (wisyﬂ |

Sob o esquema de perturbac3o na resposta tem-se wy = (0,0..,0)". Logo,

B, A p (senh2 ( ; ")) _ E(&) = B(Z) =1, (4.53)

)’w:wO o o
pois, &2 = (2/a)senh((y; —n:)/2) ~ N(0,1). De modo analogo, usando o Bindmio de Newton

e as relacoes entre as funcoes hiperbélicas, constatamos que

B, - iﬁE <senh4 (y N ")) — E(€Y) = E(ZY) = 3. (4.54)

)’w_wo
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Portanto,
2

1 : 4
gii(wo) = 7 s llE <(4/a2)2+ 5222) 14—

Observemos que os momentos centrais E(§-22w1)|‘,.,:w0 ndo dependem dos valores asso-

> 0. (4.55)

ciados a i-ésima observacdo. Logo, g;i(wp) assume o mesmo valor para todo i = 1,2,...,n.
Por outro lado, a hipétese de independéncia entre as varidveis y; e y;, para i # j, resulta que
gij(w) = 0. Portanto, G(wq) = cI, com ¢ > 0, ou seja, a perturbagdo na varidvel resposta,

conforme descrita acima, é adequada para o modelo de regressao BS.

4.4.3 Modelo de regressao EVBS

Exemplo 1. Ponderacdo de casos. Consideremos o modelo de regressdo EVBS, definido
na Secdo , no qual as componentes do vetor de respostas Y = (yl, Y2y o ,yn)T sao tais
que

yi=x,B+ei=mnte, i=1..n, (4.56)
onde os erros ¢/, sao variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas tais que
g; ~ log-EVBS(a, 0, ) para todo i = 1,2,...,n. No caso particular em que v = 0, tem-se
que y; ~ log-EVBS(«, n;) para cada i = 1,...,n. Logo, a funcdo densidade de probabilidade
y; € dada por

1 i — i 2 i 2 =
p(yi; a,m;) = — cosh (y L ) exp {—senh (y 4 ) — exp (—senh (y L ))] )
«Q 2 « 2 8% 2

onde y; € Ren =x; B.

Sob o esquema de ponderacdo, a funcdo de densidade conjunta do modelo perturbado é

dada por
(v|0,w) Hexp {wil(y;0)} - [ci(wi;e)]_l, (4.58)

onde 0 = (a,ﬂT)T, (y;,0) = logp(yi;H) e ¢i(w;;0) = [exp{wil(y;;0)} dy; para todo

1 =1,...,n. Dai, segue que a log-verossimilhanca perturbada é

{(wly,0) = S {los(1/2) + logln) — & — exp(—€a)} - ilog[cxwi; o). (459)

i=1
onde &;; = %cosh (%) e o= fsenh (yl 7’1) para i = 1,2, ..,n. Consequentemente,

o (wly, B)

Bor =log(1/2) + log (&k1) — &k — exp(—&ka) — Ok log e (wi, 0), k=1,2,... n.

(4.60)
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Uma vez que estamos lidando com ponderac3o de casos sobre um modelo onde se verifica as
suposicdes reportadas por (ZHU et al., 2007)) no Teorema 3, tem-se que g;;(w) = Var({(y;; 0)).

Logo,
1 /4,
gii(w) = Var[log(&1)—&in—exp(—&i2)] = Var {2 log <a2 + ,~2> —&io —exp(—&i2)| . (4.61)

Observemos que a variavel aleatéria & = %senh (%) possui funcdo densidade de probabi-
lidade dada por f,,(§) = exp(—¢§ — exp(—¢)),€ € IR. Ou seja & ~ Gumbel(u = 0,0 = 1)
para todo i = 1,...,n. Logo, a funcdo geradora de momentos da variavel ;5 ~ Gumbel(u =
0,0 =1)é M, (t) =T(1—1), t<1,issoacarreta IE(¢h) = (—=1)*T'®)(1),Vi =1,2,..,n
e k um inteiro positivo.

Agora, por meio e uma argumentacdo similar a apresentada quando lidamos com ponde-
racdo de casos no modelo de regressdo log-BS, constata-se que se i # 7, entdo a hipdtese
de independéncia entre as variaveis aleatérias y; e y; acarreta g;;(wo) = 0. Além disso, a
varidncia presente na equacdo (4.61)) é a mesma para todo i = 1,...,n, ou seja, g;i(wp)
assume o mesmo valor real para todo i = 1,...,n. Isso implica que G(wy) = cI, com ¢ > 0,
assegurando-nos que a ponderacdo de casos é uma forma apropriada de perturbacdo sobre o
modelo de regressdo EVBS(y = 0).

Exemplo 2. Perturbacdo na variavel resposta. Consideremos o modelo de regress3o linear
definido em (|4.56)) e sujeitemos a resposta y; a uma perturbacdo da forma y,,, = v; + wis,,
em que w; € IR para todo i = 1,2,...,n e s, é um fator de escala. Neste caso, dada
uma amostra y = (y1,...,%,) e um vetor de perturbacio w = (wy,...,wy)", a funcdo de

densidade conjunta do modelo perturbado é dada por

"ol
p(yl0,w) = H {2§i1w1 exp(—&iguw1 — eXP(—szwl))} ) (4.62)
=1
onde &1,1 = 2 cosh (W) e &izw1 = 2senh (3’_7727_“”> Consequentemente, a funcio

de log-verossimilhanca perturbada é

l(wly,8) = —nlog(2) + zn:log(fﬂm Zfzzm - ZGXP —&igw1)- (4.63)
i=1

Logo,

ag(""”Y79) _ _Siy <€k2w1

ow, Eklwl

— &pran (1 — eXp(—szm))) . (4.64)

Para o caso em que 7 = j, teremos

2 ) 2
gii(w) = %E [(?jwi — &t (1 — eXP(‘file))) ] . (4.65)
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Ou seja,

gule) = 2 | B 21— exp( ) + (5 + ) (- expl )]
AT e v T e g e o
(4.66)

Usando o Binémio de Newton, temos

2\" i L - i n— i 1
Cinn = (O) g::o (Z) cosh® (_w;y) senh” (y 5 L ) senh™ " (—w;y> cosh™ ™" <y277> )

(4.67)

Sob o esquema de perturbaco na resposta o vetor de ndo-perturbacdo é wq = (0,0,...0)".

Logo, usando propriedades das funcdes hiperbdlicas e do operador esperanca

E(&gwl)’ = E(&)) paratodo k=1,...,n. (4.68)

w=w,

Dado que a funcdo geradora de momentos da varidvel ;s ~ Gumbel(x = 0,0 = 1) é

Me,(t) =T(1—1t), t<1, obtemos

Bk, = (—DFr®™(1),¥i = 1,2,..,n e k um inteiro positivo. (4.69)

)‘wzwo

Ademais, as funcdes elementares de {;o,,1, que figuram na expressdo equacdo (4.66]), pos-

suem representacdo em série de Taylor em termos de &/, ;. Consequentemente,

52 2 4
) — V|2 4 9¢c. _ 9¢. _£. ( 2)1_ —£.0))?
gu(wo) 4 [(4/@2) + 5122 + 5@2 522 eXp( 5@2) + CKZ + sz ( eXp( 5@2)) ;
(4.70)
de modo que o valor esperado presente na equacao acima é o mesmo paratodoz=1,...,n.

Por outro lado, se ¢ # j, entdo y; e y,; sdo varidveis aleatérias independentes. Logo,

gij(w) = B l%(cgg, 9) ag(glf’ 9)] _E l“(‘gg’ 9)] E lW] S @)

Usando a Regra de Leibniz (Derivacdo sob o sinal de integral), obtemos

Ol (wly, ) Ol(wly, 0) Op(wly, 8)
FE|— :/7 i 0, di:/idi: , 4.72
[ 2 D, P 0,w) dy oy Wi =0 (4.72)
para todo i = 1,...,n. Isso acarreta que g;;(w) = 0 para todo i # j.

Portanto, G(wy) = ¢, com ¢ > 0, ou seja, a forma de perturbacdo y,, = y; + w;s, é
adequada para o modelo de regressdo EVBS (caso em que v = 0).

Exemplo 3. Perturbacdo em covariavel. Suponhamos que no modelo regressao EVBS,
definido em , figure uma variavel explicativa continua e a denotemos por x;. Impomos

sobre x; uma perturbacdo aditiva da forma , = x4 + w;s,, onde t € {1,...,p} e s, é um
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fator de escala associado a variavel x; Dada uma amostra y = (y1,...,%,) e um vetor de
perturbacdo w = (wy,...,w,)", a funcio de log-verossimilhanca perturbada é
l(wly,0) = —nlog(2) + Zlog itw2) Zfzw — ZGXP —&i2w2), (4.73)

onde ;10 = %cosh (%) e oo = %senh (%) Consequentemente,

Owy, Ekiw2

olfwly, ) _ _;gtsx <5’“M ~ Gaa(l — exp(_gkw))> . (4.74)

Usando uma argumentacdo similar aquela empregada para o caso em que se perturba a

variavel resposta, obtemos

By, = B(¢k) = (1) T™(1),Vi = 1,2,..,n e k um inteiro positivo.  (4.75)

)‘w:wO

Mais uma vez, observemos que os momentos centrais ./E(ﬁzgm)‘w w ndo dependem dos
=0

valores associados a i-ésima observacdo. Logo,

2

gii(wo) = i(ﬁt5m>2 [(4/ )

z +2&2(1 — exp(—&i2)) + (;12 + 5122) (1- eXp(—&z))Q] ;

(4.76)
assume o mesmo valor para todo 7 = 1,2, ..., n. Por outro lado, a hipétese de independéncia
entre as varidveis y; e y;, para ¢ # j, resulta que

M (wly,0) 0l(wly, 0)
» - =0. 4.77
g](w) l &ui ij ( )

Portanto, G(wy) = ¢l, com ¢ > 0, ou seja, a perturbagdo em uma covariavel, conforme

descrita acima, é adequada para o modelo de regressdo EVBS (caso em que v = 0).

4.4.4 Aplicacao.

Com a finalidade de exemplificar a aplicabilidade da técnica de influéncia local em detectar
observacdes influentes, consideramos um conjunto de dados registrados pela estacao Recife-
Curado, codigo 82900, latitude -8.05917, longitude -34.95917 e altitude: 11.3 m, localizada em
Recife-Pernambuco-Brasil. Os dados foram obtidos junto ao Instituto Nacional de Meteorologia
(INMET), no site <https://portal.inmet.gov.br>, e indicam as temperaturas maximas anuais,
em graus Celsius, relacionando-as com a umidade relativa do ar média, correspondente ao
dia em que se registrou o valor maximo anual da temperatura na estacdo. As temperaturas

maéximas anuais est3o representadas na Figura (15| (a) e correspondem ao periodo com inicio


https://portal.inmet.gov.br
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no ano de 1962 e término em 2019, resultando em uma amostra de tamanho n = 58. As
estatisticas descritivas contidas na Tabela[25]e o Box-plot exibido na Figura[15 (b) corroboram
com a hipétese de que a distribuicdo da variavel temperatura possui uma leve assimetria.

Tabela 25 — Estatisticas descritivas para temperatura méxima anual (°C) na estacdo Recife-Curado

(1962:2019).

n  Minimo Mediana Média Maximo Desvio Assimetria Curtose
58  30.90 32.70 32.78 35.10 0.90 0.54 2.92

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Figura 15 — Gréfico de dispersdo em (a) e o Box-plot em (b) das temperaturas maximas anuais registradas na
estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Os graficos das funcdes de autocorrelacao amostral e parcial das temperaturas maximas
anuais registradas na estacdo, exibidos nas Figuras [16] (a) e [16] (b), respectivamente, trazem
evidéncias de que a correlacdo existente entre as observacdes ndo ¢ significativa. Sendo assim,
admitiremos a hipétese de independéncia entre as mesmas.

Em nossa andlise, postulamos um modelo de regressdao EVBS no qual a variavel resposta,
Y, é o logaritmo natural da temperatura maxima anual, T, e a variavel explicativa é a umidade

relativa do ar média, representada por X. Em outros temos, admitimos que
}/; :log(,—rz) :50‘1‘51%;4‘8@'7 1= 17"'7587 (478)

onde ¢; = log(0;) ~ log-EVBS(«,0,v = 0). Ao realizarmos um ajuste preliminar, obtivemos

as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros, acompanhadas do erro-padrao
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Figura 16 — Gréficos das funcdes de autocorrelacdo amostral em (a) e autocorrelagdo parcial em (b) das
temperaturas maximas anuais registradas na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

do EMV e o nivel descritivo (p-valor), exibidos na Tabela . Destaquemos que o coeficiente

associado a variavel explicativa é significativo ao nivel nominal de 5%.

Tabela 26 — Estimativa de MV dos coeficientes da regressdo acompanhada do seu respectivo erro padrdo e

nivel descritivo.

Bo By Q
emv | 3.5831 | —0.1460 | 0.0219
se 0.0400 | 0.0549 | 0.0022
p-valor | 0.0000 | 0.0078 —_—

Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

No que tange a adequacao do modelo de regressdo EVBS aos dados sob analise, a Figura

(a) exibe o grafico normal de probabilidades com envelope para o residuo quantilico, sugerindo

que ndo ha indicios que nos a rejeitar a hipdtese de que a resposta segue uma distribuicdo

log-EVBS. Além disso, ao realizarmos os testes Shapiro-Wilk e Kolmogorov-Smirnov sobre

os residuos quantilicos, ilustrados na Figura [17| (b), obtivemos os p-valores 0.9821 e 0.9598,

respectivamente. Logo, decidimos pela n3o rejeicdo da hipétese de normalidade dos residuos

quantilicos, ratificando a adequagdo do modelo de regressdo EVBS (v = 0).

A partir deste ponto, conduzimos uma anélise de influéncia local sobre o modelo de re-

gressao postulado para dois diferentes esquemas apropriados de perturbacio: ponderacao de
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Figura 17 — Gréfico normal de probabilidades, com envelope, para o residuo quantilico em (a) e os residuos
quantilicos correspondentes as observacdes em (b).

™ o 4
27
L]
N N .
° L]
L]
o <7 Q « 4 * . .
o o L[] ° *
§ § o o« e .
5 o T o . . ® °
g § L] * * .. . * i ' :
D o 7] ® .
c ! & * s "
L] L] *
o * ° .
I o~ N
|
(.? i 1.5
™ |
i
T T T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 0 10 20 30 40 50 60
Quantil da N(0,1) indice
(a) (b)
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casos e perturbacdo na resposta.

Sob o esquema de ponderacdo de casos, os autovalores normalizados sdo 0.7546, 0.5124
e 0.4099, representados na Figura (a). Logo, constatamos que associado ao maior auto-
valor tem-se um o autovetor 5-influente, indicando a direcao na qual a curvatura conforme é
méxima. Por meio da equacdo (3.32)), obtemos a contribuicio agregada dos vetores basicos
de perturbacdo para o autovetor 5-influente, ou seja, a contribuicdo de cada direcdo cano-
nica ao valor maximo da curvatura, isso ¢ ilustrado na Figura (b). Além disso, se usarmos
blg = b) = 5—18(0.7546) = 0.0130 na construcdao de um valor de referéncia, como sugere
(POON; POON, 2010), para julgarmos a contribuicdo agregada de cada direcdo candnica de
perturbacao, classificamos as observacdes correspondentes ao niimeros 15, 16 e 17 como sendo
potencialmente influentes, conforme ilustra a Figurd18| (b).

Quando perturbamos a variavel resposta, os autovalores normalizados sdo 0.8958, 0.4182
e 0.1507, e estdo representados na Figura (19 (a). Logo, o autovalor correspondente ao valor
maximo da curvatura estd associado a um autovetor 6-influente. A contribuicdo agregada
dos vetores basicos de perturbacdo para o autovetor 6-influente € ilustrada na Figura (18| (b).
Se usarmos b(q = 6) = 5(0.8958) = 0.0154 na construgdo de um valor de referéncia para
julgarmos a contribuicdo de cada direc3o canonica ao valor maximo da curvatura, mais uma vez

constatamos que as observacdes correspondentes aos niumeros 15, 16 e 17 s3o potencialmente
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Figura 18 — Autovalores normalizados em (a); Contribuicdo agregada dos vetores bésicos de perturbacdo em

Autovalor normalizado

(b), sob ponderacio de casos.
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influentes. Agregando-se ao grupo de influentes as observacdes associadas aos niimeros 1, 6,

36 e 40. Isso é ilustrado na Figura [19| (b).

Figura 19 — Autovalores normalizados em (a); Contribuicdo agregada dos vetores basicos de perturbacdo em

Autovalor normalizado

(b), perturbacdo na resposta.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

Com o objetivo de verificar o impacto que as observacdes correspondentes aos niimeros
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15, 16 e 17, em particular, exercem sobre as estimativas dos parametros, reajustamos o mo-
delo, excluindo individualmente cada uma delas. Na Tabela , a seguir, constam as novas
estimativas MV, a respectiva taxa de variacdo da grandeza, em porcentagem, denotada por
Ry, e definida por Ry, = (W) x 100, em que 9}@ denota a estimativa de 6; obtida apé6s
remoc¢do da i-ésima observacdo, e o nivel descritivo (p-valor) associado aos coeficientes da

regressao.

Tabela 27 — Estimativa de MV, taxa de variacdo, em porcentagem, e nivel descritivo associado aos coeficientes
da regressao.

Observacao
excluida 30 31 Qa
emv | 3.5542 -0.1042  0.0204
152 Ry, |-0.81% +28.62 % -6.84%

p-valor | 0.0000 0.0431 —
emv | 35862 -0.1490 0.0216
162 Ry, 0.09%  +2.04% -1.44%
p-valor | 0.0000 0.0048 —
emv | 3.5673 -0.1234 0.0220
172 Ry, -0.44% +15.48% 0.60%

J

p-valor | 0.0000 0.0382 —
Fonte: Elaborada pelo autor (2022)

A analise confirmatéria ndo contradiz o fato de que a 152 observacao é influente, tanto sob
o esquema de ponderacdo de casos quanto sob o de perturbacao na resposta, pois a exclusado
dessa observacdo acarreta uma taxa de variacao expressiva na estimativa do coeficiente asso-
ciado a covariavel. Mais precisamente, os resultados apresentados na Tabela [27| revelam que a
exclusdo da 152 observacdo causa uma variacdo de +28.62% na estimativa de (3;. Porém, tal
exclusao nao altera a significancia do coeficiente associado a variavel explicativa. Além disso,
a andlise evidencia a influéncia correspondentes as observacées de niumero 16 e 17. Particu-
larmente, a exclusdo da 162 implica em uma taxa de variacdo inexpressiva na estimativa de «
e dos coeficientes da regressao, By e 1. Por outro lado, a exclusdo da 172 observacao causa
variacdo moderada na estimativa do coeficiente da covariadvel, sem mudar a significancia deste
coeficiente. Uma inspecdo sobre a base empirica indica que os valores associados as observa-
¢bes influentes compdem um conglomerado de dados onde as temperaturas maximas anuais
atingiram os menores patamares.

Apbés a anélise de influéncia local combinada com a investigacdo do comportamento do

residuo quantilico, conclui-se pela adequacao do modelo de regressdao postulado, dado pela
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equacido (4.78)), para explicar a logaritmo da temperatura maxima anual em termos da umi-
dade relativa do ar, registradas na Estacdo Recife-Curado. Em outros termos, decidimos pela

adequacdo do modelo de regressao EVBS dado por

em que a estimativa de maxima verossimilhanca de cada um dos parametros e seu respec-
tivo erro-padr3o, entre paréntesis, sio [y = 3.5831(0.0400), 51 = —0.1460(0.0549) e & =
0.0219(0.0022), resultando no seguinte modelo de ajustado 7" = exp(3.5831—0.1460z). Logo,
uma diminuicdo de 1/10 na unidade relativa média diéria acarreta uma variacdo no valor espe-

rado da temperatura méxima anual de aproximadamente (exp(0.0146) — 1) - 100 = 1.4707%.
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5 O MODELO BIRNBAUM-SAUNDERS-PARETO GENERALIZADO

5.1 INTRODUCAO

O uso do modelo GEV em Estatistica de Extremos é usual, pois o Teorema de Tipos Extre-
mais, (GNEDENKO, 1943), estabelece a distribuicdo GEV como uma vers3o unificada de todas
as leis limites ndo-degeneradas do maximo amostral, devidamente padronizado, de variaveis
aleatoérias iid. No método BM admite-se que é possivel obter o maximo amostral associado a
cada um dos blocos de mesma dimens3o e a classe GEV é a familia de distribuicoes utilizada
para modelar os maximos dessas sub-amostras. Ao definirem o modelo EVBS, (FERREIRA;
GOMES; LEIVA| 2012) acentuam que o propdsito é obter uma versdo da distribuicdo BS, n3o
s6 do ponto de vista probabilistico, mas que se revele como um modelo paramétrico dtil na
analise estatistica de eventos extremos. De fato, a substituicdo da distribuicdo normal pela
GEV no nicleo da transformacdo que determina a distribuicao BS resultou em um modelo
préspero, conforme evidencia os trabalhos de (GOMES; GUILLOU, 2015)), (LEIVA et al. [2016]),
(LILLO et al}, [2018)) e a aplicacdo exibida no Capitulo 2| Secdo [2.6]

E se o critério para determinacdo das observacdes extremas for alterado, e empregarmos,
por exemplo, a metodologia POT, o modelo EVBS ainda terd a mesma desenvoltura? Sabe-se
que no método POT a atencdo é voltada para as observacoes acima de um limiar elevado
u, chamado threshold, e a distribuicdo Pareto generalizada (GPD) surge como distribuicdo
limite dos excessos Y; = X; —u|X; > u,i =1, ..., k para u suficientemente elevado, conforme
asseguram (BALKEMA; HANN, |1974)). Sendo assim, propomos o uso da GPD padr3o, em vez da
distribuicdo normal padrdo, para compor o nicleo da transformacdo obtida por (BIRNBAUM;
SAUNDERS, |1969a)) para determinar a distribuicdo BS. Com isso, derivamos um modelo que
herda caracteristicas das distribuices BS e GPD e esperamos que o mesmo modele satisfa-
toriamente dados extremos obtidos quando direcionamos nossa atencao as observacdes que

excedem um limiar elevado.

Na Secao , deste capitulo, definimos uma nova familia de distribuicGes, denominada
Birnbaum-Saunders-Pareto generalizada (GPD-BS), e deduzimos algumas propriedades que
exprimem caracteristicas do comportamento dessa familia. Em seguida, na Sec3o[5.3] lidamos
com estimacdo por maxima verossimilhanca na familia GPD-BS, onde derivamos as expressées

correspondentes as entradas da funcao escore, garantindo que algumas dessas assumem valor
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esperado igual a zero. Para concluir, na Secdo [5.4] desenvolvemos uma aplicacdo em que se
investigou os excessos de precipitacoes pluviométricas, acima de um limiar elevado, registrados

na estacdo meteoroldgica Recife-Curado, utilizando os modelos GPD e GPD-BS.

5.2 A DISTRIBUICAO GPD-BS

5.2.1 Definicao e algumas propriedades

Diz-se que uma variavel aleatéria X segue uma distribuicao Pareto generalizada padrao

(GPD) com parametro v € IR, se a fda de X admite ser escrita na forma

1 — exp(—z), sey=0ex>0.

1—(14+72)Y, sev#£0ezesS,.
G(z) = !

0, se x < 0.

1, sex > —1/7.

De modo que S, = (0,00) paray >0e S, = (0,—1/7v) paray < 0.
Dada a variavel aleatéria X ~ GPD(0,1,7), consideremos a varidvel T resultante da

seguinte transformacdo sobre X:

Tzﬁ(a;(—F <0‘2X)2+1)2, (5.1)

em que @ > 0 e > 0. Uma vez que a transformacio dada pela equacdo (5.1) é monétona
crescente, segue que a variadvel aleatéria T' é positiva e sua fda, segundo o valor do pardmetro

v, assume a forma a seguir:

1. Se v > 0, entdo

0, set < f.

FO =3 1-[ie2 (Vi) sep<i<r (53)

1, set > t*,
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«_ B () _a [(a)?
onde t* = 5 l(» +2-73 (7) +4].
3. O comportamento limite da funcdo expressa em ((5.2)) quando  tende a zero deve ser
interpretado como sendo a situacao em que v = 0. Neste caso, obtemos

0, set <p.
F(t) = (5.4)

1—exp{—i(\/g—\/§>}, set > f3.

Em resumo, a fda de 7" admite ser reescrita na forma

F(t)_G<;<p<;)>,a>0,ﬁ>0eyeﬂi’, (5.5)

onde ¢(t) = t*/2 —t71/2 t > B. Neste caso, dizemos que a varidvel aleatéria T' segue uma
distribuicdo Birnbaum-Saunders-Pareto generalizada com parametros o > 0, > 0, v €
IR e a denotamos por T' ~ GPD-BS(«, 3,7). Consequentemente, a fdp da varidvel T' ~
GPD-BS(«, /3,7) é dada por

HET-6)")): rersa-
[ @ (2 (- @)) T e nsearo

(5.6)
No caso em que v > 0, o suporte da fdp é o intervalo real J = (/3,00); por outro lado se
~v < 0, o suporte é o intervalo limitado J = (ﬁ,g l(ﬁ:y +2 —% (%)2 +4D. A funcdo
expressa na equacdo ([5.6) admite ser reescrita na forma

f) = 5% ( )exp( L (é) ) teJ, sey=0. (57)
aiﬁgo’(%) [14— @(%ﬂ Tooted sey#0.
onde ¢'(t) = L(t71/2 +17%2) ¢t > 3.

A seguir, exibimos algumas ilustracdes que descrevem o comportamento do grafico da
fdp de uma varidvel T~ GPD-BS(«, 3,7). No caso em que v = 0, a Figura [20] (a) revela
evidéncias de que a fdp é mondtona, assimétrica e ndo possui moda. Além disso, a medida que
« aproxima-se de zero, os valores préximos de 3 se tornam cada vez mais densos. A Figura
(b) revela a natureza de 3 como sendo o infimo do suporte da distribuicdo. Na Figura
(c), caso em ~y assume valores ora positivos ora negativos e os demais pardmetros est3o
fixos, acentua-se que quando vy > 0 a distribuicdo tem cauda pesada dentre as que compdem

a familia GPD-BS, preservando a monotonicidade vista no caso anterior. Por outro lado, se
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v = —1.25 < 0 nota-se que a distribuicao possui cauda curta com limite superior do suporte
finito. Ademais, a monotonicidade da fdp n3do se verifica e ha indicios de que a mesma é

ilimitada.

Figura 20 — Gréficos da fdp da GPD-BS para o € {0.25,0.5,1,2}, 3 =1 e v = 0 em (a); para o = 1,
B€{0.25051,2  ey=025em (b)ea=1, B=1e~ye {—1.25-0.75,0.25 1} em (c).
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Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Agora, deduziremos algumas propriedades da variavel T' ~ GPD-BS(a, 3, 7).

Propriedade 1. Se 7' ~ GPD-BS(«,3,7) e v > —1, entdo a funcdo densidade de

probabilidade, f, da variavel aleatéria T' é estritamente decrescente no suporte J.
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Prova: suponhamos que v > —1 e v # 0. Logo, ao definirmos a funcdo de uma variavel

real ¢ : J — IR, ¢(t) = log(f(t)), obtemos

i L {"E/B)  (+7) i
o0 =5 | S - 2w (14 2ot 59)

Se v > —1, entdo —(1 + ) < 0. Logo, uma vez que « > 0, >0, (14 (v/a)p(t/B)) > 0,
Q(t/B) >0Vt € Je ' (t/B) = —L(t32+3t75/2) <0, Vt € J, segue que ¢/ (t) <0, Vt €
J.

No caso v = 0, a funcao f assume a forma dada pela primeira sentenca da equacao (j5.6))
e a andlise do sinal de v’ é similar ao caso j& desenvolvido. Portanto, a fdp f é estritamente
decrescente em J, se v > —1.

Observacdo: em geral, se v < —1, a monotonicidade de f n3o é assegurada. De fato, se

3
2!

to = 25/16 tem-se tg < t; < t9, mas f(tg) ~ 0.925 > f(t;) ~ 0.917 e f(t1) =~ 0.917 <

a=p=1e~y = —2, entdo a fdp ndo é mondtona, pois para to = 100/81, t; = 64/49 e
f(t2) = 0.954. Isso corrobora com hipétese de que para v < —1, a fdp possui a forma de um
gancho.

Propriedade 2. Se T' ~ GPD-BS(«, 3,7) e ¢ > 0, entdo ¢T' ~ GPD-BS(«, ¢f3,7) .

Prova: a justificativa é imediata por meio da equacéo (5.5)).

Propriedade 3. Sejam T} e T; variaveis aleatdrias tais que 77 ~ EVBS(a, 8,7) e Ty ~
GPD-BS(«, 3,7). As funcdes de distribuicdo de T} e T, se relacionam analiticamente por meio

da expressao

FTQ(t) =1+ lOg(FTl (ﬂ)? se lOg(FTl (t)) > -1

Prova: o resultado é imediato a partir da composicao da funcdo logaritmica com a fda da
variavel EVBS, dada pela equacdo ([2.36)).

Propriedade 4. Se v > 0, entdo a funcido de risco, h, da varidvel T' ~ GPD-BS(«, (3, 7)
é decrescente no intervalo (3, 00).

Prova: se v > 0, entdo

(1Y S
) = (w) ey 7

Ao realizarmos o estudo do sinal da primeira derivada da fungdo ¢ : (8,00) — IR, (t) =

log(h(t)), concluimos que

'(t/B) v ¢(t/B)
(wwm a1+ gso<t/ﬁ>>> <0
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pois, ¢"(t/B) < 0 e os demais fatores sdo positivos. A prova do caso v = 0 é analoga.
Portanto, h é decrescente para todo ¢ € (3, 00) quando v > 0.

Propriedade 5. Se v = 0 e T7,...,T,, sdo variaveis aleatdrias independentes e iden-
ticamente distribuidas tais que 7; ~ GPD-BS(«, 3,7 = 0) para todo i = 1,...,n, entdo
T ~ GPD-BS (£, 3,0).

Prova: se 11, ...,T,, sdo varidveis aleatérias iid com fda comum F', entdo
P(Tyy <t)=1-[1-F(@)".
Consequentemente, a fdp da variavel T(,) é dada por

g(t) =nft)1 - FO"", t > B,

sendo f a fdp associada a F'. Se v = 0, entdo F' e f assumem as formas das pelas equacdes

(5.4) e (5.7)), respectivamente. Logo,

L b
g(t) = /B’ (t/8) [exp( @ /n)w(t/ﬁ)>
Portanto, 7y ~ GPD-BS (2, 8,0).

Propriedade 6. 7'~ GPD-BS(«, 3, 7) se, e somente se, 2¢ (%) ~ GPD(0,1,7).

> [

Prova: inicialmente, suponhamos que 7' ~ GPD-BS(«, 3,7) com a >0, 5 > 0e v > 0.

Isso acarreta que a fda da variavel T' é dada por

2=

Fr(t) =1- (14 2et/8)) "5 155 (5.9)

~1/2 t > 3. Notemos que

. > _ 1 (T _ 41/2
Agora, consideremos a variavel X = ~¢ (5) onde p(t) = t1/2 —t
a funcdo ¢ é estritamente crescente no intervalo (3, 00), logo possui inversa p~!. Consequen-

temente, se denotarmos por GG a funcdo de distribuicdo de X, teremos

Glz) = P (iso (;) < ) — P(T < oM aw)) = Fr(Bp \(az), x>0,

Utilizando a equacao 1) obtemos G(z) = 1 — (1 + vx)~ /7. Logo, X = is@ (%) ~
GPD(0, 1,). A justificativa dos casos v = 0 ou v < 0 é anéloga.
Reciprocamente, admitamos que X = igp (%) ~ GPD(0,1,7), com a > 0, § > 0 e

~v € IR. Logo, dado que ¢ é crescente, teremos

1 T 1 1
P(T <t) P<aw<5> < a<p(t/ﬁ)> G<a90(t/ﬁ)>,
Por meio da relacdo ([5.5)), concluimos que T' ~ GPD-BS(«, 3,7) .

Propriedade 7. Se T' ~ GPD-BS(a, 8,7) e v < 1, entdo
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1.
[y (T\]" 1 1
Ellt+1o(= - - 1
(_+a90<5>_ ) o Ty (5.10)
2.
- T - k
E(log 1—|—lg0 (5) > = ~*Lk!, para todo k € IN. (5.11)
o
3.

() (G B)) | - o bl G2

4. Ser € IN ey < 1/r, entdo

e

Prova: os itens 1, 2, 3 e 4 s3o consequéncias imediatas da Propriedade 6 combinada com

propriedades do valor esperado de uma variadvel que segue uma distribuicio GPD, veja em
(EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH|, [1997)). A titulo de ilustra¢do, no Apéndice [D]exibimos
algumas provas para os casos em que v > 0 ou v = 0.

Observacao: embora os itens da Propriedade 7 expressem resultados do valor esperado
de uma funcdo de 7', eles serdo Uteis para assegura que a esperanca das entradas da funcdo
escore, associadas com as derivadas parciais em relacdo a « ou a ~y, sao nulas.

Propriedade 8. O quantil de ordem ¢, com 0 < ¢ < 1, de uma variavel aleatéria T" ~
GPD-BS(«, 3,7) é dado por:

2
t, = (O‘;‘%L (O‘;q)zﬂ) , (5.14)

onde z, é o quantil de ordem ¢ da varidvel aleatéria que segue a distribuicido GPD padrao.
Prova: a justificativa é imediata utilizando a equacdo ([5.5)).
A Propriedade 8 leva-nos ao seguinte algoritmo para geracao de nimeros aleatérios de

uma variavel GPD-BS :



151

Algoritmo 2. Gerador de nimeros aleatérios de uma variavel

T ~ GPD-BS(a, 8, 7).

Passo 1. Gere um niimero aleatério, u, de uma variavel U ~ (0,1).
Passo 2. Fixe os valores dos parametros «, 3 e 7.
Passo 3. Se v = 0, considere z,, = —log(1l — u) e calcule:

(e )
Se v # 0, considere z,, = %[(1 —u)~7 — 1] e calcule:
t=p (‘““ +y/ (o) + 1)2
Passo 4. Repita os passos 1, 2 e 3, n vezes, a fim de obter uma amostra

de n nameros aleatdrios.

5.3 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA

O propésito desta secdo é obter equacdes, a serem utilizadas em rotinas computacionais,
que nos levem a encontrar numericamente as estimativas de MV dos parametros do modelo
GPD-BS. Logo, n3ao faremos uma investigacdo profunda acerca da tematica de estimacdo
na familia GPD-BS, pois ela revela as mesmas dificuldades encontradas na familia EVBS.
Concentraremo-nos no caso em v > —1, pois se v < —1, ent3o ndo existe EMV que assuma
valores no interior do espaco paramétrico, conforme justificaremos adiante.

Sejam T, ..., T, varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a variavel
T ~ GPD-BS(«, f3,7v). Para fins de estimacdo, a funcdo de log-verossimilhanca de 6 =

(o, B,7)", dada uma amostra de observacdes t = (t,ts,...,t,)  pode ser expressa como

—nlog(af) +Zlog "(t:/53)) —;zn:gpt/ﬂ v =0.
0(0;t) = i1 1+
—nlog(af) —|—Zlog "(t;/B)) — VVZIOg(le go(t/ﬁ)); ~v # 0.
i=1
(5.15)

No caso em que v = 0, a primeira sentenca do sistema ([5.15)) possui derivadas parciais
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dadas por:

N " (5.16)
ti/ﬁ) 1 + @ ;(ti/ﬁ)g’ (t:/B).

Notemos que primeira sentenca do sistema ([5.16]) possibilita expressarmos a estimativa & em

funcao de 3, mais precisamente temos

B (8 ) igeen

Agora, ao fazermos uso do Item 3 da Propriedade 7 temos que se 5 é conhecido, entdo

IE(&) = a, ou seja, & é ndo-viesado para «. Além disso, aplicando o mesmo item sobre a

primeira sentenca do sistema ([5.16|) implica que ZE( 0(0; T)) =0.

A seguir, passemos a tratar do caso v # 0. A segunda sentenca da equac&o ([5.15]) possui

derivadas parciais dadas por:

5al(0:t) = —2 4+ =2 X:; ;90(’51‘/5) (1+ ”;(ti/ﬁ))’
Bi00:) - -+ 3 LIS, L () (517)

)+1 0 af I (14 2e(ti/B)
1

2u0:6) = 5 Y tog (1+ Lott/d) - A

Sendo ¢(t;) = tm t;m, com ¢ = 1,2....,n. Neste ponto, observemos que t; > [ implica
o(t;/B) > 0. Logo, se v < —1, ou seja 1 + v < 0, o membro direito da primeira equacdo
do sistema ([5.17)) é negativo. Isso acarreta que o gradiente de ¢ n3o se anula no interior do
espaco paramétrico © = (0,00) x (0,00) x (—o0, —1). Portanto, no caso em que v < —1,
ndo existe EMV no interior de ©.

A funcio escore de @ = (a, 3,7)", dado t = (t1,....t,) ", é

20(0,t)
U(o,t) = azg:, b _ 2.0(6,t) : (5.18)
506, t)

3x1

onde as entradas da matriz acima sdo as equacdes que compdem o sistema ((5.17)). Logo um
EMV de 0, denotado por 0 = (&, 3, 4)" deve satisfazer, como condicdo necesséria, ao sistema
de equacdes U(8) = 0. Porém, uma vez que o sistema de equacdes U(8) = 0, em geral,

possui solucdo definida implicitamente, que n3o possibilita a determinacdo de uma solucdo
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analitica, é natural o uso de procedimentos numéricos de otimizacdo ndo-linear a fim de obter
as estimativas de maxima verossimilhanca. Mais uma vez, observemos que os Itens 2 e 3 da
Proposicdo 7 acarretam IF (8%6(0; T)) =0elF (%6(0; T)) =0, supondo v < 1 para que se
possa assegurar a existéncia dos momentos. Ja em relacdo ao valor esperado I (%5(0; T))
talvez os itens da Propriedades 7 nao possibilitam obté-lo analiticamente, sendo necessario

integracdo numérica.

5.4 APLICACAO
5.4.1 Introducdo

Na aplicacdo desenvolvida no Capitulo [2, Secdo [2.6] empregamos o método BM para
investigar o comportamento da precipitacdo pluviométrica maxima anual (mm) na estacdo
Recife-Curado. Ao considerarmos a particdo dos dados em blocos anuais e tomarmos o0 maximo
em cada bloco, é evidente a possibilidade de nos depararmos com observacGes na amostra
de méaximos que sdo inferiores a valores ocorridos em outros anos. Isso motiva o uso da
metodologia POT que considera como extremos as observacdes que superam um limiar elevado
u, as quais denominamos de excedentes. Se a varidvel X sob investigacio é tal que Fy €
MDA(H, ), de acordo com (BALKEMA; HANN, |1974)), o excesso de X acima do limiar u possui a
GPD como distribuicdo limite, quando u é suficientemente elevado. Nesta aplicacdo usamos a
metodologia POT e a empregamos sobre os dados de precipitacdes pluviométricas registrados
na estacdo Recife-Curado de 01/01/1962 até 31/12/20109.

A variavel aleatéria de interesse é o excesso de precipitacao pluviométrica acima de um
limiar elevado u. Iniciamos com uma analise exploratéria dos dados com o propdsito de sele-
cionarmos o threshold, u, e obter informacGes preliminares sobre o comportamento da cauda
direita da distribuicao subjacente aos dados. Em seguida, lidamos com estimacdo pontual dos
parametros de interesse em Estatisticas de Extremos. Obtemos estimativas provenientes de
dois modelos paramétricos: o GPD, que é o candidato natural para modelagem, e o GPD-BS,

aquele cuja potencialidade deseja-se inspecionar.
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5.4.2 Analise exploratéria dos dados

Um dos instrumentos graficos que analisamos para auxiliar na escolha do threshold e na
identificacdo do tipo de cauda da distribuicdo é ME-plot, Figura [2I] que é o gréfico da funcdo
empirica correspondente a funcdo de excesso médio, detalhes acerca da definicao e proprieda-
des dessa funcdo podem ser encontrados em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, [1997)),
pags. 294-303. Dado que o grafico apresenta comportamento predominantemente crescente,
a expectativa é de que a cauda da distribuicdo subjacente aos dados pertenca ao max-dominio
Fréchet da familia GPD, ou seja, tenhamos uma distribuicdo de cauda pesada (y > 0). Visto
que o grafico da funcdo excesso médio de uma GPD é uma funcdo afim, podemos inspecionar
o ME-plot e identificar um intervalo onde tal comportamento seja verificado, possibilitando
uma escolha de threshold nesse intervalo. Outra ferramenta que nos guiard na escolha do
threshold é o grafico gerado pela funcdo threshrange.plot(), disponivel no pacote extRe-
mes, exibido na Figura [22] que exprime o comportamento das estimativas dos pardmetros de
escala e forma do modelo GDP versus o threshold. Na Figura[22] nota-se certa estabilidade da
estimativas desses parametros em torno do valor real 96. Além disso, este nimero pertence ao
intervalo onde o ME-plot possui comportamento linear. Diante das ponderacdes feitas, fixamos

o nimero real u = 96 como sendo o threshold, resultando em uma amostra de 90 excessos.

Figura 21 — ME-plot das precipitacdes pluviométricas registradas na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Figura 22 — Estimativas dos parametros de escala e forma versus threshold.

threshrange.plot(x = precipdtrecifediaria, r = ¢(50, 150), type = c("GP"),
nint = 100, alpha = 0.05)
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Uma vez fixado o threshold em u = 96, determina-se o excesso como sendo a diferenca
Y; = X; — u|X; > u. Ou equivalentemente, os excedentes, isto é, os prdprios valores de X;
tal que X; > u. Os gréficos de dispersdo da Figura [23] exibem a amostra original de dados
de precipitacdes pluviométricas diarias registradas na estacdo Recife-Curado (1962:2019) e os
respectivos excessos além do limiar © = 96 mm.

O histograma dos excessos, acima do limiar u = 96 mm, resgistrados na estacdo Recife-
Curado, Figura (a), revela que a distribuicdo pertence ao max-dominio que agrega as
distribuicdes de cauda pesada na familia GDP. J& o Box-plot, exibido na Figura (b) da
indicios de que a distribuicdo é assimétrica.

Em seguida, observemos que os graficos das funcdes de autocorrelacdo amostral e parcial,
exibidos nas Figuras[25|(a) e[25] (b), respectivamente, indicam que os excessos de precipitacdes
pluviométricas registradas na estacdo Recife-Curado (1962:2019) possuem uma leve correlacdo
entre si, revelando uma dependéncia linear n3o significativa. Sendo assim, admitiremos a
hipdtese de independéncia entre os mesmos.

Por fim, notemos que o QQ-plot exponencial ilustrado na Figura ratifica que a distri-

buicao subjacente aos dados possui cauda pesada dentre as que integram a familia GDP, pois
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Figura 23 — Precipitacdes pluviométricas diarias registradas na estacdo Recife-Curado (1962:2019) em (a) e
os respectivos excessos além do limiar u = 96 mm em (b).
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a nuvem de pontos possui padrdo similar aos pontos de uma funcao convexa, afastando a

possibilidade de modelagem por meio da distribuicdo exponencial (caso em que v = 0).
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Figura 24 — Histograma e Box-plot dos excessos, acima do limiar u = 96 mm, das precipitacdes pluviométricas
na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Figura 25 — Gréficos das funcdes de autocorrelagdo amostral em (a) e parcial em (b) dos excessos, acima do
limiar w = 96 mm, das precipitacdes pluviométricas na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Fonte: elaborada pelo autor (2022)

5.4.3 Estimacao por meio do modelo GPD

Sob o ajuste GPD, as estimativas de MV para os parametros de escala (o) e forma ()

sdo exibidas na Tabela[29] Nota-se que o sinal da estimativa do pardmetro v é positivo. Logo,
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Figura 26 — QQ-plot exponencial dos excessos, acima do limiar u = 96 mm, das precipitacbes pluviométricas
na estacdo Recife-Curado (1962:2019).
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Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Tabela 28 — Estatisticas descritivas para os excessos de precipitacdo pluviométrica (mm) acima do limiar
u =96 mm, na estacdo Recife-Curado (1962:2019).

n  Minimo Q; Mediana Média Q3 Maximo Desvio Assimetria Curtose
90 0.60 6.35 1835  28.27 39.88 239.80 34.53 3.24 18.01

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

somos levados a classificar a distribuicao dos excessos de precipitacao pluviométrica na estacao
Recife-Curado como sendo detentora de cauda pesada, compondo o max-domimio de atracdo
Fréchet. Porém, a estimativa do desvio padrdo do EMV do parametro v é relativamente
grande quando comparada com a estimativa do préprio parametro. Isso ja era esperado pela
nossa escolha de limiar, pois, de acordo com (MENDES| [2004)), a escolha de um valor muito
alto para o threshold implicara em um ndmero pequeno de observacGes da cauda direita,
podendo ocasionar maior variabilidade dos estimadores; por outro lado, se o limiar n3o for
suficientemente alto, as suposicoes tedricas necessarias para o uso da GPD como distribuicao
limite dos excessos ndo estdo satisfeitas.

Passemos a estimacao de quantis elevados para os excedentes. No caso da distribuicao

(A=p)~7-1)

S para 0 < p < 1. Ao usarmos a

GPD, os mesmos sdo obtidos por ¢, = i+ o
propriedade de invaridncia do EMV, obtemos as estimativas expressas na Tabela [30]
A seguir, obtemos estimativas para os niveis de retorno. O nivel de retorno T-anos, de-

notado por U(T), é o quantil correspondente a probabilidade 1 — % Aqui, ele pode ser
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Tabela 29 — Estimativas de MV dos pardametros o e v do modelo GPD para o excesso acima do limiar u = 96,
acompanhadas do respectivo erro padrao.

o3
emv | 23.758 0.1591

Estimativas
se | 3.7669 0.1196

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Tabela 30 — Estimativas de MV dos quantis elevados no modelo GPD, excedentes acima do limiar u = 96.

do.95 do.99 d0.999 40.9999
Estimativas | 187.1761 257.3524 394.7833 592.9991

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

interpretado como o excedente de precipitacdo pluviométrica (mm) que é excedido, em média,
uma vez a cada T anos. Mais uma vez, ressaltemos que a funcao is.fixedfevd(), quando
aplicada ao modelo ajustado, sugere estacionariedade do mesmo. A Tabela [31] exibe as esti-
mativas de MV para os niveis de retorno para 10, 20, 50, 100 e 200 anos. De onde se infere
que aproximadamente 187 mm é o nivel de retorno que é excedido, em média uma vez, a
cada periodo de 20 anos. Observemos que este nivel quase que foi superado no ano de 2000,
mais precisamente no 01/08/2000 foi registrada uma precipitacdo pluviométrica diaria igual
185.9 mm. Se o periodo é alongado para um século, a estimativa para o nivel de retorno é

aproximadamente 257 mm.

Tabela 31 — Estimativas de MV dos niveis de retorno, excedentes, no modelo GPD.

2 2 2 2 2

U(10) U0  U(0)  U(100)  U(200)
Estimativas | 162.0659 187.1761 224.9167 257.3524 293.5636

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Agora, calculemos as estimativas para a probabilidade de excedéncia de um determinado
nivel e e para o correspondente periodo de retorno, denotado por IEL(e) e definido como o
numero médio de anos de espera até que o nivel e seja ultrapassado. Na Tabela |32 encontram-
se as estimativas de MV das probabilidades de excedéncia associadas aos quatro maiores niveis
pluviométricos registrados na estacdo Recife-Curado no periodo 1962:2019, paralelamente sdo
exibidas as estimativas dos periodos de retorno associados aos respectivos niveis. Destaquemos
que a estimativa para o periodo de retorno correspondente ao nivel pluviométrico de 235.8

mm é aproximadamente 62.5 anos, sendo 1986 o Gltimo ano em que este nivel foi registrado.
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Ja a estimativa do periodo de retorno associada a maior precipitacao pluviométrica registrada
na estacdo, que foi de 335.8 mm, é aproximadamente 412 anos.
Tabela 32 — Estimativas de MV da probabilidade de excedéncia do nivel e e do periodo de retorno correspon-

dente, em anos, no modelo GPD.

Niveis Probabilidade Periodo de

de excedéncia retorno

e=185.9 0.0517 19.3422
e = 208.5 0.0293 34.1151
e =235.0 0.0160 62.5396
e =335.8 0.0024 411.7906

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Por fim, apresentamos na Figura [27| os graficos que refletem a qualidade do ajuste obtido
por meio do modelo GPD. Particularmente, o QQ-plot-GPD, Figura (c), indica que ndo
ha evidéncias contrarias ao ajuste dos excessos de precipitacdo pluviométrica, acima do limiar

u = 96, registrados na estacdo Recife-Curado por meio do modelo GPD.

5.4.4 Estimacao via o modelo GPD-BS

A fim de implementarmos o ajuste por meio do modelo GPD-BS, consideraremos os ex-
cedentes de precipitacao pluviométrica, acima do limiar © = 96 mm. Dessa forma, a variavel
que modela tais excedentes deve, obrigatoriamente, assumir valores maiores do que u, isso
nos leva a fixar o valor do parametro 3 do modelo GPD-BS em 96. Um procedimento similar
foi adotado no ajuste GPD quando admitiu-se que parametro de locacdo u = 96. A Tabela
exibe as estimativas de MV dos pardmetros do modelo GPD-BS. Destaque-se que o si-
nal da estimativa de v é negativo, levando-nos a classificar a distribuicdo dos excedentes de
precipitacao pluviométrica como tendo cauda curta dentre aquelas que compéem a familia
GPD-BS. Em teoria, isso possibilita a estimacdo do limite superior do suporte da distribuicdo
subjacente aos dados. Mas, dado que a estimativa de y estd préxima de zero, o valor numérico
a ser estimado serda, provavelmente, muito elevado, inviabilizando seu uso pratico no caso sob
estudo.

A Tabela exibe as estimativas de MV de alguns dos quantis elevados. As estimativas
dos quantis gg.95 € go.99 S30 superiores aquelas obtidas sob o ajuste GPD, mas relativamente

préximas. Por outro lado, as estimativas dos quantis gg.g99 € §o.9999 Sa0 inferiores e relativamente
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Figura 27 — Gréficos da qualidade do ajuste por meio do modelo GPD.
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Tabela 33 — Estimativas de MV dos pardmetros « e v no modelo GPD-BS, excedentes acima do limiar v = 96,
acompanhadas do respectivo erro padrao.

o y
emv | 0.2411 —0.0330
Estimativas
se | 0.0346 0.0975

Fonte: elaborada pelo autor (2022)
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distantes.

Tabela 34 — Estimativas de MV dos quantis elevados no modelo GPD-BS, excedentes acima do limiar u = 96.

qAO.95 qAO‘99 ‘jO.999 Ci0.9999
Estimativas | 188.5375 258.1959 380.7798 526.6031

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

A Tabela [35| apresenta as estimativas dos niveis de retorno para os periodos de 10, 20, 50,
100 e 200 anos obtidas pelo modelo GPD-BS. Nota-se que elas estdo muito préximas daquelas

provenientes do ajuste GPD.

Tabela 35 — Estimativas de MV dos niveis de retorno no modelo GPD-BS.

Z Z Z 7 Z

U(10) U200  OU(G0)  U(100)  U(200)
Estimativas | 162.854 188.5375 226.4988 258.1959 292.3302

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Agora, notamos que as estimativas das probabilidades de excedéncia associadas aos 4 mai-
ores niveis de precipitacdo pluviométrica, prevenientes do ajuste GPD-BS e exibidas na Tabela
36, sao diferentes daquelas advindas do modelo GPD. Em particular, as probabilidades de
excedéncia associadas a maior observacdo amostral, 335.8 mm, estao relativamente afastadas
uma da outra, fazendo com que as emv para os periodos de retorno sejam distintas. De modo
que a diferenca absoluta entre as emv dos periodos de retorno associado ao nivel 335.8 mm é

de aproximadamente 41.5 anos.

Tabela 36 — Estimativas de MV da probabilidade de excedéncia do nivel e e do periodo de retorno correspon-
dente, em anos, no modelo GPD-BS.

Niveis Probabilidade Periodo de
de excedéncia retorno

e=185.9 0.0535 18.6843
e = 208.5 0.0305 32.8246
e=235.0 0.0165 60.5498
e =335.8 0.0022 453.2847

Fonte: elaborada pelo autor (2022)

Neste ponto, destaquemos que, para o caso sob estudo, o ajuste por meio do modelo
GPD-BS possibilita a estimacdo do limite superior do suporte da distribuicdo; que é igual
2* = 5312.403 mm. Porém, nota-se claramente que este valor é muito elevado, inviabilizando

seu uso pratico.
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Por fim, os graficos da Figura [28] atestam que o ajuste por meio do modelo GPD-BS é t3o
satisfatério quando aquele em que se utilizou a distribuicio GPD. Em particular, o QQ-plot-
GPD-BS dos excedentes, Figura 28| (c), sugere que n3o hé evidéncias contrdrias ao ajuste por
meio da GPD-BS, pois 0 mesmo acomoda satisfatoriamente a nuvem de pontos em torno da

reta bissetriz.

Figura 28 — Graficos da qualidade do ajuste por meio do modelo GPD-BS.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Ao desenvolvermos o presente trabalho obtemos ferramentas que viabilizam a implemen-
tacdo de uma andlise de influéncia local sobre o modelo de regressdo EVBS, pois derivamos
expressdes que possibilitam o céalculo das curvaturas normal e conforme para trés diferentes
esquemas de perturbacdo: ponderacdo de casos, perturbacao na resposta e perturbacio em
uma variavel explicativa, permitindo a identificacdo criteriosa de observacdes influentes. Pa-
ralelamente, obtemos uma condicdo necesséria e suficiente para existéncia dos dois primeiros
momentos da distribuicdo EVBS e deduzimos algumas caracteristicas relativas a monotonici-
dade e a existéncia de maximos locais para a funcdo densidade de probabilidade da distribuicado
log-EVBS. Além disso, abordamos o problema de estimacdo no modelo de regressio EVBS
e acentuamos a problematica decorrente do fato de estarmos diante de um caso ndo-regular.
Obtivemos, por meio de simulacées de Monte Carlo, suporte numérico que corrobora com a
hipétese de consisténcia assintética do EMV dos pardmetros do modelo de regressiao EVBS.

Nossas aplicacdes se concentraram em dados reais registrados nas estacdes meteoroldgicas
Recife-Curado-PE e Itajai-SC. Em uma delas nosso interesse incidiu sobre as temperaturas
maximas anuais, na outra foi a velocidade maxima mensal de ventos. Em ambas, confirmamos a
eficacia da técnica de influéncia local em detectar observacdes influentes. Ainda nesse contexto,
uma terceira aplicacdo possui grande relevo social, pois investigamos os niveis da precipitacao
pluviométrica maxima anual registrados na estacao Recife-Curado, utilizando os modelos GEV
e EVBS, combinados com o método de Gumbel, onde obtivemos estimativas de méaxima
verossimilhanca para os parametros tais como: nivel de retorno e periodo de retorno. Agrega-
se a isso, a obtenc3o de uma estimativa, proveniente do ajuste EVBS, para o limite superior
do suporte da distribuicdo subjacente dos dados, ou seja, uma estimativa para o supremo dos
niveis de precipitacdo maxima anual na estacao Recife-Curado.

Concluimos o desenvolvimento do trabalho com a propositura de uma nova familia de
distribuicdes BS derivada da GPD para modelagem de dados extremos obtidos segundo a me-
todologia POT. Deduzimos algumas propriedades desta distribuicdo e tratamos de estimacdo
por maxima verossimilhanca. O potencial desta nova familia na modelagem de dados extre-
mos foi evidenciado a partir de uma a aplicacdo na qual modelamos os excedentes anuais de
precipitacao pluviométrica, acima de um limiar elevado, registrados na estacao Recife-Curado,

utilizando a metodologia POT, resultando em um ajuste t3o satisfatério quanto aquele em



165

que se utilizou o modelo GPD.

Por fim, indicaremos alguns tépicos que podem ser aprofundados ou desenvolvidos em
pesquisas futuras. No que tange a estimacdo dos pardmetros do modelo EVBS e do seu
correspondente modelo de regressdo, deve-se investigar minuciosamente as condicdes de re-
gularidades que s3o violadas pela funcdo de log-verossimilhanca e usar os resultados obtidos
por (DOMBRY, 2015)), (BUCHER; SEGERS, 2017) (DOMBRY; FEREIRA, 2019)) e (ZHANG; SHABY,
2020) para derivar condicdes suficientes que assegurem a consisténcia e a normalidade assin-
tética do EMV. Em relacdo a anélise de influéncia local sobre o modelo de regressao EVBS,
o pressuposto de suporte comum, fixado por (AMARI, [1985) para o desenvolvimento do arca-
bouco geométrico-diferencial, limitou nossas acdes ao caso regular. Neste sentido, é frutifero
investigarmos quais as consequéncias do relaxamento desse pressuposto na estrutura geomé-
trica e estabelecermos o alicerce para lidarmos com situacées em que tal condicdo nao seja
atendida.

Acerca da aplicacdo que trata dos niveis de precipitacdo pluviométrica registrados na es-
tacdo Recife-Curado, é natural investigar o comportamento da precipitacao pluviométrica
maxima mensal, sendo necessario, talvez, incluir uma estrutura que admita, por exemplo,
a hipétese de dependéncia linear entre os dados. Dada a natureza dessa variavel, uma outra
alternativa consiste em empregar a metodologia na qual se volta a atencao para os conglo-
merados de excessos, usando os resultados obtidos por (ANDERSON, [1994)), na tentativa de
compreender as cheias ocorridas em meados da década de 70 no Recife-PE, possivelmente
causadas por soma de excessos de precipitacao.

Em relacdo ao modelo GPD-BS, ha algumas direcées que podem ser examinadas. De
inicio, provavelmente as expressdes obtidas para os valores esperados de funcdes da variavel
GPD-BS possibilitem a construcdo de rotinas que nos levem aos estimadores de L-momentos
dos parametros. Em seguida, cabe uma investigacdo sobre a funcao de distribuicdo da GPD-
BS acerca das condicdes citadas por (MENDES, [2004)), no tocante a monotonicidade cdncava
e a dominacdo, ao comentar sobre a forma funcional da distribuicdo assintética do excesso

agregado.
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APENDICE A - A ESTATISTICA DE EXTREMOS UNIVARIADOS

A.1 MODELAGEM PROBABILISTICA EM ESTATISTICA DE EXTREMOS

Neste apéndice, apresentamos uma breve introducao ao arcabouco probalilistico contido
na Teoria de Valores Extremos e que fundamenta a Estatistica de Extremos Univariados. O
material exibido nas secBes seguintes é uma sintese do Capitulo 3 do livro (EMBRECHTS;

KLUPPELBERG; MIKOSCH, 1997).

A.1.1 Distribuicdes limites para o maximo amostral

Seja {X,,}n>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes, identicamentes distri-
buidas (iid), ndo-degeneradas e com func&o de distribuicido comum denotada por F'. Definimos

o maximo amostral, e indicamos M,,, por
M1 = X1 (S Mn = maX{Xl,XQ, ...7Xn}, n Z 2. (A].)

Interessa-nos investigar o comportamento da estatistica M,,. Ressaltamos que os resultados
a serem obtidos também sao validos, com as devidas adaptacdes, para a estatistica minimo
amostral. Isso é uma consequéncia da identidade min{ X1, ..., X,,} = — max{—X3, ..., — X, }.
Antes de apresentarmos alguns resultados basicos sobre comportamento assimtético de
M,,, passemos a definicdo de limite superior do suporte da variadvel cuja distribuicdo é F',

denotado por zp, e definido por:
zp =sup{z € R; F(x) < 1}. (A.2)

Intuitivamente, valores extremos ocorrem préximo ao limite superior do suporte de F.
Dessa forma, o comportamento assintético do maximo amostral deve ser similiar ao da cauda
direita de F' préxmo de z . Isso de fato se verifica e a justificativa estd contida na combinac3o
dos seguintes resultados basicos:

Resultado 1. Para todo = < zp, tem-se P(M,, < x) — 0, quando n — oco. E, no caso
em que Tp < 00, se T > xp, entdo P(M, < x) — 1.

Resultado 2. Dada { X, },,>1 uma sequéncia de variaveis aleatdrias iid, o maximo amostral

. , P
M,, converge em probabilidade para . Em simbolos, M,, — xp, quando n — oc.
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Resultado 3. Dado que a sequéncia de variaveis aleatérias {M,, },>1 é ndo-decrescente
emne M, N rp, segue que M, converge quase certamente (a.s.) para . Em simbolos,
M, %2 2, quando n — oo.

O fato de que a distribuic3o assintética de M, é uma funcdo degenerada em xr n3o agrega
informac3o satisfatéria se almejamos calcular probabilidades da forma P(M,, < x) para valores
moderados de n. Um resultado fundamental na Teoria de Valores Extremos, conhecido como

Teorema de Fisher-Tippett, assegura que se existem constantes ¢, > 0 e d,, € IR tais que

c,' (M, —d,) — H, n— o (A.3)

n

para alguma distribuicao ndo-degenerada H, entdo H é do tipo valor extremo. Porém, nem
sempre é possivel padronizarmos o maximo amostral de modo que a distribuicdo assintética
seja nao-degenerada. Um exemplo disso é o maximo de varidveis aleatérias iid que seguem uma
distribuicdo de Poisson, para uma justificativa desse fato veja (EMBRECHTS; KLUPPELBERG;
MIKOSCH, [1997)).

Neste ponto, interessa-nos determinar condicdes que a funcdo de distribuicdo subjacente
F' deve satisfazer a fim de que se possa assegurar a existéncia de limite n3o-degerado para
P(M, < u,) quando n — oo e u, = ¢,x + d,. Os resultados a seguir expressam condicdes
que garante a existéncia e a natureza do limite em termos do comportamento da cauda da

funcdo F, ou seja, F =1 — F.
Teorema A.1 (Aproximacdo Poissson)

Dados 7 € [0, 0] e uma sequéncia (u,),>1, as afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
i) nF(u,) — 7, n — oo.
i) P(M, <wu,) —e ", n— oo

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, |1997)) p. 116.

Corolario A.1.1

Seja F' uma funcdo de distribuicdo com limite superior do suporte zp finito e F(x5) =
F(zp)— F(xzy) > 0. Se (u,)n,>1 € uma sequéncia de nimeros reais tal que P(M,, < u,) —

p, mn — 00, entaoou p=0oup=1.

Teorema A.2
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Seja F' uma funcdo de distribuicdo com limite superior do suporte zp < 0o e 7 € (0,00).

Existe uma sequéncia (uy,),>1 satisfazendo nF(u,) — 7, n — 00 se, e somente se,
F(x)
lim = =1le F(zp) = lim F(x) = 1.
lim o2 = e F(ag) = Iim F(@)
Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997)) p. 117.

A.1.2 Convergéncia fraca do maximo amostral sob transformacoes afins

Nesta secao, temos por objetivo caracterizar as possiveis distribuicGes limite para o maximo

amostral, M, quando o mesmo for submetido a uma transformacdo afim positiva.
Definicao A.1 (Distribuic6es Max-estaveis)

Uma variavel aleatéria X, ndo-degenerada, ou sua correspondente funcao de distribuicao, € dita
max-estavel se, dada uma sequéncia de variaveis, X1, ..., X,,, independentes e identicamente

distribuidas a X, é valida a equivaléncia
d
M, = c, X +d,

para todo n > 2 e constantes apropriadas ¢, > 0 e d,, € IR. A notacdo Y <X significa que
Y e X seguem a mesma distribuicao.
Exemplo. Seja X uma variavel aleatéria cuja funcdo de distribuicdo é A(z) = exp(—exp(—x)),z €
IR. Mostraremos que X é max-estavel com ¢, = 1 e d,, = log(n). De fato, seja X1, ...., X,
uma sequéncia de varidveis aleatdrias iid a X. Se Y = X + log(n), entdo a fda de Y é dada

por
Fy(y) = P (X +log(n) < y) = exp (= exp(—(y — log(n)))) = exp(—nexp(-y)), (A.4)
usando o fato de que A(z) = exp(—exp(—x)),z € IR, temos
Fy(y) = [M)]" = Far, (y)- (A-5)
Ou seja, M, < X + log(n).
Teorema A.3 (Propriedade limite das leis max-estaveis)

A classe das distribuicdes max-estaveis coincide com a classe de todas as distribuicoes
limites possiveis, nao-degeneradas, para o maximo amostral, apropriadamente padronizado, de

variaveis aleatérias independentes e identicamentes distribuidas.
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Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997)), p. 121.
A seguir, enunciaremos um resultado que é fundamental na Teoria do Valores Extremos,

pois apresenta as distribuicGes limites possiveis para o maximo amostral.
Teorema A.4 (FISHER; TIPPETT, |1928)

Seja {X,,}n>1 uma sequéncia de variaveis aleatédrias independentes e identicamente dis-
tribuidas. Se existem constantes padronizadoras ¢, > 0, d,, € IR e uma distribuicdo n3o-
degenerada H tal que
(M, —d,) 2 H, (A.6)

n

entdo H é do mesmo tipo que uma das trés seguintes distribuicdes:

0; sex < 0.
Fréchet: ®,(x) =

exp(—x~%); sex >0, a>0.

exp(—(—x)%); sex <0.
Weibull: ¥, (z) = (={=2)7)

1; sex >0, a>0.
Gumbel: A(x) = exp(—exp(—z)), =€ R.

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, |1997)) pp. 122 e 123.

Observacoes:

12) A distribuicdo limite, H, apresentada em (|A.6)) é (nica sob transformacdes afins positi-
vas. Em outras palavras, se o limite figurar na forma H(cx + d), com ¢ >0e d € IR,
ou seja,

lim P(c,'(M, —d,) < z)= H(cx + d),

n—oo
ao considerarmos ¢,, = “* e Jn =d, —d- <, obtemos
lim P(@," (M, — d,) <) = H(x).

22) Para fins de modelagem, as funcGes de distribuicido ®,, ¥, e A sdo muito diferen-
tes. Porém, do ponto de vista matematico, elas estdo relacionadas segundo a seguinte

equivaléncia: se X > 0, entao

X ~dy = log(X*) ~ A= - X'~ VU,
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Definicao A.2 Distribuicdo valor extremo

As distribuicdes ®,, ¥, e A, que figuram no teorema (|A.4)), sdo chamadas distribuicdes
padrdo de valores extremos. A mesma denominacdo recai sobre as varidveis aleatérias que
seguem tais distribuicdes.

Observacao: As distribuicdes de valores extremos sdo max-estaveis. Em particular,
1. Se X ~ ®,, entdo M, < n'/*X:
2. Se X ~ W, entdo M, £ n-l/2X;

3. Se X ~ A, entdo M, £ X + log(n).

A.1.3 Max-Dominios de atracao e constantes padronizadoras

Nesta subsecdo, investigaremos as condicdes que a funcao de distribuicdo, F', da variavel
subjacente X deve satisfazer a fim de que o maximo amostral, devidamente padronizado,
convirja fracamente para uma dada distribuicdo valor extremo padrdo H. Uma quest3o rela-
cionada com o propdstio citado consiste em determinar as constantes de normalizacdo ¢, > 0
e d, € IR tais que se verifica a convergéncia ¢, (M, — d,) L. Destaquemos que di-
ferentes constantes de padronizaciao para as quais essa convergéncia é valida n3o acarretam

distribuicGes limites distintas.
Definicdao A.3 (Maximo dominio de atracdo)

Dizemos que uma variavel aleatéria X, ou sua respectiva funcao de distribuicao F', pertence
ao maximo dominio de atracdo da distribui¢do valor extremo H, e denotamos ' € MDA(H),

se existem constantes reais ¢, > 0 e d,, € IR tais que

' (M, — d,) 25 H. (A7)

n

Teorema A.5 (Caracterizagdo do max-dominio H )

A func3o de distribuicdo F' € MDA(H), com constantes de padronizacdo ¢, > 0ed, € IR,

se, e somente se,

lim nF(c,r +d,) = —log(H(z)); V€ IR. (A.8)

n—o0

Quando H(z) =0, o limite é interpretado como sendo co.
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Observacao: Usando a teoria das funcdes de variacdo regular é possivel caracterizarmos
cada um dos dominios de atracdo das distribuicoes ®,, ¥, e A. Como veremos adiante, a
caracterizacdo dos dominios de atracdo Fréchet (®,) e Weibull (¥,,) revela-se mais simples do
que a do dominio Gumbel (A), este Gltimo consiste de distribuicdes cuja cauda direita decresce
mais rapido do que uma func3do poténcia. Antes de passamos as caracterizacdes, apresentemos

um conceito Util quando se compara caudas de distribuicoes.
Definicao A.4

Dizemos que duas distribuicdes, F' e G, possuem caudas equivalentes, e denotamos F' ~ G,

se elas tém o mesmo limite superior do suporte, isto é, xr = x5 < 00, e para alguma constante

real ¢, com 0 < ¢ < 00, tem-se lim — =c.
xR G(I)

Observacdes:
12) A relacdo de equivaléncia de caudas (~) é reflexiva, simétrica e transitiva.

22) Cada um dos dominios de atracdo ,®,, ¥, e A, é fechado com respeito a equivaléncia

de caudas, no seguinte sentido:

F € MDA(H) <= G € MDA(H).

3?) Dadas duas distribuicdes de caudas equivalentes, as sequéncias de constantes apropriadas

para padronizacdao do maximo amostral podem ser as mesmas.

A.1.3.1 Caracterizacdo do max-dominio Fréchet

Uma caracterizacao para classe das distribuicGes que compdem o max-dominio Fréchet,
(®,), com a > 0, é dada em termos do conceito de funcdo de variacdo regular. Mostraremos
que o max-dominio de atracdo Fréchet é constituido por todas as funcdes de distribuicao cuja
cauda direita possui variacdo regular com indice —«. Para F' € MDA(®,,) as constantes ¢, e

d,, podem ser escolhidas como ¢, = F< (1 —n"!) = (1/?)% (n) ed,=0.
Teorema A.6 (Caracterizacdo do max-dominio Fréchet)

Uma funcdo de distribuicdo F' pertence ao maximo-dominio de atracdo Fréchet, e deno-
tamos F' € MDA(®,,), com a > 0, se, e somente se, F(x) = 27 °L(x), para alguma func3o

L de variacao lenta.
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Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997)) pp 131 e 132.

Observacoes: O Teorema tem as seguintes implicacoes:
12) Se F € MDA(®,,), entdo ¢ ' M, 2 ®,, com ¢, = F*(1 —n™Y).

2?) Se F' € MDA(®,,), entdo o limite superior do suporte da varidvel associada a F' é

infinito, isto é, xp = oo.

32) A classe de distribuicdes do max-dominio Fréchet contém as distribuicdes de cauda

pesada, no sentido de que IF(XT)° = oo, para § > a.
Corolario A.6.1 (Condicio de suficiéncia de Von Mises)

Seja F' uma funcado de distribuicdo absolutamente continua e f sua correspondente funcdo

densidade de probabilidade. Se

m xj(m) =a>0, (A.9)

% Fa)

entdo F' € MDA(D,,).
O resultado a seguir assegura que a classe de funcées de distribuicdo cuja cauda direita,

F, possui variacio regular é fechada com respeito a equivaléncia de cauda dada pela Definicio

A4
Teorema A.7 (Propriedade de fechamento do MDA(®,,))

Sejam F' e G funcdes de distribuicdo. Suponhamos que F' € MDA(®,) com constantes

normalizadoras ¢,, > 0, ou seja

lim F"(cpz) = @o(x), x> 0. (A.10)
Nessas condicdes,
lim G"(cnz) = Pacz), x> 0. (A.11)

para algum ¢ > 0 se, e somente se, F' e G possuem caudas equivalentes com

lim gég = . (A.12)

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997)) p. 133.
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A.1.3.2 Caracterizacdo do max-dominio Weibull

Assim como o max-dominio Fréchet, a caracterizacao do max-dominio Weibull, ¥, para

a > 0, também recorre ao conceito de funcao de variacdo regular.
Teorema A.8 (Caracterizacdo do max-dominio Weibull)

Uma funcdo de distribuicdo F' pertence ao maximo-dominio de atracdo Weibull, e deno-
tamos F' € MDA(¥,,), com « > 0, se, e somente se, vp < 0o e F(zp — a7 ') = 27L(z),
para alguma funcdo L que possui variacdo lenta.

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997)) p. 135.

Observacdes:

12) Se F € MDA(V,), entdo c; (M, — d,) — U,, com ¢, = zp — F=(1 —n7!) e

dn = TF.
2?) Se I' € MDA(¥,,), entdo o limite superior do suporte da varidvel associada a F ¢ finito.
32) Os max-dominios ¥, e @, se relacionam por meio da seguinte expressio:

Uy(—27) =,(z), >0 (A.13)

Corolario A.8.1 (Condicdo de suficiéncia de Von Mises)

Seja F' uma funcdo de distribuicao absolutamente continua cuja funcdo densidade de

probabilidade correspondente f é positiva em um intervalo limitado (z,zr). Se

o Gop = )1 (@)

— =a>0 A.14
ser F(x) ‘o (A-14)

entdo F' € MDA(V,,).
Teorema A.9 (Propriedade de fechamento do MDA(V,,))

Sejam F' e G funcbes de distribuicdo tais que xp = z¢ < 00. Suponhamos que F' €

MDA(W,,) com constantes normalizadoras ¢,, > 0, ou seja,

Jim F'(cpx + xp) = Vo(z), x<0. (A.15)
Nessas condicoes,
lim G"(c,x + xp) = Vy(cx), x<O. (A.16)

n—oo
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para algum ¢ > 0 se, e somente se, I’ e G possuem caudas equivalentes com

lim ——= =¢ . (A.17)

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997)) p. 136.

A.1.3.3 Caracterizacdo do max-dominio Gumbel

O maximo dominio de atracdo Gumbel, MDA(A), agrega uma classe de distribuices com
caudas muito diferentes, algumas possuindo caudas leves, por exemplo a normal, e outras tendo
caudas moderadamente pesadas, por exemplo a log-normal. Ele é formado por distribuicdes
que estao estreitamente relacionadas com as funcdes que admitem uma representacao na
forma de funcdo de Von Mises.

A funcdo distribuicdo Gumbel é definida por
A(z) = exp(—exp(—z)), z € R. (A.18)

De imediato, podemos identificar, usando expansdo em série de Taylor, que A(z) possui cauda

equivalente a exp(—x), ou seja, A(z) =1 — A(x) ~ e~*. De fato, de inicio observemos que

> L exp(—nx)
Alz) => (-1 T TE R.
n=1 :
Dai,
Az) & (=D"
s T

> 1
A convergéncia da série Z(—l)”ﬁ é assegurada pelo Teste de Leibniz, pois os termos u,, = %

n=1

sdo positivos, decrescentes e u,, — 0. Do exposto, segue que a cauda de A decresce para zero

na razdo exponencial.
Definicao A.5 (Funcées von Mises)

Sejam F' uma funcao de distribuicdo e zr < oo o limite superior do suporte. Se existe algum

2z < xp tal que F' = 1 — F adimite uma representacio na forma

F(z) = cexp <_./:a(1t) dt) , z<uz<uxp, (A.19)



183

onde ¢ é uma constante real positiva, a(-) é uma funcdo postiva absolutamente continua (com
respeito a medida de Lebesgue), com densidade d'() e zl%?} a'(x) = 0, entdo diz-se que F é
uma funcdo von Mises com funcdo auxliar é a(-).

Exemplo. Seja F' uma fd com 2y < 0o e assuma que existe algum z < zp tal que F é

duas vezes derivavel no intervalo (z,zr) com densidade positiva f = F' e F"(z) < 0 para

todo = € (z,zp). Nesses termos, F' é uma funcdo von Mises com funcdo auxiliar a = ? se, e
F(x)F"(z
somente se, lim w = —1.
ater  f2(z)

Teorema A.10 (Propriedades das funcées von Mises)

Se uma distribuicdo, F, é uma funcdo von Mises, entdo F' é absolutamente continua no

intervalo (z,zp), para algum z < zp < oo, com funcdo densidade f. A funcdo auxiliar pode

ser tomada como a(x) = f((i)) Além disso, sdo validas as seguintes afirmativas:
i) Se rr =00, entdo F € R_, e lim xff(m) = 00
i) Se zp < 00, entdo F(zp —a7!) € R_ e lim M = 00.
ztrp F(ZI?)

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997 p. 141.

A notacdo F' € R_ indica que F possui variacdo rapida com indice —oo. Mais detalhes
podem ser encontrados na ultima secdo deste apéndice.

A proposicao adiante assegura que a classe de distribuicoes von Mises pertence ao max-
dominio de atrancao Gumbel e sugere valores para as sequéncias de constantes para padroni-

zacao.
Teorema A.11 (Funcées von Mises e o MDA(A))

Se uma distribuicdo F' é uma fungdo von Mises, entdo ' € MDA(A). Além disso, uma
escolha possivel para as sequéncias de constantes para padronizacdo do maximo é dada por

dy=F“(1—-n"") e ¢, =ald,),

onde a(-) é a funcdo auxiliar de F'.

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, |1997)), pp. 141 e 142.

Teorema A.12 (Primeira caracterizacdo do MDA(A))
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Uma funcio de distribuicdo F' € MDA(A) se, e somente se, existe z < xp tal que F' admite

uma representacdo na forma

F(z) = c(z) exp (— /j 2]8 dt) , z<x<zp, (A.20)

onde ¢() e g(-) sdo funcdes mensuraveis tais que lim clx)=0e lim g(x) = 1. Além disso,
T—TR T—TF

a(-) é positiva absolutamente continua, com respeito a medida de Lebesgue, e sua densidade

a'(-) é tal que gm a'(z) = 0. Para F' com representacio dada por [A.20| podemos considerar
T—TR

as seguintes sequéncias de constantes para padronizacdo do maximo

dy=F"(1-n"") e ¢, =a(d),

onde a(-) é uma funcdo auxiliar de F' que pode ser tomada como

a(x) = v F((atc)) dt, x <uzp. (A.21)

Prova: veja em (RESNICK, [1987)).
Teorema A.13 (Segunda caracterizagcdo do MDA(A))

Uma func3o de distribuicdo £ € MDA(A) se, e somente se, existe uma funcdo positiva af(-)

tal que

 Flz+ta(z)
lim ———-" = t e R. A.22
L T I (A22)

~—

Uma escolha possivel para a fun¢io a é a(z) = a(z), com a(z) dada pela expressio [A.21]

Prova: consta em (HAAN, [1970).
Teorema A.14 (Propriedade de fechamento do max-dominio Gumbel))

Sejam F' e GG fungbes de distribuicdo tais que zr = xg. Suponhamos que F' € MDA(A)

com constantes normalizadoras ¢,, > 0 e d,, € IR, isto é,
dim F"(c,x + dn) = A(x), x>0 (A.23)

Nessas condicoes,

dim G"(cpz +dn) = A(z +0), x> 0. (A.24)
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para algum b € IR se, e somente se, I’ e G possuem caudas equivalentes com

lim ——= =¢’. (A.25)

Prova: veja em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, (1997 p. 144.

A.1.4 Inversas de Funcées Monétonas.

Seja H : IR — (a,b) uma fungdo n3o-decrescente com imagem (a,b), onde —o0 < a <
b < b. Adotada a convencao de que o infimo do conjunto vazio é 400, definimos a inversa

genalizada de H, e denotamos H*, por
HT :(a,b) > R, H"(y)=inf{s; H(s) > y}. (A.26)
Observacdes:
12) A inversa generalizada também é chamada inversa continua a esquerda.
22) A funcdo H* é continua a esquerda em x € (a, b).

32) Sob a hipétese adicional de que H é continua a direita, temos:

3a) A(y) :={s; H(s) >y} é um conjunto fechado .
3b) H(H"(y)) 2 y.

3c) He(y) <t =y < H(t) e t < H (y) = H(1).

Agora, apresentamos dois resultados importantes relativos a convergéncia de sequéncias de
funcdes mondtonas. Dada uma funcdo monétona H : R — R, definanmos o conjunto C(H) =
{z € R; H é finita e continua em x}. Dizemos que uma sequéncia {H, },cn de fun¢des ndo-
decrescentes definidas sobre R converge fracamente para a funcdo Hy se H,(x) — Hy(x),
para todo = € C(H,), quando n — oo. E, denotamos tal convergencia por H, — H,. Se
{ X, }nen é uma sequéncia de variaveis aleatdrias que converge para X e cujas correspondentes
funcBes de distribuicdo formam a sequéncia {F),},cn, usamos a notacdo X, = X para

denotar que F,, — Fj.

Teorema A.15
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Se{H, : R — (a,b)},en é uma sequéncia de funcdes ndo-decrescentes com imagem (a, b)
tal que H, — H,, entdo H — H{ no seguinte sentido: para todo ¢ € (a,b) NC(H{),

tem-se H (t) — H{ (¢)
Teorema A.16

Se , para cada n > 0, X,, é uma variavel aleatéria real no espaco de probabilidade
(Q, By, P,) tal que X,, = X, entdo existe uma sequéncia de variavels aleatdrias {Yn, n >0}

definidas no espaco de probilidade de Lebesgue ([0, 1], 5[0, 1], i) tal que
(i) X, 4 X,, paracadan >0,

(i) X,, — X, quase certamente, em relacio a medida .

A.1.5 Variacao Regular

Definicao.

(a) Uma fungdo positiva e mensuravel, L : (0,00) — (0,00), possui variacdo lenta no

infinito, e denotamos L € R, se

lim L(tx) =1

t > 0. A.27

(b) Uma fungdo positiva e mensuravel, h : (0, 00) — (0, 00), diz-se possuir variagdo regular

no infinito com indice o € IR, e denotamos h € R, se

. h(tzx)
1 =t% t . A2
=5e0 To(z) , >0 (A-28)

(c) Uma funcdo positiva e mensuravel, h : (0,00) — (0, 00), diz-se possuir variacdo rapida
com indice —oo, e denotamos h € R_,, se

0; se, t > 1,
lim 22) (A.29)

oo; se, 0<t <1,
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APENDICE B - GEOMETRIA EM SUPERFICIES QUE SAO GRAFICOS DE
FUNCOES DIFERENCIAVEIS

Ha muitas formas de apresentarmos um estudo sobre a geometria do grafico de uma funcao
diferencidvel. Uma abordagem mais geral, usa o fato de que o grafico de uma funcdo suave
é uma variedade diferenciavel, dai as propriedades geométricas desta sdo validas para aquela,
isso é feito, por exemplo, em (LEE, 2013). Outra forma, identifica o grafico como sendo uma
superficie (ou hiperficie) contida no espaco euclidiano, veja em (THORPE, 1979). Uma terceira,
que atende plenamente aos nossos propdsitos, é apresendada por (POON; POON, 2010) que
desenvolve um estudo especifico para superficies obtidas a partir do grafico de uma funcao
diferencidvel. Nas subsecOes seguintes, apresentamos uma sintese da exposicao que consta em
(POON; POON| [2010)). O exposto a seguir fundamenta substancialmente a anélise de influéncia
local por meio da funcdo afastamento pela verossimilhanca e contribui para uma compreensao

mais profunda das medidas de influéncia.

B.0.1 Nocoes basicas

Sejam U C IRY um aberto e f : U — IR uma funcdo diferenciavel que a cada ponto
x = (z1,...,2,)" € IR? associa um Gnico ndmero real f(x). O gréfico de f é o conjunto de

pontos em IRI*! definido por
G={yeR": yj=ux;paratodo 1 <j<qey, = f(x),xeU} (B.1)

Notemos que o grafico de f pode ser identificado como a imagem da aplicacao ¢ : U —

IR tal que
o(x) = , xeU. (B.2)
Nesses termos, segue que G é uma superficie g—dimensional em IR?*!, ou seja, uma hiperficie,

sendo ¢ uma parametrizacdo de todo o conjunto G.

A diferencial da aplicacio ¢ é a transformacio linear injetora d¢ : IR? — IR?™! cuja
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matriz de representacao na base candnica é

1 0 0 0

0 1 0 0
I,

d¢=1| 0 o0 1 0 | = (B.3)
df
(g+1)xq
of of of of
L o1 Oxzo (9333 693q a

onde I, representa a matriz identidade de ordem ¢ e df a diferencial da funcdo f. Logo, a

imagem de um vetor v = (vy, ...,v,) " € IR? através de d¢ é dada por

I, v
do(v) = v=1| L af : (B.4)
df }; pral
Ou equivalentemente,
\%
do(v) = ) (B.5)
<vf7 V>

Considere a superficie G dada pela equacéo (B.1)) e uma parametrizacdo ¢ : U C IR? —
V C IR™ comx € U e ¢(x) € G. O espaco tangente a G no ponto ¢(x) é o espaco vetorial

de dimensao ¢ cujos vetores sao os elementos do conjunto T¢(X)G dado por
Tq’)(x)G ={w=do¢(v):v e R}. (B.6)

Geometricamente, o espaco tangente T¢(X)G consiste de todos os vetores velocidade em
¢(x) dos caminhos diferenciaveis contidos em G que passa por ¢(x). Além disso, a definicdo
de espaco tangente em um ponto p € G independe da escolha da parametrizacao ¢. Por fim,
observemos que a colecdo de vetores B = {d¢(e;),...,d¢(e,;)} é uma base Tqb(x)G'

Diz-se que n € IR?"! é um vetor normal a superficie G no ponto p € G se (n,w) =0
para todo w € T,G. O conjunto dos vetores normais a G no ponto p é um subespaco veotorial

de IR?*! e o denotamos por T, G+. Em simbolos,
T,G+ = {n: (n,w) = 0 para todo w € T,G}. (B.7)

Observemos que se e; é o j-ésimo vetor candnico de IR? e x; € U , entdo a diferencial de

d(x) = (x, f(x))" no ponto x, avaliada no vetor candnico e; é dada por

dep(xo) - €; = (j,df(x0) - ;)" = (ej’ > aajk(xo) : ej,k>T = (ej, (%(Xo))T- (B.8)
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Agora, consideremos o vetor n = (—V(xg),1)" e observemos que

T q
(o) = (=Tstx0) 0T (e 5 0 ) )= =3 S smless+ 720 =0
(B.9)
Dai, se w € Td)(XO)G’ entao
n,y de(e;) =3 (n.de(e)) = 0. (B.10)
k=1 k=1

Ou sejan = (—V(xg),1)" é um vetor normal & superficie G no ponto ¢(x,) € G. Em

particular, se xy € um ponto critico de f, entdo n é igual ao vetor canbnico e, ;.
Proposicao Seja f : U — IR uma funcdo diferencidvel no aberto U C IR?. Se xq é um

ponto critico de f, entdo a diferencial d¢ identifica o espaco tangente de IR? no ponto X

com o subespaco vetorial
{(wi, ooy Wy we) | € R wy g = 0}, (B.11)

Em outras palavras, d¢ é a imersdo candnica de IR? em IR

Prova. Veja em (POON; POON, 2010)).

B.0.2 A secao normal

Existem diferentes formas de analisarmos o comportamento geométrico do grafico, G,
de uma funcdo diferenciavel f : U C IR? — IR. Uma delas, consiste em investigarmos
propriedades de f(x) em relacdo a cada uma das coordenadas do vetor x = (1, ...,z,) " € IRY.
Nesse contexto, o exame do comportamento de f préximo ao ponto x, em relacdo a coordenada
xj, paraalgum j = 1,..., ¢, pode ser feito considerando-se a funcdo a valores reais, f;, definida

no intervalo aberto (—¢,¢), para algum & > 0, e cuja imagem de t é dada por

fj(t) = f([El, ...,Ij_l,t+ Tj, Tjt1, ...,Iq). (812)

Assim, o gréfico de f; estd contido em IR? e pode visto como sendo o traco do caminho
diferencidvel ¢; : (—e,e) — IR?, ¢;(t) = (¢, f;(t))". De um modo geral, se v = (vy, ..., v,) "
é um vetor n3o-nulo em IR?, podemos considerar a funcdo de uma variavel, t — f(x + tv),
cujo gréfico, contido em IR?, é o traco de um caminho diferencivel.

De forma alternativa, dado um vetor ndo-nulo v € IR? consideremos o espaco vetorial

gerados pelos vetores d¢p(v) e o vetor normal n. Esse espaco vetorial possui dimensdo 2 e
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corta transversalmente o grafico de f : U — IR, determinando sobre G uma curva suave.
Mais precisamente, sejam w € IR?™ um vetor tangente a G no ponto ¢(x) e N(w) o

conjunto definido por
N(w)={y € R :y = ¢(x)+ puw +vn, onde u,v € IR}, (B.13)

onde n denota o vetor normal a w. A secdo normal na direcdo do vetor w no ponto ¢(x),

denotada por G(w), é definida como sendo a seguinte intersecco:
Gw)=¢(U)NN((w)=GnNN(w). (B.14)

Em termos geométricos, N(w) é o plano em IR gerado pelos vetores w e n e que passa
pelo ponto ¢(x). Por outro lado, G(w) é uma curva contida no plano N(w) e que passa pelo
ponto ¢(x). Além disso, dado que n é perpendicular a G no ponto ¢(x), segue que o vetor
tangente a curva G(w), no ponto ¢(x), pertence ao espaco vetorial gerado w.

Por fim, sejam v é um vetor unitdrio em IR? e xy + tv o segmento de reta que esta
contido no aberto U para t € (—¢,¢). Agora, consideremos a funcdo de uma variavel real
v(t) = f(xo+tv) — f(x0), onde xo é um ponto critico de f. Isso nos possibilita obter uma
secdo normal ao grafico de f, no ponto ¢(xg) e na direcdo do vetor tangente d¢(v). De fato,

observemos que

P(xo + tv) = (;gi;; i‘;) = p(xo) + t(;) + y(?) = ¢(x0) + tdgp(v) + vn. (B.15)

Logo, ¢p(xp +tv) € G(dgp(v)) parat € (—¢,¢).

B.0.3 As secoes transversais em dimensao superior

O conceito de secao normal pode ser estendido para dimensao superior. De fato, sejam
W1, ..., Wi Vetores linearmente independentes em IRI"! e tangentes ao grafico G' no ponto

¢(x). Define-se o conjunto N(wy, ..., wy) do seguinte modo:
k
N(wi,...,wy) ={y € R 1y = ¢(x)+ > _ pjw;+vn, onde v, ju,..., s € R}. (B.16)
j=1
Dessa forma, o conjunto G(w1, ..., wx) = ¢(U) N N(wq, ..., wy) é chamado de secdo trans-
versal k-dimensional no ponto ¢(x). Quando w é uma combinacdo linear de w; e wo,

tem-se G(w) C G(wy,wsy). Além disso, se {wy, ..., w,} forma uma base de T¢(X)G, en-

tdo G = G(w1, ..., w,). Por fim, tem-se que sdo validas as seguintes inclusdes:

G(w;) C G(w;, w;) C G(wW;, wj,wy) C - C G(Wy, ..., Wg). (B.17)
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B.0.4 As formas fundamentais

A partir do produto interno usual (-, -) definido sobre IR, podemos calcular o comprimento
de um vetor v € IR que seja tangente a uma curva diferencidvel o : (—e,e) — U C IR? em
t = 0. Com efeito, ao produto interno (-,-) associamos a norma || - ||: R? — R, ||v]| =
\/W. Dada a superficie GG, obtida a partir do grafico da funcao diferenciavel f : U — IR,
interessa-nos calcular o comprimento de vetores que sdo tangentes a G em um ponto p =
¢(x) € G, onde ¢ : U — G é uma parametrizacido de G.

Dada uma direcao arbitraria v € RY, sendo v # 0, consideremos o caminho retilineo
diferenciavel a : (—¢,e) — U, «a(t) = x+tv, com x € U, onde U é um aberto em IR
Seja G a superficie gerada pelo grificode f : U — Re ¢ : U — G, d(x) = (x, f(x))
uma parametrizacdo de G. Notemos que a curva § = o : (—¢,e) — G, [(t) = poa(t)
é tal que 5(0) = ¢(x) € G e f'(0) =do(v) € Tq’)(x)G' Sabemos que se w € Tq’)(x)G' entdo

w = d¢(v) para algum v € R?. Consequentemente,

[wil = [do )]l = /(dg(v), dp(v)) = /[v[[2 + (T, v)" (B.18)

Em geral, se u,v € IR?, entao

(do(u),de(v)) = (u,v) + (V5 u){Vy, v). (B.19)

Neste caso, a primeira forma fundamental associada a superficie G, obtida a partir do grafico
de f, é a transformacao bilinear simétrica I que associa a cada ponto p € GG um produto

interno em T,G. Assim,
I(u,v) =u' (I, + V; Vv =u'v + (Vs u)(Vy,v), (B.20)

onde I, denota a matriz identidade de ordem ¢. Em particular, se xo é um ponto critico
de f, temos V; = 0 em x¢. Dai, a primeira forma fundamental associada a G' no ponto
p = ¢(x0) € tal que I(u,v) = (u,v). Além disso, a restricdo de I ao T¢(XO)G acarreta que
I(w,w) = (w,w) = [[w]*.

Sejam v e w vetores tangentes a G em um mesmo ponto p = ¢(Xg) € G e n o vetor

normal. A segunda forma fundamental avaliada no par de vetores v e w é dada por
—(Vyn,w). (B.21)

Em particular, se v =d¢(e;) e w = d¢(ey), entdo

_ 9*f(x0)
(Vageyn dole;)) = — D 0m,
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Consequentemente, dado que B = {d¢(ey),...,d¢(e,)} é uma base T¢(X)G e o produto

interno é bilinear, segue que

1 v Fw

(VW) = ———
[[m| NAERVAE

(v, w) = — (B.22)

B.0.5 A curvatura normal

Dada a superficie GG, obtida a partir do grafico de uma funcdo diferencidvel f : U C
IRY — IR, consideremos a parametrizacio ¢ : U — G, ¢(x) = (x, f(x))". A curvatura
normal de G em ¢(x) € G, na direcdo de um vetor ndo-nulo v € IR?, é dada por

11 F
. — (V,v): v Fv (B.23)

Ivv) (IvI2 + (V5 YL+ 194012

onde V denota o gradiente da funcdo f e F a matriz Hessiana de f no ponto x.

Restringindo-nos ao calculo da curvatura ao longo de vetores nao-nulos pertencentes ao
espaco tangente a G no ponto q_’)(x), obtemos a seguinte aplicacao

[I(w, w)

I(w,w)

C: TG — R, Co = (B.24)

Neste ponto, observemos que se a é um nimero real ndo-nulo, entdo aplicando a defincao
facilmente constata-se que C,, = C, para todo vetor n3o-nulo v € T¢(X)G, ou seja,
a curvatura normal ndo muda ao longo de uma dada direcao v. Isso permite restringirmos o
calculo da curvatura a vetores unitarios pertencentes ao T¢(X)G. Dessa forma, consideramos

a aplicacao
(v, v)
I(v,v)’

onde T¢(X)G denota o conjunto de vetores unitarios tangentes a G' no ponto ¢(x).

C: TG — IR, Cy = (B.25)

Por fim, tendo em vista a analise de influéncia local, a ser considerada porteriormente
na Secdo [3.3) podemos particularizar o célculo da curvatura normal do grafico de f em
pontos criticos da funcdo f. Dessa forma, se xq € um ponto critico de f e v é um vetor
unitario nao-nulo pertencente a T¢(X)G, entdo V(xg) é o funcional identicamente nulo.

Consequentemente,

s
F .
= v=ov = v F(xq)v. (B.26)

2 2 2
(VI + Ve iDL+ IVl
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Agora, facamos uma conexdo entre a curvatura normal de G em ¢(x), na direcdo do vetor
nao-nulo v € T¢(X)O)G, e a curvatura de uma curva plana, contida no plano que determina
a secdo normal G(v) no ponto ¢(x(). Dados um vetor unitdrio v e um ponto critico x, de
f, a secdo normal G(v), definida pela equacdo , pode ser vista como uma curva cujo
grafico é dado por

d(x0 +tv) = ¢d(x¢) + td(v) + v(t)n, (B.27)

onde v(t) = f(xo +tv) — f(x0), conforme atesta a equacgdo (B.15)).
Consideremos a curva contida no plano gerado pelos vetores d¢p(x() € n e que associa a

cada t € (—¢,¢) o ponto (¢,v(t)), onde v(t) = f(xo + tv) — f(xo). E imediato verificarmos

que
v(0) =0e ' (0) =0,
dv(t) of
=y =L t
i Jz::l z; (XO + V)U],
e
d*v(t) . 0%*f S
= MZ:1 Durdn, (x0 + tv)vpv; = v F(xg +tv)v.
Logo,
d*v(t) T
i | =v F(xq)v=_C,.

Portanto, a curvatura normal de G' no ponto ¢(x) e na direcdo do vetor v estd estreitamente
relacionada com a concavidade da se¢do normal G(d¢(y)) no ponto ¢(xp) .
Vimos que se Xy é um ponto critico de f entdo, a curvatura normal de G no ponto ¢(x)

e na direcdo do vetor unitario v é dada por

Cy =v'F(xo)v, (B.28)

onde F'(x() é a matriz da forma Hessiana de f no ponto xq.

Nessas condicGes, a curvatura normal pode ser vista como uma forma quadratica definida
em Tq,’)(x)G e cuja matriz simétrica associada é F'(x,). Usando a Proposicdo 1.2.3, que consta
em (POON; POON, [2010), segue a aplicacdo v — C\, possui ¢ pontos criticos, vy, ...,v,, €

existem escalares \q, ..., A tais que
HV]'H = 1, <Vj,Vk> = 0, se j 7& k7 FVJ' = )\jVj' (829)
Consequentemente,

Cvj = V]-TFVJ' = )\jV;-er = )\j<Vj,Vj> = >\j' (B30)
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Em linguagem geométrica, os escalares, Ay, ..., \;, sdo chamados de curvaturas principais
e os vetores , Vi, ..., V,, sdo denominados direcGes principais de G no ponto ¢(x). Para os
nossos propositos, interessa-nos identificar A\, = max A;, ou equivalentemente, C\ay.
AN

Por fim, destaquemos que a curvatura média (C') de G no ponto ¢(x) é dada por

— 1 1 .
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APENDICE C - METODOS DE GEOMETRIA DA INFORMACAO

C.1 NOCOES BASICAS
C.1.1 Variedades topolégicas

Intuitivamente, uma variedade diferenciavel é um conceito que generaliza as nocdes de
curva suave e superficie regular em espacos euclidianos. A idéia é considerar um conjunto
arbitrario, denotado genericamente por S, que admite um sistema de coordenadas. Por um
sistema de coordenadas locais em um ponto p € S entende-se uma aplicacdo um-a-um ¢ :
U C S +—— IR", definida em um aberto U, contendo o ponto, e que associa cada p € U a um
vetor p(p) = £ € IR™. Um sistema de coordenadas cujo dominio é toda variedade S é dito
um sistema global. A sintese aqui exposta é baseada em (CARMO, |1998) e (AMARI; NAGOAKA,
2000).

Uma topologia em um conjunto S é uma colecdo 7 de subconjuntos de S, chamados de

abertos segundo a topologia 7, que cumpre as seguintes condicdes:
1.0eTeSeT,;

2. Se {Au}aer é uma familia qualquer de abertos pertencentes a topologia 7, ent3o a

reunido U A, €T

acl

n

3. Se Ay, ..., A, é uma familia finita de abertos em 7T, entdo a intersecio ﬂ A, eT.
i=1

Satisfeitas as condices 1, 2 e 3, o par (S,7T) é dito um espaco topoldgico. Dado um ponto
p € S, qualquer aberto V' € T que contem p é denominado vizinhanca de p. O espaco
topolégico S é dito espaco de Hausdorff se dados dois pontos arbitrarios p # q em S,
existem abertos A, B C Staiquep € A, q € Be AN B = (). Uma base de um espaco
topoldgico (S, 7T) é uma colecdo B de abertos pertencentes a 7 com a seguinte propriedade:
todo aberto A C S se exprime como uma reunido A = UB, de abertos B) € B.

Uma aplicacdo ¢ : S; —— S, de um espaco topoldgico (Si,71) em um espaco topoldgico
(S2,73), diz-se continua em um ponto p € S; quando, para cada aberto B C S,, com
©(p) € B, existe um aberto A C S;, com p € A, tal que ¢(A) C B. Diz-se que ¢ : S; — Sy
é continua quando a mesma é continua em todos os pontos de &;, ou equivalentemente,

quando a imagem inversa ¢~ !(B) de todo aberto B C S, é um aberto em S;. No caso em
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que ¢ : S; — S, é continua, biunivoca e possui inversa ! : Sy —+ &) também continua,
diz-se que ¢ € um homeomorfismo de §; em Ss.

Um espaco topoldgico S diz-se localmente euclidiano de dimensdo n se cada pontop € S
possui uma vizinhanca U tal que existe um homeomorfismo ¢ de U em um subconjunto aberto
de IR". Neste caso, dizemos que (U, : U — IR"™) é uma carta localem S e ¢ : U — IR"
é um sistema de coordenadas locais em S.

Definicao. Uma variedade topolégica n-dimensional é um espaco topolédgico S que cumpre

as seguintes condicdes:

i) S é um espaco de Hausdorff;
i) S possui uma base 3 enumerével;

iii) S é um espaco localmente euclidiano de dimenséo n.

Suponha que (U, : U +—— IR") e (V,¢ : V +—— IR") sdo duas cartas em uma variedade
topolégica S. Dado que UNV = W é um aberto em U e ¢ é um homeomorfismo, a imagem
@(W) é um aberto em IR". De modo similar, conclui-se que ¢(W') também é um aberto em
IR". Logo, faz sentido as seguintes definicdes:

Definicao Duas cartas (U, : U — IR") e (V,¢ : V —— IR™) em uma variedade
topolégica S s3o ditas cartas compativeis se as aplicacdes ¢ o =t : (W) — (W) e
po¢ ™t p(W)— p(W) sio aplicacdes de classe C*.

Definicdo Um atlas, em um espaco localmente euclidiano S, é uma colecdo A = {(Us, va)}

de cartas compatives tais que U, U, = S.

C.1.2 Variedades diferenciaveis

Seja S uma variedade topolégica n-dimensional e ¢ : § — IR™ um sistema de coorde-
nadas global para §. Logo, ( associa a cada ponto p € S o vetor n-dimensional dado por
o(p) = (EP), .-, £ (p)) = (&4, ...,€") = [¢'] € IR™, chamado de coordenadas do ponto p.
Cada &' pode ser visto como uma funcio a valores reais, p — &£'(p), que associa a cada
ponto p € S a i-ésima coordenada de p(p). As n funcdes, £ : S —— IR, i = 1,2...,n, sdo

denominadas funcdes coordenadas.
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Seja » : & —— IR™ um outro sistema de coordenadas em p € S tal que ¥(p) =
(p', ..., p"). Neste caso, existe uma aplicacio um-a-um entre as coordenadas £ = (£!,...,£")
ep=(p',...,p") dada por o o' : IR" — IR" tal que ¥ o (&) = p.

Agora, apresentaremos a definicdo de variedade diferenciavel para qual existe um sistema
de coordenadas global. Seja S uma variedade topoldgica e A um conjunto de sistemas de

coordenadas globais para S, isto é, um atlas sobre S que cumpre as seguintes condicdes

i) Cada elemento ¢ € A é uma aplicagdo um-a-um de S em um subconjunto aberto

UcCIR"

ii) Para todo ¢ € A e qualquer aplicacdo um-a-um ¢ : § — IR" tem-se que 1) € A se,

e somente se 1) o =1 & um difeomorfismo de classe C°.

Diz-se que (S,.A) é uma variedade diferenciavel n-dimensional de classe C*°.

C.1.3 Aplicacoes diferenciaveis

Seja S uma variedade diferencidvel n-dimensional. Uma funcdo f : S —— IR é dita
diferencidvel em p € S se existe um sistema de coordenadas ¢ : U —— IR em p tal que
fop™:U C IR" — IR é diferencidvel em p. Diz-se que f : S — IR é diferenciavel se f
for diferenciavel em todos os pontos de S.

Observacdes:
12. A funcao f = f o ¢! é denominada representac3o local de f;

22. Se ¢ : 8§ — IR é uma carta global para S tal que ¢(p) = (£!,...,£"), entdo f(p) =
Fl& .8

32. Quando f o ! = f é uma funcio de classe C™ em IR", ou seja, possui derivadas
parciais de todas as ordens e as mesmas forem funcdes continuas, diz-se que f é de

classe C*° em S;

42, O conjunto F(S) = {f : S — IR; f é diferenciavel de classe C*°}, munido das opera-
¢Oes usuais de adicao de funcdes e multiplicacdo de funcdo por um escalar, é um espaco

vetorial de dimens3o infinita.
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Sejam S e Q variedades diferenciaveis cujas dimensdes sdo m e n, respectivamente. Diz-se
que uma aplicacdo f : § —— Q é diferencidvel em um ponto p € S se existem sistemas de
coordenadas ¢ : U — R™ em Sey :V — R"em Q, comp € U e f(U) C V tais que
o fop:pU)—s (V) é diferencidvel no ponto ¢(p).

Observacdes:

12. Se f: S —— Q é diferenciavel em p, entdo f é continua em p;
22. A definicao de diferenciabilidade independe da escolha do sistema de coordenadas;

32. Diz-se que f : § — Q é diferenciavel em S quando for diferenciavel em todos os pontos
de S. Além disso, diz-se que f : S — Q é de classe C™° se Yo fop™! : p(U) — (V)

é de classe C°°;

42, A composta de duas aplicacdes f : S — N e g : N —— Q de classe C™° é também

uma aplicacdo de classe C'*;

52. Um difeomorfismo f : S — Q é uma bijecdo diferenciavel cuja inversa f~1: Q +—— S

é também diferenciavel.

C.1.4 O espaco tangente

Sejam S uma variedade diferencidvel e \ : (—¢,¢) — S uma curva diferencidvel em S
tal que A(0) = p. Denotemos por F(S) o conjunto das funcdes f : S — IR de classe C'™
diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva A em ¢ = 0 é o funcional linear \'(0) : F — IR

definido por
d(fol)
dt ’

t=0

XN(0)f = ferF (C.1)

Um vetor tangente a variedade S em um ponto p € § é um vetor tangente a alguma
curva A : (—¢,e) —> S com A(0) = p. O cojunto dos vetores tangentes a variedade S em p
é denomidado espaco tangente de S em p e denotado por T,(S).

De acordo com (LIMA, 2007), é possivel dar a T,,(S) uma estrutura de espago vetorial.
Isso é feito da seguinte forma: cada sistema de coordenadas ¢ : S —— IR" em S, com p € S,
da origem a uma bijecio @ : Tp(S) — IR™, definida por B(A) = (p o A)(0). Dai, exige-se
que a bijecdo seja @ : Tp,(S) —— IR" seja um isomorfismo. Com isso, as opera¢des de adi¢do

e multiplicacdo de um vetor por um escalar sdo definidas por
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A3 =@ 7@\ +8(3), YA € Tp(S)
A= (@) Hep(\), Vee RV ET,(S).

Dados um sistema de coordenadas locais ¢ : U —— IR" em S eum pontop e U C S

tal que ¢(p) = (¢!, ..., &™), indica-se por {%(p), . a%(p)} a base de T,,(S) que é levada

pelo isomorfismo  sobre a base canénica {ey,...,e,}. Dai segue que

18) = {3 pu o) € . €2)

=1
C.1.5 Métricas riemannianas

De acordo com (CARMO, 2010), uma métrica riemanniana em uma variedade diferenciavel
S é uma correspondéncia g que associa a cada ponto p € § um produto interno no espaco
tangente 1,,(S), que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se x : U C IR* — S é

um sistema de coordenadas em torno de p, entdo para cada (7,j), a fungdo g;; : U — IR

definida por
0 0
.. 1 n — R
gl](’x 7"‘7x ) <8.T’L (q)7 8&6] (q)>q7 (C3)
onde q = x(x!,... a"), é diferencidvel em U.
Observacoes:

12. As funcdes g;; sao denominadas expressdes da métrica riemanniana no sistema de coor-
denas (x,U). Uma variedade diferencidvel munida com uma métrica riemanniana, (S, g),

é dita variedade riemanniana;

22. A qualquer variedade diferenciavel, S, é possivel associar uma métrica riemanniana.

C.1.6 Conexoes afins e riemannianas

Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel S é uma correspondéncia que
a cada ponto p € S associa um vetor X (p) € Tp(S). O campo X diz-se diferenciavel
se X : § —> T,(S) é diferencidvel. O conjunto dos campos de vetores em S que sdo

diferenciaveis é denotado por 7(S).
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Uma conexdo afim em uma variedade diferenciavel S é uma aplicagdo V : T(S) X

T(S) — T(S), indicada por (X,Y) — VxY, que cumpre as seguintes condicdes:

(i) VixtgvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2) =VxY + VxZ,
(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € T(S) e f,g € F(S).

Observacoes:

12. Seja X e Y campos vetoriais em uma variedade diferencidvel S. Existe um campo
vetorial Z em S tal que Zf = (XY — Y X)f para todo f € F(S). Em geral, o campo
vetorial Z é denominado colchete de Lie dos campos X e Y e denotado por [X,Y].

Dessa forma, escreve-se [X,Y] = XY — YV X.

22. Uma conexdo afim V em uma variedade riemanniana (S,g = (, )) é dita compativel

com a métrica g se X(Y, Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ), paratodo X,Y,Z € T(S).

32. Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciadvel S diz-se simétrica se para todo

X,Y,Z € T(S) tem-se VxY —VyX = XY —YX = [X,Y].

42, Seja (S, g) uma variedade riemanniana. Se V é uma conexdo afim em S que é simétrica

e compativel com a métrica g, diz-se que V é conexao riemanniana.

C.2 A ESTRUTURA GEOMETRICA DE MODELOS ESTATISTICOS

O estudo geométrico-diferencial voltado para a Estatistica considera o conjunto de dis-
tribuicoes de probabilidade que constituem o modelo estatistico como sendo uma variedade
diferenciavel e analisa as relacOes entre a estrutura geométrica desta variedade e a estimacao

usando tal modelo.

C.2.1 Modelos estatisticos

Consideremos uma familia S de distribuicdes de probabilidades definidas sobre X'. Admi-

tamos que cada elemento de S possa ser parametrizado por meio de um vetor n-dimensional
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6= (0",6% ..,0"). Assim,
S ={py=pl(z;0); 6 € O}, (C.4)

onde © é um subconjunto de IR" e a aplicacdo 6 — py € injetiva. Neste caso, diz-se que S é
um modelo estatistico paramétrico n-dimensional. Se p é uma distribuicdo em S, denotemos
o suporte de py por supp(p), logo supp(p) = {z € X; p(z) > 0}.

Em conformidade com (AMARI, [1985), suponhamos que o modelo estatistico S{p(z;#)}

satisfaz as seguintes hipoteses:

H1. O suporte das funcdes p(z;6) € S é o mesmo, ndo dependendo do pardmetro 0;

0
09°

H2. Para todo 6 fixado, as funcoes logp(z;0),i=1,...,n, sdo linearmente independen-

tes;

H3. Os momentos das varidveis aleatérias ‘gi log p(X, 0) existem até uma ordem suficiente-

0

mente necessaria;

H4.
/@p(m;&)dm = 8i/p(:c; 0)dx
, ou seja, a ordem das operac3es de integracdo e derivacdo sobre os elementos p(z;6)

possa ser alterada.

Dado um modelo estatistico S = {py; 6 € O}, a aplicacdo ¢ : S — IR™ tal que p(py) = 0
é um sistema de coordenadas para S. Além disso, se 1) : © — ¢(O) é uma aplicacdo um-a-
um em que ¢ e P! s3o de classe C*, entdo pode-se usar p = ¢(#) em vez de 6 como sendo
o vetor de parametros do modelo que passa a ser dado por S = {py_,(,);p € ¥(O)}. Assim,
o modelo S pode ser visto como sendo uma variedade diferencialvel, a qual denominamos de

variedade estatistica.

C.2.2 A métrica Fisher

Seja S = {pp;0 € ©} um modelo estatistico n-dimensional. Dado um ponto 6 € O, a
matriz de informacao de Fisher de S em 6 é a matriz quadrada de ordem n, denotada por

G(0) = (9:j(0)), cujo termo (7, 7) é definido por

9ij(0) = IEy[0:£90;ly) = /azf(ff; 0)0;¢(x,0)p(x;0) dx, (C.5)
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em que 0; = 35 e ly(x) = {(x;0) = log p(; 0).

Observacdes:

12. Embora existam modelos para os quais a integral dada pela equacdo (/C.5)) diverge, nas
discurssGes desta secdo admite-se que g;;(6) € finito para todo 6 € © e para quaisquer

i,7 =1,2,...n. Além disso, assume-se que a aplicagdo g;; : © — IR é de classe C'°.

22. Sob as hipoteses fixadas na secdo anterior, mostra-se que

gij(e) =~y (aiajfe)

gi;(0) = 4/&\/}7(33; 6’)8j\/p(:1c;9) dz.

32. A matriz G(0) = (g;;(0)) é simétrica e positiva semi-definida. Porém, ao longo desta
secdo, assume-se que a mesma é positiva definida. Isso é equivalente a admitir que os
elementos em {014y, ..., 0,0y}, quando vistos como funcBes sobre X, sdo linearmente

independentes.

C.2.3 A «-conexao

Seja S = {py;0 € ©} um modelo estatistico n-dimensional. Consideremos a correspon-

déncia que associa a cada # € © a funcao definida por
() 11—«
(Fij7k>9 = Iy || 0,009 + T@ﬂg@j&g (Orly)| , (C.6)

sendo v um ndmero real arbitrério e 7, j, k € {1,2,...,n}. Consequentemente, defini-se uma

conexdo afim, V(@ sobre S, denominada a-conex3o, por
(V§)8;,0,) =T, (C.7)

onde g = (, ) é a métrica Fisher.

Observacdes:
12. A a-conexdo é uma conex3o simétrica.
22. Para quaisquer «, 8 € IR, tem-se a seguinte relacdo:

a o — ﬁ
Fz% = Fz(j,zc +—5 T, (C.8)
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onde T;;; é um tensor simétrico covariante de grau 3 definido por

(Tyin)e = IE [0:90;Le01ls)

32. A a-conexdo admite as seguintes combinacdes lineares convexas:

1—|—av(1)+1—o¢

V@ =(1-a)VO 4oVl = 5 5

vy, (C.9)

Teorema C.1 (AMARI; NAGOAKA, 2000) A 0-conexdo é uma conexdo riemanniana com res-

peito a métrica Fisher.
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APENDICE D - PROVAS

D.1 JUSTIFICATIVA DAS PROPRIEDADES DO CAPITULO 2

Prova da Propriedade 1 ( Secdo[2.7.2) A identificagdo de méaximos locais de f pode ser
feita por meio do estudo do sinal das derivadas da funcdo g = log(f). Se v = 0, entdo para
todo y € IR, g(y) é dada por

g(y) = —log(a)+log (cosh <y;n>)—25enh <y;n> —exp (—zsenh (y;n)) . (D.1)

o !
Notemos que g é derivavel em toda reta real e sua derivada primeira, ¢’, pode ser escrita na
forma
1 senh (L1 1 _ 9 _
g =) L () e (e (U5)]. 02
2 COSh (u) (8% 2 o 2
2
Neste ponto, observemos que, independente do valor de «, tem-se ¢'(n7) = 0. No que tange a

derivada segunda de g, obtemos

I 1 y—n 1 y—mn
=L (152) L (55
g'(y) =3 — 4tan 2 2 M T )t

1

a

+—exp <—25enh (H>> [1senh (y — 77) 1 cosh? <y—nﬂ .
o 2 2 2 « 2

Logo, ¢"(n) = i — % Levando-nos as seguintes conclusoes:
i) Se 0 < a < 2, entdo ¢"(n) < 0.
i) Se a =2, entdo ¢"(n) =0.
iii) Se a > 2, entdo ¢"(n) > 0.

Portanto, n é um maximo local de f quando 0 < o < 2. Por outro lado, se o > 2, entdo
7 € um minimo local de f.
A seguir, mostraremos que se 0 < « < 2, entdo g é estritamente crescente no intervalo

(—o00,n). Com efeito, para todo ndmero real z tem-se cosh(z) > 1. Consequentemente,

Si 1
~ 2 cosh? (y_77>.

2

(D.3)

N | —

A hipétese 0 < a < 2 implica

N | —
Q|r
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A partir das desigualdades (D.3)) e (D.4)), agregando o fato de que a func3o cosh(-) é estrita-

mente positiva, obtemos

l(:osh (y—n> > 1 ! : (D.5)
Q 2 2 cosh (%)

Agora, observemos que quando y < 7, temos senh (%) < 0, ou equivalentemente, —senh (%) >

0. Dai, a partir da desigualdade (D.5)) concluimos que

1 y—1 y—1 1 senh (152)
_asenh <2> cosh <2) > _2cosh<2) (D.6)

Por outro lado, os pressupostos y < ne (0 < a < 2 acarretam senh ( ) <0e—= < -1,

respectivamente. Dai,

) _ _
—asenh (an> > —senh <y2n> . (D.7)

Uma vez que a funcdo exponencial é crescente, temos

exp (—zsenh <y;n>) > exp (—senh (y;n)> . (D.8)

Neste ponto, ao usarmos o fato de que e¢* > 1 + x para todo x > 0 sobre o membro do lado

dereito da desiguladade estabelecemos que

exp (—Zsenh (ygn)) > 1 —senh <y;n> : (D.9)

Ao multiplicarmos ambos os membros da desigualdade (|D.9|) por icosh (%) obtemos

1 — 2 — 1 — _
— cosh (yn) exp <—senh <yn>> > — cosh <yn> <1 — senh (yn)> .
« 2 «a 2 « 2 2

(D.10)

Assim, a partir de e (D.10]), concluimos que é vélida a seguinte desigualdade:
1 senh (£ 1 ) _
7.M Sh< 77) [1—exp (—senh <H>)] >0
2 cosh (M) o 2 a 2
2
Do exposto acima, fica assegurado que g, e portanto f, é estritamente crescente em

(_Ooan)
Prova da Propriedade 2 ( Secdo [2.7.2)). Investiguemos o comportamento da fungdo

g(y) = log(f(y)) cuja derivada primeira, quando - # 0, admite ser escrita na forma

, 1 (y —n) ( 2y (y —n))‘l/” L cosh(¥432)
= ~tanh [ Z— —(1 1+ Zlsenh (Z—1
g(y) =g tanh (5= )+ [=(1+7) + (1+ Trsenh | =5 I+ Zsenh(L2

1

aw\'
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Se usarmos a hipétese adicional que v < —1, podemos justificar que g é estritamente crescente
no intervalo aberto (1, n + 2arcsinh (—«/27)). De fato, observemos que se v < —1, entdo

[—(1+7)+ <1+2se h(y 5 77))1/1 ( o cosh(” Qy) )> > 0, (D.12)

2y
1+ - senh

pois cosh(¥5%) > 0 para todo y € IR, 1+ QVSenh(y 1) e —(1+y) sdo positivos por hipdtese.
Agora, usando o fato de que tanh (%’7) é positiva para todo y > 7, tem-se ¢'(y) > 0
para todo y € (n,n + 2arcsinh (—a/27)), isto implica que g é estritamente crescente nesse
intervalo. Visto que a funcdo logaritmica é estritamente crescente, tal propriedade pode ser
estendida de g para f.
Seja yo = n + 2 arcsenh(—a«/27), notemos que

lim 1+ 2—senh (y 77) 0.

Y=y « 2
Logo,

lim f(y) = +o0.

Y=Yy

Assegurando-nos que f é ilimitada superiormente quando v < —1.
Prova da Propriedade 3( Secdo [2.7.2)). Sob a hipdtese de que v = —1, a fungdo

densidade de Y assume a forma

fly) = iCOSh (ygﬁ) exp (— (1 - isenh (y;n>>> , ¥y <n+ 2 arcsenh(a/2).

Consequentemente,

g(y) =log(f(y)) = —log(a) + log (COSh <y 5 n>> -l zsenh (y 2 77)

Notemos que g é derivavel e sua derivada primeira é

1 senh (w) 1 y—n
J'(y) = 2(30511(?/;7) + acosh <2> . (D.13)

Assim, ao usarmos a identidade cosh?(z) —senh?(z) = 1, valida para todo = € IR, obtemos

1 Yy — 77) (?/ 77) 1
/ 2
g (y) = 0 <= —senh <2 gsen nh 5 +—-—=0 (D.14)

A fim de que a equacdo ¢'(y) = 0 possua solucdo, faz-se necessario que o > 4. Nessas

condicoes, temos as raizes

1
y1 = n + 2arcsenh (—Z 3V a? — 16>
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Y2 = 1 + 2arcsenh <— + \/Oﬂ 1 )

Em resumo, sob a hipétese de que o > 4, temos:
i) ¢'(y) <0 quando y; <y < Yo,
ii)) ¢'(y) =0 quando y =y ou y = ya,

i) ¢'(y) > 0 quando y < y; ou y > ys.

o
4 4

e (1 + 2arcsenh (—% + 1va? — 16) ,m + 2arcsinh (—a/27v)). E, decrescente no intervalo
(n + 2arcsenh (—% — i\/oﬂ — 16) ,m + 2arcsenh (—% + i\/ o? — 16)), isso quando o« > 4 e

Em outros termos, f é crescente nos intervalos (—oo, 7 4 2arcsenh (— - 1a2 - 16))

, . . 1 a?
v = —1. Além disso, lim f(y) = —/1+ —.
yﬁyo_ (6% 4
Agora, passemos a lidar com o caso 0 < a < 2. Para todo y € IR, tem-se
senh (yT)

-1< < 1.

cosh ( = )
Consequentemente,
1 1 1 senh 1 _ 1 1 _
—3 —|— — cosh (y 77) < M + — cosh <H> <3 + — cosh <y2n> . (D.15)

2 2 cosh (%) « 2 «

A partir de (D.15)) e (D.13]), obtemos
1 1 1 1 —
—§+—cosh (y 5 77) <d(y) < §+5C08h <y2n> : (D.16)
Por outro lado, se 0 < o < 2, entdo 0 < —% + é Além disso, usando o fato de que
cosh (%) > 1 para todo y € IR, obtemos a seguinte desiguladade:

1 1 1 1 y—n
O<_§+E —2+cosh( 5 ) (D.17)

Logo, ¢'(y) > 0. Isso implica que f é estritamente crescente quando 0 < a < 2 ey = —1.
Por fim, tratemos do caso 2 < « < 4. Aqui vale destacar que ¢’ ndo muda de sinal quando
€ (0,4). De fato, suponhamos por contradicdo que existem ¢; e t5 pertencentes ao intervalo

(—o0, n; + 2arcsinh (—a/27)) tais que ¢'(t1) < 0 e ¢'(t2) > 0. Dado que ¢’ é continua, o
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teorema do valor intermediario nos assegura a existéncia de ¢, € (—o0, 7;+2arcsinh (—a/27))
tal que ¢'(t9) = 0. Isso n3o é possivel, pois ¢’ s6 admite pontos criticos quando « > 4.
Prova da Propriedade 4 ( Sec3o Se X ~ GEV(0,1,7) e v # 0, entdo a fda de
X é
Gy(x) = exp (~(1+92)77), 14792 >0. (D.18)
%

Observemos que a funcdo de distribuicdo, Fy, da varidvel Y = )+ 2arcsenh(2) esta relaci-

onada com a fungdo G por meio da expressao

Fy(y) =G, (2senh <y;n>) ,

(67

de modo que 1 + vgsenh (%) > (0. Consequentemente, a funcao densidade de Y, fy, é

dada por

fr(y) = ij7 (zsenh (y;n))

;&(y)(l +76a(y) T exp(— (1 + 7E(y) 7).

Portanto, Y = 1 + 2arcsenh(%X) ~ log-EVBS(a,77,7). A justificativa do caso em que

v = 0 é simples e inteiramente anéloga.

D.2 JUSTIFICATIVAS DAS PROPRIEDADES DO CAPITULO 5

A partir deste ponto, exprimimos as provas dos itens 1, 2, 3 e 4 da propriedade 7, exibida
na Secdo [5.2.1]
1. Suponhamos que 7' ~ GPD-BS(«, 3,) com ~ > 0. Logo,

(1)
) dt. (D.19)

v (T\]" _ =1 v
Bl 2o (D) = [T e (14 Zetwim

Ao fazermos a mudanca de varidvel u = 1+ Zp(t/3), obtemos

B+ I :/wlu_l_(l/”_rdu: lim (—— < ! —1>= -
o ﬁ 1y T—00 1—|—’}/’f’ 2 (L/y)+r 1+’YT

quando (1/)+r > 0.

2. Se v > 0, entao

2o (5)]) - L (s o)) Syt (1 o)
(D.21)

E (log

dt.
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As mudancas de varidveis u = log (1 + ggo(t/ﬁ)) e, em seguida, z =  acarretam

k
T © 1 _u o0
E <log [1 + lgp ()]) = / uf=e v du = / AR D)1=z gy — (k4 1).
! 0 0

B g
(D.22)
Usando o Principio da Inducdo Matematica, mostra-se que I'(k + 1) = k! para todo k € IN.
Portanto,
v (T\T\*
E(log |14+ —¢ (= =" kL. D.2
(el e G)]) = ©2
3. Observemos que
1 (T\/(=(1 (T\\) S| , ~ —1-(+2)
il — — - = — 1+ — .
£l (5)((30(5))) | = [ amrtmem 14 Zoan]  a
(D.24)

Ao fazermos a mudanca de varidvel u = 1 + 1y (t/3), obtemos

1 (T\(=/(1 (T " o0 1 L
ello(LY(a(l, (L :/ —1)=u (5 qu. D.25
GGG |- e a o
Se 1—;”" > (), tem-se assegurada a convergéncia da integral imprépria e , consequentemente,
1 (T\[(=(1 (TY\)] 1 y 1
FEFl—p|=||G|—¢|—= =—1li -1
2o () (G (B)) | = [ () +

wtaliie]

s [;*" @ (G (clf (?W = T TR (B-26)

4. No caso em que v = 0, temos

E K;@ (g))] = [ (Retn) Sowsen(-tewm)a.  ©21)

A mudanca de variavel u = L¢(¢/3) implica

E l(;gp (;))] — ‘/OOO u” exp(—u) du = T(r + 1). (D.28)

Ser € IN, entdo I'(r + 1) = r!. Logo,

£[(2))-+

Portanto,
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