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O conhecimento do real é luz que sempre projeta algumas sombras.
Nunca é imediato e pleno. As revelacGes do real séo recorrentes. O real
nunca ¢ "o que se poderia achar”, mas é sempre 0 que se deveria ter
pensado. (BACHELARD, 1996, p. 17)



RESUMO

Este trabalho € referente a um estudo sobre os obstaculos epistemoldgicos revelados na
aprendizagem de Limite e Continuidade de Func¢des de uma variavel real. Observamos, através
de referenciais tedricos como os de Rezende (2003), Bachelard (1996) e Brousseau (1983), que
algumas dualidades essenciais presentes no desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral
podem estar relacionadas a resisténcia de um conhecimento anterior, podendo ocasionar erros
cometidos ou interpretacbes inadequadas. Nesse sentido, de que forma os obstaculos
epistemoldgicos relacionados a dualidades sdo manifestados na aprendizagem de Limites e
Continuidade de FuncGes de uma variavel real por discentes da UFPE/CAA do curso de
Matematica-Licenciatura? Diante deste problema, delimitamos como objetivo geral desta
pesquisa analisar os obstaculos epistemoldgicos, relacionados a dualidades, manifestados na
aprendizagem de Limites e Continuidade de Funcbes de uma varidvel real por discentes da
UFPE/CAA no curso de Matematica-Licenciatura. Para isso, adotamos como instrumento de
pesquisa um questionario composto por 6 perguntas abertas referentes a nogdo de Limite e
Continuidade. O questionario foi respondido por estudantes do curso de Matematica-
Licenciatura da UFPE/CAA matriculados na disciplina Calculo | no semestre letivo 2021.2.
Apo0s a andlise das respostas produzidas, pudemos verificar que os estudantes manifestaram
alguns desvios ocasionados por obstaculos epistemoldgicos a nogdo de Limite e Continuidade
de Funcdes de uma variavel real. Essas dificuldades estiveram relacionadas principalmente a
dualidade variabilidade-permanéncia e a dualidade local-global, sendo também observadas as
dualidades discreto-continuo e finito-infinito. Concluimos, entdo, que o modo como 0s
conhecimentos relacionados a temas do Célculo foi construido pode gerar entraves
manifestados pelos estudantes.

Palavras-chave: Obstaculos Epistemologicos. Limite e Continuidade. Licenciatura em
Matematica. Dualidades essenciais.



ABSTRACT
This work refers to a study about the epistemological obstacles revealed in the learning of Limit
and Continuity of Functions of a real variable. We observed, through theoretical references such
as Rezende (2003), Bachelard (1996) and Brousseau (1983), that some essential dualities
present in the development of Differential and Integral Calculus may be related to the resistance
of a previous knowledge, which may cause errors committed or inadequate interpretations. In
this sense, how epistemological obstacles related to dualities are manifested in the learning of
Limits and Continuity of Functions of a real variable by students of the UFPE/CAA
Mathematica-Licenciatura course? In face of this problem, we defined as a general objective of
this research to analyze the epistemological obstacles, related to dualities, manifested in the
learning of Limits and Continuity of Functions of a real variable by students of UFPE/CAA in
the Matematica-Licenciatura course. For this, we adopted as research instrument a
questionnaire composed by 6 open questions about the notion of Limit and Continuity. The
questionnaire was answered by students of the Matematica-Licenciatura course at UFPE/CAA
enrolled in Calculus 1 in the school semester 2021.2. After analyzing the answers, we could
verify that the students manifested some deviations caused by epistemological obstacles to the
notion of Limit and Continuity of Functions of a real variable. These difficulties were mainly
related to the duality variability-permanence and the duality local-global, being also observed
the discrete-continuous and finite-infinite dualities. We conclude, then, that the way the
knowledge related to topics of Calculus was built can generate obstacles manifested by the

students.

Keywords: Epistemological Obstacles. Limit and Continuity. Degree in Mathematics. Essential
dualities.



Figura 1 -
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —
Figura 6 —
Quadro 1 —
Gréfico 1 -
Figura 7 —
Figura 8 —
Figura 9 —
Figura 10 —
Figura 11 —
Quadro 2 —
Figura 12 —
Figura 13 —
Figura 14 —
Figura 15 —
Figura 16 —
Figura 17 —
Figura 18 —
Figura 19 —
Figura 20 —
Quadro 3 -
Gréfico 2 —

LISTA DE ILUSTRACOES

QUESTAD L ... e 25
QUESTAD 2 ...ttt 26
QUESTAD 3 ...ttt 26
QUESTAD 4 ..ottt et 26
QUESTAD 5 ... 26
QUESTAD B ... 26
Respostas esperadas para cada QUESTAD .........ccevverveieereeseenesennnens 28
Quantidade de respostas obtidas por qUESEEO ...........ccceevrvririeienne. 30
Resposta do estudante C2 a qUEStA0 1 ........ccevvevieeviecieceece e 30
Resposta do estudante C16 @ QUESEAO 1 ......ccccvvevvveveecieeceerie e, 31
Resposta do estudante C1 a qUESIAD 1 .......cocvvveveenennenineeccieas 31
Resposta do estudante C21 a qUESEAD 1 .......ccooevveeveninienineieeie s 31
Resposta do estudante C26 a QUESEAD 1 .......c.cccvevvveveeeieceere e 32
Resposta do estudante C13 @ QUESLED 2 ......cvevvevvveveeiieieerie e 33
Resposta do estudante C19 & QUESEAD 2 .......ccoevveerereeneneeceieas 33
Reposta do estudante C3 2 qUESEAD 2 ........ccevrereeeeeeieeeseeeee, 33
Resposta do estudante C13 & QUESEAD 3 .......cevvevevereneereneeeeeie s 34
Resposta do estudante C18 a QUESLAD 3 .........cccvevvveveeeieeeere e 34
Resposta do estudante C16 a QUESLAD 3 .........cccvevvvereeeieveeie e 35
Resposta do estudante C4 & QUESTA0 4 .........cvvveveereneeneseeeeeie s 35
Resposta do estudante C10 & QUESEAD 4 .........coveveverereeneneeeeieeas 35
Resposta do estudante C22 @ QUESLAO 4 ......c.c.ccvevvvevieeieceecie e 36
Resposta do estudante C15a qUESLAD 5 ......ccveeveiveecieiicceee e, 36
Registro de respostas obtidas na qUESta0 6 ...........ccceveeeeiieereieennnns 37

Quantidade de respostas corretas e ndo corretas por questao ............ 39



2.1

2.2

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5
5.6
5.7

SUMARIO

LN EI0] 5161070 IR 11
OBSTACULOS  EPISTEMOLOGICOS NA  EDUCACAO
MATEMATICA ..ottt 15
ALGUNS OLHARES SOBRE A NOCAO DE OBSTACULO
EPISTEMOLOGICO ..o sssssesses s 15
CONSIDERACOES SOBRE A NOCAO DE LIMITE E
CONTINUIDADE ....ooovteeeeeeeeeeee et een s 17

DUALIDADES ESSENCIAIS PRESENTES NO PROCESSO DE
ENSINO-APRENDIZAGEM DO CALCULO DIFERENCIAL E

INTEGRAL ..ottt 19
A DUALIDADE DISCRETO-CONTINUO ......covviriiieeeeeeeeeeseee e, 19
A DUALIDADE VARIABILIDADE-PERMANENCIA ........ccccoovvveireenne. 21
A DUALIDADE FINITO-INFINITO ...oooviviieieeeeeesiesieeeeeseeeesseee s 22
A DUALIDADE LOCAL-GLOBAL ......oooevivieeeeerieseeeeeneseesseees s 23
METODOLOGIA ...ttt 25
CARACTERIZACAO DOS PARTICIPANTES .....ooiviiieieeeeeeeeeerenneae 25
ELABORACAO DO INSTRUMENTO DE PESQUISA ........ccocoovveeernan, 25
PROCEDIMENTOS PARA A ANALISE DOS DADOS .........ccccovvvvrereenn. 27
ANALISE E DISCUSSAOQ .....ooooeveiieeeeeeeeeteeesee e esis s ssessenis s 30
ANALISE DA QUESTAO L ...ttt nesinesens 30
ANALISE DA QUESTAO 2 ..ot senes s 32
ANALISE DA QUESTAO 3 ...ttt ee e 34
ANALISE DA QUESTAO 4 ..ot 35
ANALISE DA QUESTAO S ...ttt 36
ANALISE DA QUESTAO B ..ottt isnessnesnens 37
ANALISE FINAL ..o 39
CONSIDERAGOES FINAIS ... 41

REFERENCIAS ..o e e oo e e a e e e e e er s 42



11

1 INTRODUCAO

Estudar Céalculo Diferencial e Integral certamente € um marco vivenciado por estudantes
de alguns cursos de graduacdo. De repente, nos deparamos com uma variavel que “se
movimenta” numa curva se aproximando de um ponto com uma diferenca “tao pequena quanto
se queira”, precisamos calcular a taxa de variacdo instantanea de uma variavel em relagdo a
outra, ou ainda, calcular areas de figuras planas ndo muito familiares — ““a area sobre a curva”.
E razoavel admitir que essa nova visdo dada as Funcgées na Matematica é um tanto intimidante,
afinal, de certa forma ndo era essa a Matematica que conheciamos até ingressarmos na
Universidade.

Em verdade, a introduc&o ao Calculo! € um momento inicial para entender a Matematica
com um olhar investigativo, explorando as fun¢des de maneira até entdo nao vista. Nos cursos
de formacéo de professores de Matematica, o Célculo pode oferecer subsidios tedricos para a
explicagdo de conceitos e procedimentos da Matematica do ensino basico. Na estrutura
curricular do curso de Matematica-Licenciatura da Universidade Federal de Pernambuco
(UFPE), Campus Agreste (CAA), a disciplina Calculo Diferencial e Integral | é o primeiro

componente associado as ideias do Célculo, tendo por objetivo

Fazer o estudo qualitativo de fungbes reais, estudando limite, derivada e
integral de fungdes, dando destaque a aplicagdes em outras areas da ciéncia e
sempre que possivel relacionar a disciplina com assuntos vistos no ensino
médio, como por exemplo andlise de grafico e calculo de areas de figuras
planas. (UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO, 2016, p.45)

Assim, essa disciplina inicial pretende, ao fazer o estudo qualitativo das funcgdes reais,
possibilitar ao discente relacionar as no¢des de Célculo com os contetdos de Matematica da
educacao basica. Soma-se a isso a importancia de compreender, a partir dessas nogdes, 0s
fendmenos aplicativos em outras areas da ciéncia.

E importante ressaltar, por outro lado, que para muitos alunos a experiéncia de estudar
Célculo ndo é algo positivo. Tal fenbmeno pode ser constatado pelos baixos indices de
proficiéncia nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, revelando uma existéncia de uma

cultura de reprovagdo, como afirma Oliveira e Raad (2012):

Apesar da existéncia de bons livros didaticos, de boas préaticas pedagdgicas,
de diferentes iniciativas no sentido de diminuir o insucesso dos estudantes em
Célculo: oferecimento de monitorias, revisdo de contelidos de Matematica
bésica, diminui¢o do rigor e valorizacdo de aspectos intuitivos e aplicativos,

! Frequentemente utilizaremos o termo “Célculo” para nos referirmos a “Calculo Diferencial e Integral”
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ainda assim a reprovacao persiste, permanece como um problema crénico,
uma verdadeira tradicdo. (p. 135)

Acreditamos que essa tradi¢do do insucesso no estudo do Calculo pode estar relacionada
a fatores além dos didaticos ou psicoldgicos, conforme aponta Rezende (2003). Questionando

os artificios empregados no ensino de Célculo, o autor defende que

O campo semantico das nogGes basicas do Calculo tem muito mais a ver com
as nog¢des de “infinito”, de “infinitésimos”, de “varidveis”, do que com

99 ¢ 9% ¢

“fatoracdo de polindmios”, “relacdes trigonométricas”, “calculos algébricos”
etc. E bem verdade que o conhecimento destes Gltimos auxilia na ardua tarefa
de calcular limites (derivadas, integrais etc), mas é exatamente ai que se coloca
a nossa primeira questao fundamental: Qual é o curso de Célculo que se quer?
Aquele em que prevalece a técnica? Ou aquele em que se busca a construgdo
dos significados? Quando se fala de “falta de base”, de que “base” se esta
falando? (REZENDE, 2003, p. 36, grifo do autor)

Essa indagacdo de Rezende (2003) assemelha-se a algumas das minhas reflex6es
enquanto discente do curso de Matematica-Licenciatura da UFPE/CAA. Em minha trajetdria
pela graduacdo, as disciplinas de Célculo Diferencial e Integral despertavam a curiosidade e
inquietacdo acerca do objeto de estudo desses componentes.

O primeiro contato com o Calculo se deu no estudo de Limite e Continuidade de
Func¢bes de uma variavel real, na disciplina Calculo Diferencial e Integral I. Essa experiéncia
inicial me permitiu perceber que, embora tivesse certa familiaridade e éxito para analisar o
Limite e a Continuidade de FuncGes, frequentemente me questionava sobre o conflito de
significados entre o Célculo e a forma pela qual a Matematica me foi apresentada até entéo.

Neste percurso em busca de respostas para meus questionamentos, deparei-me com
pesquisas acerca de obstaculos epistemoldgicos presentes na construcdo do conhecimento.
ContribuicGes tedricas como as de Gaston Bachelard, Guy Brousseau e Wanderley Moura
Rezende — esta Ultima exercendo forte influéncia neste trabalho — me apresentaram um campo
de estudo necessario para a discussdo de obstaculos na aprendizagem de Calculo.

Analisando os Anais da ultima década dos Encontros Nacionais de Educacédo
Matematica (ENEM)?, pudemos verificar que as pesquisas envolvendo as disciplinas de
Célculo tém apresentado notoriedade em diversos segmentos da Educacdo Matematica. Na
Tabela 1, dividimos os trabalhos encontrados em quatro categorias, baseadas nos subeixos

tematicos do Ultimo ENEM.

2 Os Encontros Nacionais de Educagdo Matematica acontecem de forma trianual, constituindo um acervo de
pesquisas influentes no cenario da Educacdo Matematica no Brasil.
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Tabela 1 — Quantidade de trabalhos cujo tema envolve Calculo Diferencial e Integral na Gltima década do
ENEM por categoria

Ano Ensino- Curriculo Alternativas Recursos
aprendizagem de Metodologicas  tecnoldgicos e
Matematica e/ou didaticos
avaliativas
2013 6 3 3 5
2016 13 1 2 6
2019 9 - 1 7

Fonte: elaborado pelo autor (2022)
Percebemos com essa analise que o enfoque das discussdes tem sido o processo de

ensino-aprendizagem e a utilizacdo de recursos tecnologicos e didaticos. Todavia, notamos a
auséncia de debates centralizados nos obstaculos epistemologicos presentes na aprendizagem
de Célculo — e, especificamente, na aprendizagem de Limites e Continuidade de Func¢des. Por
isso, acentuamos a importancia da pesquisa destes obstaculos na academia, de forma a permitir
a reflexdo sobre os conflitos gerados no processo de aprendizagem desse ramo da Matematica.

De uma forma geral, os obstaculos epistemoldgicos na Educacdo Matemaética podem ser
entendidos como uma resisténcia originada por um conhecimento anterior que, em contextos
diversos do qual ele foi estabelecido, pode se revelar inadequado ou erréneo (BROUSSEAU,
1983). Esses obstaculos, no ambito do Calculo, podem ser percebidos na presenca de conflitos
entre perspectivas na significacdo dos conceitos, explicitados pelo que Rezende (2003)
denominou de dualidades essenciais.

Isto posto, tracamos como o problema desta pesquisa: De que forma os obstaculos
epistemoldgicos relacionados a dualidades sdo manifestados na aprendizagem de Limite e
Continuidade de Funcbes de uma variavel real por discentes da UFPE/CAA do curso de
Matemética-Licenciatura?

Diante desse problema, delimitamos como o objetivo geral deste trabalho analisar os
obstaculos epistemoldgicos, relacionados a dualidades, manifestados na aprendizagem de
Limites e Continuidade de Fun¢des de uma variével real por discentes da UFPE/CAA no curso
de Matematica-Licenciatura. Especificamente, buscamos identificar as dificuldades dos
estudantes oriundas de obstaculos epistemoldgicos envolvendo o Limite e a Continuidade de
Funcdes de uma varidvel real. Além disso, procuramos identificar a relagdo entre as
dificuldades manifestadas pelos estudantes e as dualidades essenciais no processo de ensino-
aprendizagem de Calculo.

Com isso, dividimos nosso trabalho em capitulos. O primeiro deles refere-se aos
obstaculos epistemoldgicos no campo da Educacdo Matematica, no qual apresentamos as

contribuices teoricas iniciais, bem como alguns autores que pesquisaram sobre esta tematica.
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Dentro deste capitulo também apresentamos algumas consideragdes tedricas sobre a nogédo de
Limite e Continuidade de Funcdes.

No segundo capitulo, expomos as dualidades essenciais, segundo Rezende (2003),
presentes no processo de ensino-aprendizagem de Calculo, aléem de outras pesquisas que
também investigam tais dualidades. Na metodologia, apresentamos os procedimentos para
producdo e anélise dos dados, sendo esta feita no capitulo seguinte. Nas consideragdes finais,
concluimos nossa pesquisa destacando as contribuicdes deste trabalho para o processo de
ensino-aprendizagem de Limite e Continuidade de Fungdo de uma variavel real e, de forma

geral, para o Célculo.
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2 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS NA EDUCACAO MATEMATICA

Em contextos gerais, define-se um obstaculo como “o que obsta ou impede; estorvo;
impedimento™®. A expressio epistemologia, por sua vez, significa um “ramo da filosofia que se
ocupa dos problemas que se relacionam com o conhecimento humano, refletindo sobre sua
natureza e validade™*. As defini¢Ges anteriores portam um significado que, ao se transpor para
0 contexto cientifico, revelam um campo de estudo que enriquece os debates sobre a construcéo
do conhecimento.

A convergéncia entre esses termos pode ser entendida inicialmente através do que

Bachelard (1996) definiu como obstaculos epistemoldgicos:

[...] é em termos de obstaculos que o problema do conhecimento cientifico
deve ser colocado. E ndo se trata de considerar obstaculos externos, como a
complexidade e a fugacidade dos fenbmenos, nem de incriminar a fragilidade
dos sentidos e do espirito humano: é no dmago do préprio ato de conhecer que
aparecem, por uma espécie de imperativo funcional, lentiddes e conflitos. E ai
que mostraremos causas de estagnacao e até de regressdo, detectaremos causas
de inércia as quais daremos o0 nome de obstaculos epistemologicos. (p. 17)

Essas contribuicOes iniciais tiveram grande influéncia na reflexdo sobre a construcéo
pensamento cientifico e, no campo da Educacdo Matematica, a conceitualizacao dos obstaculos
epistemoldgicos fez surgir diversas pesquisas no empenho de explicar a causa de dificuldades

até entdo ndo exploradas sob essa perspectiva.

2.1 ALGUNS OLHARES SOBRE A NOCAO DE OBSTACULO EPISTEMOLOGICO

A nocao de obstaculo epistemoldgico na Educacdo Matematica, a partir das concepgoes
iniciais de obstaculo por Bachelard (1996), revelam certa complexidade deste campo de
reflexdo, no qual diferentes visdes sobre o conceito séo defendidas e, em nosso entendimento,
se complementam. Igliori (1999) destaca que a definicdo de obstaculo epistemoldgico tem
criado controvérsias entre alguns pesquisadores, considerando a dificuldade em reconhecer um
obstaculo de ordem epistemologica.

Pode-se afirmar que a introducdo da nocéo de obstaculo epistemolégico na Educagéo
Matematica se deve a Guy Brousseau, um expoente da Didatica da Matematica. Procurando

ressignificar a percepcao do erro, o didata francés consolida que

3 Dicionario Priberam Online de Portugués Contemporaneo. Disponivel em:
https://dicionario.priberam.org/obstaculo. Acesso em: 23 jan. 2022.
4 Dicionario Priberam Online de Portugués Contemporaneo. Disponivel em:

https://dicionario.priberam.org/epistemologia. Acesso em: 23 jan. 2022.
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[...] o erro e a falha ndo tém o papel simplificado que as vezes desejamos que
Ihes atribuam. O erro ndo € apenas o efeito da ignorancia, incerteza e acaso
gue acreditamos nas teorias de aprendizagem empiristas ou comportamentais,
mas o efeito do conhecimento anterior, que teve seu interesse, seu Sucesso,
mas que agora se revela falso, ou simplesmente inadequado. Erros desse tipo
ndo sdo aleatdrios e imprevisiveis, eles sdo constituidos em obstaculos.
(BROUSSEAU, 1983, p. 104, traducéo nossa)®

Nesse sentido, entendemos que Brousseau exprime o obstdculo como a resisténcia de
um conhecimento diante de novas situacOes de aprendizagem. Segundo Costa (2009), esses
obstaculos manifestam-se como um contrapensamento, quando uma organizacdo do
pensamento anterior é ameacada. Assim, tal rejeicdo pode desencadear erros, ndo sendo estes
apenas consequéncia do desconhecimento. Além disso, os obstdculos ndo se exteriorizam
apenas com 0s erros cometidos, mas também podem ser o resultado da impossibilidade de
responder a certas questdes ou de um processo de resolucdo insatisfatorio (COSTA, 2009).

Segundo Igliori (1999), no empenho de Brousseau em transferir para a Didatica da
Matematica a nocdo de obstaculo, o didata francés distingue trés tipos de obstaculo que se
figuram no sistema didatico:

[...] os de origem ontogénica, que sdo aqueles que se processam a partir de
limitagdes de ordem do tipo neurofisiol6gicas entre outras, do sujeito, no
momento de seu desenvolvimento; os de ordem didatica que dependem
somente das escolhas realizadas para um sistema educativo; e os de ordem
epistemoldgica, que sdo aqueles dos quais ndo se pode nem se deve escapar,
pois sdo constitutivos do conhecimento visado. (p. 101)

Nesse sentido, Igliori (1999) defende que o obstaculo epistemologico “é
verdadeiramente constitutivo do conhecimento, é aquele do qual ndo se pode escapar e que se
pode em principio encontrar na histéria do conceito.” (p. 97). Assim, em conformidade com
Sierpinska (1988, apud BITTENCOURT, 1998), ndo saltamos um obstaculo epistemoldgico,
mas o0 superamos, adquirindo consciéncia historica sobre o conhecimento, implicando uma
atitude de reflexdo frente ao saber.

No que se refere a identificacdo de obstaculos em situagdes didaticas, Vergnaud (1988,
apud BITTENCOURT 1998), acentua a importancia de distinguir a dificuldade de um
obstaculo, o que aponta a necessidade de tomarmaos atitudes diferentes para cada um dos casos.

Bittencourt (1998), por sua vez, revela que a perspectiva histdrica do desenvolvimento

da matematica tem na discussao dos obstaculos epistemolédgicos um lugar influente.

5 No original: L’erreur et I’échec n’ont pas le role simplifié qu’on parfois leur faire jouer. L’erreur n’est pas
seulemente 1’effect et 1’ignorance, de I’incertitude, du hasard que 1’on croit dans les théories empiristes ou
behavioristes de ’apprentissage, mais 1’effet d’une connaissance antérieure, qui avait son intérét, ses succés, mais
qui, maintenant, se révele fausse, ou simplement inadaptée. Les erreus de ce type ne sont pas erratiques et
imprévisibles, elles sont constituées en obstacles.
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A procura por obstéaculos histéricos tem sido um dos métodos utilizados pelos
pesquisadores [...]. Em todos esses estudos, o mergulho histérico tem se
mostrado fundamental na analise epistemoldgica dos conhecimentos
envolvidos, compreendendo o obstaculo como um conhecimento com
determinado dominio de validade e significado social. (p. 14)

Artigue (1990, apud IGLIORI, 1999), em conformidade com Bittencourt (1998),
argumenta que o obstaculo epistemoldgico é fundamentado mais na apari¢do e na resisténcia
histérica de certos conceitos, conjuntamente com as concepg¢des anadlogas observadas nos
alunos, do que no reconhecimento dessa resisténcia nos estudantes da atualidade. A autora
afirma ainda que a generalizagéo abusiva e a fixag&o sobre uma contextualizagdo sdo processos
geradores de obstaculos.

Finalmente, Bittencourt (1998) conclui em sua pesquisa que

Ha controvérsias sobre o que seria obstaculo ou simplesmente uma
dificuldade, ou ainda sobre que critérios eleger para caracterizar um obstaculo
(por exemplo a exigéncia ou ndo do aval histdrico ou o grau de resisténcia a
ruptura). Alguns conhecimentos podem funcionar em determinadas
saturacdes como obstaculos e em outras ndo, sendo, portanto, de dificil
controle. Um obstaculo pode ter tanto natureza psicologica gquanto
epistemolodgica ou didatica e muitas vezes um obstaculo epistemoldgico é
reforgado pelo didatico. Se é relativamente simples identificar um erro, ja
andlise de sua estrutura, revelando a rede concepcbes ao qual ele estd
relacionado, assim como reagrupar essas concepcdes de modo a criar bons
instrumentos didaticos sao tarefas extremamente complexas. (p. 04)

Em sintese, diante das contribuicbes pautadas até aqui, assumimos que o obstaculo
epistemoldgico se manifesta como uma resisténcia de um conhecimento anterior, induzindo
intepretacdes erréneas ou inadequadas pelos estudantes frente a um novo conceito. Além disso,
obstaculos desse tipo podem estar associados com a histdria do desenvolvimento da Matematica
e a tarefa de supera-los enseja uma analise que permita tratar distintamente as dificuldades que

por eles sdo geradas.

2.2 CONSIDERACOES SOBRE A NOCAO DE LIMITE E CONTINUIDADE

Na historia do Calculo, a nocdo de Limite permaneceu por muito tempo indefinida e,
com o desenvolvimento deste conceito, a derivada e a integral passaram a ser definidas em
termos de limite (MORAES, 2013). Assim, a partir da introdugdo do Limite no Calculo,
obstaculos puderam ser notados quanto a abordagem de temas relacionados a continuidade e ao
infinito, conforme Bell (1948, apud MORAES, 2013).

Messias e Brandemberg (2018), ao fazerem um estudo sobre as compreensfes dos
estudantes relacionadas ao conceito de Limite e Continuidade, destacam duas mobiliza¢oes
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feitas pelos estudantes. Uma delas é caracterizar o limite como algo inalcancavel, partindo da
ideia de que a funcdo se move em dire¢cdo a um ponto, mas sem nunca o atingir. Cornu (1983,
apud MESSIAS; BRANDEMBERG, 2018) aponta que essa concepcdo pode levar a
intepretacdes equivocadas, fazendo com que a aproximacao seja enfatizada apenas no eixo das
abcissas, sem considerar o valor limite no eixo das ordenadas.

A outra mobilizagdo, em contrapartida, é de que o valor do limite pode ser alcancado.
Segundo Messias e Brandemberg (2018), os estudantes podem considerar que o valor do limite
sera sempre igual ao valor da funcéo no ponto, fator este influenciado por uma pratica excessiva
do célculo de limites de funcbes polinomiais, pelo método da substituicdo direta.

Cornu (1991, apud DOMINGOS, 2003) verifica que concepcdes anteriores do conceito
de limite sdo formadas antes mesmo do ensino formal. O autor as denominou entdo como
concepcdes espontaneas, as quais ndo desaparecem diante do novo conceito.

Estas ideias espontdneas misturadas com o novo conhecimento adquirido
modificam-se e adaptam-se para formar as concepgdes pessoais dos alunos.
Assim, perante a resolucdo de um problema ndo é evocada nenhuma teoria
Unica cientifica, mas antes um raciocinio natural e espontaneo. (p. 91)

Ao analisar os obstaculos manifestos por alunos do Ensino Superior, Celestino (2008)
menciona a divisdo, por Cornu (1981), dos obstaculos epistemoldgicos relativos ao conceito de
limite em grupos. Um deles € referente ao conflito gerado pela indagacéo: o limite...atinge ou
ndo?. Como pontua Celestino (2008), por muito tempo se entendeu que o limite ndo poderia
ser atingido. O autor destaca ainda o obstaculo epistemoldgico relacionado a nogdo de
“infinitamente pequeno” e “infinitamente grande”, os quais sdo ainda muito presentes na
construcdo da nocao de limite.

No que concerne ao conceito de continuidade, Messias e Brandemberg (2018), com base
em algumas consideraces tedricas, afirmam que o fato de uma funcéo ser definida por partes
implica em descontinuidade, sendo esse pensamento incentivado pela presenca de assintotas
nos gréaficos das fungdes. Visto isso, discutimos no proximo capitulo as dificuldades ligadas

aos obstaculos epistemoldgicos presentes nas ideias do Célculo de forma geral.
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3 DUALIDADES ESSENCIAIS PRESENTES NO PROCESSO DE ENSINO-
APRENDIZAGEM DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Os obstaculos epistemoldgicos que sdo originados em conceitos de Calculo, conforme
aponta Rezende (2003), predizem algumas dificuldades encontradas pelos estudantes. O
pesquisador realizou, em sua tese de doutorado, um mapeamento das dificuldades de natureza
epistemoldgica, evidenciando os macroespacos das dualidades essenciais previstas na
aprendizagem do Calculo.

Esses macroespacos “ndo sdo estanques e nem constituem fronteiras bem-definidas, ao
contrério, eles se entrelacam e se inter-relacionam plenamente, sem hierarquia de valores ou
graus de subordinag¢do” (REZENDE, 2003, p. 398). Discutimos neste capitulo contribui¢fes na
literatura acerca dessas dualidades, quais sejam: discreto-continuo, variabilidade-permanéncia,

finito-infinito e local-global.

3.1 A DUALIDADE DISCRETO-CONTINUO

Numa perspectiva histdérica, a dualidade discreto-continuo pode ser inicialmente
percebida no debate sobre o problema histérico da medida de grandezas geométricas, sendo
estas intuitivamente continuas, mas tratadas através de procedimentos aritméticos discretos
(REZENDE, 2003).

No ambito do Calculo, Brolezzi (1999) afirma que

[...] as idéias iniciais do Célculo tiveram sua origem nas tentativas de
compreensdo da relagdo entre o discreto e o continuo, ja desde a visdo estatica
grega, quebrada em parte pela descoberta pitagérica dos incomensuraveis, que
deram a largada na corrida em busca de defini¢des satisfatorias de numero e
infinito. A distincdo entre o Repouso e 0 Movimento fara parte dessa busca.
A consideracdo do movimento, fonte de inquietagdo no tempo de Zeno,
acabou por abrir caminho a uma nova forma de abordar a relagédo entre o
discreto e o continuo, permitindo a criacdo do Calculo Diferencial e Integral.

(p. 41)
Numa concep¢do pedagdgica, Rezende (2003) afirma que um distanciamento entre o

discreto e o continuo ocorre desde os niveis mais elementares da educagdo. Ao mencionar 0
caso do tratamento aritmético dado as dizimas periodicas e o carater nebuloso dado aos nimeros

irracionais, o autor destaca que

[...] a dizima periddica, uma denominacdo aritmética para as Séries
geométricas, ¢ camuflada e “resolvida” aritmeticamente. E, com esta
camuflagem, as séries sdo relegadas a um segundo plano no ensino basico de
matematica. E, desse modo, torna-se inevitavel o hiato entre a representaco
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decimal de um namero irracional (discreto) e sua representacdo geométrica
(continua). Nesse sentido, seriam interessantes que se realizassem algumas
antecipacdes do bindbmio séries/limites no ensino basico para que houvesse
uma problematizacdo inicial das dificuldades de representacéo e definicdo dos
nameros irracionais. [...] O que se quer € oferecer ao estudante um cenério real
das dificuldades da significacdo deste conceito, ao passo que, com esta
representacdo, alguns elementos essenciais do pensamento “diferencial” —
como a nogdo intuitiva de limite e as séries — ja pudessem ser iniciadas. (p.
330-331, grifo do autor)

Nesse sentido, existe uma lacuna presente na relagédo entre o discreto e o continuo no
que concerne as representacdes de certos conceitos matematicos. A preferéncia por uma
abordagem em detrimento de outra prevalece ao longo das etapas de escolarizacdo, o que
provavelmente pode conduzir a significacdes equivocadas pelos alunos.

Por sua vez, Zuffi e Pacca (2000), em uma andlise sobre a linguagem dos professores
do ensino médio na conceitualizacdo das funcdes, mostram que a relacdo discreto-continuo
abordada ¢ confusa: “Os graficos continuos eram sempre determinados por um conjunto muito
pequeno de pontos “discretizados”, sem se discutir 0 que acontecia com as imagens nos
intervalos entre esses pontos” (p. 22, grifo do autor).

Com relacdo ao ensino de Calculo, a nocdo de continuidade € estabelecida em termos
de funcdo, sendo ela definida localmente através da nocdo de limite. Quando essa nocdo é
estendida para todos os pontos do dominio, o conceito de continuidade é globalizado, no
entanto, ndo oferece muito sentido para os estudantes. Assim, o professor recorre a intuicao
geométrica, mostrando que a fungdo ¢ continua quando ndo tem ‘“saltos” ou ‘“buracos”
(REZENDE, 2003). Por outro lado, Gutiérrez-Fallas e Henriques (2017) observam que as
concepcdes que os alunos tém sobre continuidade de uma funcdo deixam de ter sentido na
auséncia da representacao grafica, os conduzindo a apresentar dificuldades quando a fungéo é
definida algebricamente.

Outro caso de desaproximacdo de uma dualidade discreto-continuo pode ser percebida
no uso indiferenciado do Teorema Fundamental do Calculo (TFC) para tratar as Integrais, como
diz Rezende (2003). Segundo o autor, o estudo das Integrais € uma oportunidade de introduzir
a interface entre o discreto e o continuo. Essa interface pode ser percebida nas tentativas de
calcular areas de regides planas curvilineas, com aproximacgdes sucessivas, induzindo o
conceito de Integral. No entanto, tratar as integrais demasiadamente pelo TFC leva o aluno a
perceber essa operacdo apenas como uma antiderivada, com um tratamento discreto, ignorando

uma concepcao continua do processo.
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3.2 A DUALIDADE VARIABILIDADE-PERMANENCIA

No processo de ensino-aprendizagem do Calculo, o tratamento das Fungdes € o nucleo
das definicdes, propriedades e resolucdes de problemas discutidos na disciplina. A forma como
a definicdo de Funcdo é estudada prediz a atitude dos alunos frente a nogéo de variabilidade ou
permanéncia de objetos matematicos.

Rezende (2003) atesta que a maneira como o conceito de Funcdo é abordada no ensino

fundamental e médio provoca desvios de natureza epistemoldgica no ensino de Calculo:

[...] a idéia de fungdo é estabelecida pelos alunos, ndo no contexto da
“variabilidade”, mas, em termos de uma correspondéncia estatica entre os

e,

valores das variaveis “x” e “y”. O grafico da fungdo é, em geral, “plotado”
através de uma tabela em que os valores “notaveis” sdo escolhidos pelo
professor. A curvatura das curvas que compdem o grafico da fungdo é, em
geral, induzida pelo professor que tenta convencer o aluno, pelo acréscimo de
mais pontos, ou mesmo através de um sofisticado programa computacional,
que a Unica possibilidade é a dela — professor. (p. 344, grifo do autor)

Logo, o tratamento estatico dado as Funcdes revela que o conhecimento sobre a
variabilidade de grandezas fica em segundo plano. Como afirma Rezende (2003), essa ideia de
Funcéo ndo esté incorreta, pois inclusive é uma das formas como alguns teéricos a conceituam,
mas esse caminho vai de encontro a histéria do Célculo, constituindo um obstaculo
epistemoldgico significativo a nocdo de interdependéncia entre quantidades variaveis.

Se ndo bastasse o tratamento dado as Fung¢bes como uma correspondéncia estatica
durante a educacdo bésica, no ensino superior essa abordagem perdura, provavelmente
ocorrendo concomitante a um curso inicial de Célculo, agora acrescida de uma formalidade
caracteristica dos cursos superiores de Matematica. Silva (1996) aponta que é na relacdo entre
conjuntos ou na correspondéncia entre seus elementos que reside, preferencialmente, a
conceitualizagio das fungdes no ensino superior: “E a idéia de que a cada elemento x de um
conjunto A se associa um unico elemento f(x) de outro conjunto B, segundo uma relacao
definida de A em B. Esta interpretagdo ¢ estatica e tem um carater mais formal que as demais”
(p. 32).

Considerando que essa conceitualizagéo, e apenas esta, seja feita num momento em que
se pretende preparar 0s alunos para adentrar em conceitos de limites e derivadas, tal processo
pode fixar o olhar dos alunos para o Célculo sob um viés algébrico. Esse viés é reforcado nos

conceitos de Derivada e Integral Definida.

Com efeito, com o descolamento da dualidade discreto/continuo do conceito
de integral, estimulado principalmente pelo uso do Teorema Fundamental do
Caélculo, o ato de integrar é identificado pelo aluno ao ato de encontrar a
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antiderivada da fungdo do integrando. [...] J& no que toca ao conceito de
derivada o problema é muito mais sério. [...] Interpreta-la tdo somente como
“coeficiente angular da reta tangente” significa ignorar o problema historico
essencial da “medida” instantdnea da variabilidade de uma grandeza [...].
(REZENDE, 2003, p. 350, grifo do autor)

Logo, caracterizar a Integral meramente como uma antiderivada, ou impor a Derivada
uma interpretacdo unicamente geométrica — “o coeficiente angular da reta tangente” — langando
mdo de uma exaustiva apresentacdo de técnicas de derivacdo e integracdo, talvez explique
porque lidar com atividades envolvendo um sentido aplicativo dos conceitos, por exemplo,

parece ser uma tarefa ardua para muitos alunos de Calculo.

3.3 A DUALIDADE FINITO-INFINITO

A nocdo de infinito ndo é uma construcdo de facil assimilacdo. Perguntas sobre o quéo
grande € o universo, ou como podemos contar grandes quantidades, sdo indicios da discussao
sobre a dualidade finito-infinito. Na Matematica, o infinito se revela em diversos momentos,
seja no conceito de retas e planos, ou nas nogdes de limites e séries.

Em verdade, o conceito de infinito se manifesta como um obstaculo na Matematica,
tendo sua conceitualizacdo passado por mudancas e rupturas. Siqueira e Lorin (2020) relatam
que, numa visao histérica, as primeiras discussdes sobre o infinito mostram que o termo teve
um significado de algo potencial, isto €, “uma ideia de infinito que ndo tem fim, e que servia
exclusivamente como um qualificador de uma acdo” (p. 556).

O conceito potencial do infinito, contudo, ndo € estendido totalmente ao conceito de
infinito atual. Este é encarado como um objeto da matematica, como fez Bernhard Bolzano na
sua introducdo dos conjuntos, sendo Georg Cantor o responsavel por consolidar a nocéo de
infinito atual, constituindo critérios para diferenciar conjuntos infinitos conforme sua
cardinalidade (SIQUEIRA; LORIN, 2020).

Rock (2003), citado por Siqueira e Lorin (2020), revela que os obstaculos manifestados
pelos alunos em relacdo a nocdo de infinito é reflexo dos obstaculos epistemoldgicos
encontrados no desenvolvimento historico do conceito. Sierpinska (1987, apud REZENDE,
2003), por exemplo, indica que nos estudantes predominam atitudes finitistas ou de infinito
potencial.

Rezende (2003) aponta 4 niveis de significacdo da nocédo de infinito dado pelos alunos,

relevando algumas semelhangas com a historia da compreensdo do termo, sendo eles: “[...]
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infinito como algo que ndo tem fim; infinito como algo incontavel; infinito como algo limitado;
infinito como forma indeterminada” (p. 360).

Ademais, um carater ingénuo com que os estudantes lidam com as operacdes infinitas é
observado por Rezende (2003). Ao tratar sobre séries, por exemplo, surge nos alunos

sentimentos de estranheza e submisséo as solugdes e técnicas impostas:

[...] esse sentimento de impoténcia por parte dos estudantes é fruto mais uma
vez da formagdo matematica passiva que receberam. Obedecem aos “rituais
consagrados” e as “convengdes matemadticas” estabelecidas no processo
pedagdgico, aprendem a “jogar o jogo sintatico” do ensino da matematica —
se A entdo B — e ignoram o significado daquilo que fazem ou aprendem. (p.
364-365, grifo do autor)

Ja no que diz respeito ao tratamento das indeterminacGes matematicas, Rezende (2003)
percebe que os alunos transferem as propriedades conhecidas no “finito” para o calculo dos

limites.

[...] pode-se perceber nas atitudes dos estudantes uma simplificacdo ingénua
do célculo dos limites. N&o reconhecem as situacdes de indeterminagdo
presentes em cada um dos limites e procuram traduzir e “resolver” as
indeterminacdes através de uma espécie de algebra do infinito. O interessante
¢ que o infinito, que “ndo ¢ nada”, ou “é apenas um simbolo matematico”,
passa a se comportar agora como um numero. (p. 366, grifo do autor)

Portanto, podemos perceber que na dualidade finito-infinito soma-se a dificuldade de
dar uma nocdo ao conceito o fato de que ha uma confusdo na abordagem de operagfes que
envolvem uma concepcdo infinita. Ndo é de se espantar observar essa atitude, considerando

todo o questionamento histérico do que é o infinito — dentro e fora da Matematica.

3.4 ADUALIDADE LOCAL-GLOBAL

A dualidade local-global € um marco recente na histdria do Céalculo. Rezende (2003)
afirma que essa dualidade ndo apareceu efetivamente na invencdo do Célculo, indicando que
Newton e Leibniz, por exemplo, ndo faziam uma distin¢do entre o local e o global.

Sobre isso, o pesquisador apontou dois fatores que explicam essa auséncia: “uma
primeira relacionada ao bom comportamento das curvas frequentemente utilizadas nos célculos
de Newton” e “Faltavam aos matematicos dois conceitos fundamentais que pudessem
vislumbrar a intima relacdo da dualidade local/global com o Célculo que acabavam de

“inventar”: a no¢ao de limite e o conceito de fun¢ao” (REZENDE, 2003, p. 376, grifo do autor).
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Sobre o conceito de funcédo e sua relacdo com o transito local-global, Olimpio Junior
(2006), indagando a afirmacéo de que a definicdo formal de funcdo é um tanto estéril como
também abstrata (REZENDE, 2003), argumenta que

[...] no contexto do Ensino Médio, o foco esta localizado na exploracédo global
das chamadas fun¢bes elementares. Como sdo inexistentes (ou sao poucas) as
singularidades nessas funcdes e o foco é global, uma exploragdo mais atenta
aos componentes da definicdo de funcdo ndo seria recomendavel, até porque
0 tempo sequer é suficiente para que as préprias funcGes elementares sejam
completamente exploradas. Além disso, questdes de limite, continuidade e
diferenciabilidade ndo s&o usualmente tratadas neste contexto. [...] se o foco
sobre o conceito de funcdo no Ensino Médio é global e os conceitos locais de
limite, continuidade e diferenciabilidade ndo sdo ali estudados, qualquer
exploracéo local do conceito tornar-se-a, de fato, estéril. (OLIMPIO JUNIOR,
2006, p. 210-211)

No entanto, no contexto do Ensino Superior, 0s conceitos locais devem ser trabalhados,
do contrério, prejudicaria o desenvolvimento do estudante (OLIMPIO JUNIOR, 2006).

Rezende (2003) explica ainda que a dificuldade em lidar com a dualidade local-global
esta associada a maneira como ocorre a passagem de uma perspectiva para outra, e isso acontece

com destaque no estudo das Derivadas.
[...] pode-se dizer que a significagdo do conceito de derivada em um curso
normal de Calculo se estabelece em dois caminhos distintos: uma inicial,
estabelecida no nivel teérico pelo professor, que parte da definicdo local de
derivada para estendé-la de forma “natural” para seu estado global; o outro,

influenciado pelas técnicas de derivagdo, que realiza o caminho inverso. (p.
384, grifo do autor)

O que se observa entdo é que além de uma abordagem infima ou inexistente de uma
perspectiva local das funcdes na escolarizacdo bésica, existe um tratamento global para os
principais resultados no ensino de Calculo, associado a isso 0 uso imediato de técnicas de

derivacdo, o que pode originar as dificuldades relativas a dualidade local-global.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo, apresentamos os procedimentos metodoldgicos deste trabalho. Com
isso, retomamos 0 nosso problema de pesquisa: De que forma os obstaculos epistemologicos
relacionados a dualidades sdo manifestados na aprendizagem de Limite e Continuidade de
Funcbes de uma variavel real por discentes da UFPE/CAA do curso de Matematica-
Licenciatura?

Assim, nesta etapa buscamos atingir os seguintes objetivos especificos:

e Identificar as dificuldades oriundas de obstaculos epistemoldgicos relacionados a nogao
de Limite e Continuidade de Funcdes de uma variavel real.
o Identificar a relagdo entre as dificuldades manifestadas pelos estudantes e as dualidades

essenciais no processo de ensino-aprendizagem de Célculo.
4.1 CARACTERIZACAO DOS PARTICIPANTES

Para corresponder aos objetivos especificados acima, delimitamos como 0s
participantes da pesquisa os estudantes da UFPE/CAA do curso de Matematica-Licenciatura
matriculados na disciplina Calculo Diferencial e Integral | do semestre letivo 2021.2.

Dentre os 43 estudantes matriculados, 28 participaram da pesquisa. De forma a
assegurar o anonimato, nos referimos aos discentes a partir do codinome C1, C2, ..., C28, de

forma aleatdria, sem qualquer relacdo I6gica que possa os identificar.
4.2 ELABORACAO DO INSTRUMENTO DE PESQUISA

A partir da delimitagéo dos participantes da pesquisa, partimos para a elaboragao de um
questionario composto por 6 questdes abertas envolvendo a nogédo de Limite e Continuidade de
Funcdes de uma variavel real. A etapa seguinte consiste na aplicacdo dessa atividade.

Na primeira questdo, exposta na Figura 1, solicitamos que o estudante expresse 0
significado da equagéo que contem o limite de uma fungéo. A partir das respostas, esperamos
identificar que dualidade pode estar presente no pensamento acerca do significado de limite de

forma geral, sem necessariamente ser explicita uma funcdo definida por uma lei de formagéo.

Figura 1: Questdo 1
1- Explique com suas palavras o significado da equagdo 1irr21 f(x) =5.
xX—

Fonte: acervo da pesquisa (2022)
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Na segunda questdo, exposta na Figura 2, solicitamos que o estudante calcule o limite,
se o limite existir, de uma funcdo algébrica. Nesta questdo, objetivamos verificar como 0s
discentes lidam com o limite de uma funcdo que, recorrendo-se a uma substituicdo direta,
resulta em uma indeterminacdo. Assim, pretendemos perceber que obstaculos podem estar

sendo enfrentados na escolha por um método de resolucao.

Figura 2: Questéo 2
244

. Xxc+ - -
2- Calcule lim ——— se o limite existir.
x—2 x—2
Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Conforme a Figura 3, a terceira questdo nao é referente diretamente a nogéo de limite,
mas com ela pretendemos observar quais sdo as possiveis dualidades relacionadas a dificuldade
em expressar graficamente uma fungdo por partes, uma vez que com este tipo de funcéo é
possivel discutir a nocao de continuidade.

Figura 3: Questao 3

1
: —, -2
3- Esboce o grafico da fungéo {x+2 sex #
l,sex =-2

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Na quarta questdo (Figura 4), € solicitado que os estudantes encontrem o limite de uma
funcéo na qual a varidvel x assume valores muito grandes. Visamos notar qual a atitude discente
diante de operacbes envolvendo o infinito e, com efeito, que dualidades relacionadas a

obstaculos na resolugdo da questdo podem estar sendo manifestadas.

Figura 4: Questéo 4

4- Encontre lim Vx2 4+ 2 — x

X —>00

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Na quinta questdo (Figura 5), a partir de uma funcdo dada pela lei de formacéo e,
explicitando o dominio, solicitamos que o discente discuta sobre a continuidade. O objetivo
deste item é perceber que obstaculos os estudantes podem estar enfrentando diante de um viés

local dado uma Funcéo real.
Figura 5: Questdo 5
1
5- Seja f: RY —{[0,1]} — R uma fungio definida por f(x) = 1 f ¢ continua? Justifique.

Fonte: acervo da pesquisa (2022)
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Por fim, na Ultima questdo (Figura 6), propomos identificar como se revelam as

dualidades na discusséo sobre continuidade a partir da fungdo dada e do seu gréfico.
Figura 6: Questdo 6

6- Abaixo encontra-se o grafico da fungdo f(x) = tanx. O que podemos afirmar
sobre a continuidade de f?

Ty
o
5
N
N
i
X
13 = 3 2 o 7 3 7 1S )

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

4.3 PROCEDIMENTOS PARA A ANALISE DOS DADOS

Apbs a etapa da coleta das resolucBes da atividade, fizemos um levantamento
quantitativo por questdo, a fim de verificar a quantidade de respostas obtidas. Entre aqueles que
conseguiram dar alguma resposta aos quesitos, procuramos identificar os caminhos percorridos
até chegar a resposta final, os argumentos utilizados e entdo, os obstaculos epistemolégicos e
sua relacdo com as dualidades discutidas por Rezende (2003).

Para realizar a andlise das producdes dos estudantes, buscamos em Cury (2007)
direcionamentos sobre as repostas dos alunos na perspectiva da analise de erros. Segundo a
autora:

Na analise das respostas dos alunos, o importante ndo é o acerto ou o erro em
si — que s8o pontuados em uma prova de avaliagdo da aprendizagem —, mas as
formas de se apropriar de um determinado conhecimento, que emergem na
producdo escrita e que podem evidenciar dificuldades de aprendizagem. (p.
60)

Nesse sentido, a partir dessa perspectiva, nos interessa nesta pesquisa verificar a maneira

como o0s estudantes se apropriaram do conhecimento matematico para responder aos
questionamentos. Portanto, a partir da producdo escrita dos participantes, dificuldades de
aprendizagem podem ser reveladas e, dentro dos objetivos deste trabalho, associadas aos
obstaculos que as originaram e as possiveis dualidades presentes no desenvolvimento do

Célculo.
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No quadro 1, apresentamos as respostas esperadas para cada questdo. Essas respostas
ndo sdo parametros definitivos para a anélise das producdes dos participantes, mas figuram-se

como uma referéncia para a resolucdo de cada item.

Quadro 1: Respostas esperadas para cada guestio
QUESTAO 1: Explique com suas palavras o significado da equacio lirré f(x)=5.
X—

De forma intuitiva, a equacédo lirr% f(x) = 5indica que f(x) se aproxima de 5 quando x se
xX—
aproxima de 2, por ambos os lados.

2

- . X“+x—6 .. .
QUESTAO 2: Calcule lim ————, se o limite existir.
x—2 X—2
2 —

Observamos que a funcéo f(x) = ad x+_xz ® ndo esta indefinida em x = 2. No entanto, podemos

2 _ _ 2 — —
escrever =6 como EERED) 1) 540, Jim X = Jim EEDED _ i x + 3. Como

x—2 (x=2) x—-2 X—2 x—2 (x=2) x—2

chegamos em uma funcdo polinomial e f(x) = x + 3 estd definida em x = 2, podemos

estimar o limite aplicando a propriedade da substituicdo direta, assim lirr%x +3=f(2)=
X—

2+3=5.

1
QUESTAO 3: Eshoce o gréfico da fungdo f(x) = {x+_2' sex # —2
1,sex=-2

Y

QUESTAO 4: Encontre lim vx2 + 2 — x

X—00
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Como tanto Vx2 + 2 como x sdo grandes quando x se torna grande, é dificil perceber o que
acontece com essa diferenca. Manipulando algebricamente a fungdo fornecida, podemos
reescrever o limite da seguinte maneira:

Vx2+2+x
lim x2+2—x=lim(\/x2+2—x)—
x—00 x—00 Vx2+2+x

— lim x2+2—x?
xX—e0 @ +x
REEN o
Note que o denominador cresce indefinitivamente quando x — co. Logo:
N S T

~ 1
QUESTAO 5: Seja f: Rt —{[0,1]} — R uma fun¢do definida por f(x) = 1 f é
continua? Justifique.

De acordo com a notacdo especificada, observa-se que o dominio da fungdo é D = (1, ).
Levando-se em conta este dominio, é facil perceber que:

1
lim = f(a),YaeD

xsax—1

Logo, f é continuaem D = (1, ).

QUESTAO 6: Abaixo encontra-se o grafico da funcéo f(x) = tan x. O que podemos afirmar
sobre a continuidade de f?

O dominio da funcdo f(x) = tanx é D = {x ER:x# g + km, k € Z}. Observa-se no

grafico que f ndo estd definida nos pontos fora de D, constituindo assintotas verticais.

Portanto, pode-se afirmar que f € continua em D.

Fonte: elaborado pelo autor (2022)
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5 ANALISE E DISCUSSAO

Inicialmente, apresentamos no Grafico 1 a quantidade de respostas obtidas entre os 28
participantes desta pesquisa.

Gréfico 1: Quantidade de respostas obtidas por questéo
30

25
20
15
l I I
0
1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

o

u

As questdes de 1 a 4 apresentaram alto indice de respostas produzidas, sendo a primeira
questdo respondida por 100% dos discentes. Por outro lado, as questdes 5 e 6 tiveram as
menores taxas de respostas obtidas, com apenas metade do nimero de participantes. A seguir,

analisamos as respostas dadas por cada questao.
5.1 ANALISE DA QUESTAO 1

Ao expressar a ideia sobre limite através da expressdo dada, alguns estudantes
manifestaram concep¢des relacionadas a uma perspectiva estatica. Nas Figuras 7 e 8,
apresentamos um recorte das respostas fornecidas pelos estudantes C2 e C16, nessa ordem.

Figura 7: Resposta do estudante C2 a questdo 1

Y 0 Gmibe ce g

U G

Fonte: acervo da pesquisa (2022)
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Figura 8: Resposta do estudante C16 a questdo 1

0 Linte € UlNlizawo PAVA SABEMOS O CoMPORtAMENTD e ump Furcio
WMDS MoMeuTos [ PPROX(MAGAD De DETERMILVABOS VALORES. Lirn £ 23,
€ %0 A CQuAKT  signik;, X+2
¢ v
€ixo OAS ABSLISSAS) tempe A Q o olo, 8 Y’LO\Q De X (lotatlizapo wo
Pews esquerdA, 0 ualoR s \ov se’ | $€ APROXMA DE 2 Pela pipeina ou
SerA (6uAL A 5. /1510 €, p PLIVRA NO €XC DAS oRpenaDAS (Y)

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

e

Percebemos que esse olhar estatico ndo acontece apenas no eixo das abcissas, como
também no eixo das ordenadas, 0 que acontece na resposta do aluno C16, que afirma ser y=5
“a altura no eixo das ordenadas” quando X se aproxima de 2. Acreditamos que essa concepgao
esteja relacionada a um obstaculo relacionado a dualidade variabilidade-permanéncia na nocao
de funcéo, que em sua introducdo € vista sob uma correspondéncia estatica de entre valores de
x e y (REZENDE, 2003).

Outros estudantes, a exemplo de C1 (Figura 9), apenas interpretam a expressdo em sua
traducdo literal:

Figura 9: Resposta do estudante C1 a questdo 1

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Essa traducdo literal parece nos indicar a dificuldade discente em atribuir um
significado para o limite. Acreditamos que, na tentativa de simplificar expressdes polinomiais
para poder aplicar a substituicdo direta do ponto de aproximacao, a nogdo de limite pode ser
confundida com a imagem da funcdo naquele ponto.

Outras formas de se expressar para responder a primeira questdao puderam ser notadas
na analise das respostas dadas pelos estudantes. O participante C21 lancou mao da

representacdo da grafica (Figura 10) para apresentar a nogdo de limite:

Figura 10: Resposta do estudante C21 a questdo 1

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

E interessante notar que C21 leva em consideracdo o fato de que a funcio ndo esta
possivelmente definida em x=2, mas afirma que isso acontece caso a fungéo seja continua nesse

ponto. Por sua vez, C26 (Figura 11) recorre & atribuicdo de valores muito proximos a 2, de
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forma a obter valores muito préximos a 5, demonstrando uma percepcao dindmica do conceito

de limite:

Figura 11: Resposta do estudante C26 a questdo 1

Gw&mytvﬁxmgawaqfwaw&wmdadagum
,,.ma num;r;oa@a Memﬁm&xmw muw&'spus

pm'ummd.ua w;ma»mm&[’i-

Ex. Bim.  t3
A-DQ
a0, _ o
_L__\ 15 \ 3,8 | 4,89 ‘1,999
foo | Y 4 g 493 | 4,995 .5

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

E vélido notar que o estudante considerou o limite em apenas um dos lados, com valores
menores do que 2, sem nada afirmar sobre os valores muito préximos de 2, mas maiores do que
ele. Chama-se atencdo para o fato de que o participante enfatiza que os valores se aproximam,
“sem ser dois”, obtendo-se valores muito proximos de 5, “mas sem ser ele”. Assim, deixa-se
duvidas se o limite pode ser atingido ou ndo, numa interpretacdo de que se o ponto de aproxima
sempre, em conformidade com os resultados obtidos por Cornu (1981, apud CELESTINO,
2008) e Messias e Brandemberg (2018).

O que se destaca, nesta primeira questdo € que, em maior parte, a dualidade
variabilidade-permanéncia se manifesta quando os alunos se debrugcam sobre a nocéo intuitiva
de limite, em alguns casos demonstrando-se o limite como atribui¢do de um valor fixo, e ndo
como o comportamento da funcdo nas vizinhancgas de um ponto dado, sendo certamente um

vestigio da relacdo estatica entre x e y executada nas funcdes (REZENDE, 2003).

5.2 ANALISE DA QUESTAO 2

A segunda questdo muito possivelmente € familiar aos participantes, fato este
evidenciado pela alta taxa de respostas dadas que, em sua maioria, foram obtidas a partir da
manipulagdo algébrica para “fugir” da indeterminagao.

Destaca-se o caminho para encontrar o limite feita pelos participantes C19 (quadro 1) e
C13 (Figura 12), que estimaram para quais valores f(x) se aproximava, a medida que x se
aproximava de 2. Devido a falta de nitidez do documento digitalizado por C19, reproduzimos

sua resolucdo no Quadro 1.
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Figura 12: Resposta do estudante C13 a questdo 2

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Quadro 2; Resposta do estudante C19 a questéo 2

x x2+x—6 Resultado
x—2
1,99 1,992 + 1,99 — 6 4,99
1,99 — 2
2 224+2-6 A
2—2
2,01 2,012+ 2,01 -6 5,01
2,01 -2

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

E pertinente ressaltar que C13 e C19 também escolheram caminho semelhante para a
primeira questdo, utilizando aproximacGes. As demais respostas, em sua maioria corretas,

foram obtidas através da fatoracéo de polindmios, como vemos na Figura 13:

Figura 13: Reposta do estudante C3 & questdo 2

S, x*4x- 6

X-—2 ST

L 5 g : (x +3) (x _ Mo XF3 = sz 25 = 9
\)uwplk,{_;fMP f“:":;\h _% j;_‘,l PR
0L seisti < 5@.

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Portanto, nesta questdo, percebemos que grande parte dos estudantes conseguiu

encontrar a resposta correta. Nao identificamos diretamente um obstaculo e, com efeito, uma
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dualidade relacionada a este item, mas possivelmente o uso recorrente da substitui¢do direta
pode-se mostrar como um entrave ao significado de limite de uma fung¢do, como visto na

questdo 1.

5.3 ANALISE DA QUESTAO 3

Na analise da terceira questdo, percebemos a dificuldade dos estudantes em lidar
graficamente com uma funcdo definida por partes. Muitos recorrem a atribuicdo de pontos
notéaveis para o esboco do grafico, mesmo assim, encontram dificuldades para compreender o
comportamento da funcdo entre esses pontos. Observa-se essa situagao nas Figuras 14, 15 e 16:

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Figura 15: Resposta do estudante C18 a questdo 3

f I

oy et

Fonte: acervo da pesquiéa (2022)



35

Figura 16: Resposta do estudante C16 a questdo 3

1 08.: NSO SEi (om0 FIARIA €55¢ (@9 OUtRO PONTO
\/\J:) Sax #£-2) No GRAE(GCo . FenvHO DIFICOLDRAPE
T e 4 FAZER GRAFICOS QUANDO te nvbDem AGSD.
o

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Consoante a observagdo de Zuffi e Pacca (2008), a relacéo entre o discreto e continuo
se mostra confusa, evidente na escolha dos pontos para o esboco do gréafico de C13, C18 e C16.
Além disso, uma relacédo entre as dualidades discreto-continuo e finito-infinito pode ser
observada no comentario do estudante C16, quando o mesmo afirma que tem dificuldade

elaborar graficos “quando tendem ao infinito” e aponta que ndo sabe como seria o grafico em

. ~ .. 1
outro “ponto”, ao se referir a parte da funcdo definida como poves quando x # 2.

5.4 ANALISE DA QUESTAO 4

Na quarta questdo, notamos que grande parte da dificuldade dos estudantes tem sido

lidar com limites envolvendo radicais. Como tanto vx2 — 2 quanto x séo grandes quando x se
torna grande, é necessario manipular algebricamente a funcdo. Ainda assim, mesmo entre
aqueles que demonstram certa familiaridade com manipulagbes algébricas, operam
incorretamente com a noc¢do de limites no infinito.

Nas Figuras 17 e 18, os estudantes C4 e C10, respectivamente, substituem a variavel

independente pelo infinito, num tratamento semelhante aquele dado aos nimeros.

Figura 17: Resposta do estudante C4 a questdo 4

Y2 o s - <

X B oQ

L Vo5l Fd = o

X~ 0o

A\/\/\/L \/—T
xX — oo
Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Figura 18: Resposta do estudante C10 a questéo 4

Hg) J.A'N\’\_ - ‘ 3 "ﬁ/l‘/‘ﬂ\ -
s Vil 3) X y-os (71— SO

Fonte: acervo da pesquisa (2022)
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Caso similar ocorreu com o estudante C22 (figura 19), que multiplicou o0 numerador e
0 denominador pelo conjugado radical, mas, ao fim do processo, substituiu o x pelo infinito:

Figura 19: Resposta do estudante C22 a questdo 4

Fonte: acervo da pesquisa (2022)

Esse tratamento de resolver indeterminagdes utilizando uma “algebra do infinito”, é
discutido por Rezende (2003), quando este afirma ser a dualidade finito-infinito a origem de
grandes obstaculos no Célculo. Essa visdo de Rezende fica clara, ao observarmos que 0s
caminhos utilizados pelos estudantes nos limites no infinito foram anélogos aqueles utilizados

para resolver a segunda questao.
5.5 ANALISE DA QUESTAO 5

A quinta questéo gerou grande dificuldade entre os estudantes, devido a notacéo f: R* —
{[0,1]} — R, que especificava o dominio da funcdo fornecida. Entendemos que essa
dificuldade tem origem na maneira como a funcéo é apresentada, muitas vezes se utilizando de
uma lei de formacdo, geralmente polinomial, que é continua em toda parte. Uma funcéo
racional, por sua vez, é continua em seu dominio.

Na Figura 20, destacamos a resposta do aluno C15 que, semelhante a outros
participantes que responderam a questao, ndo compreendeu o dominio da funcdo dada, ademais,
concluindo que a mesma é continua. Para isso, recorre a definicdo de continuidade — f é

continua em um ndmero a se lim f(x) = f(a) — mas, a0 mesmo tempo, utiliza um nimero
xX—a

fora do dominio de f.

Figura 20: Resposta do estudante C15 a questdo 5

e |
\\\ Jd =% [ L\’)‘A/
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Fonte: acervo da pesquisa (2022)
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Assim, a dificuldade em interpretar a notacdo se revela como uma dificuldade
conceitual. N&o identificamos nesta questdo indicios da dualidade local-global, ou de outra
dualidade, descrita por Rezende (2003).

5.6 ANALISE DA QUESTAO 6

Na ultima questdo da pesquisa, também trabalhamos a nocao de continuidade, desta vez
utilizando uma representacédo gréfica da fungdo f(x) = tanx, sem especificar o seu dominio.
Como na questdo 5, parte consideravel dos participantes ndo conseguiu encontrar uma resposta.
Entre aqueles que conseguiram, é perceptivel que os estudantes discutiram a continuidade sem
levar em consideragdo o dominio, com um olhar global sobre a fungéo.

No Quadro 2, trazemos um recorte de algumas respostas dadas nesta questao:

Quadro 3: Registro de respostas obtidas na questio 6

Estudante Resposta
C4 Analisando o gréfico, vejo que as linhas que cruzam o eixo X seguem uma
sequéncia de 3 em 3 e sdo paralelas entre si.
C10 N&o é continua pois o grafico estd incompleto
C21 Eu acho que f ndo é continua em x porque ndo segue o padrao das outras
funcoes.
C24 A partir desse grafico podemos afirmar que a funcéo néo é continua.
C28 A funcéo f segue caminhos onde a funcdo ndo existe, séo chamados de
assintotas.

Fonte: elaborado pelo autor (2022)
O estudante C24 apenas afirma que a fungédo ndo é continua a partir da visualizacdo do

gréafico. Respostas semelhantes a essa foram encontradas em outros participantes, o que
entendemos ser causado por um obstaculo relacionado a dualidade local-global (REZENDE,
2003; OLIMPIO JUNIOR, 2006).

Ja os estudantes C4, C10 e C21 tém interpretacdes semelhantes, e demonstram nao
conseguir identificar a continuidade em funcdes diferentes daquelas com comportamento
gréafico “padrdo”. Faz-se relevante observar a resposta dada por C28, o qual afirma que a funcéo
segue caminhos onde ela ndo esta definida, sem nada afirmar sobre sua continuidade. Ao

mencionar que esses caminhos sdo chamados de assintotas, infere-se que o0 estudante tem
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consciéncia de que a funcdo ndo estd definida em certos pontos, o que poderia ser utilizado
como argumento para discutir a continuidade de f.

Olimpio Junior (2006) enfatiza que esse tratamento global é um obstaculo
epistemoldgico a nocdo de continuidade, surgindo entdo dificuldades a interpretar localmente
as funcbes no Ensino Superior. Como pontua o autor, na etapa da escolarizacdo basica, as
fungdes discutidas sdo em sua maioria polinomiais, com um tratamento global em sua

representacdo gréfica.

5.7 ANALISE FINAL

No Gréfico 2, expomos a quantidade de respostas corretas e ndo corretas obtidas dentre
0s participantes que conseguiram responder aos itens do questionario. A variavel “respostas
corretas” esta sinalizada pela cor laranja e refere-se agueles que responderam corretamente ao
item, sem apresentar erros ou indicios de dificuldades de qualquer natureza. Por sua vez, a
variavel “respostas ndo corretas”, indicado pela cor cinza, faz referéncia aos participantes que
ndo apresentaram a resposta correta para o item, como também aos que apresentaram desvios

durante a resolucéo, sejam eles conceituais ou de ordem epistemoldgica.

Gréfico 2: Quantidade de respostas corretas e ndo corretas por questdo
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Fonte: elaborado pelo autor (2022)
Como observado acima, o maior indice de acertos foi observado na questdo 2. Apesar

de um alto nimero de respostas dadas nas questdes de 1 a 4, pudemos verificar muitos erros

cometidos pelos estudantes ao se referirem ao limite de uma funcdo. Na segunda questdo, 0s
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erros existentes sdo oriundos da dificuldade conceitual em simplificacbes de expressoes
algébricas.

As questdes 1, 3 e 4, por outro lado, demonstram que 0s erros cometidos estdo mais
ligados a obstaculos ao conhecimento de funcdo na perspectiva do Calculo, a exemplo do
tratamento estatico dado as funcBGes — dualidade variabilidade-permanéncia — e a nogcdo de
infinito fincada no olhar algébrico — dualidade finito-infinito —, do que propriamente nas
dificuldades conceituais referentes ao Calculo.

Observamos que as questdes 5 e 6, além do baixo numero de repostas obtidas, também
apresentam alto indice de respostas ndo corretas. Na questdo 5, dificuldades conceituais
puderam ser notadas, visto que grande parte do nimero de estudantes ndo conseguiu afirmar
nada sobre a continuidade da funcdo por ndo entenderem a notacdo apresentada.

O conhecimento anterior de temas como intervalos reais, conjuntos numéricos, relacbes
e funcdes, vista na escolarizacdo basica, se mostra entdo resistente, figurando um obstaculo a
aprendizagem de limite e continuidade, o que pode ser observado também na questdo 3 — a
dificuldade em esbocar o grafico de uma funcéo definida por partes — bem como na questéo 6,
na qual a representacdo grafica da funcdo gerou entraves e erros cometidos nas respostas dos
participantes desta pesquisa, 0 que aponta a manifestacdo da dualidade local-global.

Assim, pudemos constatar que existem obstaculos de natureza epistemoldgica a nogéo
de Limite e Continuidade relacionados a algumas dualidades essenciais expostas por Rezende
(2003). Essas dualidades nos permitiram observar que nao apenas dificuldades “técnicas” como
fatoracdo de polindmios, conhecimento de conjuntos, esboco de graficos, entre outras, se fazem
presentes na aprendizagem de calculo. A maneira como esses conhecimentos foram construidos

também geram barreiras enfrentadas pelos discentes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A reflexd@o sobre a aprendizagem de Limite e Continuidade no Célculo deve ser levada
em consideracgdo por fatores além daqueles relacionados a habilidade técnica de resolver limites
de funcdes algébricas ou de identificar as condi¢des necessarias para uma fungdo ser continua.
Sobre a “falta de base” na aprendizagem de Célculo, retomamos a indagacao de Rezende (2003)
mencionada nas consideracdes iniciais desta pesquisa: de que base se esta falando?

Em verdade, pudemos verificar que ¢ através de obstaculos epistemologicos que muitas
dificuldades em aprender Calculo se originam, e tais dificuldades podem estar relacionadas a
dualidades. Isso ndo significa que apenas esse tipo de dificuldade esta presente no processo de
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aprendizagem, mas expressoes como “infinitésimos”, “infinitamente grande”, “se aproxima de”
ou “continua localmente”, sdo ainda obscuras a realidade dos estudantes recém-ingressos em
um curso de Matematica. Pudemos, entdo, obter respostas as nossas indagagdes colocadas no
inicio da pesquisa, observadas na andlise e discusséo da atividade proposta aos estudantes.
Acreditamos que o0s resultados presentes neste trabalho muito contribuirdo para a
reflexdo sobre o ensino de Calculo por parte dos docentes, bem como pode servir como
referéncia para os futuros professores de Matematica no que concerne a uma aprendizagem
mais significativa. Pretendemos expandir nosso trabalho para outros temas como Derivada,
Séries e Integracdo, em momento oportuno. Portanto, como sugestdo, outras pesquisas
relacionadas aos obstaculos epistemoldgicos revelados na aprendizagem de Calculo
relacionados a dualidades podem ser realizadas, haja vista o rico campo de estudo que o Célculo

possibilita.
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