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RESUMO

Este estudo teve como finalidade analisar o conceito de fung¢ao a partir da dialética
elementar x avangado. Nesse sentido, buscamos desenvolver um estudo tedrico
através de uma analise conceitual. Iniciamos pelo estudo dos aspectos histéricos e
epistemologicos do desenvolvimento do conceito fungdo mediante uso das nogdes
de atos de entendimento e obstaculos epistemologicos. Em seguida, analisamos as
concepcoes/definicdes das funcdes sob a perspectiva da dialética elementar x
avangado. Os resultados dessas anadlises nos permitiram refletir acerca da dupla
descontinuidade entre a Matematica escolar e a Matematica universitaria apontada
por Felix Klein. Dessa forma, finalizamos nosso estudo apresentando algumas
consideragdes a respeito da formacdo matematica nas licenciaturas por meio da
articulagdo da discussdo da dupla descontinuidade e da dialética elementar x

avancgado.

Palavras-chave: Fung¢des. Matematica Elementar. Formagéo de Professores.



ABSTRACT

This study aimed to analyze the concept of function from the elementary x advanced
dialectic. In this sense, we seek to develop a theoretical study through a conceptual
analysis. We begin by studying the historical and epistemological aspects of the
development of the concept of function using the notions of acts of understanding
and epistemological obstacles. Then, we analyze the conceptions / definitions of the
functions from the perspective of elementary x advanced dialectics. The results of
these analyzes allowed us to reflect on the double discontinuity between school
mathematics and university mathematics pointed out by Felix Klein. Thus, we
conclude our study by presenting some considerations regarding mathematical
training in undergraduate courses through the articulation of the discussion of double

discontinuity and elementary x advanced dialectics.

Keywords: Functions. Elementary Mathematics. Teacher training
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1 INTRODUGAO

As fungdes no Ensino Superior representam um conceito-chave para os
fundamentos matematicos de diversos cursos de areas como Ciéncias Exatas e da
Terra e Ciéncias Sociais, por exemplo. Ao longo das ultimas décadas, esse conceito
tem se consolidado também como um dos principais conteudos da Educacéao
Basica. O fato é que as fungdes sao importantes tanto para modelar fenbmenos que
sao estudados pelas diversas Ciéncias quanto para compreender fenébmenos do
cotidiano, assumindo, assim, um papel relevante para a formacao técnico-cientifica e
critico-cidada dos estudantes.

Os cursos de Licenciatura em Matematica fazem parte do Ensino Superior,
mas, imperiosamente, precisam considerar o ensino de Matematica na Educacgéo
Basica, incluindo seus conteudos, uma vez que estes cursos visam formar
professores da disciplina Matematica da Educacao Basica.

Entendemos, portanto, que talvez seja necessario considerar uma certa
peculiaridade ao pensar o ensino de conceitos como o de fungdes. Por um lado, ha
diversas disciplinas como Algebra Linear, Analise, Calculo Diferencial e Integral, nas
quais as fungdes sdo abordadas de um ponto de vista avangado. Por outro lado,
tratando-se de um curso de formagao de professores, ha de se levar em conta
também um ensino que proporcione um ponto de vista elementar.

Talvez seja por estas razbes que esse conceito também se destaca como
objeto de pesquisa fecundo e necessario nos estudos do campo da Educacgao
Matematica. Sobre essa dupla perspectiva de abordagem do conceito de fungao no
Ensino Superior e na Educagéao Basica, Olimpio Junior (2007) sinaliza no Ensino
Superior que o foco se daria na dindmica processo-objeto enquanto que, na
Educacgao Basica, o foco seria nas diferentes representagées do conceito de funcéo.

Apesar de considerarmos relevantes estas vias de pesquisa, em nosso
estudo optamos por focar na compreensao do conceito de fungao a partir da nogao
de aspectos elementares de um conceito matematico, segundo a perspectiva do

matematico alemao Felix Klein' (1849,1925). Esta nogéo foi apresentada em seu

' Felix Klein foi um proeminente matematico alem&o do final do século XIX. Publicou trabalhos em
Geometria ndo-Euclidiana, Teoria das Fungdes, dentre outras areas da Matematica e da Fisica. Klein
possuia grande interesse no ensino de Matematica e escreveu livros, e proferiu palestras a respeito
desta tematica no inicio do século XX.
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famoso livro Matematica Elementar de um Ponto de Vista Superior?, publicado em
1908.

Consideramos este tipo de abordagem fecunda, podendo trazer importantes
contribui¢cdes para a Educacdo Matematica. Rangel (2012), por exemplo, argumenta
que essa perspectiva dos aspectos elementares “ofereceu uma forma particular de
observar trés questdes que permeiam a pratica do professor: ‘O que ensinar?’, ‘Por
que ensinar?’ e ‘Como ensinar? [...]" (p. 231, grifos do autor). Sendo assim,
compreender os aspectos elementares do conceito de fungdo pode contribuir com
elementos para refletir de maneira mais aprofundada aspectos relacionados ao
ensino deste conceito que é tado importante para a Matematica da Educacéao Basica,
especialmente no Ensino Médio.

Nosso estudo teve como objetivo geral investigar o conceito de fungéo a partir
da dialética elementar x avancado. A partir deste objetivo geral estabelecemos os
seguintes objetivos especificos: (1) Investigar o desenvolvimento histérico e
epistemoldgico do conceito de fungao; (2) Analisar os atos de entendimento e os
obstaculos epistemolégicos do desenvolvimento das fungdes; (3) Analisar os
aspectos elementares e avangados do conceito de funcéao.

No Capitulo 2 tratamos da nogado de Matematica Elementar segundo a
perspectiva do matematico alemao Felix Klein. Além disso, abordamos os conceitos
de dupla descontinuidade, translagdo historica e hysteresis, conceitos também
propostos por Felix Klein.

No Capitulo 3 abordamos o desenvolvimento histérico e epistemolégico das
funcdes. Tratamos do seu processo de sistematizacdo e das diversas definicdes
propostas desde o século XVIII por Johann Bernoulli até a definigdo atual do
conceito de fungéo proposta pelo grupo Bourbaki, em meados do século XX.

No Capitulo 4 analisamos o desenvolvimento historico e epistemoldgico do
conceito de funcdo a partir das nogbes de atos de entendimento e obstaculos
epistemoldgicos.

No Capitulo 5 analisamos quais conceitos matematicos podem ser
considerados aspectos elementares (segundo a perspectiva de Klein) e avangados

do conceito de fungéo.

2 Elementarmathematik vom héheren Standpunkte aus, no original em alemao,
Elementary Mathematics from an Advanced Point, nas primeiras tradugdes para o
inglés e Elementary Mathematics from a Higher Point em sua tradug&o mais recente.
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No Capitulo 6 trazemos algumas reflexdes e questionamentos a respeito da
formagdo matematica na licenciatura a partir da problematica da dupla
descontinuidade na formagdo do professor e a partir da dialética elementar x
avangado em Matematica.

Os capitulos 3 e 4 tratam do primeiro objetivo especifico deste trabalho
(Investigar o desenvolvimento histérico e epistemolégico do conceito de fungéo), o
capitulo 4 também trata do nosso segundo objetivo especifico (Analisar os atos de
entendimento e os obstaculos epistemoldgicos do desenvolvimento das fungdes).
Quanto aos capitulos 2, 5 e 6, eles dizem respeito ao nosso terceiro e ultimo objetivo

especifico (Analisar os aspectos elementares e avangados do conceito de funcao).

1.1 Aspectos Metodologicos

Nosso trabalho trata-se de um estudo tedrico. Este tipo de estudo, conforme
Gohier (1998), é caracterizado pela “intencdo de conhecer, de compreender, de
explicar as caracteristicas de um objeto de estudo ou de um fenébmeno do mundo
[...]" (p. 271 apud CAVALCANTI, 2015, p. 22).

Além disso, nosso estudo é de natureza qualitativa e de cunho descritivo. E
qualitativa, pois trata-se de um processo de “reflexdo e analise da realidade através
da utilizacdo de métodos e técnicas para compreensido detalhada do objeto de
estudo em seu contexto histérico e/ou segundo sua estruturagéo” (OLIVEIRA, 2011,
p. 28). E descritivo, pois, segundo Oliveira (2011), ele nos permite compreender o
problema de forma aprofundada a partir de diversos aspectos.

Em nosso trabalho desenvolvemos uma analise conceitual dos aspectos
elementares e avancados do conceito de fungdo. A analise conceitual consiste em
“... encontrar o sentido e as possibilidades de aplicagcdo de um conceito ou uma
nocao, identificando os constituintes do campo semantico deste conceito ou dessa
nogao e suas interagdes com outros campos” (VAN DER MAREN, 1996, p. 139 apud
CAVALCANTI, 2015, p. 30).

A analise conceitual pode ser desenvolvida de diversas formas. Em nosso

trabalho, adaptamos o esquema desenvolvido por Cavalcanti (2015) em sua tese de
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doutorado®. Cavalcanti (2015) recorre, em sua andlise conceitual, aos conceitos de
vis&o sincrética, visgdo analitica e visgo sintética:

A visado sincrética corresponde a leitura de reconhecimento e a leitura
seletiva. A visdo analitica diz respeito a leitura critico-reflexiva dos textos
relacionados. A visdo sintética, por sua vez, corresponde a leitura
interpretativa, constituindo-se como a etapa final do método de leitura
cientifica. (p. 31)

Em nosso trabalho também recorremos a estes conceitos para o
desenvolvimento da analise conceitual. Os capitulos 2 e 3 correspondem a visédo
sincrética. Nestes capitulos abordamos a nocdo do elementar matematico de Felix
Klein e o desenvolvimento historico e epistemoldgico do conceito de fungdo. Os
Capitulos 4 e 5 correspondem a visdo analitica. Nestes capitulos analisamos o
desenvolvimento histérico e epistemoldgico do conceito de fungcdo e analisamos
quais conceitos matematicos podem ser considerados elementares e avangados em
relagdo ao conceito de funcdo. Por fim, o Capitulo 6 corresponde a viséo sintética.
Nele abordamos a formacdo matematica na licenciatura a partir da nogao de dupla

descontinuidade e da dialética elementar x avancado.

¥ CAVALCANTI, J. D. B. A nocédo de relagdo ao saber: historia e epistemologia, panorama do
contexto francéfono e mapeamento de sua utilizagdo na literatura cientifica brasileira. 2015. Tese
(Doutorado em Ensino das Ciéncias) - Departamento de Educacao, Universidade Federal Rural de
Pernambuco, Recife, 2015.
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2 MATEMATICA ELEMENTAR

Neste capitulo abordamos a nogao de elementar em Matematica segundo a
perspectiva de alguns importantes matematicos: Apolénio, d’Alembert e Felix Klein.
A perspectiva de Klein é o foco deste capitulo. Também abordamos alguns outros
conceitos propostos por Klein como translacdo historica, dupla descontinuidade e

hysteresis.

2.1 O ELEMENTAR MATEMATICO: ALGUMAS PERSPECTIVAS

Klein ndo foi o primeiro a se utilizar de uma nocdo de elementar em
Matematica. Segundo Roque (2012), “Ha registros de que, muito antes de Euclides,
existiiam muitas outras obras [além dos Elementos] organizadas como ‘elementos’
de algum tipo de matematica” (p. 106).

Ha também, apos Euclides, certa tradicdo em utilizar alguma nog¢ao de
elementos em Matematica. Destacamos, por exemplo, a nogao de elementar de
Apoldnio. Fried e Unguru, em seu prefacio para a mais recente edicdo das Conicas
de Apoldnio, relatam que Apoldnio ao explicar para o matematico Eudemus sobre
como esta subdivida sua obra afirma que "sobre o conteudo das Cénicas, a saber,
que os quatro primeiros livros 'pertencem a um curso de elementos', enquanto os
quatro ultimos 'sdo mais completos em tratamento' "(FRIED et al. 2001, p. 58 apud
SCHUBRING, 2019, p. 172, tradugao nossa, negritos do autor)*.

Fried e Unguru chegam a conclusdo de que, para Apol6nio, uma exposi¢ao
dos elementos de uma teoria € a exposicao de todos os fundamentos daquela teoria
de forma sistematica, formando uma apresentagao bastante completa sobre o tema
(SCHUBRING, Ibid.). Ou seja, para Apoldnio, a nogdo de elementar se aproxima
bastante da ideia de fundamental, essencial ou estrutural e ndo algo simples, facil ou
trivial.

A perspectiva de que, ndo s6 a Matematica, mas as Ciéncias como um todo
eram compostas de elementos, foi bastante comum em meados do século XVIII. O

maior expoente do tema naquela época foi Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783).

* No original “regarding the contents of the Conica, namely, that the first four books ‘belong to a
course in the elements,” while the latter four ‘are fuller in treatment” (FRIED et al. 2001, p. 58 apud
SCHUBRING, 2019, p. 172)
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Para ele, como explica Rangel (2012), era de fundamental importancia
elementarizarmos as Ciéncias, ou seja, identificarmos os elementos de uma dada
Ciéncia e reconstrui-la a partir destes elementos utilizando-se de uma seriagcao
l6gica das proposi¢cdes que determinam esta Ciéncia.

Para d’Alembert, os “[...] elementos de um todo, [sdo] as partes primitivas e
originais as quais podemos assumir que o todo é formado" (d’ALEMBERT, 1755, p.
491 apud SCHUBRING, 2019, p. 173, tradugdo nossa, grifos do autor)®. Isto &, para
d’Alembert, a Matematica Elementar € formada pelas partes mais primitivas, do
ponto de vista da logica, que juntas reconstroem a Matematica através de uma série

de proposigdes logicas.

2.2 A PERSPECTIVA DE KLEIN

Felix Klein (1849 — 1925) foi um proeminente matematico do final do século
XIX que produziu resultados em diversas areas da Matematica, dentre elas
destacamos Geometria Nao-Euclidiana e Teoria das Fungbes, que sdo as areas que
ele mais possui contribui¢des.

Klein também demonstrou grande interesse pelo ensino de Matematica tanto
no Ensino Superior quanto na Educacdo Basica e também pela formacao de
professores de Matematica e de Ciéncias. A partir destes interesses, Klein produziu
livros e palestras a este respeito que influenciaram diversas geracdes de

matematicos e professores de Matematica:

Em impress&o por um século, os volumes do livro de Klein foram usados em
inUmeros cursos para futuros professores e professores em exercicio. Eles
fornecem excelentes exemplos do que hoje é denominado conhecimento
matematico para ensino. Os cursos de Klein para professores foram parte
de seus esforgcos de reforma para melhorar a matematica secundaria,
melhorando a preparagao dos professores. Apesar dos muitos contratempos
que encontrou, nenhum matematico teve mais profunda influéncia na
educagdo matematica tanto na pesquisa como na pratica (KILPATRICK,
2008, p. 27 apud KLEIN, 2016, p. v, tradugdo nossa, grifos do autor.)®.

5 No original: “On appelle en général élémens d’un tout, les parties primitivies & originaires dont on
peut supposer que ce tout est formé” (’ALEMBERT, 1755, p. 491 apud SCHUBRING, 2019, p. 173)

5 In print for a century, the volumes of Klein's textbook have been used in countless courses for
prospective and practice teachers. They provide excellent early examples of what today is termed
mathematical knowledge for teaching. Klein's courses for teachers were part of his reform efforts to
improve secondary mathematics by improving the preparation teachers. Despite the many setbacks
he encountered, no mathematician has had a more profound influence on mathematics education as a
field of scholarship and practice (KILPATRICK, 2008, p. 27 apud KLEIN, 2016, p. v).
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Dentre suas obras, destacamos a obra publicada em trés volumes a partir de
1908 intitulada Matematica Elementar de um Ponto de vista Superior’. Esta obra
influencia matematicos e professores de Matematica até os dias atuais. Inclusive,
em comemoragdo ao centenario de sua célebre obra, foi desenvolvido o Klein
project for the 21st century (Projeto Klein para o século XXI), cujo objetivo é a
elaboragcdo, em diversas linguas, de um material bibliografico sobre Matematica
seguindo a perspectiva de Klein a respeito do elementar matematico.

O interesse de Klein em abordar o ensino de Matematica e a formacao de
professores de Matematica advém da identificacdo de um problema que acometia a
formacado dos professores de Matematica em sua época e que ele denominou de

dupla descontinuidade na formagéo do professor:

[...] por um lado, quando os estudantes ingressam nos cursos universitarios
de formagdo de professores, poucas relacbes sao estabelecidas entre a
matematica com que passam a ter contato e aquela anteriormente
aprendida por eles como alunos da escola basica; e, por outro lado, quando
concluem esses cursos e iniciam a vida profissional, poucas relagbes sdo
estabelecidas entre a matematica aprendida durante a graduacéo e aquela
que passa a ser demandada pela pratica de sala de aula da escola basica.
Assim, € como se, ao ingressar na universidade, o futuro professor devesse
‘esquecer’ toda a matematica que aprendeu até entdo na escola basica; e
ao terminar a graduagéo, o professor devesse novamente ‘esquecer’ toda a
matematica ali aprendida para se iniciar na carreira docente (GIRALDO,
2018, p. 37).

Esta dupla descontinuidade na formacdo a tornava muitas vezes uma
experiéncia inécua para o futuro professor de Matematica da Educacao Basica. Klein
tinha interesse em contribuir para superar tal ruptura tdo prejudicial para o ensino de
Matematica na Educacdo Basica. Motivado por esta problematica, Klein proferiu
palestras entre 1902 e 1908 e, ao fim deste periodo, comegou a publicar a colegao
Matematica Elementar de um Ponto de Vista Superior que foi fruto das notas escritas
para as palestras que ele proferiu no periodo supracitado (KLEIN, 2016).

A Matematica Elementar para Klein ndo € uma Matematica facilitada nem
tampouco uma identificacdo com a Matematica Escolar. Klein também n&o a
considera abaixo da Matematica Avancada/Superior. Para ele, a Matematica
Elementar é “aquela [parte da Matematica] que congrega as partes essenciais que
encerram a capacidade de sustentar e de estruturar a matematica” (GIRALDO,
MACULAN, RANGEL, 2014, p. 6).

7 Elementarmathematik vom ho6heren Standpunkte aus, no original em alemao, Elementary
Mathematics from an Advanced Point, nas primeiras tradugdes para o inglés e Elementary
Mathematics from a Higher Point em sua tradugdo mais recente.
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Ou seja, a Matematica Elementar & constituida por todos os conceitos e
proposi¢cdes que tém a capacidade de sustentar e de estruturar a Matematica.
Alguns exemplos sao: a nogdao de numero, ponto, reta, plano, espacgo, fungao,
conjunto, etc.

Apesar das perspectivas de Klein e de d’Alembert sobre o elementar
matematico serem proximas, elas possuem uma diferenca fundamental. Para Klein,
o elementar matematico possui um componente histérico essencial. Isto €, aquilo

que nédo era elementar em certo momento historico pode vir a sé-lo.

O processo normal de desenvolvimento [...] de uma ciéncia é o seguinte:
partes mais altas e mais complicadas tornam-se gradualmente mais
elementares, devido ao aumento da capacidade de entender os conceitos e
a simplificagdo de sua exposigédo ("lei da translacdo historica"). Constitui
tarefa da escola verificar, tendo em vista os requisitos do ensino geral, se a
introducdo de conceitos elementares no curriculo € necessaria ou nao.
(KLEIN; SCHIMMACK, 1907, p. 90 apud SCHUBRING, Ibid., p. 175,
tradugdo nossa)®.

Ou seja, a medida que os matematicos compreendem melhor os conceitos
matematicos, alguns destes conceitos demonstram possuir a capacidade de
sustentar e/ou estruturar a Matematica e, entao, tornam-se parte da Matematica
Elementar. Os conceitos de fungédo e de conjunto sdo exemplos de conceitos que
passaram por este processo.

O processo para determinar quais conceitos elementares fardo parte da
Matematica Escolar necessita de certo distanciamento historico, este distanciamento
histérico € chamado por Klein de Hysteresis, inspirado no conceito fisico homonimo

definido como

Retardo do efeito quando as forcas que atuam sobre um corpo séo
alteradas (como se viscosidades ou atritos internos); esp.: um atraso nos
valores da magnetizacdo resultante em um material magnético (como o
ferro) devido a uma forga de magnetizacao variavel (SCHUBRING, Ibid., p.
175, tradugdo nossa)®.

8 No original: “The normal process of development [...] of a science is the following: higher and more
complicated parts become gradually more elementary, due to the increase in the capacity to
understand the concepts and to the simplification of their exposition (‘law of historical shifting”). It
constitutes the task of the school to verify, in view of the requirements of general education, whether
the introduction of elementarised concepts into the syllabus is necessary or not” (KLEIN;
SCHIMMACK, 1907, p. 90 apud SCHUBRING, 2019, p. 175)

° No original: “A retardation of the effect when the forces acting ubon a body are changed (as if from
viscosity or internal friction); esp.: a lagging in the values of resulting magnetization in a magnetic
material (such as iron) due to a changing magnetizing force (SCHUBRING, 2019, p. 175)
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Para Klein, a Hysteresis deve ser de algumas décadas, permitindo aos
conceitos matematicos terem alcangado maturidade suficiente para que a escola
pondere a respeito de sua insercéo no curriculo (SCHUBRING, Ibid.).

Portanto, Klein ndo s6 define o que € o elementar em Matematica, mas
também aborda como o elementar matematico é construido ao longo da histéria e
reserva a Escola Basica o protagonismo de escolher quais sdo os conceitos

elementares que farao parte do curriculo de Matematica.
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3 DESENVOLVIMENTO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO DAS FUNGOES

Neste capitulo, sera abordado o desenvolvimento historico e epistemologico
do conceito de fungdes no qual buscamos abordar aspectos do seu surgimento e do
seu processo de desenvolvimento.

Geralmente, a maneira como os conceitos matematicos tém sido organizados
e ensinados ao longo da escolarizagdo pode veicular uma ideia implicita da
Matematica como um corpus de saberes estaticos, dando a entender que os
mesmos surgem prontos, um apdés o outro, numa linha temporal progressiva.
Obviamente que o estudo histérico nos encaminha a outra compreensao na qual os
saberes matematicos sdo construidos a partir de uma génese natural situada em
contextos histérico-culturais e passam por um processo geralmente longo desde seu
surgimento a sua sistematizagao e formalizagao conceitual.

Dessa forma, a historia do conceito de fungdes € longa e permeada de
modificagdes. Tem inicio na Antiguidade a partir de ideias ainda nao abstratas,
perpassa por diversas definicdes desde o inicio do século XVIII até a definicdo atual
do conceito de fungdo apresentada pelo grupo Bourbaki'® em meados do século XX.

Desde a Antiguidade, as tabelas numéricas ja eram amplamente utilizadas.
Segundo Roque (2012), as civilizagbes babilénica e egipcia recorriam a construgao
de tabelas tanto como um auxilio para os calculos do dia a dia quanto como um
recurso para registrar seus dados astronémicos. Eles, portanto, faziam uso de
alguma nocéao de correspondéncia.

Os babilbnios tinham de lidar com diversos problemas que envolviam

relagdes entre grandezas, entretanto, como explica Oliveira (1997),

[...] para os babilbnios, cada problema era uma nova situagdo que exigia
uma nova analise, pois eles ndo desenvolveram procedimentos ou regras
gerais para resolverem problemas semelhantes (p. 14).

Além disso, como afirma Roque (2012), os babilénios ndo sistematizaram
uma nog¢ao de variagdo entre grandezas, assim como 0s gregos. A néao
sistematizacado da variagao entre grandezas pelos gregos € explicada por Azcarate e

Deulofeu (1996) a partr do uso que os gregos faziam da nogao de

© O grupo Bourbaki foi um grupo constituido de matematicos, em sua maioria franceses, fundado no
final de 1934 com o intuito de produzir um tratado de Analise Matematica mais satisfatério do que
aqueles utilizados até entéo (cf. ESQUINCALHA, 2012). O grupo se utilizou do pseuddnimo Nicolas
Bourbaki para assinar seus trabalhos. Em conjunto, produziram resultados em Teoria dos Conjuntos,
Algebra, Topologia Geral, Grupos e Algebra de Lie, dentre outras (ibid.).
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proporcionalidade, como mediadora de todo estudo que envolvia relagdes entre

grandezas, segundo estes autores,

(...) o que se compara é sempre da mesma natureza, de modo que as
proporgoes escondem a dependéncia entre grandezas distintas. Por
exemplo, quando se comparam as areas de dois circulos e se estabelece
que estdo na mesma proporgao que os quadrados de seus didametros, se
esconde a dependéncia que existe entre o didmetro e a area de um circulo,
relagdo que nos levaria a ideia de fungao (p. 41 apud GONCALVES, 2015,
p.79, negritos do autor)

Ou seja, a nado sistematizacéo, por parte dos gregos, da dependéncia entre
grandezas distintas e da variacdo de uma grandeza em relagao a outra ndo ocorreu,
pois, seu foco eram as proporgdes entre grandezas de mesma natureza e nao a
relagao entre grandezas de naturezas distintas.

As relagdes entre grandezas foram descritas apenas de forma verbal e
tabular durante varios séculos. Segundo Costa (2004), outras formas de representar
as relagdes entre grandezas surgem apenas no século XIV.

Durante o século XIV na Europa, como afirma Roque (2012), o interesse
pelas causas naturais dos fenébmenos se proliferou, tendo o0 movimento dos corpos
como sendo o que mais despertou o interesse dos europeus da época. E no estudo
do movimento dos corpos que varios pensadores europeus vao realizar avangos que
culminaram na génese do conceito de fungao.

Nicolas Oresme (1323 — 1382) foi um destes estudiosos. Ele desenvolveu
uma teoria chamada de Teoria das Latitudes e Longitudes para descrever relagdes
entre grandezas. Segundo sua teoria, as caracteristicas dos objetos (qualidades,
segundo a sua terminologia) possuem uma intensidade (ROQUE, ibid). Ou seja, um
corpo nao é simplesmente rapido, ele é apenas mais ou menos rapido do que outro.

De acordo com Oliveira (1997), Oresme também foi pioneiro ao ser um dos
primeiros a representar de forma geométrica uma relagdo funcional entre duas
grandezas.

[sua representagcdo geométrica], embora n&o evidencie precisamente
relacbes quantitativas, apresenta diferentes graus de intensidade a
velocidade em dependéncia com o tempo de certo fenémeno [...] [ (Figura
1). ] Trata-se de uma linha horizontal na qual, determinam-se instantes de
tempo. De cada um desses instantes, parte uma barra vertical
representando a velocidade do objeto naquele determinado momento.
Dependendo da intensidade da velocidade, maior sera o comprimento da
barra. (RORATTO, 2009, p. 56).
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Figura 1 - Representagdao Geométrica da velocidade em fung¢ao do tempo para
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Sua representacdo da relacdo entre grandezas possui apenas carater
qualitativo. Ainda assim, sua representacdo geométrica auxilia na compreensao de
relagdes entre grandezas, pois permite a visualizacdo de algumas das propriedades
que a relagao possui.

Roque (2012) ressalta que no século XVII, devido aos esforgos de
matematizacdo da natureza e o desenvolvimento de uma nova Geometria que
emprega ferramentas algébricas — a Geometria Analitica — criou-se um ambiente
fértil para o desenvolvimento da nocédo de variagdo, nogcdo imprescindivel para a
posterior sistematizacao do conceito de funcgao.

Ao final do século XVII, os problemas relacionados a curvas eram os mais
estudados e as curvas tornaram-se o principal objeto de estudo da Geometria
(ROQUE, ibid.). Dentre os problemas relacionados as curvas destacam-se os
problemas de encontrar a reta tangente a uma curva e o problema de determinar a
area abaixo de uma curva dada.

De acordo com Roque (ibid), problemas nos quais se necessitava encontrar
as tangentes a uma curva ou a area sob ela tornaram-se cada vez mais recorrentes
e era necessario encontrar métodos eficazes para resolvé-los. Dentre estes métodos
destacamos o método dos indivisiveis desenvolvido por Cavalieri (1598 — 1647) e
renovado por Roberval (1602 — 1675), Fermat (1607 — 1665) e Pascal (1623 — 1662)

e o método das diferenciais desenvolvido por Leibniz (1646 — 1716). Estes métodos
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fizeram parte de um movimento chamado de arte da invencédo — os adeptos da arte
da invengdo nao se preocupavam em seguir 0 canone grego e sim em resolver os
problemas e obter resultados, conforme explica Roque (ibid). Este movimento trouxe
grandes contribuicbes para a Matematica, pois diversificou as ferramentas que os
matematicos tinham a sua disposicao.

Porém, mesmo nao seguindo o canone grego como forma de justificar seus
resultados, estes matematicos ainda estavam interessados em justificar seus
métodos. Leibniz (1646 — 1716), por exemplo, apresentou diversas justificativas para
0 seu método das diferenciais dy e dx. Foram as discussdes a respeito dos métodos
infinitesimais que levaram a definicdo do conceito de fungao no século XVIIl, como
explica Roque (ibid.).

Leibniz trouxe uma maneira inovadora de tratar uma relacéo entre grandezas.
Ao tentar justificar o método das diferenciais ele chegou a importante conclusdo de
que é possivel tratar uma relacdo independentemente das quantidades envolvidas
(ROQUE, ibid.). Por exemplo, sabemos que independentemente do valor do raio de
uma circunferéncia, a medida da circunferéncia € 2mn X raio. Dai a relagdo entre o
raio e comprimento da circunferéncia independe das medidas particulares do raio e
da circunferéncia.

Outra contribuicdo de Leibniz para o desenvolvimento do conceito de funcdes
foram as suas definicbes de constante e variavel que foram posteriormente
utilizadas, em 1718, por Johann Bernoulli (1667 — 1748) para dar a primeira
definicdo explicita de fungado, qual seja: “Chamamos fungdo de uma grandeza
variavel uma quantidade composta, de um modo qualquer, desta grandeza variavel e
de constantes” (lbid., p. 373).

Com efeito, a primeira nogéo de fungéo é como grandeza dependente de uma
ou mais grandezas variaveis. Esta nogcao de fungdo enquanto uma grandeza que
depende de outras ainda é utilizada em outros contextos, como a Fisica, para tratar
a velocidade como uma fungao do tempo, por exemplo.

O discipulo de Johann Bernoulli, Leonhard Euler (1707 — 1783), trouxe uma
nova perspectiva para o Calculo'. Para Euler, o Calculo deveria ser encarado como

uma teoria das fungdes — tamanha a importancia que este conceito ja havia

" O Calculo Diferencial e Integral, ou simplesmente Calculo, € um ramo da Matematica que trata de
problemas que envolvem a reta tangente a uma curva e problemas que envolvem o célculo de areas
sob uma curva.
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adquirido a época — (ROQUE, ibid.). Euler apresentou, em 1748, uma nova definigao
para o conceito de funcédo: “Uma fungcdo de uma quantidade variavel € uma
expressao analitica composta de um modo qualquer dessa quantidade e de
numeros, ou de quantidades constantes” (ibid., p. 374).

Segundo esta definicdo apresentada por Euler dada a expressdoy = 2x, y €
uma fungao de x. O que Euler quis dizer com expresséo analitica acima, como nos
explica Roque (ibid.), foi que ele considerava fungbes compostas, finita ou
infinitamente, de somas, subtragcdes, multiplicacdes, divisbes, potenciagdes ou
radiciagbes das fungdes elementares x", a*, log x, cos x, arc sen x, etc.'? A definigdo
dada por Euler, como comenta Roque (ibid), € a nogdo mais comum de fungao entre
os estudantes.

Tanto a definicdo de Bernoulli quanto a definicdo de Euler sao restritivas. A
primeira considera apenas relagdes entre grandezas enquanto a outra considera
apenas relagdes entre quantidades que podem ser expressas de forma analitica.

Novas definicbes para o conceito de fungdo foram propostas durante os
séculos XVIII e XIX, mas n&do com o intuito de generalizar a nogao de fungao. Estas
definicbes foram apresentadas num contexto de discussdes a respeito de problemas
que demandaram novas definicdes para o conceito de fungcdes. O primeiro destes
problemas foi o Problema das Cordas Vibrantes: Dada uma corda presa com suas
extremidades nos pontos 0 e |, colocada em uma posi¢ao inicial qualquer que em

seguida é solta. Determine sua posi¢do em um instante t qualquer (ROQUE, ibid.)

Figura 2 — Representagao Geométrica da Corda Vibrante

Fonte: Roque (2012)

De acordo com Roque (ibid.), o primeiro matematico a propor uma solugéo

para este problema foi d’Alembert (1717 — 1783) e sua solugdo considerava

2Chamamos, atualmente, estas fungées de fungdes analiticas (cf. LIMA, 2019).
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qualquer condicdo inicial que pudesse ser representada por uma expressao
analitica™. No mesmo ano, em 1748, Euler o complementou afirmando que a
solucao de d’Alembert poderia ser ampliada para condigdes iniciais dadas por mais
de uma expressao analitica.

Contudo, isto levantou um questionamento, afinal, se Euler havia identificado
uma fungao a sua expressao analitica, como ela poderia ser dada por mais de uma?

Isto o levou a propor uma nova definicdo de fungédo em 1755:

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de maneira que se
as outras mudam essas quantidades também mudam, entao temos o habito
de chamar estas quantidades de fungbes destas ultimas. Essa denominagao
€ bastante extensa e contém nela mesma todas as maneiras pelas quais
uma quantidade pode ser determinada por outras. Consequentemente, se x
designa uma quantidade variavel, entdo todas as outras quantidades que
dependem de x, de qualquer maneira, ou que sao determinadas por X, sao
chamadas de func¢des de x (ROQUE, ibid., p. 378).

Ou seja, Euler mudou o foco da definicdo de fungédo, da expressao analitica
para a variavel dependente. Esta abordagem ainda é comumente utilizada em livros
de Matematica ao usar expressdes como: ‘Seja y uma fungéo de x’.

Houve um segundo problema que iria mudar, e muito, a definicdo de fungao
ao longo das décadas seguintes — o Problema da Propagac¢do do Calor. Ele pode
ser enunciado da seguinte maneira: “[...] como o calor se propaga em uma massa
sélida, dadas certas condigdes iniciais? (ROQUE, ibid., 389).

Um dos primeiros matematicos a apresentar uma solugao para este problema
foi Joseph Fourier (1768 — 1830), no inicio do século XIX. Sua solucéo era dada pela
soma de uma série trigopnométrica e isto levantou diversos questionamentos. Roque
(ibid.) explica que Fourier percebeu que uma série trigopnométrica poderia coincidir
com a funcdo constante e igual a 1 no intervalo (-1, 1) e diferir para os demais
numeros da reta numeérica, isto o fez perceber que era necessario entender melhor o
que é um intervalo.

A partir desta solugdo, Fourier conjecturou que toda fungdo pudesse ser
expressa através de uma série trigopnométrica — o que se sabe hoje néo ser verdade.
Mas isso significaria, como salienta Roque (Ibid.), que a fungdo deveria ser algo
além da série, ja que ela seria apenas expressa por ela. Estes pontos levantados por

Fourier impactaram a Matematica durante varias décadas.

3 “D’Alembert ja havia traduzido esse problema por uma equagao diferencial parcial e concluido que
sua solugao pode ser representada pela soma de duas fungdes arbitrarias nas variaveis x e t: ¢(x +at)
+ @(x -at). [...] As condig¢des iniciais da corda podem ser muito diversas, mas d’Alembert acreditava
que elas deviam ser sempre representadas por uma expressao analitica [...]" (ROQUE, Ibid, 376).
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No século XIX, novas definicbes para o conceito de funcdo foram
apresentadas. Para Cauchy (1789 — 1857):

Quando quantidades variaveis séo ligadas de modo que, quando o valor de
uma delas é dado, pode-se inferir os valores das outras, concebemos
ordinariamente essas varias quantidades como expressas por meio de uma
delas que recebe, portanto, o nome de “variavel independente”; e as outras
quantidades, expressas por meio da variavel independente, sdo as que
chamamos fungbes desta variavel (ibid., p. 415).

A definicdo dada por Cauchy ainda trata a fungdo como uma variavel
dependente de uma ou mais varidveis independentes, assim como a segunda
definicdo apresentada por Euler. Entretanto, esta se diferencia, pois enquanto a
definicdo de Euler ressalta a nogdo de variagdo, esta ressalta a nogédo de
correspondéncia.

Roque (ibid.) explica que Dirichlet (1805 — 1859) propés uma nova definigdo
de funcao a partir dos seus estudos das séries de Fourier. Dirichlet expande a nogao
de funcdo ao nao exigir que a variavel seja expressa por uma relagcdo matematica
explicita.

Posteriormente a Dirichlet, Georg Cantor através de suas investigagdes a
respeito dos infinitos enumeraveis e nao enumeraveis, propés que uma fungao é
uma correspondéncia entre conjuntos numéricos (ROQUE, ibid.).

Décadas mais tarde, ja no século XX, o grupo Bourbaki define fungcéo da

seguinte maneira:

Sejam E e F dois conjuntos, que podem ser distintos ou ndo. Uma relagao
entre um elemento variavel x de E e um elemento variavel y de F é dita uma
relagao funcional se, para todo x pertencente a E, existe um Unico elemento
y pertencente a F que possui a relagao dada com x. Damos o nome fungéo
a operagao que associa, desse modo, a todo elemento x pertencente a E, o
elemento y pertencente a F que possui a relagdo dada com x, y sera dito o
valor da funcao no elemento x (ROQUE, 2012, p. 474).

Por fim, compreendemos que o desenvolvimento do conceito de funcao
passou por um processo dinamico, longo e complexo atendendo a demandas
internas e/ou externas a Matematica de cada época e lugar. Este processo envolveu
o surgimento e desenvolvimento de outros tantos conceitos necessarios ao
desenvolvimento do conceito de funcdo. Podemos citar como exemplos, os
conceitos de correspondéncia, dependéncia, variagédo, proporcionalidade, conjuntos,
dentre diversos outros.

O conceito de funcao foi definido de diversas formas desde o inicio do século

XVIIl: Grandeza dependente de uma ou mais grandezas; expressao analitica;
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variavel dependente; correspondéncia entre conjuntos numéricos e correspondéncia
entre conjuntos quaisquer, de tal forma, que a cada elemento do dominio
corresponde um unico elemento do contradominio.

Cada uma destas definigdes foi util para resolucdo de diversos problemas
tanto matematicos quanto extra matematicos. Quando surgiam problemas que iam
além do dominio de validade da definicdo dada, outra definicdo era proposta de
forma a soluciona-lo.

Entretanto, quando uma nova defini¢ao de fungao € proposta, a anterior nédo é
eliminada por completo, pois nela encontram-se elementos importantes para a
compreensao do conceito de fungdo. A nog¢ao de variacdo, por exemplo, ndo se
encontra na definicdo atual de fungao, porém, faz parte do arcabougo de conceitos
que envolvem o conceito de fungao.

Em suma, o processo de desenvolvimento do conceito de fungdo € mais um
processo de adaptacao do que um processo de substituicdo. A definicao utilizada é
adaptada para atender as novas demandas que o conceito de fungao precisa

atender.
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4 ATOS DE ENTENDIMENTO E OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS NO
DESENVOLVIMENTO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO DAS FUNGOES

Neste capitulo analisamos o desenvolvimento historico e epistemoldgico do
conceito de fungdo a partir das nogdes de obstaculo epistemologico e atos de
entendimento™, conforme definidos por Sierpinska (1992). Buscamos, através desta
analise, complementar a abordagem que realizamos deste desenvolvimento no
capitulo anterior. Enquanto na abordagem anterior tratamos de todo o
desenvolvimento do conceito de funcdo, neste trataremos apenas dos seus
momentos criticos — seus momentos de ruptura, a fim de nos aprofundarmos em seu
desenvolvimento.

Analisar o desenvolvimento do conceito de funcdo a partir destes conceitos
(atos de entendimento e obstaculos epistemologicos) nos possibilita compreender as
contribuicdes e as limitagdes que cada definicdo apresenta e, a partir desta
abordagem, podemos obter diversas contribuicbes pedagdgicas para o ensino das
fungdes, como corrobora Sierpinska (Ibid.).

Segundo Sierpinska (1992), os processos de aprender e criar Matematica ndo
sao continuos e lineares. Estes processos se dao através de saltos, “[...] [estes
saltos s&o as] mudangas qualitativas relacionadas ao conhecimento matematico na
mente humana, salta de maneiras antigas de conhecer para novas formas de saber”
(Ibid., p. 27, tradugéo nossa)'™. Ou seja, os conceitos matematicos se desenvolvem
ao longo do tempo, modificando-se de acordo com as necessidades de cada época
e lugar e o principal aspecto que devemos focar para compreender este
desenvolvimento sdo os seus momentos de ruptura, isto €, os seus saltos.

Com o conceito de funcdo nao seria diferente. Houveram diversas
modificagbes deste conceito ao longo da histéria'. As modificagdes na histéria do
desenvolvimento de um conceito matematico sao naturais, assim como o fato de que
um longo processo de desenvolvimento conceitual de um objeto do saber
matematico ndo é sempre progressivamente linear, uma vez que as condi¢gbes do

progresso podem ser permeadas de obstaculos. O sentido de obstaculo aqui ndo se

* No original: acts of understanding.

'® No original: “[...] on the important qualitative changes related to mathematical knowledge in the
human mind, jumps from old ways of knowing to new ways of knowing” (SIERPINSKA, 1992, p. 27).

6 Abordamos o desenvolvimento historico do conceito de fungdo no capitulo anterior.
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refere aquele particular de uma pessoa. Trata-se, portanto, de situagdo comum a um
grupo em determinada época e lugar. Nesse caso, podem ser denominados de
obstaculos epistemoldgicos, conforme Sierpinska (lbid.).

Quanto aos atos de entendimento, Sierpinska (lbid.) classifica-os em quatro
(04) categorias:

1. ldentificagdo: Um ato de entendimento é classificado como uma
Identificagdo quando se percebe a existéncia de algo que antes nao
era percebido e este algo é relevante dentro do contexto ao qual se
encontra ou quando uma nog¢do comum do dia a dia mostra-se
relevante dentro do contexto cientifico e ganha uma conotacéo
cientifica;

2. Discriminacdo: Um ato de entendimento é uma Discriminagdo quando
se percebe que coisas que vinham sendo tratadas como a mesma
coisa sdo mais bem entendidas quando tratadas como coisas distintas;

3. Generalizagao: Ja uma Generalizagdo é o ato de entendimento de
perceber a possibilidade de empregar em contextos mais variados algo
que era aplicado em um contexto mais restrito;

4. Sintese: Por fim, a Sintese é o ato de entendimento de perceber a
relacdo entre fatos, propriedades, conceitos, etc. que eram

considerados como isolados e organiza-los de forma consistente.

Em cada momento de ruptura na histéria de um conceito matematico estao
presentes um ou mais atos de entendimento e um ou mais obstaculos
epistemoldgicos.

De acordo Sierpinska (lbid.), cada salto pode ser analisado sob duas
perspectivas distintas e complementares: a partir dos obstaculos epistemoldgicos e
a partir dos atos de entendimento envolvidos. Portanto, analisar sob ambas as
perspectivas permite uma compreensdo mais profunda do momento de ruptura — o
salto — e do desenvolvimento epistemologico do conceito como um todo.

Analisamos alguns dos principais momentos de ruptura na histéria do
conceito de fungdo a partir desta abordagem complementar entre obstaculos
epistemoldgicos e atos de entendimento.

O primeiro ato de entendimento apresentado por Sierpinska (lbid.) é o

seqguinte: Identificagdo das mudangas no mundo circundante como um problema
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pratico a ser resolvido. Isto &, encarar os fendmenos naturais que produzem
mudangas na natureza como algo que possa ser compreendido e/ou aproveitado.

Ampliar nossa compreensao do mundo natural € extremamente importante
para a sobrevivéncia humana. Segundo Caraga (1951), “A atividade do homem, quer
considerada do ponto de vista individual, quer considerada do ponto de vista social,
exige um conhecimento, tdo completo quanto possivel, do mundo que o rodeia”
(p.64).

Este ato de entendimento € uma mudanca de perspectiva em relacdo a
natureza e aos seus fendmenos. A humanidade sempre teve de lidar com as
mudangas no mundo circundante, porém, ndo compreendia como elas se davam.
Entretanto, entendé-las, como afirma Caracga (lbid.), ndo é apenas questdo de mera

curiosidade, mas de sobrevivéncia:

Quanto mais alto fér o grau de compreensdo dos fendmenos naturais e
sociais, tanto melhor o homem se podera defender dos perigos que o
rodeiam, tanto maior sera o seu dominio da Natureza e as suas forcas
hostis, tanto mais facilmente ele podera realizar aquele conjunto de actos
que concorrem para a sua seguranga e para o desenvolvimento da sua
personalidade, tanto maior serd, enfim, a sua liberdade. (p.64, grifos do
autor).

E através da busca pela compreensdo dos fendmenos naturais que ocorre a
identificagcdo de regularidades nos fenémenos do mundo circundante (SIERPINSKA,
1992). Esta identificagdo € o segundo ato de entendimento do conceito de fungéo.
Perceber que a natureza apresenta certas regularidades passiveis do nosso
entendimento é essencial para que tentemos entendé-la cada vez melhor.

A identificacdo das regularidades de um fendmeno natural permite ao ser
humano se preparar para ele e esta capacidade de prever fenbmenos é essencial a

nossa sobrevivéncia enquanto espécie como corrobora Caraga (1951):

[...] quanto maior fér a possibilidade de previsao, maior sera o dominio déles
sobre a Natureza; quem sabe prever sabe melhor defender-se e, além
disso, pode provocar a repeticdo, para seu uso dos fenémenos naturais (p.

108).

Estes dois primeiros atos de entendimento sdo complementares e conduzem
a uma nova perspectiva para encarar a natureza, uma perspectiva que envolve a
observagcdo dos fendbmenos e o uso do raciocinio légico para compreender os

fendbmenos naturais.
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Os fenbmenos naturais, em especial o movimento dos corpos, comeca a
receber grande atengao dos europeus a partir do século XIV, como mencionamos no
capitulo anterior.

Um dos autores classicos que mais influenciou a Europa neste periodo foi
Aristoteles. Sierpinska (1992) explica que Aristoteles tratava as mudangas no mundo
circundante a partir da natureza da mudancga, ignorando o que esta mudando. Esta
perspectiva em relagcdo as mudangas no mundo circundante é considerada um
obstaculo epistemoldgico, conforme Sierpinska (Ibid.).

Para superar tal obstaculo epistemologico foi necessario o ato de
entendimento de que para compreender uma mudanga na natureza € necessario
identificar as grandezas relacionadas a esta mudanca. Esta identificagdo é o terceiro
ato de entendimento do conceito de funcao (cf. SIERPINSKA, Ibid.).

O quarto ato de entendimento do conceito de funcéo é a discriminacdo entre
quantidades constantes e variaveis (SIERPINSKA, Ibid.). Segundo a autora, a
diferenciacao entre uma incognita e uma variavel foi tdo relevante para a Matematica
que posteriormente provocou a separagao entre areas da Matematica que hoje
chamamos de Algebra e de Analise.

Como mencionamos no capitulo anterior, as definigbes de variavel e
constante propostas por Leibniz (1646 — 1716) foram utilizadas por Johann Bernoulli
(1667 — 1 748) para propor a primeira definicdo para o conceito de fungao. Para
Bernoulli, uma fungdo é uma grandeza dependente de uma ou mais grandezas
variaveis. Bernoulli percebeu a relevancia que a nocao de funcido possuia e tratou
de expressa-la de forma explicita através de uma definicdo. Este ato pode ser
categorizado como um ato de entendimento de identificagdo, segundo a
classificagcao de Sierpinska (Ibid.).

De acordo com Sierpinska (lbid.), as definicdes apresentadas por Johann
Bernoulli, Euler e Cauchy apresentam dois obstaculos epistemoldgicos em comum:
(1) Forte crenga no poder das operagbes formais em expressées algébricas'’; (2)
Apenas relagbes descritiveis por formulas analiticas sdo dignas de receber o nome

de fungéo'. Sierpinska chama estes obstaculos epistemoldgicos de encantamento

" No original: Strong belief in the power of formal operations on algebraic expressions;

'® No original: Only relationships describable by analytic formulae are worthy of being given the name
of functions.
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com a Algebra. O encantamento com a Algebra se deve as importantes
contribuigdes que as ferramentas algébricas possibilitaram (SIERPINSKA, Ibid.).

O ato de entendimento correspondente a estes obstaculos epistemolégicos é
o seguinte: Discriminagdo entre fungdo e as ferramentas algébricas por vezes
usadas para descrever sua regra (SIERPINSA, Ibid.).

Em suma, as definicbes apresentadas por Bernoulli, Euler e Cauchy
contribuiram para diversos avangos na Matematica, entretanto, estas definicbes
geraram obstaculos quanto a compreensdo de nogdes como a diferenciabilidade,
continuidade e convergéncia (SIERPINSKA, Ibid.). Foi em um contexto de
discussodes a respeito destes conceitos que Dirichlet (1805 — 1859) apresentou uma
definicdo de funcao que nao exige que ela seja expressa analiticamente.

Ou seja, uma melhor compreensao das nocbdes de diferenciabilidade,
continuidade e convergéncia contribuiram no desenvolvimento do conceito de
funcao, conceito no qual estas nogdes se baseiam.

Posteriormente a Dirichlet abordamos no capitulo anterior, a definicao
proposta por Georg Cantor (1845 — 1918). Para Cantor, uma fungdo é uma
correspondéncia entre conjuntos numéricos. A restricdo de que os conjuntos
precisam ser conjuntos de numeros pode ser considerada um obstaculo
epistemoldgico, pois exclui a possibilidade de tratarmos diversas correspondéncias
entre conjuntos como fungbes. Por exemplo, a fungcdo de Euler'® que faz
corresponder 0s numeros reais aos pontos de um circulo unitario.

Portanto, cada definicdo de fungao pode ser considerada um avangco em
relacdo as definigdes anteriores, pois contribuiu para a resolugdo de problemas
internos ou externos a Matematica que estavam além do dominio de validade das
definicbes anteriores. Por outro lado, cada definigdo de funcdo é, em relacédo a
proxima, um obstaculo epistemoldgico, afinal, para chegar a nova definigdo €&

imprescindivel uma ruptura com esta.

' A funcédo de Euler ¢ uma fungdo E: R — C, onde C é um circulo unitario. Ela é utilizada para definir
as fungdes seno e cosseno (cf. LIMA et al, 2016).
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5 ASPECTOS ELEMENTARES E AVANGADOS DO CONCEITO DE FUNGAO

Neste capitulo analisamos quais conceitos matematicos podem ser
considerados elementares em relagéo ao conceito de fungdo, segundo a perspectiva
de Klein a respeito do elementar matematico, e quais podem ser considerados
avangados. Isto é, analisamos quais sdo os aspectos elementares e avangados do

conceito de fungéo.

5.1. ASPECTOS ELEMENTARES DO CONCEITO DE FUNCAO

Para Klein, Matematica Elementar € “aquela [parte da Matematica] que
congrega as partes essenciais que encerram a capacidade de sustentar e de
estruturar a matematica” (GIRALDO, MACULAN, RANGEL, 2014, p. 6).
Designamos, em analogia, os aspectos elementares do conceito de fungdo como os
conceitos matematicos que encerram a capacidade de sustenta-lo e estrutura-lo. Em
outras palavras, os aspectos elementares do conceito de fungcdo sdo os conceitos
matematicos a partir dos quais o conceito de funcédo se fundamenta (capacidade de
sustenta-lo) e os conceitos matematicos a partir dos quais o conceito de fungéo se
estrutura (capacidade de estrutura-lo).

Consideramos para esta analise o desenvolvimento histérico e epistemoldgico
do conceito de funcdo abordado nos capitulos 3 e 4 do presente trabalho. Optamos
por esta abordagem, pois o desenvolvimento historico e epistemoldgico de um
conceito matematico nos possibilita entender como este conceito se relaciona com
diversos outros conceitos matematicos. Realizamos uma leitura critico-reflexiva dos
capitulos anteriores a fim de identificar quais conceitos matematicos podem ser
considerados elementares e avancados em relacédo ao conceito de funcao a partir do
desenvolvimento deste conceito.

No capitulo anterior, relatamos que o desenvolvimento histérico e
epistemologico das fungdes tem inicio a partir dos seguintes atos de entendimento:
(1) Identificagdo das mudangas no mundo circundante como um problema pratico a
ser resolvido; e (2) Identificagdo de regularidades nos fenémenos do mundo
circundante. Estes atos de entendimento sdo complementares e sdo imprescindiveis
para as investigagbes da natureza. A Astronomia, por exemplo, desenvolveu-se a

partir da investigacédo de regularidades no céu noturno.
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A Astronomia, como relatamos no Capitulo 3, era estudada por babilonios e
egipcios e para seu estudo recorriam ao uso de tabelas para registrar seus dados.
Eles também lidavam com diversos outros problemas que envolviam relagdes entre
grandezas e que, portanto, faziam uso de algum tipo de nog&o de correspondéncia.
Esta nocdo se faz presente tanto na definicdo apresentada por Georg Cantor
(funcdo como correspondéncia entre conjuntos numeéricos) quanto na definicao atual
de funcado (correspondéncia entre conjuntos quaisquer, de tal forma, que a cada
elemento do dominio corresponde um unico elemento do contradominio). Por isso,
podemos considerar a nogao de correspondéncia como estruturante e fundamental
para o conceito de funcao e, portanto, como elementar as funcoes.

Em seguida, comentamos, no Capitulo 3, que tanto os babilénios quanto os
gregos nao sistematizaram nenhuma nogao de variagdo entre grandezas. Inclusive,
a perspectiva aristotélica de tratar as mudancas no mundo circundante a partir da
natureza da mudancga, ignorando o que esta mudando, reflete isto, pois ele ignora as
grandezas envolvidas na mudanga e como elas variam uma em relagao a outra.

A superagdo da perspectiva aristotélica, considerada um obstaculo
epistemoldgico ao desenvolvimento das fungdes por Sierpinska (1992), necessitou a
identificagcdo das grandezas relacionadas as mudancgas.

A sistematizagdo da nocao de variagdo, como afirma Roque (2012), foi
imprescindivel para a sistematizagdo do conceito de fungdo. Esta sistematizagéo
ocorre apenas no século XVII em decorréncia dos esforcos de matematizacdo da
natureza. Advém de sua importancia fundamental para a sistematizagao das funcoes
que a nogao de variagao é elementar ao conceito de fungao.

E no século XVIII que a primeira definicdo de funcdo é proposta por Johann
Bernoulli (1667 — 1748): “Chamamos fun¢cdo de uma grandeza variavel uma
quantidade composta, de um modo qualquer, desta grandeza variavel e de
constantes” (ROQUE, Ibid., p. 373). Nesta definicdo Bernoulli fez uso das nogdes de
variavel e constante. Euler também fez uso destas no¢des em sua primeira definicao
de fungdo: “Uma fungdo de uma quantidade variavel € uma expressao analitica
composta de um modo qualquer dessa quantidade e de numeros, ou de quantidades
constantes” (ibid., p. 374). Estas nogbes podem, portanto, serem consideradas

elementares ao conceito de fungao, pois fundamentam este conceito.
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A nocdo de dependéncia também foi essencial ao desenvolvimento do
conceito de funcdo. Euler faz uso explicito desta nogdo em sua segunda definicdo

de fungdo em 1755:

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de maneira que se
as outras mudam essas quantidades também mudam, entao temos o habito
de chamar estas quantidades de fungbes destas ultimas. Essa denominagao
€ bastante extensa e contém nela mesma todas as maneiras pelas quais
uma quantidade pode ser determinada por outras. Consequentemente, se x
designa uma quantidade variavel, entdo todas as outras quantidades que
dependem de x, de qualquer maneira, ou que sao determinadas por X, sao
chamadas de func¢des de x (ROQUE, ibid., p. 378).

Esta nocdo também pode ser considerada elementar ao conceito de fungao,
pois fundamenta e estrutura o conceito de funcéo.

Além destas nogdes, também podemos considerar as representagbes do
conceito de fungao (verbal, tabular, geométrica e algébrica) como elementares a
este conceito. Com efeito, € a partir destas representacdes que o conceito de funcao
se estrutura.

Por fim, podemos considerar como elementares as fungées as nogdes de
conjunto, dominio®°, contradominio?’, relagdo? e imagem?:, nogdes presentes na
atual definicdo do conceito de fungcdo. A definicdo atual de funcéo se estrutura a
partir destes e dos conceitos anteriormente citados.

Em suma, a partir de nossa analise identificamos como aspectos elementares
ao conceito de fungao, as nocdes de correspondéncia, variagao, variavel, constante,
dependéncia; as representagdes verbal, tabular, geométrica e algébrica do conceito

de fungao; e os conceitos de conjunto, dominio, contradominio, relagao e imagem.
5.2. ASPECTOS AVANCADOS DO CONCEITO DE FUNCAO
O conceito de fungdo, como ressalta Olimpio Junior (2007), “[...] € a base que

sustenta a matematica universitaria”. Isto é, diversos conceitos sédo definidos a partir

do conceito de funcdo e disciplinas como Calculo Diferencial e Integral, Algebra

20 Seja f uma fungdo que faz corresponder a cada elemento do conjunto A a um Unico elemento do
conjunto B. Ao conjunto A damos o nhome de Dominio da fungao f.

2! Seja g uma fungéo que faz corresponder a cada elemento do conjunto C a um Unico elemento do
conjunto D. Ao conjunto D damos o nome de Contradominio da fungéo g.

2 Dados dois conjuntos A e B, chamamos de relagéo R entre A e B um conjunto qualquer R formado
por pares ordenados (a,b), onde a pertence aAe b pertence a B.

% Dada uma fungdo h que faz corresponder a cada elemento do conjunto X um Unico elemento do
conjunto Y. Chamamos de imagem do elemento x pertencente a X, o elemento y = h(x) pertencente a
Y e que é o elemento de Y correspondente a x pela fungéo h.
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Linear, Analise Real, dentre outras, tem as funcbes como um de seus principais
objetos de estudo no Ensino Superior.

Consideramos como aspectos avancados das fun¢bes aqueles conceitos que
sao proprios da Matematica Universitaria/Superior/Avancada, que s&do sustentados
e/ou estruturados pelo conceito de fungao e que dizem respeito a algum aspecto das
funcdes. Nesse sentido, consideramos como aspectos avancados das fungdes,
aqueles conceitos exclusivos da Matematica Universitaria, que o conceito de fungao
€ elementar a eles e que sejam utilizados na Matematica Universitaria para, entre
outras coisas, estudar certos aspectos locais ou globais das fungdes.

Para nossa analise recorremos ao Programa dos Componentes Curriculares
por Periodo do curso de Matematica-Licenciatura do CAA/UFPE. Neste documento
consta o Conteudo Programatico das disciplinas. A partir do Conteudo Programatico
das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral I, Il e lll, Algebra Linear e Analise
Real analisamos quais conceitos abordados nestas disciplinas podem ser
considerados aspectos avangados do conceito de fungdo. A escolha destas cinco
disciplinas é por serem disciplinas nas quais as fungbes possuem um papel central

e, por isso, trazem diversos aspectos do conceito de funcgao.

5.2.1. Calculo Diferencial e Integral |
Figura 3 - Conteudo programatico da disciplina de Calculo Diferencial e

Integral |

CONTEUDO PROGRAMATICO

» Limitesecontinuidade defuncoes: defini¢oes, exemplos, propriedades, teoremas.

* Derivada: definigio,interpretagiio geométrica e fisica, exemplos, propriedades, regras de
derivagio, regra da cadeia, derivagio implicita, derivadas de funcoes algébricas, derivada de ordem
superior, derivadas de fungbestrigpnométricas, derivadas defunges inversas, derivadas de funcoes
exponencialelogaritmica.

» Aplicacies da derivada: significado do sinal da derivada primeira, crescimento e decrescimento de
uma fungio, esbogo de grificos de fungbes reais, significado do sinal da derivada segunda, estudo
da concavidade de uma funcéio, teoria de méiximos e minimos, problemas de méaximos e minimos,
teorema de Rolle e teorema do valor médio, estudo das assintotas horizontais, verticais einclinadas,
grificos de funcoes.

» Integrais indefinidas: defini¢o, primitivas, propriedades.

» Integrais definidas: drea, definicio e propriedades, teorema do valor médio para integrais
definidas, teorema fundamental do cilculo.

» Térnicas de integracio: mudancas de variavel, integracfio por substituiciio, integraciio por partes,
substituigies trigonométricas. Expressoes quadraticas, fragbes parciais, integragio de funcoes
racionais de senos e cossenos e outras integrais trigonométricas.

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

Para a identificacdo de quais dos conceitos abordados na disciplina de
Calculo Diferencial e Integral | podem ser considerados aspectos avangados do

conceito de funcgao verificamos quais deles possuem as seguintes caracteristicas:
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(1) O conceito de fungéo € elementar a ele;
(2) E préprio do Ensino Superior;
(3) Trata de algum aspecto das fungdes.

O conceito de Limite, por exemplo, possui todas as caracteristicas
apresentadas. O conceito de fungado sustenta e estrutura o conceito de limite (entdo
o conceito de fungdo € elementar ao conceito de limite), este conceito é proprio do
Ensino Superior (apesar de estar implicito no estudo da area do circulo e na soma
dos infinitos termos de uma Progressdo Geométrica (PG)) e trata de um aspecto das
funcdes, um aspecto local, isto €, para qual valor a funcdo tende quando os valores
da variavel se aproximam de certo valor (ou crescem indefinidamente em madulo).

O conceito de Continuidade também apresenta todas as caracteristicas
citadas. Ele é sustentado e estruturado pelo conceito de fungéo, € préprio do Ensino

Superior e trata de um aspecto das fungdes, qual seja, se f(x) tende para f(xo)
quando x tende para X,

A Derivada também possui as trés caracteristicas citadas. O conceito de
fungdo sustenta e estrutura o conceito de derivada, a derivada é propria do Ensino
Superior e ela trata de um aspecto local das func¢des: a sua taxa de variagao.

As regras de derivagdo possuem as duas primeiras caracteristicas, mas nao
possuem a terceira, elas dizem respeito apenas ao calculo da derivada e nao de
algum aspecto das fungdes. Por isso, nao séo aspectos avangados das fungodes.

O crescimento e decrescimento de uma fungdo, sua concavidade e seus
maximos e minimos sdo aspectos das fungdes, por isso cumprem a terceira
caracteristica. Além disso, cumprem as duas primeiras caracteristicas, logo sao
aspectos avancados das fungdes.

O Teorema de Rolle e o Teorema do Valor Médio s&o resultados e né&o
conceitos, por isso ndo os identificamos como aspectos avangados das funcoes.

Quanto as assintotas as consideramos aspectos avancados das fungdes, pois
o conceito de fungado sustenta e estrutura o conceito de assintota, este conceito é
préprio do Ensino Superior e trata de um aspecto das fungdes, pois elas sio retas
que ajudam a compreender o comportamento das fungdes.

As integrais indefinidas, definidas, o Teorema Fundamental do Calculo e as
diversas técnicas para se calcular uma integral ndo sao aspectos avancados das

fungdes, pois ndo se tratam de aspectos das fungdes.
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A partir da analise do Conteudo Programatico desta disciplina concluimos que
ela aborda os seguintes aspectos avangados do conceito de fungdo: Limite,
Continuidade, Derivada, crescimento e decrescimento, concavidade, Assintotas

Horizontais, Verticais e Inclinadas e Maximos e Minimos.

5.2.2. Calculo Diferencial e Integral Il

Figura 4 — Conteudo programatico da disciplina de Calculo Diferencial e

Integral Il

CONTEUDO PROGRAMATICO

» Coordenadas polares;

» Vetores, Secies conicas: uma revisio;

» Fungoes reais de varidveis reais a valores reais. Grificos e curvas de nivel;
* Limite e Continuidade;

» Derivadas Parciais; Diferencial total e regra dacadeia;

» Plano tangente; derivada direcional e gradiente de Funcies de duas varidveis;
» Maximos e minimos de Fungies de duas variaveis;

» Multiplicadores de Lagrange;

» Integrais dupla e Cileulo de integrais duplas;

» Integrais duplas e o teorema de Fubini;

» Cileulo deintegrais duplas sobre regides ndo-retangulares;

» Integraisduplas em coordenadas polares;

» Aplicacbes daintegral dupla;

» Areadesuperficies;

» Integrais Triplas;

» Integrais Triplasem coordenadas cilindricas;

» Integrais Triplasem coordenadas esféricas;

» Mudanca de variiveis em integrais duplas;

» Mudanca de variaveis em integrais triplas;

» Aplicactes da integral tripla.

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

A nossa abordagem em relacédo a identificacdo dos aspectos avancgados do
conceito de fungdo € a mesma da subsecgao anterior (5.2.2. Calculo Diferencial e
Integral I).

As coordenadas polares, vetores e secdes cOnicas ndo sdo aspectos das
fungdes e, por isso, ndo sdo aspectos avangados das fungdes.

As curvas de nivel, por outro lado, sdo aspectos avangados das fungdes. O
conceito de funcdo € elementar a elas, elas sdo préprias do Ensino Superior e
tratam de um aspecto das fungdes, o conjunto dos valores de mesma imagem no
dominio da funcéo.

Limite e Continuidade, como vimos na sec¢ao anterior, sdo aspectos

avancgados das funcdes. Além disso, a derivada parcial e a derivada total também o
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sdo. O conceito de funcdo € elementar a estes conceitos, eles sdo proprios do
Ensino Superior e tratam de um aspecto das fungdes: a sua taxa de variagao.

Plano tangente ndo é um aspecto das fungdes, por isso, ndo € um aspecto
avancgado das fungdes. Ja os conceitos de Derivada Direcional e Gradiente o sdo. O
conceito de funcdo € elementar a estes conceitos, eles sdo préprios do Ensino
Superior e tratam de um aspecto das fungdes: a taxa de variacdo da fungao.

Maximos e Minimos, como mencionado na segao anterior, sdo aspectos
avancados das fungdes. Ja os Multiplicadores de Lagrange néo, pois n&o se trata de
um aspecto das fungoes.

Por fim, como mencionado na secédo anterior, o conceito de integral e as
técnicas e recursos para calcula-la ndo se tratam de aspectos das funcgdes e,
portanto, ndo sdo aspectos avancados das funcoes.

Em suma, esta disciplina aborda os seguintes aspectos avangados das
funcdes: Curvas de nivel, limite e continuidade, derivada parcial, total e direcional,

gradiente e maximos € minimos.

5.2.3 Calculo Diferencial e Integral Il
Figura 5 — Conteudo programatico da disciplina de Calculo Diferencial e

Integral lll

CONTEUDO PROGRAMATICO

» Sequéncias, sequéncias convergentes, teorema da convergéncia mondtona.

» Séries numeéricas,teste do termo geral, tete da integral, séries p, teste de comparacio, teste de
comparacio de limites, séries alternadas, séries telescopicas, teste da razdo, teste da raiz.

» Séries de poténcias, raio de convergéncia, polindmio de Taylor, série de Taylor e Maclaurin,
representaciio de fungdes por Séries de Taylor.

» Funcies vetoriais, curvas parametrizadas, relacio entre curvas parametrizadas e fungbes vetoriais,
comprimento de arco, integral de fungies reais sobre curvas parametrizadas, curvatura.

» Campos Vetoriais, exemplos, campos conservativos, integrais de linha e aplicacoes:

» TeoremaFundamentaldasIntegraisde Linha, independénciadocaminho, conservagiodeenergia,
Teorema de Green e aplicagbes.

» Rotacional, Divergente, Laplaciano, Superficies Parametrizadas, Superficies Orientavéis, Integrais
de Superficies, Teorema de Stokes, Teorema de Gauss (do divergente).

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

Quanto a esta disciplina adotamos os mesmos critérios para identificarmos os
aspectos avangados do conceito de fungao abordados por ela.

O conceito de sequéncia além de ser abordado no Ensino Superior também é
amplamente explorado na Educacao Basica, por isso, ele ndo é préprio do Ensino

Superior. Ja o conceito de convergéncia é préprio do Ensino Superior, é sustentado
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e estruturado pelo conceito de funcéo e trata de um aspecto das fungdes, logo, ele é
um aspecto avangado das fungdes.

O conceito de série também é um conceito proprio do Ensino Superior, ele é
sustentado e estruturado pelo conceito de funcgao, entretanto, ndo se trata de um
aspecto das fungdes, logo, ndo € um aspecto avangado das fungdes.

As funcbes vetoriais e a funcdo de parametrizagdo nédo se tratam de um
aspecto das fungdes e sim de exemplo de fungdes, por isso, ndo sdo aspectos
avancgados das fungoes.

Os ultimos aspectos avangados das fungdes abordados nesta disciplina sédo
os conceitos de rotacional, direcional e laplaciano. Eles sdo sustentados e
estruturados pelo conceito de fungéo, sdo préprios do Ensino Superior e tratam de
um aspecto das fungdes globais das fungdes.

Portanto, nesta disciplina sdo abordados os seguintes aspectos avangados

das fungbes: Convergéncia, Rotacional, Divergente e Laplaciano.

5.2.4. Algebra Linear

Figura 6 — Contetido programatico da disciplina de Algebra Linear: primeira

parte

¢ Matrizes

» Sistemas de Equacoes Lineares

¢ Determinante; Matriz Inversa

» Espaco Vetorias

+ Subespacos

» Vetoriais

¢ Combinacio Linear

* Dependéncia e Independéncia Linear
« Base de um espago Vetorial

* Dimensio de um EspacoVetorial

# Coordenadas de um Vetor

» Mudanca de Base

# Transformacio Linear

» Imagem eNicleo de uma Transformacio Linear
# Teorema do Nicleo e Imagem; Matriz da Transformacfio Linear
« Operador Linear

¢ Autovalore Autovetor

* Polinomio Caracteristico

+ Diagonalizacio de Operadores

* Produto Interno

+ Coeficiente deFourier

s Anguloentre Vetores

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)
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Figura 7 — Contetido programatico da disciplina de Algebra Linear: segunda

parte

# Ortogonalidade de Vetores
¢ Procedimento de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt

» Complemento Ortogonal

» Operadores Auto-Adjuntos e Ortogonais

» Diagonalizacio de Operadores Auto-Adjuntos
» Caracterizacio de Operadores Ortogonais

e Classificacio de Quadricas e Conicas
 Resolucio de Sistemas de Equacies Diferenciais

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

A disciplina de Algebra Linear tem o conceito de transformacéo linear como
um de seus principais objetos de estudo. As transformacdes lineares sdo um tipo
especial de fungdo. Entretanto, na disciplina de graduacéo que trata da Algebra
Linear os unicos aspectos das transformacgdes lineares que sdo abordados séo os
conceitos de nucleo e imagem. Como o conceito de imagem € amplamente utilizado
na Educacgao Basica, o conceito de nucleo € o unico aspecto avancado das fungdes

abordado nesta disciplina.

5.2.5 Analise Real

Figura 8 — Conteudo programatico da disciplina de Analise Real: primeira parte
CONTEUDO PROGRAMATICO

CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

» Teoria elementar dosconjuntos;

» Niimeros Naturais;

# Principio da Inducio Matematica;

+ Conjuntos finitos e infinitos;

* Conjuntos enumeriveis e nio enumerivels;

NUMEROS REAIS

¢ Elementos de teoria de grupos;

+ Corpos;

* Corpos ordenados;

* R comoum corpo ordenado;

¢ Desigualdades;

¢ Supremo e infimo de um conjunto;

* Rcomoum corpo ordenado completo;

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

Figura 9 — Conteudo programatico da disciplina de Analise Real: segunda parte
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SEQUENCIAS DENUMEROS REAIS
» Seqglignciasdeniimeros reais;

¢ Limitesdesequéncias;

» Dperagies com Limites;

¢ Seqgiigncias Mondtonas;

« O niimero &;

¢ Limite Infinitos;

¢ Teorema dos intervalosencaixantes;
» Seqiiéncias de Cauchy;

¢ O Teorema deBolzano-Weierstrass;

SERIES NUMERICAS REAIS

» Definicio;

» Séries convergentes;

» Séries absolutamente convergentes;
» Testesdeconvergéncia;

# Séries alternadas;

» Dperagies com séries;

NOCQOES TOPOLOGICAS NA RETA
* Topologia dareta;

« Conjuntos abertos;

« Conjuntos fechados;

« Pontos deacumulacio;

¢ Pontosaderentes;

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

Figura 10 — Conteudo programatico da disciplina de Analise Real: terceira

parte
FUNCQOES REAIS E LIMITES
¢ Limite de umafuncio;
¢ Propriedades de limite;
¢ Limites laterais;
» Limites infinitos e no infinito;
» Expressoes indeterminadas;

FUNCGOES CONTINUAS

¢ Conjuntos Compactos;

¢ Funcoes continuas num Intervalo;

¢ 0 Teorema do ValorIntermediario;

» Funcoes continuas em conjuntos compactos;
o Continuidade Uniforme;

DERIVADAS

¢ D eonceito de derivada;

# Regras operacionais;

¢ Maximos e minimos locais;

# Teorema do Valor Médio e suasaplicacoes:
s Formula de Taylor:

Fonte: Universidade Federal de Pernambuco (2016)

A disciplina de Analise Real trata de muitos conceitos em comum com as
disciplinas de Calculo. Dentre eles destacamos os que ja identificamos como
aspectos avangados das fungdes: Limite, Convergéncia, Continuidade, Derivada,

Maximos e Minimos.
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Dentre os conceitos tratados que ndo sao tratados nas outras disciplinas que
analisamos anteriormente o Unico conceito que identificamos como um aspecto
avancado das fungdes € o conceito de continuidade uniforme.

Em suma, existe uma miriade de conceitos matematicos do Ensino Superior
que podem ser considerados como aspectos avangados das fungdes. Organizamos
no quadro abaixo os conceitos matematicos que, a partir da nossa analise

identificamos como aspectos elementares e avangados das fungoes:

Quadro 1 — Aspectos Elementares e Avancados do Conceito de Fungao

Aspectos Elementares das Fungoes | Aspectos Avancados das Fungdes

As nogbes de correspondéncia, | Limite, Continuidade, Derivada,
variagao, variavel, constante, | crescimento e decrescimento,
dependéncia; As representacdes verbal, | concavidade, Assintotas Horizontais,
tabular, geométrica e algébrica do | Verticais e Inclinadas, Maximos e
conceito de funcao; e os conceitos de | Minimos, Derivadas Parciais e Totais,

conjunto, dominio,  contradominio, | Derivada Direcional, Gradiente,

relagado e imagem. Convergéncia, Rotacional, Divergente,
Laplaciano, Nucleo e Continuidade
Uniforme.

Fonte: Prépria

Este quadro nao é definitivo, pois outros conceitos matematicos podem ser
considerados elementares ou avancados em relagdo ao conceito de fungao e que
nao constam nem no recorte do desenvolvimento historico e epistemologico do
conceito de funcao abordado nos capitulos 3 e 4 deste trabalho nem nas ementas
das disciplinas analisadas.

Além disso, a relagdo entre o elementar e o avangado € uma relacéo
dindmica que se altera com o tempo, pois conceitos da Matematica Avancada

podem tornar-se elementares através da translagéo histérica.
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6 A FORMAGAO MATEMATICA DO PROFESSOR: DUPLA DESCONTINUIDADE
E A DIALETICA? ELEMENTAR X AVANGADO

Vamos abordar, neste capitulo, algumas reflexdes e questionamentos a
respeito da formagcdo matematica nas licenciaturas. Ou seja, vamos tratar da
Matematica abordada na licenciatura em Matematica. Nossa abordagem tera como
fios condutores a dupla descontinuidade na formagéo do professor de matematica e
a dialética elementar x avangado.

Discutir a formacdo matematica nas licenciaturas em Matematica ndo é algo
recente. Felix Klein (1849 — 1925) ja o fazia no inicio do século XX. Klein identificou
um problema estrutural na formagdo matematica dos professores — a dupla

descontinuidade na formacao do professor de matematica:

[...] por um lado, quando os estudantes ingressam nos cursos universitarios
de formacdo de professores, poucas relagdes sdo estabelecidas entre a
matematica com que passam a ter contato e aquela anteriormente
aprendida por eles como alunos da escola basica; e, por outro lado, quando
concluem esses cursos e iniciam a vida profissional, poucas relagbes sao
estabelecidas entre a matematica aprendida durante a graduacéo e aquela
que passa a ser demandada pela pratica de sala de aula da escola basica.
Assim, é como se, ao ingressar na universidade, o futuro professor devesse
‘esquecer’ toda a matematica que aprendeu até entdo na escola basica; e
ao terminar a graduagéo, o professor devesse novamente ‘esquecer’ toda a
matematica ali aprendida para se iniciar na carreira docente (GIRALDO,
2018, p. 37).

Essa desconexao entre aquilo que € aprendido na universidade e aquilo que
€ demandado na escola acaba acarretando um efeito indcuo, por parte do curso
universitario, na formagao do professor. Como afirma Cavalcanti (2016), esta ainda
parece ser uma realidade nas licenciaturas no Brasil.

E necessario, portanto, superar esta dupla descontinuidade na formacéo a fim
de que a formagdo tenha um efeito positivo na pratica do futuro professor de
matematica da Escola Basica.

Estabelecer tais conexdes depende de serem debatidas duas questdes
fundamentais a respeito da formagao matematica: “- Que Matematica deve aprender

um futuro professor de Matematica da Educacao Basica? - Como deve aprender

2 A relagdo dialética entre o elementar e o avangado ndo é intrinseca a relagédo entre estes dois
conceitos. Em nossa abordagem, inclusive, eles sdo complementares. A dialética entre estes
conceitos emerge da forma como eles muitas vezes interagem na formagédo do professor de
matematica. Quando as conexdes entre a Mateméatica da Educacéo Basica e a Matematica do Ensino
Superior ndo sao evidenciadas a relagcado entre o elementar e o avangado torna-se uma relagao de
oposigao, dai emerge a sua dialética na formagao do professor de matematica.
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Matematica um futuro professor de Matematica da Educagdo Basica?’
(CAVALCANTI, 2016, p. 8).

A Matematica ensinada na Educacdo Basica deve ser abordada nas
licenciaturas? Giraldo (2018) explica que Deborah Ball, em sua tese de doutorado,
defende que sim. Nela, Ball confronta trés concepc¢des aceitas tacitamente dentro

dos cursos de formacao de professores:
(i) os topicos da matemética escolar sdo simples e comumente entendidos;
(i) portanto, esses topicos ndo precisam ser reaprendidos pelos futuros
professores na universidade; (iii) o conhecimento de matematica de nivel
universitario sera suficiente para equipar os futuros professores com um
entendimento amplo e profundo da matematica escolar, suficiente para o
ensino da disciplina na educagao basica (GIRALDO, 2018, p. 37).

Depreende-se, portanto, que os topicos da Matematica Escolar devem sim
fazer parte do repertorio de conhecimentos matematicos a serem estudados durante
a licenciatura em matematica. Mas, como estes tdpicos devem ser abordados na
licenciatura?

Existem duas abordagens distintas que se pode seguir. A primeira como
recurso na qual estes tépicos sdo abordados como forma de nivelamento para se
estudar a Matematica Superior e, consequentemente, se ndo forem necessarios a
este proposito nem sequer sdo mencionados. A segunda abordagem os utiliza como
metodologia, isto é, sdo desenvolvidas situacdes onde se discute o desenvolvimento
histérico e epistemologico dos conceitos (VALENTE, 2013).

Porém, a partir de sua experiéncia profissional como formador de professores
de matematica, Cavalcanti (2016) salienta que a abordagem predominante da
Matematica Escolar nas licenciaturas € a que a utiliza como recurso.

E importante, entretanto, salientar que a Matematica Escolar ndo se trata de
um amontoado de topicos de Matematica. Na perspectiva de Moreira (2004),
Matematica Escolar refere-se:

[...] ao conjunto dos saberes ‘validados’, associados especificamente ao
desenvolvimento do processo de educacao escolar basica em matematica.
Com essa formulag&o, a matematica escolar inclui tanto saberes produzidos
e mobilizados pelos professores de matematica em sua agédo pedagdgica na
sala de aula da escola, como também resultados de pesquisas que se
referem a aprendizagem e ao ensino escolar de conceitos matematicos,
técnicas, processos etc. (p. 18, grifos do autor).

A partir desta perspectiva, Matematica Escolar seria, portanto, a Matematica
do professor de matematica. Esta Matematica inclui tanto os topicos abordados na

Escola Basica, como sua histéria, seu desenvolvimento epistemologico, seus
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aspectos didaticos, de forma geral, todos os conhecimentos DE e SOBRE a
Matematica da Escola Basica, do ponto de vista do seu ensino.

Compreender a Matematica do professor de matematica desta maneira esta
em consonancia com os trabalhos de Ball que compreende que a formacéao

matematica do professor de matematica deve contemplar:

[...] conhecimento sobre a matematica (como cultura e disciplina cientifica
em suas multiplas dimensdes), conhecimento substantivo da matematica
(isto € conhecer os principios, fundamentos e procedimentos dos varios
campos da matematica e suas respectivas praticas) e conhecimento
atitudinal (postura critica e afetiva perante o saber matematico e suas
diferentes formas de aborda-lo) (FIORENTINI; OLIVEIRA, 2013, p.929,
grifos dos autores).

A partir dessas concepgdes, pode-se afirmar que € de essencial importancia a
presenca da Matematica Escolar, no sentido apresentado acima, na licenciatura em
matematica. E quanto a Matematica Académica?

Para Cavalcanti (2016) a Matematica Académica/Avangada deve fazer parte

da formacgao do professor de matematica segundo duas abordagens distintas:

[...] [A primeira de um ponto de vista elementar cujo intuito] seria apresentar
os conteludos da Matematica enquanto disciplina académica e cientifica de
maneira intuitiva focando a natureza dindmica da Matematica, destacando,
principalmente, suas aplicagdes, sua insercédo e seu papel significativo na
sociedade, ndo s6 no que diz respeito a Ciéncia e Tecnologia, mas também
nos contextos politico, econdmico, na saude publica, etc. O estudo de
modelos matematicos aplicados nos mais diversos contextos seria
priorizado nessas disciplinas. [...] [A segunda de um ponto de vista
avangado cujo intuito é] consolidar os outros dois conjuntos de disciplinas.

(. 9).

Portanto, tanto a Matematica Escolar quanto a Matematica Académica devem
fazer parte do repertério de saberes a serem abordados na formacdo matematica
nas licenciaturas. Entretanto, elas devem estabelecer conexdes dentro da formacgao,
do contrario, ainda havera uma descontinuidade entre a formacédo e a pratica do
futuro professor de matematica.

As disciplinas de Matematica Académica devem levar em consideragao as
relagdes que seus conceitos possuem com os conceitos da Matematica Escolar.
Uma via através da qual estas conexdes podem ser estabelecidas é através da
dinamica entre o elementar e o avangado em Matematica.

Os conceitos da Matematica Avancada, por um lado, sdo sustentados e
estruturados por conceitos da Matematica Elementar e, por outro lado, sdo aspectos

avangados dos conceitos da Matematica Elementar.
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Além disso, segundo a perspectiva de Klein abordada no Capitulo 2, partes
da Matematica Avangada tornam-se parte da Matematica Elementar através do
processo de translagéo historica.

Sendo assim, Matematica Elementar e Matematica Avangada possuem
diversas conexdes e, dentro da formagdo matematica, € necessario evidencia-las
para que o futuro professor de matematica seja capaz de estabelecer conexdes
entre o que aprendeu na licenciatura e aquilo que vai ensinar na escola.

A partir de nossas reflexdes emergem alguns questionamentos importantes:
(1) Como identificar as conexdes entre a Matematica Elementar e a Matematica
Avancgada? (2) Como abordar a Matematica Avangada a fim de evidenciar as suas
conexdes com a Matematica Elementar? (3) Como explorar estas conexdes pode
contribuir para uma melhor compreensao da Matematica Elementar?

Em suma, a discussdo a respeito da formacdo matematica € uma discussao
essencial a fim de superarmos a dupla descontinuidade na formagao do professor de
matematica. Abordar esta discussdo a partir da dialética elementar x avangado
contribui com elementos para refletirmos a respeito de como estabelecer conexdes
entre a Matematica Escolar e a Matematica Superior. Nesse sentido, a dialética
elementar x avancado é uma importante via para se superar a dupla

descontinuidade na formagao do professor de matematica.
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7 CONSIDERAGOES FINAIS

Buscamos, através deste trabalho, analisar o conceito de funcédo a partir da
dialética elementar x avancado. Através deste objetivo geral estabelecemos os
seguintes objetivos especificos: (1) Investigar o desenvolvimento histérico e
epistemoldgico do conceito de fungao; (2) Analisar os atos de entendimento e os
obstaculos epistemolégicos do desenvolvimento das fungdes; (3) Analisar os
aspectos elementares e avangados do conceito de funcéao.

Abordamos em nosso estudo a nocdo de Felix Klein do elementar
matematico, o desenvolvimento historico e epistemoldgico das fungdes, os atos de
entendimento e os obstaculos epistemologicos deste desenvolvimento e abordamos
também questbes relativas a formacdo matematica do professor de matematica a
partir da dialética elementar x avangado.

O processo de desenvolvimento das fungdes foi dindmico, longo e complexo.
Tem inicio ainda na Antiguidade a partir de ideias nao abstratas, perpassa por
diversas definicbes do conceito de funcao até chegar a defini¢gao atual, proposta pelo
grupo Bourbaki em meados do século XX.

Durante este processo o conceito de funcao foi definido de diversas formas:
Grandeza dependente de uma ou mais grandezas; expressao analitica; variavel
dependente; correspondéncia entre conjuntos numéricos e correspondéncia entre
conjuntos quaisquer, de tal forma, que a cada elemento do dominio corresponde um
unico elemento do contradominio.

O processo de desenvolvimento das fungdes ressalta o carater dindmico da
Matematica. A Matematica estd em constante construgdo e os conceitos em
constante transformacao a fim de atenderem as demandas que |hes sao impostas.

Analisar o desenvolvimento histérico e epistemolégico dos conceitos
matematicos através dos seus atos de entendimento e dos seus obstaculos
epistemologicos se mostrou uma importante via de pesquisa. A partir desta
abordagem pode-se compreender os pontos-chave do desenvolvimento de um
conceito matematico. Estes pontos-chave sdao momentos de ruptura, isto é,
momentos de quebra de paradigmas.

O desenvolvimento das fungdes foi permeado por diversos momentos de
ruptura. Eles revelam que o conceito de fungao passou por um processo complexo

de desenvolvimento. Estes momentos de quebra de paradigma foram motivados por
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problemas que estavam além do dominio de validade da definicdo de funcao
utilizada na época. Motivados por estes problemas (que podem ou ndo serem
problemas matematicos), uma nova definicdo de fungcdo é proposta a fim de
estender o dominio de validade da definicdo anterior. Ressaltamos que nao ocorre
uma substituicdo, mas sim uma adaptacdo da definicdo aos problemas que
emergem de demandas internas ou externas a Matematica.

Através da nossa analise identificamos diversos aspectos elementares e
avangados do conceito de fungdo. O conceito de fungdo pode ser abordado tanto de
uma perspectiva elementar (através dos seus aspectos elementares) quanto de uma
perspectiva avancgada (através dos seus aspectos avangados).

Através da perspectiva elementar s&o ressaltados os conceitos que
sustentam e estruturam o conceito de fungdo e através de uma perspectiva
avangcada sao ressaltadas as conexdes deste conceito com as disciplinas da
Matematica Superior.

O elementar e o avangado nao sao conceitos antagénicos, mas sim conceitos
complementares. O avangado com o tempo pode tornar-se elementar e através do
elementar pode-se compreender o avancado. A relacdo entre o elementar e o
avancgado, portanto, é bastante intrincada.

O elementar e o avancado fazem parte da formagao matematica do futuro
professor de matematica. Entretanto, eles vém sendo abordados de forma
desarticulada dentro da formacéao. Esta desarticulacédo entre o elementar e avangado
gera uma ruptura entre a Matematica Elementar e a Matematica Avangada.

Para superar esta ruptura € necessario que a abordagem das disciplinas que
fazem parte da formagdo matematica evidenciem as conexdes existentes entre a
Matematica Elementar e a Matematica Avangada.

Emergem a partir do nosso trabalho alguns questionamentos a serem
abordados em pesquisas futuras: (1) Como identificar as conexdes entre a
Matematica Elementar e a Matematica Avancada? (2) Como abordar a Matematica
Avangada a fim de evidenciar as suas conexdes com a Matematica Elementar? (3)
Como explorar estas conexdes pode contribuir para uma melhor compreensao da
Matematica Elementar?

Por fim, ressaltamos que a abordagem da dialética elementar x avancado
contribui com elementos para discutir-se a formagdo matematica na licenciatura a

fim de superar a dupla descontinuidade na formacdo do professor de matematica.



50

Através da dialética elementar x avangado sido evidenciadas as conexdes entre a
Matematica Escolar e a Matematica Superior. Estas conexdes devem ser
ressaltadas durante a formagcao matematica para que a dupla descontinuidade nas

licenciaturas possa, enfim, ser superada.
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