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RESUMO 

 

A simulação e modelagem matemática de solutos (e.g.: traçadores e contaminantes) 

em meios porosos continuam sendo um desafio para os analistas numéricos, devido 

às características geológicas complexas próprias dos reservatórios de petróleo. Do 

ponto de vista da simulação de reservatórios, o traçador permite caracterizar 

hidrodinamicamente os canais percorridos por um certo volume de fluido previamente 

marcado por essa substância. Assim, a falta de acesso direto aos reservatórios e a 

inexistência de qualquer outro detector que percorra efetivamente os canais das 

formações rochosas, fazem com que o uso de traçadores seja atualmente o modo de 

caracterização mais importante e os tornam imprescindíveis nas avaliações dos 

métodos de recuperação de petróleo, tanto em laboratório quanto em campo. O 

modelo matemático que determina a concentração de traçadores em reservatórios de 

petróleo é dado pela equação de advecção-dispersão-reação (ADR), que é uma 

equação diferencial de segunda ordem. A solução numérica desta equação é, 

tradicionalmente, obtida pelo Método das Diferenças Finitas (MDF), desta forma, 

apresenta-se limitações ao tratar problemas com tensores anisotrópicos e não 

alinhados com a malha. De outro modo, uma alternativa para tratar estas dificuldades 

é a utilização do Método dos Elementos Finitos (MEF) de Galerkin, não obstante, este 

método em sua forma mais clássica não se comporta bem ao lidar com a conservação 

local de propriedades, o que pode ser um problema sério para a simulação numérica 

envolvendo leis de conservação da física, como massa, energia e momento. Seguindo 

este contexto, no presente trabalho, apresenta-se uma formulação fundamentada no 

Método dos Volumes Finitos (MVF) para discretizar a equação de ADR, em que as 

discretizações espaciais do termo dispersivo e da velocidade de Darcy são realizadas 

utilizando-se um MVF não ortodoxo denominado Multi-Point Flux Approximation 

Quasi-Local (MPFA-QL), o qual foi precedentemente utilizado para resolver problemas 

de difusão em meios heterogêneos e altamente anisotrópicos, sobre malhas não 

estruturadas e distorcidas. A concentração nas superfícies de controle – associada ao 

termo advectivo da equação de ADR – é discretizada espacialmente por um método 

de primeira ordem, denominado First Order Upwind (FOU), e também por um método 

de mais alta ordem denominado Monotonic Upstream-Centered Schemes for 

Conservation Laws (MUSCL). Neste último, também se aplica o limitador de 



 
 

 
 

Woodfield, que é um limitador de volume de controle, a afim de aumentar a 

estabilidade dos métodos de mais alta ordem. Enfim, a discretização do termo 

transiente da equação de ADR é realizada por intermédio do método de Euler 

explícito. Com o intuito de validar a formulação adotada, resolve-se alguns problemas 

de benchmark da literatura e observa-se que a mesma é capaz de representar 

satisfatoriamente o transporte de solutos traçadores em reservatórios de petróleo. 

 

Palavras-chave: equação de advecção-dispersão-reação (ADR); Método dos 

Volumes Finitos (MVF); Multi-Point Flux Approximation Quasi-Local (MPFA-QL); First 

Order Upwind (FOU); Monotonic Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws 

(MUSCL).



 
 

 
 

ABSTRACT 

 

Simulation and mathematical modeling of solutes (e.g.: tracers and contaminants) in 

porous media continue to be a challenge for numerical analysts, due to the complex 

geological characteristics of oil reservoirs. From the reservoir simulation point of view, 

the tracer allows the hydrodynamic characterization of the channels traversed by a 

certain volume of fluid previously marked by this substance. Thus, the lack of direct 

access to the reservoirs and the inexistence of any other detector that effectively 

traverses the channels of rock formations, make the use of tracers currently the most 

important method of characterization and make them essential in the evaluation of 

recovery methods both in the laboratory and in the field. The mathematical model that 

determines the concentration of tracers in oil reservoirs is given by the advection-

dispersion-reaction (ADR) equation, which is a second-order differential equation. The 

numerical solution of this equation is, traditionally, obtained by the Finite Difference 

Method (FDM), thus, it presents disadvantages when dealing with anisotropic tensors 

and not aligned with the mesh. Otherwise, an alternative to address these difficulties 

is the use of Galerkin's Finite Element Method (FEM), however, this method in its most 

classical form does not behave well when dealing with the local conservation of 

properties, the which can be a serious problem for numerical simulation involving 

physical conservation laws such as mass, energy and momentum. Following this 

context, in the present work, we present a formulation based on the Finite Volume 

Method (MVF) to discretize the ADR equation, in which the spatial discretizations of 

the dispersive term and Darcy velocity are performed using a non-orthodox MVF 

method called Multi-Point Flux Approximation Quasi-Local (MPFA-QL), which was 

previously used to solve diffusion problems in heterogeneous and highly anisotropic 

tensors, over unstructured and distorted meshes. The concentration on control 

surfaces – associated with the advective term of the ADR equation – is spatially 

discretized by a first-order method, called First Order Upwind (FOU), and also by a 

higher-order method called Monotonic Upstream-Centered Schemes for Conservation 

Laws (MUSCL). In the latter, the Woodfield limiter, which is a control volume limiter, is 

also applied in order to increase the stability of higher order methods. Finally, the 

discretization of the transient term of the ADR equation is performed using the explicit 

Euler method. In order to validate the adopted formulation, some benchmark problems 



 
 

 
 

in the literature are solved and it is observed that it is able to satisfactorily represent 

the transport of tracer solutes in oil reservoirs. 

 

Keywords: advection-dispersion-reaction (ADR) equation; Finite Volume Method 

(FVM); Multi-Point Flux Approximation Quasi-Local (MPFA-QL); First Order Upwind 

(FOU); Monotonic Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws (MUSCL).
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Gráfico 7 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 

VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 

0,2, Pe = 0,37500 
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Gráfico 8 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 

VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o 

transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 

0,2, Pe = 0,187500 101 

Gráfico 9 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 

VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 

0,2, Pe = 0,187500 101 

Gráfico 10 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

128 VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 

0,2, Pe = 0,093750 102 

Gráfico 11 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

128 VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, 

para o transporte unidimensional de soluto traçador com 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

difusão dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,093750 
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Gráfico 12 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

256 VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 

0,2, Pe = 0,046875 
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Gráfico 13 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

256 VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, 

para o transporte unidimensional de soluto traçador com 

difusão dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,046875 103 

Gráfico 14 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle triangulares, para os métodos numéricos aplicados 

no transporte unidimensional de soluto traçador, com difusão 

dominante 106 

Gráfico 15 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle quadrangulares, para os métodos numéricos 

aplicados no transporte unidimensional de soluto traçador, 

com difusão dominante 106 

Gráfico 16 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 

VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o 

transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

100,00 108 

Gráfico 17 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

 

 



 
 

 
 

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 

VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

100,00 
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Gráfico 18 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 

VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o 

transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

50,00 110 

Gráfico 19 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 

VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

50,00 110 

Gráfico 20 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 

VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o 

transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

25,00 111 

Gráfico 21 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 

VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

25,00 111 



 
 

 
 

Gráfico 22 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

128 VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 

12,50 
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Gráfico 23 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

128 VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, 

para o transporte unidimensional de soluto traçador com 

advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 

d, Pe = 12,50 112 

Gráfico 24 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

256 VC triangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para 

o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 6,25 113 

Gráfico 25 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 

256 VC quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, 

para o transporte unidimensional de soluto traçador com 

advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 

d, Pe = 6,25 113 

Gráfico 26 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle triangulares, para os métodos numéricos aplicados 

(FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-

MPFA-QL) no transporte unidimensional de soluto traçador, 

com advecção dominante 115 



 
 

 
 

Gráfico 27 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle quadrangulares, para os métodos numéricos 

aplicados (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL) no transporte unidimensional de soluto 

traçador, com advecção dominante 
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Gráfico 28 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos MUSCL-MPFA-QL (λ = 1/3, λ = −1, λ = 0) e 

solução analítica, considerando-se 16 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 

Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 100,00 117 

Gráfico 29 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos MUSCL-MPFA-QL (λ = 1/3, λ = −1, λ = 0) e 

solução analítica, considerando-se 32 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 

Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 50,00 118 

Gráfico 30 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos MUSCL-MPFA-QL (λ = 1/3, λ = −1, λ = 0) e 

solução analítica, considerando-se 64 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 

Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 25,00 118 

Gráfico 31 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos MUSCL-MPFA-QL (λ = 1/3, λ = −1, λ = 0) e 

solução analítica, considerando-se 128 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 

Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 12,50 119 

Gráfico 32 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos MUSCL-MPFA-QL (λ = 1/3, λ = −1, λ = 0) e 

solução analítica, considerando-se 256 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

 

 

 

 



 
 

 
 

unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 

Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 6,25 
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Gráfico 33 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle triangulares, para os métodos numéricos aplicados 

(MUSCL-MPFA-QL) no transporte unidimensional de soluto 

traçador, com advecção dominante 
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Gráfico 34 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e 

solução analítica, considerando-se 16 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (γ = 0,5 d−1, γ = 0,05 d−1, γ = 0,02 d−1). Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 150,000 123 

Gráfico 35 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e 

solução analítica, considerando-se 32 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (γ = 0,5 d−1, γ = 0,05 d−1, γ = 0,02 d−1). Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 75,000 123 

Gráfico 36 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e 

solução analítica, considerando-se 64 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (γ = 0,5 d−1, γ = 0,05 d−1, γ = 0,02 d−1). Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 37,500 
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Gráfico 37 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e 

solução analítica, considerando-se 128 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

radioativo (γ = 0,5 d−1, γ = 0,05 d−1, γ = 0,02 d−1). Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 18,750 
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Gráfico 38 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e 

solução analítica, considerando-se 256 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte 

unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (γ = 0,5 d−1, γ = 0,05 d−1, γ = 0,02 d−1). Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 9,375 
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Gráfico 39 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle triangulares, para os métodos numéricos aplicados 

(FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) no transporte 

unidimensional de soluto traçador, com termo de decaimento 

radioativo e γ = 0,5 d−1 127 

Gráfico 40 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle triangulares, para os métodos numéricos aplicados 

(FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) no transporte 

unidimensional de soluto traçador, com termo de decaimento 

radioativo e γ = 0,05 d−1 128 

Gráfico 41 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de 

controle triangulares, para os métodos numéricos aplicados 

(FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) no transporte 

unidimensional de soluto traçador, com termo de decaimento 

radioativo e γ = 0,02 d−1 129 

Gráfico 42 – Perfis de concentração obtidos para o transporte 

bidimensional de soluto traçador com uma fonte contínua a 

montante e malha M11. Dados os seguintes valores: t = 1 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,05 134 

Gráfico 43 – Perfis de concentração obtidos para o transporte 

bidimensional de soluto traçador com uma fonte contínua a 

montante e malha M12. Dados os seguintes valores: t = 1 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,05 136 



 
 

 
 

Gráfico 44 – Perfis de concentração obtidos para o transporte 

bidimensional de soluto traçador com uma fonte contínua a 

montante e malha M11. Dados os seguintes valores: t = 4 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,05 139 

Gráfico 45 – Perfis de concentração obtidos para o transporte 

bidimensional de soluto traçador com uma fonte contínua a 

montante e malha M12. Dados os seguintes valores: t = 4 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,05 141 

Gráfico 46 – Perfis de concentração obtidos para o transporte 

bidimensional de soluto traçador com uma fonte contínua a 

montante, malha M12 e diferentes razões de anisotropia. 

Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 146 

Gráfico 47 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL, considerando-se a malha M13, para o 

transporte bidimensional de soluto traçador em um 

reservatório isotrópico e heterogêneo. Conforme os seguintes 

valores: t = 12 d, CFL = 0,2 e Pe = 0,25 153 

Gráfico 48 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL, considerando-se a malha M14, para o 

transporte bidimensional de soluto traçador em um 

reservatório isotrópico e heterogêneo. Conforme os seguintes 

valores: t = 12 d, CFL = 0,2 e Pe = 0,25 155 
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D Tripleto que caracteriza a discretização espacial pelo método dos volumes 

finitos centrados nas células 

M Conjunto de todos os volumes de controle gerados no domínio Ω 

E Conjunto de todas as faces da malha gerada no domínio 𝛺 

O Conjunto de todos os pontos baricentros de M 

𝐿̂, 𝑉𝐿̂ Volume de controle à esquerda da face 𝐼𝐽, ou volume de controle 

arbitrário 

𝑅̂ Volume de controle à direita da face 𝐼𝐽 

𝒙𝐿̂ Baricentro do volume de controle 𝐿̂ 

E𝐿̂ Subconjunto de todas as faces do volume de controle 𝐿̂ 

E𝑒𝑥𝑡 Conjunto das faces que têm interseção com o contorno do domínio 

E𝑖𝑛𝑡 Conjunto das faces que são internas ao domínio 

𝒙𝑅̂ Baricentro do volume de controle 𝑅̂ 

𝑛⃗⃗ Vetor normal unitário 

𝜕𝐿̂ Superfície de controle do volume de controle 𝐿̂ 

F Fluxo genérico 

𝑄̅𝑐𝐿̂ Valor médio do termo de fonte ou sumidouro no volume de controle 𝐿̂ 

𝑉𝐿̂ Volume (ou área em 2D) do volume de controle 𝐿̂ 

𝛾̅𝐿̂ Valor médio da constante de decaimento radioativo no volume de controle 

𝐿̂ 

𝐶̅𝐿̂ Valor médio da concentração no volume de controle 𝐿̂ 

𝛾𝐿̂ Constante de decaimento radioativo no volume de controle 𝐿̂ 

𝐶𝐿̂ Concentração no volume de controle 𝐿̂ 

F⃗⃗⃗𝐴 Fluxo advectivo 

F⃗⃗⃗𝑇 Fluxo total 

𝑛⃗⃗𝐼𝐽 Vetor normal unitário da face 𝐼𝐽 

F⃗⃗⃗𝑇𝐼𝐽 
Fluxo total na face 𝐼𝐽 

𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 Vetor área normal à face 𝐼𝐽 

F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 
Fluxo numérico hidrodinâmico único na face 𝐼𝐽 

F⃗⃗⃗𝐴𝐼𝐽 
Fluxo advectivo na face 𝐼𝐽 



 
 

 
 

𝛻 Operador gradiente ou divergente (del) 

𝑫𝐻𝐿̂
𝑇 Tensor de dispersão hidrodinâmico transposto do volume de controle 𝐿̂ 

𝛻𝐶 Gradiente de concentração 

F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
 

Fluxo numérico hidrodinâmico na face 𝐼𝐽 referente ao volume de controle 

𝐿̂ 

F⃗⃗⃗𝐻
𝑅̂

𝐼𝐽
 

Fluxo numérico hidrodinâmico na face 𝐼𝐽 referente ao volume de controle 

𝑅̂ 

𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 Vetor área normal à face 𝐽𝐼 

𝐶𝐿̂ Concentração no centroide do volume de controle 𝐿̂ 

𝐶𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) Concentração do nó 𝑖 na face 𝐼𝐽 referente ao volume de controle 𝐿̂ 

𝐶𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)  Concentração do nó 𝑗 na face 𝐼𝐽 referente ao volume de controle 𝐿̂ 

𝐶𝑅̂ Concentração do centroide do volume de controle 𝑅̂ 

𝐶𝑅̂,𝑖(𝐼𝐽) Concentração do nó 𝑖 na face 𝐼𝐽 referente ao volume de controle 𝑅̂ 

𝐶𝑅̂,𝑗(𝐼𝐽)  Concentração do nó 𝑗 na face 𝐼𝐽 referente ao volume de controle 𝑅̂ 

𝑲𝐿̂
𝑇 Tensor de permeabilidade transposto do volume de controle 𝐿̂ 

𝜈𝐼𝐽
𝐿̂  Velocidade numérica de Darcy unilateral na face 𝐼𝐽 do volume de controle 

𝐿̂ 

𝜈𝐼𝐽
𝑅̂  Velocidade numérica de Darcy unilateral na face 𝐼𝐽 do volume de controle 

𝑅̂ 

𝐶𝐼𝐽
𝐿̂  Concentração na face 𝐼𝐽 do volume de controle 𝐿̂ 

𝐶𝐼𝐽
𝑅̂  Concentração na face 𝐼𝐽 do volume de controle 𝑅̂ 

F⃗⃗⃗𝐴𝐼𝐽 
Fluxo advectivo único na face 𝐼𝐽 

𝐶𝐿̂,𝐼𝐽
+  Concentração calculada à esquerda da face 𝐼𝐽 

𝐶𝑅̂,𝐼𝐽
−  Concentração calculada à direita da face 𝐼𝐽 

𝑆𝐿̂
∗ Limitador de inclinação relacionado ao volume de controle 𝐿̂  

𝑆𝑅̂
∗  Limitador de inclinação relacionado ao volume de controle 𝑅̂ 

∆𝐶𝐿̂
𝑏𝑤𝑑 Operador de diferenças para trás 

𝐶
𝑅̂
𝑓𝑤𝑑

 Operador de diferenças para frente 

𝑑𝐿̂𝑅̂ Vetor posição entre dois centroides de volumes de controle adjacentes 



 
 

 
 

𝑆𝐼𝐽
𝐿̂  Limitador de Van Albada aplicado na face 𝐼𝐽 relativo ao volume de 

controle 𝐿̂ 

𝑆𝐼𝐽
𝑅̂  Limitador de Van Albada aplicado na face 𝐼𝐽 relativo ao volume de 

controle 𝑅̂ 

𝑆𝑖̂ Limitador de Woodfield 

𝐶𝐹𝐿 Número de Courant 

𝑒𝑟𝑓𝑐 Função de erro complementar 

𝑒𝑟𝑓 Função de erro 
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1 INTRODUÇÃO 

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 

Um reservatório de petróleo é um meio poroso que contém hidrocarbonetos, e 

a recuperação destes hidrocarbonetos geralmente tem sido subdivida em três etapas 

(EWING, 1983; FANCHI, 2001). A recuperação primária, que consiste em quantidades 

de hidrocarboneto recuperadas pela própria energia do reservatório. A recuperação 

secundária, que consiste em impor pressão nos poços injetores, e.g., a partir da 

injeção de água para continuar recuperando o hidrocarboneto aprisionado. A 

recuperação terciária, que consiste na utilização de técnicas avançadas como, e.g., 

injeção de gases miscíveis, fluidos químicos e energia térmica para tentar produzir o 

hidrocarboneto restante sem alterar as propriedades abruptamente. Nesse sentido, a 

indústria de petróleo depende de a capacidade do fluido manar através das rochas 

porosas do reservatório, em que se encontra aprisionado (FANCHER, 1956). Assim, 

uma avaliação adequada do escoamento de fluidos no interior dos reservatórios de 

petróleo, quando submetido à diferentes etapas de recuperação, permite a economia 

de recursos e a maximização dos lucros por parte das empresas petrolíferas (ROSA; 

CARVALHO; XAVIER, 2006). 

Os testes realizados com traçadores têm se tornado uma poderosa ferramenta 

para descrever o comportamento dos reservatórios, isto é, fornecem informações 

acerca da distribuição e trajetória dos fluidos envolvidos, identificando-se as 

características geológicas da região considerada, e, tais informações são crucias para 

o bom gerenciamento dos reservatórios, e influenciam produzindo grande impacto na 

indústria, tal como, otimizando-se a área de drenagem na recuperação secundária, 

reduzindo-se os riscos existentes e aumentando a eficiência de produção (ZEMEL, 

1995). Segundo Zemel (1995), traçadores são substâncias que são utilizadas para 

marcar fisicamente um determinado volume de fluido, tornando-se possível sua 

identificação a posteriori, através de um determinado percurso. Logo, o fluxo do 

traçador dissolvido é representado pelo movimento de um grande número de 

partículas, e cada partícula representa uma certa massa do traçador (YI; DALTABAN; 

DAWE, 1994; STALGOROVA; BABADAGLI, 2012), deve-se levar em conta que a 

substância traçadora não interage com o meio poroso, ou seja, no escoamento do 
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fluido apenas mecanismos de advecção e dispersão são considerados. Desse modo, 

o traçador injetado no fluido se move ao longo de as linhas de corrente e se dispersa 

simultaneamente, longitudinal e transversalmente, experimentando diversas 

características do fluxo num reservatório que serão refletidas na produção dos poços 

(YI; DALTABAN; DAWE, 1994). Assim, os traçadores são utilizados para caracterizar 

reservatórios de petróleo, sendo adequados na avaliação e otimização da 

recuperação secundária e terciária, e são basicamente empregados para se verificar 

a taxa de movimento do fluido injetado e produzido, determinando-se as 

conectividades internas, as estruturas de camadas, as barreiras aos fluxos e a 

eficiência de varredura, em meios altamente heterogêneos e naturalmente fraturados 

(YI; DALTABAN; DAWE, 1994; STALGOROVA; BABADAGLI, 2012; DUGSTAD et al., 

2013). 

As primeiras aplicações de traçadores, em meios porosos, foram desenvolvidas 

na década de 1900 para investigar o movimento de águas subterrâneas, e, na 

indústria de petróleo essas aplicações datam da década de 1950, como objetivo inicial 

a identificação da existência de comunicação entre os poços (WELGE, 1955 apud 

ZEMEL, 1995)1, à vista disso, apenas análises qualitativas eram disponíveis para 

avaliar os dados de testes com traçadores (GUAN; DU, 2004; DU; GUAN, 2005). 

Posteriormente, de acordo com Guan e Du (2004), na década de 1960, essas 

aplicações vêm a se tornarem de caráter quantitativo, através de modelos semi-

analíticos apresentados por Brigham e Smith (1965) e modelos analíticos decorrentes 

de Abbaszadeh-Dehghani e Brigham (1984). Atualmente, emprega-se os traçadores 

tanto em caráter qualitativo quanto em caráter quantitativo, sendo possível esta 

concordância, a partir de trabalhos como Melo, Holleben e Almeida (2001); Du e Guan 

(2005). As informações qualitativas estão relacionadas com as interconectividades 

entre poços produtores e/ou injetores, características direcionais e heterogeneidades, 

presenças de falhas, fraturas naturais, barreiras, pinch-out e outras peculiaridades 

existentes nos reservatórios (ABBASZADEH-DEHGHANI; BRIGHAM, 1984; GUAN; 

DU, 2004; DU; GUAN, 2005; AL-QASIM et al., 2019), por outro lado, as informações 

quantitativas estão relacionadas com o tempo de residência do fluido no reservatório, 

as velocidades relativas entre diferentes fluidos investigados (ver esquema da Figura 

1), a distribuição do fluido injetado e o volume varrido (GUAN; DU, 2004; AL-QASIM 

 
1 WELGE, H. E. Super sleuths trace flow of injected gas. Oil & Gas Journal, [S.l.], p. 77-79, ago. 1955. 
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et al., 2019). Sendo assim, as informações qualitativa e quantitativa são extremamente 

úteis e complementares para o bom gerenciamento de reservatórios. 

Figura 1 – Esquema da aplicação de teste com traçadores entre poços produtor e injetor para 
recuperação de óleo melhorada (IOR – Improved Oil Recovery) na indústria de petróleo 

 

Fonte: Al-Qasim et al. (2019, p. 3). 

Nesse cenário, o advento do computador trouxe uma ferramenta bastante 

utilizada na área de engenharia de reservatórios: a simulação computacional (ou 

simulação de reservatórios) que combinam a física, a matemática, a engenharia de 

reservatório e a programação de computadores para compreender as complexidades 

do escoamento de fluidos que acontecem nos reservatórios e nos poços produtores e 

injetores (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001). Dessa forma, a simulação 

computacional pode fornecer um melhor entendimento da geologia do reservatório e 

do fluxo de fluidos no interior do mesmo, possibilitando realizar previsões do 

comportamento do reservatório, das estimativas de volumes originais, dos volumes 

recuperáveis e das reservas disponíveis (THOMAS, 2001). 

Do ponto de vista de algumas das maiores empresas de energia do mundo, 

existe um valor estratégico na simulação de reservatórios, pois é primordial 

desenvolver e aplicar as mais recentes tecnologias de simulação que fornecem uma 

vantagem competitiva entre as empresas (GILMAM; OZGEN, 2013). Por isso, esta 

ferramenta se tornou padrão e amplamente utilizada na indústria de petróleo moderna, 

já que o engenheiro de reservatórios pode simular diversos cenários de explotação, 

locações de poços de produção e de injeção, e a partir dos resultados obtidos, busca-

se aquela solução que proporcione a maximização do fator de recuperação e 

minimização de riscos envolvidos na produção (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 

2001; CHEN, 2007; GILMAN; OZGEN, 2013). É sabido que, no Brasil, as maiores 



39 
 

 
 

reservas de petróleo estão presentes na camada do Pré-sal, esta zona geológica é de 

caráter muito heterogêneo e anisotrópico, praticamente sem um padrão conhecido, 

devido à presença de sal, falhas geológicas, pinch-out, canais, cavernas, carstes, 

entre outras (LUCIA, 2007; CHANG et al., 2008; RICCOMINI; SANT’ANNA; 

TASSINARI, 2012; MORAIS, 2013). Dessarte, o comportamento com respeito a 

recuperação de óleo nessa região é completamente desconhecido pela indústria 

petrolífera dificultando a replicação de modelos físicos e geológicos conhecidos, 

adotados em outros reservatórios de petróleo (MORAIS, 2013). Nesse contexto, o 

engenheiro de reservatórios tem que afrontar desafios associados à modelagem de 

geometrias complicadas, resultantes da presença de características geológicas 

complexas e da análise numérica dos processos envolvidos no escoamento dos 

fluidos em tais reservatórios (CARVALHO, 2005; CANNON, 2018). 

Sob outra perspectiva, para se obter as informações necessárias para um bom 

gerenciamento de reservatório e representar os fenômenos físicos de maneira 

adequada, baseia-se no conhecimento do comportamento da substância traçadora no 

meio poroso, assim, o simulador numérico empregado deve ser suficientemente 

robusto e acurado para simular o comportamento adequado do traçador no domínio 

estudado (GILMAM; OZGEN, 2013; ISLAM et al., 2016; RAMIREZ, 2018). Contudo, 

sabe-se que as soluções numéricas fornecidas pelos simuladores comerciais são 

limitadas ao modelar o transporte de solutos traçadores, principalmente em meios 

altamente heterogêneos e anisotrópicos, no entanto, tais simuladores são bastante 

eficientes computacionalmente (BECKNER et al., 2001; ISLAM et al., 2016; 

RAMIREZ, 2018; BODIN, 2020). Desse modo, evidencia-se que a principal motivação 

para se desenvolver o estudo desta dissertação de mestrado é justamente apresentar 

formulações numéricas alternativas, com boas propriedades de robustez e acurácia 

baseado no Método dos Volumes Finitos (MVF), para poder simular e estudar o 

transporte de solutos traçadores no interior de reservatórios. Assim, conhecendo-se a 

dinâmica dos traçadores em meios porosos, é possível descrever e analisar o 

comportamento do escoamento de fluidos em reservatórios heterogêneos e 

anisotrópicos. 
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1.2 ESTADO DA ARTE 

 

O início da análise racional do fluxo num meio poroso ocorreu, em 1856, por 

Henry Philibert G. Darcy, que publicou um trabalho de grande relevância para o estudo 

de escoamentos em meios porosos (BROWN, 2002; SIMMONS, 2008). Inicialmente, 

o estudo desse tipo de escoamento era realizado de maneira empírica e foi 

gradualmente substituído por descrições teóricas dos fenômenos (HÁLEK; ŠVEC, 

1979; BROWN, 2002). Com a introdução da lei de Darcy no campo da hidráulica e 

hidrologia de águas subterrâneas, permitiu-se medir racionalmente a dinâmica do 

escoamento em meios porosos (BROWN, 2002). A equação da lei de Darcy foi 

generalizada para permitir soluções de equações diferenciais, fluxo insaturado e fluxo 

multifásico (BROWN, 2002), essa lei é a base para muitos cálculos na engenharia, em 

particular na engenharia de reservatórios de petróleo (FANCHER, 1956). De outra 

parte, o fluxo difusivo foi quantificado matematicamente por Fick (1855), em que o 

mesmo adotou um processo análogo à transferência de calor por condução 

proveniente da equação desenvolvida anteriormente por Fourier (1822). 

De modo geral, a equação de advecção-dispersão-reação (ADR) descreve o 

transporte de um soluto, que pode representar o transporte de traçador (ou 

contaminante) injetado num meio poroso, heterogêneo e anisotrópico, saturado por 

um fluido (SUN, 1996 apud CHIVATA, 2016)2. Devido à complexidade das 

propriedades existente no fluido e no meio poroso, encontrar soluções analíticas da 

equação de ADR ainda é um desafio, no entanto, para poder resolver esta equação é 

possível utilizar algum método numérico, que consiste em substituir as derivadas 

existentes por expressões algébricas (processo de discretização), permitindo-se 

resolver computacionalmente a equação mencionada (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; 

KING, 2001; MALISKA, 2004; ISLAM et al., 2016). Os métodos numéricos são mais 

gerais em suas aplicações, e, se provaram ser altamente bem-sucedidos na obtenção 

de soluções de certas equações diferenciais para situações de reservatórios com 

características complexas (PEACEMAN, 1977; ISLAM et al., 2016). Diversos métodos 

numéricos foram desenvolvidos para resolver numericamente a equação de ADR e, 

consequentemente, estudar o comportamento delas, sendo que alguns dos primeiros 

 
2 SUN, N.-Z. Mathematical modeling of groundwater pollution. New York: Springer-Verlag, 1995. 
377 p. ISBN: 978-1-4757-2560-5. 
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modelos numéricos foram propostos por Peaceman (1977), Voss (1984), Nofziger et 

al. (1989), Healy (1990), e Yeh et al. (1993). No entanto, um dos métodos numéricos 

mais antigos que foi utilizado para resolver as equações diferenciais de fluxos de 

fluidos é o Método das Diferenças Finitas (MDF), particularmente este método foi 

amplamente implementado em simuladores comerciais da indústria petrolífera, devido 

sua simplicidade e baixo custo computacional no processamento de dados 

(PEACEMAN, 1977; ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001; ISLAM et al., 2016). O 

MDF é utilizado para aproximar as derivadas parciais sobre um domínio discretizado 

formado por pontos que são denominados elementos, e, usualmente esse domínio 

também é apontado na literatura como domínio computacional o qual é formado por 

um conjunto de estêncis. Este método é baseado em expansões da série de Taylor, e 

é caracterizado por sua facilidade de implementação e robustez em problemas onde 

as direções principais dos coeficientes tensoriais são alinhadas com a malha 

(AAVATSMARK, 2002; CHEN; HUAN; MA, 2006; AAVATSMARK, 2007). Segundo 

Carvalho (2005), o MDF dificulta a utilização de procedimentos de adaptação 

automática de malhas, os quais são naturalmente incorporados aos métodos capazes 

de lidar com malhas não estruturadas, como o Método dos Elementos Finitos (MEF) 

ou o MVF. 

O MEF foi desenvolvido inicialmente para realizar análises estruturais estáticas 

e, posteriormente, análises estruturais dinâmicas, todavia este método em sua forma 

clássica pode não se comporta bem ao lidar com a conservação local de propriedades, 

isto é, no sentido das leis de conservação da física, como massa, energia e momento 

(CLOUGH, 1990; FUNG; HIEBERT; NGHIEM, 1992; HUGHES et. al., 2000; 

COCKBURN; GOPALAKRISHNAN; WANG, 2007; SUN; LIU, 2009). À vista disso, 

Garcia (1997) empregou o MEF de Galerkin para tratar problemas de escoamentos 

de fluidos miscíveis em reservatórios de petróleo – mais especificamente – o método 

foi utilizado para calcular preliminarmente o campo de pressões e, em seguida, 

calcular o campo de velocidades como consequência de técnicas de pós-

processamento para impor determinada conservação de massa ao método. Além 

disso, a concentração do traçador foi discretizada espacialmente através de uma 

formulação de Petrov-Galerkin (SUPG – Streamline Upwind Petrov-Galerkin) com 

parâmetro de estabilização, pois as funções-peso descontínuas resultantes do método 

clássico de Galerkin introduz perturbações as quais atuam na direção das linhas de 
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corrente no nível dos elementos (GARCIA, 1997). Em contrapartida, os autores 

Cockburn, Gopalakrishnan e Wang (2007), levando-se em consideração as limitações 

presentes no método clássico de Galerkin para aproximar fluxos de forma 

conservativa, utilizaram uma técnica de pós-processamento dividida em duas etapas 

os quais seus resultados apresentam satisfatórias convergências e acurácias. Em 

alternativa, Sun e Liu (2009) propõem um MEF localmente conservativo baseado no 

melhoramento da aproximação espacial do MEF de Galerkin Contínuo (MEFGC) com 

utilização de funções constantes elemento a elemento, denominado MEF de Galerkin 

Enriquecido (MEFGE) que utiliza uma formulação fraca semelhante à do MEF de 

Galerkin Descontínuo (MEFGD), mas com um número menor de graus de liberdade 

do que o MEFGD, a fim de constatar as vantagens do método, os autores apresentam 

resultados de simulações de fluxos e transportes acoplados em meios porosos. 

Outro método de grande destaque é o MVF, este método conserva as 

propriedades tanto no nível local quanto global (MALISKA, 2004). Neste método, é 

necessário selecionar a aproximação de integrais de volume e/ou superfície, 

utilizando-se a forma integral das equações governantes como ponto de partida e, 

assim, a equação que inicialmente era definida sobre um domínio contínuo, agora está 

definida sobre um domínio discreto, em outras palavras, o domínio estudado é 

subdividido em um número finito de VC (FERZIGER; PERIĆ, 2002). De acordo com 

Carvalho (2005), não existe uma metodologia unificada e generalizada do MVF, que 

se permita construir um método de ordem qualquer (no sentido de aproximação por 

polinômio de Taylor), e com características conservativas, ao qual se pode fazer uso 

de qualquer tipo de malha. O MVF Centrados nas Células (MVFCC) é uma variação 

do MVF, e possui as mesmas características deste, com a particularidade de 

armazenar os graus de liberdade nos centroides das células (CONTRERAS, 2012). 

Rees et al. (2004) apresentam uma aplicação de um MVF computacionalmente 

eficiente para modelar fluxo de águas subterrâneas em solos saturados-insaturados, 

este método é centrado no vértice, e utiliza um algoritmo baseado na aresta (vertex-

centred edge-based finite volume) sobre malhas estruturadas e não estruturadas. 

Lewis, Masters e Rees (2006) apresentaram modelos, acoplados e desacoplados, de 

transporte de contaminantes através de aquíferos pela aplicação de um MVF baseado 

em arestas e centrada no vértice. 
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Particularmente, para resolver numericamente o transporte de solutos em 

meios porosos, diversas metodologias numéricas foram propostas na literatura, e 

várias delas já foram implementadas através de softwares comerciais como, por 

exemplo: FEFLOW (2017), tNavigator (2017), Nexus (2018), MODFLOW (2019), 

COMSOL Multiphysics (2019), ECLIPSE (2020). Nesse contexto, Rao e Hathaway 

(1989) desenvolveram um modelo de célula de mistura para o transporte de solutos 

tridimensional com base em princípios de conservação da massa de água e soluto. 

Neste método, assume-se que o fluxo em cada VC considerado advém apenas dos 

VC adjacentes e/ou das condições de contorno, de modo que não existem gradientes 

de concentração dentro de determinado VC, logo qualquer quantidade que entra neste 

VC se dispersa ao longo deste e, portanto, o fluxo de saída tem a mesma 

concentração do próprio VC (CAMPANA, 1975). O modelo de célula de mistura, 

aplicado na simulação numérica da equação de transporte convectivo, pode simular 

alterações na qualidade da água devido ao transporte por convecção em águas 

subterrâneas, no entanto, o mesmo apresenta uma dispersão numérica que tem 

efeitos semelhantes à dispersão física, muitas vezes referida como dispersão artificial 

(RAO; HATHAWAY, 1989). Yeh et al. (1993) desenvolveram um modelo bidimensional 

utilizando o MEF para simular o transporte de um soluto quimicamente reativo. Yu e 

Singh (1995) fizeram modificações no MEF de Galerkin para mitigar os problemas 

presentes nas soluções numéricas (e.g.: oscilações numéricas, dispersão artificial) 

que surgiam em fluxos dominados por advecção num sistema de fluxos de águas 

subterrâneas. Segundo Li (1996), o transporte de soluto em solo arenoso é dominado 

pela advecção, resultando-se em oscilações e difusão numérica quando se utiliza 

métodos convencionais (e.g.: MDF upwind, Crank-Nicolson, Lax-Wendroff) para este 

tipo de problema. Desse modo, Li (1996) apresenta uma metodologia para superar 

essas dificuldades numéricas, assim, o fluxo de água é resolvido por meio de um MEF 

linear e o transporte do soluto é resolvido utilizando um esquema baseado em 

características conservativas de seis pontos de quarta ordem (6P4O – Six-Point 

Fourth-Order)3 com um limitador de fluxo e, conforme os resultados apresentados pelo 

autor, esta metodologia mitiga as limitações encontradas nos métodos convencionais. 

 
3 O método 6P4O é fundamentado no método das características em que se utiliza uma combinação 
sofisticada de três polinômios cúbicos para aproximar a solução do problema (LI, 1996). Para mais 
detalhes do referido método, recomenda-se consultar Yu e Li (1994). 
YU, T. S.; LI, C. W. Efficient higher-order backward characteristics schemes for transient advection. Int. 
J. Numer. Methods Fluids, [S.l.], v. 19, n. 11, p. 997-1012, dec. 1994. DOI: 10.1002/fld.1650191104. 
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Por outro lado, Siegel et al. (1997) resolveram a equação de advecção-difusão por um 

método baseado em elementos finitos descontínuos para discretizar o termo advectivo 

e uma aproximação mista é usada para o termo difusivo da equação de transporte de 

soluto em meio poroso. Sun (1996) e Kovarik (2000) apresentam, separadamente, 

metodologias numéricas para resolver equações de ADR com dispersão 

hidrodinâmica, tais métodos são fundamentados no MDF e no MEF, respectivamente. 

Hossain e Yonge (1997) investigaram a acurácia e a estabilidade de alguns métodos 

baseados em MEF aplicados no transporte de contaminantes em águas subterrâneas. 

No contexto de traçadores, Wu e Pruess (2000) desenvolveram uma abordagem para 

modelar o transporte de traçadores através de rochas fraturadas heterogêneas em um 

sistema multifásico não isotérmico, incorporando-se um tensor de dispersão 

hidrodinâmica completo, com o uso tridimensional de malhas estruturadas e não 

estruturadas. 

Rubio, Zalts e El Hasi (2008) desenvolveram um método, baseado no número 

de Damköhler, para resolver a equação de ADR, que permite simular e ajustar dados 

experimentais para processos de transporte com reações lentas e rápidas, além disso, 

os resultados foram melhorados incorporando-se uma segregação espacial de 

reagentes. O número de Damköhler (𝐷𝑎 ≡ 𝑡𝐴 𝑡𝑅⁄ ) indica se a advecção ou a reação é 

o fenômeno físico dominante, onde 𝑡𝐴 e 𝑡𝑅 representam, nesta ordem, os tempos de 

advecção e reação característicos (RUBIO, ZALTS; EL HASI, 2008). Se 𝐷𝑎 ≫ 1, então 

a reação acontece mais rápida do que a advecção, dificultando-se sua simulação 

numérica devido ao aumento do custo de tempo computacional (RUBIO, ZALTS; EL 

HASI, 2008). Por outro lado, Nunez et al. (2012) apresentaram soluções numéricas 

para processos de injeção em meios porosos, propondo-se o método denominado 

Stabilized Dual Hybrid Mixed (SDHM), a fim de computar eficientemente o campo de 

velocidades, e para a equação de concentração de traçadores é levado em conta um 

MEF estabilizado (SUPG), que utiliza uma aproximação espacial combinada com um 

MDF para trás no tempo. 

Em meados da década de 1990, surge uma nova família de métodos 

conservativos capazes de tratar fluxos em meios porosos, denominada Multi-Point 

Flux Approximation (MPFA), que calcula os fluxos nas faces lidando com estêncis de 

múltiplos pontos, em contraste com o método Two-Point Flux Approximation (TPFA), 

que calcula os fluxos unicamente por meio de dois pontos (AAVATSMARK et al., 
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1998a, 1998b; CARVALHO, 2005). Primeiramente, Crumpton, Shaw e Ware (1995) 

aplicaram o TPFA para demonstrar que este método se limita à utilização de malhas 

uniformes e que tem dificuldades para lidar com meios heterogêneos formado por 

tensores não diagonais e descontinuidades acentuadas. Por outro lado, os autores 

Aavatsmark et al. (1998a, 1998b) e Edwards e Rogers (1998) propuseram os 

fundamentos da metodologia MPFA que utiliza mais pontos que o TPFA, assim, os 

autores mostraram melhorias na acurácia em relação a este, e o MPFA também se 

mostrou ser capaz de lidar com malhas diversas e tensores não diagonais e 

completos. Posto isto, os métodos do tipo MPFA têm características de ser localmente 

conservativos lidando adequadamente tanto com malhas estruturadas quanto não 

estruturadas, como também, os mesmos lidam adequadamente com meios 

heterogêneos e anisotrópicos (AAVATSMARK et al., 1998a, 1998b; EDWARDS; 

ROGERS, 1998; CARVALHO, 2005). De modo geral, os métodos MPFA dividem cada 

VC em subcélulas e considera-se uma variação linear da variável dependente dentro 

de cada subcélula e, além disso, impõe-se restrições adicionais sobre o fluxo a fim de 

garantir continuidade entre as faces dos VC e subcélulas adjacentes (CARVALHO, 

2005). 

Na literatura, tem-se disposto diversos métodos lineares do tipo MPFA, 

descritos detalhadamente por seus respectivos autores, cita-se alguns: MPFA-O e 

MPFA-U que foram os primeiros apresentados por Aavatsmark et al. (1998a), MPFA-

L (AAVATSMARK et al., 2008), MPFA-FPS (EDWARDS; ZHENG, 2008), MPFA-G 

(AGÉLAS; DI PIETRO; DRONIOU, 2010). Apesar das vantagens inerentes aos 

métodos do tipo MPFA – em suas formas clássicas e lineares – são não monótonos 

ao lidar com tensores completos ou com malhas poligonais em geral (LIPNIKOV et al., 

2007; GAO; WU, 2013). Nesse sentido, Eigestad e Klausen (2005) propuseram 

modificações no método MPFA-O, com o objetivo de transformar o sistema 

condicionado a uma matriz-M e, portanto, assegurar monotonicidade nas soluções. A 

posteriori, surge o método denominado Enriched Multi-Point Flux Approximation 

(EMPFA) como uma alternativa capaz de reduzir as oscilações numéricas 

correlacionadas à aproximação pobre do gradiente de pressão do fluxo devido à 

extrapolação das incógnitas próximo às superfícies de controle (CHEN et al., 2008). 

Segundo Contreras (2017), embora os métodos clássicos do tipo MPFA tenham 

melhorado bastante sua robustez, tais métodos ainda não são capazes de reproduz 



46 
 

 
 

adequadamente soluções de problemas mais desafiadores. Nesse contexto, 

Contreras (2017) mostrou que os métodos lineares MPFA-H e MPFA-HD são capazes 

de mitigar as oscilações espúrias e preservar a positividade da solução, em problemas 

que envolvem meios porosos altamente heterogêneos e anisotrópicos. 

Sob outra perspectiva, Chivata (2016) apresentou uma metodologia do MVFCC 

para modelar o transporte de solutos traçadores, reativos e não reativos, que são 

dissolvidos em escoamentos monofásicos no interior de meios porosos. O autor 

realizou a discretização dos termos elípticos da equação de ADR através do método 

MPFA-D (Multi-Point Flux Approximation with a Diamond stencil), assim como, a 

discretização do termo hiperbólico aconteceu através dos métodos FOU (First Order 

Upwind) e MUSCL (Monotonic Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws). 

Os testes das formulações propostas por Chivata (2016) foram realizados através de 

estudos de casos com características uni e bidimensionais, resolvendo-se problemas 

de benchmark da literatura, sob diversas situações: problemas fortemente advectivos 

ou fortemente dispersivos, considerando-se ou não termos de fonte, em meios 

porosos homogêneos ou heterogêneos. A metodologia apresentada por Chivata 

(2016) apresentou potencial para simular escoamentos em malhas não estruturas, ou 

geometrias complexas, assim como para escoamentos multifásicos em meios porosos 

heterogêneos e suavemente anisotrópicos. Entretanto, como foi demonstrado em 

Contreras (2012) e Contreras, Lyra e Carvalho (2019), o MPFA-D não é monótono ao 

lidar com meios altamente heterogêneos e anisotrópicos, apresentando-se 

dificuldades ao lidar com malhas severamente distorcidas. Nesse cenário, justifica-se 

o estudo de novas metodologias capazes de mitigar estas limitações mencionadas. 

Segundo os autores Lipnikov et al. (2007), Yuan e Sheng (2008) e Contreras, 

Lyra e Carvalho (2019), um método numérico para ser considerado como ideal na 

resolução de problemas de escoamento em meios porosos, precisa-se satisfazer as 

seguintes propriedades: 

a) reproduzir soluções exatamente lineares por partes, em problemas que têm 

soluções analíticas lineares; 

b) deve ser capaz de lidar com malhas não estruturadas e poligonais de formas 

genéricas que podem ser severamente distorcidas; 

c) permitir o uso de tensores altamente anisotrópicos em meios porosos 

heterogêneos; 
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d) ter uma acurácia de segunda ordem ou superior para soluções suaves; 

e) ser localmente conservativo, ou garantir a continuidade do fluxo normal 

através das interfaces entre os volumes de controle; 

f) ser monótono, isto é, satisfazer o princípio do máximo discreto (DMP – 

Discrete Maximum Principle) ou preservar a positividade da solução 

diferencial. 

Dessarte, os métodos numéricos que conseguirem incorporar o maior número 

de propriedades, citadas anteriormente, apresentam soluções numéricas mais 

acuradas. À vista disso, no presente trabalho, apresenta-se uma metodologia 

numérica alternativa baseada no MVF para resolver a equação de ADR, onde os 

termos da dispersão hidrodinâmica (termo elíptico) e da velocidade de escoamento 

(termo hiperbólico) da referida equação serão resolvidos por meio de um MVF 

denominado MPFA Quasi-Local (MPFA-QL) o qual foi aplicado anteriormente por 

Contreras, Lyra e Carvalho (2019) para resolver problemas de fluxos difusivos em 

meios porosos, utilizando-se malhas poligonais quaisquer. As vantagens deste 

método dá-se pela utilização de um estêncil quase local, no qual se baseia na 

decomposição da conormal e por sua estratégia de interpolação linear por partes (ver 

detalhes na seção 3.1), logo, este método é capaz de reproduz soluções lineares por 

partes quando o problema tem solução exata linear, podendo-se lidar com meios 

heterogêneos e altamente anisotrópicos, e também, com malhas não estruturadas e 

severamente distorcidas (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019). Basicamente, o 

método MPFA-QL calcula os fluxos laterais em cada superfície de controle, logo o 

fluxo único na superfície de controle é escrito como combinação convexa dos fluxos 

laterais, obtendo-se uma representação compacta do fluxo sobre a superfície de 

controle, respeitando-se a lei de conservação local. Nesse método, as variáveis 

auxiliares estão localizadas nos vértices da malha que, por sua vez, são expressas no 

centroide do VC através de uma estratégia de interpolação linear proposta por Gao e 

Wu (2011), assim, por consequência, o MPFA-QL se torna do tipo centrado totalmente 

no VC. De outra forma, o termo da concentração presente no termo de advecção da 

equação de ADR é discretizado por um método de primeira ordem do tipo upwind (i.e., 

FOU) (ver seção 3.1.4.1), e até onde se sabe, este método é altamente robusto no 

tratamento de descontinuidades, além de produz soluções numéricas sem oscilações 

numéricas próximo às mesmas, contudo, este método produz soluções com excessiva 
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difusão numérica e isto pode dificultar a análise e predição adequadas do 

comportamento de traçadores no interior dos reservatórios. Então, para poder superar 

esta desvantagem, também, adota-se um método de mais alta ordem (i.e., MUSCL, 

ver seção 3.1.4.2), pois produz resultados numéricos com menor quantidade de 

difusão numérica. Entretanto, perto das descontinuidades, os métodos de alta ordem 

(considerando-se a expansão em series de Taylor) em sua forma original produz 

oscilações numéricas indesejáveis, desse modo, necessita-se utilizar algum limitador 

que auxilie evitar ou minimizar essas oscilações. Por esse motivo, aplica-se o limitador 

de Van Albada como limitador de face, e para se verificar uma melhoria na estabilidade 

do método numérico, também, aplica-se o limitador de Woodfield como limitador de 

VC. E, finalmente, a discretização temporal da equação de ADR será realizada por 

meio de um método de Euler explícito. 

 

1.3 OBJETIVO GERAL 

 

O principal objetivo desta pesquisa é adotar métodos numéricos baseados em 

formulações de volumes finitos para fornecer soluções numéricas da equação de 

advecção-dispersão-reação. 

 

1.4 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

Os objetivos específicos são evidenciados a seguir: 

a) apresentar o método MPFA-QL como solução numérica do fenômeno físico 

da dispersão hidrodinâmica e das velocidades de Darcy, que acontecem no 

interior dos reservatórios; 

b) apresentar os métodos FOU e MUSCL como soluções numéricas para 

determinar as concentrações dos solutos traçadores e, portanto, calcular os 

fluxos advectivos associados à essas concentrações; 

c) representar adequadamente o termo de reação para fornecer uma solução 

completa, em casos que se tem aplicação de traçadores radioativos nos 

reservatórios; 

d) implementar os métodos numéricos apresentados, por meio de algoritmos 

elaborados na linguagem de programação MATLAB; 
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e) estudar a acurácia e robustez dos métodos apresentados, mediante 

problemas existentes na literatura (benchmarks). 

 

1.5 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO 

 

Além da presente seção (seção 1) – que tem o propósito de introduzir ao leitor 

o tema da pesquisa, detalhando-se a motivação, o estado da arte e os objetivos da 

mesma – esta dissertação de mestrado, ainda tem mais quatro seções, as referências 

e um apêndice. Na seção 2, apresenta-se os modelos matemáticos, com suas 

hipóteses simplificadoras, os quais foram utilizados nos problemas físicos de 

interesse. Na seção 3, descreve-se detalhadamente os métodos numéricos que foram 

utilizados para solucionar as equações governantes. Na seção 4, resolve-se alguns 

problemas de benchmark da literatura, e, interpreta-se seus resultados, a fim de 

validar a metodologia numérica proposta no presente trabalho. Na seção 5, aponta-se 

os principais achados e recomendações de pesquisas correlacionadas aos temas aqui 

abordados. Nas referências, expõe-se a descrição completa de outros trabalhos que 

serviram como base para esta pesquisa. E, finalmente, o Apêndice A que contém um 

fluxograma com a representação geral do algoritmo utilizado para resolver os 

problemas propostos na seção 4.
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2 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA 

 

Os modelos matemáticos das equações que governam o fluxo e o transporte 

de solutos traçadores em reservatórios de petróleo consideram que a realidade física 

possa ser representada com aproximações aceitáveis (i.e., hipóteses simplificadoras), 

de modo que muitas vezes não é praticável e nem necessário modelar os detalhes 

dos fenômenos que ocorrem no interior do reservatório (BEAR; CHEN, 2010). 

Portanto, as hipóteses consideradas neste trabalho são realizadas para o transporte 

de solutos traçadores em fluidos newtonianos que ocupa todo espaço de vazios num 

meio poroso (i.e.: reservatório) sob condições isotérmicas, as equações governantes 

para o fluxo num reservatório de petróleo são dadas pela conservação de massa, pela 

lei de Darcy e pela equação de estado, e, também, considera-se que nenhuma massa 

do fluido pode atravessar as partículas sólidas, tornando-se a parte sólida uma 

superfície para o escoamento do fluido, denominada matriz sólida (CHEN; HUAN; MA, 

2006). 

 

2.1 EQUAÇÃO DE CONSERVAÇÃO DE MASSA 

 

Assume-se que 𝛥𝑉 é um volume elementar cúbico com dimensões 𝛥𝑉 =

 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧, centrado num ponto 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧), e referenciado num sistema de 

coordenadas cartesianas 𝑥, 𝑦, 𝑧 (ver Figura 2). Considerando-se o balanço de massa 

de um componente 𝑖 no volume elementar (𝛥𝑉), e fazendo-se o uso do princípio de 

conservação de massa, obtém-se a variação de massa no volume (𝛥𝑉), ao longo do 

tempo (𝛥𝑡), igual a soma do fluxo de massa que entra (ou sai) com a produção (ou 

eliminação) desse componente 𝑖, mediante reações químicas ou outras causas (SUN, 

1996). 
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Figura 2 – Balanço de massa de um componente num volume elementar 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Com 𝜕 𝜕𝑡⁄  sendo a diferenciação do tempo, pode-se representar a acumulação 

de massa, devido ao efeito da compressibilidade por unidade de tempo, pela seguinte 

expressão (PEACEMAN, 1977; CHEN; HUAN; MA, 2006): 

 
𝜕(∅𝜌𝑖)

𝜕𝑡
𝛥𝑉, (1) 

em que a remoção de massa no volume elementar (𝛥𝑉), isto é, o decréscimo (ou 

acúmulo) de massa devido ao termo de fonte 𝑄𝑖 (massa por unidade de volume por 

unidade de tempo) do componente 𝑖, é dada por: 

 −𝑄𝑖𝛥𝑉. (2) 

Empregando-se o conceito de limite, com 𝛥𝑉 → 0 e 𝛥𝑡 → 0, a equação de 

conservação de massa de um componente 𝑖 na solução, em um meio poroso, é dada 

por (PEACEMAN, 1977; SUN, 1996; CHEN; HUAN; MA, 2006): 

 

[
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑖𝜈𝑖|𝑥) 𝑑𝑥] 𝑑𝑦 𝑑𝑧 𝑑𝑡 + [

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑖𝜈𝑖|𝑦) 𝑑𝑦] 𝑑𝑥 𝑑𝑧 𝑑𝑡

+ [
𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑖𝜈𝑖|𝑧) 𝑑𝑧] 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑡 = 𝑄𝑖 𝑑𝑉𝑑𝑡 − [

𝜕(∅𝜌𝑖)

𝜕𝑡
𝑑𝑡] 𝑑𝑉 , 

(3) 

onde 𝜌𝑖, ∅ e 𝜈𝑖 representam, respectivamente, a massa específica do fluido, a 

porosidade e a velocidade de Darcy do escoamento do fluido em relação ao 

componente 𝑖. De outra parte, 𝑄𝑖 representa o termo de fonte (ou sumidouro) 

relacionado ao componente 𝑖. Essa mesma regra pode ser aplicada a todos os 

componentes 𝑖 do sistema de fluidos (SUN, 1996). 
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Reorganizando-se a Eq. (3), e usando as seguintes relações: 

  𝑄 =∑𝑄𝑖

𝑁

𝑖=1

, 𝜌 =∑𝜌𝑖

𝑁

𝑖=1

 e 𝜌𝜈 =∑𝜌𝑖𝜈𝑖

𝑁

𝑖=1

, (4) 

obtém-se a equação da conservação de massa, para todo o sistema de fluidos, torna-

se: 

𝜕(∅𝜌)

𝜕𝑡
= 𝑄 − 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝜈), (5) 

onde 𝑁 representa quantos componentes estão sendo considerados no balanço de 

massa. Essa equação desenvolvida (Eq. (5)), também, pode ser chamada de equação 

da continuidade (SUN, 1996). 

 

2.2 EQUAÇÃO DE DARCY 

 

Na modelagem e simulação de fluxos no interior do reservatório, a equação de 

movimento é dada na forma da lei de Darcy, que é fundamental para o transporte de 

solutos através de meios porosos (CHEN; HUAN; MA, 2006; BEAR; CHENG, 2010). 

Inúmeros experimentos, considerando-se processos monofásicos, mostram que essa 

lei indica uma relação linear entre velocidade do fluido e o gradiente de pressão da 

carga hidráulica, dada pela seguinte expressão (HELMING, 1997; CHEN; HUAN; MA, 

2006): 

 𝜈 = −
𝑲

𝜇
(𝛻𝑝 − 𝜌𝑔𝛻𝑍),  (6) 

onde 𝑝 é a pressão do fluido, 𝑲 é o tensor de permeabilidade efetiva do meio poroso, 

𝜇 é a viscosidade dinâmica do fluido, 𝜌 é a massa específica, 𝑔 é a magnitude da 

aceleração gravitacional e 𝑍 é a coordenada na direção de 𝑔⃗. E, a velocidade de 

escoamento, 𝜈, é aquela que massa do soluto experimenta ao ser transportado pelo 

fluido analisado no meio poroso (BATU, 2006; BEAR; CHENG, 2010). 

 

2.3 EQUAÇÃO DA PRESSÃO 

 

Substituindo-se a equação da velocidade de escoamento do fluido, Eq. (6), na 

equação de conservação de massa, Eq. (5), obtém-se: 
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𝜕(∅𝜌)

𝜕𝑡
= −𝑑𝑖𝑣 {𝜌 [−

𝑲

𝜇
(𝛻𝑝 − 𝜌𝑔𝛻𝑍)]} + 𝑄. (7) 

Considerando-se que o fluido e a rocha são incompressíveis, portanto, a 

porosidade e a densidade são constantes, desprezando-se os efeitos da capilaridade 

e da gravidade, e admitindo-se como valores unitários a viscosidade, obtém-se: 

 𝑑𝑖𝑣(−𝑲𝛻𝑝) = 𝑄𝑇. (8) 

A Eq. (8) é definida como a equação da pressão, onde 𝑄𝑇 = 𝑄 𝜌⁄  representa a 

vazão volumétrica específica total (m3 s⁄ , no Sistema Internacional de Unidades (SI)) 

(EWING, 1983), onde 𝑄 e 𝜌 são definidos pela Eq. (4). 

 

2.4 TRANSPORTE ADVECTIVO 

 

Para se estudar o fenômeno de advecção, admite-se um meio poroso 

completamente saturado, desconsiderando-se o efeito da difusão e da dispersão 

(BEAR; VERRUIJT, 1987). O transporte advectivo (ou transporte convectivo)4 se 

refere a uma substância transportada (e.g., traçador ou contaminante) juntamente ao 

movimento preferencial do fluido (LEVEQUE, 2004; BATU, 2006). 

O fluxo advectivo de um componente 𝑖 é simplesmente o produto da velocidade 

(𝜈) do fluido no meio poroso, que representa um fluxo volumétrico (i.e.: produto do 

volume pela área sobre determinado tempo), e a concentração de 𝑖 num volume 

considerado (CHOY; REIBLE, 2000). Assim, o fluxo advectivo pode ser definido pela 

seguinte equação: 

 F⃗⃗⃗𝐴,𝑖 = 𝜈𝐶𝑖, (9) 

sendo F⃗⃗⃗𝐴,𝑖 o fluxo advectivo ou a massa transportada por unidade de seção 

transversal de área em determinado período de tempo (unidade de medida no SI: 

kg∙m-2∙t
-1

), 𝜈 é a velocidade média de escoamento do fluido, e 𝐶𝑖 é a concentração do 

soluto, estabelecida como a massa do soluto pelo volume da solução (BEAR, 1972; 

CHOY; REIBLE, 2000; LEVEQUE, 2004). Portanto, a equação de advecção, Eq. (9), 

modela o fenômeno físico de advecção associado ao soluto traçador (substância 

 
4 Os termos “advecção” e “convecção” são utilizados indiscriminadamente na literatura de análise 
numérica (HUNDSDORFER; VERWER, 2003). 
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numa pequena quantidade que não afeta a o escoamento do fluido) presente no fluxo 

do fluido (LEVEQUE, 2004). 

O fluxo advectivo, com auxílio da equação (6) é dado pela seguinte expressão 

(SUN, 1996; CARVALHO, 2005; CHIVATA, 2016): 

F⃗⃗⃗𝐴,𝑖 = −(𝑲𝛻𝑝)𝐶𝑖. (10) 

 

2.5 LEI DE FICK 

 

Difusão é o processo pelo qual a matéria é transportada de uma parte de um 

sistema para outro como resultado de movimentos moleculares aleatórios (CRANK, 

1975). O efeito do movimento molecular se traduz na tendência ao equilíbrio e a 

uniformidade de uma substância, uma vez que a diferença de concentração cria um 

movimento no espaço, de modo a reduzir a não homogeneidade (HIRSH, 2007). A 

difusão molecular é um processo análogo à transferência de calor por condução, 

devido aos movimentos moleculares aleatórios (CRANK, 1975). 

A lei de difusão molecular – ou lei de Fick – depende do pressuposto de uma 

relação linear homogênea entre os fluxos de massa diferencial e o gradiente da 

concentração, causados por forças motrizes que produzem o movimento da massa, 

num sistema com 𝑖-componentes (BEAR, 1972; SUN, 1996; BATU, 2006). A lei de 

Fick relaciona o fluxo da matéria, matematicamente, pela seguinte equação (BEAR, 

1972; CRANK, 1975; SUN, 1996): 

 F⃗⃗⃗𝑑𝑖𝑓,𝑖 = −𝑫𝑑𝑖𝑓𝛻𝐶𝑖, (11) 

onde F⃗⃗⃗𝑑𝑖𝑓,𝑖 é o fluxo difusivo por unidade de área de uma seção, 𝐶𝑖 é a concentração 

da substância difusa 𝑖, e 𝑫𝑑𝑖𝑓 é chamado coeficiente de difusão molecular. O sinal 

negativo, no lado direito da equação, indica que a difusão vai para o fluxo de maior a 

menor concentração (SUN, 1996; BATU, 2006; CHIVATA, 2016). 

Modificando-se a primeira lei de Fick, Eq. (11), devido à presença da fase sólida 

no escoamento, o fluxo de difusão em meios porosos saturados se torna (BATU, 

2006): 

 F⃗⃗⃗𝑑𝑖𝑓,𝑖 = −∅𝑫𝑑𝑖𝑓𝛻𝐶𝑖, (12) 

onde ∅ é a porosidade efetiva do meio poroso. 
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O coeficiente de difusão molecular é afetado, principalmente, pela tortuosidade 

do meio poroso (KOVARIK, 2000). Esse coeficiente é definido por: 

 𝑫𝑑𝑖𝑓 = 𝑫0𝝉 com 0 ≤ 𝝉 ≤ 1, (13) 

sendo 𝑫0 o coeficiente de difusão molecular da solução, e, 𝝉 o tensor de tortuosidade 

do meio poroso (KOVARIK, 2000). 

 

2.6 TRANSPORTE DISPERSIVO 

 

Considera-se um fluxo saturado, através do meio poroso, com uma porção de 

um domínio de fluxo contendo uma certa massa de soluto. Este soluto será referido 

como uma substância traçadora, que é uma porção marcada no mesmo fluido, 

podendo ser identificado por sua cor, densidade, etc. (BEAR, 1972). 

Experiências mostram que traçadores se espalham gradualmente e ocupam 

uma porção cada vez maior no domínio do fluxo, além de ocupar uma região maior 

que o fluxo médio (BEAR, 1972). Esse fenômeno de espalhamento é chamado de 

dispersão hidrodinâmica (dispersão, deslocamento miscível) num meio poroso 

(BEAR, 1972). A dispersão hidrodinâmica é o resultado combinado de dois processos 

de transporte de massa no meio poroso: dispersão mecânica e difusão molecular 

(SUN, 1996). Num fluido multicomponente, o transporte do componente 𝑖 pode ser 

resolvido em duas partes: uma é o transporte juntamente ao fluido por advecção, 

seguindo a velocidade média do fluxo e a outra é a difusão molecular, causada pelo 

gradiente de concentração do componente no fluido (SUN, 1996). 

A dispersão hidrodinâmica é um processo irreversível e não estável (de modo 

que a distribuição inicial do traçador não pode ser obtida revertendo-se o sentido de 

escoamento do fluido) na qual a massa do soluto traçador se mistura com a porção 

não marcada do fluido (BEAR, 1972). A dispersão é, outrossim, representada como 

um fenômeno macroscópico, mas as causas reais acontecem na interação da 

microestrutura complexa do meio poroso e o movimento não uniforme do fluido (SUN, 

1996; DELLEUR, 1999). 

A interação entre a superfície sólida da matriz porosa e o líquido pode assumir 

várias formas: adsorção de partículas traçadoras na superfície sólida, deposição, 

solução, troca iônica, etc. Todos esses fenômenos causam alteração na concentração 

do traçador que flui no líquido (BEAR, 1972). Define-se como um traçador ideal, 
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aquele que é inerte em relação ao meio líquido e sólido, e, que não afeta as 

propriedades do fluido analisado. Desse modo, a utilização desse tipo de traçador, em 

concentrações relativamente baixas, produz resultados satisfatórios para a maioria 

dos fins práticos (BEAR, 1972). 

Experimentos realizados em campos e laboratórios mostraram que a dispersão 

hidrodinâmica pressupõe que tanto o fluxo de difusão molecular (F⃗⃗⃗𝑑𝑖𝑓,𝑖) quanto o fluxo 

de dispersão mecânica (F⃗⃗⃗𝑑𝑖𝑠𝑝,𝑖) (ou simplesmente fluxo dispersivo), levando em conta 

um componente 𝑖, podem ser expressos na forma da lei de Fick (SUN, 1996; BATU, 

2006). Assim, o fluxo de dispersão mecânica no meio poroso pode ser calculado da 

seguinte forma: 

 F⃗⃗⃗𝑑𝑖𝑠𝑝,𝑖 = −∅𝑫𝑚𝑒𝑐𝛻𝐶𝑖, (14) 

onde 𝑫𝑚𝑒𝑐 é o coeficiente de dispersão mecânica (SUN, 1996). O sinal negativo da 

equação indica que o soluto se move em direção à zona de menor concentração 

(BATU, 2006). 

 

2.6.1 Coeficientes de Dispersão Longitudinal (𝑫𝑳) e Dispersão Transversal (𝑫𝑻) 

 

Recomenda-se (BEAR, 1972; BEAR; BACHMAT, 1990; SUN, 1996; BEAR; 

CHENG, 2010) a seguinte expressão para os coeficientes de dispersão mecânica: 

 𝑫𝑚𝑒𝑐 = 𝜶𝒊𝒋𝒎𝒏
𝜈𝑚𝜈𝑛
|𝜈|

𝑓(𝑃𝑒,𝑟) com 𝑖,𝑗,𝑚,𝑛 = 1, 2, 3, (15) 

onde 𝜶𝒊𝒋𝒎𝒏 é um componente de um tensor de quarta ordem, chamado de 

dispersividade do meio poroso (unidade de medida no SI: m), 𝜈𝑚 e 𝜈𝑛 (𝑚,𝑛 = 1,2,3) 

são componentes da velocidade média no meio poroso (BEAR; BACHMAT, 1990; 

SUN, 1996; BEAR; CHENG, 2010). A função 𝑓(𝑃𝑒,𝑟) é definida como (SUN, 1996): 

 𝑓(𝑃𝑒,𝑟) =
𝑃𝑒

𝑃𝑒 + 4𝑟2 + 2
, (16) 

onde 𝑟 é um parâmetro que descreve a forma dos canais no meio poroso, em que 

corresponde à relação entre os comprimentos característicos, na direção do fluxo e a 

normal a ele, dentro de um poro (BEAR; BACHMAT, 1990; SUN, 1996). O número de 

Péclet, 𝑃𝑒, estabelece a relação entre a taxa de transporte por advecção e por difusão 
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molecular em um meio poroso, isto é, expressa a condição predominante na dispersão 

hidrodinâmica, sendo definido por (BEAR, 1972; BEAR; BACHMAT, 1990; SUN, 1996; 

BEAR; CHENG, 2010): 

𝑃𝑒 =
𝜈𝑑

𝑫𝑑𝑖𝑓
, (17) 

onde 𝜈 é a velocidade média do fluxo nos poros, 𝑑 é o comprimento característico (ou 

canal) do poro e 𝑫𝑑𝑖𝑓 é o coeficiente de difusão da fase fluida (BEAR, 1972; SUN, 

1996; YU; JACKSON; HARMON, 1999; BEAR; CHENG, 2010). 

O tensor de dispersividade (𝜶) está relacionado com duas constantes: a 

dispersividade longitudinal 𝛼𝐿 e a dispersividade transversal 𝛼𝑇, através da seguinte 

equação (SUN, 1996): 

 𝜶 = 𝛼𝑇𝛿𝑖𝑗𝛿𝑚𝑛 +
𝛼𝐿 − 𝛼𝑇

2
(𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑛 + 𝛿𝑖𝑛𝛿𝑗𝑚), (18) 

onde 𝛿𝑖𝑗 é o delta de Krönecker, definido como: 

 𝛿𝑖𝑗 = {
0 quando 𝑖 ≠ 𝑗;
1 quando 𝑖 = 𝑗,

  (19) 

e 𝛿𝑚𝑛, 𝛿𝑖𝑚, 𝛿𝑗𝑛, 𝛿𝑖𝑛 e 𝛿𝑗𝑚 são calculados da mesma maneira que 𝛿𝑖𝑗. 

Para um fluxo tridimensional, o tensor de dispersão mecânica (𝑫𝑚𝑒𝑐) pode ser 

expresso como: 

 𝑫𝑚𝑒𝑐 = [

𝐷𝑥𝑥 𝐷𝑥𝑦 𝐷𝑥𝑧
𝐷𝑦𝑥 𝐷𝑦𝑦 𝐷𝑦𝑧
𝐷𝑧𝑥 𝐷𝑧𝑦 𝐷𝑧𝑧

] , (20) 

os componentes do tensor são definidos pelas seguintes expressões: 

 

𝐷𝑥𝑥 =
𝛼𝑇(𝜈𝑦

2 + 𝜈𝑧
2) + 𝛼𝐿𝜈𝑥

2

∅|𝜈|
, 𝐷𝑥𝑦 = 𝐷𝑦𝑥 =

(𝛼𝐿 − 𝛼𝑇)

∅|𝜈|
 |𝜈𝑥𝜈𝑦|, 

𝐷𝑦𝑦 =
𝛼𝑇(𝜈𝑥

2 + 𝜈𝑧
2) + 𝛼𝐿𝜈𝑦

2

∅|𝜈|
, 𝐷𝑦𝑧 = 𝐷𝑧𝑦 =

(𝛼𝐿 − 𝛼𝑇)

∅|𝜈|
 |𝜈𝑦𝜈𝑧|, 

𝐷𝑧𝑧 =
𝛼𝑇(𝜈𝑥

2 + 𝜈𝑦
2) + 𝛼𝐿𝜈𝑧

2

∅|𝜈|
, 𝐷𝑧𝑥 = 𝐷𝑥𝑧 =

(𝛼𝐿 − 𝛼𝑇)

∅|𝜈|
 |𝜈𝑥𝜈𝑧|. 

(21) 
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2.7 DECAIMENTO RADIOATIVO 

 

A radioatividade é resultado da desintegração natural de nuclídeos5, e o 

decaimento radioativo é um fenômeno aleatório que, para um número suficiente de 

núcleos radioativos, pode-se relacionar com a taxa de decaimento (𝑑N 𝑑𝑡⁄ ) 

proporcionalmente ao número de nuclídeos (N). Dessarte, a radioatividade (A) pode 

ser dada pela seguinte equação (ZEMEL, 1995): 

 A=
𝑑N
𝑑𝑡

= 𝛾N, (22) 

em que 𝛾 é a constante de decaimento própria de cada isótopo. 

Os isótopos radioativos são empregados em solutos traçadores para aumentar 

sua sensibilidade e selecionar os traçadores químicos que são marcados (ZEMEL, 

1995). Assim, os mesmos podem sofrer algum decaimento (decomposição, 

degradação)6 radioativo conforme são transportados no meio poroso (BEAR; 1972). 

Experimentos mostram que a concentração de uma substância radioativa 

decai, proporcionalmente, de acordo com a seguinte lei (BATU, 2006): 

 ∆𝐶𝑖 = −𝛾𝑖𝐶𝑖∆𝑡, (23) 

onde 𝐶𝑖 é a concentração do material não degradado, ∆𝐶𝑖 é a concentração que decai 

em um intervalo de tempo ∆𝑡, e 𝛾 é a constante de decaimento radioativo (unidade de 

medida no SI: s-1). Ademais, a constante de decaimento é específica para cada 

constituinte do soluto radioativo (BATU, 2006). 

 Aplicando-se o conceito de limite, ∆𝐶𝑖 → 0 e ∆𝑡 → 0, na Eq. (23) e 

rearranjando os fatores da mesma equação, pode-se escrever a mudança resultante 

da deterioração de um traçador radioativo, sem adsorção do meio poroso, pela 

seguinte expressão (BATU, 2006; BEAR, 1972; MARINO, 1974): 

 
𝜕𝐶𝑖
𝜕𝑡

= −𝛾𝑖𝐶𝑖, (24) 

 
5 Nuclídeo é uma espécie de átomo que se diferencia por seu número de massa, número atômico, e 
estado de energia nuclear, desde que sua vida média nesse estado seja duradoura o suficiente para 
ser observável (BRUIN, 1982). 
BRUIN, M. de. Glossary of terms used in nuclear analytical chemistry. Pure & Appl. Chem., Great 
Britain, v. 54, n. 8, p. 1533-1554, aug. 1982. DOI: 10.1351/pac198254081533. 
6 Os termos “degradação” e “decomposição” radioativa podem, igualmente, referir-se ao termo 
“decaimento” radioativo do soluto traçador (BATU, 2006; BEAR; 1972, tradução nossa). 
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Os traçadores radioativos são altamente detectáveis, no entanto, tais 

substâncias se deterioram ao passar do tempo, e a constante de decaimento 

radioativo 𝛾 determina qual a vida útil média do traçador (MARINO, 1974; FERRONI, 

1996). Por consequência, a escolha do soluto traçador radioativo é determinante para 

identificar a concentração do mesmo no meio poroso. 

 

2.8 EQUAÇÃO DE ADVECÇÃO-DISPERSÃO-REAÇÃO  

 

O modelo de ADR lida com a evolução temporal de substâncias químicas ou 

biológicas dentro de um fluido (e.g.: água ou ar) (SUN, 1996; HUNDSDORFER; 

VERWER, 2003; BATU, 2006). Considerando-se a variação global da concentração 

de cada componente dada pela combinação da advecção, dispersão hidrodinâmica e 

a variação de massa devido às fontes, sumidouros ou reações químicas, assumindo-

se que a porosidade efetiva é constante e unitária, obtém-se a seguinte expressão 

para a equação de ADR (SUN, 1996; HUNDSDORFER; VERWER, 2003; BATU, 

2006): 

 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝛻(𝜈𝐶) − 𝛻(𝑫𝐻𝛻𝐶) = 𝑄𝑐, (25) 

onde 𝑫𝐻 é o coeficiente de dispersão hidrodinâmica, que pode ser obtido a partir da 

soma dos coeficientes de dispersão mecânica (𝑫𝑚𝑒𝑐) e difusão molecular (𝑫𝑑𝑖𝑓) pela 

seguinte expressão: 

 𝑫𝐻 = 𝑫𝑚𝑒𝑐 +𝑫𝑑𝑖𝑓, (26) 

assim o fluxo de dispersão hidrodinâmica é definido como: 

 F⃗⃗⃗𝐻 = −𝑫𝐻𝛻𝐶. (27) 

O primeiro termo do primeiro membro da Eq. (25) representa a variação de 

concentração do soluto traçador com o tempo (𝜕𝐶 𝜕𝑡⁄ ); o segundo termo do primeiro 

membro da Eq. (25) representa o fenômeno da advecção para um soluto traçador com 

concentração 𝐶 submetido a uma velocidade média de escoamento 𝜈; o terceiro termo 

do primeiro membro da Eq. (25) representa os efeitos macroscópicos da dispersão 

hidrodinâmica; e, o primeiro termo do segundo membro da Eq. (25) representa o termo 

de fonte, sumidouro ou reação química presente no domínio estudado, que de acordo 
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com Sun (1996) este termo pode fornecer um aumento ou uma diminuição do soluto 

no sistema. 

 

2.9 CONDIÇÕES DE CONTORNO E INICIAIS 

 

O processo de simulação de um reservatório de petróleo consiste em 

representar o comportamento de um reservatório real, a partir de um modelo físico ou 

matemático (PEACEMAN, 1977). O modelo matemático usa equações diferenciais 

(i.e., equações governantes) as quais podem corresponder a um modelo físico (e.g.: 

descrever os fluxos de fluidos e o transporte de massa) usando as condições de 

contorno e iniciais apropriadas (PEACEMAN, 1977; CARVALHO, 2005; CHEN, 2007). 

A solução da equação de ADR, Eq. (25), é a distribuição de concentração 

𝐶(𝑥⃗, 𝑡), que depende da posição 𝑥⃗ e do tempo 𝑡. Para se obter uma solução particular, 

além de atender a Eq. (25), é necessário considerar as seguintes especificações 

(SUN, 1996): 

a) o domínio no espaço (Ω) e o intervalo de tempo (0,𝑇) do problema 

considerado devem ser fornecidos; 

b) devem ser fornecidos: o campo de fluxo no domínio considerado (Ω) e as 

distribuições de parâmetros relevantes na equação como a velocidade de 

escoamento (𝜈), as dispersividades longitudinal (𝛼𝐿) e transversal (𝛼𝑇), a 

tortuosidade (𝝉), a porosidade (∅), e assim por diante; 

c) as condições iniciais para o domínio (Ω) e as condições de contorno (𝛤) para 

seu limite devem ser fornecidas. 

De acordo com Sun (1996), na simulação de escoamento em meios porosos, 

existem três tipos de condições de contorno. A primeira condição de contorno se 

especifica a distribuição de concentração ao longo do contorno e é dada por (SUN, 

1996): 

 𝐶(𝑥⃗𝑐,𝑡) = 𝑔1(𝑥⃗𝑐,𝑡) com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑐 ∈ 𝛤𝐷,  (28) 

onde 𝛤𝐷 é parte do contorno de Ω, 𝑥⃗𝑐 é um ponto no contorno e 𝑔1(𝑥⃗𝑐,𝑡) é uma função 

escalar conhecida. Caso o valor da função (𝑔1) seja uma variável escalar prescrita ao 

longo do contorno (𝛤𝐷), essa condição é chamada de condição de contorno de Dirichlet 

(WENDT, 2009; JAYANTI, 2018). 
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O segundo tipo de condição de contorno associado ao transporte de soluto 

fornece um fluxo de dispersão conhecido ao longo do contorno (SUN, 1996). Essa 

condição de contorno, aplica o gradiente normal ao contorno conhecido (𝛤𝑁), 

denominada condição de contorno de Neumann (WENDT, 2009; JAYANTI, 2018). A 

expressão para este tipo de condição de contorno pode ser dada por (SUN, 1996): 

 −𝐷𝑖𝑗
𝜕𝐶

𝜕𝑥𝑗
𝑛⃗⃗𝑖|

𝑥𝑐

= 𝑔2(𝑥⃗𝑐,𝑡) com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑐 ∈ 𝛤𝑁,  (29) 

onde 𝛤𝑁 é também parte do contorno de Ω, 𝑛⃗⃗𝑖 (𝑖 = 1,2,3) são componentes do vetor 

normal unitário de 𝛤𝑁 e 𝑔2(𝑥⃗𝑐,𝑡) é uma função conhecida. 

O terceiro tipo de condição de contorno define o fluxo de transporte de soluto 

na superfície de contorno. É chamada condição de contorno de Cauchy, e é dada por 

(SUN, 1996): 

 (𝐶𝜈𝑖 − 𝐷𝑖𝑗
𝜕𝐶

𝜕𝑥𝑗
𝑛⃗⃗𝑖)|

𝑥𝑐

= 𝑔3(𝑥⃗𝑐,𝑡) com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑐 ∈ 𝛤𝐶,  (30) 

onde 𝛤𝐶 é parte do contorno de Ω e 𝑔3(𝑥⃗𝑐,𝑡) é uma função conhecida. 

Nos reservatórios de petróleo, os poços injetores e produtores são condições 

de contorno internas ao domínio, onde a vazão do fluido injetado (𝑄𝑖𝑛𝑗) nos poços 

injetores e a vazão do fluido produzido (𝑄𝑝𝑟𝑜𝑑) pelos poços produtores são 

consideradas condições de contorno de Neumann, de outra forma que a pressão nos 

poços injetores (𝑝𝑖𝑛𝑗) e produtores (𝑝𝑝𝑟𝑜𝑑) são condições de contorno de Dirichlet 

(ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001). De acordo com Ertekin, Abou-Kassem e 

King (2001), quando a fronteira do reservatório é completamente impermeável, isto é, 

se o reservatório não tem fluxo no contorno, a entrada e saída de massa se dá apenas 

pelos poços injetores e produtores, respectivamente. 

As condições de contorno associadas à pressão de um reservatório e seus 

poços injetores e/ou produtores, assim como as vazões fornecidas por estes, podem 

ser escritas como (CARVALHO, 2005; CONTRERAS, 2017): 

 𝑝(𝑥⃗𝑐,𝑡) = 𝑔4(𝑥⃗𝑐,𝑡) com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑐 ∈ 𝛤𝐷, (31) 

 𝜈(𝑥⃗𝑐,𝑡) ∙ 𝑛⃗⃗ = 𝑔5(𝑥⃗𝑐,𝑡) com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑐 ∈ 𝛤𝑁, (32) 

 𝑝(𝑥⃗𝑖,𝑡) = 𝑝𝑖𝑛𝑗  ou 𝜈(𝑥⃗𝑖,𝑡) ∙ 𝑛⃗⃗ = 𝑄𝑖𝑛𝑗  com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑖 ∈ 𝛤𝑖𝑛𝑗, (33) 
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 𝑝(𝑥⃗𝑖,𝑡) = 𝑝𝑝𝑟𝑜𝑑 ou 𝜈(𝑥⃗𝑖,𝑡) ∙ 𝑛⃗⃗ = 𝑄𝑝𝑟𝑜𝑑  com 0 < 𝑡 < 𝑇 e 𝑥⃗𝑖 ∈ 𝛤𝑝𝑟𝑜𝑑, (34) 

onde 𝑔4(𝑥⃗𝑐,𝑡) é a pressão prescrita no contorno de Dirichlet, 𝑔5(𝑥⃗𝑐,𝑡) é o fluxo prescrito 

no contorno de Neumann, e 𝑥⃗𝑖 é um ponto interno ao domínio que pode representar 

um poço injetor ou produtor. 

O domínio (Ω) pode ser representado num formato genérico (ver Figura 3), 

limitado por seu contorno dado por 𝜕Ω, que satisfaz a união dos diferentes tipos de 

condições de contorno (CHIVATA, 2016; CONTRERAS, 2017): 

 𝜕Ω = 𝛤𝐷 ∪ 𝛤𝑁 ∪ 𝛤𝑖𝑛𝑗 ∪ 𝛤𝑝𝑟𝑜𝑑,  (35) 

onde 𝛤𝐷, 𝛤𝑁, 𝛤𝑖𝑛𝑗 e 𝛤𝑝𝑟𝑜𝑑 são, respectivamente, as condições de contorno (CC) de 

Dirichlet, as CC de Neumann, os poços injetores e os poços produtores. 

Figura 3 – Identificação do domínio 2D e condições de contorno de um modelo esquemático de 
reservatório 

 

Fonte: O Autor (2021). 

As condições iniciais, devem ser satisfeitas em todos os pontos do domínio que 

está sendo considerado no momento específico em que o processo físico se inicia 

(BEAR, 1972). A condição inicial para o domínio (Ω) é a distribuição de concentração 

no instante 𝑡 = 0, dada por (SUN, 1996): 

 𝐶(𝑥⃗,0) = 𝐶0(𝑥⃗) com 𝑥 ∈ Ω,  (36) 

onde 𝑡 = 0 é o tempo inicial arbitrário e 𝐶0(𝑥⃗) é uma função conhecida na posição 𝑥⃗.
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3 FORMULAÇÃO NUMÉRICA 

 

Os modelos matemáticos, que são utilizados para representar o transporte de 

soluto traçador num meio poroso, são formados por equações diferenciais parciais 

com condições de contorno e/ou iniciais apropriadas, contudo as soluções analíticas 

desses modelos são limitadas para problemas relativamente simples, cujas aplicações 

não são apropriadas em casos mais complexos (BATU, 2006; CHEN, 2007). Assim, 

as soluções analíticas acabam sendo aplicadas em um número limitado de problemas, 

por isso se necessita empregar métodos numéricos para se resolver as equações 

governantes num domínio discretizado e, desta forma, obter soluções aproximadas 

dos fenômenos estudados (CHEN, 2007; CHIVATA, 2016). Nesse sentido, os desafios 

relacionados às representações adequadas de escoamentos multifásicos e 

multicomponentes em meios porosos, heterogêneos e anisotrópicos, são geralmente 

sem precedentes, de forma que os métodos numéricos precisam lidar com malhas 

não estruturadas e serem cada vez mais robustos para, por exemplo, poder simular 

satisfatoriamente as estruturas geológicas com características geométricas 

complexas (CARVALHO, 2005). 

Toda formulação numérica necessita de um domínio discreto, com número 

finitos de graus de liberdade, relacionado algebricamente com as equações 

diferenciais parciais em alguns pontos do domínio, possibilitando-se resolver 

computacionalmente as equações através de operações aritméticas e lógicas com 

auxílio de uma linguagem de programação (CHEN; HUAN; MA, 2006; SHARMA, 2017; 

CHAPRA, 2018). A linguagem MATLAB possui uma estrutura simples e flexível capaz 

de lidar diretamente com matemática de alto nível, assim é mais eficiente que 

linguagens compiladas para testar e validar algoritmos de forma coerente e 

estruturada, gerando-se resultados numéricos e gráficos úteis para uma análise da 

formulação numérica (CHAPRA, 2018; LIE, 2019; LINDFIELD; PENNY, 2019). Por 

esses motivos apresentados, o software MATLAB (2019) será a linguagem de 

programação implementada nesta dissertação de mestrado. No Apêndice A, 

apresenta-se o fluxograma com funcionamento global do algoritmo usado para 

resolver numericamente a equação de ADR. 
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3.1 DISCRETIZAÇÃO DO FLUXO PELO MÉTODO MPFA-QL 

 

Como foi mencionado no Estado de Arte, o método MPFA-QL foi anteriormente 

usado por Contreras, Lyra e Carvalho (2019) para discretizar problemas de difusão 

em malhas poligonais severamente distorcidas. Este método utiliza um estêncil quase 

local, fundamentado na decomposição da conormal para aproximar o fluxo na 

superfície de controle (SC), sendo capaz de produzir soluções exatamente lineares 

por partes em problemas que tem soluções lineares exatas, além disso, o método é 

bastante robusto quando se trata meios heterogêneos e altamente anisotrópicos 

(CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019). 

 

3.1.1 Definições Fundamentais da Formulação Numérica MPFA-QL 

 

A formulação numérica do método MPFA-QL, resulta em incógnitas centradas 

em todos os volumes de controle (VC) analisados, além disso, o método também 

utiliza uma estratégia de interpolação dos vértices proposta por Gao e Wu (2011). 

A discretização pelo método dos volumes finitos no domínio (Ω) é caracterizada 

pelo tripleto D = (M,E,O) (ver Figura 4) definidos a seguir (CONTRERAS, 2017; 

CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 

a) M é um conjunto de VC determinado de tal forma que ∪𝐿̂∈M 𝐿̂ = 𝛺. Onde 

cada VC, representado pela letra 𝐿̂ (left para os elementos situados à 

esquerda e 𝑅̂, right para os elementos situados à direita do fluxo calculado 

nas SC), é um poligonal que pode ser do tipo star-shaped7 e está relacionado 

ao baricentro da célula, 𝒙𝐿̂. O volume (ou área em 2D) de cada VC 𝐿̂ ∈M, 

também podendo ser denotado por 𝑉𝐿̂ em volumes centrados na célula, tem 

mensuração do cardinal de M dado por |M| = 𝑚; 

b) E = {𝐼𝐽} é um conjunto de faces da malha gerada no domínio 𝛺. Para 

qualquer 𝐿̂ ∈M, existe um subconjunto E𝐿̂ de E, de tal modo que ∪𝐼𝐽∈E𝐿̂ 𝐼𝐽 =

𝜕𝐿̂. Considera-se que para todo 𝐼𝐽 ∈ E, que se tem algum 𝐼𝐽 ∈ 𝜕𝛺 ou 𝐼𝐽 ⊂ 𝐿̂ ∩

𝑅̂ de (𝐿̂,𝑅̂) ∈M×M. Os conjuntos de faces externas e internas são 

 
7 Se existe um ponto 𝑆 pertencente a um polígono (ou volume de controle) 𝐿̂, tal que todos os pontos 

deste polígono são visíveis a partir do ponto 𝑆, então o polígono 𝐿̂ pode ser considerado do tipo star-
shape (CONTRERAS, 2017). 
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denotados por E𝑒𝑥𝑡 = E ∩ 𝜕𝛺 e E𝑖𝑛𝑡 = E ∩ 𝛺, respectivamente. Para se 

determinar o comprimento da face 𝐼𝐽 se utiliza a norma Euclidiana, que é um 

valor real denotada por ‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖; 

c) O = {𝒙𝐿̂}𝐿̂∈M é um conjunto de pontos (baricentro de cada VC) do domínio 𝛺, 

tal que para todo 𝐿̂ ∈M se tem algum 𝒙𝐿̂ ∈ 𝐿̂. 

Figura 4 – Identificação de alguns componentes presentes na discretização espacial do método dos 
volumes finitos centrado em volumes de controle 

 

Fonte: O Autor (2021). 

 

3.1.1.1 Polígono do Tipo Star-Shaped e Kernel de um Polígono 

 

Polígonos podem ser representações apropriadas e precisas de problemas do 

mundo real, que se permite simplificar o estudo do mesmo, através de algoritmos 

computacionais gerando um domínio físico discretizado (O'ROURKE, 1998; GEORGE 

et al., 2019). Em função da sua importância, necessita-se entender adequadamente 

as definições do tipo de polígono aplicado na simulação numérica. Nesta seção, serão 

definidos polígonos do tipo star-shaped, que é um subconjunto dos polígonos gerais, 

e que contém os polígonos convexos (PREPARATA; SHAMOS, 1985). 

Definição 1. Um polígono 𝐵 é formado por um conjunto de semiretas, 

denominadas arestas, que formam um circuito fechado, onde duas arestas 

consecutivas não podem se cruzar (LEE, 1983; GHOSH, 2007). 

Definição 2. 𝐵 contém um conjunto de pontos que podem ser representados 

por vetores referenciados num sistema de coordenadas cartesianas, onde as arestas 

são limitadas por 𝑛 pontos denominados vértices, dados por 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏𝑛) e 

localizados por (𝑥𝑖,𝑦𝑖), onde 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 (LEE, 1983; PREPARATA; SHAMOS, 

1985). 
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A partir da definição 2, pode-se identificar 𝑁 infinitos pontos entre dois vértices 

quaisquer do polígono 𝐵 representados por (𝑠1, 𝑠2,… , 𝑠𝑗) e localizados em (𝑥𝑗,𝑦𝑗), 

onde 𝑗 = 1, 2,… , 𝑁. Assim, quando (𝑥𝑗,𝑦𝑗) = (𝑥𝑖,𝑦𝑖), tem-se que o ponto 𝑠𝑗 = 𝑏𝑛. 

De acordo com Preparata e Shamos (1985), um polígono 𝐵 pode ser 

classificado como star-shaped, se houver um ponto 𝑆 ∈ 𝐵, de modo que ∀𝑠𝑗 ∈ 𝐵, 

qualquer seguimento 𝑆𝑠̅̅ 𝑗̅ é formado de modo que está inteiramente dentro de 𝐵 (ver 

Figura 5a). Consequentemente, em um polígono star-shaped todo o contorno do 

polígono pode ser visualizado a partir do ponto 𝑆. Por outro lado, um polígono 𝑃 é 

classificado como não star-shaped, se houver algum ponto 𝑅 ∈ 𝑃, de modo que ∀𝑟𝑗 ∈

𝑃, existe algum seguimento 𝑅𝑟̅̅̅̅𝑗, tal que algum ponto deste segmento não pertence a 

𝑃 (GHOSH, 2007) (ver Figura 5b). Assim, nota-se que em um polígono não star-

shaped há uma região não captada por este ponto 𝑅. 

Figura 5 – Representação de polígonos: (a) polígono star-shaped; (b) polígono não star-shaped 

 
 

(a) (b) 

Fonte: O Autor (2021) 

Nota: Adaptado de Preparata e Shamos (1985, p. 44) e de Ghosh (2007, p. 40). 

Um polígono formado por um conjunto de pontos que têm as mesmas 

características de 𝑆 é denominado kernel (MATOUŠEK; SHARIR; WELZL, 1996; 

SOHLER, 1999; GDAWIEC, 2014). Assim, o termo kernel define uma entidade 

geométrica interna a um polígono star-shaped, capaz de visualizar todo contorno 

deste polígono, em qualquer ponto contido no mesmo (ver Figura 6) (GHOSH, 2007). 
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Figura 6 – Kernel de um polígono star-shaped 

 

Fonte: O Autor (2021) 

Nota: Adaptado de Gdawiec (2014, p. 1450009-3). 

 

3.1.2 Formulação Numérica da Equação de Advecção-Dispersão-Reação  

 

Com base na Eq. (25), tem-se a seguinte expressão: 

 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝛻(𝑫𝐻𝛻𝐶) − 𝛻(𝜈𝐶) + 𝑄𝑐. (37) 

Integrando-se a Eq. (37) sobre todo o domínio (𝛺), obtém-se: 

 ∫
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝑑𝛺

𝛺

= ∫ 𝛻(𝑫𝐻𝛻𝐶)𝑑𝛺
𝛺

−∫ 𝛻(𝜈𝐶)𝑑𝛺
𝛺

+∫ 𝑄𝑐𝑑𝛺
𝛺

. (38) 

Decompondo-se o domínio contínuo (𝛺), consegue-se dividir o mesmo em um 

conjunto de VC (definido anteriormente por M, ver seção 3.1.1), assim as integrais 

anteriores podem ser realizadas dentro de cada VC 𝐿̂ e a equação anterior pode ser 

reescrita como (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 

∑∫
𝜕𝐶

𝜕𝑡𝐿̂

𝑑𝐿̂

𝐿̂∈M

= ∑ ∫ 𝛻(𝑫𝐻𝛻𝐶)𝑑𝐿̂
𝐿̂

𝐿̂∈M

− ∑ ∫ 𝛻(𝜈𝐶)𝑑𝐿̂
𝐿̂

𝐿̂∈M

+ ∑ ∫ 𝑄𝑐𝑑𝐿̂
𝐿̂

.

𝐿̂∈M

 (39) 

Aplicando o teorema do divergente8 (ou de Gauss) nas integrais do primeiro e 

do segundo termo no lado direito da Eq. (39), obtém-se as seguintes expressões: 

 
8 O teorema do divergente pode ser aplicado em todo o domínio ou pode ser dado pela união finita de 
regiões sólidas (volumes de controle), para demonstração do cálculo do teorema se recomenda 
consultar Stewart (2013). 
STEWART, J. Cálculo. 7. ed. v. 2. São Paulo: Cegage Learning, 2013. 1044 p. ISBN-13: 978-0-538-
49887-6. 
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 ∫ 𝛻(𝑫𝐻𝛻𝐶)𝑑𝐿̂
𝐿̂

= ∫ 𝑫𝐻𝛻𝐶 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

, (40) 

e  

 ∫ 𝛻(𝜈𝐶)
𝐿̂

𝑑𝐿̂ = ∫ 𝜈𝐶 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

. (41) 

Substituindo as Eqs. (40) e (41) na Eq. (39), consegue-se reescrever: 

∑∫
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝑑𝐿̂

𝐿̂
𝐿̂∈M

= ∑ ∫ 𝑫𝐻𝛻𝐶 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

𝐿̂∈M

− ∑ ∫ 𝜈𝐶
𝜕𝐿̂

∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂

𝐿̂∈M

+ ∑ ∫ 𝑄𝑐𝑑𝐿̂,
𝐿̂

𝐿̂∈M

 (42) 

onde 𝑛⃗⃗ é o vetor normal unitário da SC (𝜕𝐿̂), orientado positivamente (para fora), 𝑑𝐿̂ é 

o volume infinitesimal das integrais no VC e 𝑑𝜕𝐿̂ é a área infinitesimal da integral na 

SC. Portanto, quando se aplica o teorema do divergente na Eq. (39), os termos das 

integrais aplicados em todos os VC 𝐿̂, agora são transformados em integrais nas SC 

𝜕𝐿̂ (Eq. (42)). 

Para conseguir uma solução satisfatória dos termos no lado direito da Eq. (42), 

é necessário utilizar alguma formulação numérica para aproximar os fluxos nas SC 

(CHIVATA, 2016). Outrossim, os fluxos poderão ser calculados utilizando-se o 

teorema do divergente nas SC ou teorema do valor médio para as integrais aplicadas 

em cada VC (CONTRERAS, 2017; CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019). Com 

finalidade de interpretar a aplicação do teorema do valor médio dos fluxos descritos 

para cada VC, em integrais de várias variáveis, considera-se F: 𝐿̂ → ℝ uma função 

contínua de um fluxo genérico em 𝑥⃗ ∈ 𝐿̂, onde 𝐿̂ ⊂ 𝛺 ⊂ ℝ𝑁, para 𝑁 ≥ 1, e se assume 

que 𝐿̂ é um conjunto limitado, aberto, convexo e conectado (DENNY, 2014). Assim, ∃ 

um ponto 𝑐 ∈ 𝐿̂ tal que F(𝑐) é o fluxo médio neste VC (DENNY, 2014). 

Se existe um conjunto que não é aberto 𝐴 ⊂ 𝐿̂ tal que F(𝑥⃗) = F(𝑐) para todo 

𝑥⃗ ∈ 𝐴, então pode-se assumir que F(𝑐) não é valor mínimo ou máximo absoluto de F 

em 𝐿̂, i.e., F(𝑐) é um valor intermediário do fluxo neste conjunto considerado, logo 

pode existir um conjunto 𝑆 ⊂ 𝐿̂, tal que (DENNY, 2014): 

 F(𝑐) =
1

‖𝑆‖
∫ F(𝑥⃗)𝑑𝑥⃗
𝑆

. (43) 
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Denny (2014) demonstra o teorema do valor médio em dois casos do domínio 

ℝ𝑁: quando a dimensão espacial é 𝑁 = 1 e quando 𝑁 ≥ 2. No primeiro caso (𝑁 = 1), 

o fluxo médio será definido num intervalo [𝑎1, 𝑏1] ∈ 𝐿̂ tal que 𝑎1 < 𝑐 < 𝑏1 e conforme 

descrito em Guidorizzi (2001), pelo teorema do valor intermediário, existirá pelo menos 

um ponto 𝑐 ∈ [𝑎1, 𝑏1] tal que: 

 F(𝑐) =
1

‖𝑏1 − 𝑎1‖
∫ F(𝑥)𝑑𝑥
𝑏1

𝑎1

, (44) 

onde ‖𝑏1 − 𝑎1‖ representa o intervalo considerado, ou seja, pode ser o valor de 

comprimento da face calculada pela norma euclidiana. A fim de representar 

geometricamente o teorema do valor médio para uma dimensão (ℝ) apresenta-se, no 

Gráfico 1, um esboço do fluxo médio adaptado de Guidorizzi (2001). 

Gráfico 1 – Interpretação geométrica do teorema do valor médio para integral 

 

Fonte: O Autor (2021) 

Nota: Adaptado de Guidorizzi (2001, p. 18). 

Quando 𝑁 ≥ 2, então existe um conjunto 𝑆 ⊂ 𝐿̂, onde se tem um ponto dado 

por 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2,… , 𝑐𝑁) ∈ 𝑆, onde 𝑆 = [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2, 𝑏2] × …× [𝑎𝑁, 𝑏𝑁] tal que (DENNY, 

2014): 

F(𝑐) =
1

∏ (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)
𝑁
𝑗=1

∫ ∫ ∫ …∫ 𝑓(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑁)𝑑𝑥1𝑑𝑥2…𝑑𝑥𝑁.
𝑏1

𝑎1

𝑏𝑁−2

𝑎𝑁−2

𝑏𝑁−1

𝑎𝑁−1

𝑏𝑁

𝑎𝑁

 (45) 

Desse modo, o teorema do valor médio pode ser aplicado em um domínio ℝ𝑁, 

sem restrições de dimensões. Em muitos casos práticos, é utilizado o domínio até o 

ℝ3 (1 ≤ 𝑁 ≤ 3) e, nesta dissertação de mestrado, estará restrito aplicar o teorema até 

o ℝ2 (1 ≤ 𝑁 ≤ 2), pois serão conforme os casos analisados na literatura, para poder 
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validar a formulação numérica proposta neste trabalho, todavia, é possível a mesma 

ser expandida para o domínio ℝ3, em trabalhos futuros. 

A integral do termo de fonte (ou sumidouro) presente na Eq. (42) pode ser 

expressa adequadamente usando o teorema do valor médio no volume de controle 𝐿̂, 

assim o valor do fluxo desse termo é representado em um ponto com valor médio para 

cada 𝑥𝐿̂ ∈ 𝐿̂ (KOREN, 1993; CONTRERAS, 2017) da seguinte forma: 

 ∫ 𝑄𝑐𝑑𝐿̂
𝐿̂

= 𝑄̅𝑐𝐿̂𝑉𝐿̂, (46) 

onde 𝑄̅𝑐𝐿̂ é o valor médio do termo de fonte (ou sumidouro) no volume de controle 𝑉𝐿̂. 

Assim, atribuindo-se o termo de fonte igual ao termo reativo da equação de ADR, 

substituindo-se a Eq. (24), obtém-se: 

 𝑄̅𝑐𝐿̂𝑉𝐿̂ = −𝛾̅𝐿̂𝐶
̅
𝐿̂𝑉𝐿̂ = −𝛾𝐿̂𝐶𝐿̂𝑉𝐿̂, (47) 

em que 𝛾̅𝐿̂, 𝐶̅𝐿̂ são, respectivamente, os valores médios da constante de decaimento 

radioativo e da concentração no volume de controle 𝑉𝐿̂. 

De acordo com Chivata (2016), a soma do fluxo de dispersão hidrodinâmica 

(F⃗⃗⃗𝐻 = −𝑫𝐻𝛻𝐶) com o fluxo advectivo (F⃗⃗⃗𝐴 = 𝜈𝐶) fornece o fluxo total (F⃗⃗⃗𝑇) e pode ser 

escrito, para uma SC 𝜕𝐿̂, da seguinte forma: 

 ∫ F⃗⃗⃗𝑇 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

= ∫ (F⃗⃗⃗𝐻 + F⃗⃗⃗𝐴) ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

. (48) 

Realizando-se um balanço das propriedades em cada VC 𝐿̂, obtém-se o fluxo 

para cada face 𝐼𝐽 ∈ E𝐿̂, sendo escrito do seguinte modo: 

 ∫ F⃗⃗⃗𝑇 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

= ∑ ∫ F⃗⃗⃗𝑇 ∙ 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠
𝐼𝐽𝐼𝐽∈E𝐿̂

, (49) 

onde 𝑛⃗⃗𝐼𝐽 é o vetor normal unitário da face 𝐼𝐽, orientado positivamente, e 𝑑𝑠 representa 

a área infinitesimal da integral na face 𝐼𝐽. Sendo assim, pelo teorema do valor médio, 

a integral realizada na face 𝐼𝐽, torna-se: 

 ∫ F⃗⃗⃗𝑇 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝑠 = ‖𝐼𝐽‖ ∙ F⃗⃗⃗𝑇𝐼𝐽 ∙
𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽
‖𝐼𝐽‖

= F⃗⃗⃗𝑇𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽
𝐼𝐽

, (50) 
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onde 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 é o vetor área normal à face 𝐼𝐽. Logo, os fluxos da Eq. (48) podem ser 

reescritos da seguinte forma: 

∫ F⃗⃗⃗𝑇 ∙ 𝑛⃗⃗𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

≅ ∑ F⃗⃗⃗𝑇𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽
𝐼𝐽∈E𝐿̂

= ∑ (F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 + F⃗⃗⃗𝐴𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽) .

𝐼𝐽∈E𝐿̂

 (51) 

Os fluxos numéricos presentes na Eq. (51) podem ser aproximados por 

diversos métodos numéricos, todavia, Chivata (2016) utilizou anteriormente o método 

MPFA-D para este tipo de problema, de outra forma, a proposta do presente trabalho 

é empregar um método alternativo, o MPFA-QL, para se obter os fluxos numéricos 

com as características associadas a este método (descrito nas próximas seções). 

Dessarte, a velocidade de escoamento do fluido (velocidade de Darcy), e o fluxo de 

dispersão hidrodinâmica serão discretizados usando o MPFA-QL (CONTRERAS; 

LYRA; CARVALHO, 2019). O fluxo advectivo será discretizado utilizando o FOU (First 

Order Upwind), que é um método de aproximação de primeira ordem, e o MUSCL 

(Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws), que é um método 

com aproximação de mais alta ordem. 

 

3.1.3 Formulação Numérica do Fluxo Hidrodinâmico pelo MPFA-QL 

 

O fluxo de dispersão hidrodinâmica (ou simplesmente fluxo hidrodinâmico), F⃗⃗⃗𝐻, 

dado pela Eq. (27), pode ser reescrito pelo operador de divergência como (GAO; WU, 

2011): 

 𝛻F⃗⃗⃗𝐻 = 𝛻(−𝑫𝐻𝛻𝐶), (52) 

onde 𝐶 é uma função que representa a concentração do soluto traçador e 𝑫𝐻 é uma 

matriz tensorial do coeficiente de dispersão hidrodinâmica (ver seção 2.6.1). 

A partir das Eqs. (27) e (40), apenas considerando o fenômeno do fluxo 

hidrodinâmico, F⃗⃗⃗𝐻, unilateral reproduzido pelo soluto de concentração 𝐶, através da 

aresta 𝐼𝐽 no VC 𝐿̂, o mesmo poderá ser expresso da seguinte forma (CONTRERAS; 

LYRA; CARVALHO, 2019): 

∫ F⃗⃗⃗𝐻 ∙ 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠
𝐼𝐽

= −∫ 𝑫𝐻𝐿̂𝛻𝐶 ∙ 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠
𝐼𝐽

= −∫ 𝛻𝐶 ∙ 𝑫𝐻𝐿̂
𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠

𝐼𝐽

 para cada 𝐼𝐽 ∈ E𝐿̂, (53) 
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onde o tensor de dispersão hidrodinâmico transposto do volume de controle 𝐿̂ é 

representado por 𝑫𝐻𝐿̂
𝑇, e será calculado a seguir. O gradiente 𝛻𝐶 será aproximado a 

partir da expansão da série de Taylor, usando os triângulos auxiliares mostrados na 

Figura 7 (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019; YUAN; SHENG, 2008). Nota-se 

que esta formulação numérica gera um método de aproximação de primeira ordem, 

com erro de segunda ordem, gerado pelo truncamento da série de Taylor. 

Figura 7 – Parâmetros físicos-geométricos e triângulos auxiliares (regiões hachuradas) – do método 
dos volumes finitos MPFA-QL – utilizados para obter o fluxo hidrodinâmico no meio poroso 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Considera-se o triângulo ∆𝑥𝐿̂𝑥𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)𝑥𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) da Figura 7 para delimitar a conormal 

𝑫𝐻𝐿̂
𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽. Esta poderá ser escrita como uma combinação convexa linear de 𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) e 

𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽), desde que o volume de controle 𝐿̂ seja do tipo star-shaped (ver definição da 

seção 3.1.1.1), da seguinte forma (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 

 𝑫𝐻𝐿̂
𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽 = 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽), (54) 

onde 

 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) > 0, 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) > 0 e 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) > 0. (55) 

Além disso, tem-se: 

 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) =
|𝑫𝐻𝐿̂

𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽| sen(𝜃𝐿̂,𝐼𝐽
1 )

|𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)| sen(𝜃𝐿̂,𝐼𝐽
1 + 𝜃𝐿̂,𝐼𝐽

2 )
, (56) 
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onde |𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)| = 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) > 0, a partir dos ângulos que satisfazem as seguintes 

condições 0 < 𝜃𝐿̂,𝐼𝐽
1 , 𝜃𝐿̂,𝐼𝐽

2 < 𝜋 e 𝜃𝐿̂,𝐼𝐽
1 + 𝜃𝐿̂,𝐼𝐽

2 < 𝜋. De forma análoga, o parâmetro 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) 

é dado por: 

 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) =
|𝑫𝐻𝐿̂

𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽| sen(𝜃𝐿̂,𝐼𝐽
2 )

|𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)| sen(𝜃𝐿̂,𝐼𝐽
1 + 𝜃𝐿̂,𝐼𝐽

2 )
, (57) 

onde |𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)| = 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) > 0. 

Dessa forma, sabe-se que o método adotado neste trabalho não é estritamente 

monótono, pois os coeficientes 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) e 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) existem e sua soma é positiva, i.e., 

𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) > 0, no entanto, essa característica não é suficiente para garantir as 

propriedades de monotonicidade ou de preservação de extremos do método numérico 

(LIPNIKOV et al., 2007; GAO; WU, 2013). 

Inserindo a Eq. (54) na Eq. (53), obtém-se a seguinte expressão para a face 𝐼𝐽 

no volume de controle 𝐿̂: 

 ∫ F⃗⃗⃗𝐻 ∙ 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠
𝐼𝐽

= −∫ (𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)𝛻𝐶 ∙ 𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)𝛻𝐶 ∙ 𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽))𝑑𝑠.
𝐼𝐽

 (58) 

O fluxo unilateral na aresta 𝐼𝐽 do volume de controle 𝐿̂ (ver Figura 8) é obtido 

usando um método de diferenças finitas local (YUAN; SHENG, 2008; CONTRERAS; 

LYRA; CARVALHO, 2019), assim a derivada parcial da concentração 𝛻𝐶, ao longo 

das direções 𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) e 𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽), é calculado da seguinte forma (CONTRERAS; 

LYRA; CARVALHO, 2019): 

 F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = −‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖ ∙ [𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)(𝐶𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) − 𝐶𝐿̂) + 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)(𝐶𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) − 𝐶𝐿̂)], (59) 

onde F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
 representa o fluxo numérico hidrodinâmico, 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 é o vetor área normal da 

face 𝐼𝐽. 

A Eq. (59) pode ser escrita na forma compacta, como: 

 F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = ‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖(𝜓𝐿̂,𝐼𝐽𝐶𝐿̂ − ∑ 𝛼𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)𝐶𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)

𝛾=𝑖,𝑗

) , (60) 

onde 𝜓𝐿̂,𝐼𝐽 = 𝛼𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛼𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) e 𝜓𝐿̂,𝐼𝐽 > 0. 
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De forma análoga, o fluxo unilateral calculado para o volume de controle 𝑅̂ é 

expresso como: 

 F⃗⃗⃗𝐻
𝑅̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 = ‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖(𝜓𝑅̂,𝐼𝐽𝐶𝑅̂ − ∑ 𝛼𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽)𝐶𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽)

𝛾=𝑖,𝑗

) , (61) 

onde 𝜓𝑅̂,𝐼𝐽 = 𝛼𝑅̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛼𝑅̂,𝑗(𝐼𝐽) e 𝜓𝑅̂,𝐼𝐽 > 0. 

Nas Eqs. (60) e (61), identifica-se que os fluxos unilaterais também dependem 

das concentrações dos nós de cada VC, indicadas por 𝐶𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽) e 𝐶𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽), as quais não 

pertencem necessariamente às faces 𝐼𝐽 avaliadas (ver Figura 8). Sendo assim, os 

valores das concentrações nos nós são obtidos por meio de uma combinação linear 

ponderada de concentrações centradas dos VC circundantes, conforme o método 

proposto por Gao e Wu (2011), consequentemente, a formulação apresentada se 

torna completamente centrada no VC (ver detalhes na seção 3.1.3.3). 

Figura 8 – Representação dos fluxos unilaterais, do fluxo único e das concentrações auxiliares 

 

Fonte: O Autor (2021). 

 

3.1.3.1 Construção do Fluxo Único para o Fluxo Hidrodinâmico 

 

Como mencionado em Contreras, Lyra e Carvalho (2019), qualquer fluxo 

numérico deve satisfazer a equação de conservação local, que para uma face geral 

𝐼𝐽 é dada por: 
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 F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 + F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 = 0, (62) 

onde o produto definido por F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 representa o fluxo hidrodinâmico numérico. 

Com a finalidade de construir um método conservativo, serão usadas as Eqs. 

(60) e (61) para determinar o fluxo único na face 𝐼𝐽, adjacente aos volumes de controle 

de 𝐿̂ e 𝑅̂. Portanto, considerando a continuidade do fluxo na face 𝐼𝐽 dada na Eq. (62), 

obtém-se a seguinte expressão: 

 F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = −F⃗⃗⃗𝐻

𝑅̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼. (63) 

De outra forma, a partir das Eqs. (60) e (61), e substituindo-as na Eq. (63), 

obtém-se as seguintes expressões para o fluxo único na face 𝐼𝐽: 

 
1

𝜓𝐿̂,𝐼𝐽
F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = ‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖(𝐶𝐿̂ −

1

𝜓𝐿̂,𝐼𝐽
∑ 𝛼𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)𝐶𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)
𝛾=𝑖,𝑗

) , (64) 

e 

 
1

𝜓𝑅̂,𝐼𝐽
F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 = −‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖ (𝐶𝑅̂ −

1

𝜓𝑅̂,𝐼𝐽
∑ 𝛼𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽)𝐶𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽)
𝛾=𝑖,𝑗

) . (65) 

Adicionando-se as Eqs. (64) e (65), com algumas manipulações algébricas, 

pode-se obter o fluxo único na face 𝐼𝐽 para o fluxo hidrodinâmico discreto da seguinte 

maneira: 

 F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = 𝑤𝐿̂,𝐼𝐽 F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 −𝑤𝑅̂,𝐼𝐽 F⃗⃗⃗𝐻

𝑅̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼, (66) 

onde os dois pesos positivos, 𝑤𝐿̂,𝐼𝐽 e 𝑤𝑅̂,𝐼𝐽, são descritos a seguir: 

 𝑤𝐿̂,𝐼𝐽 =
𝜓𝑅̂,𝐼𝐽

𝜓𝐿̂,𝐼𝐽 + 𝜓𝑅̂,𝐼𝐽
 e 𝑤𝑅̂,𝐼𝐽 =

𝜓𝐿̂,𝐼𝐽
𝜓𝐿̂,𝐼𝐽 + 𝜓𝑅̂,𝐼𝐽

. (67) 

 

3.1.3.2 Tratamento do Fluxo Hidrodinâmico nos Contornos da Malha 

 

As condições de contorno de Dirichlet prescrevem valores escalares para as 

faces 𝐼𝐽 de todo o contorno do domínio 𝛤𝐷 ⊂ E𝐿̂ ∩ E
𝑒𝑥𝑡

, considerando-se as Eqs. (60) 

e (63), obtém-se (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 
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 F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = F⃗⃗⃗𝐻
𝐿̂

𝐼𝐽
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = ‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖(𝜓𝐿̂,𝐼𝐽𝐶𝐿̂ − ∑ 𝛼𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)𝐶𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)

𝛾=𝑖,𝑗

) , (68) 

onde em 𝐶𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽) são atribuídos os valores de concentração prescrita, de forma que 

nos pontos de contorno, as concentrações podem ser substituídas, tal que 𝐶𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽) =

𝐶̅𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽), onde 𝐶̅𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽) são os valores prescritos da concentração. 

As condições de contorno de Neumann atribuem valores de fluxos prescritos 

para as faces de todo o contorno do domínio 𝛤𝑁 ⊂ E𝐿̂ ∩ E
𝑒𝑥𝑡

 e, novamente, 

considerando as Eqs. (29) e (60), obtém-se (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 

2019): 

 F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = −𝑔̅𝑁,𝐼𝐽‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖, (69) 

em que o fluxo normal em 𝛤𝑁 é dado pelo valor médio 𝑔̅𝑁,𝐼𝐽. 

 

3.1.3.3 Cálculo das Incógnitas nos nós 

 

 As incógnitas dos vértices de cada VC 𝐿̂ podem ser expressas como uma 

combinação linear dos pesos das incógnitas que foram calculadas no centro de cada 

VC adjacente aos vértices, assim o MPFA-QL se torna um método que é do tipo 

centrado totalmente nas células (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019). 

Empregando uma ponderação explícita que preserva a linearidade (LPEW – Linearity-

Preserving Explicit Weighted), os pesos explícitos da Eq. (70) são derivados utilizando 

a equação da continuidade através dos volumes auxiliares construídos em volta de 

cada vértice da malha, conectando os pontos médios das arestas adjacentes da malha 

(ver Figura 9). 
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Figura 9 – À esquerda: entidades geométricas para construir a interpolação LPEW; à direita: 
representação da primeira etapa (setas verdes) e da segunda etapa (setas azuis) para calcular os 

fluxos no meio das superfícies de controle 𝐼𝑀̅î e nas SC 𝑀̅î𝑀̅î+1 

 

Fonte: O Autor (2021). 

 Nesse caso, a incógnita da concentração no vértice 𝐼 pode ser expressa como 

(CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 

 𝐶𝐼 =∑𝑤î𝐶î

𝑛𝑣𝑐

î=1

, (70) 

onde 𝑛𝑣𝑐 é o número de VC que circundam o nó I, 𝑤î representa o peso atribuído à 

cada VC î e pode ser expresso como: 

 𝑤î = ω̅î ∑ ω̅î

𝑛𝑣𝑐

î=1

⁄ , (71) 

onde ω̅î são coeficientes determinados em duas etapas. A primeira etapa é construir 

o fluxo no meio da superfície de controle 𝐼𝑀̅î utilizando o triângulo ∆𝐼𝑀̅î𝑥î (ver Figura 

9), logo: 

F⃗⃗⃗𝐼𝑀̅î

î
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝑀̅î

= 𝑫𝐻î,1
(𝑛)𝜂î,1(𝐶î − 𝐶𝐼) − (𝑫𝐻î,1

(𝑡) + cot(𝜃î
1)𝑫𝐻î,1

(𝑛)) (𝐶î̅ − 𝐶𝐼), (72) 

e o fluxo na face 𝑀̅î𝐼, utilizando o triângulo ∆𝑥î−1𝑀̅î𝐼, é dado por: 

F⃗⃗⃗𝑀̅î𝐼

î−1
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝐼 = 𝑫𝐻î−1,2

(𝑛) 𝜂î−1,2(𝐶î−1 − 𝐶𝐼) + (𝑫𝐻î−1,2
(𝑡) − cot(𝜃î−1

2 )𝑫𝐻î−1,2
(𝑛) ) (𝐶î̅ − 𝐶𝐼). (73) 

Por efeito da continuidade do fluxo na região 𝐼𝑀̅î, obtém-se a seguinte 

expressão: 
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 𝐶î̅ − 𝐶𝐼 =
𝑫𝐻î,1

(𝑛)𝜂î,1(𝐶î − 𝐶𝐼) + 𝑫𝐻î−1,2
(𝑛) 𝜂î,2(𝐶î−1 − 𝐶𝐼)

𝑫𝐻î−1,2
(𝑛) cot(𝜃î−1

2 ) + 𝑫𝐻î,1
(𝑛) cot(𝜃î

1) − 𝑫𝐻î−1,2
(𝑡) +𝑫𝐻î,1

(𝑡)
, (74) 

onde 𝜂î,1 e 𝜂î,2 são dados por: 

 𝜂î,1 = |𝐼𝑀̅î
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| ℎ𝐼𝐽⁄  e 𝜂î,2 = |𝐼𝑀̅î+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ | ℎ𝐼𝐽+1⁄ . (75) 

Nessa primeira etapa é obtido a equação relacionadas ao 𝑛𝑣𝑐 para cada 𝐶î̅. Por 

consequência, a segunda etapa consiste em eliminar todas as incógnitas relacionadas 

aos valores intermediários 𝐶î̅, assim, ao se realizar um balanço de massa na região 

auxiliar (ver Figura 9), obtém-se a seguinte expressão: 

  ∑ F⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

î
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

= 0

𝑛𝑣𝑐

𝑖=1

, (76) 

onde o fluxo F⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

î
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

 na face 𝑀̅î𝑀̅î+1 é derivado se considerando o triângulo 

∆𝐼𝑀̅î𝑀̅î+1, obtendo-se a seguinte expressão: 

F⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

î
∙ 𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

= (𝑫̅𝐻î
(𝑡)
− 𝑫̅𝐻î

(𝑛)
cot(𝜁î

2)) (𝐶î̅ − 𝐶𝐼) − 

(𝑫̅𝐻î
(𝑡)
+ 𝑫̅𝐻î

(𝑛)
cot(𝜁î

1)) (𝐶î̅+1 − 𝐶𝐼), 

(77) 

onde 𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1
 representa o vetor área da face 𝑀̅î𝑀̅î+1. 

Substituindo a Eq. (77) na Eq. (76), obtém-se a seguinte equação: 

 ∑[𝑫̅𝐻î−1
(𝑡)

− 𝑫̅𝐻î−1
(𝑛)
cot(𝜁î−1

1 ) + 𝑫̅𝐻î
(𝑛)
cot(𝜁î

2)] (𝐶î̅+1 − 𝐶𝐼) = 0,

𝑛𝑣𝑐

𝑖=1

 (78) 

onde para cada 𝑖 =  1, 2, . . ., 𝑛𝑣𝑐, se tem: 

 𝑫̅𝐻î
(𝑛)

= [(𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1
)
𝑇
𝑫𝐻î(𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

)] |𝑀̅î𝑀̅î+1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|

2

,⁄  (79) 

e 

 𝑫̅𝐻î
(𝑡)
= [(𝑁⃗⃗⃗𝑀̅î𝑀̅î+1

)
𝑇
𝑫𝐻î (𝑀̅î𝑀̅î+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)] |𝑀̅î𝑀̅î+1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗|

2

.⁄  (80) 

Substituindo a Eq. (74) na Eq. (78), obtém-se: 
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 ∑ ω̅î

𝑛𝑣𝑐

𝑖=1

(𝐶î − 𝐶𝐼) = 0, com ω̅î = 𝑫𝐻î,1
(𝑛)𝜂î,1𝜉(î) + 𝜉(î + 1)𝑫𝐻î,2

(𝑛)𝜂î,2, (81) 

e 

 𝜉(î) =
𝑫̅𝐻î

(𝑛)
cot(𝜁î

2) − 𝑫̅𝐻î
(𝑡)
+ 𝑫̅𝐻î−1

(𝑛)
cot(𝜁î−1

1 ) + 𝑫̅𝐻î−1
(𝑡)

𝑫𝐻î−1,2
(𝑛) cot(𝜃î−1

2 ) + 𝑫𝐻î,1
(𝑛) cot(𝜃î

1) − 𝑫𝐻î−1,2
(𝑡) +𝑫𝐻î,1

(𝑡)
, (82) 

onde 

𝑫𝐻î,𝑘
(𝑡) = [(𝑁⃗⃗⃗𝐼𝑀̅𝜗)

𝑇
𝑫𝐻î (𝐼𝑀̅𝜗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )] |𝐼𝑀̅𝜗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |

2

⁄  e 𝑫𝐻î,𝑘
(𝑛) = [(𝑁⃗⃗⃗𝐼𝑀̅𝜗

)
𝑇
𝑫𝐻î(𝑁⃗⃗⃗𝐼𝑀̅𝜗

)] |𝐼𝑀̅𝜗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ |

2

,⁄  (83) 

aqui 𝜗 = î + 𝑘 − 1 e 𝑘 = 1,2. 

 Os parâmetros físicos-geométricos 𝑫̅𝐻î
(𝑛)

, 𝑫̅𝐻î
(𝑡)

, 𝑫𝐻î,𝑘
(𝑛), 𝑫𝐻î,𝑘

(𝑡) e 𝜉(î) são 

computados durante a etapa de pré-processamento (CONTRERAS; LYRA; 

CARVALHO, 2019). 

 

3.1.4 Formulação Numérica do Fluxo Advectivo 

 

O fluxo advectivo, F⃗⃗⃗𝐴, dado pela Eq. (9), pode ser reescrito pelo operador de 

divergência como (GAO; WU, 2011): 

 𝛻F⃗⃗⃗𝐴 = 𝛻(𝜈𝐶), (84) 

onde 𝐶 é uma função que representa a concentração do soluto e 𝜈 é a velocidade de 

escoamento no meio poroso. 

Como consequência das Eqs. (6), (9) e (41), a velocidade resultante do fluxo 

advectivo (ou velocidade de Darcy) no meio poroso, com as devidas hipóteses 

simplificadoras, é calculada numericamente através da aresta 𝐼𝐽 do VC 𝐿̂, pela 

seguinte expressão (PEACEMAN, 1977; CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 

∫ F⃗⃗⃗𝐴 ∙ 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠
𝐼𝐽

= ∫ 𝑲𝐿̂𝛻𝑝 ∙ 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠
𝐼𝐽

= ∫ 𝛻𝑝 ∙ 𝑲𝐿̂
𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽𝑑𝑠

𝐼𝐽

 para cada 𝐼𝐽 ∈ E𝐿̂, (85) 

onde 𝑝 é a pressão, e o tensor de permeabilidade transposto, no VC 𝐿̂, é representado 

por 𝑲𝐿̂
𝑇, em que o mesmo é calculado como uma combinação convexa linear de 
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𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) e 𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽), desde que o VC 𝐿̂ seja do tipo star-shaped (ver definição da seção 

3.1.1.1), da seguinte forma (CONTRERAS; LYRA; CARVALHO, 2019): 

 𝑲𝐿̂
𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽 = 𝛽𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛽𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽), (86) 

onde 

 𝛽𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) > 0, 𝛽𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) > 0 e 𝛽𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛽𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) > 0. (87) 

Nas Eqs. (86) e (87), os valores dos parâmetros associados à velocidade de 

Darcy são obtidos analogamente aos parâmetros do fluxo hidrodinâmico, Eqs. (54) e 

(55), no entanto, as primeiras equações são relacionadas ao tensor de permeabilidade 

(ver Figura 10), logo, correlaciona-se ao campo de velocidades do fluxo advectivo no 

meio poroso. Dessa forma, observa-se que cada tensor transposto carrega as 

informações físicas correspondente ao tipo de fluxo investigado. Assim, os valores dos 

parâmetros físicos-geométricos presentes nas Eqs. (86) e (87) são calculados como: 

 𝛽𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) =
|𝑲𝐿̂

𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽| sen(ϙ𝐿̂,𝐼𝐽
2 )

|𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽)| sen(ϙ𝐿̂,𝐼𝐽
1 + ϙ𝐿̂,𝐼𝐽

2 )
, (88) 

e 

 𝛽𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) =
|𝑲𝐿̂

𝑇 𝑛⃗⃗𝐼𝐽| sen(ϙ𝐿̂,𝐼𝐽
1 )

|𝑥𝐿̂𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽)| sen(ϙ𝐿̂,𝐼𝐽
1 + ϙ𝐿̂,𝐼𝐽

2 )
. (89) 

Figura 10 – Parâmetros físicos-geométricos e triângulos auxiliares (regiões hachuradas) – do método 
dos volumes finitos MPFA-QL – utilizados para obter as velocidades de Darcy no meio poroso 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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A descrição do fluxo hidrodinâmico pelo operador divergente, Eq. (52), permite-

se que, analogamente, as Eqs. (60) e (61) possam ser reproduzidas adequadamente 

para o fluxo advectivo no meio poroso o qual também pode ser expresso pelo operador 

divergente, Eq. (84). Desse modo, a velocidade de Darcy unilateral é calculada 

numericamente pelo MPFA-QL, no VC 𝐿̂, da seguinte maneira: 

 𝜈𝐼𝐽
𝐿̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = −‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖(𝛶𝐿̂,𝐼𝐽𝑝𝐿̂ − ∑ 𝛽𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)𝑝𝐿̂,𝛾(𝐼𝐽)

𝛾=𝑖,𝑗

) , (90) 

onde 𝛶𝐿̂,𝐼𝐽 = 𝛽𝐿̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛽𝐿̂,𝑗(𝐼𝐽) e 𝛶𝐿̂,𝐼𝐽 > 0. 

Da mesma forma, a velocidade unilateral do VC 𝑅̂ é calculculado como: 

 𝜈𝐼𝐽
𝑅̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 = −‖𝐼𝐽⃗⃗⃗ ⃗‖ (𝛶𝑅̂,𝐼𝐽𝑝𝑅̂ − ∑ 𝛽𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽)𝑝𝑅̂,𝛾(𝐼𝐽)

𝛾=𝑖,𝑗

) , (91) 

onde 𝛶𝑅̂,𝐼𝐽 = 𝛽𝑅̂,𝑖(𝐼𝐽) + 𝛽𝑅̂,𝑗(𝐼𝐽) e 𝛶𝑅̂,𝐼𝐽 > 0. 

Com o auxílio das Eqs. (41) e (51), o fluxo advectivo unilateral – relacionado ao 

transporte de soluto traçador em meios porosos – pode ser calculado numericamente 

pela seguinte expressão: 

∫ F⃗⃗⃗𝐴 ∙ 𝑛⃗⃗ 𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

≅ ∑ 𝐶𝐼𝐽
𝐿̂ ∙ 𝜈𝐼𝐽

𝐿̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽
𝐼𝐽∈E𝐿̂

, (92) 

em que o termo 𝜈𝐼𝐽
𝐿̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 pode ser conseguido a partir da Eq. (90). O termo da 

concentração (𝐶𝐼𝐽
𝐿̂ ), presente na Eq. (92), pode ser aproximado numericamente pelo 

método denominado First Order Upwind (FOU) e, de outra forma, pelo Monotonic 

Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws (MUSCL). O primeiro método é 

uma aproximação de primeira ordem, enquanto o segundo diz respeito a uma 

aproximação de mais alta ordem e, nessa sequência, ambos os métodos serão 

descritos a seguir para esta aplicação específica. 
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3.1.4.1 First Order Upwind (FOU) na Discretização da Concentração de Solutos 

Traçadores 

 

Conforme relatado em Patankar (1980), documentadamente, o método 

denominado First Order Upwind (FOU) foi proposto por Courant, Isaacson e Rees 

(1952). Este método é baseado em diferenças finitas que utiliza uma discretização 

espacial ou temporal, separadamente, para simular o fenômeno físico estudado, 

podendo ser trabalhado com passos para trás (a montante) ou para frente (a jusante) 

(HIRSCH, 2007). 

Os principais problemas encontrados na discretização do termo advectivo são 

a realização do cálculo da propriedade transportada nas faces dos VC e determinar o 

fluxo advectivo através desses limites (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). À vista 

disso, o FOU do tipo upwind (a montante) considera que a aproximação da advecção 

é tida como fraca no ponto a jusante, logo, o valor da concentração na face 𝐼𝐽 é 

admitido como o valor da concentração obtida a montante (PATANKAR, 1980; 

VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007; MOUKALLED; MANGANI; DARWISH, 2016). 

Desse modo, o sentido do fluxo advectivo vai influenciar diretamente às 

concentrações calculadas nas faces do VC considerado (ver Figura 11) 

(MOUKALLED; MANGANI; DARWISH, 2016). 

Figura 11 – Esquema dos fluxos advectivos unilaterais calculados numericamente pelo MPFA-QL, e 
concentração determinada na face 𝐼𝐽 

 

Fonte: O Autor (2021). 

O valor da concentração 𝐶𝐼𝐽
𝐿̂  da Eq. (92), obtido na face 𝐼𝐽 do volume de controle 

𝐿̂, pode ser calculado da seguinte forma (PATANKAR, 1980; MOUKALLED; 

MANGANI; DARWISH, 2016): 
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𝐶𝐼𝐽
𝐿̂ ∙ 𝜈𝐼𝐽

𝐿̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = 𝐶𝐿̂𝑓𝐿̂,𝐼𝐽
+ + 𝐶𝑅̂𝑓𝐿̂,𝐼𝐽

− , (93) 

onde 

𝑓𝐿̂,𝐼𝐽
+ = 𝑚𝑎𝑥(𝜈𝐼𝐽

𝐿̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽,0) e 𝑓𝐿̂,𝐼𝐽
− = 𝑚𝑖𝑛(𝜈𝐼𝐽

𝐿̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽,0). (94) 

Portanto, o fluxo advectivo unilateral discretizado no VC 𝐿̂ para o transporte de 

soluto traçador, Eq. (92), com a aplicação do FOU poderá ser reescrito da seguinte 

forma: 

∫ F⃗⃗⃗𝐴 ∙ 𝑛⃗⃗ 𝑑𝜕𝐿̂
𝜕𝐿̂

≅ ∑ (𝐶𝐿̂𝑓𝐿̂,𝐼𝐽
+ + 𝐶𝑅̂𝑓𝐿̂,𝐼𝐽

− ).

𝐼𝐽∈E𝐿̂

 (95) 

O fluxo na face 𝐼𝐽 do VC 𝑅̂ pode ser definido similarmente, assim, obtém-se a 

seguinte expressão (PATANKAR, 1980): 

𝐶𝐼𝐽
𝑅̂ ∙ 𝜈𝐼𝐽

𝑅̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 = 𝐶𝑅̂𝑓𝑅̂,𝐼𝐽
+ + 𝐶𝐿̂𝑓𝑅̂,𝐼𝐽

− , (96) 

onde 

𝑓𝑅̂,𝐼𝐽
+ = 𝑚𝑎𝑥(𝜈𝐼𝐽

𝑅̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼,0) e 𝑓𝑅̂,𝐼𝐽
− = 𝑚𝑖𝑛(𝜈𝐼𝐽

𝑅̂ ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼,0), (97) 

em que o vetor área normal à face 𝐼𝐽 do VC 𝑅̂ é representado por 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼, quando 

adjacente à face 𝐼𝐽 do VC 𝐿̂, tem-se que 𝑁⃗⃗⃗𝐽𝐼 = −𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽. 

O valor do fluxo advectivo unilateral discretizado no VC 𝑅̂ pode ser obtido de 

forma análoga à Eq. (95), logo: 

∫ F⃗⃗⃗𝐴 ∙ 𝑛⃗⃗ 𝑑𝜕𝑅̂
𝜕𝑅̂

≅ ∑ (𝐶𝑅̂𝑓𝑅̂,𝐼𝐽
+ + 𝐶𝐿̂𝑓𝑅̂,𝐼𝐽

− ).

𝐼𝐽∈E𝑅̂

 (98) 

Considerando-se a continuidade do fluxo advectivo na face 𝐼𝐽 (similar à Eq. 

(62)), e com algumas manipulações algébricas, pode-se representar o fluxo advectivo 

como resultado do fluxo único na face 𝐼𝐽, pela discretização através dos métodos 

MPFA-QL e FOU, da seguinte maneira: 

 F⃗⃗⃗𝐴𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = ϝ𝐿̂,𝐼𝐽 ∙ (𝐶𝐿̂𝑓𝐿̂,𝐼𝐽
+ + 𝐶𝑅̂𝑓𝐿̂,𝐼𝐽

− ) − ϝ𝑅̂,𝐼𝐽 ∙ (𝐶𝑅̂𝑓𝑅̂,𝐼𝐽
+ + 𝐶𝐿̂𝑓𝑅̂,𝐼𝐽

− ), (99) 

onde os dois pesos positivos, ϝ𝐿̂,𝐼𝐽 e ϝ𝑅̂,𝐼𝐽, são calculados como: 
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ϝ𝐿̂,𝐼𝐽 =
𝛶𝑅̂,𝐼𝐽

𝛶𝐿̂,𝐼𝐽 + 𝛶𝑅̂,𝐼𝐽
 e ϝ𝑅̂,𝐼𝐽 =

𝛶𝐿̂,𝐼𝐽
𝛶𝐿̂,𝐼𝐽 + 𝛶𝑅̂,𝐼𝐽

. (100) 

A aplicação de métodos de baixa ordem, neste caso o FOU, assegura a 

ausência de oscilações espúrias na presença de choques (ou descontinuidades) os 

quais são manifestadas em métodos de mais alta ordem (LYRA, 1994; CARVALHO, 

2005). No entanto, o FOU tem uma tendência a apresentar difusões numéricas 

artificiais, assim, precisa-se empregar métodos de mais alta ordem para aproximar o 

fluxo advectivo e atenuar esse efeito não físico (CARVALHO, 2005). 

 

3.1.4.2 Monotonic Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws 

(MUSCL) na Discretização da Concentração de Solutos Traçadores 

 

Como dito anteriormente, os métodos de primeira ordem não são adequados 

para lidar com fenômenos de advecção com maior acurácia, portanto, necessita-se 

empregar métodos com precisão de mais alta ordem, tanto no espaço quanto no 

tempo (HIRSCH, 2007). Nesse sentido, Van Leer (1974) inicialmente apresentou a 

resolução da equação de advecção unidimensional para fluxos compressíveis ideais, 

com o método de Fromm de segunda ordem, levando em conta a condição de 

monotonicidade declarada em Van Leer (1973). Posteriormente, em sequência, Van 

Leer (1976) expôs o método denominado Monotonic Upstream-Centered Scheme for 

Conservation Laws (MUSCL) como uma sequência modificada de Godunov (1959) 

para se obter uma acurácia de segunda ordem, sabendo-se da capacidade do método 

em se desenvolver para terceira ordem, com a descrição completa do código MUSCL 

mostrada em Van Leer (1979). 

Tendo em consideração a reconstrução da concentração na face 𝐼𝐽 a qual é 

adjacente à dois VC 𝐿̂ e 𝑅̂, através do desenvolvimento da série de Taylor modificada, 

obtém-se as seguintes equações para aproximação de alta ordem da concentração, 

mediante o método MUSCL (HIRSCH, 1990): 

𝐶𝐿̂,𝐼𝐽
+ = 𝐶𝐿̂ +

𝑆𝐿̂
∗

4
[(1 − 𝜆)∆𝐶𝐿̂

𝑏𝑤𝑑 + (1 + 𝜆)(𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂)], (101) 

e 
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𝐶𝑅̂,𝐼𝐽
− = 𝐶𝑅̂ −

𝑆𝑅̂
∗

4
[(1 − 𝜆)∆𝐶

𝑅̂
𝑓𝑤𝑑

+ (1 + 𝜆)(𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂)], (102) 

onde os sobrescritos + e − representam as concentrações à esquerda e à direita da 

face 𝐼𝐽, respectivamente. A escolha do parâmetro 𝜆 define os diferentes métodos e 

ordem de acurácia adotada na estratégia MUSCL (LYRA, 1994): 

𝜆 = −1 ⇒ método totalmente upwind de 2.ª ordem; 

𝜆 = 0 ⇒ método de Fromm; 

𝜆 = 1 3⁄  ⇒ método upwind de 3.ª ordem; 

𝜆 = 1 ⇒ método de diferenças centrais com três pontos. 

No presente trabalho, o termo advectivo quando for aproximado pelo método 

de 2.ª ordem (método MUSCL), adota-se o parâmetro de valor 𝜆 = 1/3, assim como 

os valores recomendados em Carvalho (2005) e Chivata (2016). Ademais, outros 

valores diferentes para 𝜆 serão especificados em cada problema, caso seja pertinente 

sua alteração. 

Os valores dos operadores de diferenças para trás da Eq. (101), ∆𝐶𝐿̂
𝑏𝑤𝑑, e para 

frente da Eq. (102), ∆𝐶
𝑅̂
𝑓𝑤𝑑

, podem ser definidos da seguinte maneira (CARVALHO, 

2005; SOUZA, 2015): 

∆𝐶𝐿̂
𝑏𝑤𝑑 = 𝐶𝐿̂ − 𝐶𝐿′ = 2𝑑𝐿̂𝑅̂∇𝐶𝐿̂ − (𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂), (103) 

e 

∆𝐶
𝑅̂
𝑓𝑤𝑑

= 𝐶𝑅′ − 𝐶𝑅̂ = 2𝑑𝐿̂𝑅̂∇𝐶𝑅̂ − (𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂), (104) 

onde 𝑑𝐿̂𝑅̂ representa o vetor posição entre os pontos 𝑥⃗𝐿̂ e 𝑥⃗𝑅̂ (ver Figura 12). Os 

valores de 𝐶𝐿′ e 𝐶𝑅′ são obtidos pela reconstrução do gradiente ao longo do vetor 𝑑𝐿̂𝑅̂ 

a partir dos nós fictícios 𝐿′ e 𝑅′ (CARVALHO, 2005). 



86 
 

 
 

Figura 12 – Estratégia utilizada para aproximar a concentração do soluto traçador pelo método 

MUSCL: (a) fragmentação de malha e construção de um estêncil com os pontos 𝐿′, 𝐿̂, 𝑅̂ e 𝑅′, 

utilizados na reconstrução da concentração; (b) indicação do vetor posição 𝑑𝐿̂𝑅̂ 

 

 

(a) (b) 
Fonte: O Autor (2021). 

Os parâmetros 𝑆𝐿̂
∗ e 𝑆𝑅̂

∗  (das Eqs. (101) e (102)) são limitadores de inclinação, 

que definem a ordem de aproximação do método MUSCL, isto é, 𝑆𝑖̂
∗ = 0 (𝑖̂ = 𝐿̂,𝑅̂) 

reduz o método para primeira ordem, e 𝑆𝑖̂
∗ = 1 define o método como de alta ordem 

(HIRSCH, 1990; CARVALHO, 2005). E, também, estes parâmetros são empregados 

para prevenir as oscilações numéricas (overshoots e undershoots) não físicas que são 

desenvolvidas próximas às mudanças repentinas nos gradientes de concentração 

computados (EWING, 1983; LYRA, 1994; WOODFIELD; SUZUKI; NAKABE, 2004; 

SOUZA, 2015). Portanto, aplica-se os limitadores de inclinação para realizar uma 

transição entre a aproximação de alta ordem nas regiões em que o fluxo é suave, 

enquanto nas regiões com elevado gradiente, a contribuição do termo de alta ordem 

é reduzida para primeira ordem (CARVALHO, 2005; SOUZA, 2015). À vista disso, 

esses parâmetros podem ser escritos pela seguinte equação (WOODFIELD; SUZUKI; 

NAKABE, 2004; CONTRERAS et al., 2016): 

𝑆𝑖̂
∗ = 𝑆𝑖̂ ∙ 𝑆𝐼𝐽

𝑖̂ , 𝑖̂ = 𝐿̂,𝑅̂, (105) 

onde 𝑆𝐼𝐽
𝑖̂ , é um limitador aplicado na face 𝐼𝐽 (ver Figura 13) o qual é responsável por 

garantir que os valores das concentrações na referida face não ultrapassem os valores 

médios dos VC adjacentes (LÖHNER, 2008; CONTRERAS et al., 2016), e 𝑆𝑖̂ 

proporciona ao limitador característica de transição de alta ordem para primeira ordem 

no método MUSCL, quando é necessário, a fim de garantir a monotonicidade 

(WOODFIELD; SUZUKI; NAKABE, 2004; CONTRERAS et al., 2016). 

Na literatura há inúmeros limitadores de inclinação, desse modo, no presente 

trabalho, todas as vezes que houver aplicação do método MUSCL será adotado o 



87 
 

 
 

limitador de Van Albada no termo 𝑆𝐼𝐽
𝑖̂  da Eq. (105), pois o mesmo pode apresentar 

baixa difusão numérica do soluto traçador e possui característica de ser 

continuamente diferenciável (i.e., a cada verificação) (CARVALHO, 2005; LÖHNER, 

2008). Este limitador é definido como (LÖHNER, 2008): 

𝑆𝐼𝐽
𝐿̂ = 𝑚𝑎𝑥 {0,

2∆𝐶𝐿̂
𝑏𝑤𝑑(𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂) + 𝜀1

(∆𝐶𝐿̂
𝑏𝑤𝑑)

2
+ (𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂)

2 + 𝜀1
} , (106) 

e 

𝑆𝐼𝐽
𝑅̂ = 𝑚𝑎𝑥 {0,

2∆𝐶
𝑅̂
𝑓𝑤𝑑(𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂) + 𝜀1

(∆𝐶
𝑅̂

𝑓𝑤𝑑
)
2
+ (𝐶𝑅̂ − 𝐶𝐿̂)

2 + 𝜀1

} , (107) 

onde 𝜀1 é um número muito pequeno utilizado para evitar a divisão por zero no 

denominador. 

O termo 𝑆𝑖̂ (da Eq. (105)) é um limitador de VC, o qual considera todos os VC 

𝑀̂𝑖 conectados diretamente ao VC 𝐿̂ para comparação dos valores computados, 

excluindo-se o próprio VC 𝐿̂ nessa análise (ver Figura 13) (WOODFIELD; SUZUKI; 

NAKABE, 2004). Este limitador foi proposto inicialmente por Woodfield, Suzuki e 

Nakabe (2004) com o propósito de eliminar as oscilações numéricas causadas pela 

aproximação de segunda ordem (i.e., MUSCL) e, também, diminuir a difusão numérica 

artificial. Posteriormente, tal limitado é utilizado no contexto da simulação de 

reservatórios de petróleo por Souza (2015) e Contreras et al. (2016). 

Figura 13 – À esquerda: limitador de face (𝐼𝐽) utilizado entre dois volumes de controle adjacentes (𝐿̂ e 

𝑅̂); à direita: limitador de volume de controle, considerando-se os volumes de controle (𝑀̂𝑖) 

circunvizinhos ao 𝐿̂ 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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O limitador de Woodfield (𝑆𝑖̂) consiste em verificar se há overshoots e/ou 

undershoots nos VC circunvizinhos, que tendem a ocorrer nas mudanças súbitas de 

gradientes e, às vezes, em locais onde o gradiente deveria ser zero. Este limitador é 

definido da seguinte forma (WOODFIELD; SUZUKI; NAKABE, 2004): 

𝑆𝑖̂ =

{
 
 

 
 

0, se 𝜑𝐿̂ ≥ 1 ou 𝜑𝐿̂ ≤ 0, 
1, se 𝛿 ≤ 𝜑𝐿̂ ≤ 1 − 𝛿, 
𝜑𝐿̂/𝛿, se 0 ≤ 𝜑𝐿̂ < 𝛿, 

(1 − 𝜑𝐿̂)/𝛿, se 1 − 𝛿 < 𝜑𝐿̂ < 1, 

1, se 𝐶𝑚𝑎𝑥 − 𝐶𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜀2, 

  (108) 

onde 𝛿 é uma constante limitadora de transição, 𝐶𝑚𝑎𝑥 e 𝐶𝑚𝑖𝑛 são, respectivamente, 

os valores máximo e mínimo das concentrações calculadas nos VC circunvizinhos. O 

parâmetro adimensional 𝜑𝐿̂ é definido da seguinte maneira: 

𝜑𝐿̂ =
𝐶𝐿̂ − 𝐶

𝑚𝑖𝑛

𝐶𝑚𝑎𝑥 − 𝐶𝑚𝑖𝑛
. (109) 

Após o cálculo das concentrações numéricas na face 𝐼𝐽, a Eq. (99) pode ser 

reescrita para definir o fluxo advectivo pelo método MUSCL (Eqs. (101) e (102)) da 

seguinte maneira: 

F⃗⃗⃗𝐴𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 = ϝ𝐿̂,𝐼𝐽 ∙ 𝐶𝐿̂,𝐼𝐽
+ − ϝ𝑅̂,𝐼𝐽 ∙ 𝐶𝑅̂,𝐼𝐽

− . (110) 

 O valor da constante 𝛿 (na Eq. (108)) precisa ser escolhido entre o intervalo de 

0 a 0,5, no entando, os estudos realizados por Woodfield, Suzuki e Nakabe (2004) 

apontam que a melhor escolha deste valor é 𝛿 = 0,2, portanto, no presente trabalho 

será adotado este valor. Pois, de acordo com os resultados dos autores, o valor 𝛿 =

0,05 não apresentou boa convergência e também não foi capaz de suprimir as 

oscilações numéricas presentes nas soluções, por outro lado, 𝛿 = 0,5 produziu uma 

quantidade significativa de difusão numérica artificial. 

Os coeficientes 𝜀1 (Eqs. (106) e (107)) e 𝜀2 (Eq. (108)) são inseridos nas 

referidas equações para se evitar alguma singularidade matemática pelo surgimento 

do valor zero no denominador, assim, adota-se nesta dissertação de mestrado: 𝜀1 =

𝜀2 = 10
−20 (WOODFIELD; SUZUKI; NAKABE, 2004; LÖHNER, 2008). 
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3.1.5 Discretização Temporal e Formulação Numérica da Equação de Advecção-

Dispersão-Reação 

 

A integral espacial do termo transiente da concentração do soluto traçador em 

cada VC 𝐿̂, presente na Eq. (42), pode ser representada como: 

∫
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝑑𝐿̂

𝐿̂

+∫ L(𝐶)𝑑𝐿̂
𝐿̂

= 0, (111) 

onde L(𝐶) é um operador diferencial espacial que inclui todos os termos não 

transientes da Eq. (42), isto é, os fenômenos de advecção, dispersão e reação. Assim, 

após a discretização espacial e aplicando o teorema do valor médio, tem-se a seguinte 

expressão: 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
|
𝐿̂
𝑉𝐿̂ = R(𝐶𝐿̂

𝑡), (112) 

onde R(𝐶𝐿̂
𝑡) é um resíduo o qual é resultado da discretização espacial expressa em 

algum tempo de referência 𝑡. Realizando-se uma expansão da série de Taylor para 

calcular o termo transiente da concentração do soluto traçador sobre uma direção 

progressiva do tempo (método de Euler explícito), e truncando-se a série nos termos 

que iniciam na ordem ∆𝑡2, obtém-se a seguinte equação para representar 

numericamente a derivada temporal da concentração (MOUKALLED; MANGANI; 

DARWISH, 2016): 

𝜕𝐶(𝑡)

𝜕𝑡
=
𝐶(𝑡 + ∆𝑡) − 𝐶(𝑡)

∆𝑡
+ O(∆𝑡). (113) 

Consequentemente, substituindo-se a Eq. (113) na Eq. (112), tem-se a seguinte 

equação: 

𝐶𝐿̂
𝑡+∆𝑡 − 𝐶𝐿̂

𝑡

∆𝑡
=
1

𝑉𝐿̂
R(𝐶𝐿̂

𝑡), (114) 

rearranjando-se os termos, tem-se: 

𝐶𝐿̂
𝑡+∆𝑡 = 𝐶𝐿̂

𝑡 +
∆𝑡

𝑉𝐿̂
R(𝐶𝐿̂

𝑡). (115) 

A principal vantagem da discretização pelo método de Euler explícito advém de 

sua capacidade em gerar soluções avançando no tempo sem a necessidade de 
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resolver um sistema de equações em cada nível 𝑛 de tempo (MOUKALLED; 

MANGANI; DARWISH, 2016). Dessarte, substituindo-se os fluxos numéricos das Eqs. 

(47) e (51) na Eq. (115), tem-se: 

𝐶𝐿̂
𝑛+1 = 𝐶𝐿̂

𝑛 +
∆𝑡

𝑉𝐿̂
[ ∑ (F⃗⃗⃗𝐻𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽 + F⃗⃗⃗𝐴𝐼𝐽 ∙ 𝑁⃗⃗⃗𝐼𝐽)
𝐼𝐽∈E𝐿̂

]

𝑛

− (𝛾𝐶)𝐿̂
𝑛∆𝑡. (116) 

O valor ∆𝑡 é determinado respeitando-se o critério de estabilidade, necessário 

para a convergência de métodos transientes explícitos, denominado como condição 

de Courant-Friedrichs-Lewy ou condição de CFL, estabelecida após a demonstração 

dos conceitos fundamentais de convergência e estabilidade por Courant, Friedrichs e 

Lewy (1928) (HIRSCH, 1988; LEVEQUE, 2004; MOUKALLED; MANGANI; DARWISH, 

2016). E, conforme recomendado no trabalho de Chivata (2016), em problemas de 

advecção-dispersão-reação, pode-se definir o critério de CFL da seguinte forma: 

∆𝑡 ≤
𝐶𝐹𝐿 ∙ ∆ℎ2

[‖𝑫𝐻‖ + max
𝐼𝐽∈E𝐿̂

(
𝜈 ∙ 𝑁⃗⃗⃗
A
)
𝐼𝐽

∆ℎ + 𝛾∆ℎ] (2k + 1)

; 0 ≤ 𝐶𝐹𝐿 ≤ 1, 
(117) 

onde o número adimensional 𝐶𝐹𝐿 é chamado de número de Courant, ∆ℎ é o 

comprimento característico da malha, em que neste trabalho foi utilizado a distância 

entre os centroides de VC adjacentes (i.e., ∆ℎ = 𝑑𝐿̂𝑅̂, ver seção 3.1.4.2), A representa 

a área de cada face 𝐼𝐽, e o valor de k define o grau de acurácia do método, de modo 

que quando k = 0 (valor aplicado neste trabalho), reduz-se ao método de Euler 

explícito. 

 

3.2 AVALIAÇÃO DE ERROS DOS MÉTODOS NUMÉRICOS 

 

A solução numérica, 𝑢̂, gerada pelos métodos numéricos empregados, produz-

se algum erro de truncamento 𝐸ℎ estabelecido em relação a uma quantidade de 

interesse 𝑢, numa malha com 𝑁×𝑀 nós, calculado como (HYMAN; SHASHKOV; 

STEINBERG, 1997; VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007): 

‖𝐸ℎ‖ = 𝑢 − 𝑢̂ ≅ 𝐶ℎ
𝑞 + O(ℎ𝑞+1), (118) 

onde 𝑞 é a ordem do erro, a constante da taxa de convergência 𝐶 é independente de 

ℎ, e ‖∙‖ é alguma norma utilizada.  
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Os erros de truncamento são avaliados em uma sequência de malhas ℎ, ℎ 2⁄ , 

ℎ 4⁄ , ..., e a taxa de convergência 𝑞 é estimada a partir da razão entre as normas dos 

erros ‖𝐸ℎ‖ e‖𝐸ℎ 2⁄ ‖ dada por (HYMAN; SHASHKOV; STEINBERG, 1997; 

CARVALHO, 2005): 

𝑞 ≅ 𝑙𝑜𝑔2 (
‖𝐸ℎ‖

‖𝐸ℎ 2⁄ ‖
) . (119) 

Os erros avaliados nesta dissertação de mestrado, utiliza-se três tipos de 

normas, são elas as normas do máximo (∞), 𝐿2 e Root Mean Square (RMS), 

respectivamente, relacionadas aos erros numéricos absolutos ‖𝐸‖∞, ‖𝐸‖2 e ‖𝐸‖𝑅𝑀𝑆. 

Estas normas são calculadas, como segue (HYMAN; SHASHKOV; STEINBERG, 

1997; CHAI; DRAXLER, 2014; GOULART et al., 2018): 

‖𝐸‖∞ = ‖𝑢 − 𝑢̂‖𝐿∞ = 𝑚𝑎𝑥‖𝑢𝑖 − 𝑢̂𝑖‖, para 𝑖 = 1,… ,𝑁𝑉𝐶, (120) 

‖𝐸‖2 = ‖𝑢 − 𝑢̂‖𝐿2 = {∑[(𝑢𝑖 − 𝑢̂𝑖)
2 ∙ 𝑉𝑖]

𝑁𝑉𝐶

𝑖=1

}

1
2

, para 𝑖 = 1,… ,𝑁𝑉𝐶, (121) 

‖𝐸‖𝑅𝑀𝑆 = ‖𝑢 − 𝑢̂‖𝐿𝑅𝑀𝑆 = [
1

𝑁𝑉𝐶
∑(𝑢𝑖 − 𝑢̂𝑖)

2

𝑁𝑉𝐶

𝑖=1

]

1
2

, para 𝑖 = 1,… ,𝑁𝑉𝐶, (122) 

onde 𝑁𝑉𝐶 é o número de VC da malha, no qual, cada VC tem seu volume (ou área em 

2D) indicado por 𝑉𝑖.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS 

  

Nesta seção, serão resolvidos problemas da literatura (benchmarks) de 

natureza uni (1D) e bidimensionais (2D), a fim de comparar e validar os resultados da 

formulação numérica adotada neste trabalho. Para resolver os problemas propostos, 

leva-se em conta algumas hipóteses simplificadoras, tais como: 

a) a porosidade e a viscosidade são consideradas constantes e unitárias; 

b) a variação de temperatura não afeta as propriedades dos fluidos e da rocha 

(meio poroso), i.e., os problemas são considerados isotérmicos; 

c) assume-se que a rocha e o fluido são incompressíveis; 

d) desconsidera-se os efeitos da gravidade e da capilaridade no sistema; 

e) a densidade do óleo e da água são considerados iguais e unitários. 

Nos problemas analisados, calcula-se inicialmente a pressão pelo MPFA-QL 

para depois se calcular as velocidades de escoamento (velocidades de Darcy) no 

reservatório, com os valores das velocidades associadas ao traçador, pode-se obter 

os valores dos coeficientes de dispersão hidrodinâmicos, e com isso, obtém-se a 

solução da equação de concentração. Desse modo, obtém-se uma estratégia 

denominada Implicit Pressure and Explicit Concentration (IMPEC) para resolver a 

concentração numérica do soluto traçador, dado pela Eq. (116) (ver fluxograma do 

Apêndice A). 

 

4.1 TRANPORTE UNIDIMENSIONAL DE SOLUTOS TRAÇADORES EM 

RESERVATÓRIOS 

 

Os problemas propostos a seguir são adaptados de Sun (1996) e Carvalho 

(2005). Considera-se o transporte unidimensional de um soluto traçador, injetado 

constantemente a montante e com concentração 𝐶 num modelo de reservatório, 

homogêneo e isotrópico, com dimensões de comprimento 120 x 15 m (ver Figura 14). 
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Figura 14 – Domínio e condições de contorno utilizados para o estudo de transporte unidimensional 
de soluto traçador num reservatório isotrópico e homogêneo 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Para este problema não se considera a existência do termo de fonte, e sua 

análise pode ser simplificada na direção predominante (direção 𝑥), tornando-se uma 

análise de natureza unidimensional, assim a Eq. (25) pode ser reescrita da seguinte 

maneira: 

 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝑫𝐿

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 𝜈

𝜕𝐶

𝜕𝑥
, para 0 < 𝑥 < 120 m, (123) 

onde 𝑫𝐿 = 𝑫𝑥𝑥 é o coeficiente de dispersão hidrodinâmica longitudinal. 

A equação da pressão, Eq. (8), também pode ser reescrita como: 

 
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
= −

𝑄𝑇
𝑲

, para 0 < 𝑥 < 120 m. (124) 

Para atender estes problemas específicos, utiliza-se as seguintes condições de 

contorno e inicial: 

a) para a equação da concentração (Eq. (123)): 

 

𝐶(𝑥, 0) = 0 (g m3⁄ ) para 0 ≤ 𝑥 ≤ 120 m,

𝐶(0, 𝑡) = 𝐶𝑜 para 𝑡 ≥ 0,

𝐶(120, 𝑡) = 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0;

 (125) 

b) para a equação da pressão (Eq. (124)): 

 
𝑝(0, 𝑡) = 𝑝𝑜 para 𝑡 ≥ 0,

𝑝(120, 𝑡) = 0 (Pa) para 𝑡 ≥ 0.
 (126) 

A solução analítica deste problema é encontrada em Sun (1996), e é dada da 

seguinte maneira: 

 𝐶(𝑥, 𝑡) =
𝐶𝑜
2
{𝑒𝑟𝑓𝑐 [

𝑥 − 𝜈𝑡

2√𝑫𝐿𝑡
] + 𝑒𝑥𝑝 (

𝜈𝑥

𝑫𝐿
) ∙ 𝑒𝑟𝑓𝑐 [

𝑥 + 𝜈𝑡

2√𝑫𝐿𝑡
]} , (127) 
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onde 𝑒𝑥𝑝 é a função exponencial de base 𝑒 (natural), enquanto 𝑒𝑟𝑓𝑐 é a função de 

erro complementar e pode ser expressa como (DIAS, 2003): 

 𝑒𝑟𝑓(𝑥) =
2

√𝜋
∫ 𝑒𝑥𝑝(𝜉2)𝑑𝜉
𝑥

0

 e 𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑥) = 1 − 𝑒𝑟𝑓(𝑥), (128) 

onde 𝑒𝑟𝑓 é a função de erro. O valor de 𝜉 depende do fenômeno analisado e para o 

caso em que se ocorre difusão e advecção sem o termo de decaimento, em meio 

poroso e unidimensional, pode ser escrito da seguinte maneira (DIAS, 2003): 

 𝜉 =
−𝑥 + 𝜈𝑡

2√𝑫𝐿𝑡
. (129) 

 

4.1.1 Dispersão Hidrodinâmica com Difusão Dominante 

 

Estudando o fenômeno com difusão dominante, de acordo com Sun (1996), 

Carvalho (2005) e Chivata (2016), o problema será avaliado primeiramente com um 

número pequeno de Péclet, 𝑃𝑒 = 0,750000, e as seguintes informações: 𝐶𝑜 =

10 g m3⁄ , 𝑫𝐿 = 10m2 d⁄ , 𝛼𝐿 = 10 m, 𝑫0 = 2 ∙ 10
−9 m2 d⁄ , 𝜈 = 1m d⁄ , 𝑝𝑜 = 10 Pa. Para 

atender ao número de Péclet analisado, será utilizado uma malha inicialmente com 

espaçamento ∆𝑥 = 7,50000 m (∆𝑥 = 𝑃𝑒 ∙ 𝑫𝐿 |𝜈|⁄ ), desse modo, o domínio estudado 

configura 66 VC triangulares (malha M1), mas se avalia apenas os 16 VC inferiores 

na direção 𝑥, isto é, nos VC com centroides localizados em 𝑦 = ∆𝑦 3⁄  (sentido positivo 

dos eixos adotados na Figura 14), e para que o domínio discretizado mantenha 

simetria na direção 𝑦, tem-se ∆𝑦 = 7,50000 m com 2 divisões na direção 𝑦 (ver Figura 

15) e, seguindo-se esta mesma racionalidade, verifica-se também o comportamento 

da simulação numérica através da malha com 64 VC quadrangulares (malha M6), 

analisando-se seus 16 VC inferiores na direção 𝑥, isto é, nos VC com centroides 

localizados em 𝑦 = ∆𝑦 2⁄  (sentido positivo dos eixos adorados na Figura 14), e para 

que o domínio discretizado mantenha simetria na direção 𝑦, tem-se ∆𝑦 = 3,75000 m 

com 4 divisões na direção 𝑦 (ver Figura 16). Nota-se que a fim de se comparar os 

resultados entre as triangulares e quadrangulares, tem-se densidades das malhas 

próximas entre si.  

Nesse contexto, considera-se que o problema poderá ser estudado 

unidimensionalmente sem perder as características da física, logo se pode comparar 
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os resultados numéricos de parte a parte, bem como a solução analítica do problema 

(Eq. (127)), e será descrito neste trabalho os resultados em função dos pontos de 

interesse para cada malha em suas respectivas análises. As malhas empregadas nas 

discretizações espaciais foram geradas no software Gmsh (2020), utilizando-se um 

processo denominado “Frontal-Delaunay”. 

Figura 15 – Malhas triangulares utilizadas na discretização espacial do problema de transporte 
unidimensional: (a) malha M1, com 66 VC; (b) malha M2, com 130 VC; (c) malha M3, com 258 VC; (d) 

malha M4, com 518 VC; e (e) malha M5, com 1030 VC 

(a) 

 

(b) 
 

(c)  

(d)  

(e)  

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 16 – Malhas quadrangulares utilizadas na discretização espacial do problema de transporte 
unidimensional: (a) malha M6, com 64 VC; (b) malha 7, 128 VC; (c) malha M8, com 256 VC; (d) malha 

M9, com 512 VC; e (e) malha M10, com 1024 VC 

(a) 

 

(b) 
 

(c)  

(d)  

(e)  

Fonte: O Autor (2021). 

O tempo total considerado para os resultados numéricos e a solução analítica 

é 𝑡 = 30 d e o valor do número de Courant é 𝐶𝐹𝐿 = 0,2. As informações físicas do 

reservatório são complementadas pelos seguintes tensores: 

 𝑲 = [
12 0
0 12

]  e 𝝉 = [5 ∙ 10
−1 0

0 5 ∙ 10−1
] , (130) 

onde 𝑲 é o tensor de permeabilidade e 𝝉 é o tensor de tortuosidade. 
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No Gráfico 2, apresenta-se a pressão calculada numericamente pelo MPFA-QL 

com 16 VC triangulares inferiores da malha M1 e seus valores de contorno na direção 

𝑥, observa-se que há um comportamento linear da pressão ao longo do domínio. No 

Gráfico 3, verifica-se resultados similares com a aplicação de VC quadrangulares 

(malha M6). 

Gráfico 2 – Pressão ao longo da direção 𝑥 no domínio, utilizando-se o MPFA-QL com 16 VC 
triangulares e valores de contorno, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 3 – Pressão ao longo da direção 𝑥 no domínio, utilizando-se o MPFA-QL com 16 VC 
quadrangulares e valores de contorno, para o transporte unidimensional de soluto traçador com 

difusão dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Nas Figuras 17 e 18, identifica-se o desenvolvimento do campo de 

concentração do soluto traçador e suas isolinhas, com a aplicação de VC triangulares 

e quadrangulares, respectivamente, e ambos resultados foram gerados no software 

VisIt (2020). O campo de concentração é calculado numericamente pelos métodos 

MUSCL-MPFA-QL, cujos valores numéricos, mínimo e máximo, são mostrados em 

suas respectivas figuras. As isolinhas são utilizadas para contrapor os resultados do 

transporte de soluto para cada método numérico empregado: isolinhas de cor azul 

indicam os valores de concentração produzidos pelos métodos FOU-MPFA-QL, 

isolinhas de cor vermelha indicam os valores de concentração produzidos pelos 

métodos MUSCL-MPFA-QL, e, isolinhas de cor verde indicam os valores de 

concentração produzidos pelos métodos MUSCL-Woodfield-MPFA-QL. Observa-se 

que os resultados obtidos com o método FOU são mais difusivos que os resultados 

obtidos pelos métodos de alta ordem. Além disso, comparando-se os resultados nos 

dois tipos de malhas, identifica-se que os valores das concentrações numéricas, 

resultante da malha com os VC triangulares, são mais próximos dos valores atribuídos 

nos contornos e as isolinhas da malha com os VC quadrangulares foram mais 

difusivas numericamente, em todos os métodos numéricos aplicados. 

Figura 17 – Campo de concentração do traçador obtido pelo MUSCL-MPFA-QL e isolinhas de 
concentração obtidas pelos métodos: FOU-MPFA-QL (azuis), MUSCL-MPFA-QL (vermelhas), 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL (verdes). O tempo de transporte unidimensional é t = 30 d, com 66 VC 
triangulares 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 18 – Campo de concentração do traçador obtido pelo MUSCL-MPFA-QL e isolinhas de 
concentração obtidas pelos métodos: FOU-MPFA-QL (azuis), MUSCL-MPFA-QL (vermelhas), 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL (verdes). O tempo de transporte unidimensional é t = 30 d, com 64 VC 
quadrangulares 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Nos Gráficos 4 e 5 são apresentados os perfis de concentração, 

respectivamente, das malhas com VC triangulares e quadrangulares, para os 

seguintes métodos numéricos: FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL, bem como a solução analítica (ver Eq. (127)) do problema em 

estudo. Naturalmente, para se calcular o termo do fluxo de dispersão hidrodinâmica, 

apenas foi empregado o MPFA-QL para obter os valores das incógnitas da 

concentração no reservatório, em contrapartida, o termo advectivo, diferenciou-se 

pela combinação de outros métodos (FOU, MUSCL, MUSCL-Woodfield) com o MPFA-

QL, a fim de observar o comportamento do fluxo advectivo-dispersivo no reservatório. 

Gráfico 4 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,750000 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 5 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 VC quadrangulares 
e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,750000 

 

Fonte: O Autor (2021). 

O refinamento realizado a partir das malhas anteriores tem a finalidade de 

examinar a convergência das soluções numéricas obtidas pelos métodos 

apresentados. Para tal, considera-se também malhas triangulares com 130, 258, 518 

e 1030 VC (ver Figura 15), e malhas quadrangulares com 128, 256, 512 e 1024 VC 

(ver Figura 16). Visto que o fluxo é predominantemente unidimensional, a direção 𝑥 é 

mais relevante neste caso, sendo assim, com o propósito de manter a simetria no eixo 

𝑦, deliberadamente as dimensões das malhas nesta direção passaram por uma 

adaptação sem perder suas características na análise unidimensional. 

Consequentemente, modificando-se o espaçamento da malha na direção 𝑥, os valores 

de Péclet são alterados para 𝑃𝑒 = 0,375000, 𝑃𝑒 = 0,187500, 𝑃𝑒 = 0,093750 e 𝑃𝑒 =

0,046875, nesta ordem, para as malhas se considerados: 32 VC (∆𝑥 = 3,75000 m), 64 

VC (∆𝑥 = 1,87500 m), 128 VC (∆𝑥 = 0,93750 m) e 256 VC (∆𝑥 = 0,46875 m) inferiores 

na direção 𝑥 e, concomitantemente, nos centroides localizados em 𝑦 = ∆𝑦 3⁄  para 

malhas triangulares e 𝑦 = ∆𝑦 2⁄  para malhas quadrangulares. 

Do Gráfico 6 até o Gráfico 13, apresenta-se os perfis de concentração para os 

métodos numéricos, com 32 até 256 VC inferiores das malhas e seus valores de 

contorno na direção 𝑥, alternando-se entre VC triangulares e quadrangulares, com a 

finalidade de comparar os resultados das malhas empregadas. 
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Gráfico 6 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,375000 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 7 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 VC quadrangulares 
e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,37500 

 

Fonte: O Autor (2021). 

 

 

 

 



101 
 

 
 

Gráfico 8 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,187500 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 9 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 VC quadrangulares 
e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,187500 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 10 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 128 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,093750 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 11 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 128 VC 

quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto 
traçador com difusão dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,093750 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 12 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 256 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com difusão 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,046875 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 13 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 256 VC 

quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto 
traçador com difusão dominante. Conforme os seguintes valores: t = 30 d, CFL = 0,2, Pe = 0,046875 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Pelos perfis de concentração apresentados, consegue-se identificar que a 

distribuição do soluto traçador acontece de forma difusiva ao longo do domínio, mas 

o mesmo não alcança o limite a jusante (em x = 120 m). Outrossim, pela natureza 

física estudada, o fluxo advectivo quase não tem contribuição, assim a maior parcela 
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da análise numérica decorre dos métodos empregados para se calcular a dispersão 

hidrodinâmica. 

Nas Tabelas 1 e 2 são apresentados os valores dos erros numéricos absolutos 

‖𝐸‖∞, ‖𝐸‖2 e ‖𝐸‖𝑅𝑀𝑆, respectivamente, para os VC triangulares e quadrangulares 

analisados anteriormente. 

Tabela 1 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e 
MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com 

difusão dominante e aplicação de volumes de controle triangulares 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 0,750000 2,5750∙10
-1

 9,2059 1,3717∙10
-1

 

3,7500 32 0,375000 1,4684∙10
-1

 4,9964 7,7191∙10
-2

 

1,8750 64 0,187500 7,9083∙10
-2

 2,6357 4,1267∙10
-2

 

0,9375 128 0,093750 4,0848∙10
-2

 1,3540 2,1273∙10
-2

 

0,46875 256 0,046875 2,0895∙10
-2

 6,9328∙10
-1

 1,0880∙10
-2

 

MUSCL-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 0,750000 2,9399∙10
-2

 8,5328∙10
-1

 1,4146∙10
-2

 

3,7500 32 0,375000 7,9031∙10
-3

 2,3163∙10
-1

 3,8447∙10
-3

 

1,8750 64 0,187500 2,4698∙10
-3

 7,1145∙10
-2

 1,1483∙10
-3

 

0,9375 128 0,093750 2,7226∙10
-3

 1,8391∙10
-2

 4,2545∙10
-4

 

0,46875 256 0,046875 2,9001∙10
-3

 1,0761∙10
-2

 3,9094∙10
-4

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 0,750000 8,0734∙10
-2

 2,0555 3,3679∙10
-2

 

3,7500 32 0,375000 3,9788∙10
-2

 9,6517∙10
-1

 1,5328∙10
-2

 

1,8750 64 0,187500 1,9173∙10
-2

 5,0295∙10
-1

 7,8737∙10
-3

 

0,9375 128 0,093750 1,1763∙10
-2

 5,5042∙10
-1

 7,5787∙10
-3

 

0,46875 256 0,046875 9,8025∙10
-3

 3,6988∙10
-1

 5,5020∙10
-3

 
Fonte: O Autor (2021). 
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Tabela 2 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e 
MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com 

difusão dominante e aplicação de volumes de controle quadrangulares 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 0,750000 4,5648∙10
-1

 1,7549∙10
1
 2,5226∙10

-1
 

3,7500 32 0,375000 2,7590∙10
-1

 9,6464 1,4634∙10
-1

 

1,8750 64 0,187500 1,5285∙10
-1

 5,1576 8,0194∙10
-2

 

0,9375 128 0,093750 8,0738∙10
-2

 2,6853 4,2167∙10
-2

 

0,46875 256 0,046875 4,1535∙10
-2

 1,3748 2,1649∙10
-2

 

MUSCL-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 0,750000 3,7133∙10
-2

 1,8944 2,4699∙10
-2

 

3,7500 32 0,375000 1,4075∙10
-2

 5,2291∙10
-1

 7,2353∙10
-3

 

1,8750 64 0,187500 3,7137∙10
-3

 1,1831∙10
-1

 1,8134∙10
-3

 

0,9375 128 0,093750 2,7851∙10
-3

 3,2751∙10
-2

 5,7160∙10
-4

 

0,46875 256 0,046875 2,9186∙10
-3

 1,4295∙10
-2

 4,0241∙10
-4

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 0,750000 2,7060∙10
-1

 8,9422 1,3516∙10
-1

 

3,7500 32 0,375000 1,2862∙10
-1

 4,0303 6,4779∙10
-2

 

1,8750 64 0,187500 6,0311∙10
-2

 1,8854 3,0929∙10
-2

 

0,9375 128 0,093750 3,2119∙10
-2

 1,0263 1,6578∙10
-2

 

0,46875 256 0,046875 1,7819∙10
-2

 5,8293∙10
-1

 9,2335∙10
-3

 
Fonte: O Autor (2021). 

Nos Gráficos 14 e 15 são apresentados os gráficos de convergência – para as 

normas dos erros numéricos absolutos correspondentes aos métodos numéricos e 

malhas empregados no refinamento – respectivamente para os VC triangulares e 

quadrangulares. 
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Gráfico 14 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle triangulares, para 
os métodos numéricos aplicados no transporte unidimensional de soluto traçador, com difusão 

dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 15 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle quadrangulares, 
para os métodos numéricos aplicados no transporte unidimensional de soluto traçador, com difusão 

dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Baseado nos resultados gerados do Gráfico 4 até o 13, interpreta-se que para 

ambas as malhas empregadas (triangulares e quadrangulares) que houve uma 

convergência dos métodos numéricos no que diz respeito à solução analítica do 

problema estudado, ao passo que se aplica refinamento nas malhas, assim todos os 

métodos se mostraram convergentes para problemas com essas características 
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supramencionadas. Todavia, o método FOU associado ao MPFA-QL apresentou uma 

solução menos acurada que os métodos MUSCL e MUSCL-Woodfield. 

Confirma-se através dos resultados apresentados nas Tabelas 1 e 2, e nos 

Gráficos 14 e 15, que todos os métodos aplicados se aproximam da solução analítica, 

visto que os erros numéricos diminuem conforme se realiza o refinamento das malhas. 

Não obstante, consegue-se identificar pontualmente pequenas oscilações na análise 

dos erros, principalmente em malhas com VC triangulares, levando em conta os erros 

numéricos ∞ e 2, o que acontece bem menos em malha com VC quadrangulares, este 

último só acontece aplicando-se a norma ∞ dos erros numéricos absolutos, e, os 

demais tipos de erros (2 e 𝑅𝑀𝑆) continuam convergindo para todo o refinamento 

efetuado. Apesar disso, os erros apresentados nas malhas triangulares são sutilmente 

menores que as malhas quadrangulares, em todos os métodos empregados, desse 

modo, demonstrando-se que as aplicações das primeiras malhas são mais indicadas 

para o problema estudado. Desse modo, considera-se que o MPFA-QL associado aos 

outros métodos pode resolver numericamente este tipo de problema estudado, isto é, 

o transporte de soluto traçado em reservatórios com difusão dominante. Observa-se, 

também, que os métodos MUSCL-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield apresentaram suas 

curvas de convergência com menor inclinação, se comparados ao FOU-MPFA-QL. 

Consequentemente, as metodologias de segunda ordem demonstraram ser mais 

acurada que o FOU-MPFA-QL (1.ª ordem), mesmo com um ∆𝑥 maior. A combinação 

dos métodos MUSCL-MPFA-QL se mostrou mais acurada – entre as que foram 

aplicadas – para lidar com este tipo de problema estudado, logo, os mesmos 

apresentaram-se mais indicados para adquirir resultados em problemas com o 

número de Péclet pequeno. 

 

4.1.2 Dispersão Hidrodinâmica com Advecção Dominante 

 

Este problema de advecção dominante, considera-se o mesmo domínio (ver 

Figura 14), malhas (ver Figura 15 e Figura 16) e dados da seção anterior, com ressalva 

do coeficiente de dispersividade longitudinal ser atribuído como 𝛼𝐿 = 0,075 m e o 

coeficiente de dispersão longitudinal 𝑫𝐿 = 0,075m2 d⁄ . O intervalo de tempo aplicado 

foi de ∆𝑡 = 0,01 d, além disso, o tempo considerado para os resultados numéricos e a 

solução analítica é 𝑡 = 50 d. Dado que as malha empregadas para discretizar o 
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problema, e a velocidade de escoamento do fluido no reservatório, permaneceram as 

mesmas do problema analisado anteriormente, a alteração no número de Péclet 

decorreu pela mudança do coeficiente de dispersão longitudinal, resultante da física 

investigada. Assim, não se faz necessário atender os critérios do número de Péclet 

mencionados na seção anterior. 

Nos Gráficos 16 e 17, observa-se os perfis de concentração no tempo 𝑡 = 50 d 

respectivamente para as malhas (M1 e M6) limitadas aos 16 VC triangulares e 

quadrangulares inferiores, bem como seus valores de contorno na direção 𝑥, 

empregando-se os métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-

MPFA-QL e a solução analítica. 

Gráfico 16 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 
dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 100,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 17 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 VC quadrangulares 

e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com 
advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 100,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Com base nos resultados do Gráfico 16 – na malha com VC triangulares – 

percebe-se que a metodologia de segunda ordem, MUSCL-MPFA-QL, tem uma sutil 

oscilação numérica que acontece próximo à descontinuidade resultante do problema 

ser fortemente advectivo (𝑃𝑒 = 100). O mesmo não acontece quando se aplica a 

malha com VC quadrangulares (ver Gráfico 17), porém a solução se torna mais 

difusiva numericamente. Desse modo, realiza-se refinamentos e variações das 

malhas, assim como na seção anterior (i.e., problema fortemente difusivo), a fim de 

avaliar o comportamento dos métodos numéricos estudados e suas respectivas 

acurácias para o problema que é fortemente advectivo. Do Gráfico 18 até o Gráfico 

25 são apresentados os perfis de concentração para 32 até 256 VC triangulares e 

quadrangulares inferiores e seus valores de contorno na direção 𝑥. 
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Gráfico 18 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 
dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 50,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 19 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 VC quadrangulares 

e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com 
advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 50,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 20 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 VC triangulares e 

valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 
dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 25,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 21 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 VC quadrangulares 

e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com 
advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 25,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 

 

 

 

 



112 
 

 
 

Gráfico 22 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 128 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 12,50 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 23 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 128 VC 

quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto 
traçador com advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 12,50 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 24 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 256 VC triangulares e 
valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção 

dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 6,25 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 25 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 256 VC 

quadrangulares e valores de contorno na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto 
traçador com advecção dominante. Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 6,25 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Nas Tabelas 3 e 4 são apresentados os valores dos erros numéricos absolutos 

‖𝐸‖∞, ‖𝐸‖2 e ‖𝐸‖𝑅𝑀𝑆, respectivamente, para os VC triangulares e quadrangulares 

analisados anteriormente. Nos Gráficos 26 e 27 são apresentados os valores de 

convergência, para as normas dos erros numéricos absolutos associadas aos 
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métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, 

respectivamente, para os VC triangulares e quadrangulares. 

Tabela 3 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e 
MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com 

advecção dominante e aplicação de volumes de controle triangulares 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 3,0445 60,6323 1,2079 

3,7500 32 50,00 2,7120 40,3021 9,4794∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 2,1877 25,7203 6,8236∙10
-1

 

0,9375 128 12,50 1,6688 15,57118 4,6007∙10
-1

 

0,46875 256 6,25 1,1542 8,9152 2,8735∙10
-1

 

MUSCL-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 1,5033 19,3976 5,1177∙10
-1

 

3,7500 32 50,00 9,5612∙10
-1

 6,8887 2,3730∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 3,2098∙10
-1

 2,0053 7,3061∙10
-2

 

0,9375 128 12,50 9,4642∙10
-2

 6,1699∙10
-1

 2,1529∙10
-2

 

0,46875 256 6,25 1,5879∙10
-1

 6,2763∙10
-1

 2,8885∙10
-2

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 1,3598 22,2911 4,8092∙10
-1

 

3,7500 32 50,00 1,1241 12,0497 3,1058∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 6,1568∙10
-1

 5,2007 1,5701∙10
-1

 

0,9375 128 12,50 3,7086∙10
-1

 3,3238 9,9521∙10
-2

 

0,46875 256 6,25 2,7557∙10
-1

 2,0033 6,4655∙10
-2

 
Fonte: O Autor (2021). 

Tabela 4 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e 
MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com 

advecção dominante e aplicação de volumes de controle quadrangulares 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 3,4442 92,4577 1,5840 

3,7500 32 50,00 3,1227 62,1429 1,2628 
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1,8750 64 25,00 2,7662 40,8923 9,5086∙10
-1

 

0,9375 128 12,50 2,2229 25,8030 6,8313∙10
-1

 

0,46875 256 6,25 1,6862 15,5801 4,6099∙10
-1

 

MUSCL-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 2,3821 41,5517 8,8071∙10
-1

 

3,7500 32 50,00 1,8315 21,8362 5,7013∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 1,0538 9,4714 2,8436∙10
-1

 

0,9375 128 12,50 4,2400∙10
-1

 3,0545 1,0040∙10
-1

 

0,46875 256 6,25 1,5826∙10
-1

 8,7490∙10
-1

 3,3138∙10
-2

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 2,8376 49,4872 9,9244∙10
-1

 

3,7500 32 50,00 2,2718 29,3028 6,8537∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 1,4982 15,1596 4,2003∙10
-1

 

0,9375 128 12,50 1,2550 8,2124 2,6634∙10
-1

 

0,46875 256 6,25 9,9225∙10
-1

 4,8699 1,8154∙10
-1

 
Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 26 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle triangulares, para 
os métodos numéricos aplicados (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) 

no transporte unidimensional de soluto traçador, com advecção dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 27 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle quadrangulares, 
para os métodos numéricos aplicados (FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-

MPFA-QL) no transporte unidimensional de soluto traçador, com advecção dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Do Gráfico 16 até o Gráfico 25, observou-se que para ambas as malhas, à 

medida que se realiza refinamentos das mesmas, as soluções numéricas convergem 

para a solução analítica do problema (ver Eq. (127)). A oscilação numérica identificada 

na primeira malha (M1, ver Gráfico 16) também foi atenuada com o refinamento da 

mesma. Assim, pode-se observar pelos gráficos que o método MUSCL-MPFA-QL 

obteve uma solução mais aproximada da solução analítica, seguido dos métodos 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e FOU-MPFA-QL, nesta ordem, para ambos os tipos de 

malhas empregadas nesse estudo. Este último, sendo um método de baixa ordem, 

tornou-se mais difusivo numericamente durante todo o processo de refinamento. Nas 

Tabelas 3 e 4 é comprovado, através da avaliação dos erros numéricos, a validação 

dos métodos numéricos, visto que os erros tendem a zero à proporção que se realiza 

o refinamento das malhas. A exceção acontece no método MUSCL-MPFA-QL das 

malhas com VC triangulares, que independentemente do tipo de erro numérico 

utilizado na análise (∞, 2, 𝑅𝑀𝑆), encontra-se uma instabilidade na convergência do 

método numérico. Por isso, e também, devido à oscilação numérica verificada próxima 

à descontinuidade que apresentou o MUSCL-MPFA-QL nas malhas com VC 

triangulares, avalia-se o comportamento do mesmo sob influência dos parâmetros 

empregados no método. Assim, estuda-se o comportamento deste método com 

diversos valores de parâmetros: 𝜆 = 1/3 (método de ponderação a montante de 3.ª 
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ordem), 𝜆 = −1 (método de ponderação a montante de 2.ª ordem) e 𝜆 = 0 (método de 

Fromm). Do Gráfico 28 até o Gráfico 32 são apresentados os perfis de concentração, 

para as malhas com VC triangulares (16, 32, 64, 128 e 256 divisões na direção 𝑥) e 

seus valores de contorno na direção 𝑥, dos diferentes métodos variantes do MUSCL-

MPFA-QL resultantes das modificações efetuadas nos parâmetros de ponderação. 

Gráfico 28 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos MUSCL-MPFA-QL (𝜆 =
1/3, 𝜆 = −1, 𝜆 = 0) e solução analítica, considerando-se 16 VC triangulares e valores de contorno na 
direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 100,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 29 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos MUSCL-MPFA-QL (𝜆 =
1/3, 𝜆 = −1, 𝜆 = 0) e solução analítica, considerando-se 32 VC triangulares e valores de contorno na 
direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 50,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 30 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos MUSCL-MPFA-QL (𝜆 =
1/3, 𝜆 = −1, 𝜆 = 0) e solução analítica, considerando-se 64 VC triangulares e valores de contorno na 
direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. Conforme 

os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 25,00 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 31 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos MUSCL-MPFA-QL (𝜆 =
1/3, 𝜆 = −1, 𝜆 = 0) e solução analítica, considerando-se 128 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 
Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 12,50 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 32 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos MUSCL-MPFA-QL (𝜆 =
1/3, 𝜆 = −1, 𝜆 = 0) e solução analítica, considerando-se 256 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com advecção dominante. 
Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 6,25 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Na Tabela 5, apresenta-se os valores dos erros numéricos absolutos ‖𝐸‖∞, 

‖𝐸‖2 e ‖𝐸‖𝑅𝑀𝑆 para os VC triangulares analisados anteriormente, apenas dos 

parâmetros 𝜆 = −1 e 𝜆 = 0, pois na Tabela 3 já tem os valores dos mesmos erros para 

𝜆 = 1/3. No Gráfico 33, apresenta-se os gráficos de convergência dos erros 
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numéricos referente aos parâmetros empregados no método MUSCL-MPFA-QL (𝜆 =

1/3, 𝜆 = −1, 𝜆 = 0). 

Tabela 5 – Verificação de acurácia da solução obtida pelo MUSCL-MPFA-QL para os diferentes 
parâmetros de ponderação (𝜆 = −1, 𝜆 = 0): problema de transporte unidimensional de soluto traçador 

com advecção dominante e aplicação de volumes de controle triangulares 

MUSCL-MPFA-QL: λ = -1 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 1,3718 15,0140 4,2508∙10
-1

 

3,7500 32 50,00 9,3876∙10
-1

 9,2350 2,9809∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 7,8049∙10
-1

 3,7412 1,4075∙10
-1

 

0,9375 128 12,50 3,9330∙10
-1

 1,6016 6,6770∙10
-2

 

0,46875 256 6,25 2,3666∙10
-1

 9,3277∙10
-1

 4,1078∙10
-2

 

MUSCL-MPFA-QL: λ = 0 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 100,00 1,2326 16,6369 4,3707∙10
-1

 

3,7500 32 50,00 8,1611∙10
-1

 6,1908 2,1054∙10
-1

 

1,8750 64 25,00 2,7832∙10
-1

 1,6281 5,9050∙10
-2

 

0,9375 128 12,50 1,2643∙10
-1

 6,2064∙10
−1

 2,5150∙10
-2

 

0,46875 256 6,25 1,7187∙10
-1

 7,0046∙10
-1

 3,1194∙10
-2

 
Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 33 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle triangulares, para 
os métodos numéricos aplicados (MUSCL-MPFA-QL) no transporte unidimensional de soluto 

traçador, com advecção dominante 

 

Fonte: O Autor (2021). 



121 
 

 
 

Baseado nos gráficos e resultados das tabelas mencionados anteriormente, 

identifica-se que o método MUSCL-MPFA-QL com aplicação do parâmetro 𝜆 = −1 se 

torna mais adequado para resolver os problemas com oscilações numéricas causadas 

pelo elevado gradiente presente na curva de concentração, em um problema 

fortemente advectivo e malha com VC triangulares. Dito isso, os parâmetros 𝜆 = 1/3 

e 𝜆 = 0, são menos adequados para problemas com essas características, 

observando-se as sutis oscilações numéricas próximas à descontinuidade do 

fenômeno advectivo e a instabilidade da avaliação dos erros numéricos, 

independentemente do tipo de erro (∞, 2, 𝑅𝑀𝑆) escolhido para a análise. No entanto, 

para esta dissertação de mestrado, será mantido o valor do parâmetro 𝜆 = 1/3 com o 

objetivo de manter as características do problema anterior (fortemente difusivo) e 

benchmarks dos casos apresentados, salvo quando for especificado em algum 

problema particular. Outrossim, aplica-se o limitado de Woodfield nas análises 

numéricas para se verificar a influência na estabilidade do método MUSCL com a 

utilização deste limitador. 

 

4.1.3 Dispersão Hidrodinâmica com Termo de Fonte com Decaimento Radioativo 

 

O problema avaliado a seguir é adaptado de Sun (1996), Carvalho (2005) e 

Chivata (2016). Considera-se o mesmo domínio analisado até agora (ver Figura 14), 

as malhas com VC triangulares (ver Figura 15) e características físicas da seção 

anterior, salvo as seguintes informações que são diferentes: o coeficiente de 

dispersividade longitudinal é 𝛼𝐿 = 0,05 m e o coeficiente de dispersão longitudinal 

𝑫𝐿 = 0,05m2 d⁄ . Neste estudo, também, é levado em conta a existência de um termo 

responsável pela perda de concentração (ou massa) do soluto traçador ao longo do 

tempo, denominado termo de decaimento radioativo, logo, a equação de ADR, Eq. 

(25), pode ser reescrita da seguinte maneira: 

 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝑫𝐿

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
− 𝜈

𝜕𝐶

𝜕𝑥
− 𝛾𝐶, para 0 < 𝑥 < 120 m, (131) 

onde 𝑫𝐿 = 𝑫𝑥𝑥 é o coeficiente de dispersão hidrodinâmica longitudinal e 𝛾 é a 

constante de decaimento radioativo do traçador. Com a existência do termo de fonte, 

este problema tem a seguinte solução analítica (SUN, 1996): 
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 𝐶(𝑥, 𝑡) =
𝐶𝑜
2
𝑒𝑥𝑝 (

𝜈𝑥

2𝑫𝐿
) {𝑒𝑥𝑝 [−

𝑥

2𝑫𝐿
√(𝜈2 + 4𝛾𝑫𝐿)] 𝑒𝑟𝑓𝑐 [

𝑥 − 𝑡√(𝜈2 + 4𝛾𝑫𝐿)

2√(𝑫𝐿𝒕)
] − 

 𝑒𝑥𝑝 [
𝑥

2𝑫𝐿
√(𝜈2 + 4𝛾𝑫𝐿)] 𝑒𝑟𝑓𝑐 [

𝑥 + 𝑡√(𝜈2 + 4𝛾𝑫𝐿)

2√(𝑫𝐿𝒕)
]} . (132) 

As condições iniciais e de contorno são as mesmas definidas no problema 

anterior (ver Eqs. (125) e (126)). Os valores da constante de decaimento radioativo 

analisados neste estudo são 𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1 e 𝛾 = 0,02 d−1. O intervalo de 

tempo aplicado foi de ∆𝑡 = 0,01 d, além disso, o tempo considerado para os resultados 

numéricos e a solução analítica é 𝑡 = 50 d. Visto que o coeficiente de dispersão 

longitudinal está diferente do problema anterior, os valores de Péclet também são 

modificados para 𝑃𝑒 = 150,000, 𝑃𝑒 = 75,000, 𝑃𝑒 = 37,500, 𝑃𝑒 = 18,750 e 𝑃𝑒 =

9,375. Portanto, o problema é igualmente considerado fortemente advectivo e, por 

isso, o método MUSCL-MPFA-QL (𝜆 = 1/3) não será utilizado devido às propriedades 

numéricas que o mesmo apresentou neste tipo de fenômeno para estas condições 

(ver seção 4.1.2), de modo que apenas serão estudados os métodos FOU-MPFA-QL 

e MUSCL-Woodfield-MPFA-QL. 

Do Gráfico 34 até a Gráfico 38 são mostrados os perfis de concentração obtidos 

numericamente levando em conta 16 até 256 VC inferiores das malhas e seus valores 

de contorno na direção 𝑥 (i.e.: mesmas considerações especificadas na seção 4.1.1), 

respectivamente. 
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Gráfico 34 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 16 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1, 𝛾 = 0,02 d−1). Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 
150,000 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 35 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 32 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1, 𝛾 = 0,02 d−1). Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 
75,000 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 36 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 64 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1, 𝛾 = 0,02 d−1). Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 
37,500 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 37 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 128 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1, 𝛾 = 0,02 d−1). Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 
18,750 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 38 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
Woodfield-MPFA-QL e solução analítica, considerando-se 256 VC triangulares e valores de contorno 

na direção 𝑥, para o transporte unidimensional de soluto traçador com termo de decaimento 

radioativo (𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1, 𝛾 = 0,02 d−1). Conforme os seguintes valores: t = 50 d, Pe = 
9,375 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Com base nos gráficos, verifica-se que o valor atribuído à constante de 

decaimento radioativo tem forte influência na concentração do soluto traçador ao 

longo do domínio, isto ocorre devido à sua propriedade de reduzir a massa do mesmo, 

e quanto maior o valor da constante mais rápido acontece o decaimento da 

concentração, portanto acaba não sendo identificável sua concentração ao longo de 

todo o domínio. Desse modo, o problema assume uma física mais difusiva à medida 

que o termo de decaimento radioativo aumenta. Assim sendo, observa-se que num 

problema que o fenômeno de advecção é dominante é menos adequado aplicar 

solutos traçadores com valores elevados da constante de decaimento radioativo. 

Baseado nos gráficos apresentados, também, identifica-se que os métodos 

numéricos aplicados se aproximam da solução analítica do problema, ao passo que 

se realiza o refinamento da malha. Porém, o método de baixa ordem se mostrou mais 

difusivo numericamente, principalmente em se tratando de traçadores com mais baixo 

valor na constante de decaimento radioativo. Por outro lado, valores mais elevados 

no coeficiente de decaimento radioativo se mostraram menos adequados para 

caracterizar o reservatório, pois sua massa é perdida bem antes de conseguir 

acompanhar a advecção presente no fenômeno. Identifica-se, por exemplo, que 

quando 𝛾 = 0,5 d−1, a concentração do soluto traçador não consegue atingir a 
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distância de 20 m no reservatório. Quando 𝛾 = 0,05 d−1, verifica-se que a perda de 

massa do soluto traçador acontece mais adiante, i.e., pouco antes de 60 m no 

reservatório estudado. Já, quando 𝛾 = 0,02 d−1, percebe-se que as curvas dos perfis 

de concentração adquirirem a forma de fluxo advectivo (surgimento de choque), mas 

ainda assim, a concentração não consegue atingir a distância de 60 m do reservatório. 

Mesmo com essas características adversas, os isótopos radioativos são importantes 

para aumentar a sensibilidade e selecionar os traçadores químicos que são marcados 

em um meio poroso (ZEMEL, 1995). Em outras palavras, os traçadores radioativos 

são muito importantes para realizar a caracterização hidrodinâmica, apesar da 

diminuição drástica da concentração dos mesmos, cabendo-se ao analista escolher 

adequadamente o tipo de soluto traçador mais adequado para sua aplicação. 

O decaimento radioativo insere uma difusão física ao problema, resultante da 

não linearidade física do mesmo, assim a concentração de soluto traçado no 

reservatório é afetada significativamente. Embora o método de alta ordem (MUSCL-

Woodfield-MPFA-QL) se mostrou mais acurado que o método de baixa ordem, em 

ambos os métodos empregados, ao se refinar a malha os resultados são satisfatórios, 

mostrando-se convergir adequadamente para a solução analítica. Ademais, observa-

se da Tabela 6 até a Tabela 8, os valores dos erros numéricos, e, do Gráfico 39 até o 

Gráfico 41, os seus gráficos na escala logarítmica na base 10, respectivamente, com 

aplicação das constantes de decaimento radioativo 𝛾 = 0,5 d−1, 𝛾 = 0,05 d−1 e 𝛾 =

0,02 d−1. 

Tabela 6 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com termo de 

decaimento radioativo e aplicação de volumes de controle triangulares. Constante de decaimento 

radioativo: 𝛾 = 0,5 d−1 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 150,000 2,3219∙10
-1

 2,3648 7,4284∙10
-2

 

3,7500 32 75,000 4,0540∙10
-1

 2,5724 9,6972∙10
-2

 

1,8750 64 37,500 6,9268∙10
-1

 1,8862 9,5724∙10
-2

 

0,9375 128 18,750 6,1525∙10
-1

 1,0046 6,1065∙10
-2

 

0,46875 256 9,375 3,6723∙10
-1

 5,2171∙10
-1

 2,9962∙10
-2

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 
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∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 150,000 5,4640∙10
-1

 3,5325 1,3912∙10
-1

 

3,7500 32 75,000 2,3606∙10
-1

 1,1535 4,8649∙10
-2

 

1,8750 64 37,500 9,9191∙10
-2

 3,8510∙10
-1

 1,7674∙10
-2

 

0,9375 128 18,750 2,8631∙10
-1

 4,7487∙10
-1

 3,2014∙10
-2

 

0,46875 256 9,375 2,3726∙10
-1

 2,7349∙10
-1

 1,8368∙10
-2

 
Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 39 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle triangulares, para 
os métodos numéricos aplicados (FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) no transporte 

unidimensional de soluto traçador, com termo de decaimento radioativo e 𝛾 = 0,5 d−1 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Tabela 7 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com termo de 

decaimento radioativo e aplicação de volumes de controle triangulares. Constante de decaimento 

radioativo: 𝛾 = 0,05 d−1 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 150,000 5,8045∙10
-1

 9,2456 1,9400∙10
-1

 

3,7500 32 75,000 3,5985∙10
-1

 5,8484 1,2132∙10
-1

 

1,8750 64 37,500 2,7158∙10
-1

 3,4551 7,5910∙10
-2

 

0,9375 128 18,750 2,0113∙10
-1

 1,9859 4,8314∙10
-2

 

0,46875 256 9,375 1,4002∙10
-1

 1,1233 3,0092∙10
-2

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 
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∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 150,000 2,2279∙10
-1

  3,3348 7,1742∙10
-2

 

3,7500 32 75,000 1,3047∙10
-1

 1,3579 3,4016∙10
-2

 

1,8750 64 37,500 9,1469∙10
-2

 8,5760∙10
-1

 1,9454∙10
-2

 

0,9375 128 18,750 9,9771∙10
-2

 9,2894∙10
-1

 2,4765∙10
-2

 

0,46875 256 9,375 7,9645∙10
-2

 7,1041∙10
-1

 1,6826∙10
-2

 
Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 40 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle triangulares, para 
os métodos numéricos aplicados (FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) no transporte 

unidimensional de soluto traçador, com termo de decaimento radioativo e 𝛾 = 0,05 d−1 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Tabela 8 – Verificação de acurácia dos métodos numéricos (FOU-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL) para o problema de transporte unidimensional de soluto traçador com termo de 

decaimento radioativo e aplicação de volumes de controle triangulares. Constante de decaimento 

radioativo: 𝛾 = 0,02 d−1 

FOU-MPFA-QL 

∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 150,000 1,3493 26,5259 4,7608∙10
-1

 

3,7500 32 75,000 1,2476 18,2853 3,8331∙10
-1

 

1,8750 64 37,500 1,0302 11,1441 2,8112∙10
-1

 

0,9375 128 18,750 7,8974∙10
-1

 6,8351 1,9572∙10
-1

 

0,46875 256 9,375 5,6387∙10
-1

 3,9296 1,2730∙10
-1

 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL 
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∆x (m) 
N.º de 

divisões 
𝑷𝒆 ‖𝑬‖∞ ‖𝑬‖𝟐 ‖𝑬‖𝑹𝑴𝑺 

7,5000 16 150,000 6,9011∙10
-1

 9,9216 2,3387∙10
-1

 

3,7500 32 75,000 5,3575∙10
-1

 4,9134 1,2673∙10
-1

 

1,8750 64 37,500 3,5310∙10
-1

 2,2383 6,4277∙10
-2

 

0,9375 128 18,750 2,7319∙10
-1

 1,5616 5,2608∙10
-2

 

0,46875 256 9,375 2,0887∙10
-1

 1,1797 3,8611∙10
-2

 
Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 41 – Erros associados ao refinamento das malhas com volumes de controle triangulares, para 
os métodos numéricos aplicados (FOU-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL) no transporte 

unidimensional de soluto traçador, com termo de decaimento radioativo e 𝛾 = 0,02 d−1 

 

Fonte: O Autor (2021). 

 

4.2 TRANSPORTE BIDIMENSIONAL DE SOLUTOS TRAÇADORES EM 

RESERVATÓRIOS 

 

4.2.1 Transporte de Soluto Traçador em Reservatórios com uma Fonte Contínua 

a Montante 

 

O problema apresentado a seguir é adaptado de Yeh (1986), Rees (2004), 

Carvalho (2005) e Chivata (2016). Considera-se um problema de transporte 

bidimensional, com uma faixa de soluto traçador injetado a uma taxa constante na 

extremidade a montante, sem a existência do termo de fonte (ou sumidouro). O fluxo 

é preponderante na direção 𝑥, com velocidade 𝜈 = 1m d⁄ . Admite-se um reservatório, 
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isotrópico e homogêneo, com dimensões de comprimento 10 x 5 m (ver Figura 19). 

Assume-se que a dispersividade longitudinal é igual a dispersividade transversal com 

valores: 𝐷𝑥𝑥 = 10 m
2 d⁄  e 𝐷𝑦𝑦 = 10 m

2 d⁄ . 

Figura 19 – Domínio e condições de contorno utilizados para o estudo de transporte bidimensional, 
com uma fonte a montante de soluto traçador, em um reservatório isotrópico e homogêneo 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Neste problema, a Eq. (25) pode ser reescrita da seguinte maneira: 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑫𝑥𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑫𝑦𝑦

𝜕𝐶

𝜕𝑦
) − 𝜈

𝜕𝐶

𝜕𝑥
, para 0 < 𝑥 < 10 m, e 0 < 𝑦 < 5 m. (133) 

A equação da pressão (Eq. (8)) também pode ser reescrita como: 

 
𝜕

𝜕𝑥
(𝑲𝑥𝑥

𝜕𝑝

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑲𝑦𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑦
) = −𝑄𝑇, para 0 < 𝑥 < 10 m, e 0 < 𝑦 < 5 m. (134) 

Para atender este problema específico, utiliza-se as seguintes condições de 

contorno e inicial: 

a) para a equação da concentração (Eq. (133)): 

 

𝐶(𝑥, 𝑦, 0) = 0 (g m3⁄ ) para 0 ≤ 𝑥 ≤ 10 e 0 ≤ 𝑦 ≤ 5 m,

𝐶 = 𝐶𝑜 para 𝑡 ≥ 0 no lado E-F,

𝐶 = 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0 nos lados D-E e F-A,

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0 no lado B-C,

𝜕𝐶

𝜕𝑦
= 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0 nos lados A-B e C-D;

 (135) 

b) para a equação da pressão (Eq. (134)): 
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𝑝 = 𝑝𝑜 para 𝑡 ≥ 0 nos lados D-E, E-F e F-A,

𝑝 = 0 (Pa) para 𝑡 ≥ 0 no lado B-C,

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0 (Pa) para 𝑡 ≥ 0 nos lados A-B e C-D.

 (136) 

As informações complementares para solucionar este problema são: 𝑝𝑜 = 1 Pa, 

𝐶𝑜 = 1g m3⁄ , 𝛼𝐿 = 𝛼𝑇 = 10 m, 𝑫0 = 2 ∙ 10
−9 m2 d⁄ , com os seguintes tensores de 

permeabilidade e tortuosidade, respectivamente: 

 𝑲 = [
10 0
0 10

]  e 𝝉 = [5 ∙ 10
−1 0

0 5 ∙ 10−1
] . (137) 

As malhas empregadas na discretização espacial foram do tipo não 

estruturadas com VC triangulares, denominadas “Frontal-Delaunay”, e geradas no 

software Gmsh (2020) (ver Figura 20). 

Figura 20 – Malhas não estruturadas usadas na discretização espacial para o problema de transporte 
bidimensional: (a) malha M11, com 484 VC triangulares; e (b) malha M12, com 2932 VC triangulares 

(a) 

 

(b) 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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O número de Péclet aplicados nas simulações numéricas, em ambas as 

malhas, mantém-se inalterado em todos os casos estudados, 𝑃𝑒 = 0,05, para isso, os 

coeficientes de dispersão hidrodinâmica aplicados na malha grossa (M11) e na malha 

fina (M12) são, respectivamente: 

 𝑫𝐻 = [
10 0
0 10

]  e 𝑫𝐻 = [
4 0
0 4

] . (138) 

Da Figura 21 até a Figura 23 são identificados os campos de concentração e 

isolinhas do soluto traçador obtidos pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-

QL e MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, respectivamente. Ademais, emprega-se a malha 

grossa, com o tempo de simulação numérica avaliado em 𝑡 = 1 d e o número de 

Courant aplicado é 𝐶𝐹𝐿 = 0,2. 

Figura 21 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados os seguintes 

valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 22 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados os 

seguintes valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 23 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados 

os seguintes valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

No Gráfico 42 são mostrados os perfis de concentrações obtidos pelos métodos 

FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, e a solução 

numérica apresentada em Carvalho (2005), pelo método MUSCL-TVD, para este 

mesmo tipo de problema e malha semelhante a que foi empregada pelo autor (com 

470 VC triangulares), ao longo do eixo 𝑥 (em 𝑦 = 2,5 m). Os dados extraídos de 

Carvalho (2005) foram obtidos por meio do software GetData Graph Digitizer© (2013). 
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Gráfico 42 – Perfis de concentração obtidos para o transporte bidimensional de soluto traçador com 
uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados os seguintes valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 

0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Os métodos estudados, mostraram resultados muito semelhantes entre si, no 

entanto, os mesmos tiveram resultados diferentes do método MUSCL-TVD, aplicando-

se essa malha específica (malha M11). Observa-se, nesse caso, que para se resolver 

o transporte de soluto com os métodos numéricos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL 

e MUSCL-Woodfield-MPFA-QL não apresentam qualquer preferência, tanto no campo 

de concentração e isolinhas quanto nos perfis de concentração. Esse comportamento, 

deve-se ao baixo número de Péclet, pois o fenômeno adquire um comportamento de 

difusão dominante, assim os métodos numéricos empregados na solução da 

advecção associados ao MPFA-QL influenciam muito pouco na descrição do fluxo 

hidrodinâmico. 

Carvalho (2005) apresentou os resultados desse problema no domínio até 8 m, 

e, a fim de validar os métodos propostos neste trabalho, realizou-se a mesma análise 

proposta pelo autor. Como foi observado uma diferença entre os resultados 

apresentados pelo autor e os desenvolvidos neste trabalho, realiza-se um refinamento 

da malha para se verificar a convergência das soluções numéricas. De outra parte, 

observa-se os diferentes graus de liberdade aplicados aos VC dos métodos aplicados, 

pois em Carvalho (2005), utiliza-se um MVF com estrutura de dados por aresta, assim, 

suas incógnitas são calculadas nos vértices de cada VC, enquanto na formulação 

numérica aqui apresentada, as incógnitas são obtidas em cada centroide dos VC. 
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Portanto, aplicando-se um refinamento da malha (ver Figura 20), mantendo-se a 

análise com o mesmo número de Péclet mediante a alteração do tensor de dispersão 

hidrodinâmica especificado na Eq. (138), obtém-se os resultados da Figura 24 até a 

Figura 26 para os métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-

MPFA-QL, respectivamente. O tempo de simulação numérica avaliado acontece em 

𝑡 = 1 d e o número de Courant aplicado é 𝐶𝐹𝐿 = 0,2. 

Figura 24 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados os seguintes 

valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 25 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados os 

seguintes valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 26 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados 

os seguintes valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

No Gráfico 43 são mostrados os perfis de concentração obtidos pelos métodos 

FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, e a solução 

numérica apresentada em Carvalho (2005), pelo método MUSCL-TVD, para este 

mesmo tipo de problema e malha semelhante a que foi empregada pelo autor (com 

2772 VC triangulares), ao longo do eixo 𝑥 (em 𝑦 = 2,5 m). Os dados extraídos de 

Carvalho (2005) foram obtidos por meio do software GetData Graph Digitizer© (2013). 

Gráfico 43 – Perfis de concentração obtidos para o transporte bidimensional de soluto traçador com 
uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados os seguintes valores: t = 1 d, CFL = 0,2, Pe = 

0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Através do refinamento da malha, os resultados mudaram consideravelmente, 

pois os perfis de concentração identificados no Gráfico 42 convergem para a solução 

proposta por Carvalho (2005) (ver Gráfico 43). Por outro lado, os campos de 

concentração também apresentaram mudanças significativas, uma vez que os 

mesmos mostraram valores de concentração e isolinhas mais contínuos e suaves do 

que na malha mais grossa, além dos valores máximos e mínimos se aproximarem 

mais das condições de contorno imposta no problema. Os métodos estudados ainda 

se comportaram semelhantes entre si, mas diferentemente da malha anterior (malha 

M11), esta malha refinada (malha M12) apresentou, também, uma aproximação 

melhorada relativa à solução proposta em Carvalho (2005). Assim, como citado 

anteriormente, pelo fenômeno manifestar-se por difusão dominante, os métodos 

numéricos que são associados ao fluxo de advecção (FOU, MUSCL, MUSCL-

Woodfield) influenciam muito pouco na resolução deste problema. 

Considerando-se os mesmos parâmetros físicos e métodos numéricos 

apresentados anteriormente e com o objetivo de observar a distribuição de 

concentração ao longo do tempo, da Figura 27 até a Figura 29, são investigados os 

resultados numéricos para o transporte de soluto traçador no tempo 𝑡 = 4 d e malha 

M11. No Gráfico 44 são identificados os perfis de concentrações obtidos pelos 

métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL e a 

solução numérica apresentada em Carvalho (2005), pelo método MUSCL-TVD, para 

este mesmo tipo de problema, ao longo do eixo 𝑥 (em 𝑦 = 2,5 m). Os dados extraídos 

de Carvalho (2005) foram obtidos por meio do software GetData Graph Digitizer© 

(2013). 
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Figura 27 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados os seguintes 

valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 28 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados os 

seguintes valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 29 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados 

os seguintes valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 44 – Perfis de concentração obtidos para o transporte bidimensional de soluto traçador com 
uma fonte contínua a montante e malha M11. Dados os seguintes valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 

0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Da Figura 30 até a Figura 32 são apresentados os campos de concentração e 

isolinhas do soluto traçador obtidos, respectivamente, pelos métodos FOU-MPFA-QL, 

MUSCL-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, empregando-se a malha refinada 

(M12) e mesmo período de tempo (𝑡 = 4 d). No Gráfico 45 são mostrados os perfis de 

concentrações obtidos por esses métodos numéricos e a solução numérica 

apresentada em Carvalho (2005), pelo método MUSCL-TVD, para este mesmo tipo 

de problema e malha semelhante a que foi empregada pelo autor (com 2772 VC 
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triangulares), ao longo do eixo 𝑥 (em 𝑦 = 2,5 m). Os dados extraídos de Carvalho 

(2005) foram obtidos por meio do software GetData Graph Digitizer© (2013). 

Figura 30 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados os seguintes 

valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 31 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados os 

seguintes valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 32 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-Woodfield-
MPFA-QL para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados 

os seguintes valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Gráfico 45 – Perfis de concentração obtidos para o transporte bidimensional de soluto traçador com 
uma fonte contínua a montante e malha M12. Dados os seguintes valores: t = 4 d, CFL = 0,2, Pe = 

0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Assim como aconteceu quando t = 1 d (ver Gráfico 42), quando t = 4 d (ver 

Gráfico 44), as soluções dos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e MUSCL-

Woodfield foram semelhantes entre si, e distintas da solução proposta em Carvalho 

(2005), no entanto, identifica-se que apresentam características de curvas com 

assíntota horizontal. Apesar disso, com o refinamento da malha, obteve-se soluções 

numéricas similares entre si, tanto para as propostas neste trabalho quanto as 



142 
 

 
 

apresentadas em Carvalho (2005), e, também, os campos de concentração e isolinhas 

mostraram-se mais contínuos e suaves. 

Com o avanço do tempo, em t = 4 d, observa-se que a concentração do soluto 

no domínio, em x = 8 m, não permanece 0 g/m³, como estava na condição inicial e 

também quando t = 1 d, indicando-se um avanço da concentração do soluto traçador 

ao longo do domínio, principalmente pela malha mais fina. 

 

4.2.2 Transporte de Soluto Traçador em Reservatório com Razão de Dispersão 

Hidrodinâmica não Unitária 

 

Estuda-se o mesmo domínio da seção anterior com suas respectivas condições 

de contorno e iniciais. Contudo, investiga-se diferentes tensores de permeabilidade 

até o seu comportamento anisotrópico (𝑘𝑥𝑥 ≠ 𝑘𝑦𝑦) e, consequentemente, também, 

considera-se diferentes relações entre os coeficientes de dispersão longitudinal e 

transversal (𝐷𝑥𝑥 ≠ 𝐷𝑦𝑦). Esta anisotropia é representada pela razão entre os 

coeficientes de dispersão hidrodinâmica, dada por (CARVALHO, 2005): 

 𝑟 =
𝐷𝑥𝑥
𝐷𝑦𝑦

. (139) 

Os tensores de permeabilidade do reservatório, para este problema, são: 

 𝑲 = [
10 0
0 10

] , 𝑲 = [
10 0
0 1

]  e 𝑲 = [
10 0
0 1 ∙ 10−1

] . (140) 

Os tensores de dispersão hidrodinâmica do reservatório, para este problema, 

são: 

 𝑫𝐻 = [
4 0
0 4

] , 𝑫𝐻 = [
4 0
0 4 ∙ 10−1

]  e 𝑫𝐻 = [
4 0
0 4 ∙ 10−2

] . (141) 

Com tais características, a razão entre os coeficientes de dispersão 

hidrodinâmica estudados são: 𝑟 = 1, 𝑟 = 10 e 𝑟 = 100. A malha empregada na 

discretização, em todos os casos estudados, foi a malha M12 da Figura 20. O fluxo 

no reservatório ao longo do eixo x tem velocidade 𝜈 = 1m d⁄  e o número de Péclet 

aplicados nas simulações numéricas mantém-se inalterado com valor 𝑃𝑒 = 0,05. 

Da Figura 33 até a Figura 38 são apresentados os campos de concentração e 

isolinhas do soluto traçador, considerando-se a razão entre os coeficientes de 
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dispersão 𝑟 = 1 e 𝑟 = 100. Os métodos numéricos empregados nas simulações, nos 

três casos com variações na razão de dispersão hidrodinâmica, foram o FOU-MPFA-

QL e o MUSCL-MPFA-QL, pois como discutido na seção anterior, os mesmos 

apresentaram resultados semelhantes com o MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, de modo 

que, as análises se restringiram apenas para um método de primeira ordem e outro 

de segunda ordem.  

Figura 33 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante, malha M12 e razão de anisotropia r = 1. 

Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 34 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante, malha M12 e razão de 

anisotropia r = 1. Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 35 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante, malha M12 e razão de anisotropia 

r = 10. Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 36 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante, malha M12 e razão de 

anisotropia r = 10. Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 37 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo FOU-MPFA-QL para o 
transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante, malha M12 e razão de anisotropia 

r = 100. Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 38 – Campo de concentração do traçador e suas isolinhas obtidos pelo MUSCL-MPFA-QL 
para o transporte bidimensional com uma fonte contínua a montante, malha M12 e razão de 

anisotropia r = 100. Dados os seguintes valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

No Gráfico 46 são mostrados os perfis de concentração dos métodos anteriores 

e a solução numérica apresentada em Carvalho (2005), pelo método MUSCL-TVD, 

para este mesmo tipo de problema e malha semelhante a que foi empregada pelo 

autor (com 2772 VC triangulares), ao longo do eixo 𝑥 (em 𝑦 = 2,5 m). Os dados 

extraídos de Carvalho (2005) foram obtidos por meio do software GetData Graph 

Digitizer© (2013). 
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Gráfico 46 – Perfis de concentração obtidos para o transporte bidimensional de soluto traçador com 
uma fonte contínua a montante, malha M12 e diferentes razões de anisotropia. Dados os seguintes 

valores: t = 2 d, CFL = 0,2, Pe = 0,05 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Para as razões de anisotropias com valores 𝑟 = 1 e 𝑟 = 10, obteve-se bons 

resultados comparando-se os métodos empregados, FOU-MPFA-QL e MUSCL-

MPFA-QL, bem como a solução apresentada por Carvalho (2005). No entanto, 

percebe-se um sutil transpasse do valor de contorno, tornando-se negativo, quando o 

problema tem uma alta anisotropia (𝑟 = 100), de modo que não obedece ao princípio 

do máximo discreto9, assim como também foi observado na solução proposta por 

Carvalho (2005). Além disso, identifica-se pelas Figuras 37 e 38, o efeito de reflexão 

de onda, causada pela condição de contorno do problema (ver Eq. (135)) imposta no 

lado B-C (ver Figura 19), tal como foi relatado por Zhang, Zou e Greaves (2012), a 

presença de um corpo sólido dentro de um domínio computacional gera uma reflexão 

de onda, a qual é refletida no sentido inverso de sua propagação interferindo, portanto, 

no contorno de entrada onde as ondas são geradas, assim, a reflexão de onda 

secundária será gerada a partir do influxo e afetará o cálculo. Salvo esta observação, 

os métodos de primeira e segunda ordem foram bastante semelhantes entre si, 

 
9 Visto que não há termo de fonte (ou sumidouro) – nesse problema estudado – através do princípio do 
máximo conhecido como lema de Hopf (PROTTER; WEINBERGER, 1967) declarado para cada volume 
de controle, determina-se que não pode haver algum valor dentro do domínio menor que o menor valor 
do contorno (NORDBOTTEN; AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007). 
PROTTER, M. H.; WEINBERGER, H. F. Maximum principles in differential equations. New York: 
Springer-Verlag, 1967. 261 p. ISBN: 0-387-96068-6. 
NORDBOTTEN, J. M.; AAVATSMARK, I.; EIGESTAD, G. T. Monotonicity of control volume methods. 
Numer. Math., [S.l.], v. 106, n. 2, p. 255-288, apr. 2007. DOI: 10.1007/s00211-006-0060-z. 
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principalmente por se tratar de um problema com difusão dominante (𝑃𝑒 = 0,05), e, 

observa-se uma diferença maior de acurácia nos perfis de concentração (ver Gráfico 

46), em relação ao método MUSCL-TVD, relacionando-se a razão de anisotropia com 

valor 𝑟 = 100. Verifica-se, também, que conforme se aumentar a razão de anisotropia, 

há uma tendência em se estreitar o espalhamento do soluto traçador transversalmente 

e se concentrar, em maior quantidade, no sentido longitudinal (direção 𝑥), causando 

um efeito denominado pluma hidrodinâmica10. 

 

4.2.3 Transporte de Soluto Traçador em Reservatórios Heterogêneos: presença 

de barreira 

 

O problema apresentado a seguir é adaptado de Chivata (2016). Considera-se 

um reservatório com duas regiões de permeabilidades distintas (K1 e K2) ao longo do 

domínio, com dimensões de comprimento indicadas na Figura 39 e injeção constante 

de concentração 𝐶𝑜 em todo o lado A-D, sem a existência do termo de fonte (ou 

sumidouro). Essa heterogeneidade pode ser análoga à presença de barreira, desse 

modo, produz-se alguma influência no campo de pressão e no escoamento 

determinado pelo soluto traçador, resultante da equação geral de ADR (Eq. (25)), tal 

como relatado em Chivata (2016). 

 
10 A razão de anisotropia é fundamental para controlar a forma da pluma e, em um transporte de massa, 
sua concentração máxima é encontrado no centro de massa da mesma (FETTER; BOVING; 
KREAMER, 2018). 
FETTER, C. W.; BOVING, T.; KREAMER, D. Contaminant hydrogeology. 3rd ed. Long Grove: 
Waveland Press, 2018. 647 p. ISBN: 978-1-4786-3279-5. 
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Figura 39 – Domínio e condições de contorno utilizados para o estudo de transporte bidimensional, 
com uma fonte contínua a montante de soluto traçador, em um reservatório isotrópico e heterogêneo 

 

Fonte: O Autor (2021). 

O problema está condicionado as seguintes condições de contorno e inicial: 

a) para a equação da concentração: 

 

𝐶(𝑥, 𝑦, 0) = 0 (g m3⁄ ) para 0 ≤ 𝑥 ≤ 30 e 0 ≤ 𝑦 ≤ 20 m,

𝐶(0, 𝑦, 𝑡) = 𝐶𝑜 para 𝑡 ≥ 0,

𝜕𝐶(30, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0,

𝜕𝐶(𝑥, 0, 𝑡)

𝜕𝑦
= 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0,

𝜕𝐶(𝑥, 20, 𝑡)

𝜕𝑦
= 0 (g m3⁄ ) para 𝑡 ≥ 0;

 (142) 

b) para a equação da pressão: 

 

𝑝(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑝𝑜 para 𝑡 ≥ 0,

𝑝(30, 𝑦, 𝑡) = 0 (Pa) para 𝑡 ≥ 0,

𝜕𝑝(𝑥, 0, 𝑡)

𝜕𝑦
= 0 (Pa) para 𝑡 ≥ 0,

𝜕𝑝(𝑥, 20, 𝑡)

𝜕𝑦
= 0 (Pa) para 𝑡 ≥ 0.

 (143) 

A malhas empregadas na discretização espacial é do tipo não estruturadas 

(com VC triangulares) – denominadas “Frontal-Delaunay”, geradas no software Gmsh 

(2020) (ver Figura 40). 
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Figura 40 – Malhas não estruturadas usadas na discretização espacial para o problema de transporte 
bidimensional em um reservatório isotrópico e heterogêneo: (a) malha M13, com 1424 VC 

triangulares; e (b) malha M14, com 5584 VC triangulares 

(a) 

 

(b) 

 

Fonte: O Autor (2021). 

As informações complementares para solucionar este problema são: 𝑝𝑜 = 2 Pa, 

𝐶𝑜 = 10 g m3⁄ , 𝑫0 = 2 ∙ 10
−9 m2 d⁄ , 𝜈 = 1m d⁄  com os seguintes tensores de 

permeabilidade e tortuosidade, respectivamente: 

 𝑲1 = [
10 0
0 10

] , 𝑲2 = [
1 ∙ 10−6 0

0 1 ∙ 10−6
]  e 𝝉 = [5 ∙ 10

−1 0
0 5 ∙ 10−1

] , (144) 

e os tensores de dispersão hidrodinâmica utilizados para se manter o mesmo número 

de Péclet (𝑃𝑒 = 0,25) estudado na malha M13 e na malha M114, por essa ordem, são 

dados por: 

 𝑫𝐻 = [
4 0
0 4

]  e 𝑫𝐻 = [
2 0
0 2

] . (145) 
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O tempo das simulações numéricas avaliadas acontece em 𝑡 = 12 d e o 

número de Courant aplicado é 𝐶𝐹𝐿 = 0,2. 

Na Figura 41 é identificado o campo de pressão e suas isolinhas calculado 

numericamente pelo MPFA-QL, para o problema de transporte de soluto traçador no 

reservatório estudado, empregando-se a malha M13. Já na Figura 42, identifica-se o 

campo de pressão e suas isolinhas após realizar o refinamento da malha, ou seja, 

com a malha M14. 

Figura 41 – Campo de pressão e suas isolinhas obtidos pelo MPFA-QL para o transporte 
bidimensional de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo, com a malha M13 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 42 – Campo de pressão e suas isolinhas obtidos pelo MPFA-QL para o transporte 
bidimensional de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo, com a malha M14 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Através das figuras anteriores, verifica-se que a heterogeneidade presente no 

domínio modificou o campo de pressão do reservatório, e, consequentemente, isto se 

manifesta no campo de velocidade de escoamento do fluido no meio. Logo, a 

velocidade é máxima, quando associada ao tensor 𝑲1, e quase nula quando 

associada a 𝑲2, assim, os coeficientes de dispersão hidrodinâmica também sofrem 

alguma influência proporcional ao campo de velocidade no reservatório (ver Eq. (21)). 

Portanto, nota-se que essa mudança de permeabilidade influencia diretamente 

causando uma alteração abrupta no campo de pressão. Além disso, também, 

observa-se que ao se realizar o refinamento na malha não se obteve uma contribuição 

significativa nos resultados apresentados. 

Da Figura 43 até a Figura 45 são apresentados os campos de concentração 

referentes ao transporte de soluto traçador no reservatório, através dos métodos FOU-

MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, com o emprego da 

malha M13. Da Figura 46 até a Figura 48, realiza-se as mesmas análises com o 

objetivo de estudar a influência do refinamento da malha (convergência), utilizando-

se a malha M14. Nos Gráficos 47 e 48 são traçados os perfis de concentração – ao 

longo do eixo 𝑥 (em 𝑦 = 10,5 m) – dos métodos analisados por intermédio da malha 

M13 e da malha M14, respectivamente. 

Figura 43 – Campo de concentração obtido pelo FOU-MPFA-QL para o transporte bidimensional de 
soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Dados os seguintes valores: t = 12 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,25, malha M13 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 44 – Campo de concentração obtido pelo MUSCL-MPFA-QL para o transporte bidimensional 
de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Dados os seguintes valores: t = 12 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,25, malha M13 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 45 – Campo de concentração obtido pelo MUSCL-Woodfield-MPFA-QL para o transporte 
bidimensional de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Dados os seguintes 

valores: t = 12 d, CFL = 0,2, Pe = 0,25, malha M13 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 47 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, considerando-se a malha M13, para o transporte 

bidimensional de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Conforme os 
seguintes valores: t = 12 d, CFL = 0,2 e Pe = 0,25 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 46 – Campo de concentração obtido pelo FOU-MPFA-QL para o transporte bidimensional de 
soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Dados os seguintes valores: t = 12 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,25, malha M14 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Figura 47 – Campo de concentração obtido pelo MUSCL-MPFA-QL para o transporte bidimensional 
de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Dados os seguintes valores: t = 12 d, 

CFL = 0,2, Pe = 0,25, malha M14 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Figura 48 – Campo de concentração obtido pelo MUSCL-Woodfield-MPFA-QL para o transporte 
bidimensional de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Dados os seguintes 

valores: t = 12 d, CFL = 0,2, Pe = 0,25, malha M14 

 

Fonte: O Autor (2021). 
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Gráfico 48 – Perfis de concentração obtidos numericamente pelos métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-
MPFA-QL, MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, considerando-se a malha M14, para o transporte 

bidimensional de soluto traçador em um reservatório isotrópico e heterogêneo. Conforme os 
seguintes valores: t = 12 d, CFL = 0,2 e Pe = 0,25 

 

Fonte: O Autor (2021). 

Como esperado, devido à alteração abrupta no campo de pressão causado 

pela heterogeneidade, verifica-se que a distribuição de concentração do soluto 

traçador aconteceu na região de maior permeabilidade (em 𝑲1), enquanto na região 

de baixa permeabilidade (em 𝑲2) é possível considerar o escoamento quase nulo (ver 

Gráficos 47 e 48), assim, esta região se comporta como uma barreira natural ao 

escoamento através do reservatório. Por consequência, essa distribuição de 

concentração permite observar como ocorre a distribuição de velocidade de 

escoamento no reservatório, e determinar quali-quantitativamente os efeitos causados 

pela barreira no meio. 

Observa-se que os campos de concentração e suas isolinhas são praticamente 

idênticos entre si, quando se aplica os métodos FOU-MPFA-QL, MUSCL-MPFA-QL e 

MUSCL-Woodfield-MPFA-QL, na malha M13. No entanto, essas soluções são 

alteradas, mais visivelmente, quando é realizado o refinamento da malha, utilizando-

se a malha M14. Posto isto, com o número de Péclet baixo (𝑃𝑒 = 0,25), identifica-se 

que o transporte de soluto é governado pelo fenômeno de difusão, logo, as soluções 

numéricas associadas ao fluxo advectivo (FOU, MUSCL e MUSCL-Woodfield) 

influenciam insuficientemente neste tipo de fluxo, sendo mais significativo o fluxo 

numérico hidrodinâmico calculado pelo MPFA-QL. Assim, neste caso, pode-se aplicar 

praticamente qualquer um dos métodos apresentados.  
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

 

No presente trabalho, foi desenvolvida uma metodologia alternativa – 

fundamentada em formulações de volumes finitos – para resolver a equação de ADR 

que é responsável por descrever o transporte de solutos traçadores em reservatórios 

de petróleo. Assim, cada termo da referida equação foi discretizado com a aplicação 

dos métodos expostos no presente trabalho (MPFA-QL, FOU, MUSCL e MUSCL-

Woodfield), considerando-se separadamente cada fenômeno físico envolvido 

(advecção, dispersão, reação). De maneira geral, a metodologia obteve resultados 

satisfatórios quanto aos problemas aqui abordados.  

Outrossim, os resultados numéricos apresentados convergiram para a solução 

analítica, nos casos que se tinha tal solução, principalmente ao se realizar o 

refinamento das malhas. Logo, permite-se constatar que a metodologia desenvolvida 

é tida como consistente, ou seja, as soluções numéricas podem atender 

adequadamente as equações governantes. Em especial, a principal contribuição 

desta dissertação de mestrado acontece com a implementação do MPFA-QL, onde o 

mesmo se mostrou bastante promissor calculando-se o campo de pressões no 

reservatório e, consequentemente, as velocidades de Darcy do fluido. Da mesma 

maneira, o MPFA-QL se mostrou capaz de calcular o fluxo hidrodinâmico, 

apresentando-se características de monotonicidade, inclusive em meios 

heterogêneos e anisotrópicos. 

De outra parte, o método FOU se mostrou capaz de representar a concentração 

do traçador nas interfaces dos volumes de controle, e para melhorar sua acurácia foi 

necessário realizar o refinamento da malha até certo ponto, pois até mesmo que se 

consiga representar os valores da concentração nas interfaces, o método ainda 

apresenta características de difusão numérica. Desse modo, encontra-se necessário 

a aplicação de métodos de mais alta ordem. Nesse sentido, observa-se que a 

implementação do método MUSCL consegue suprir esta deficiência. No entanto, 

quando se tem um problema fortemente advectivo, alguns cuidados devem ser 

observados para evitar o surgimento de oscilações numérica que ocorrem próximo às 

regiões de choque nos perfis de concentração. Em tal situação, também, foi estudado 

a variação dos parâmetros que definem a ordem de aproximação do método MUSCL 

(𝜆 = 1/3, 𝜆 = −1, e 𝜆 = 0) e constatou que 𝜆 = −1 se torna mais adequado, pois as 
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oscilações numéricas não se mostraram presentes independente do refinamento 

realizado na malha, mas como o propósito desta dissertação de mestrado é validar a 

metodologia através de benchmarks, logo foi mantido o valor 𝜆 = 1/3 na maioria dos 

casos. E, apesar das pequenas oscilações em problema fortemente advectivo 

encontradas neste parâmetro, o mesmo se mostrou bastante satisfatório na maioria 

dos casos estudados, e com o intuito de aumentar a estabilidade do método, 

acrescentou-se o limitador de Woodfield. À vista disso, identifica-se que tal limitador 

foi capaz de suprimir as oscilações numéricas que se tinha no método MUSCL, porém 

ao custo de tornar a solução numérica mais difusiva. 

Ao se aplicar traçadores radioativos, verifica-se que quanto mais baixo for o 

valor da constante de decaimento radioativo mais rigor deve ser levado em conta ao 

tipo de método aplicado em sua representação. Pois, observa-se mais claramente que 

nesta situação o método FOU é mais difusivo que o método MUSCL-Woodfield. Por 

outro lado, quanto maior for o valor da constante de decaimento radioativo, ambos os 

métodos conseguem representar satisfatoriamente o transporte de traçadores 

radioativos. Tal efeito, deve-se ao fato deste traçador perder massa mais rapidamente 

devido à elevada taxa de decaimento radioativo, assim, o mesmo não há como ser 

transportado pelo fluido ao longo de todo o domínio. Logo, num reservatório que seu 

fluxo é dominado por advecção é mais adequado utilizar traçadores com baixo valores 

de decaimento radioativo, assim como escolher o método MUSCL-Woodfield. 

Novas pesquisas são necessárias para melhorar a representação do fenômeno 

de transporte em reservatórios, pois necessita-se considerar problemas com maiores 

apelos físicos. Em consequência e continuação do presente trabalho, pode-se indicar 

os seguintes temas de pesquisas futuras: 

a) a fim de aumentar a robustez da metodologia desenvolvida, indica-se a 

consideração de outras físicas integradas ao modelo, tal como: gravidade, 

capilaridade, viscosidade, interação do traçador com a matriz porosa, 

porosidade variável ao longo do reservatório (i.e., deformável), transporte 

não isotérmico, entre outras; 

b) estudo de vários tipos de traçadores, como: energia (calor), vírus, esporos, 

micróbios, traçadores para a fase gasosa, entre outros; 

c) aplicação de traçadores em rochas fraturadas; 

d) aprimoramento do termo reativo (ou termo de fonte) da equação de ADR; 
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e) aplicação de poços e, também, estudar o efeito de orientação de malha 

(GOE – Grid Orientation Effect) na modelagem e simulação de transporte em 

reservatórios com a metodologia apresentada nesta dissertação de 

mestrado; 

f) extensão da metodologia apresentada neste trabalho para malhas 

tridimensionais; 

g) desenvolvimento de estratégias de malha para problemas estacionários ou 

dinâmicos, tal como: sobreposição de malha, movimentação de malha, 

adaptação de malha, técnicas multigrid, entre outras; 

h) extensão da metodologia apresentada neste trabalho para computação 

paralela de memória distribuída (em cluster), com o propósito de simular 

problemas complexos e de grande magnitude; 

i) substituição do método MPFA-QL por outros métodos do tipo MPFA, bem 

como, outros métodos não lineares capazes de satisfazer ao critério do DMP; 

j) desenvolvimento de técnicas de discretização temporal de mais alta ordem, 

como, por exemplo, os métodos de Runge-Kutta de 2ª e 3ª ordem. 
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