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RESUMO

Nesta dissertacdo estudaremos o sistema de Boussinesq do tipo KdV-KdV, o qual descreve
a propagacio de ondas (de pequena amplitude) na superficie de um canal de dgua. O trabalho
sera dividido em 4 capitulos. O primeiro capitulo diz respeito a resultados classicos que serdo
utilizados no desenvolvimento da dissertacdao. No segundo capitulo voltaremos a nossa atencao
para o problema de controlabilidade exata para o sistema linearizado de Boussinesq do tipo
KdV-KdV com dois controles. Utilizando o método da unicidade de Hilbert mostraremos que
o sistema em questdo é exatamente controlavel se, e somente se, o comprimento do dominio
espacial ndo pertence ao um conjunto finito e enumeravel. No terceiro capitulo, estudaremos
como obter dissipacdo da energia associada a solucao do sistema e o efeito regularizante de
Kato, sendo preciso, mostraremos algumas condicdes de contorno que garantem estas duas
propriedades. Por fim, no Gltimo capitulo, apresentaremos algumas consideracdes e perspecti-
vas de estudos futuros para o sistema de Boussinesq. Adicionalmente, no apéndice, usaremos
o fato de que a energia do sistema é dissipativa, para um certo conjunto de condicoes de
contorno, e juntamente com algumas estimativas pontuais garantimos a boa colocacdo do
problema e a estabilidade exponencial das solucdes, sem a presenca de comprimento criticos

para o dominio espacial.

Palavras-Chave: boa colocacdo; controlabilidade; estabilizacdo; equacdo KdV-KdV; sistemas

dispersivos.



ABSTRACT

In this work we will study the KdV-KdV type Boussinesq system, which describes the
propagation of waves (with small amplitude) on the surface of a water channel. The work
will be divided into 4 chapters. The first chapter concerns the classic results that will be used
in the development of the work. In the second chapter we turn our attention to the exact
controllability problem for the linearized Boussinesq system of the KdV-KdV type with two
controls. Using the Hilbert uniqueness method we will show that the system in question is
exactly controllable if and only if the length of the spatial domain does not belong a finite
and enumerable set. In the third chapter, we will study how to obtain the energy dissipation
associated with the solution of the system and the Kato smoothing effect, being precise,
we will show some boundary conditions that guarantee these two properties. Finally, in the
last chapter, we will present some considerations and perspectives for future studies for the
Boussinesq system. In addition, in the appendix, we will use the fact that the energy of the
system is dissipative, for a certain set of boundary conditions, and together with some estimates
we guarantee the well-posedness result and the exponential stability of the solutions of the

system, without a critical set for the spatial domain.

Keywords: well-posedness; controllability; stabilization; KdV-KdV equation; dispersive sys-

tem.
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1 INTRODUCAO

Equacdes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares e ndo lineares,
tem suas raizes na descoberta de um fenémeno, denotado “Onda Solitaria” por John Scott
Russel. Por volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie da dgua em um canal,
que pareciam se propagar de forma constante e sem mudar de forma. Russel realizou varios
experimentos deste fendmeno e desafiou diversos pesquisadores a tentar explicar tal descoberta.

Apbs isto, cientistas como George Airy e George Stokes se interessaram pelo assunto de-
senvolvendo e analisando os modelos matematicos dos fenémenos observados anteriormente
em laboratérios. Apesar de certo avanco, varias perguntas ficaram sem respostas concretas,
como por exemplo, por que existe uma propagacdo constante de uma onda com forma per-
manente sobre a superficie da agua? O préximo grande avanco se encontra no trabalho de
Joseph Boussinesq por volta de 1871. O modelo matematico dele inclui, implicitamente, varias
situacoes as quais originaram outras importantes equacoes.

O sistema de Boussinesq descreve a propagacdo de ondas (de pequena amplitude) na
superficie de um canal de agua. Atualmente, j& se sabe que esse tipo de sistema e suas
generalizacOes, sao extremadamente Uteis quando se estuda a propagacdo de ondas em grandes
lagos, oceanos, etc.

Em (BONA; CHEN; SAUT, 2002)), J. Bona, M. Chen e J.C. Saut conseguiram derivar um

sistema do tipo Boussinesq que descreve fenomenos da mesma natureza

N + Wy + (W), + AWape — 0Ny = 0,
t () t (1.1)

W + Np + Wy + CNgga — dwx:pt = 07

onde os parametros a, b, ¢, d € R sdo tais que satisfazem as condicoes

1 1
a+b:(«92—3), c+d=

: (1-6%) >0, (1.2)

1
2
comfel0,]ea+b+c+d=1/3.

Os resultados que estudaremos nesta dissertacdo, baseados nos artigos (CAPISTRANO-
FILHO; PAZOTO; ROSIER, 2019) e (PAZOTO; ROSIER, 2008), sdo obtidos para o sistema de

Boussinesq do tipo KdV-KdV, isto é, a = ¢ > 0 e b =d = 0 (é possivel fazer uma mudanca
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de varidvel tal que a = ¢ = 1) em um intervalo limitado I = (0, L), a saber

N+ we + (NW)z + Wezw = 0, x e (0,L), t>0,

Wi + Ty + WWe + Mgz = 0, T c (O,L), t>0 (13)

n(z,0) =no(x), w(x,0)=wo(x), =€ (0,L)
e condicdes de contorno adequadas.

Para o primeiro problema em consideracdo neste trabalho estudaremos a versao linear do
sistema ([1.3), isto é,
77t+w:c+wxxx:07 $6(07L>7t207

Wy + Nz + Neze = 07 xr e (O,L), t> 07 (14)

n(x,0) =no(x), w(z,0)=we(x), € (0,L).
Com este sistema em maos, surge a seguinte questao:
= E possivel encontrar condicdes de contorno adequadas tais que dadas as condicSes iniciais

(10, wp) € finais (71, w;), em espaco funcionais adequado, a solugdo (n,w) de (|1.4)

satisfaz (n(-,T),w(-,T)) = (m,w1), para todo T" > 07?

Inicialmente, vamos nos concentrar na controlabilidade exata do sistema ((1.4) com dois

controle nas condicGes de Neumann,

w(0,t) =0, w(L,t) =0,
W:Jc(O?t) = 92(t)7 wx<L=t> = h2<t)7 (1'5)
n(0,t) =0, n(L,t) = 0.

Assim, um dos Teoremas principais do nosso trabalho foi provado em (CAPISTRANO-FILHO;
PAZOTO; ROSIER, [2019) garantindo a controlabilidade para o sistema ((1.4))-(1.5) quando o

comprimento do intervalo L € A/, onde

p
N = {\/gx/k2+kl+l2: k,leN*}.

Precisamente, o resultado pode ser visto a seguir.

Teorema 1. Seja L ¢ N e T > 0. Entdo existe uma constante C = C(L,T) > 0 tal que
2 T 2 2
0 0) 3y < € [ IO + 0,2 (L6)

para todo (ny,wy) € [Hy(I)]> onde (1, w) denota a solucdo do sistema ([1.4)-(1.5).
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O Teorema [1| mostra a desigualdade de observabilidade o que implica, pelo método da
unicidade de Hilbert, a controlabilidade exata do sistema em consideracdo. A prova do Teo-
rema [I] é obtida da seguinte maneira: Primeiro estudamos a boa colocac&o do problema linear

homogéneo usando teoria de semigrupos. Logo, mostramos que os tracos estdo bem definidos

2

em Lj .

(R™) e, com o método de transposicdo, provamos a boa colocacdo para o sistema
linear ndo homogéneo. Por fim, com os resultados acima conseguimos mostrar que o sis-

tema ([1.4)-(.5) é controlavel, o que é uma consequéncia da desigualdade de observabilidade
[T6).

No apéndice, com o intuito de removermos a restricdo sobre o comprimento L do dominio
espacial, vamos estudar o comportamento assintético das solucoes do sistema de . Para

estudar o sistema ([1.3]) precisamos de condicdes de contorno adequadas, a saber

wl0,1) =0, W(Lt) = (L),
we(0,t) = agne(0,1t), we(L,t) = —an.(L,1), (1.7)
77(07 t) - Oa wa:a:(La t) = _O-/anx(La t)a

onde ag, a1 € s denotam constantes reais ndo negativas.

Com as condicdes de contorno acima, a energia total associada ao sistema

E(t) = ;/OL (7]2 —|—w2) dx (1.8)

é dissipativa. Portanto, é possivel observar que as condicdes de contorno atuam como um

mecanismo dissipativo, pelo menos para o sistema linear. Dai, surgem as seguintes perguntas
= F(t) — 0, quando t — +00?
= Se este for o caso, é possivel determinar uma taxa de decaimento?

A relacdo entre a dissipacao da energia e o efeito regularizante de Kato pode ser vista
em (PAZOTO; ROSIER, 2008) dando respostas para as perguntas acima. Vale mencionar que
em (MAMUD) 2012)) o autor estuda em sua dissertacdo tal problema detalhando varias passa-

gens. Aqui daremos apenas uma ideia das provas para deixar o trabalho autocontido.

Teorema 2. Assuma que oy > 0, a;y > 0 e ap = 1. Entdo existem constantes p > 0,
C >0ep >0, tais que, para quaisquer (1o, wo) € [L*(I)]° com (10, wo) l 2y < oy 0
sistema ([1.3))-(1.7)) admite uma dnica solucio (n,w) € C (R*; [L*(I)]*)NC (R™; [H'(I)]*)N
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L?(0,1;[H(I)]?) satisfazendo
[(n, w) (t)H[L?(])]? <Ce™M H(nOaWO)H[L?([)]? , V=0, (1.9)
6fat
[[(n, @) (Ol g1 12 SOW 1m0, wo) ()22 VE>0, Va € (0,p). (1.10)

A prova do Teorema |2| é obtida da seguinte maneira: Primeiro estudamos o sistema linear
para deduzir algumas estimativas a priori e o decaimento exponencial das solucdes no espaco
de energia [L?(1)]?. Em um segundo momento, estabelecemos o efeito regularizante de Kato
usando o método dos multiplicadores de Morawetz, enquanto o decaimento exponencial é
obtido com a ajuda de argumentos de compacidade que reduz a prova do resultado a um
estudo de um problema espectral. Por fim, a boa colocacao global e a estabilidade exponencial
das soluces do sistema nio linear (1.3))-(1.7)) com dados iniciais em [L?(I)]? é demonstrado.
Em outras palavras, o problema consiste em combinar o efeito regularizante de Kato e a taxa
de decaimento das solucdes em [L?(I)]? para estabelecer uma estimativa pontual e, ent3o,
aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach em um espaco adequado.

Vale ressaltar que o resultado aqui provado tem caracter local, haja vista que devido a
falta das estimativas a priori na norma [L2(I)]* a questdo da existéncia global de solucdes,
sem restrices nos dados iniciais, ainda é um problema aberto.

A dissipacdo da energia e o ganho de regularidade pelo efeito regularizante de Kato como
componentes essenciais da estabilidade exponencial das solucdes obtida por (PAZOTO; ROSIER,
2008) motivam procurar por outras condicdes de condicdes de contorno que garantam essos
fatos. Portanto mostramos algumas condicdes de contorno nas que vamos obter a dissipacdo
e o efeito regularizante de Kato.

O trabalho estarad dividido em 4 capitulos e um apéndice como segue: No Capitulo 1
apresentamos os resultados classicos que serdo utilizados no desenvolvimento do trabalho. No
Capitulo 2 tratamos o problema de controle para o sistema linear estabelecendo a boa colo-
cacao do sistema homogéneo e nao homogéneo, provando a existéncia dos tracos e provando a
desigualdade de observabilidade, o que garante o resultado de controlabilidade. No Capitulo 3
mostramos alguns conjuntos de condicdes de contorno que garantem a dissipacdo da energia,
bem como o efeito suavizante de Kato. Por fim, no Capitulo 4, apresentamos perspectivas
de estudos futuros para o sistema de Boussinesq. No Apéndice mostramos que aumentando
dissipacoes na fronteira o problema de comprimento critico pode ser removido. Com isto
em mads, estabeleceremos estimativas pontuais que permitem garantir a boa colocacao do

problema e a estabilidade exponencial das solucdes com dados iniciais pequenos
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo fixaremos algumas notacGes, daremos definicGes e alguns resultados rele-

vantes que serdo Uteis em todo o trabalho.

2.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Definicao 2.1.1. Seja 2 C R"™ um aberto e f: 2 — R uma funcdo continua. Definimos o
suporte de ¢ como sendo o fecho de ) do conjunto de pontos de €} donde ¢ ndo se anula.

Vamos denotar por supp(y), entdo

supp(p) = {z € Q: p(z) # 0}.
Observe que supp(p) é um subconjunto fechado de ).

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (a4, ..., q,) é chamada de multi-indice e sua
ordem é definida por |a| = oy + - - - 4+ a,. Representamos por D* o operador de derivacdo de

ordem |a, isto é,
olal
T 02y .. Oaon

Para a = (0,0, ...,0), definimos D°u = 0, para toda funcdo u.

DOC

Definicdao 2.1.2. Representamos por C§°(§2) o espaco vetorial das fun¢bes de classe C> em
), que possuem suporte compacto em §). Dizemos que uma sequéncia (), . em C5°(£2)

converge para ¢ em C§°(2) quando forem satisfeitas as seguintes condicdes:
(i) Existe um compacto K C €, tal que supp(y) C K e supp (p,) C K, Vn € N,
(ii) D*p, — D*p uniformemente em K, para todo multi-indice c.

Definicdo 2.1.3. O espaco vetorial C§°(§2), munido da nocdo de convergéncia acima, serd
denotado por D(2) e denominado espaco das funcées testes sobre ). Uma distribuicdo (esca-
lar) sobre 2 € todo funcional linear continuo sobre D(S)). Mais precisamente, uma distribuicdo

sobre ) é um funcional T': D()) — R satisfazendo as seguintes condi¢ées:

(i) T (ap + pp) = T () + BT(¢), Vo, f € R eV, ¢ € D(Q),

(i) T' é continua, isto é, se (¢n,), oy converge para @, em D(S2), entdo (T (py,)), oy converge

para T'(p), em R.
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Denotamos o valor da distribuicdo 7" em ¢ por (T, ).

Definicao 2.1.4. O conjunto das distribuicGes escalares sobre () é um espaco vetorial real,
denotado por D'(£2). Dizemos que uma sequéncia de distribuicGes escalares (T},), ., em D'(Q2)

converge paraT em D'(Q)), quando
(T, ) = (T,p) emR, quandon — oo,
para todo ¢ € D(Q).

Definicao 2.1.5. Sejam T uma distribuicdo sobre €2 e o« um multi-indice. A derivada DT

(no sentido das distribuicées) de ordem |«| de T é o funcional definido em D(S2) por

<DaTa 90> = <_1)|a| <T> Da@) , Vo€ D(Q)

2.2 ESPACOS DE SOBOLEV

Definicdo 2.2.1. Seja Q) C R™ um aberto. Denotamos por LP(£2), com 1 < p < 00, o espaco

vetorial das (classes de) funcées mensuraveis u: Q0 — R, tais que |u|” é integrdvel a Lebesgue

ey = ([ 1)’

No caso p = oo, denotamos por L*>(£2) o espaco vetorial das (classes de) fungées mensu-

em Q). Com a norma

LP(Q2) € um espaco de Banach.

raveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em (), isto €, existe uma constante C' > 0, tal
que
lu(z)| < C, quase sempre em €2,
que munido da norma
||u||L°°(Q) = sup ess |u(z)]
e

é um espaco de Banach.

Em particular, se p = 2, temos que L?(Q2) é um espaco de Hilbert cuja norma e produto

interno serdao denotados, respectivamente, por

sy = ([ @) & ey = [ ule)ote)

Dizemos que uma sequéncia () em LP(£2) converge para o em LP(£2) se |l¢5 — ¢l[ 15(q) — 0,

quando n — oo, para 1 < p < <.
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Definicao 2.2.2. Consideremos o espaco L?({), entdo podemos fazer a seguinte identificacdo

para o dual topoldgico

(L7 ()] = L(9),
onde p e q sdo indices conjugados, isto €, ;17 + % = 1. Quando p = 1, faremos a identificacdo
1 /
[2'(Q)] ~ L=(9).
Além disso, se 1 < p < 0o, entdo LP(2) € separavel e se 1 < p < oo, LP(Q2) é reflexivo.

Definicdo 2.2.3 (Espacos de Sobolev). Sejam m € NU {0} e 1 < p < oo. Definimos o
espaco de Sobolev de ordem m, denotado por W™P({)), como sendo o espaco vetorial das
(classes de) fungées em LP(S)), para as quais suas derivadas de ordem |«|, no sentido das

distribuicées, pertencem a LP(S)), para todo 0 < |a| < m, ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q): D*u € LP(Q2),Y0 < |a] < m}.

Os espacos de Sobolev W™P(Q)) munido das normas

3=

[ullma gy = ( > /QlDo‘u(xﬂp) , quando 1 < p < oo
la]<m

[l oo ) = > supess |Du(x)|, quando p = oo,

‘a|§m e

sdo espacos de Banach.

Temos ainda que W™P()) é um espaco separavel se 1 < p < oo, ereflexivose 1 < p < 0.
Em particular, se p =2, 0 espaco W™2(2) é um espaco de Hilbert, separavel e reflexivo, que
é denotado por

H™(Q) = {u € L*(Q): D*u € L*(Q),¥|a| < m},

cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

1
2
”uHHm(Q) = (Z ||Dau||2L?(Q)> € <U7U>HW(Q) = Z (D%, D%>L2(Q)-

lo|<m la|<m
Definicao 2.2.4. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X C Y. Dizemos que

X estd imerso continuamente em Y se existe C' > 0 tal que
lzlly, <C x|y, VreX.

Neste caso, escrevemos X — Y.
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Observacao 2.2.5. (i) Observe que dizer que a imersdo de X em Y é continua é equi-
valente a dizer que a aplicacdo identidade i: X — Y dada pori(x) = z,z € X, é

continua.
(i) Note que com a estrutura topoldgica acima, temos que H™(Q2) — L?*(Q).
Definicdo 2.2.6. Definimos o espaco Wy"*(§2) como sendo o fecho de D(§2) em W™?((QQ).

O dual topolégico do espaco W (£2) é representado por W~"™4(Q2), se 1 < p < co com
p e ¢ indices conjugados. Se p € W~™14(Q)), entdo ¢ pertence a D'(€2). No caso p = 2,
D)
Wy™*(2) é denotado por HJ"(Q), cujo dual é H~"(Q).

Teorema 2.2.7 (Teorema de imers3o). Sejamm > 1,1 < p < co e Q2 C R"™ um subconjunto

aberto, limitado e com fronteira regular.
. 1 m =~ m, 1 _1_m
(i) Se; — 2 >0, entdo W™P(Q) — L(Q), onde = - — .
(ii) Se ]% — ™ =0, entdo W™P — L(2), onde q € [p,+00).
' l _ m ~ m7p 00
(ii) Se < 0, entdo W™P(Q) — L>(Q),
sendo as imersbes acima continuas.

Demonstracdo. Ver (MEDEIROS; MIRANDA), 2000)). O

Teorema 2.2.8 (Rellich - Kondrachov). Seja @ C R"™ um subconjunto aberto, limitado e

com fronteira I' regular.

(i) Sen > 2m, entdo H™(Q2) <. LP(?), onde p € {1, nfgm)

(i) Se n = 2m, entdo H™(Q)) —. LP(Q2), onde p € [1,+00).

(i) Se n < 2m, entdo H™(Q)) —. C*(Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que

k:<m—(g) <k+1
Aqui o simbolo <. denota imersdo compacta.
Demonstracdo. Ver (BREZIS, 2010). O

Teorema 2.2.9 (Banach - Alaoglu - Bourbaki). O conjunto Bp = {f € E': ||f|| <1} €

compacto pela topologia fraca* o (E', E), onde E é um espaco de Banach.
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Demonstracdo. Ver (BREZIS, |2010). O

Teorema 2.2.10 (Teorema do traco). Seja 2 C R™ um conjunto aberto limitado de classe
C™*1 com fronteira T'. Ent3o existe uma aplicacdo traco v = (Yo, ..., Ym-1), de H™(Q) em

(L2(2))™, tal que

(/) Se (S Coo(ﬁ), entao ’)/0(1)) =V gm—1y

8 e
2l Yme1(v) = §m=t| , ondev é o
r

’ V) = 5
F’VI() |,

vetor normal unitario exterior a fronteira I".

(ii) A imagem de v é o espaco [1/" H™ 7 =1/2().
(iii) O niicleo de v é H'(2).

Demonstracdo. Ver (KESAVAN, 1989). O

2.3 DESIGUALDADES IMPORTANTES

Lema 2.3.1 (Desigualdade de Gronwall). Seja z(t) uma funcdo real absolutamente continua

em [0, a), tal que para todo t € [0,a), tem-se
t
2(t) = C’+/ z(s) ds.
0
Entdo z(t) < Ce', Vt € [0,a).
Demonstracdo. Ver (CODDINGTON; LEVINSON, |1987)). O

Lema 2.3.2 (Desigualdade diferencial de Gronwall). Seja u(t) uma funcdo ndo negativa e

diferenciavel em [0, T, satisfazendo
u'(t) < fBult) +g(8),
onde f(t) e g(t) sdo funcdes integraveis em [0, T]. Entdo
t d t s d
u(t) < eo 1) dr [u(O) +/ g(s)e” Jo 1) dr ds} . Vtel0,T].
0
Se f(t) e g(t) sdo funcdes ndo negativas, entdo a expressdo torna-se
t t
u(t) < eJo 1) dr |:U(O) +/ g(s) ds] . Vtel0,T].
0

Demonstracdo. Ver (CODDINGTON; LEVINSON, |1987)). O
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Lema 2.3.3 (Desigualdade de Poincaré - Friedrichs). Seja 2 C R™ um aberto limitado em
alguma direcdo x; de R", ou seja, existe uma direcdo e; tal que |m;(Q2)| < C, C constante,

onde ;: R™ — R é a projecdo sobre o eixo e;. Entdo, existe uma constante Cq > 0, tal que
2 < Co IVl
||U||L2(Q) < Cal| U||L2(Q) )
para qualquer u € H} ().
Demonstracdo. Ver (MEDEIROS; MIRANDA, 2000)). O

Note que, pelo Lema [2.3.3, temos que as normas [|ul| ;1 (q) € [|Vul[ 2 80 equivalentes
em HL(Q).

Lema 2.3.4 (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < oo el <
q < o0, tais que }% + % =1, ent3o
a? bl

ab < — + —.
p q

Demonstracdo. Ver (BREZIS, |2010). O

Lema 2.3.5 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) eg € LY(R2), com1 <p< oo e
s+ =1 entdo fge L'(Q) e

1£9lsay = [ 1F9l < 1wy 9z

Demonstracdo. Ver (BREZIS, [2010). O

2.4 INTERPOLACAO DE ESPACOS DE SOBOLEV

Os resultados que aqui enunciaremos, assim como suas demonstracdes, podem ser encon-
trados em (LIONS; MAGENES, (1968)). Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, com
imersdo continua e densa, X — Y. Sejam (-,) e (,-), os produtos internos de X e Y,
respectivamente. Indicaremos por D(.S), o conjunto de todas as funcdes u definidas em X,
tal que a aplicagdo v — (u,v)y,v € X, é continua na topologia induzida por Y. Entdo,
(u,v)y = (Su,v), define S como sendo um operador ilimitado em Y com dominio D(S)
denso em Y.

Observe que S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando a decomposi-
c3o espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S, § € R. Em particular usaremos

A = SY2_0 operador A, é auto-adjunto, positivo definido em Y, com dominio X e

(u,v) y = (Au, Av)y ,Vu,v € X.
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Definicao 2.4.1. Com as hipdteses anteriores, definimos o espaco intermedidrio
[X,Y], =D (Al‘e) . 0<6<1,
donde D(A'~%) representa o dominio de A'~Y, munido da norma
luliey, = Nl + ]| A"

Observemos que:

IL X=X, Y],—=Y.

2. ullyyy, < Nulls? fulld

3. Se0 <y <0 <1lentio[X,Y], — [X,Y],.

4. [[X, Y]eo (X, Y]el}e = [X, Y}(ke)eowel-

Teorema 2.4.2. Sejam Q C R", s > 1. Entdo,

du 1
Hi=}{u:ue H(Q), m— =0,0<j<s— ;.
R e e

Teorema 2.4.3. Sejam Q) C R", 51 > s, > 0, s1 e sy diferentes de k + % k € Z. Se
s=(s—0)s1 +0sy #k+ 3, entdo

[Hg' (), Ho*(2)]y = H (&)

[y (), HY(Q)], = H(©), com s = (1~ 0)m # k+

0

com as normas equivalentes.

Teorema 2.4.4. Seja ) C R"™ aberto com fronteira C*°. i uma extens3o de u é uma aplicacdo
continua de H*(Q)) — H*(R™) se, e somente se 0 < s < 3. Além disso, @ é uma aplicacio

continua de Hy(Y) — H*(R™) para s > L se, e somente se s # k + i com k € Z.

2.5 ESPACOS L”(0,T;X)

Definicdo 2.5.1. Sejam X um espaco de Banach e T > 0. Denotamos por L?(0,T; X), 1 <
p < 00, 0 espago vetorial das (classes de) funcées u: (0,T) — X, fortemente mensuraveis,

tais que a funcdo t — ||u(t)||% € integrével a Lebesgue em (0,T), que, munido da norma

Y
el = (] Tulf)"
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é um espaco de Banach. No caso p = 2 e X um espaco de Hilbert, o espaco L*(0,T; X) é

também um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(o = [ (ult),v(0) -

Se p = oo, denotamos por L>°(0,T;X), o espaco vetorial das (classes de) funcdes
u: (0,7) — X, fortemente mensuréveis, tais que a fungdot — ||u(t)| y pertenca a L>(0,T),

que, munido da norma
HUHLoo(QT;X) = supess [[u(t)||y,
te(0,T)

é um espaco de Banach.

Observe que, quando X ¢é reflexivo, separdvel e 1 < p < oo, temos que LP(0,T; X)
é um espaco reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach

L9(0,T; X'), onde p e ¢ sdo indices conjugados e X’ e o dual de X.
Teorema 2.5.2 (Aubin-Lions). Sejam By, B e By, espacos de Banach tais que
By —. B — By,
onde By e B sao reflexivos, — denota a imersdo continua e —. imersdo compacta. Defina
W ={ue LP(0,T;By):u € L*0,T;B,)},
ondel < p,q <o el < oo, munido da norma

Jully = HUHLP(O,T;BO) + HUIHL‘I(O,T;Bl) :
Entdo W é um espaco de Banach e W —. LP(0,T; B).
Demonstracdo. Ver (LIONS, 1969). O

Uma consequéncia do Teorema [2.5.2 é a seguinte:
Se (un), oy € uma sequéncia limitada em L*(0,T; By) e (u},), o € uma sequéncia limitada
em L*(0,T; By), entdo (uy),cy € limitada em W, donde existe uma subsequéncia (un,, ), x.

tal que u,,, — u forte em L*(0,T; B), quando k — oc.

Definicao 2.5.3. Sejam X espaco de Banach e'T' > 0. Ent3o definimos o espaco das funcoes
fracamente continuas como sendo o espaco vetorial das (classes de) funcées u € L>(0,T; X),
tais que, u: [0,7] — X e a aplicagdo t — (p,u(t)) é continua de [0,T] em R, para todo

v € X' = L(X;R). Este espaco serd denotado por C,, ([0,T]; X).
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Teorema 2.5.4. Sejam X e Y espacos de Banach tais que, X — Y e X reflexivo. Entdo
temos

L= (0,7;X)NC, ([0, T];Y) = C., ([0,T]; X) .

Demonstracdo. Ver (TEMAM, |1984)). O

2.6 RESULTADOS IMPORTANTES

Teorema 2.6.1 (Ponto fixo de Banach). Sejam E um espaco de Banach e FF C E um

subespaco fechado de E. Se f: F' — F é uma contracdo, entdo existe um tnico z € F, tal

que f(z) = z.

Demonstracdo. Ver (RUDIN, [1976)). O

Teorema 2.6.2. Seja X um espaco normado e B1(0) C X a bola fechada unitaria. Entdo,

Bi1(0) é compacta se, e somente se, X possui dimens3o finita.
Demonstracdo. Ver (BREZIS, [2010). O

Teorema 2.6.3. Se X é um espaco vetorial normado e M é um subespaco de X de dimensdo

finita, entdo M é fechado.
Demonstracdo. Ver (BACHMAN; NARICI, 1998). O

Teorema 2.6.4 (Convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam (f,,) uma sequéncia de funcées

mensuraveis de Q em X, f: Q — X eg € L'(Q). Se

|fu(@)| < g(x), quase sempre em Q) ¥n € N

lim f,(x) = f(x), quase sempre em S,

entao,

lim [ f.(z) de= [ f(x) dx.

n—oo Jq O

Demonstracdo. Ver (FOLLAND, 1999). O
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2.7 TEORIA DE SEMIGRUPOS

Definicdo 2.7.1. Seja X um espaco de Banach. Uma aplicacio S: Rt — L(X) é um

semigrupo de operadores lineares limitados de X, se
(i) S(0) =1, onde I é a aplicagdo identidade do espaco X .
(i) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s € RT.
Dizemos que S é de classe (), ou fortemente continuo, se

lim [|S(t)x —z||y =0, VzelX.

t—0t+

E serd S uniformemente continuo se

lim ||S(t) — I|| = 0.

=0+
Teorema 2.7.2. Se (S(t)),>, € um semigrupo de classe Cy, entdo existem constantes w > 0
e M > 1, tais que
1S(#)]] < Me*t, vt > 0.

Demonstracdo. Ver (PAZY, |1999). O

Corolério 2.7.3. Seja (S(t)),»o um semigrupo de classe Cy. Entdo, para cada z € X, a
aplicacado

t— S(t)z
é continua. Equivalentemente, para cada x € X,

lim S(t)xr = S(s)z, Vt,s€R".

t—s

Demonstracdo. Ver (PAZY, |1999). O

Definicao 2.7.4. Se ||S(t)|| < 1, para todo t > 0, dizemos que S é um semigrupo de

contracoes.
Definicao 2.7.5. O operador A definido por

D(A) = {x €X: lim S(h)hm_x existe}

h—0+
e
L S(h)x —z
Alw) = lim —=—

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Note que A é um operador linear e D(A) é um subespaco de X.

Teorema 2.7.6. Seja (5(t)),», um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Entéo,

t+h
(i) lirnfll S(s)x ds = S(t)x, Vo € X.

h—0 h

(ii) /OtS(s)x ds € D(A),Vz e X, e A (/Ot S(s)x d3> =S({t)r —x.

(iii) Para todo x € D(A), S(t)x € D(A) e jtS(t)x = AS(t)xr = S(t)Ax.

t t
(iv) Para todo = € D(A), S(t)z — S(s)x = / AS(T)a dr = / S(r)Az dr.
0 0
Demonstracdo. Ver (PAZY, |1999). O

Corolario 2.7.7. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um operador linear

fechado e seu dominio é um espaco vetorial denso em X .
Demonstracdo. Ver (PAZY, |[1999). O

Proposicao 2.7.8. Um operador fechado dom dominio denso é o gerador infinitesimal de, no

maximo, um semigrupo de classe C.
Demonstracdo. Ver (GOMES, [2005)). O

Definicdo 2.7.9. Sejam X espaco de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X

e X*. Para cada ©x € X, defina

J(z) = {a" € X*: (w,07) = |z} = 2"

2
).
Note que, pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # ), Vz € X.

Definicao 2.7.10. Uma aplicacdo de dualidade é uma aplicacdo j: X — X*, tal que j(z) €

J(x), Vo € X, ou seja, (z, j(x)) = |l||* = ||j ()],

Definicao 2.7.11. Dizemos que o operador linear A: D(A) C X — X é dissipativo se, para

alguma aplicacdo de dualidade j,
Re (Azx, j(x)) < 0,Vz € D(A).

Se, além disso, existir A > 0 tal que Im(AI — A) = X, entdo dizemos que A é m-dissipativo.
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Observe que se X é um espaco de Hilbert, entdo dizemos que A: D(A) C X — X é
dissipativo se
Re (Az,z) < 0,Vx € D(A).
Dizemos que A € G(M,w), quando A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
Co, denotado por (S(t)),>,, que satisfaz

1S(t)|| < Me**, ¥t > 0.
Teorema 2.7.12 (Lumer - Phillips). A € G(1,0) se, e somente se, A é m-dissipativo e possui
dominio denso em X.

Demonstracdo. Ver (PAZY, |1999). O

Proposicao 2.7.13. Seja A: D(A) C X — X um operador linear e X um espaco de Banach.

Se D(A) = X, A, A* sdo dissipativos e A é fechado (condicdo equivalente a A*™* = A), entdo
A e G(1,0).

Demonstracdo. Ver (PAZY, |1999). O

2.8 PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRATO

Sejam X um espaco de Banach, A: D(A) € X — X o gerador infinitesimal de um
semigrupo (S(t)),, de classe Cy e f € L'(0,T; X). Dado ug € D(A), o problema de Cauchy

abstrato consiste em determinar uma funcdo u(t), tal que

du
E(75) = Au(t), t>0, (2.1)
u(0) = up.

Definicdo 2.8.1. Dizemos que u € solucdo cléassica (ou forte) de (2.1) em [0, +0o0), se u
satisfaz (2.1) e C (RT; D(A)) N C' (RT; X).

Teorema 2.8.2. Se A € G(M,w) e ug € D(A), o problema (2.1 possui uma solucio

classica.
Demonstracdo. Ver (GOMES, [2005)). O

Considere, agora, o seguinte problema

du
= (0) = Au(t) +  (t,u(t)), >0 (2.2)

U(O) =ug € X.
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Definicdo 2.8.3. Uma fun¢do u: [0, +00) — X é uma solucio cléssica de (2.2)) em [0, +00)
se u satisfaz (2.2) em [0,+00) e se u € C(R;D(A)) N C'(R*; X). Uma funcdo u €
C([0,T); X), dada por

t
ult) = S(tyuo + [ S(t = 8)(su(s)) ds,
0
é chamada de “mild solution” ou solucdo generalizada de (2.2)) em [0, T].
Note que se f = 0, entdo u(t) = S(t)ug, com up € X, é a “mild solution” de ({2.1]).

Teorema 2.8.4. Seja f: [0,+00) x X — X uma funcdo continua em t. Suponha que, para

cada T > 0, existe uma constante L. = L(7), tal que

Entéo, para cada ug € X, (2.2)) possui uma dnica mild solution u € C ([0, 7]; X'). Além disso,

a aplicacdo ug — u é continua de X em C ([0, 7]; X) .

Demonstracdo. Ver (GOMES, 2005). O
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3 FENOMENOS DE COMPRIMENTOS CRITICOS E CONTROLABILIDADE

Neste capitulo estudaremos a controlabilidade exata do sistema KdV-KdV linearizado,

nt+wx+wxxxzoa t>0, .73'6(0,[;)7
wt+nx+nxmm:07 t>0, LUE(O,L),
n(t,0) =0, n(t, L) =0, n,(t,0) = hao(t), t>0, (3.1)

w(t,0) =0, w(t,L) =0, w,(t,L) = ga(t), t>0,

n(0,z) = no(x), w(0,z) = wy(x), z € (0,L).

Seja L > 0 fixo. Definimos os espacos

Xo = L0, L)] = L*(0, L) x L*(0, L), (3.2)
Xy = {(n, w) € [H3(0.2) M HY(0, )] : ma(0) = wa(L) = o} , (3.3)
X30 =[Xo, X3, para0 < <1, (3.4)

donde [Xo,Xg][e] representa o espaco de Banach obtido por interpolacdo. Os espacos X e

X3 sao munidos, respectivamente pelas normas

Iy, = ( (70 +20) o)

NI

102, ), = 10 )l x, + 1w + wraws e + Taae) ||,

Note que se = % e = % no processo de interpolacao para X34, temos que
Xy = [Xo, Xs]y = Hy(0, L) x Hy(0, L), (3.5)
2
X = X0, Xl = { () € [0, 1) N H}(0.1)]" : ma(0) =wa(L) =0}, (36)

munidos com as normas

Il = ([ (20 +2@) ) e Nl = ([ (o) +20) o)

Vamos definir o espaco

D=
N[

X, = {(n,w) e [H(0, L) N Hy(0, L)}2 :102(0) = Wo (L) = g (0) = Waaa( L) = 0,

Neaax (L) + Ne(L) = Weae (0) + w2 (0) = 0},
munido com sua norma natural. Para s = 1,2, o espaco X_; vai denotar o seu dual com

respeito ao espaco Xo = [L2(0, L)]*. Observe que

X, =H0,L)x H (0, L).
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3.1 BOA COLOCACAO

Com o objetivo de mostrar a controlabilidade do sistema (|3.1)) primeiramente provaremos

a boa colocacao.

3.1.1 Boa colocacao do problema linear homogéneo

Vamos considerar o problema de valor inicial,

nt+wx+wzx$:07 tZO, $€(07L)7
Wt + Nz + Neza = 0, t>0, ze(0,L),
n(t,0) =n(t, L) =n.(t,0)0=0, t>0, (3.7)

w(t,0) =w(t,L) =w,(t,L) =0, t>0,

n(0,z) = no(x), w(0,2) =wo(x), =€ (0,L).
Considere X, = [L2(I)]?, onde I = (0, L) com seu produto interno usual e o operador
A: D(A) C Xy — X,
com dominio
D(A) = Xy = {(n.) € [0, L) N H}(0,1)]" + 0u(0) = wn(E) = 0} © X,y

e definido por

A(nvw) = (_wx — Wezz; — Nz — nxa::c) .

Proposicao 3.1.1. O operador A é anti-adjunto em X, e assim gera um grupo de isometrias

(etA> em X.
teR

Demonstracdo. Note que D(A) = X, pois C5° (I) = L*(I), C§° x C°(I) C D(A) e
Ce (I) x Cg° (I) = L*(I) x L*(I) = Xy, isto é, D(A) é denso em X. Vamos provar agora
que A* = —A.

Vamos lembrar que, por definicdo, A* é tal que (y, Ax) = (A*y,z), Vo € D(A) e Vy €
D (A*).
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Primeiro vamos a ver o que —A C A*, isto é, (u,v) € D (A*) e A* (u,v) = —A(u,v)
para tudo (u,v) € D(A). De fato,

L
(0) A(1,0))x, = = [ [0 + @are) + (00 + )]
L L L L
= —/ U, d:c—/ UW gz dx—/ vy dx —/ UNgze AT
0 0 0 0

_ /OLuxwdx + /OLumwdx+ /OLvmndx + /OLvmndg;
— [uw + vny + [~ Uy + Uey — UgeW — VNlag + Valle — Vaally
= [ 0 ) (0 )]+ (D)) — (L)
+ u(0)w(0) 4+ v(0)7(0) — u(L)wse (L) 4 te(L)we (L) — tga(L)w (L)
— (L) (L) + v (L) (L) = Ve (L)N(L) 4+ u(0)ws (0) — u(0)w,(0)
+ 32 (0)w(0) + v(0)722(0) — v5(0)72(0) + v22(0)n(0)
= /OL (W (U + Ugaz) + 1 (Vg + Vaga)] do
= — (A(u,v),(n,w))x, -

Vamos provar agora que A* C —A. Seja (u,v) € D (A*). Entdo, existe alguma constante
C, tal que
(), A, w)y,| < ClMmwlx, . ¥(0.w) € D(A),

isto €,
B 1/2

<C (/ [772 —1—02} dx) , Y(n,w) e D(A).
0

(3.8)
Considere w = 0 e n € C5°(0, L), de (3.8) nos temos que v, + vyze € L*(0, L), isto &,

L
/0 [u (Wx + me) +v (nm + nxm)] dx

v € H*(0,L). Analogamente, nos podemos provar que u € H?(0, L). Logo integrando por

partes o lado esquerdo de ([3.8)), segue que,

L L L
/0 [u(we + Wage) + V(Ne + Naaz)] dz :/0 (uw, + vn,) do + /0 (UWppy + VM) dx

L

L
= (wa + Unx) dx — / [umc;rw + Uw:w‘n] dx
0 0

L

+ (Uwer — Uy + Uz W)

0
L

+ (Unac:c - Umnm + v:cxn)

0
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Dai, como (n,w) € D(A), temos

L L

(uwx:c — Uz Wy + ua:xw) + ('Unxx - anx + Ux:cn)
0 0

(3.10)
Assim, a igualdade acima implica,
|u(L)wae (L) = w(0)wae (0) + e (0)we(0) +0(L)1ea(L) — v(0)700(0) — va(L)na(L)]
e </0L - dx) (3.11)
para todo (1,w) € D(A). Portanto,
u(0) = u(L) = u,(0) = v(0) = v(L) = v,(L) =0, (3.12)

entdo, (u,v) € D(A) = D(—A). Em consequéncia D(A*) = D(—A) e A* = —A e, pelo

Teorema de Stone, A é um gerador de um grupo de isometrias. O]

Teorema 3.1.2. Seja (19,wo) € D(A). Entdo, existe uma dnica solugdo classica (n,w) do

sistema ([3.7)) tal que
(1,w) € C ([0, T); D(A4)) N C1 (0,T; Xo). (3.13)

Além disso, se (no,wo) € Xo, o sistema (3.7) tem uma dnica “mild solution” (n,w) =

S(+) (Mo, wo) tal que
(n,w) € C([0,T]; Xo) - (3.14)

Como consequéncia do resultado acima, temos o seguinte Corolério:

Corolario 3.1.3. Se (ng,woy) € X3, o sistema ((3.7)) possui uma tnica solucdo classica com
[, w)llx, = [, @)l x, + | A (10, wo) || x, para todot € R. Se (no,wo) € Xo, o sistema (3.7)

possui uma tnica mild solution tal que ||(1(t), w(t))|lx, = [[(n0,wo)|l x, Para todot € R.

Demonstracdo. Observe que, o sistema ((3.7]) pode ser reescrito como

dU
()= AU(), >0,
U(0) = U,

onde U = (n,w) e Uy = (1o, wp). Logo, o resultado é obtido aplicando a Proposicdo e
os Teoremas 2.8.2] O
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Observacdo 3.1.4. Seja 0 < s < 3 arbitrario, entdo 0 < 3 < 1, escolhamos 0 = 3. Assim,
por interpolacdo, temos

[Xo, Xaly = X(1_s)0123 = Xo.

S
3

Logo, pelo coroldrio como Xy — X, — X3, segue que para todo s € (0,3),

1(n, )l x, < Coll(n, W)l x, = Crll(m0, wo)llx, < C1ll(mo, wo)llx, < CLC2|[(n0, wo)llx, -

Assim, existe uma constante Cs > 0 tal que para todo (g, wg) € X, a solucdo (n,w) de (3.7)
satisfaz (n,w) € C' (R, X;) e

I(n(8), ()l x, < Csll(n0, wo)llx,»  VEER. (3.13)

3.1.2 Existéncia dos tracos

Para as solugbes do sistema ({3.7)), os tracos

n(70>777(7L)77796 (',0),W(',0),M(',L), € Wy ('7L)7
sdo zero. Vamos provar que os tracos 1, (-, L) ,w, (-,0) € L _ (R, ) quando (1, wo) € X;.

Proposicao 3.1.5. Sejam (ny,wy) € X1 e (n,w) solugdo de (3.7)). Fixe qualquer T" > 0.
Ent3o n, (-, L) ,w, (-,0) € L*(0,T) com

[ e (DO + o (1, 0)F] e < C om0, (3.16)

com C' = C(T) uma constante.

Demonstrac3o. Suponha que (19, wo) € X3, entdo (n,w) € C ([0,T], X3) N C* ([0, T], Xo).
Vamos usar os multiplicadores de Morawetz como em (ROSIER, 1997a)). Multiplicando a pri-
meira equacdo de ([3.7)) por zw e a segunda por x7), integrando por partes em (0,7") x (0, L)

e adicionando os resultados temos que

T /L
/ / (xwny + Tnwy + TWw, + TNy + TWWere + TNMpee) dx dt
o Jo

_// © (nw), dtder// (w* +07)_dtda (3.17)

—1—/ / T (Wepa + Nezzn) dt dz = 0.
o Jo

Note o seguinte,

1 2
WrgaW = | WpaW — ZWg
2 @
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Logo,

L T T L 1
/ / T (Wepa + Npxen) dt dz = / / T <wmw + Neal) — = (cu,v2 + nx2)> dx dt
o Jo o Jo 2 »
_/ { (w W+ Neah) — 1(w2+n2))rdt
1 2 2
_/ / (wxxw + Nea? — 2 (Wx + N )) dt d!L‘

[ (en (L) an (L) = 5 (L + (L) )

- / / <wa:azw + Moz — ; (WJQ + 77902)) dtdx
— _7/ dt —/ / (wmw + Nzl — ; (wf +77$2)> dt dux.

Observe que

L T 1 3 L T
/ / (wmw - wa) dtdx = / Wy 0 / / wldtde = —7/ / w2 dt dx
o Jo 2 0 2 2Jo Jo

L /T 1 3 (L (T
o Jo 2 0 2 2.Jo Jo

Assim,

L T 3 L T L T )
/ / T (WygaW + Nyzan) dt dx = f/ / (w;f — 771,2) dt dx — —/ n.(L)"dt. (3.18)
0o Jo 2Jo Jo 2 Jo

Por outro lado,

T'rx
// w—l—n da:dt:/ [2(w2+77 ] dt——// w—l—n dxdt
0
1 (T (L,
:—5/0 /0 (w —1-7] dxdt.
Portanto, de (3.17)), segue que
3T Ly, 1T bpy,
S [t dede— 5 [0 [+ o] daode
L . L [T
+/ [znw], da:—g-/ n?(t,L) dt = 0.
0 0

De (3.15)), com s = 1, temos que

(3.19)

T 2 2
| Mo, dt < €l wo)l,
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Assim, de ([3.19) segue que

Lot I Y Y AT S Lthr g o L T
E/0 nx(t,L)dt—§/0 /0 (2 + ) dtdx—g/o /O (n +w)dmdt+/0 e’ dz

< SCNom o)l + L [ (D (D) d+ L [ ()] (0)] d

< S0y B + L [ (”7@’2 ; ‘“@’2) twir ( O s

3

< 50 \|(00aw0)”§(1 + 2L H(’?oawo)H?xo
3

< (50 +2L) o, w0)l,

Logo,
T
| L) dt < C .ol

Agora, multiplicando a primeira equacédo de (3.7)) por (L — x) w, a segunda por (L — z)n

e fazendo o mesmo processo que anteriormente obtemos que

T
w2 (t.0) dt < C o o),

Assim ([3.16]) segue para (10, wp) € X3. Como X; é denso em X3, temos que o resultado é

obtido para (19, wo) € X;. O
Vamos ver o que acontece com os tracos de segunda orden.

Proposicdo 3.1.6. Sejam (1o, wy) € X3 e (n,w) solucdo do sistema (3.7)). Fixe T > 0. Ent3o,
Nzxz ('7 0) ) Tz ('7 L) y Wrz (’7 O) y Wrg ('7 L) e L? (O7 T) com

T
/0 (172 (£, 00 + [ (£, D)+ | (£, 0)* + | (1, L)?] dt < C'[| (0, 0) %, (3:20)
para alguma C = C(T). Além disso, 1, (-, L) ,w, (-,0) € H3 (0,T) com
172 G, D5 0 + lww (O, 30m < C Nl (o, wo)l, (3.21)
para alguma C' = C(T).

Demonstracdo. Suponha que (ny,wp) € X3, entdo (n,w) € C ([0,T],X3) N C*([0,T], Xo).
Escolha p € C* ([0,T]) com p(xz) = 0se x < 1/4 e p(x) = 1 se x > 3/4. Tal funcdo é

descrita abaixo.
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Figura 1 — Grafico da funcao p.

I :
(N~ peC®
1 3
4 4
Fonte: O autor (2021)
Defina 77 = pn e © = pw. Entdo, como 17y = —w, — Wyes, temos

ﬁt + aja: + a}wzm = PN+ Pz + PWy + Przaw + 3pzmww + prwzx + PWzrza

) (3.22)
= P+ 3pzwxw + 3px:pwm + PrazW = f
Similarmente, como w; = —1, — Nyze, t€MOS

Dai, f,§ € C([0,T],L? (0, L)). Multiplicando cada termo em (3.22) por &, e cada termo

em ([3.23)) por 7., fazendo integracdo por partes, temos o seguinte

T pL _ T L
0 0 0 0
T (L, 1, .,
1 Ty 1L Tt
= 5/0 [wm —f-wx}o dt —i—/o /0 MWy A dt
T rL T rL
T oL 1,y

LTy | o1f Tk
=5 / [ﬁm + m} dt + / / Wiz d dt.
2.Jo 0 o Jo
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Adicionando as igualdades acima obtemos que
T (Lo, - LT, o gL T L o
// (fwxx%—gnxgc) da:dt:—/ nm+nzz+wz+wm} dt+/ / (M @z + O4Tz) dx dit
o Jo 2Jo ¢t 0 0 Jo
1 /T - T L
=3 [ [0 + &) + W) de+ [ [ s + i) et
1 T M B _ T L o
=3 [ D) + (0 + L) dt + [ e + @il dt
T L
- /0 /0 (eoe + Talre) da dt

— [ e m e zm] a- [ [ 0., ded

T

:%ATwAm+ﬁAm+ﬁ@ﬂﬁ_Lfm%®k

Assim,
1 /T L T T ;L.
o [ D) + (L) + ()] dt = [ / ﬁxwxdx] [ (B + ) dod,
0
Logo, pela desigualdade de Young e
T
s saw)as L[ @rad) ad 45 [0 [ () da
1 (T (L, . "
+§/0 /0 (f2+3%) dwdt
< ; VOL (72 +@2) dx]T+§/OT/OL (72, +72,) da dt
0
1Ty
w5 1), @
SQM%@MQ+@W%@MQ+QKW@®\

Como a fungdo p(z) < 1, para todo = € [0, L], por (3.22) e (3.23]) temos que

2

dt.

Xo

[(7.9)[, < 10n9)llx, < Cs 100,00, -
Assim,
[ 26 0) + 200, )] de < C ),
Da mesma forma, fazendo 77 = (1 — p)n e @ = (1 — p)w é possivel provar que

T
| 6.0 + 2, (0.0)] dt < C w0,

Como X3 é denso em X, temos o resultado para (1g,wp) € Xo.

Provemos agora ([3.21)). Se (1o, wp) € Xy, entdo (n,w) € C (R, X}), assim

(1, @) = (n,wr) = A(n,w) € C (R, Xy)
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que é solucao de

(777<D>t =A (ﬁv (I)) ) (777(‘:)> (O) =A (770; WO) :

Dai, segue de (3.16) que
172 (-, L)H?{l(O,T) + [Jwz (-, O)HHl(o,T) <C ||(7]0,w0)||§(4 : (3.24)

= X, e de (3.16) e (3.24)), garantimos a seguinte

Por interpolacdo temos que [X7, Xy]1
3

estimativa
2 2 2
172 (-, DI 10 + llwe (5 0) 3000 < C (0, wo)x, (3.25)

para alguma constante positiva C' = C(T) e (1o, wp) € Xo. O

3.1.3 Sistema Adjunto

Nesta subsecdo, introduziremos o sistema adjunto associado ao sistema (3.7]). Assumimos
que 1, w, 6, £ sdo funcdes suficientemente regulares, multiplicamos a primeira equacdo de ([3.7)

por 6 e a segunda equacao por &, integramos em (0,7") x (0, L) e obtemos

T L
/ / (M + Wy + Wape) 0dxdt =0
o Jo

T (L
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Adicionamos os resultados,
0= /T/L [ + W + Wane) 0 + (e + 7o + Toa) €] da dt
0 0
T L T L

= / / (M0 + w20 + wWypel) do dt +/ / (Wi + N2l + Nzal) dxdt
_/ / —n6,) dxdt+/ / —wE,) dxdt+/ [0 + we!

+/ / (w20 + Weash) da:dt+/ /O (Mol + Noaal) da dt

L
_/'/ ) +w (= &—&—ﬂdemﬁ+A[W+wﬂ§m
T
+ /0 (W0 + w0 — wu0, + i)y dit + /0 (06 + el — el + aaly dt (3.26)
L L
= /OT/O (17 (=0; = & — Eaae) + W (=& — O — Opae)] dadt +/0 [0 + wﬁ]oT dx
T T
+ [ @DOL) = w(09(0) dt + [ (L)L) = waa (0)0(0))
0
T
—/ W (L), —%mmm»ﬁ+4(mm@4m—mm%m»ﬁ
T
4 [ () = n)9(0)) di + [ (e LVE) ~ e 0)(0))
_ / (L - ) dt + / L)taw(L) = n(0)hz2(0)) dt

De (3.26)), podemos considerar o seguinte sistema adjunto

O+ & + 6w =0, 2€(0,L),te(0,T),
t ) (3.27)
€+ 00+ 0500 =0, 2 €(0,L),t€(0,7),
com condicdes iniciais
O(T,x) =0:(x), &T,x)=¢&(x), x€(0,L) (3.28)
e satisfazendo as condicdes de contorno
0(t,0) = 0(t, L) = 0,(¢,0) =0, t€(0,T),
(3.29)
§(1,0) = £(t,L) = &,(t,L) =0, t€ (0,T).

Fazendo a mudanca de varidvel ¢t — T — ¢t podemos reescrever o sistema ((3.27))-(3.29)

como

0 — & — Epur = 0, 0,L), 0,7,
{ €t ve(0.L)te (0,7) 530

& —0,— 0. =0, z€(0,L),te(0,7T),

com condicdes iniciais

0(0,2) = bOy(x), &£(0,2)=¢&(z), x€(0,L) (3.31)
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e satisfazendo as condicdes de contorno
0(t,0) =0(t,L) = 0,(t,0) =0, te(0,T),
£(t,0)=¢&(t, L) =&(t, L) =0, te(0,T).
Portanto, (3.30)-(3.32) é equivalente ao problema
S 0.6)=40.0);
dt

(6,€) (0) = (60, &0)

onde A* é o operador adjunto de A e

(3.32)

A*: D(AY) € Xy — X,
com dominio
D(A*) = {(9,5) € [H*(0,L) N Hy (0, L)]2 £ 0,(0) = & (L) = 0}

definido por
Observe que as propriedades da solugdo de ([3.30)-(3.32) sdo similares as provadas no

Teorema [3.1.2, no Corolario [3.1.3] e na Observacado [3.1.4] e podem ser descritas como segue.

Teorema 3.1.7. Seja (6y,&0) € D(A*). Entdo, existe uma dnica solucdo classica (0,€) do

sistema tal que
(0,€) € C([0,T]; D(A*)) N C* (0, T Xo) - (3:33)

Além disso, se (6y,&) € Xo, o sistema (3.27) tem uma dnica “mild solution” (0,§) =

S(+) (Ao, &o) tal que
(0,€) € C ([0, T); Xo). (3.34)

Como consequéncia do resultado acima, temos o seguinte Corolario:

Corolério 3.1.8. Se (6y,&) € X3, o sistema ([3.27)) possui uma dnica solu¢io clissica com

10, x, = 110, ), + A (6o, &)l x, para todot € R. Se (6y,&0) € Xo, o sistema (3.27)
possui uma tnica mild solution tal que [|(0(t), (1)) x, = ||(fo, o)l x, para todo t € R.

Observacao 3.1.9. Seja 0 < s < 3 arbitrdrio, para todo (0y,&y) € Xs, a solucdo (6,¢)
de (3.27)) satisfaz (0,&) € C (R, X,) e existe Cy > 0 tal que

102), £(2))]

< < Coll(bo, &)y, VEER. (3.35)
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3.1.4 Boa colocacao do problema linear nao homogéneo

Consideremos o sistema nao homogéneo,

nt+wx+wxxx:07 t>0, l‘G(O,L),
wt"—nx_'_nxxm:o; t>0, .CL'E(O,L),
n(t,0) =0, n(t,L) =0, n.(t,0) = ha(t), t>0, (3.36)

w(t,0) =0, w(t,L) =0, w,(t,L) = ga(t), t>0,

n(0,z) = no(x), w(0,z) = wy(x), z € (0,L),

com os dados iniciais (19, wy) € X_;, as condicdes de contorno go, hy € L?(0,T). Considere

também o sistema homogéneo

0t+€x+€xwx:07 tZOa mG(O,L),
€t+91+exxx:07 tZO, $E(O,L),
01,0) = 0(t, 1) = 0,(,0) =0, 120, (337)

f(t,O) = f(t’ L) = fz(taL) =0, t >0,

0(0,x) = by(x), £(0,2) = &o(z), =€ (0,L).

Se (n,w),(0,§) € C ([O,T], [H?’(O,L)]Q) nct ([O,T], [LQ(O,L)]Q), caso que acontece
quando (ng,wo) , (0, &) € X3 e hy,g; € C*([0,T]) com h;(0) = g;(0) = 0 para i =0, 1,2,
entdo multiplicando a primeira equacdo de (3.36]) por 0 e a segunda por ¢ e integrando por

partes para todo S € [0, 7], temos

s L L s S /L
/ / (100 + w020 + wrpnl) da dt — [ / 0o da:] - / / (10 + WOy + Whyae) da dt
0 0 0 0 0 0

+ /O ’ [0pat0 — w5 dt =0,
S
/S/L(wt5+%5+wmg) do dt = [/wadx] —/S/L(w§t+n§x+n§m) dx dt
0 0 0 0 0 0

S L
+/U [ngxcc - 7706590]0 dt = 0,

adicionando os resultados segue

S

[ ed ] = [0 - moe 0] a (33)

0

Vamos definir a solucdo por transposicdo de nosso sistema adjunto.
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Definicdo 3.1.10. Seja (19, wo) € X_; €go, ho € L*(0,T). Dizemos que (n,w) € C ([0,T], X_;)

é uma solucdo por transposicdo do sistema ndo homogéneo (|3.36)) se

((n(S),w(9)),(005), (9N x_, x, = Ls (60,&), V¥ (60, &) € X1,¥S €[0,T], (3.39)
donde

Ls (60, &) = (10, w0) , (60, &0)) x_, x, + (92, L0.9)0x (-, L))

- <h27 1(0,S)€x ('a O)>

L2(0,T),L2(0,T) (340)

L2(0,T),L2(0,T)’
com (6,€) a solugdo para o sistema (3.37))

Observe que 6,(-, L), &,(-,0) € L*(0,T), pela Proposicio 3.1.5| logo a funcdo Lg: X; —
R é bem definia para todo S € [0, 7. Além disso, pelo Teorema|2.4.4|temos que 1 5)0, (-, L),
1(0,)&:(+,0) € L*(0,T) para S € [0,T7.

Vamos a estabelecer o resultado de existéncia e unicidade para o sistema ([3.36)).

Proposicdo 3.1.11. Se (19, wo) € X_1 € go, hy € L*(0,T), entdo existe uma tnica solucdo

(n,w) € C([0,T],X_1) e uma constante positiva C = C(T) tal que

||(777W)HL00(0,T;X,1 <cC (H(WOaWO)HX,l + ||g2||L2(0,T) + ||h2HL2(0,T)) : (3.41)

Demonstracdo. Seja (ny,wo) € X_1 € ga,ho € L*(0,T). Seja (6y, &) € X os dados iniciais
para o problema ([3.37)) com solucdo (6, €). Segue da Proposicdo[3.1.5|que (6, (-, L), &(+,0)) €
X;. Como Xy — X, segue que 0,(-,L),&(-,0) € L*(0,T). Sejam (y, &) € X, entdo

||Ls (eOa gO)H S H<(770aw0) ) (007€U)X,17X1>

+ H<h2, 1(0,S)§x('a0)>

’ + H<gg, 1(0’5)09”(" L)>L2

(0,7),L2(0,T)

L2(0,T),L2(0,T)
< 1m0 w0) 160, €0l + 192209 102 (L) 2o

el oy 16 0) ooy (3.42)
<C 60, &, +maxllgal el [ (82(2) +£20))
<C1 (60,80, + C2C 160, )1,
= 1|00, -

isto é, segue que para todo S € [0,7], a aplicacdo Lg: X 1 — R, definida em ([3.40), é

continua.
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Definamos agora a seguinte aplicacao
Fsl X, — X5
(60, &) = (0(5),£(5)) = e (60, &) € X

onde 54 = S(-) é o semigrupo dado pelo Teorema [3.1.7] Por (3.15]) temos que I's é bem

definida e continua. Pela Proposicdo temos que

(007 50) = I (607 50) = e_SA (GSA (607 50)) - e_SA (G(S)v €(S>) .
Dai, F§1 = I'"_g e portanto é invertivel. Assim, ['s é um isomorfismo entre espacos de Hilbert.

Logo (n(S),w(S)) é definida de forma Gnica em X_; por (3.39). Além disso, por ((3.15)
e (3.42)) temos que para S € [0,7], I's e I's’ = I'_g sdo limitadas uniformemente em £(X5),

segue que (n,w) € L>(0,7, X_1) e a estimativa (3.41]) é satisfeita.

3.2 CONTROLABILIDADE

Nesta secdo vamos estudar o problema de controle para o sistema ([3.36)) com hq, go €

L*(0,T), lembremos que o sistema é o seguinte,

nt+wx+wzxw:0; tZO, ZL’G(O,L),
wt+nx+nxxx:07 t >0, IG(O,L),
n(t,0) =0, n(t,L) =0, ny(t,0) = ho(t), t>0, (3.43)

w(t,0) =0, w(t,L) =0, w,(t, L) = gaft), t >0,

n(0,z) = no(x), w(0,z) = we(x), x € (0,L).

Definicao 3.2.1. Dizemos que o sistema ([3.43)) é exatamente controldvel em X | se para

todo (no,wo) , (m,w1) € X_1 e todo T > 0 é possivel encontrar gy, hy € L*(0,T) tal que a

solucdo (n,w) de (3.43)) satisfaz
(n(T7)aw(T7)) = (nlvwl) : (344)
Daremos uma condicdo equivalente para a propriedade da controlabilidade exata.

Lema 3.2.2. Seja (n,w;) € X_1. Entdo, existem controles (hs(t), g2(t)) € Xo tais que a

solucdo (n,w) de ([3.43)) satisfazem ([3.44)) se, e somente se

(msn) 06, = [ (a(D&00,0) = a(00ul0, 1)) dt, (3.45)
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para todo (61,&1) € X1, sendo (01,&1) solucdo ao sistema reverso no tempo ([3.27))-(3.29)).
Demonstracdo. A relacdo (3.45]) segue de ([3.26). O

Em (LIONS; MAGENES, |1968) uma equivaléncia entre a controlabilidade e uma desigualdade
de observabilidade do sistema adjunto é estabelecia. A desigualdade de observabilidade garante
a existéncia de um funcional linear, continuo e coercivo que atinge um minimo. Logo, a relacdo
entre controlabilidade e o funcional é dada pelo Lema(3.2.2] isto é conhecido como o Método
da Unicidade de Hilbert (H.U.M). Portanto, a controlabilidade exata em X_; com os controles
ga,ha € L?(0,T), pelo H.U.M, é equivalente a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
para todo dado inicial (6y,&) € X; do problema adjunto , a seguinte estimativa se

verifica
2 r 2 2
0. &), < C [ (10 DF + (2. 0)F] de. (3.46)
E conhecido que para equacdo KdV com condicdes de Dirichlet e Neumann a controlabili-
dade exata com um controle na condicao de Neumman se verifica. Tal resultado provado por
L. Rosier, em (ROSIER, 1997b), garante que o sistema KdV é controlavel se e somente se o
comprimento espacial ndo pertenca ao conjunto

p
N = {\/gx/k2+kl+l2: k,leN*}.

Precisamente, Rosier provou o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 ((ROSIER, [1997b, Teo. 1.2.)). Sejam T > 0, L € (0,00) \ N e yo,yr €
L?*(0,L). Assim, existe h € L*(0,T) tal que a “mild solution” y € C([0,T],L*(0,L)) N
L?(0,T,H*(0,L)) de

yt+ym+yzzmzoa tG(O,T), (L’E(O,L),

y(t,0)=y(t,L)=0, te(0,T), (3.47)

y(t, L) = h(t), te(0,7),

y(0,2) = yo(x), z e (0,L).
satisfaz y(T',-) = yr.

O Teorema anterior é consequéncia da seguinte desigualdade de observabilidade para o

sistema adjunto.
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Proposicdo 3.2.4 ((ROSIER, [1997b| Prop. 3.3.)). Para todo L € (0,+00) \ N e T > 0,

existe uma constante C' = C(L,T) > 0 tal que

[ @ de < C [l 0)F e, i € (0, 1), (3.48)
onde y = y(t,x) denota a solucdo do sistema

Yt + Yo + Yzzz = 0, te (0,7), x € (0,L),

y(t,0) = y(t, L) = y.(t,L) =0, te (0,T), (3.49)

y(0,2) = yo(), z € (0,L).

Demonstracdo. Primeiro, vamos seguir um argumento de compacidade - unicidade. Se ((3.48))

ndo se satisfaz, podemos escolher uma sequéncia (y),, C L*(0, L) tal que 1Yg Nl 20y = 1 €
T 2
/ Y™ (L, 0)|* dt — 0. (3.50)
0

Para uma sequéncia de solucdes dadas pelo semigrupo associado, y™ = S(-)y; temos, pela
boa colocacdo do problema ([3.49) garantido em (ROSIER, 1997b, Prop. 3.2.), que cada y" é
limitada em L?(0,7; H'(0, L)). Por outro lado, como y* = — (y + y™ ) temos o seguinte,
y" limitada em L? (0, T; H*(0, L)) implica que y" € L*(0, L), dai y", € H~'(0, L) e portanto
Y. € H72(0,L). Assim, y" é limitada em L?(0,7T; H=2(0, L)). Como

HY0,L) <. L*(0, L) — H*(0, L), (3.51)

sendo o primeiro compacto, segue que o conjunto {y, } é relativamente compacto em L?(0,T; L*(0, L)).
Assim, podemos extrair uma subsequéncia, ainda denotada (y") convergente em L?(0, T; L*(0, L)).
Pela Proposicdo (ROSIER, (1997b, Prop. 3.2.), temos que (y{) é uma sequéncia de Cauchy em

L2(O,T). Assim, pela continuidade do limite, a convergéncia dos dados iniciais

Yo = lim yp (3.52)

00
e a solucdo dada pelo semigrupo y = S(-)yo, segue que [|yol| 2 ) = 1. Porem, y;(¢,0) —
y=(t,0) e por (3.50) segue que y.(¢,0) = 0.

Agora, com o objetivo de mostrar que ndo existe nenhuma funcao ndo trivial que satis-
faz juntamente com a condicdo adicional y,(¢,0) = 0, vamos reduzir para um problema

espectral como segue:

Lema 3.2.5. Se T > 0, Ny o conjunto de dados iniciais yo € L*(0,L) tal que a soluco
de (3.49)) dada pelo semigrupo com y.(t,0) = 0. Entdo se L € (0,+00) \ N, Ny = {0} para
T >0.
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Prova. Seguindo o argumento de compacidade-unicidade acima, se consideramos uma sequén-

cia de dados iniciais
We)n € {(w0) € Nr: lvoll 20y < 1}, (3.53)

podemos concluir que (yj) possui uma subsequéncia convergente, assim a bola unitaria é
um subconjunto compacto de Ny que é subespaco normado de L?(0, L). Assim, segue que
dim Nr < 0.

Se T} < T, entdo Ny, C Np,. De fato, para 77 < T; seja yo € Nrp,, entdo a solu-
¢do corrrespondente com y,(-,0) € L?(0,T3), como T} < T, segue que a solucio
corrrespondente é tal que y,(-,0) € L*(0,Ty). Assim, Ny, C Ng,. Em particular,
dim(N7,) < dim(Np,). Assim, a aplicacdo T +— dim(Nr), definida em R, a valores em N,
é ndo-crescente, portanto existem 7" > 0 e £ > 0 tais que dim(/N;) = dim(Nr), para todo
te[T, T+ el

Seja yo € Nr e a solugdo correspondente dada por y = S(-)yp € 0 < t < €. Pelas

propriedades do semigrupo, como S(7) (S(t)yo) = S(T+t)yo para 0 <7 < T e yy € Nrie,

segue que
S(t)yo —
S ¢ y,. (3.54)
Vamos mostrar que
S(t)yo —
Yo € D(A) <= lirél+ ()y;)yo existe em L*(0, L). (3.55)
t—

Para isto, defina
My = {§ = S(r)jo: 0 < 7 < T,3fp € Ny} € C ([0, T); L*(0, L)) -

Assim, dado y € My, y € H' (0,T + ¢, H 2(0, L)). Logo, existe o limite

t4.) —
hmy(+) Y

t—0t t

=y em L*(0,T; H%(0,L)).

Por outro lado,

t4) —
y(+t) Y e,

se 0 <t < e. Além disso, note que, por um argumento analogo ao usado para provar que Ny
tem dimens3o finita, temos que dim(Mr) < co. Assim, temos que My é um subespaco de
L?(0,T; H%(0, L)) que possui dimens3o finita, donde My é fechado em L? (0,T; H2(0, L)).
Logo, y' € My C C ([0,T); L*(0, L)), ou seja, y € C* ([0, T]; L*(I)). Portanto, o limite

y/(o) — lim y(t) — y(O) — lim S(t)y() — Yo

t—0+ t t—0+t t ’
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existe em L%(0, L), ou seja, yo € D(A), A(yo) = /'(0) e y, € C ([0, T]). Assim,

dyo
“L) =,(0,0)=0.
<dx>x=0 y( )

Dai, se Nr # {0}, a aplicacio A: NS — NF, onde N% denota a complexificacio, tem

(ao menos) um autovalor A € C e um autovetor {0} # yo € H*(0, L) que satisfaz

Ayo + o + vy =0,

40(0) = yo(L) = yo(0) = yo(L) = 0.

(3.56)

]

Agora, vamos mostrar que o problema espectral associado a ([3.56)) é satisfeito se L ¢ N.
Lema 3.2.6. Seja L € (0,00). Consideremos a seguinte afirmacdo:

"

Mo + Yo + Yo =0,

Y0(0) = yo(L) = y4(0) = yo(L) = 0.

() INeC, Ty, € H*(0,L)\ {0} tal que

(3.57)
Ent3o (}) é equivalente a L € N.
Demonstracdo. Seja yo como em (1), seja u € H*(R) sua extensdo. Entdo
Au+u' +u" =y (0)d — yy (L)or, (3.58)

onde 4., denota a medida de Dirac em xy. Assim, (1) é equivalente a existéncia dos niimeros
complexos «, 3, A, com (a, 3) # (0,0) e da funcdo u € H?*(R), com suporte compacto em
[—L, L], tal que

Au+u' +u" = ady — B (3.59)

Tomando a transformada de Fourier, obtemos que

(A + (i0) + (i0)*) (o) = a — Be ™, (3.60)
fazendo \ = —ip, segue que
) o — Be_iLU

Via Teorema de Paley-Wiener, obtemos que (1) é equivalente a existénciade p € C e (a, ) €
C2\ {(0,0)} tais que a funcdo

a— Be—iLa

3.62
0—3_0-+p ( )

flo) =
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seja inteira em C, além disso,

[17@F (1+ o do < o0

e para todo 0 € C, |f(0)] < C(1+ |o)N eLlm el para C, N > 0. Para que a funcio seja

3

inteira, como as raizes do numerador s3o simples, entdo as raizes do polinémio ¢° — o + p

devem ser simples. Assim, (1) é equivalente a existencia de complexos p, 11 € inteiros positivos
k.l tais que

2m 2m
p1 = /«bo—i‘kf’ Mo = M1+lf- (3.63)
Dai,

0’ = +p=(0—po) (0 —m)(0—p), (3.64)

tal que as raizes satisfazem as seguintes relacoes

po + p + pg =0,
fop + fopt + pape = — 1, (3.65)
Hopbipte = — P-
Da primeira relacao acima, segue que

2m
L

—;(2k w027 (3.66)

fo + p + p2 = 3o + (2k +1) i

= O = Mo =
De (3.63) e a terceira relagdo, temos que

2 2
= — k— E+0)— .
p uo<u+ L)(M0+( +)L>

Agora, da segunda relacdo e de (3.63) segue que

3L2u + 8Lkmpg + 4l Lpg + 4k*m? + 4lkn?

= = 1. (3.67)

Assim, procurando pelas raizes positivas de (3.67]), obtemos que

o (\/mg "R 4 Kl — KL+ R + 2k + zﬂo)

L=-— 5
3pg +1

(3.68)

Portanto, de (3.60)), segue que

W\/M+M+M o
L= 3 3 3 — T VE2+ Kkl + 2 3.69

Em resumo, (1) é equivalente a L € N. O
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Assim, temos uma solucdo trivial para (3.56]), o que contradiz que ||yo| 20, = 1 €
provando assim ((3.48)). m

Conhecendo a existéncia do conjunto dos comprimentos criticos, estudaremos a controlabi-
lidade do sistema ([3.43)). Para tal, vamos considerar a seguinte desigualdade de observabilidade

correspondente a solucao do sistema adjunto.

Proposicdo 3.2.7. Seja L ¢ N e T > 0. Entdo existe uma constante C = C'(L,T) > 0 tal
que

100 &)1, < € [ [106, D + 16, 0] (3.70)

para todo (6y,&) € X1, onde (0,€) representam a solucdo de ([3.37)).
Se a Proposicdo [3.2.7| se verifica, entao temos, pelo H.U.M., o seguinte resultado.

Teorema 3.2.8. SejaT > 0 e L € (0,400) \ N, entdo o sistema (3.43) é exatamente

controlavel no tempo T'.

Demonstracdo. De fato, considere o seguinte funcional

A(6y,&) = ; (H@w(., L)Hiz(om + fo(~,0)|]iz(oj)) — /OL (m(x)01(z) + wi(2)& (x)) d
(3.71)

onde (61,&1) € X1 e (0,€) é a solucdo do sistema adjunto ((3.27))-(3.29).

Seja @1,/&) € X1 que minimiza o funcional A. Tomando a derivada de A, obtemos
que ([3.45)) é satisfeita com hy(t) = &,(¢,0) € L?(0,T) e go(t) = 0.(t, L) € L*(0,T). Logo,

com o objetivo de obter a controlabilidade temos que provar que A atinge o minimo. Por ([3.45))

e (3.70), segue que
AG6) = 5 (1006 Doy + 166 O o) = [ (m(@)os(2) + ()6 () do
> (01, &)l
isto é, A é coercivo, pelo Teorema de Lax-Milgram. Logo, temos que existe (1;,w;) € X 1,
tais que
(1, 1) (91751)>X_1,X1 =A(01,&). (3.72)

Dai, se A(01,&) = 0, entdo ((n1,w1);(01,&1))x_, x, = 0 para todo (n1,wi) € Xy, dai
(01,&) = (0,0). Portanto, Ker A = {0}, isto é, A é invertivel. Assim, podemos definir

(01,&) == A7 (n1,w;) solucdo do sistema ([3.37)). Portanto, pelo Lema temos o re-
sultado. O
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Agora estamos em posicao de prova a desigualdade de observabilidade.

Prova da Proposicdo[3.2.7, Argumentamos por contradicdo. Suponhamos que (3.70) ndo se

verifica, entdo existe uma sequéncia de dados iniciais (6j,&)), € Xi tais que,

L= 165 €)%, - (3.73)
/OT 07(t, L)| dt — 0 em L2(0,T) (3.74)

e
/OT I€7(t,0)] dt — 0 em L2(0,T), (3.75)

donde (6™, &™) é solugdo para (3.30)-(3.32) com dado inicial (6,&)). Pelo Corolario [3.1.8]
e (3.73) segue que (6",£™), é limitada em L?(0,7; X;) e de (3.30) obtemos que (67, &), é
limitada em L?(0,7T; X _5(0,L)). Como

X1 e Xog = X9,

sendo a primeira imersdo compacta, entdo (6", &™), é relativamente compacta em L?(0,T'; X).

Portanto, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (0",£"),,, tal que
(0",€™) — (0,€) em L*(0,T; X,).

Além disso, como (6™,&™), € limitada em L™ (0,7 X;) N H' (0,T;(X_5)) podemos extrair

uma subsequéncia tal que
0",&") — (0,€) em C([0,7]; X_1), paratodo T > 0. (3.76)

Por (3.35)), sendo X; — X, compacto, obtemos que (f,&(),, é uma sequéncia de Cauchy

em X;. Portanto, ao menos para uma subsequéncia,
(05,80) = (60, &0) em X;. (3.77)

Em particular, de ((3.76))

(6,€)(0) = lim (6,€") (0) = lim (6. 7) = (60, &0)

n—oo

Dai, obtemos que

1(60, &0)ll, =1 (3.78)
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e por (3.74) e (3.75), segue que

e T, . 2 n 2
o= i ne{ " 0. D + 20, 0)F)
r 2 2
> [ (10D + &t 0)) at
Logo, 0.(-,L) = &.(-,0) = 0. Definamos y(t,z) = 0(t,x) + £(t, z), observe que y(t,x)

satisfaz

yt+yx+yxxx:<0t+9z+9xx:c)+(€t+€z+§xxz:0)7 t e )7 ZL’E(O,L),
),
),

),
y(0,z) = Oy(z) + & (), z € (0,L),

y(t,0) = 0(,0) + £(,0) = 0, te

(0,7
(0,7
y(t,L) =0(t, L)+ &(t, L) = 0, te(0,T
(0,7

yo(t, L) = 0,(t,L) + & (¢, L) =0, te

juntamente com a condicdo adicional y,(t,0) = 6,(¢,0) +&,(t,0) = 0. Pela Proposi¢cio [3.2.4
segue que 0y +&n = 0. Da mesma forma, definindo z(t,z) = 0(t, L—x)—&(t, L —x) podemos
concluir que 0y(L — ) — &(L — x) = 0. Portanto, 0y = § = 0. Assim, por obtemos
que (03,&5) — (0,0) em X;. O que contradiz (3.73)). O

Em resumo, se L ¢ N pela Proposicdo segue que o sistema ([3.43)) é exata-
mente controldvel em X ;. Vamos verificar se L € N, entdo por (ROSIER, 1997b, Ob-

servacdo 3.6 (i)) existe uma solucdo ndo trivial y de tal que y.(-,0) = 0. Entdo
(0(t,x),&(t, ) = (y(t,z)+y(t, L —x),y(t,x) —y(t,L —x)) é uma solugdo ndo trivial
de tal que 0,.(-, L) = &.(-,0) = 0. Segue que (3.43) n3o é exatamente controlavel
em X_;se L eN.
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4 SOBRE DISSIPACOES NA FRONTEIRA E SEUS EFEITOS REGULARIZAN-
TES

No capitulo anterior mostramos certas condicoes de contorno que nos ajudam a provar
problemas de controlabilidade exata, com restricoes sobre o dominio espacial, e estabilizacao
exponencial das solucdes de um sistema Boussinesq do tipo KdV-KdV, sem restricoes no
dominio espacial. Nesta secao estamos interessados em encontrar condicoes de contorno que
nos forneca dissipacdo da energia associada ao sistema em consideracao, bem como o efeito

regularizante de Kato. Neste sentido, consideremos o sistema de Boussinesq do tipo KdV-KdV

M+ wy + (Nw), + awgey = 0,

(4.1)
Wi + N + Wz + N = 0,
onde os parametros a, ¢ € R s3o tais que satisfazem as condicoes
1/, 1 1 9 1
a—2(9—3), 0—5(1—0)20, (I—|—C—§, (42)
com 6 € [0, 1].
Sabemos que a vers3o linear do sistema (4.1]) é dado por,
Tt + Wy + QWgzy = O,
(4.3)
Wt + Nz + CNagz = 07
com condicdes iniciais,
n(x,0) =no(x), w(z,0)=w(x), z€(0,L), (4.4)

e possui energia associada definida por

I 2 2
E)=5 [ (Inf’+ |wl®) da. (4.5)
2 Jo
Assim, nesta secdo, estamos interessados em dois pontos. Primeiramente em estudar as
condicdes para o qual a energia (4.5)) associada a solucdo do sistema é dissipativa, por fim,
verificar quais condicdes de contorno s3o apropriadas para conseguir o efeito de regularizacao

de Kato.

4.1 CONDICOES DE CONTORNO QUE GERAM DISSIPACAO DA ENERGIA

Nesta secdo estamos interessados em estudar o comportamento da energia associada ao

sistema (4.3)). Precisamente, estudaremos o comportamento da funcdo F(t) definida em (4.5]).
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Iniciamos deduzindo quais condicoes de fronteira sdo as ideais para que energia do sistema
seja dissipativa.

Para isto, consideremos (7, w) funcdes regulares. Multiplicando a primeira equacdo de (4.3))
por 7, a segunda equacdo de por w, fazendo integracdes por partes em (0, L) e adicio-

nando os resultados obtemos,
L1 2 2 L L L
/0 5 (|77| + |w| )t dx + (a — c)/o NWaze AT + (W) + € [MWez — NewWy + Nuew]y = 0.

Portanto,

() = — gLl L) + 7(0)w(0) — ¢ [w(L)nua (L) — 1a(L)wa(L) + (Lol L)

dt
e 000) + 12 (0(0) = 1OV (O)] = (0= ) [ e

Considere agora a = c¢. Logo, colocando os tracos de 7, w, n, e w, em evidéncia, temos

CZE () = n(L) [~w(L) = cwsa(L)] = cw(L)nax (L) + 1(0) [w(0) + s (0)]
(4.7)

T cw(0)72(0) + enu(L)wa (L) — c,(0)c (0).

(4.6)

Da igualdade acima, iremos escolher condi¢cdes de contorno que garantem que

th(t) <0. (4.8)

Em particular, se escolhemos as seguintes condicoes de contorno

wy(L) = —auna(L),

(4.9)
w;(0) = agn.(0),
donde ayg, a7 > 0, obtemos que
CZE(t) = —n(L) [w(L) + cwze(L)] = cw(L)nze (L) + 1(0) [w(0) + cwqs(0)]
(4.10)

+ cw(0)1:2(0) — con \%(@\2 — € |772?(0)|2 .

Para obter (4.8]), devemos supor que:
—n(L) [w(L) + cwea(L)] = cw(L)1a(L) +1(0) [w(0) + cwrz(0)] + cw(0)722(0) < 0. (4.11)
Portanto, podemos considerar as seguintes condicdes de contorno,
w(L) 4wz (L) = aan(L),

Nez(L) = asw(L),

w(0) + cwz(0) = —ayn(0),

(4.12)

ez (0) = —asw(0),
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donde o; > 0,Vi = 2,3,4,5, juntamente com as condi¢des de contorno (4.9)). Assim, su-

pondo ((4.9)) e (4.12)) satisfeitas, temos que:
d

ZE(t) = —an(L)]* = a5 [w(D) = aa[n(0)[* = a5 [w(0)/"
t (4.13)

—a[io(L)[* = a0 [n.(0)|” <0,

obtendo a dissipacdo da energia associada ao sistema (|4.3)).
Na tabela a seguir sumarizamos algumas condicoes de contorno que geram dissipacdo da

energia do sistema (4.3)).

Tabela 1 — Casos onde a energia é dissipativa.

Caso n(L) () 7(0) w0  wll) @(0) (D) wel0)
1. 0 0 0 0 —aunz (L) aon.(0) - -
2. - agn(l) O 0 —a1ne(L)  agne(0) —aone.(L) -
3. 0 0 - —aon(0)  —aqn.(L)  an.(0) - aNzz(0)
4. - 0 - 0 —onn (L) aone(0)  aon(L)  —asn(0)
5. 0 aee(L) 0 —asne(0) —aum(L) aon.(0) - -
6. 0 0 0  —aonw(0) —agn.(L) aon.(0) - -
7. 0 0 - 0 —a1n.(L)  agn.(0) - aon(0)
8. 0  aon(L) O 0 —ayn.(L)  aon.(0) - -
9. - 0 0 0 —a1ne(L) agn(0)  ain(L) -
10 0 0 0 0 —an,(L) 0 - -
11 0 0 0 0 0 a1 (0) - -

4.2 SOBRE O EFEITO REGULARIZANTE DE KATO

Sabemos que o sistema de Boussinesq do tipo KdV-KdV tem a presenca de n3o linearidades
de ordem um, isto é (nw), e ww,. Sendo assim, é preciso procurar um ganho de regularidade
das solucdes para tentar controlar os termos ndo lineares por meio de um argumento de ponto
fixo.

Do ponto de vista da boa colocacdo e da controlabilidade é muito interessante se perguntar
quais seriam as condicdes para as quais o efeito regularizante de Kato possa ser obtido.
Nesse sentido, utilizaremos os bem conhecidos multiplicadores de Morawetz para analisar os

diferentes casos das condicdes de fronteira que nos garantem estimativas a priori no espaco

L2(0,T; H'(0,L)).
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Estimativas a priori

Multiplicamos a primeira equac3o de (4.3]) por 7 e a segunda por w, somando os resultados

e integramos em (0, L) x (0,7"), temos que

L T LT
0— /0 /O (1100 + 10+ ) i e + /O /O (wWoy + Wy + W) dt da
L [T 1 - [ Lo
:/ / *<‘77|2+|W|2) dtdx—i—/ [nw]g dt—/ / nxwdtdx—i—/ / wny dt dz
o Jo 2 t 0 o Jo o o
L T T . LT
+ / / NWyze At dx + / (NWeg — NaWy + Negw]y dt — / / Nwape dt dz
0 70 0 0o Jo
1 L T T T
:5/0 [’77|2 + |w|2}O dz +/O [Uw]g dt —i—/o MWz — News + nmw]g dt.
Asim, temos
1 /L 1 /L
*/ (TP + (1) ] da :f/ (1m0l + lwol?] d
Y 2 (4.14)
T I T . .
_/0 [77&)]0 dt _/0 [me — NaWy ‘l’na;ggW]O dt.

Multiplicamos a primeira equacdo por (7' —t)n e a segunda por (T' — t) w, adicionamos

os resultados e integramos em (0, L) x (0,7"), obtemos

/ / T—1 nntdxdt+/ / T—1t nwmdxdt+/ / T —t) NWyse d dt
+/ / —twwtda:dt+/ / —twnxdxdth/ / T —t) Wwype dx dt = 0.

Note que
T T ]. 2 1 ]- T 2
T — = (T-1t)-= - -
| @=tmmar= [@—02 (), dt =5 [ @ =] +5 [ Il
entao,
1oLy T 1 L 4T 2 1 /L 2 T
_5/0 [In* (T = )], dx+§/ / dtdx+—/ W (T =1)] ) de
1 rL (T : T
+§/ / w| dtdx—l—/ T —1t) [nwly dt—/ / T —t)wn, dx dt

+ / / —t)wn, dx dt + / —t) [Nz — News + nmw]g dt
—/ / T —1t) nmxwdajdt—l—/ / T — ) Wy dx dt
T
--3 U%I+Wd)ﬁ+ [7 [ (o + 1) dtdo+ [ (0 1) el at

+ / ) [MWaz — Taa + M) dt
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Dai,

T
o [ (ol 4 bool?) do=3 [ [ (1l + ) deda

+ / —t) [nwl; Lode + / — 1) [Nwee — News + nmw]OL dt

(4.15)

Multiplicamos a primeira equagdo de (4.3) por zw e a segunda equacgdo de (4.3)) por zn,

integramos em (0, L) x (0,7") e somando os resultados, obtemos

L T L /T
0 :/ / THW + TWeW + TWapew) dt dx + / / (xwin + TN + TNggen) dt dx
o Jo

—// 2 (nw), dtdx+// (|wf + [nf?) dt da (4.16)
+ / / T (WazgW + Nyzzn) dt dx.
o Jo

Observe que
L
WrpaW = | Wep — = ‘le )
2 x

Assim, segue que

L /T T L 1 ) )
/0 / T (WazaW + Nyzan) dt dx :/ / x (wmw—i—nmn —5 <|wx| + |72 )) dz dt
. x
N ICE (\wx| +inaf’))]
- (wmwnmn 5 (ol + 7)) dtdo

Note que

L T 1 3 L T T
/ / (Weaw — = |we|7) dt dx = —7/ / |w, [2dt dx —I—/ [wew]§, dt dx (4.17)
0o Jo 2 2Jo Jo 0

L T 1, 3 LT T .
/ / (ats — = |na|?) dt it = —f/ / 72| dth/ nan)E, dt da. (4.18)
o Jo 2 2Jo Jo 0

Portanto,

L T T 1 2 A \T"
/ / T (WepaW + Nyzzn) dt dz = / [x (wmw + Nya) — = (|wx| + | 2] ))} dt
o Jo 0 2 0
3 (L (T ) ,
+7/ / (lwe]” + 72| )dtda:—/ [wew + et dt do.
2Jo Jo 0
Finalmente obtemos a seguente estimativa
2 T 1 2 2 L
2/ / (|we|* + ne]?)dt dx = / x (wmw—l—nmﬁ - = (\wx| + 72| ))}0 dt
I 2 2
+/ [wew + 1,7] dtdx—/ / z (nw), dtdm—/ / ]w[ +|T]|) dt dx
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Assim,
1 2 2
o[ Gty de = 1 [ (DA D) + (D) = 5 (D + (D) )
+/ [wxw—f—%moLdtdx—/  [nw]? dx—i-f/ /T (|w|2+|77|2> dt dx
0 0 0 2Jo Jo
1 (T L
=5 ) Lo (Wl +P)] dt
1
=1 [ (wnD(2) + i E0(D) = 5 (ol D + (D) )
T . L 1L T, )
+/ [wxw—l—nmn]odtda:—/ xn(T)w(T)dx+/ xnowoda:qu/ / (|w| + |n| ) dt dx
0 0 0 2Jo Jo
L T
=5 | (w@P+ (L)) dr.
Logo
T
2/ / (looa [+ |Vt dix < L/ wen(L -+mﬁ@n@»dﬂﬁ;wwHﬂmHﬁdx

_/0 an(T)w(T) dx+/0 xngw()dxjt;/oL /OT (|w|2+ |n|2) dt dx.

Aplicando a desigualdade de Young, obtemos

T
2// (|wge >+ |?)dt dw < L/ (Waz(L)w(L) + Nea(L)n(L)) dt+/o [wew+n,nledt dx
1 L (T
2 2 2
+§A Vﬂm|+wﬂm>dm+§z;I%!+Mw)dx+§ALA(W|+Mﬂ)ﬁdp

E importante notar que para continuar estimando a norma em L?(0, L; H'(0, L)) n3o vamos

supor que a energia é dissipativa. Portanto, usando (4.14) e (4.15)), segue

T
2// (Jwg |+ |70 [2)dlt dax < L/ Wan(D)w(L) + 1 (L)n(L)) dt+/0 [wew + 1] L dt

(23 ('770| + |wol?) dz

T K T L
_ L/ [nwl, dt — L/ [NWyz — Ny + Negw]y dt.

T
- / Lt - / (T = 1) [Nwae — Tots + Noow]” dt (4.19)
0
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Notemos o seguinte

T T
—L/ Waa(L)w (L) + ez (L)n(L)) dt+/ [wxw+nxn]Ldt—L/ ndet
0
T T T
_L /0 sz — NaWa + Neat] dt — /0 (T — t) [nw]® dt — / (T = t) [1wae — Naws + Teot]- dt

— I / wan(L)(L) + nua(L)(L)) dt — L / Jw(0)] dt
+ / wo(D)w (L) + 0 (L)n(L) — w0, (0)w(0) — na(0)n(0)] dt

_ /0 (T = ) (L)L) - n(0)w(0)] dt

(4.20)

Com o objetivo de garantir o efeito regularizante de Kato colocamos os tragos (L), w(L),

n(0), w(0), n.(L), e wy(L) em evidéncia, para obter

[ ) L)+ 1a(0) = [L+ (T = 0] (L) + )]
[ () [ Laa(D) 0 (L) = [+ (T = )] a(L)]
- /0 1(0) [0:(0) = [L+ (T = 0] (@(0) + e (O)] i (4:21)
-/ Tw<o> (02(0) = [L+ (T = )] 2 0)]
[T+ (@ = (D) bt [ 1L+ (T = 0] na(0)wa(0) e <0

Das estimativas anteriores, propomos as seguintes condicoes de contorno

wq(0) = aone(0),

Wx(L) = —@17793([/),

—Liaa(L) + 12 (L) = [L + (T = )] (W(L) + wea(L))] = —a2n(L), (4.22)
1:(0) = [L + (T = )] (w(0) + w2 (0))] = can(0),

w(0) = [L + (T = 1)} 12 (0)] = 50(0).

[
[_meaz(L) + wx(L) - [L + (T - t)] nmm(L)] = _QBW(L)a
[
[

onde o; € R paratodoi=0,1,2,3,4,5.
Exibimos assim na tabela a seguir alguns casos e as relacoes entre os termos que geram o

efeito regularizante de Kato.
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Tabela 2 — CondicGes para o efeito regularizante de Kato.

Caso n(L) w(I) 7(0) (0 @@ @0  wwld)  w@m0)
1. 0 0 0 0 —anz (L) aonz(0) - -
2. - aon(L) 0 0 —aqn (L) agne(0) —aon..(L) -
3.0 0 - —agn(0) —arn(L)  aon.(0) - Q772 (0)
4. 0 0 0 0  —awmp(l) 0O - -
5. 0 0 0 0 0 aon.(0) - -
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS
Neste capitulo, vamos apresentar questdes que surgiram no desenvolvimento deste traba-
lho. Consideremos agora o sistema completo de Boussinesq, a saber,

M+ we + (W), + aWygy — UMy = 0,

we + Nz + ww, + Cllzgx — dwzxt - 07 (51)

n(x,0) =no(x), w(z,0)=we(z), x€(0,L).

Observe que o sistema linear associado ao sistema ((5.1)) é dado por

Ny + We + QWagr — bnmzt = O;

(5.2)
Wt + Ny + Clgza — dwx:ct = 0.
Assim, podemos definir a energia total associada ao sistema como
R Y 2 il 4 dlw.l?) d
B(t) =5 [ (Inl* + [+ blal® + d fws ") d. (53)

Fazendo um analise anéloga a feita na Secdo [4.I para garantir que a energia definida

em (5.3)) seja decrescente, propomos as seguintes condices de contorno,

WJ»‘(L) = _alnm(L)7
Wz(o) = Oéoﬂx(()),
bt (L) — w(L) — cwye (L) = —agn(L),

(5.4)
dwy (L) — eNpe (L) = —agw(L),
= 012t(0) + w(0) + cwz (0) = —aun(0),
— dwy(0) + e (0) = —asw(0),
onde o; > 0, Vi = 0,...,5. Assim, supondo as condicdes de contorno acima satisfeitas, temos

que
d 2 2 2
S EM) == aon(0)]" — a1 [na(L)" — ez |n(L)] (55)

— ag |w(L)]* = au[n(0)[* — as [w(0)[* < 0.
Além das condicdes de contorno ([5.4)), temos mais casos onde a energia (5.3) é dissipativa,

tais casos estao detalhados na tabela a seguir.
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Tabela 3 — Casos onde a energia ([5.3)) é dissipativa.

Caso (L) w(L) n(0) w(0) we(L)  we(0)  waa(L) wew(0)  Mea(L)  122(0)

1. 0 0 0 0 —oqn.(L) . (0) - - - -

2. - et (L) — cwpe (L) 0 0 —an:(L)  an.(0) - - Cwer(L) -

3. 0 0 - nu(0) — cwyr(0)  —ain.(L)  aon.(0) - - - gth(O)
4. - 0 - 0 —aine(L)  aogne(0) (L) Enu(0) - -

5. 0 - 0 - —aqnz (L)  aone(0) - - S (L) %wzt(O)
6. 0 0 0 - —agn (L)  aon.(0) - - - %wwt(O)
7. 0 0 - 0 —aqnz(L)  aone(0) - gnzt(O) - -

8. 0 - 0 0 —aqn.(L)  aon.(0) - - %wm(L) -

9. - 0 0 0 —aqnz(L)  aone(0) ant(L) - - -
10. - (L) — cwee(L) - 0 —aqn:(L)  aon.(0) - %r]u(()) wat(L) -
11. - bt (L) — cwaz (L) - 0 —ain.(L)  aon.(0) - - Cwri(L) %wzt(o
12. - 0 - mu(0) — cwer(0)  —ain.(L)  aon.(0) %nxt(L) - - %w”(O
13. - - ne(0) — cwer(0)  —anne(L)  aone(0) - - %wzt(L) 40z (0

Os casos da Tabela[3|representam condicdes de contorno que geram dissipacdo para a ener-
gia do sistema (55.2)). Ent3o, considerando o sistema ([5.1)) com as condicdes de contorno ([5.4))

ou os casos das condicdes de contorno da Tabela [3) surgem ent3o as seguintes questdes:

= E possivel garantir a existéncia de solucGes para o sistema ([5.1)) com tais condicoes de

contorno?

= No caso das condi¢des de contorno (5.4)), é possivel provar a desigualdade de obsevabi-
lidade

T
I, co)lly < € [ A() (5.6)
para alguma C' > 0, onde

A(t) = ag [n:(0)]* + a1 [ne(L)]* + a2 [n(L)|* + as |w(L)|* + s [n(0)[* + o [w(0)[*?
(5.7)

» Para controlar as ndo linearidades, seria possivel obter condicoes de contorno que gerem
dissipacdo e efeito regularizante de kato e que sejam diferentes das configuracdes ja

conhecidas?

Observe que se tivermos respostas positivas a tais perguntas conseguiremos, de certo modo,

estender os resultados provados em (CAPISTRANO-FILHO; PAZOTO; ROSIER, [2019).
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APENDICE A - O EFEITO DOS AMORTECIMENTOS NA FRONTEIRA E
SUAS PROPRIEDADES DE DECAIMENTO

Neste apéndice estamos interessados em mostrar algums dos resultados obtidos em ([PA-
ZOTO; ROSIER, [2008)), e cuja dissertacdo (MAMUD, 2012)) tratou recentemente, com o interesse
de estudar a estabilidade das solu¢cdes sem os comprimentos criticos.

Vamos considerar o seguinte sistema

N+ we + (W), + Wage = 0,
’ (nw) (A1)

Wy + Ny + Wy + Nage = 0.
Temos interesse em trabalhar com condi¢cdes de contorno adequadas que desempenham o
papel de um mecanismo de amortecimentos - feedback - na frontera. Fazendo as mudancas
de varidvel v =n+4+w e u = n—w, o sistema pode ser escrito como um sistema de duas

equacoes KdV acopladas em suas nao linearidades,

vt+vm+vmx+i[(v—u)(v—i—u)}m—l—i(v—u)(v—iru)x:O,

(A.2)
Up + Uy + Uggy + 3 [(0—u) (V+u)], + 5 (v—1u)(v+u), =0.
Portanto, as condicdes de contorno
v(0) =v(L) = v, (L) =0,
(L) (L) (A3)

garantem a boa colocacio e estabilidade exponencial do sistema (A.1]) em L?(0,T) x L*(0,T).

Porém, a propriedade da estabilidade exponencial é garantida se L nao é um comprimento

critico no sentido de (ROSIER, |1997a)), isto é,

2w
ng/\/.:{ﬁ

E importante salientar que o comportamento assintético das solucdes do sistema de Bous-

2l 112 k,leN*}.

sinesq do tipo KdV-KdV tem sido bem estudado nos dltimos anos. De fato, existem diferentes
mecanismos dissipativos na fronteira para obter um decaimento a zero da energia associada
ao sistema com uma taxa exponencial. Nessa direc3o, os autores em (CAPISTRANO-FILHO;
PAZOTO; ROSIER, 2019) provaram o decaimento exponencial com s6 um amortecimento na
fronteira:

1(0,t) = n(L,t) = n.(0,£) = 0,

w(0,t) =w(L,t) =0, w.(L,t)=—an.(L,1),
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sempre que L ¢ N. Portanto, o fendmeno de comprimentos critico também aparecem quando
consideramos as condicdes de fronteira anteriores para obter o decaimento exponencial para
o sistema nao linear. Este fendmeno depende diretamente da configuracdo das dissipaces
na fronteira e podemos citar, como um trabalho pioneiro para o estudo do comportamento
assintético sem a presenca dos comprimentos criticos, o trabalho (PAZOTO; ROSIER, [2008)),
que trataremos nesta secao.

Neste sentido estudaremos neste capitulo as ideias propostas em (PAZOTO; ROSIER, 2008)),

e detalhadas em (MAMUD, [2012), para o sistema (|A.1]), com as condicdes inicias
n(x,0) =no(x), w(z,0)=we(z), z€(0,L) (A.4)

e as condicdes de contorno

w(0,t) =0, w(L,t) = am(L, 1),
Wac(ou t) - Oéonx(0> t)a wm(Lv t) - —04177:;:([/7 t)? (A5)
77(07 t) = Oa wmx(La t) = _O-/anx(La t)'

Com estas condicdes de contorno os autores em (PAZOTO; ROSIER, [2008)) estudam propriedades
assintéticas das solucGes sem restricoes no comprimento L.. Vale ressaltar que as condicoes
de contorno (|A.5)) correspondem ao caso 2 da Tabela .

No que segue, definimos a energia do sistema como

E(t) = ;/OL (Inl* + |w]?) da. (A.6)

Vamos supor (n,w) fungdes regulares. Multiplicamos a primeira equacdo de por 7, a
segunda equacao de por w, fazendo integracdes por partes em (0, L) e adicionando os
resultados obtemos,
L1 2 2 L L L
/0 3 (!nl + |w| )t dz + (a — c)/o NWaze AT + (W) + ¢ [MWez — NewWs + Neew]y = 0.

Portanto,

iE(t) = —n(L)w(L) +n(0)w(0) = c[w(L)nea(L) — ne(L)we(L) + n(L)wse(L)
(A.7)

1 0)(0) + 12002 (0) = 1(0)aa O] = @ =€) [ e

Consideramos agora a = c¢. Logo, colocando os tracos de 7, w, 1, € w, em evidéncia, temos

CB() = n(L) [-(E) — wra(L)] — (L) (E) + 7(0) [(0) + s (0)]
(A.8)

+ cw(0)722(0) + ena(L)wa (L) = c12(0)wa (0).
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Supondo ({A.5|) satisfeitas, temos que

L B() = —as (L)~ 1D — 00 (0 <0 (A9)

obtendo a dissipacdo da energia associada ao sistema ((A.1)).

A.l1 PROBLEMA LINEAR

Voltamos nossa atencdo para o problema linear com a = ¢ =1,

Ny + We + Wepe = 07
(A.10)

Wt + Ny + Nege = 07

satisfazendo as condicdes iniciais ((A.4)) e as condi¢des de contorno (A.5)).

A.1.1 Boa colocacao do problema linear

Considere X, = [L2(I)]?, onde I = (0, L), com seu produto interno usual e o operador
com dominio

D(A) ={(nw) € [H(D]": w(0) = 0, w(L) = azn(L), w(0) = auns(0),

Wx(L> - _alnz(L>7 T](O) = 07 Wm:(L) - _a2771x(L)}

(A.12)

definido por
A (777 W) = (_wm — Weaz, — Nz — nxxa:) . (A13)

Temos entdo o seguinte resultado.

Proposicao A.1.1. Sea; > 0,7 =0, 1,2, entdo A gera um semigrupo de contracdes lineares

de classe Cy, denotado por (S(t)),s,, em Xo.

Demonstracdo. Vamos usar a Proposicdo[2.7.13| Note que D(A) = X, pois Cg° (I) = L* (I),
Cx C(I) C D(A) e C° (1) x Cg° (I) = L* (I) x L? (I) = X,, isto é, D(A) é denso em

Xo. Vamos provar agora que A e A* sdo dissipativos.
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Vamos definir D(A*) e A*. Por definicdo (y, Az) = (A*y,z), Vo € D(A) e Vy € D(A*).
Logo, dados (f,g) € D(A) e (u,v) € Xy, temos que

(1 0), AL )y ={(0:0), (=00 = Grss = = Frma)x,
=— /Lugxdx—/OLUdem— /vardx - /{)vamd:c
= [ e+ gan) @2t [ ] (00 vane) d g0 (0)u(0) + £ 0)0(0)
F(E) [=0su(L) = 0(L) = azttzs(L) = 0aa(L)] + foe(L) lazu(L) — v(L)
+ Jo(L) [=orua( D) + ve(L)] = £2(0) [0ua(0) + v (0)]

Ent3o,
A*: D(A") C Xo — Xo (A.14)
é dado por
A (u,v) = (Ve + Vaaars Ug + Usgr) (A.15)
com

D(A%) = {(u, v) € [H(D)] 2 0(0) = 0, v(L) = azu(L), v,(0) = —agu,(0),
(A.16)

V(L) = aqug (L), w(0) =0, vy(L) = —aouy, (L) — 20c0u(L)} .
Com o mesmo processo, podemos mostrar que A* = A, isto é, A é fechado.

Vamos mostrar que A é dissipativo. Seja (n,w) € D(A). Logo,
<A (777 w) ) (777 w)>X0 = <(_w$ — Wazx, —Mz — 7719690) ) (777 w))XO
L L L L
= —/ wen dx —/ WezeN AT —/ New dx —/ Nezaw dT
0 0 0 0

= —w(L)n(L) + we (L)1 (L) — wz(0)72(0)
= — @z [n(D)]* = a1 [ne (L) = o [:(0)* < 0.
Analogamente, se (u,v) € D(A*),
(A*(u,0), (u,0)) = =g [u(L)[* = ao [uz (0)* = an Jug (L)[* < 0.
Assim, A e A* s3o dissipativos. Portanto, como D(A) é denso em X, e A é fechado temos

que A gera um semigrupo de contracdes lineares de classe Cj. O]

Como consequéncia do resultado anterior o seguinte resultado da existéncia de solucoes

com as condicdes de contorno (|A.5) se verifica.

Teorema A.1.2. Se (ng,wy) € D(A), o sistema (A.10) com as condicées de contorno (A.5)
possui uma dnica solucdo cldssica. Se (ny,wy) € Xo, o sistema (A.10) com as condicées de

contorno (|A.5)) possui uma dnica mild solution.
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A.1.2 Efeito regularizante de Kato

Para as condicdes de contorno ((A.5)) temos que a energia associada ao sistema ((A.10]) é

dissipativa. Vamos estabelecer as estimativas de energia e o efeito regularizante de Kato para

o sistema (|A.10)-(A.5).

Proposicao A.1.3. Sejam (19, wo) € [LA(I)]?, onde I = (0,L) e (n,w) = S(-) (no,wo).

Entdo, para todo T > 0,

[ (@ + @) de ~ [ (@ TP + (e, TI) dr

(A.17)
T 2 2 2
=2 [ (az In(Z, ) + v I (LD + a0 1.0, 2) )
e
T T
o [ (m@F + @) dr =5 [ / Il + wl?) do dt
0 (A.18)
+/ [ [n(L, ) + o Ino (0, 8) ] .
Se, além disso, a; = 1, entdo (n,w) € L? (O,T; [Hl(l)]Q) e
||(777W)||L2(07T;[H1(1)]2) < C[(no, wo)llx, » (A.19)

onde C'= C(T') é uma constante positiva.

Demonstracdo. A demonstracdo deste resultado é andlogo as contas feitas no capitulo [4]

Indicamos ao leitor ver (PAZOTO; ROSIER, [2008) e (MAMUD, [2012). O

A.1.3 Estabilidade exponencial

Vamos provar a estabilidade exponencial do sistema ((A.10)) com as condicoes de contorno
definidas em ((A.5)). Lembremos que com estas condices a energia do sistema é dissipativa,

isto &,
d

G E#) = —az [n(L)* = e [ (L)]” = ao [n: (0)]* < 0. (A.20)

Teorema A.1.4. Suponha que oy > 0, ay > 0 e ag = 1. Entdo, existem constantes Cy e i,

tais que para quaisquer (1o, wy) € Xo, a solucdo do sistema (|A.10)-(A.5) satisfaz

1(n(®), w®)llx,, < Coe ™ [|(no, wo)llx, »  VE=0. (A-21)
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Demonstracdo. O componente essencial da prova é a seguinte desigualdade de observabilidade:

T
1110, wo) I, < C/O (In(Lﬂt)l2 +a [na(L,1)[* + ag |m-(07t>|2) dt, (A.22)

para algum C' > 0. De fato, assuma que (|A.22)) se verifica. Agora, defina
A() = [n(L, O + an [na (L, O + ao [n2(0,8)]* > 0, ¢ >0,

entao,

E(t) = —A(b), A(t) > 0,
BO) <0 [ At

onde E(t) é a energia associada ao sistema linear. Logo, integrando em [0, 7], temos

/UT E'(t)dt = E(T) — E(0) = —/OTA(t) dt < _E((;O)>
ou seja,
E(T) < E(0) — Eé()) < E(0) — E(CT)’
dai,
E(T) + E(CYT) = <1 —+ é) E(T) < E(O),
isto é,

E(T) < (Cil) E(0).

Portanto, podemos afirmar que a solucdo decai exponencialmente. Para provar este fato, vamos
usar e provar o seguinte resultado:
Se existem T' > 0 ey € (0,1), tais que E(T) < vE(0), entdo
1

E(t) < 7E(O)e(%lnw)t, t>0. (A.23)

Note que E(kT) < v*E(0), para todo k € N. Com efeito, por inducdo, vamos supor que
temos a estimativa valida para £ e vamos mostrar para k + 1. Como a energia é decrescente

segue que
E((k+1)T) <E (kT) < *E(0)

- <E(T) = /O 0 dt)

<V*E(T) <+*-vE(0) = ' E(0),
visto que E(t) < E(kT), para kT <t < (k+ 1) T. Assim,

E(t) < BE(KT) < ~v*E(0).



67

Como kT < t < (k+ 1)T, entdo = — 1 < k e de fato que v € (0,1) temos 7* < AT

Portanto,
E(t) <E(KT) < +*E(0) < 4T E(0)

Provando (|A.23]).

Agora estamos em condicOes de provar o Teorema . Note que -5 € (0,1) entdo

In (CLJFJ < 0, dai, existe pg > 0 tal que

1, (C)__
r"\cr1) 1

Gragas a (A.23)) obtemos que
1 _ 1 _
B(t) = [n(t), 0D, < (14 5) BO)e™ = (14 2 ) 0w wo)ll3, e, ¢ 20,
mostrando o Teorema [A1.4l O

Prova de (A.22). A prova de (A.22) é andloga a prova de ({3.46)). Neste caso omitiremos e

indicamos para prova (PAZOTO; ROSIER, 2008) e (MAMUD, [2012). O
A seguir daremos uma definicao de compatibilidade necessaria para os préximos resultados.

Definicdo A.1.5. Para s € [0, 3], definimos X como sendo o espaco das funcdes (n,w) €

[H*(I)]? que satisfazem as condicGes de s-compatibilidade

1
w(0) =0 ew(L) =n(L), quando 3 <5< 2,
W'(L) = —an'(L),

)
—n"(L), quando 5 <s <3,

w(0) =0, w(L) =n(L), w(0)ag = 1'(0),

33
—~
o
N—
I
\'O
D
E\
3
h
N—
I

munido da norma

2 2 2
1, ), = Inllzzscry + Neollrs ) -

Logo, pelo Teorema|A.1.4] e usando argumentos de interpolacdo entre espacos de Sobolev,

temos o seguinte corolario.
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Corolario A.1.6. Sejam oy, a; e az como no TeoremalA.1.4. Entéo, para s € [0, 3], existem

Cs > 0 e pp > 0, tais que para quaisquer (1, wy) € X, a solucdo correspondente (n,w)

de (A.10)-(A.5) pertence a C' (R™; X;) e satisfaz
In(®), w(®)llx, < Cse™ | (n0, wo)l x, - (A.24)

Demonstracdo. Ver (PAZOTO; ROSIER, [2008) e (MAMUD, [2012). O

A2 PROBLEMA NAO LINEAR

Nesta secdo, voltaremos nossa atencdo para a boa colocacao e propriedades assintéticos

do sistema
M+ wy + (M), + Weee =0, t>0,2 € (0,L), (A25)
Wi+ N + wwy + Newe =0,  t>0,2 € (0, L),
satisfazendo as condicdes iniciais
n(z,0) =no(x), w(z,0)=uw(x), =z€(0,L) (A.26)
e as condicdes de fronteira
w(0,t) =0, w(L,t) = agn(L,t),
wp(0,) = agna(0, 1), wa(L,t) = —auna(L, 1), (A-27)
n(0,) = 0, (L, ) = s (L, t).

A ideia é escrever o problema (|A.25]) como um problema de Cauchy abstrato. Neste sentido,
seja U = (n,w), (S(t)),»o © semigrupo gerado pela parte linear do sistema (A.25), Uy =
(no,wo) € N(U) = — ((nw)’,ww’), onde " denota 2. Assim, temos o seguinte problema de

Cauchy abstrato,
U =AU + N(U),

com as condi¢cdes de contorno (|A.27]).
Pelos resultados obtidos na Se¢do [A.I| podemos reformular o problema acima a encontrar

uma funcdo U = U(t), tal que
U(t) :S(t)UoJr/OtS(t—s)N(U(s)) ds, (A.28)

que satisfaz as condicdes de contorno (|A.27]).
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A.2.1 Boa colocacao local
Gracas ao efeito regularizante de Kato e um argumento de ponto fixo, podemos provar
que a equacgo integral ([A.28)) tem soluc3o local em X, = [L2(1)]*, precisamente:

Teorema A.2.1. Dado (ng,wo) € Xo, existe T > 0 e uma dnica solucdo generalizada (n,w) €

C ([0,T]; Xo) N L2(0,T; X;) de (A.25)) satisfazendo as condicées (A.27)).

Demonstracdo. Ver (PAZOTO; ROSIER, [2008) e (MAMUD, [2012). O

A.2.2 Boa colocacao global

Nesta subsecao mostraremos que a existéncia global juntamente com a estabilidade expo-
nencial podem ser estabelecidas para dados iniciais suficientemente pequenos. Para conseguir
o resultado, o efeito regularizante de Kato e a taxa de decaimento exponencial em X; sdo

combinados em uma estimativa pontual no tempo.

Lema A.2.2. Para qualquer i € (0, 11p), existe uma constante C' = C(u) > 0, tal que para
qualquer Uy € X,
e Mt
IS®Tly, < € [Thllx, Ve >0 (A29)

Demonstracdo. Sejam p € (0,p9) e Uy € Xy e defina U(t) == S(t)Uy, t > 0. Tomando
T =1, segue da Proposicado que existe uma constante C' > 0, tal que

HU(')HL?(OJ;Xl) < C ||U0||X0 : (A.30)

Em particular, U(t) € X, quase sempre em (0, 1). Assim, podemos encontrar uma sequéncia
decrescente (t,),-, em (0,1], com ¢, — 07, tal que U(t,) € Xi, para todo n € N. Pelo
Corolario temos que U(t) € X; para todo ¢t > t,,, como t, — 0" segue que U(t) € X;

para todo t > (. Dai, pelo mesmo argumento,
[U(T) ]y, < Cre T U()]y,, YT 21, (A31)

sempre que U(t) € X;.
Seja T € (0, 1]. Por (A.31]), temos que

2
(CTHIU@)lly, ) e < U@,
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donde, integrando em (0,7"), obtém-se

(e @iy [ e < [,

Assim, como

I

T 2p0T _
/ 2ro(M—t) _ € 1
0

2410
segue que
2410
1U(@)lx, < ||UHL2(O,T;X1>01F€W_1
ol 240
<CC m 100l x,
<CcC —*wmum

NG

Dai, para t € (0, 1] arbitrario, temos

ccC _
HU(t)Hxl— \/El cte MHUOHXO

ot (A.32)
Se t > 1, por (A31) e (A32)
1Ty, < Cre D U)]ly,
< C&2667#0(%1) HUOHXO ‘
Porém, como i < g e t > 1, existe Cy > 0, tal que Vit < Chetort isto é,
—ut
—Mot < C €
N
Logo,
_ _ eHt
\wwms@%mwwwmsﬁa»ﬁwwwm.
Assim, concluimos que se C' := C?CCyet > ), entdo
*/‘«t
U@, <0;@w|ww% vt > 1,
o que prova o Lema. O

Agora, provamos a boa colocacdo e a estabilidade exponencial das solucdes partindo de

dados iniciais suficientemente pequenos em X;. Para tal, considere a seguinte definicdo
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Definicao A.2.3. Seja i € (0, 110). Definimos o espaco das funcées exponencialmente limi-

tadas

F::{U—( w) e C (R X))

M (t)HLOO(]R'*‘;Xl) < oo}7

munido da seguinte norma

U= et

= sup ess He’”U(t)‘

HLOO(RJF;Xl) >0 X

Teorema A.2.4. Existery > 0, tal que, para todo dado inicial (o, wo) € X1 com |[no,wol| x, <

o, a equacdo integral (A.28) admite uma dnica solucdo (n,w) € F.

Demonstracdo. Sejam Uy = (no,wo) € Xi, tal que ||[Uplly, < 10, Br(0) C F e U(:) =

(n,w) () € Br(0), com ry e R > 0. Considere a aplicacdo
I': Br(0) C F = C (R*; X))

definida por
(TU) () = S()Us + /OtS(t _ SN (U(s) ds, V> 0.

Vamos mostrar que I" possui um Unico ponto fixo na bola Br(0) C F, para g > 0

suficientemente pequeno. Observe que pela boa colocacdo local obtemos que

TU € C (R+;XO) N L2

loc

(R*:X7),
com (I'U) (0) = Up. Note também que T'U € F. De fato, por (A.24), existe C; > 0, tal que
IS Uallx, < Cre™ [Ty, < Cre™ [Ty,
pois i < pg. Dai,
|es@ T, < e SO ally, < e (Cre™ [Vally,) = CuITollx, » ¥t = 0.
Além disso, para todo ¢ > 0, pelo Lema[A.2.2] segue

< e [ 80— )N U(s)], ds

e H(t—s)
<erc [ ¢_|| U(s))llx, ds
= [ = IN Wy, ds

it /Ot S(t— $)N (U(s)) ds

X1
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com C' > 0. Portanto, pela afirmacdo 3, obtemos K > 0, tal que

t ehs 5
SO = (KIUWI,) ds
t e*ﬂs s 2
:CK/O m(eﬂ Us)x,) ds
e M8 d
Vi—s "
B ) t em(s—1)
= CK Ul || = ds

) 11 max{1,t} o—H(t—s)
< CK |U|> (/0 \/gds+/1 7 ds>

1 max
- / e e Mt=9) (s
0 0

1
< CK|U|3 <2 + M) .

bt /OtS(t _ N (U(s)) ds

9 t
<ck |l [

< K Ul (25*

B

50 obtemos

Logo, se R > 0 tal que R < erg>0comry<

1
20K (24+p~1)

He"tFUHXl <Ciro+CK (24 p7") R? < § + 5 =R < .

Concluimos assim que, I'U € F, com |[I'U|, < R < oo, isto é, I aplica a bola Bg(0) C F

nela mesma. Por outro lado, dados U,V € Br(0) C F, temos que

U =TV = e [ (0= 5) (N (U() = N (V($))) ds

X1

<C [ = INWE) =N Vly, ds

com C > 0. Entdo, pelo efeito regularizante de Kato temos que I" é uma contracido. Assim,

pelo Teorema do ponto fixo de Banach, I' possui um Gnico ponto fixo na bola Bg(0) C F.
A prova da unicidade segue como usual. Considere duas solu¢des U e V', com dado inicial

Uy e defina W = |U — V|, entdo W é solucdo ao problema com dado inicial nulo, logo, pelo

Lema de Gronwall, temos que W = |[U — V| < 0. Portanto U = V. O
A seguir obtemos a estabilidade exponencial das solucdes para o problema nao linear

Teorema A.2.5. Assuma que ag > 0, oy > 0 e g = 1. Entdo existe p >0, C' >0 e > 0,
tais que, para quaisquer (1y,wo) € [L2(I)]° com (10, wo) |l z2(ryp2 < p. 0 sistema (A.25)-

(A.27)) admite uma dnica solucdo

(n,w) € C(RY[LX(DP) N C (R [H'(D]?) N L (0, 1; [H'(I)]?) (A.33)
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que satisfaz

1, w) Ol < Ce™ N[0, wollljpagrye s V¢ 20, (A.34)
e—at
17, @) Ol gy < CW 1(0, wo) ()l 2y > VE> 0, Vere (0, p). (A.35)

Demonstracdo. De forma a deixar o trabalho autocontido apresentaremos a prova deste re-

sultado que pode ser visto em (PAZOTO; ROSIER, [2008) e (MAMUD, 2012).
Seja T'=1 no Teorema [A.2.1] segue que

1
1P 201050y < IS0l 2o, + CK [ U1,
Defina R == 2|[S(-)Uol| 12(0.1.x,) > 0 € p1 > 0 com [|Up||, < p1, temos que

R
HFU”L2(0,1;X1 < 5 + CKR2=

jé que U € Bg(0) C L*(0,1; X1). De (A.30), segue que R < C'||U||y,- Logo,
R — 1 _
Ul s < 5 + CKC Wil R< (5 + CTKpi) R

e, entdo, tomando p; > 0 tal que p; < temos que I" é uma aplicacdo da bola B(0) C

1
3CCK >
L?(0,1; X;) nela mesma. Além disso, I' é uma contraco. De fato, sejam U,V € Bg(0) C
L?(0,1; X;). Seguindo o mesmo argumento do Teorema |A.2.1] vé& se que

ITU =TV 201,50y < CINU) = NVl 11 0,1,x0)
< CK [ (1015, + V1) IV = Vi, ds
< 2RCK /01 U=V, ds
S2RCK||U =Vl 2 0,1,x,) »
isto &, |[TU =TV 120015,y < 2RCK U = V[ 2(91.x,)- Portanto, como R < C ol x,.
segue que
IV = TVl 201,x,) < 2CCK ||Usllx, IV = Vi p20,15x,) -

1

Dai, tomando p, > 0 tal que py < =5+,

obtemos que se [|Up|| y, < p com p = min {p1, p2},
entdo I' é uma contracdo da bola Br(0) nela mesma, e pelo Teorema do ponto fixo de
Banach, a equac3o integral possui uma dnica solucdo U € Br(0) C L?(0,1; X;), onde
R =2[[S()Uollr2(0,1.x,) - Em particular, existe to € (0,1) que satisfaz [|U(to)[[x, < R. Se,
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além disso, R < rq, entdo, pelo Teorema|A.2.4, U(-) pode ser estendida a R™ como solucdo
de (A-25)-(A27). Logo

IU@)llx, < Cre™ U to)ll,

< CiCee ™ ||Uplly, . Yt >to e Vi € (0, o).

Vamos a provar a estimativa (A.34). Se ¢t > 1, em particular, t > t, e como [H'(I)] —

[L2(I))?, temos que existe C; > 0, tal que
IU@)lx, < CriUMlx, < CrCiCee™ |[Usly, ,
definindo C' = C;C,Ce*, entdo

U, < Ce™ ™ |[Uolly,, Vt>1.

Se 0 <t <1, segue que

U x, < 1Tl o(0,17:x
< ||U||c([o,1];X0) + ||(77:W)”L2(0,T;X1)

1
< CUhllx, +C [ IN W)y, dt
< C 0ol x, + CK U] 20153,

Como U € Bg(0) C L*(0,1; X;), com R < C||Up|| . temos

1U®)lx, < C Uy, + CKC||Uplly, R
= (C+ CKCTR) ||Uo]l,
_ ((J + OK@R) ete™ U]l «,
< (C+CKCR) e Uy,

Fazendo C = (C + C’K@R) elo | entdo
U], < Ce M [Uollx,, Vtel0,1], Yue(0,uo).
Vamos mostrar a estimativa . Se0<t<1, como
U(t) = S(t)Uo—i—/OtS(t—s)N(U(s)) ds,

segue, pelo Lema[A.2.2], que
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Uy, < ISOUlLy, +| [ 5= 9N W) as|

1
< [IS(T)Vollx, +CK/0 U, ds = IS(T)Vollx, + CK U z20,1.x,)

<|IS(T)Usllx, + CK R

e Ht ~
7 1Uollx, + CKC|Uoll, B

e Ht ,ut

= 07 100l x, + CECe v \/_||Uo||xo

—,ut 6—,ut
\/— 1Uoll, + W 100l x,
K€ —Ht
\/— ”UOHX ) Vt € (071] eﬂe(())/’b())?

donde C = CKCe"R e K = maxC,C.

Agora, se t > 1, em particular, t > t; e, entdo, pela desigualdade acima, temos
1U#)|l, < CiCe™ |Usllx, -

Se 0 < a < p, entdo como t > 1, existe Cy > 0, tal que

Vi
o)t < Cy,
donde
. CC eat
e M < —.
>~ 2\/%
Logo,

—at

U@y, <0G~ 7 1Uollx,

Seja C == C,CCy > 0, entdo,

U@l <€

<y, V> 1eac (0.

provando assim o resultado.

t
<8Vl x, +C [ IN (U

(D, d

S
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